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1. INTRODUCAO

Liouville provou que certas integrais ndo podem ser expressas em
termos elementares. Neste trabalho apresentaremos uma demonstracao
puramente algébrica, devida a Rosenlicht [4], dessa impossibilidade
para [ e dx. Essa integral possui importante papel na Teoria da
Probabilidade, na forma da fungdo erro:

2
erf(x) = —J e " du.
VT o

Informalmente falando, por “termos elementares”, nos referimos
a fungdes construidas a partir de fung¢des racionais, juntamente com
repetidas operagdes algébricas (isto é, resolvendo equagdes polino-
miais cujos coeficientes sdo func¢des elementares previamente defi-
nidas), além de aplicagdes de exponenciais, logaritmos, fungdes tri-
gonométricas e suas inversas. Veremos uma defini¢ao algébrica de
fungoes elementares na secao

O resultado em questdo é consequéncia direta do seguinte resul-
tado geral:

Teorema 1. Seja g um polindmio. Se f ed é elementar, entdo grau(g) < 1.

Por sua vez, esse teorema € obtido a partir de versdes restritas do

teorema de Liouville:
1
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Teorema 2 (Liouville Polinomial). Sejam f e g polindmios. Se [ fed é
elementar, entdo ffeg = PeY, onde P é um polindmio.

Teorema 3 (Liouville Racional). Sejam f e g fungdes racionais, com g nio
constante. Se ffeg é elementar, entio ffeg = ReY, onde R é uma funcio
racional.

Prova do teorema 1. Pelo teorema 2, com f = 1, temos que f ed = Pe9,
com P um polinémio.
Derivando ambos os lados, temos:

ed =P’ed + Pg’'e’
Cancelando e9:
1=P +Pg’

Se grau(g) > 1, terifamos grau(g’) > 1 e portanto 0 = grau(1)
grau(P’ 4+ Pg’) = grau(Pg’), pois grau(P) > grau(P’). Assim, Pg’
constante e g’ também. Mas isso implica grau(g’) = 0 ou g’ = 0,
uma contradi¢do. Portanto grau(g) < 1.

UL o

O teorema 3 serd provado na se¢do 4, a partir do teorema de Li-
ouville, que estd enunciado no teorema 4| e sera provado na segdo
Provaremos agora o Liouville Polinomial supondo vélido o Liouville
Racional.

Prova do teorema 2. Sejam f e g polindmios tais que [ fed é elementar.
Como polindmios sdo também fungdes racionais, o teorema 3 diz
que [ fed = Re9, onde R é uma funcdo racional.

Derivando ambos os lados, temos:

fed = R’ed + Rg'ed

Cancelando e9:

f=R'+Rg’
Escrevendo R = % com P e Q polindmios relativamente primos e

Q monico, temos:

P'Q—PQ" P

Q Q
e portanto
Q*f =P'Q—PQ"+PQg’

donde

QIQf —P'—Pg') = —PQ'
Como esta é uma equagdo envolvendo apenas polindmios e P e Q
sdo relativamente primos, concluimos que Q divide Q' e portanto
Q =1 (pois Q é modnico). Logo R = P e R é um polinémio. O
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O teorema 3 é consequéncia do teorema de Liouville:

Teorema 4 (Liouville). Seja h uma fungdo em algum corpo de fungoes F.
Se h tem uma integral elementar sobre F, entdo sua integral é da forma

Jh =v+ Z oulog(uy),
i=1

onde «y, ..., &y S0 constantes e Wy, ..., Un,V sio funcoes em F.

O enunciado desse teorema serd apresentado com precisdo na secao
onde o provaremos de forma algébrica. Os conceitos e resultados ne-
cessdrios para essa formulagdo serdo explicados na se¢do

2. FUNDAMENTOS ALGEBRICOS

Definicao 1 (derivagdo). Seja F um corpo. Uma derivagdo em F é uma
aplicacdo F — F, geralmente denotada por a — a’, que satisfaz (a +b)’ =
a’+b'e(ab)’ =a’b+ab’,Va,b eF.

Definicado 2 (corpo diferencial). Um corpo diferencial é um corpo mu-
nido de uma derivacao.

Se F é um corpo diferencial, chamaremos de constantes de F os ele-
mentos « € F tais que o’ = 0.

Proposic¢ao 1. Seja F um corpo diferencial. Entdo
(1) Para todo a € F e todo inteiro n vale: (a™)’ = na™'a’.
(ii) Para todos a,b € F, com b # 0, vale a “regra do quociente”:
ay’ a'b—ab’
<E> b2
(ii1) O conjunto das constantes de F é um subcorpo de F.

Prova. (i) Note que 0’ = 0 pois 0’ = (04 0)’ = 0’ + 0". De modo
analogo, 1’ =0pois 1" = (1-1) =1"-14+1-1" =1"41". Assim,
para a = 0 vale o afirmado. Suponha a # 0. Se n = 0 temos (a°)’ =
1"=0=0a’"a’.Sen = 1temos (a')’ = a’ = 1a''a’. Por inducéo,
suponha vélido para n > 0. Entdo (a™')’ = (a"a) = (a")'a +
a"a’ =na*'d’a+ a"a’ = (na® + a")a’ = (n+ 1)ata’. Isso prova
a afirmacdo para todos os inteiros n > 0. Por outro lado, se n > 0,
entdo

0 — ]/ — (a—nan)/ — (a—n)/an + a—n(an)/ _ (a—n)/an + a—nnan—1a/.

Entdo (a™)’ = —na"'a’, e o resultado também ¢é valido para intei-
ros negativos.
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(ii) Pelo item (i), (b™')’ = —b2b’. Assim,

/ !/
(%)' —(ab ) =ab  +ab ") =ab ' +a(—b ) = a b;z ab .

(iii) J& provamos que 0 e 1 sdo constantes. Sejam « e 3 constantes
deF. Entdo (x+pB) =a’'+p"'=04+0=0e (xf) =&’ +axp’' =0,
e o conjunto das constantes é fechado por soma e produto. Além
disso, se o é uma constante ndo nula entdo (')’ = —ax 2o’ = 0
e portanto o inverso de uma constante é constante. Temos também
0=0=(—a+a) = (—a)'+a«’ = (—a)’ e 0 conjunto das constantes
é fechado para o inverso aditivo, concluindo a prova de que é um
corpo. U

Note que se « é constante e a € F entdo (xa)’ = xa’.

Definicao 3. Seja F um corpo diferencial e a,b € F, com a # 0. Dizemos

s N L . /
que a ¢ uma exponencial de b, ou que b é um logaritmo de a, se b’ = <.

Essa terminologia é conveniente pois as tnicas propriedades das
exponenciais e logaritmos que estamos interessados sdo as suas pro-
priedades diferenciais.

Aplicando indugdo e as propriedades da derivagdo é facil obter a
identidade da derivada logaritmica:

Vi Vn )/
(a7’ -a¥m) a a
1 1
\q—r\l/n:\”_“'”'""yn_n
(11 "'an Cl] an
onde ay,...,a, sdo elementos ndo nulos de F e vy,..., Vv, sdo intei-

ros, positivos ou negativos. Essa identidade serd muito ttil a seguir.

Definicdo 4 (extensao diferencial). Uma extensao diferencial K/F de
um corpo diferencial F é um corpo diferencial K que estende F e cuja de-
rivacgdo estende a derivacdo de F.

Definicdo 5 (extensdo elementar). Seja F um corpo diferencial. Uma ex-
tensdo elementar de F é uma extensdo diferencial de F obtida por sucessi-
vas adjungdes de elementos que sio algébricos, exponenciais ou logaritmos,

ou seja, uma extensio diferencial da forma F(ty,...,tN), onde cada t; é
algébrico sobre o corpo F(ty,...,ti_1) ou é o logaritmo ou é a exponencial
de um elemento de F(ty,...,ti_1).

Note que cada corpo intermedidrio F(ty,...,ti_;) é um corpo dife-

rencial e uma extensado elementar de F.

Essa defini¢do captura a nogdo de funcdo elementar: as fung¢des
elementares sdo as funcdes contidas em extensdes elementares do
corpo das fungdes racionais.



O TEOREMA DE LIOUVILLE SOBRE INTEGRAIS ELEMENTARES 5

Os lemas a seguir serdo fundamentais para a prova do teorema de
Liouville na segdo

Lema 1. Sejam F um corpo diferencial e F(t) uma extensdo diferencial de F
tendo o mesmo subcorpo de constantes, com t transcendente sobre F e com
t" € F. Entdo, para todo “polin@mio’ﬂ f(t) € F[t] de grau positivo, (f(t))’
é um “polindmio” em F[t] de mesmo grau que f(t), ou de um grau a menos,
dependendo se o coeficiente do termo de maior grau de f(t) ndo é, ou é, uma
constante.

Prova. Sejamb = t’ € Fen o graude f(t). Se f(t) = a,t"+a, 1t" '+
-+ ap, com ag,...,a, € F, e a, #0, entdo
(f(1)) = (ant™ + an g t™ ' 4+ -+ + ap)’
= (ant™)’ + (@nat™ ") 4+ (art)" + ag
= (alt" + ant™ ) + (a} "+ anqt) 4+ -+ (alt+ art!) + af
=a/t"+ (na,b+a, It 4 -

Se a, ndo é constante entdo a;, # 0 e (f(t))’ tem grau n.

Se a, é constante, entdo a; = 0 e queremos provar que o coefici-
ente na,b + a/,_; de t"' ndo é zero. Se fosse, teriamos

(napt+an1) =na,b+a, ;=0

e entdo nant + a,_; seria constante, logo um elemento de F, pois F
e F(t) tém as mesmas constantes, contrariando a transcendéncia de t
sobre F. O

Lema 2. Sejam F um corpo diferencial e F(t) uma extensdo diferencial de F
tendo o mesmo subcorpo de constantes, com t transcendente sobre F e com
% € F. Entdo, para todo a € F, a # 0 e todo inteiro nido nulo n, temos
(at™)’ = dt™ paraalgum d € F, d # 0. Além disso, para todo “polindmio”
f(t) € Flt] de grau positivo, (f(t))’ é um “polindmio” em F[t] de mesmo
grau, e é um miiltiplo de f(t) somente se f(t) é um monomio.

Prova. Sejab = t?' € F. Sejaa € F, a # 0, e seja n um inteiro ndo nulo.
Temos

(atn)/ — a/tn + natn—],c/ — a/tn + natn—hbt — (a/ + nab)tn — dtn,

onded =a’+nab € F.
Se d = 0 temos (at™)’ = 0, e at™ é constante, contrariando a trans-
cendéncia de t sobre F. Logo d # 0.

Estritamente falando, f(t) ndo ¢ um polindmio, mas sim o valor de um po-
linémio em t. Como t é transcendente, podemos identificar F[t] com o anel de
polindémios F[X].
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Seja f(t) € F[t] de grau positivo. Pelo que acabamos de ver, o grau
é preservado pela derivacdo, e portanto (f(t))’ tem o mesmo grau
que f(t).

Se (f(t))’ é um multiplo de f(t), deve ser por um fator em F, j4 que
ambos tém o mesmo grau. Entdo existe ¢ € F tal que (f(t))’ = cf(t).
Suponha que f(t) ndo é um monoémio, e que a,t"™ e a,t™ sdo dois
de seus termos distintos. Como a derivagdo preserva o grau de cada
termo, temos (a,t")’ = ca,t™ e (an t™) = ca,t™. Assim,

=0.

a,t™\’ ~(antM) apt™ — apt™(ant™)’  canttant™ — a ttcant™
amt™) (amt™)? B (amt™)?

n o, . A .
Portanto, ;‘“t ¢é constante, novamente contrariando a transcendéncia
m

tm

de t sobre F. O

3. O TEOREMA DE LIOUVILLE

A versdo algébrica do teorema de Liouville, que vamos provar
agora, ndo usa a nogdo de integral e sim a nog¢do de primitiva.

Definicdo 6 (primitiva). Seja h um elemento de um corpo diferencial F.
Uma primitiva de h é um elemento y de alguma extensdo diferencial de F
tal que y’ = h.

Teorema 5 (Liouville). Seja F um corpo diferencial de caracteristica zero
e h € F. Se h tem primitiva em alguma extensdo elementar de F tendo o
mesmo subcorpo de constantes, entdo existem constantes «y,...,x, € Fe
elementos wy, ..., u,,v € F tais que

n u/
h=v'+ E oG—.
. Ui
i=1
Prova. Por hipétese, existe uma torre de corpos diferenciais

FC F(ty) C--- C F(ty,...,tn),

todos com o mesmo subcorpo de constantes, onde cada t; é algébrico
sobre F(t;,...,ti_1), ou é o logaritmo ou é a exponencial de um ele-
mento desse corpo, e existe um elementoy € F(t;,...,ty) comy’ =
h. Provaremos o teorema por indugdo em N. O caso N = 0 é trivial,
pois y’ = hcom y € F e basta tomar v = y que teremos h = v/,
comv € F. Supomos entdo N > 0 e o teorema valido para extensdes
elementares de altura menor que N.
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Como h € F C F(t;), temos h € F(t;). Pela hipotese de indugao

aplicada a extensdo elementar F(t;) C F(ty,...,tn), podemos escre-
ver
n w
h=v+ ) o—,
2%,
com «y,...,x, constantes e uy,...,u,,v € F(t;). Note que os o

estdo em F pois todos os corpos da torre tém o mesmo subcorpo de
constantes. O que falta entdo é encontrar uma expressao semelhante
para h, possivelmente com outro “n”, mas com todos os uy, ..., Uy, Vv
em F. Denotando t = t;, temos que t é algébrico sobre F, ou é expo-
nencial ou logaritmo de elemento de F. Consideraremos esses trés

casos a seguir.

Suponha que t é algébrico sobre F. Nesse caso, temos F(t) = F[t] e
entdo existem polindmios Uy, ..., U,V € F[X] tais que u; = U, (t), ...
Un = Uy (t),v = V(t):

S V)Y o )
h—(V(t))—F;oq 01

Sejam ti(= t),T,,...,Ts 0s conjugados de t sobre F (demais raizes
do polindmio minimal). Aplicando o automorfismo que leva t em T;
(ver apéndice), obtemos:

_ C e (W)
h—(V(T])) +ZO€1TTJJ)

=1
Somando todas essas equagdes obtemos:

V() F o+ VTN e o (W) - Ug(T))
h_( s ) +Z? Wi(m) - WilT)

i=1
Observe que aqui entra a hipdtese da caracteristica zero, pois po-
deriamos ter divisdo por zero caso s fosse multiplo da caracteristica.

Cada Ui(Ty)--- Ui(Ts) e V(1) + - -+ + V(7,) estd em F pois ficam
fixos por qualquer automorfismo que permute os T; e deixe F fixo.
Portanto a tltima equacdo é uma expressdo de h na forma desejada.

Nos casos restantes, onde t é o logaritmo ou a exponencial de um
elemento de F, podemos supor que t é transcendente sobre F, pois o
caso algébrico ja foi tratado acima. Nesse caso, temos:

) h= o)+ )
i=1 t
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com uq(t),...,uy(t),v(t) € F(t).

Cada u;(t) pode ser escrito como u;(t) = aP;(t)® --- P (t)® onde
a € F, cada P; é um “polindmio” monico irredutivel de F[t], e os
e; sdo inteiros (possivelmente negativos). Usando a identidade da
derivada logaritmica, temos:

(wi(t)’ _ (aPi(t) - Pe(t)™) ' (Pi) L (Pelt)
w(t)  aP(t)e Pt a L Pi(b) Pt

Podemos, portanto, reescrever »_ oq% numa forma semelhante,
porém com cada u;(t) ou em F ou um elemento moénico irredutivel
de F[t]. Naturalmente, também podemos supor que os u;(t) sdo dis-
tintos (combinando constantes se necessario).

Agora olhamos para a decomposicdo de v(t) em fragdes parciais
(ver apéndice), que expressa v(t) como a soma de um elemento de
F[t] mais vérios termos da forma %, onde f(t) é um elemento
monico irredutivel de F[t], r um inteiro positivo, e g(t) é um ele-
mento ndo nulo de F[t] de grau menor que o grau de f(t).

Como h estd em F, o lado direito da equagdo (1| ndo deve envol-
ver t, exigindo que os u;(t),...,u,(t),v(t) tenham uma forma es-
pecial. Para investigar esta forma, é conveniente separar os casos
exponencial e logaritmo, pois em cada caso um dos lemas da segdo

sera necessario.

Suponha que t é o logaritmo de um elemento de F. Entdo t’' = %,
para algum a € F. Seja f(t) um elemento moénico irredutivel de F[t].
Pelo lema|1}, (f(t))’ também estd em F[t] e tem grau menor que o de
f(t), pois f(t) € monico. Logo f(t) ndo divide (f(t))’.

Assim, se u;(t) = f(t), entdo a fracdo % j& esta reduzida, com

denominador f(t). Se (fg((:))) ocorre na expressdo em fragdes parci-

ais de v(t), com g(t) € F[t] de grau menor que o de f(t), e r > 0
e maximal para dado f(t), entdo (v(t))’ consistird de varios termos

!/
tendo f(t) no denominador no méximo r vezes mais ¢(t) (ﬁ) =

—_T?((;)(i(f V" Como f(t) ndo divide g(t)(f(t))’, vemos que um termo

com denominador (f(t))"™' de fato aparece em (v(t))’. Entdo, se
f(t) aparece como um denominador na expansdo em fragdes par-
ciais de v(t), aparecerd em h, o que é impossivel, pela unicidade da
decomposicdo em frag¢des parciais. Portanto, f(t) ndo aparece no de-
nominador de v(t). Assim, f(t) ndo pode ser um dos u;(t) também.
Como isso é verdade para todo f(t) irredutivel monico, concluimos
que cada u;(t) € Fev(t) € F[t]. Da expressdo de h, concluimos que
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(v(t))" € F. Usando novamente o lema (agora para v(t)), temos que
v(t) = Bt + d, com B constante e d € F. Entao

a v W
h=p_—+d +;oqa—d +;cxia
1= 1=

com &y = 3 e up = a, é uma expressao para h da forma desejada.

Finalmente, consideremos o caso onde t é a exponencial de um ele-
mento de F. Entao % =b’,comb € F. Seja f(t) um elemento monico
irredutivel de F[t], diferente do monomio t. Pelo lemal2} (f(t))’ € F[t]
e f(t) ndo divide (f(t))’ pois ndo é um monomio (f(t) # t* pois esse
é redutivel). Exatamente o mesmo argumento usado acima mostra
que f(t) ndo pode ocorrer no denominador de v(t), nem pode ser
um dos u;(t). Logo v(t) é da forma v(t) = Zj a;V/, onde cada a; € F
e j varia num conjunto finito de inteiros, que podem ser positivos,
negativos ou zero e cada um dos u;(t),...,u,(t) estd em F, com a
possivel excecdo de um deles, que pode ser igual a t. Como cada

L) osts em F, temos (v(t))’ € F, pois h € F. Como v(t) = }_; at),

ui(t)
/
- (Z a]-tj> =Y (qt)’ Z dt.
j j

temos
Na tdltima igualdade, pelo lema [2, os inteiros j variam no mesmo
conjunto de indices e d; # 0 se a; # 0. Mas (v(t))’ € F, entdo o tinico
expoente de t que pode aparecer na soma é zero, pois t é transcen-
dente sobre F. Logo (v(t))’ = do e portanto v(t) = ao € F.

Se cada u;(t) estd em F, j& temos h na forma desejada. Caso contrario,
somente um deles, digamos, u;(t) ndo estd em F. Dai u;(t) = te

Uy (t),...,un(t) € Fe podemos escrever:
n w
h=v’ +oq oc =WV+oub) + ) x—
com Uy, ...,Uy,V+ x;b todos em F, como queriamos. Isso conclui a
prova do teorema de Liouville. O

4. LIOUVILLE RACIONAL

Consideraremos agora func¢des na varidvel real x, com valores com-
plexos. Para a demonstragdo do teorema de Liouville racional, pre-
cisaremos da seguinte proposicado:

Proposicao 2. Seja g uma fungio no corpo de fungoes racionais C(x), nido
constante. Entdo e9 é transcendente sobre C(x).
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Prova. Se e9 fosse algébrica, considerando o seu polindmio minimal
terfamos uma equagdo da forma:

com ap,...,a, € C(x) e a, # 0. Derivando, obtemos:
ng’e™ + (a] + (m—Narg’)e™ M9 +... +a/ =0,

que deve ser proporcional a primeira equacdo, pois tem o mesmo
grau (ja que g’ # 0) e o polindmio minimal divide todos os outros
que tenham eY como raiz. Entdo

()
Como a, € C(x), podemos escrever a, = P;'---P,* com os P; po-

lindmios de grau 1 distintos e os e; inteiros (positivos ou negativos),
pois os elementos irredutiveis de C[x] sdo os polindmios de grau 1.

Entao
a, (P L3
(l_ (Pel . Pek Z P

ng’ a

1 a,

n 1

onde os «; = e;P{ sdo constantes (P/ é constante po1s P; tem grau 1).
Como g € C(x), temos g = % com P e Q polindmios relativamente

primos, e obtemos:
g = (E)l _PQ-PQ
Q Q?
Portanto, pela equacdo Q

n(PQ-PQ)=Q )

Note que
® K x 04 PPy Py 4 - 4 g PPy - Py
N_a, %, & _ahh K KP1P2 k
Pi  Pr P Py PPy Py

onde P; denota que o elemento P; ndo aparece no produto.
Entao
/ / ZA
n(P'Q-PQ) = Q*%
onde A = O(]]S\]Pz"'Pk—F""|—(XkP]P2"']5;<eB = PPy Py.
Logo

(3) nB(P'Q—PQ") = Q°A
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Agora, para qualquer um dos P;, temos que P; ndo divide A, pois
exatamente um termo em A ndo é multiplo de P;. Mas P; divide B, e
pela equacéo 3] concluimos que P; divide Q. Escrevendo Q = PI*C,
onde C é um polindmio ndo divisivel por P;, obtemos

Q' =mP™'P/C+ PC".
Substituindo essas expressdes para Q e Q' na equagao 3} obtemos:
nB(P'P*C — mPP* 'P/C — PP"C’) = P{"C’A
Evidenciando P, temos:
nBP™'(P'P;,C — mPP/C — PP;C’) = P{"C*A
Mas B = PyP; - - - Py, logo:
nBP™(P'P;C — mPP/C — PP,C’) = P™C?A,

onde B = PiPy--- 131 --- Py é 0 elemento B sem o termo P;. Observe
que o termo entre parénteses ndo é divisivel por P;, pois P; ndo divide
PP/C (lembre que P e Q sdo relativamente primos e P/ é constante).
Logo, no lado esquerdo da igualdade, o termo P; aparece com expo-
ente exatamente m, enquanto no lado direito aparece com expoente
exatamente 2Zm. Entdo m = 2m, o que implica m = 0, e portanto
P; ndo divide Q, uma contradi¢cdo, a menos que os P; sejam todos
constantes, o que implicaria a, constante, a;, = 0 e, pela equagéo
g’ = 0, contrariando a hipétese de g ndo ser constante.

Agora estamos prontos para provar a versdo racional do teorema
de Liouville.

Teorema 3 (Liouville Racional). Sejam f e g fungdes racionais, com g nio
constante. Se ffeg ¢ elementar, entio ffeg = Re9 onde R é uma fungdo
racional.

Prova. Denotando t = e9, temos % = g'. Note que fe9 pertence ao
corpo diferencial C(x,t). Pelo teorema de Liouville, podemos escre-

ver:
ft:\)/-i-ZO(ii,
i=1 t
com xq,...,0, € Ceuy,...,u,,v e C(x,t).
Denotando F = C(x), temos f,g € Fe u,...,u,,v € F(t). A

proposi¢ao[2]é importante aqui, pois usamos o fato de que e é trans-
cendente sobre C(x) para poder aplicar o lema2comt = eYe F =
C(x). Oraciocinio é exatamente o mesmo usado na demonstracdo da
parte exponencial do teorema de Liouville. Fatoramos cada u; como
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produto de polindmios moénicos irredutiveis de F[t], elevados a expo-
entes inteiros e aplicamos a identidade da derivada logaritmica para
concluir que podemos considerar os u; que ndo estdo em F como
sendo polindmios moénicos irredutiveis distintos. Em seguida, con-
sideramos a decomposicdo de v em fra¢des parciais com respeito a
F[t] e aplicamos o lema 2| para concluir que o tnico fator irredutivel
monico possivel em um denominador de v é t, que é também a tinica
possibilidade para algum wu; que ndo esteja em F. Portanto v é da
formav =} b;t, para j variando em algum conjunto finito de intei-
ros e cada b; € F.

Como )_ oqz—?: € F, temos v/ = ft + a, onde a € F. Da expressdao
de v, obtemos v/ = }_(bj + jb;g’)t’ e portanto f = bj + big’. De-
notando R = by, temos f = R’ 4+ Rg’, com R € C(x). Multiplicando
por e9 ambos os lados, temos fed = R’e9 + Rg’e9 = (Re9)’ e portanto

| fe9 = Re9 onde R é uma funcdo racional.
O

5. APENDICE

Proposicdo 3. Sejam F um corpo diferencial de caracteristica zero e K uma
extensdo algébrica de F. Entdo a derivagido em F pode ser estendida a uma
derivagio em K e essa extensdo é tinica.

Observamos que a restri¢do a caracteristica zero ndo é essencial.
Basta supor K separavel sobre F, e a prova a seguir continuara valida.

Prova. Seja X uma indeterminada e defina os mapas Dy, D; do anel
de polindmios F[X] em si mesmo por

D, (i aiXi> — i a/X', D (i aiXi> — i ia; X!
i=0 i=0 i=0 i=0

para ap, aj,...,a, € F.
Suponha que K tem uma deriva¢do estendendo a derivagao de F.
Entdo para qualquer x € Ke A(X) € F[X], temos:

(A(x))" = (DoA)(x) + (D1A)(x) - X,

Seja f(X) o polindmio minimal de x sobre F. Entdo (D;f)(x) # 0
pois x é raiz simples de f(X). Substituimos A(X) por f(X) na igual-
dade acima e obtemos
/ (DOf) (X)

4 = —
@ ANy

Isso prova a unicidade.
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Agora provaremos a existéncia. Vamos supor K = F(x) para algum
x € K. Os demais casos seguem por argumentos usuais da teoria de
corpos.

Seja D : F[X] — F[X] um mapa definido por:

DA = DoA + g(X)DA,

para todo A € F[X]. O polindmio g(X) € F[X] serd determinado mais
adiante.

Note que vale D(A +B) = DA + DB e D(AB) = (DA)B + A(DB)
para todo A,B € F[X] pois as mesmas igualdades valem para D,
e D;. Além disso, Da = a’ para todo a € F. Considere agora o
homomorfismo sobrejetivo F[X] — F[x], que é a identidade em F e
leva X em x. Seu ntcleo é o ideal f(X)F[X], onde f(X) é o polindmio
minimal de x sobre F. Como x é algébrico, temos F[x] = F(x) =
K. Logo, FIX]/f(X)F[X], que é o anel quociente de F[X] pelo ntcleo
do homomorfismo, é isomorfo a K. Assim, precisamos mostrar que
D mapeia f(X)F[X] em si mesmo para poder passar ao quociente e
obter D como um mapa de K em si mesmo que serd uma derivagdo
em K que estende a de F, pois D satifaz a definicdo de derivagao e
Da = a’se a € F. Para isso, é suficiente verificar que D leva f(X)
em um multiplo de si mesmo, ou seja, que Df seja um elemento de
F[X] do qual x é uma raiz, ou que (Df)(x) = 0. Essa tltima condi¢ao
é equivalente a (Dof)(x) + g(x)(D;f)(x) = 0. Como (D;f)(x) # O e
F(x) = F[x], um polinémio g(X) € F[X] pode de fato ser encontrado
de forma que (Df)(x) = 0, concluindo o que queriamos. O

Proposicao 4. Sejam F um corpo diferencial de caracteristica zero, t algébrico
sobre F, T um conjugado de t, e @ o homomorfismo que leva t em T e
deixa F fixo. Entdo para todo A(X) € F[X] temos @(A(t)) = A(T) e
e((A(1)) = (A(T))".

Note que a derivacdo que estamos considerando nos corpos F(t) e
F(t) é a que estende a de F. Ela existe e é tinica pela proposigdo

Prova. A igualdade @(A(t)) = A(T) é 6bvia pela propria defini¢do
de o.

Para provar a outra igualdade, seja f(X) o polindmio minimal de
t sobre F. Note que f(X) também ¢é o polindmio minimal de T pois

t e T sdo conjugados. Usamos a equagdo ] da proposicdo anterior

para obter t' = —%. Como Dof e D;f sdo polindmios, podemos

aplicar a primeira igualdade da proposicdo para obter

(_(Dof)(t)) __eDof)(t)) _ (Dof)(T) _
(D f)(t) '

e(t) = e((D:f)(t))  (Dif)(7)
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Portanto ¢(t') = T'.
Agora observe que se a,t" é um termo de A(t), entdo (a,t") =
a/t" + na,t"'t’. Aplicando ¢, temos:

@((ant™)’) = @(ajt" + nat™'t) = a) " + na, ™ (t)

= a/ ™ +na,™ 't = (a, ).

Como isso vale para cada termo do polindmio A(t), vale para o po-
linébmio A(t), concluindo assim o afirmado. O

Agora provaremos o resultado sobre expansdo em fragdes par-
ciais usado na demonstracdo do teorema de Liouville, seguindo a
exposicdo de Bronstein [1]].

A expansdo em frag¢Oes parciais é vélida para dominios euclidia-
nos, portanto vale para o anel de polindmios com coeficientes num
corpo (que é um dominio euclidiano via a fung¢do grau).

Proposicdao 5. Sejam D um dominio euclidiano, v sua fungido norma e
deD,d#0. Sejad = d;---d, uma fatoracio de d em fatores primos
entre si, nido necessariamente em irredutiveis. Entdo, para todo a € D,
a # 0, existem ao, ay,...,ay € D tais que ou a; = 0 ou v(a;) < v(di) e

a a = q
E_—d]---dn —(1()"—1_2151
Tal decomposicdo é chamada decomposi¢cdo em fragdes parciais

de ‘a‘ com respeito a fatoragdo d = d; - - - dn.

Prova. Usamos a divisdo euclidiana para escrever a = day + 1, onde
our=0ouv(r) <v(d). Sen =1, entdo § = ao + j ja estd na forma
desejada. Por indugdo, suponha o resultado vélido paran—1. Como
mdc(d;, dj) = 1sei # j, temos que mdc(dy,d,---d,) = 1, e entdo
existem a;,b € D, tais que

r:a1(d2~-dn)—|—bd1

eoua = 0ouv(aq) < v(dy). Pela hipétese de indugao, existem
bo, azy...,a, € D taisque ou a; =0 ou v(a;) < v(di) e

b e a;
———=b =
dy- - dy °+;di

Portanto,

=]
I
o)
o
_I_
|
|
o)
o
_|_
|2
_I_
(op
I
o
o
_|_
on
N
_|_
M=
&l e
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Note que no caso de anéis de polindmios, como grau(r) < grau(d) =
grau(d;) + grau(d;---d,) e grau(a;) < grau(d,;), entdo grau(b) <
grau(d;---d,) e entdo by = 0.

Precisamos mais uma proposi¢do para concluir o que queremos:

Proposicdo 6. Sejam > 1ed € D, d # 0. Entdo, para todo a € D,
a # 0, existem ag, ay,...,an € D, tais que ou a; = 0 ou v(a;) < v(d), e

Prova. Pela divisdo euclidiana, escrevemos a = dq + a,,, onde ou
an = 0ouv(a,) < v(d). Entdao

a dg+am ¢ n Qm
dm - dm - dm—] dm'
Sem = 1, entdo acima temos a igualdade desejada, com ay, = q. Caso

contrario, novamente por argumento indutivo, temos que existem
Ao, Ay...,am_1 € D taisqueou a; = 0ouv(a;j) < v(d), paraj > Te

q m—1 a
— ot}
j=

Portanto,

a_ 94 an_ G
dm_dmfl +dm a0+; di’
]

Agora, se temos d = d;’ - - - d%" uma fatoragdo de d, ndo necessa-
riamente em irredutiveis, onde mdc(d;, dj) = 1se i # j, e os e; sdo
inteiros positivos, e a € D, a # 0, expressamos a decomposicdo em
fragdes parciais de § com respeitoa d = b; - -- by, onde b; = d;*:

n n
a a; ai
—=at ) —=at+ ) .
d ’ i:1bi ’ i:]diel

Aplicamos a dltima proposigdo para cada termo da soma e obtemos:

onde d € D eou a;; = 0 ou v(a;) < v(d;) para todo i e j.
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Essa decomposicdo é chamada a decomposicdo em fragdes parciais
completa de § com respeito a fatoragdgo d = dj' ---ds", ou simples-
mente a decomposigdo em fragdes parciais completa de § quando a
fatoracdo de d em irredutiveis é usada.
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