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Resumo

Nesta dissertacio estudamos as estruturas geométricas e algébricas subjacentes aos modelos de
Toda. Primeiramente, vemos como as equagoes de Toda sdo consequeéncia da condigdo de curvatura

aula de um certo fibrado principal holomérfico e posteriormente, introduzimos a formulacdo La-
grangiana dos mesmos, COmo perturbacdes integraveis de um modelo de WZW calibrado num espago

quociente. Terminamos com um estudo da dualidade prépria destas teorias.
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Capitulo 1
© Introducgao.

As teorias de campos ou modelos em duas dimensdes estdo aparentemente longe da realidade fisica
segundo os olhos mais tradicionais, mas existem varias razdes que justificam o seu estudo, seja desde
o ponto de vista fisico ou desde o ponto de vista puramente matematico. O exemplo histérico mais
contundente e de maior sucesso até agora tem sido a teoria de cordas, a qual tenta materializar o velho
sonho da unificagio das forgas da natureza num marco s6. Nessa procura, a teoria tem sido radical
na sua maneira de enxergar a natureza no sentido que ela envolve, no fundo, uma fisica puramente
bidimensional assim como uma matemadtica bastante sofisticada. Por outro lado, a complexidade de
algumas teorias de campos se simplifica em dimensdes menores sem perder seu conteudo fisico mais
relevante e é por isso, que os modelos bidimensionais tem sido excelentes laboratérios para testar novas
idéias e desenvolver novos métodos para construir solugdes exatas. Por exemplo, na quantiza¢do nao
perturbativa de teorias de gauge, gravitagao e a propria teoria de cordas.

O interesse na 4rea dos modelos exatamente soliveis, leva naturalmente & teoria dos sistemas
integrdveis a qual foi introduzida inicialmente por Liouville na mecénica cldssica. A condigao de
integrabilidade, pelo menos em teorias de campos em duas dimensoes, é aparentemente tao restritiva
que os sistemas que a apresentam nao sdo suscetiveis de ter uma aplicagao fisica real e nao passam de
ter um interesse matemético e estético. Porém, a presenca das estruturas integraveis na fisica teorica
de ponta é cada vez maior a medida que se analisam os regimes de energia mais altos de algumas
destas teorias, e a justificacdo do seu estudo é por razdes cada vez mais fisicas. Por exemplo, em
teorias de super Yang-Mills, teoria de cordas ndo perturbativa e correspondéncias entre teorias de
gauge e gravitagao [30],[31],[32].

Em duas dimensées, os modelos de Toda apresentam varias caracteristicas interessantes. Por ex-

emplo, sdo modelos relativisticos, com invaridncia conforme, exatamente soltiveis e interagentes. Além
de possuir essas caracteristicas, elas apresentam dualidade, o qual leva a resultados interessantes como
o intercambio entre as cargas topolégicas e de Noether dos sélitons de alguns dos seus modelos. Além
disso, servem como um marco unificador para diferentes teorias integraveis conhecidas e que aparente-
mente nao tinham nada em comum. Por exemplo, os modelos de sine-gordon, liouville, sinh-gordon,
Lund-Regge etc. sdo todos modelos de Toda associados a alguma estrutura algébrica subjacente.
Uma das vantagens na construgdo geral e sistemética dos modelos de Toda, sdo as generalizagoes dos




modelos anteriormente mencionados assim como as possiveis mﬂdiﬁcagﬁeé que podem ser efetuadas
e exploradas com o objetivo de obter novas aplicagbes. Por exemplo, uma generalizagdo do modelo
de sinh-Gordon dada pelo modelo de Lund-Regge serve para descrever a propagagao de uma corda
em presenca de um buraco negro (13] quando se elimina o potencial, ou serve também para descrever
vértices em superfluidos [29] quando se recupera a contribuigao do potencial, é dizer, a versatilidade
nas aplicacdes é bastante grande e promissora.

Nessa dissertacio, nio pretendemos enfatizar nas aplicagoes dos modelos de Toda mas se na sua es-
trutura geométrica e algébrica [1],[2] subjacente e o principal objetivo é o desenvolvimento sistemdtico
de um mecanismo geral que permita a construgio dos modelos de Toda. Primeiramente, introduzindo
o principio dindmico da curvature nule junto com as denominadas condigdes de grau nos potenci-
ais de gauge da curvatura associada ao problema, com 0 objetivo de deduzir as equagdes de Toda e
posteriormente, nos centraremos na sua formulacido Lagrangiana em termos de um modelo de WZW
calibrado, fechando com um par de exemplos ilustrativos e deixando varias perguntas e problemas em
aberto. A exposicio pretende ser o mais antocontida possivel com o objetivo de deixar a sensacao de
que o comego e o final estdo ligados por uma linha coerente de pensamento.

Mais especificamente, o trabalho estd estruturado como segue:

No segundo capitulo, damos os preliminares geométricos necessdrios para a formulagdo do prob-
lema, comecando com as definicbes dos grupos de Lie reais e complexos vistos e sua relagao com a
geometria diferencial e introduzindo a forma de Maurer-Cartan que tem um papel fundamental em
todo o trabalho. Posteriormente, a atencgao se centra na estrutura algébrica das dlgebras de Lie onde
se definem os sistemas de raizes e as decomposigoes de dlgebras em termos de auto-espagos de algum
operador de gradagao, assim como a introducgdo das &lgebras de Borel e parabélicas. Finalmente, se
fundem os conceitos de variedade complexa (o espago-tempo) e de grupo de Lie complexo (estrutura
algébrica subjacente) num fibrado principal holomérfico e se introduzem as variedades Flag como um
espago coset entre um grupo de Lie complexo e um grupo parabdlico, isto ¢ feito com o objetivo de que
a dedugéo das equagOes nao lineares de Toda seja mais natural e geometricamente mais clara. Uma vez
feito isso, nos movemos ao proprio problema. No terceiro capitulo, introduzimos a formulacao da cur-
vatura nula dos modelos de Toda em termos de um fibrado principal holomérfico trivial com curvatura
nula, e as condigdes de grau em termos de distribuigoes holomérficas sobre variedades Flag associados
com os subgrupos parabélicos de um grupo de Lie complexo. Posteriormente derivamos o par de Lax
e um grupo de equacgdes matriciais nao lineares como conseqiiéncia da trivialidade da curvatura, e que
<50 identificadas como as equacdes de Toda de grau superior. Apos isso, nos restringimos as equacgoes
de Leznov Saveliev que correspondem ao menor grau (grau um) e vemos que no caso mais simples,
isto é as equagdes de Toda Abelianas, aparte da integrabilidade das equagoes elas possuem invariancia
conforme, e deduzimos a equacdo de Toda mais simples que resulta ser a equagao de Liouville. Uma
vez que temos as equagoes movimento, nos perguntamos pela sua Lagrangiana. Uma pista de que os
modelos de Toda correspondem a algum modelo WZW ¢é dada pelas proprias equagdes de movimento,
as quais na auséncia de potencial se reduzem a simples leis de conservagdo de correntes quirais. No
capitulo quatro, construimos o modelo WZW que é o modelo padrio na descrigao de correntes quirais
bosdnicas, posteriormente calibramos o modelo para efetuar uma reducdo ao subgrupo de grau zero




que € onde se definem e se parametrizam 0s Campos de Toda, e introduzimos o potencial que da origem
3 Lagrangiana de Toda com o qual reproduzimos as equacoes de Leznov-Saveliev. Concluimos que 0s
modelos de toda sao perturbagdes integraveis de modelos de WZW os quais nao quebram a invariancia
conforme prépria do modelo dada a especial forma do potencial e que, equivalentemente, correspon-
dem a perturbagoes de modelos sigma néo lineares em presenca de métrica e torcao. Posteriormente,
introduzimos vinculos adicionais nas equagdes de movimento omo conseqiiéncia da existéncia de uma
simetria do potencial. Ao calibrar essa simetria, com o objetivo de implementar os vinculos na La-
grangiana, reduzimos o modelo de Toda de um grupo a um coset e vemos que este procedimento
introduz singularidades na Lagrangiana as quals geram singularidades no espago de fundo do modelo
sigma. Porém, a inclusao dos vinculos pode ser feita de duas maneiras equivalentes, axial ou veto-
rialmente. Uma vez enxergamos 0s modelos de Toda como modelos sigma, nos perguntamos sobre a
natureza das duas formas de calibragao e em que sentido elas sdo equivalentes. No ultimo capitulo,
capitulo cinco, abordamos a questdo da dualidade T clissica no contexto dos modelos sigma onde
vemos que uma simples transformacdo candnica, gera mudancas altamente nao triviais na geometria
do espago de fundo mantendo o potencial invariante. Posteriormente, verificamos que no €aso dos
modelos de toda con singularidades, os calibres axial e vetorial sdo equivalentes, no sentido que existe
uma transformacao candnica entre as agoes correspondentes e vemos que a dualidade axial-vetorial é
uma manifestacdo da dualidade T de um par de modelos sigma singulares. Finalmente, vem 0 primeiro
exemplo, a construgdo do modelo de Toda singular mais simples; 0 modelo de Lund-Regge onde se
ovidenciam as propriedades mais relevantes como & dualidade, com a notével caracteristica de que a
singularidade de uma teoria desaparece na outra. No segundo exemplo, consideramos a construgao
com uma superalgebra de Lie, a qual visa dar uma extensdo natural com férmions do modelo pu-
ramente bosdnico de Lund-Regge. Porém, chegamos a abertura de uma serie de perguntas as quais

deixamos em aberto para serem respondidas posteriormente.




Capitulo 2

© Preliminares Geométricos.

Nesse capitulo, lembraremos rapidamente alguns fatos e resultados sobre grupos de Lie, algebras de
Lie, fibrados principais, cosets e variedades Flag que serdo vitais sobre tudo no capitulo seguinte. O
objetivo é introduzir defini¢des, conceitos e fixar a notagéo que serd usada exaustivamente na dedugao
do par de Lax dos modelos de Toda no capitulo dois e somente enfatizaremos as idéias chaves requeridas
para manter uma linha légica. A exposi¢ao é mais informativa do que autosustentada e nao pretende
ir além dos formalmente rigorosos, completos e belos artigos e livros existentes sobre os temas nos

quais esse capitulo estd baseado [1],[2],[3],[4].

2.1 Geometria dos Grupos de Lie.

2.1.1 Grupos, Algebras de Lie e a forma de Maurer-Cartan .

Como é sabido, os elementos num grupo de Lie sdo multiplicados para gerar outros elementos no
mesmo grupo. Porém, um grupo de Lie pode ser visto inteiramente como uma variedade diferenciavel
onde seus elementos podem ser multiplicados. Vamos entdo introduzir a definicao de grupo de Lie

desse esse ponto de vista.

Definicao 1 Um grupo de Lie real é uma variedade diferencidvel real dotada de uma estrutura de
grupo onde as sequintes operagdes de grupo sao diferencidveis:

i) -:G—G , (a,b)—=a-b=ab;
i) 1:G—=G , a—al. |
O grupo G possui dois tipos de transformagdes G — G geradas pelo produto. A translagao esquerda
L, e a translacdo direita R, de g sao dadas pelos mapeamentos:
Ly :G—G , Lag = ag, (2.1)
R,:G—G , Ryg = ga, {22)
com as propiedades:

Lo o Ly = Lgp, Hao0 Ry = Rpq, Lqo Ry=Rpo L,, (Lﬂ}_l = Lg-1 , [Rﬂ} = Rﬂ'l : (2*3)

4
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Por construgao, as translagdes L, e R, sao difeomorfismos G — G do grupo nele mesmo e 0s
mapeamentos (2.1) e (2.2) induzem os pull-forward Lax : T4(G) = Tog(G) e Ras : Ty(G) — Tga(G) »
que sdo isomorfismos entre os espagos tangentes envolvidos.

A familia dos campos vetoriais definidos em G é denotada por X(G) similarmente como no caso
das variedades ordindrias. Porém, a estrutura de grupo permite a existéncia de uma classe especial de
campos vetoriais caracterizados por uma invariancia sob a agao do grupo.

Um campo vetorial invariante esquerdo X € X(G) satisfaz a condigao:

Lo X, = X, onde X = X(g), (2.4)

o que significa que o vetor transformado X ! € T,q(G) sob as translages esquerdas L, : g — ag coincide
com o valor do campo vetorial X no ponto ag. Se o conjunto de vetores base de T.(G) (dim T.(G) = n)
é conhecido, sempre é possivel encontrar n campos vetoriais linearmente independentes em todo ponto
do grupo G, ou seja, um grupo de Lie e uma variedade paralelisdvel. Um vetor X, € T:(G) define
um tnico campo vetorial invariante esquerdo em G. De fato, uma vez que as translacdes L e R sédo

difeomorfismos, a seguinte relagao é valida:
Lﬂ_* [X, Ylg = [La,...:"{g], Lﬂtllg] = [X, Y] ag * (2.5}

e 0 mapeamento Ts(G) — T4(G) dado por X, — X, é um isomorfismo T.(G) = T,(G) = g, onde g
denota o conjunto dos campos invariantes esquerdo definidos em G. Isto se deve ao fato de que todos
os vetores nos espacos To(G) e T,(G) satisfazem a condigdo (2.4). Além disso, (2.5) implica que os
campos vetoriais em g formam uma subdlgebra de Lie da dlgebra de Lie dos campos vetoriais em
%(G); isto é, se X,Y € g entdo [X,Y] € g e s0 precisamos conhecer o espago T(G) na identidade do

grupo.
Uma base para T:(G) dada por (X;) (i =1,...,,dim G) satisfaz:

[Xi, Xj], = CHi(e)Xgx g # & (2.6)

como conseqiiéncia de (2.5), o que significa que as fungoes Cg_“f s6 dependem do seu valor na identidade
do grupo. Elas sdo as constantes de estrutura do grupo de Lie e caracterizam o grupo completamente.
Devido ao isomorfismo Ts(G) = Ty(G) & g , definimos sem ambigiiidade g = T (G) e damos a g um

nome mais apropriado.

Definicdo 2 O conjunto de campos vetoriais invariantes esquerdos g = Te(G) com o colchete de Lue
[,] : g xg— g se denomina dlgebra de Lie' real do grupo de Lie real G .

A conexio entre algebra de Lie g e grupo de Lie G é dada pelas curvas integrais geradas pelos
campos vetoriais invariantes esquerdo. Cada X € g gera uma unica curva ou subgrupo abeliano

1Das propriedades do colchete de Lie para campos vetoriais segue-se que [,]: gxg—g é bilinear, antissimétrico
(|X,Y] = — [V, X]) e satisfaz a identidade de Jacobi (IX,[Y, 2]] + [2,[X, Y] + [Y;[Z, X]] = 0). Em geral, uma dlgebra
de Lie se define como um espago vetorial sobre um campo k junto com uma operacio (colchete) que satisfaz as trés

propriedades.




2.1. Geometria dos Grupos de Lie. 6

denotado por ®% (t) C G onde o mapeamento ezponencial definido por expg : Rx g — g(X,t) € dX(t)
com g(X,t) = exp(tX) faz explicita a conexao mencionada. Por exemplo, a curva gexp(tX) € G é
uma curva integral de X através de g € G; isto se verifica ao notar que:

d
EEQ exp[t}f) |¢_-,{]= LQ*X,: = Xg. {2.?}

é o mapeamento diferencial associado a translagao L,.

As translacdes (2.1) e (2.2) ndo deixam pontos invariantes em G. Porém, a conjugagdo jg : G —
G definida como jg(h) = (Lg © Rg-1)h = ghg~! tem & identidade do grupo como tnico elemento
invariante e além disso, ¢ um homomorfismo no proprio grupo. Com esse homomorfismo se constroi
uma representagio do grupo na prépria dlgebra de Lie g e é portanto a representacdo mais confidvel

que pode ser construida.

Definicdo 3 A representagio adjunta Ad : g € G — Ad(g) € GL(g) do grupo de Lie G no espaco
vetorial g e a representacdo adjunta ad : Y € g — ad(Y) € GL(g) da dlgebra de Lie g no espago
vetorial g sdo definidas respectivamente por:
Ad(g)X = (LgoRy—1)X , X €8 (2.8)
adY)X =Y, X] , X, Yeg (2.9)

A conexdo entre as representacoes adjuntas de G e g é fornecida de novo pelo mapeamento expo-

nencial, ao tomar g = expY € G, temos a relagao:
Ad(g)X = gXg~' = [exp(ad(Y))] X, (2.10)

onde ad(Y) = [Y; ] , e dado que uma base de g satisfaz [X;, X;] = C,E-Xk , 0 elemento de GL(g) que
representa a X; € g é a matriz (dimG) x (dimG )-dimensional (Mt-};‘? — fo dada pelas constantes de

estrutura.
A forma de Killing K da dlgebra de Lie g € a forma simétrica bilinear K : g x g —IR na repre-

sentacao adjunta definida por:

K(X,Y) =Tr(ad(X)ad(Y)) (2.11)
pij = Tr(ad(X;)ad(X;)) = cons (2.12)

K & invariante sob conjugagdes, ou seja, com g =exp Z € G , a forma de Killing satisfaz a relagao
de invariancia K (Ad(g)X, Ad(g)Y) = K(X,Y), ou equivalentemente:

K(ad(Z2)X,Y) + K(X,ad(Z)Y) = 0. (2.13)
A forma de Killing define um isomorfismo v : g — g* dado por:

(v(X),Y) = K(X,Y), (2.14)




9.1. Geometria dos Grupos de Lie. 7

se ela é ndo degenerada, ou seja, quando det [K(X;,Y;)] # 0 para qualquer X;, Y; na base de g. Quando
o representagao ¢ arbitrdria, a forma simétrica bilinear B : g x g —R é definida simplesmente pelo
traco das matrizes M (X) , M(Y) que representam os elementos de g:

B(X,Y)=Tr(M(X)M(Y)) = YK(X,Y), (2.15)

onde Y é o indice de Dynkin da representacdo. Assumiremos sempre que B é nao degenerada.
Usando as translacoes direitas e esquerdas pode-se definir uma 1-forma que liga os espagos tangentes

T,(G) e g.

Definigao 4 A forma de Maurer-Cartan 6 de um grupo de Lie real G é uma 1-forma com valores
na dlgebra de Lie real g, 8 € g ® T*(G) : T(G) — g definida por

0: X, €Ty(G) — 0(Xy) = (Ly-1)sXg = (Lg)y ' Xg=Xc € 9. (2.16)
Gnmn uma definicdo alternativa pode-se tomar qualquer forma com valores em g que satisfaca
0(Xg) =

A ﬂ::-rma. ﬂ & invariante sob translacdes esquerdas e se transforma com Ad(g™") sob translagdes

direitas, ou seja:
(Lgb) = (2.17)
(Rgf) = Ad(g“) of, (2.18)

onde Ly e Ry sdo os pull-back que atuam sobre formas.
A fc.-rma, 9 realmente toma valores na 4lgebra de Lie g. Se 6* é a base do espago dual T*(G)

satisfazendo a relagio (6, X;) = 4} V g € G temos que:
0= X ® 6, (2.19)
onde 6} ¢ a base de T, (G). Por exemplo, ao atuar sobre os vetores base de T,(G) obtemos:
0(Xg;) = Xeiby(Xgs) = Xej

o que fornece o mapeamento 8 : To(G) — g requerido.
Uma 1-forma arbitraria w : TM — R sobre uma variedade M cumpre com a relagao:

dw(X,Y) = X [w(Y)] = Y [w(X)] - w([X,Y]), (2.20)

onde X,Y sdo campos vetoriais em M e dw : TM @ TM — R é uma 2-forma. Considerando # como
uma 1-forma somente, a derivada exterior da forma de Maurer-Cartan satisfaz a relagao:

d(X,,Y,) = -8([X,, Y,]) = —0(1X,Y],)) = - [X, Y], €.

Agora, duas 1-formas arbitrarias ¢ e n com valores numa 4lgebra de Lie geram uma 2-forma com
valores na mesma lgebra por meio do comutador [(,n] = (AN +NA ¢. Tomando 1 = { = 0 temos
[6,0] = 26 A8 e, ao usar a avaliagao:
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6,6] (X,,Y,) = 2[8(X,), 6(¥,)] = 2[X,Y]. €,

as propriedades de db : T(G) ® T(G) — g como 2-forma e como elemento da dlgebra de Lie g ficam
codificadas na equagdo de estrutura de Maurer-Cartan:

Q=di+0A0=0, (2.21)

sendo um mapeamento trivial  : T(G) ® T(G) — 0 . Essa propriedade serd fundamental posterior-

mente.
O grupo geral linear real de dimensao n denotado por GL(n,R) é identificado com R™. As

coordenadas de a € GL(n,R) sdo dadas pelas n? fungdes coordenadas g} i, = 1,...,n definidas por
gi(a) = al (g71)s(a) = (a™!)i e o grupo GL(n,R) € um grupo de Lie sob a multiplicagdo usual
de matrizes. A dlgebra de Lie g ¢ identificada com a slgebra gi(n,R) de GL(n,R) onde um vetor
tangente arbitrario X; € Tp(GL(n,R)) se escreve como Xp = X3(b) % e as componentes do vetor
I/ b
satisfazem:
Xi(b) = (dg}, Xp) = dg;(Xp) = Xi(93),

onde as formas dg} sdo uma base do espago dual Ty (GL(n,R)) que obedece a relacdo canoénica

(dgi, 2 ) = 848} em todo GL(n,R).
A equagao (2.7) implica:
Xab = (LasXp) = aXo,

o que mostra explicitamente o cariter invariante esquerdo do campo vetorial. As componentes do
vetor satisfazem:

(Xab)i = (LaaXp)} = 0 X5 (b);

e devido ao fato de que (LaeXp)(f) = Xu(L3f) onde f € §(G) pertence ao conjunto de fungoes
diferenci4veis definidas em G , as fungdes coordenadas satisfazem a lei de transformagao:
Log; = akg;

Isto traz como conseqiiéncia que qualquer campo vetorial X, € T,(GL(n,R)) cumpre com &
seguinte cadeia de igualdades:

dgj‘(xaj = Xﬂ(ﬂ}) = (LauXe) (Q;] = XE(L;Q_-:;} = Xe(ﬂirg_?) 2 ﬂixz(g‘?) = gi{ﬂ}}{{c(e):

o que implica que o mapeamento & : T.(GL(n,R)) — gl(n,R) dado por 16 [Xﬂ}]; = (X.)} é a verséo

matricial de (2.16) e:
0= g dy, (2.22)

& a forma matricial da 1-forma de Maurer-Cartan. Finalmente, com

dg~' = —g}(dg)g ™",
d0 =dg ! Adg=—(g"'dg) A (g™ dg) = -0 AP,
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a 1-forma 6 satisfaz:

QA=di+0n68=0,
que é (2.21), e sob translagdes esquerdas e direitas transforma-se segundo as relagoes:
(L28) =0,
(R:0) = Ad(a™1)8 = a™ 6,

que sdo (2.17) e (2.18) respectivamente.

Até agora, as variedades reais consideradas s6 tinham duas estruturas, uma diferencidvel e outra de
grupo que tornavam as variedades num grupo de Lie real. Porém, pode-se adicionar consistentemente
uma estrutura complexa a uma variedade real com estrutura de grupo para se ter uma variedade
complexa com a mesma estrutura de grupo, e elevar o status de grupo de Lie real ao de grupo de Lie
complexo. Mas antes de defini-lo é melhor lembrar alguns fatos sobre variedades complexas.

Uma variedade complexa M de dimensio dimg = m pode ser vista como uma variedade real
denominada a realificagio Mz de M . Isto se deve ao fato de que localmente numa carta podemos
identificar C™ com R2?™ e entdo dimg Mg = 2dimg M = 2m . Localmente, as fun¢des 2* = z* + iy*
i =1,...,m sao coordenadas na variedade complexa M e as z* , 3* sdo coordenadas na realificagéo
Mg . Para qualquer ponto p € Mg os vetores (%)P e (%)p formam uma base do espago tangente

T»(Mg) de dimensao 2m.
O mapeamento R — [inear Jf : To(Mg) — T,(Mg) definido por:

# (&), %)) - (@), - ),)

satisfaz (J M )2 = —1, é uma estrutura complexa em T,(Mg) e ¢é independente da escolha de cartas
que contém o ponto p.

O espago Tp(MR) é um espaco vetorial sob o campo R e ao estendé-lo ao campo C dos numeros
complexos, construimos a complezificagdo (Tp,(Mg))* = i’f(M ) do espago vetorial real T,(Mg) onde
a base de Tf(M ) é formada por combinagdes lineares complexas da base real de T,(Mg). Ao estender
Jf como mapeamento C — linear atuando na complexificacao I;:{M ), o espago tangente é dividido
numa soma direta de espacos vetoriais complexos e isomorfos dada por:

Ty (M) = T (M) @ T (M), (2.23)
onde o espagos:

THO(M) = {X € T,(Mg) | J)' X =iX}, (2.24)
TON(M) = {X e T,(Mg) | J)' X = —iX}, (2.25)

sao gerados pelos vetores (anti)-holomorficos

d d

SR 2.26
(32 —29). (2.26)

ey 1
3{;-_.: (E)p:i
5

2

— & .
31‘,15 — (E)F —

w0
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de bigrau (1,0) e (0, 1) respectivamente, e que satisfazem a equagao de valores préprios:

Jf (31'-:1) =1 (ﬂip) ’
' (Bip) = =i (Op) »

Ou seja, a decomposigao (2.23) é caracterizada pelos autoespagos Télm (M) e T;‘,:n’l}(M ) da estrutura
complexa J;"‘"f . Dado que T}ﬂ’l}{M ) = T;E 1'0][M ) onde a barra denota conjugagao complexa, temos que
dimc(T;,:[M}) = dimg(Tp(Mr)) = 2m e, segundo (2.23), qualquer vetor X € Tf[M) tem uma tnica
decomposigio X = X (10) + x©.1) no ponto p € My. Esta decomposicao é dada pelos operadores
lineares de projegao P : T- (M) — Tél’m(M} e ﬁf : TT(M) — T,EU‘H[M) definidos por:

£ o
B=s (I~ (2.27)
Pp = (I+i}"). (2.28)

que cumprem com a relagdo padréo P + 'ﬁf =T

A dimensao do espago TE(M ) é o dobro da dimensao de M e nao é clara a relagao entre o espago
tangente T,(M) da variedade complexa e a complexificagao do espago tangente da realificacdo Mg,
ou seja Tf(M]. Esta conexdo é dada pelos mapeamentos ¢; : Tp(M) — Tp{l’m (M) e ¢ : Tpo(M) —
TF'EB’”(M ) definidos como se segue: consideramos um vetor complexo X € Tp(M) como um vetor real
de T,(MR) (ou seja, (a+ib) X — (a+ J,f‘f b)X ), depois como um vetor real da complexificagao T, (M)
e finalmente projetamos nos subespacos Tél'm{M ) e Téﬂ'”(M ). Esses mapeamentos, reescritos como:

é1: X — Xg € Tp(Mg) — X € TS(M) — PM Xy € T{HO (M),
b2 : X — Xg € T,(Mg) — Xg € TS(M) - P, Xz € TOV(M),

sdo isomorfismos (anti)-lineares entre T,(M) e Tél’ﬂ}{M ), Téﬂ’l}{M ) respectivamente, onde ¢z = ¢,
. Equivalentemente, sdo os isomorfismos ¢1 : Tp(M) — T;EI'D}(M} e ¢ : Tp(M) — ,EE’H(M) e
finalmente, a complexificagdo TE(M ) tem a seguinte decomposigao:

TE(M) = T,(M) © Ty(M). (2.29)

Assim, o espaco tangente T,(M) & variedade complexa é identificado como o espago dos vetores

holomérficos T,EI‘D}[M ) de bigrau (1,0) gerado pelos vetores (%)p , onde agora as dimensdes satis-

fazem dimg T,(M) = %dimc T;:(M) = dimg T;.:l'm(M) = dimq;T;Eﬂ'”{M] =dimcM=m,queéo

esperado para um isomorfismo. Notemos que com a identificagdo feita, as coordenadas e as derivadas
satisfazem agora a relagdo de consisténcia -£—;z"’ = 6; , que é a versao complexa da identidade 3—23—3:" = 6;-
valida nas variedade reais.

Para qualquer mapeamento diferencidvel arbitrdrio ¢ : M — N entre duas variedades complexas
M , N temos o mapeamento R — linear associado ¢.p : Tp(Mr) — Typ)(IVR) ¥V p € M entre os

10
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espagos tangentes as realificacbes Mg e Ng. Dizemos que ¢ € (anti)-holomdrfico se o mapeamento
real associado ¢, satisfaz:

Gip 0 S = Tty O Py (2.30)
Pap © Jf J‘P{p} 0 Pup- (2.31)

Ao estender @, como mapeamento C — linear (similar & extensao feita para JM) nas respectivas
complexificacoes .y : T;:(M ) — TE{P] (N) temos que . satisfaz a condigéo de realidade:

Py = Px. (232}

O conjunto de campos vetoriais diferencidveis complexos definidos numa variedade complexa M
¢ denotado como X€(M) e tem a decomposigio X(M) = XM0(M) & xOV (M) , onde £LO(M) e
%(0.1) (M) denotam os conjuntos de campos vetoriais (anti)-holomérficos respectivamente.

Agora, se M é uma variedade m—dimensional complexa e n € Z tal que 1 < n < m , a assinatura
D do subespago D, € T,(M) V p € M é uma distribuigao n—dimensional em M. A distribuicdo D é
diferencidvel se ¥V p € M existe um aberto U D p e um conjunto de campos vetoriais X, wnXp em U,
tal que V ¢ € U o conjunto {Xjz},_, ., € uma base de Dg . Agora, D é uma distribuigao compleza
em M se JM(D,) =iD, Vp € M. Um mapeamento arbitrario diferencidvel ¢ : M — N entre duas
variedade complexas é tangente & distribuicio D em N se @up(X) €E Dypy VPpEM eV X € To(M).
De (2.29) vemos que Tp(M) = Tél'D](M), ou seja que se D é uma distribuicdo complexa em M ela
é um subespaco de Tél ’m(M ). Uma distribuigdo é holomdrfica em M se V p € M existe um aberto
U D p e um conjunto de campos vetoriais holomérficos Xi,...Xn em U tal que Y g € U o conjunto
{Xiq};—, , ¢ uma base de Dg. O conceito de distribuigao serd muito importante no seguinte capitulo.

Devemﬂs notar que qualquer variedade real de dimenséo par, localmente admite um tensor J "
que satisfaz (JM)2 = —I . Porém, JM pode ser definido em todas as cartas e definido globalmente
somente se a variedade é complexa. Em geral, o par (M,J) onde M ¢ diferenciavel, é conhecido
como variedade quase compleza e J como a estrutura quase compleza. Os conjuntos de campos anti-
holomérficos X(1:0 (M) e X1 (M) formam subdlgebras de XC(M) sob o colchete de Lie e a divisao
(2.23) s6 pode ser mantida globalmente quando (M,J) é uma variedade complexa. Agora, uma
variedade é complexa se, e somente se, o tensor de Nijenhuis N : XC(M) x X(M) — XC(M) ou
N : X(Mg) x X(Mg) — X(Mg) definido por:

N(X,Y) = [X, Y]+ J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY] (2.33)

é identicamente nulo N(X,Y) = 0. Nesse caso, J é denominada como estrutura complexa integrdvel
2

Agora a definicdo de grupo de Lie complexo esta pronta.

Definigdao 5 Um grupo de Lie complezo é uma variedade compleza onde o produto do grupo - : (a,b) —
GxG—a-b=abe G é um mapeamento holomorfico.

2 A seguinte cadeia de duplas implicincias ¢ valida: Estrutura integravel «— Tensor de Nijenhuis nulo +— variedade

complexa.

11
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Dado que uma variedade complexa pode ser vista como uma variedade real, um grupo de Lie
& simultaneamente um grupo de Lie real com a mesma estrutura de grupo. A realificacdo de G é
denotada por GRr € a correspondente 4lgebra de Lie por gr = T.(Ggr) . Por definigao, o produto
do grupo é um mapeamento holomérfico e portanto os seguintes mapeamentos lineares associados as

translagdes (2.1) e (2.2) obedecem:

LaanJ® =J% 0 Lax; (2.34)
Ra 0 J% = J% o Rus. (2.35)

Por exemplo, se X € gr entao:
Loa(JEX.) = JE (LanXe) = Jg (Xa) (2.36)

o a0 estender JG como mapeamento C — linear na complexificagéo (g=)€ = g9 @ gV onde
gh0) = TE“’GJ (@), g%l = Téﬂ’”{G) , a equagdo (2.36) com um vetor X € (gr)© (anti)-holomérfico,
implica que o campo vetorial invariante esquerdo gerado pelo vetor X mantém seu cardter (anti)-
holomérfico globalmente no grupo Gj isto €, o produto do grupo como mapeamento holomérfico é
consistente com a existéncia de campos vetoriais invariantes esquerdo e viceversa. Além disso, como
conseqiiéncia de (2.34), (2.5) e a operagao conjugagio complexa, o colchete de Lie de campos (anti)-
holomérficos sdo campos (anti)-holomérficos, os subespago g(10) 1) formam duas subalgebras de
(gr)® isomorfas e a divisdo (2.23) é global. Agora, com (2.29) e Tél‘m (G) = g(1:9) g defini¢do de dlgebra

de Lie complexa é quase 6bvia.

Definicao 6 O conjunto dos campos vetoriais holomdrficos invariantes esquerdo g = gtho) = Tél'u}[{?j
com o colchete de Lie [ ,]: gx g — g se denomina dlgebra de Lie complexa do grupo de Lie complexo
G.

Esta defini¢ao é conseqiiéncia da existéncia natural dos isomorfismos g = g0) e g = g{m:‘ 0s quais

permitem escrever:
(r)* =g @7
Com (2.34) e o mapeamento exponencial definido antes, temos que:
Ad(g) o J¢ = JC%0 Ad(g) ,9€Groug€G,
ad(X)oJ® =JC0ad(X),Y egrou X €4,

onde JC = JS ¢ a estrutura compleza de Lie que satisfaz a relagao:
[X,JY] = JO(X,Y)),

a qual anula identicamente o tensor de Nijenhuis (2.33).
Considerando a realificacio Gr, a correspondente forma de Maurer-Cartan fz toma valores na

4lgebra gr. A equagdo (2.34) com a € Gr implica:
0=(JC (X)) = JSO0r(X) , X € X(GRr)

e ao estender fr como mapeamento C — linear em X%(G) , a imagem de Qg devera tomar valores na
dlgebra g = g(19), Por tanto, devemos combinar a mais da acgdo de fg , o operador de projegao (2.27).

12
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Definigdo 7 A forma de Maurer-Cartan 6 de um grupo de Lie complezo G € uma (1,0)-forma com
valores na dlgebra de Lie compleza g, 0 € g ® TO*(G) : TC(G) — g = g\1? definida por:

6: Xy € TE(G) — 0(X,) = (Or(X))M? = 6 (X)) = L1, (Py Xg) = Xe € 8. (2.37)

As relacoes (2.17),(2.18) e (2.21) seguem sendo vélidas e ao seguir os mesmos argumentos feitos
para o grupo geral linear real GL(m,R) temos que, para o grupo geral linear complexo denotado por
GL(m,C) , a forma de Maurer Cartan é uma 1-forma matricial dada por 8 = g~ 'dg, onde g sdo as
fungdes coordenadas definidas por gi(a) = a% e (971)i(a) = (™)} com i,j =1,...,m. e a € GL(m,C).

O mapeamento exponencial, a forma de Killing e as representagdes adjuntas do grupo e da dlgebra,
continuam sendo validas.

2.1.2 Sistemas de Raizes, Subdlgebras de Borel e Z—Gradacgoes.

Devido 4 relacdo entre grupo de Lie e dlgebra de Lie providenciada pelo mapeamento exponencial, a
informacdo mais relevante do grupo esta contida na dlgebra de Lie e esta por sua vez estd codificada
nas constantes de estrutura do grupo. Nesta secdo abandonaremos a interpretacdo geométrica dos
grupos de Lie para nos aprofundar um pouco mais na estrutura das dlgebras de Lie propriamente.

Antes de ver o que é um sistema de rafzes para uma algebra de Lie, é melhor comegar pela sua
defini¢do abstrata num espago vetorial. Isto permite ligar mais naturalmente a defini¢do de sistema
de raizes com os resultados ji conhecidos para dlgebras de Lie.

Num espaco vetorial V sob um campo k , uma reflezdo é um mapeamento linear s : V* — V*
que satisfaz as propriedades dimIm(/ —s) = 1 e s* = 1 onde I é a identidade. Ou seja, para
a#0cIm(I-s) CcV*efB € V*, areflexdo de § se escreve como 8 — s(8) = w(f)a , onde
¢ : V* = k é um mapeamento linear. Esse mapeamento linear permite definir ¢(f) = (3,a") para
algum a¥ € V e a condigio s? = 1 implica (@, @") = 2. Por outro lado, se @ € V' e a € V* satisfazem
a condicdo (a,a") = 2, entdo o operador S dado por:

Sa(8) =B — (B,a") o, (2.38)

é uma reflexfo em V*. Notemos que S, deixa invariante o hiperplano definido por (B,a") =0 e, a0
atuar sobre 8 = a , inverte seu sinal (Sy(a) = —a), que é o que se esperaria de uma reflexao num

espaco vetorial. Estamos assumindo o tempo todo que V' e V* sdo isomorfos.

Definigao 8 Um subconjunto A C V* onde V' é um espago vetorial sob um campo k, se denomina
sistema de raizes em V*, se satisfaz as seguintes propriedades:

i) A tem dimensdo finita, gera todo V* e ndo contém o elemento zero;

i) VaecA, Iav eV ta que (a,a") =2 e a reflezdo Sy deiza A\ invariante;

iii) (B,a¥) EZ YV o, € A.

A dimensdo de V é chamada o rank de A e os elementos de A se denominam raizes. Se para todo
a € A, o elemento —a é a tnica raiz proporcional a a , o sistema de raizes é denominado reduzido.
As reflexdes S, geram o grupo de Weyl W(A) do sistema de raizes, o qual estd contido no grupo

13
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de automorfismos de V*, denotado por Aut(), e W(A) C Aut(A) devido ao fato de que em geral
existem transformacgOes em /A que nao sdo reflexdes mas sao permutagdes. Similarmente, devido a
dualidade entre V' e V*, o conjunto AV formado pelos vetores oV com a € /\ constituem um sistema
de raizes em V e os grupos Aut(A) = Aut(AVY) sdo isomorfos.

Para um sistema de rafzes /A em V*, a forma bilinear (-,-) : V x V — k em V' definida por:

X, )= (aX) (YY), XYeV, (2.39)
LFAY

& simétrica, nao degenerada e invariante sob Aut(AY). A forma (-, )) induz um isomorfismo v : V. — V¥

entre o espaco vetorial e seu dual definido por:
¥(X),Y) = (X.Y). (2.40)

Igualmente, a mesma forma bilinear define a forma candnica bilinear (-,-) : V¥ x V™ — k no espago
V* dada por:
(,8) = (v"}(a),v1(8)) com a,BEV”, (2.41)

a qual é simétrica, ndo degenerada e invariante sob Aut(A). Isso prova o isomorfismo entre V' e 7
assumido antes. Em particular, as reflexdes € W(A) C Aut(A) satisfazem a relagao de invariancia
(S(8),S«(7)) = (B,7) para qualquer par de raizes 3 e v , e ao fagzer v = o , temos a relagao
(5.(8),a) = —(B,a) que liga explicitamente os mapeamentos (,)e(,) segundo {B,a") = 2%%.
Assim, a reflexdo (2.38) fica escrita s6 em termos de elementos de V" como:

(8, )
S =08-2 a, 2.42
que é a expressdo usual das reflexdes de Weyl e da condigao i1i) (def 8) vemos que 2 g ; é um
niimero inteiro. Além disso, a forma bilinear introduzida em V* € realmente uma métrica e assina um
comprimento as rafzes em A que discretiza os possivels valores dos angulos entre as rafzes®.

A condicdo i) (def 8) sugere a introdugao de uma base para o sistema de raizes A.

Definicao 9 O subconjunto I1 de um sistema de raizes /N em V* € uma base de & se:
i) II é uma base de V* no sentido usual de espago vetorial;

i) ¥V B € A, os coeficientes mq € Z da expansdo B = 3. mqa sdo todos positivos ou $ao todos
aEll

negativos;
iii) V o, B € II a diferenga a — (3 ¢ I1.

Os elementos de IT sdo denominados raizes simples, a base de um sistema de raizes é denominado

sistema de raizes simples e uma raiz a é positiva ou negativa se 0s nimeros Z envolvidos na expansao

3Por exemplo, se § denota o dngulo entre duas rafzes o, 8 € A elas devem satisfazer a relagio:

(e, 8Y)(B,0") = 4cos” 0 =1,2,3 ou 4.

14
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e —

i) (def 9) sao 7+ ou Z~, respectivamente. Um sistema de rafzes é irredutivel se /A ndo pode ser

representado como 4 soma direta de outros sistemas de raizes, ou seja como A = LB, ..., D L
Consideremos agora uma base I1 de um sistema de raizes A de rank r dada pelos vetores {1, .., ar},

escolhendo um ordem dos elementos de T1, a matriz de Cartan de T X7 dimensdes é definida por:

Ki; = {ai,of ) = ailhy) = 2~———Ezir’ Zj-}]li cZ, h=o). (2.43)
S PR

A matriz K;i; depende da ordem escolhida para as raizes simples e com 2 condicéo iii) (def 8) as
entradas de Ki; sdo todas niimeros inteiros com 2 na diagonal. As matrizes de Cartan com diferentes
ordens podem ser levadas uma a outra a0 efetuar mudangas simultaneas de filas e colunas. Salvo essa
liberdade, a matriz de Cartan é independente da escolha da base I1. Devido a II ser uma base, a matriz
K;: é nio degenerada e qualquer sistema de rafzes é determinado completamente pela sua matriz de
Cartan salvo isomorfismos. Isto traz importantissimas consequéncias®.

Agora veremos a relagao existente entre as dlgebras de Lie e os sistemas de raizes definidos an-
teriormente. As constantes de estrutura de cada algebra de Lie determinam por completo o sistema
de raizes correspondente a cada dlgebra e, dado que toda a informacdo esta contida nas constantes
de estrutura, a catalogagio das élgebras de Lie se reduz a catalogagdo dos seus sistemas de raizes
associados.

Quando a forma de Killing (2.11) é ndo degenerada, 1sto é quando det(K (X;, X;)) #0, 2 dlgebra
de Lie complexa g é semi-simples. Numa &lgebra semi-simples, a subdlgebra de Cartan ) é definida
como a subdlgebra maximal comutativa formada inteiramente por elementos semi-simples®. Nesse
caso, a algebra h é abeliana e 0s operadores lineares ad(h)=[h, | s h E f que atuam em g, formam
um conjunto de operadores semi-simples em g e sdo simultaneamente diagonalizaveis. Isto significa,
que existe uma base do espago vetorial g conformada somente pelos autovetores do operador ad(h).

Se X é um dos autovetores, entdo para qualquer h € b temos que:
ad(R)X = [h,X] = a(R)X = (a, h) X, (2.44)

onde o autovalor a(h) é um numero complexo e o mapeamento & : h — C é um elemento do espaco
dual h*. Para « € h*, g* denota 0 espago vetorial definido por:

g*={XeglhX]= a(R)X Y heh}. (2.45)

A identidade de Jacobi com o, 8 # 0 € h* implica [g“,gﬁ] cgtbsea+peh, [g“,gﬂ] Ch
sea+ 3 =0e [g%g°] =0 para qualquer outra possibilidade. Se a ilgebra g é semi-simples, a nao
singularidade da forma de Killing implica que os autovalores do operador ad(h) sdao nao degenerados,
sempre vém em pares (a(h), —a(h)) , o tnico autovalor proporcional a a(h) € -a(h) , e o espago g“
sempre é perpendicular a g° a menos que § = —a . Como conseqiiéncia disto, temos que dimg* =
dimg=® =1 e (dimg—dimb) € 2Z* (ntimero par). As trés propriedades que definem um sistema de

4Existemn quatro séries cldssicas de sistemas de rafzes reduzidos e cinco séries excepcionais.
SUm operador linear num espaco vetorial complexo é semi-simples se, € somente se, ele é diagonalizdvel.
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—

rafzes sao cumpridas por todos os elementos a € h* : h — C de qualquer dlgebra de Lie semi-simples
e formam um sistema de raizes® como jé é conhecido.

Qualquer par de elementos h,h’ € h junto com (2.44) e (2.11), resulta em que a forma de Killing
¢ dada por (Cf (2.39)):

K(h,k) =) (o h) (e, k') = (R, }),
agd

e a restricio da forma de Killing de g na subélgebra de Cartan h induz a forma candnica bilinear
(2.41) em h* assim como o isomorfismo (2.14),(2.40). Seguindo a nomenclatura padrao da teoria de
4lgebras de Lie, o conjunto de raizes o, 3, ... € h* é um sistema de raizes /A da dlgebra g com respeito
3 subalgebra h e a dlgebra de Lie complexa semi-simples g fica decomposta numa soma de espagos de

raizes (2.45) de dimensdo um, dada pela conhecida decomposi¢ao de Cartan:

E=h$($g*)=n_$h@n+, (2.46)
acd
ondeny= @ g*,n_= & g *eA* C A denota o subconjunto das raizes positivas.

acAt acAT

As subélgebras n.. satisfazem [ni,ny] C ni e sdo dlgebras de Lie nilpotentes’ devido ao nimero de
raizes positivas-negativas ser finito e as iteragdes de k € 7+ comutadores devem terminar num nimero
finito de passos devido ao numero finito de raizes positivas-negativas existentes. Por exemplo, os
conjuntos ni(m, k) de mxm matrizes estritamente triangulares superiores-inferiores, respectivamente,
formam subdlgebras nilpotentes da 4lgebra de Lie gl(m, k). Os correspondentes subgrupos nilpotentes
N (m, k) sdo formados pelas matrizes superiores-inferiores unipotentes (um na diagonal).

Se A é um sistema de rafzes de g com respeito b, um subsistema de raizes I' C A ¢ fechado se para
qualquer par o, B € T talque a+8 € A, asomaa+f €' eé siméiricosea € I implica —a € I'. Com
um subsistema I" de A simétrico e fechado e uma subdélgebra t C h gerada pelos elementos avV,ael
VaeI'Nn(-TI), o subespago:

f=t @ g%
acl’

¢ uma subslgebra regular semisimples f(t,T') de g, isto é que f satisfaz [h,f] C f e é um ideal em b.
Além disso, a subdlgebra t é uma subdlgebra de Cartan de f(t,I') e I' é o sistema de rafzes de f(t,I")
com respeito a t . A 4lgebra f(t,I') é denotada simplesmente por f(T') dado que o sistema I" determina
completamente a dlgebra f. Considerando as subélgebras regulares semisimples, se ¥ é um subsistema
de A e [¥] denota o conjunto de elementos de A que séo representados como combinacoes lineares
dos elementos de ¥ com coeficientes inteiros, temos que se IT é uma base de A entdo [ITI] = A . Para
qualquer subsistema ¥ de A, o conjunto [¥] é um subsistema simétrico e fechado de A que define
uma subélgebra regular semi-simples de g denotada por f( [¥]).

Existe uma classe de sub4lgebras regulares ndo semi-simples que serdo de grande importancia no

decorrer do trabalho.

Na verdade, foi na catalogacio das dlgebras de Lie que nasceu o conceito de sistema de raizes.
"Uma élgebra de Lie g é nilpotente se para algum nimero inteiro finito k, os elementos de g construidos ao tomar k

comutadores sdo zero. Ou seja se:
[B! [E! [ﬂ: ]]] = () k vezes.
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Definicdo 10 Uma subdlgebra de Lie b é uma subdlgebra de Borel de uma dlgebra de Lie g se b €

uma subdlgebra mazimal solivelf de g.

As subdlgebras definidas por:

EI:I.: = h o] n4, {247]

satisfazem ngy C bix C g e sao subélgebras de Borel de g. Com a notagdo introduzida para as

subalgebras regulares podemos escrever b = f(h, A). Por exemplo, os conjuntos t+(m,k) de m x m
matrizes triangulares superiores-inferiores respectivamente, formam subdlgebras de Borel (soliveis) da
jlgebra de Lie gl(m, k). Os correspondentes subgrupos de Borel By (m,k) sio formados pelas matrizes
superiores-inferiores.

Existem outras subdlgebras de Lie de g que contém subdlgebras de
a0 adicionar a (2.47) espagos de raizes de sinal contrario. Estas so as subdlgebra parabdlicas p+ de

g e sao as subdlgebras que satisfazem b+ C p..C g. Ou seja:

Borel e podem ser construidas

p=hdny & (@ﬂﬂ) , (2.48)
xEs

onde s C {AFou @} ao tomar p4 ou p— respectivamente. Por exemplo, no caso da 4lgebra sl(m, k),

as subalgebras parabodlicas p4(m,k) estdo determinadas por um conjunto fixo de ntimeros inteiros
positivos {n;} ni € Z+ tais que m = Y 1M P € 7+ e consistem das matrizes triangulares

superiores-inferiores com blocos de dimensao ny Xny, ..., Np X Np Na diagonal. Quandon; = ... =Tp = 1
, p=m,0 tamanho dos blocos é um e p+ = b+. Os correspondentes subgrupos parabdlicos Py (m, k)

de SL(m,k) sdo de forma similar aos elementos da élgebra. Para ilustrar, as matrizes de py(m,k) e

P, (m,k) sao da forma:

Fogy & o %) [ Xy % - % \
0 xzg --- * 0 Xqo -+ *
o= . . |eslmk), Pe={ . . .. € SL(m,k), (249
\ 0 0 == %) \ 0 0 - Xp)
onde Y F_, Tr(z;) =0e [15_, det(X;) = 1.

Para um subsistema ¥ do sistema de rafzes simples IT , definimos as subalgebras:

e = §(0,0% - [¥]),
by = f(b, [¥]). (2.50)

Quando é obvio qual € 0 subsistema U especificado, escrevemos simplesmente Nt e f). Com esta

nova particdo, a dlgebra g tem a decomposigao:

g=7_@h® 0y, (2.51)

8Uma subalgebra de Lie g é soltivel se existe uma seqiiencia de inclusdes de subélgebras de Lie g; onde:

I

0C..Cg2CCgo=8 , Bo=0

tal que V i, a subdlgebra gi+1 é um ideal em g;.
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2.1. Geometria dos Grupos de Lie. _ 18

e quando ¥V = @ temos Nig = Ny, EH = b e retornamos a (2.46). Em geral, n: Cnt e ﬁ O h,e
& uma redistribuigdo dos elementos da dlgebra g especificada por ¥, onde alguns elementos de nt sao
transferidos & subdlgebra f acrescentando-a. Similar a (2.47) definimos agora:

biy = by @ fry = Py, (2.52)

e os subgrupos de Lie correspondentes as subalgebras i, by e b de g, sio denotados por ﬁ:’i, ﬁi e H
respectivamente. Esses subgrupos introduzidos sao bastante tteis para decompor os elementos de G.
Se G é um grupo de Lie complexo, qualquer elemento a € G possui alguma, ou varias das seguintes

trés formas da decomposigcdo de Gauss:

a=myn_h_. , a=m_nyhy e a=k_hk; (2.53)

onde m4 , nt , kg € ﬁi e he, h € Hcecomk_=m_ ,h=h, e ks = h;1n+h+. Em particular, se

be E-_t , ele tem a seguinte decomposigao:
by = nih. (2.54)

Se @ possui alguma dessas decomposicdes, ela é inica mas nio necessariamente é global.

Agora é claro que a decomposicio (2.46) corresponde a ¥ = @ e a decomposigao (2.51) corresponde
a ¥ £ @, Isto mostra que uma dlgebra de Lie complexa semi-simples g pode ser quebrada de diversas
maneiras ao escolher algum subsistema ¥ de II. Porém, a decomposicdo pode ser feita de uma outra

maneira que resulta ser mais util na pratica.

Definicdo 11 Uma Z—gradacdo de uma dlgebra de Lie g € uma decomposi¢do de g numa soma direta

de subespacos gm, m € Z onde:

med

e 0s subespacos gm satisfazem [gm,8n] C Jm-+n-

Para qualquer 4lgebra de Lie semi-simples g, uma derivagdo D é um mapeamento linear D : g — ¢
definido por DX = [Q, X] , X € g onde @ é o operador de gradagdo e a identidade de Jacobi garante
que D efetivamente satisfaz a regra de Leibniz. Para qualquer X, € g, temos que:

I‘Q: Xml =mXm, (2.56)

é uma equacio de autovalores e Q pode ser considerado como um elemento da subalgebra de Cartan
h de g. Por outro lado, introduzindo um conjunto arbitrdrio de nimeros {ni}io, €Z* ,r=rank g,
definimos o seguinte operador de gradacao:

Q=) (K Vinhi €,

1,7=1
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onde K~' é a inversa da matriz de Cartan (2.43) de g. Lembrando que g pode ser decomposta como:

[hi, b1 =0,4,0 = .
[Xtois X-a;] = Gijhi,
[hi,xiﬂ_j] = +a;(hj) X a; = TKjiKta) (2.57)
onde 0s h; € h & Xta; € gt®i sdo geradores de Cartan e Chevalley respectivamente, temos que Q

satisfaz:
[Q}X:I:ﬂ'i] — ﬂ:'ﬂ-in:a“
[Qa hll = 'D!

ou seja que (o, Q) = 74, € a0 tomar X=Xo=5,ci00 1 G € 7, obtemos a relagao:

@, X] = Z c;ni X = mX,

1<i<r

o que quer dizer que o subespago definido por:

gm = { X = Xo=T cia € g*| Z cni=meL
1<i<r
é a suma dos espagos de raizes g® correspondentes a todas as raizes & = ) j<i<y CiC% QUe satisfazem
a, condigao Elﬁiﬂr ein; = m . O subespago go contém a subdlgebra de Dartm:; h e para qualquer raiz
positiva-negativa temos que g% C gmcomm > 0,97% C gm cOM™M < 0edim gm = dimg—m, M € Zt.
Para uma dada Z—gradagio de g com uma subslgebra de Cartan f) e uma certa base II= {ai,...0r}

do sistema de raizes A, o subsistema de raizes definido por:
U={oelll (e, Q) = 0},

introduz naturalmente as subdlgebras fiiy, by e ,biy definidas por (2.50) e (2.52). Assim, as decom-
posices (2.51) e (2.55) ficam expressadas em termos da Z- gradagdo como:

n.= & Bm 3 H+ = @& Om, {:258}
m<0 m>0
b.=® gm , b+=@ 8m , =00 (2.59)
m<0 mz=0
Quandon; =1V 1,0 operador de grau toma a forma:
T r
Q=S khi , k=) (K D) (2.60)
i=1 j=1

e define a gradagao principal ou canonica de g. Nesse caso ny = N, by =by, 8 subélgebraﬁ =h=gg
& abeliana e os subespagos g+1 de grau +1, coincidem com 08 geradores de Chevaley Xiq, que junto
aos geradores de Cartan h; reproduzem (2.57). Na mesma gradagao principal, definimos 0s elementos:

Xe=Y " (2k)? Xia, € B21; (2.61)
h=2Y"_ (k)3hi € 6o (2.62)
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que obedecem a élgebra sl(2,C):

h, Xi] = £2X, (2.63)
(X4, X_] = h.

Dessa maneira, controlando os ntimeros inteiros n; ou definindo um outro operador de grau @ que
cumpra com (2.56), é possivel quebrar qualquer dlgebra de Lie g de diversas formas. Devemos notar
que em geral, a subélgebra b é ndo abeliana e que o operador de grau Q é um elemento da prépria
4lgebra’.

Dado que a algebra g define todos os campos vetoriais invariantes do grupo, a divisdo (2.51) existe
para todo ponto de G.

Agora vamos introduzir uma construgéo que permite fundir os grupos de Lie com as variedades
diferencidveis ordindrias num corpo sé, que serd fundamental na formulagéo do principio dindmico da

curvatura nula e na deducéo das equagoes de Leznov-Saveliev.

2.2 Fibrados Principais.

2.2.1 Conexoes, Curvatura e Lifts Horizontais.

Um fibrado E é um espago topoldgico que localmente se ve como o produto direto (M x F) de dois
espacos topoldgicos mas em geral, E # M x F globalmente. Vamos definir primeiro o que é um fibrado

antes de definir o fibrado principal de nosso interés.

Definigao 12 Um fibrado E — M diferencidvel consiste dos sequintes elementos:

i) Trés variedades diferencidveis E,M e F, denominadas espaco total, espago base e fibra ou fibra
tipica respectivamente;

ii) Um mapeamento surjetor w : E — M denominado projecdo. A pré-imagem n~'(p)= Fp, = F
€ a fibra sobre o ponto p € M,

i1i) Um grupo de Lie G denominado grupo de estrutura que atua em F pela esquerda;

iv) Um cobrimento aberto {Ua},ca de M com um difeomorfismo Yo : 7 (Ua) — Ua X F denom-
inado trivializagdo local tal que w o ¥ (p, f) = p;

v) Um difeomorfismo gy, : F, — F dado pelo mapeamento Yop = Prroty |p-1(5),V p € Ua que
define as fungées de transicgo tog € G: F — F ¥ p € Uy, NUp # @ dadas por tag = Yap© 1{)5; onde

vg' (0, f) = ¥a' (P tas(P)f).

O par (Uy,%q) é uma carta de E e o conjunto {Uy, ¥a},eq € um atlas de E. A colagem entre
diferentas cartas é consistente se as fungdes t,p satisfazem as condigoes de consisténcia toa = ldF ,
tap =tgy € tap =tay Oty , VP EUa NUsNU, # 2.

Se todas as funcoes de transigao sao fixadas como mapeamentos identidade ou M é coberto com
uma carta U, s6, o fibrado é trivial, ou seja que globalmente o fibrado é simplesmente o produto direto

do espaco base e da fibra tipica £ = M x F.

%Isso em geral ndo acontece com uma dlgebra de dimensdo infinita ou dlgebra Kac-Moody, a qual pode ser graduada

com um operador que nio pertence a ela.
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Junto com a projecao m : E — M vém as se¢des. Uma secdo é um mapeamento diferencidvel
g : M — E que satisfaz a condigao moo = Id)s , claramente, o(p) é um elemento da fibra F, = ~1(p).
Para um cobrimento aberto do espago base {Uy }, 4 , € as segdes locais o4, & € A dos fibrados triviais
P |y,= Ua x F, 0 conjunto {oq},c 4 é uma familia de segdes locais que cobrem M. Sempre é possivel
encontrar uma familia de segGes locais que cobre o espago base M, porém, nem todo fibrado admite a
existéncia de secoes globais!?.

O nosso interesse estd particularmente centrado no caso em que a fibra tipica F coincide com o
grupo de estrutura G e todas as variedades envolvidas sio complexas.

Definicao 13 Um G-fibrado principal holomdrfico P — M € um fibrado diferencidvel que satisfaz as
sequintes propriedades:

i) O espago total P, o espago base M e a fibra tipica F, sdo variedades complezas;

i) A fibra tipica F' coincide com o grupo de estrutura G que é um grupo de Lie complezo semi-
simples;

tii) G atua sobre F = G (ele mesmo) mediante translagées esquerdas LY : G — G;

iv) A projecdo m : P — M e a trivializagdo local 14 : 7~ 1(U,) — U, x G sdo mapeamentos

holomdrficos.

Quando as variedades e o grupo de Lie sdo reais temos um G-fibrado principal usuall!.

Da defini¢do 5, a a¢do pela esquerda de G sobre as fibras G, = G é um mapeamento holomérfico
que corresponde & agdo das fungbes de transigdo correspondentes as translacdes esquerdas (2.1) e
seu papel corresponde a colar consistentemente as diferentes cartas que cobrem o fibrado. J4 a acdo
pela direita, como veremos, estd profundamente ligada a nocio de transformacdo de gauge que sio
transformagbes de cada fibra nela mesma. A acgdo pela direita ¢ implementada pelas translacoes
direitas (2.2) que também sdo mapeamentos holomérficos e comutam com as acdes pela esquerda (Cf
(2.3)). Explicitamente, a agao pela direita R” : G, — G, ¢ definida por:

Ry (u) = ¥, 0 Ry 0 Yop(u) = 93 (p, ga(u)a) = ua, (2.64)

onde go = Prgovy : m1(Ua) — G siio as fungdes coordenadas de P em G com go(ua) = go(u)a.
Quando p € U, NUpg # @, a dupla agdo de L” e RF onde (Lo RY = RP o L) , satisfaz:

ua =¥z (p, gg(w)a) = Y5 (b, tpaga(u)a) = V3 (9, ga(u)a) (2-65)

¢ cada fibra G, de P — M ¢é invariante com respeito as acoes de RY no sentido que:

ﬂﬂR;}:W,VgEG.

**Por exemplo, as segdes dum fibrado tangente T(M) — M sao campos vetoriais em M e sac elementos de X(M) que

pode ou nio ter elementos definidos globalmente.
por simplicidade, a discussido que se segue sera feita simplesmente com G-fibrados principais. A estrutura complexa

nao é relevante por enquanto.
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A acéo pela direita RP sobre a fibra G, é livre e transitiva e as drbitas da sua agao coincidem com
o fibra. Em particular, toda a fibra G, é gerada ao atuar RP | a # e sobre o elemento identidade do
rupo de Lie Gp. Para ver isso, se introduz-se a segdo local trivial s : Uy — 7~ 1(U,) definida por:

Sﬂ(p} = %").;1 {ps E)} {256}

onde agora, qualquer elemento u € G, na fibra sobre p, é inico e vem definido por:

g

u=yY; p,a) = sa(p)-a , a=ga(u), (2.67)
ou seja, o conjunto de secdes locais {sa}aeca define um atlas em P — M com a seguinte lei de

transformacao:
sa(p) = sp(p)tsa(p) , PEUaNUsg # 0. (2.68)

Por definicdo, o fibrado P — M é diferencidvel e possui um espago tangente TP e deve ser
cuidadosamente tratado. Para um elemento u € P — M e uma fibra G, sobre p = w(u), o espago
vertical Vo P é um subespago de T, P tangente & fibra G no elemento u. Se X € g e um elemento da
4lgebra de Lie da fibra tipica G, a agao pela direita R;’ . u — ug dada por REFKP U =uexptX define
uma curva na fibra G, devido a m(u) = m(uexptX) = p. O vetor X# ¢ V, P tangente & fibra Gp no
ponto v induzido pelo elemento da élgebra X € g vem dado por:

X*# f(u) = % f(uexptX) o , f: P —REF(P). (2.69)

Assim,Vu € P, X# e X(P) é um campo vetorial no fibrado gerado por X e dado que a agao
fop ,x € um difeomorfismo, o mapeamento # : g =V, P definido por X — X # é um isomorfismo entre
espagos vetoriais que preserva a estrutura da 4lgebra de Lie de g, ou seja que [X# Y#| = [X, Y|* e

dim V, P = dimg . Além disso, o vetor X # satisfaz a propriedade:
T (X™) =0 (2.70)

e nio tem contrapartida no espaco tangente T, M. Por outro lado, o espago horizontal H,P u € P
é definido como o complemento do espago vertical V,, PP no espago total T, P.
A existéncia dos espagos verticais e horizontais sugere uma divisao para T P.

Definigao 14 Uma conezdo H num G-fibrado principal P — M ¢ uma tnica divisio do espago
tangente TP nos subespagos vertical V P e horizontal HP tal que:

iy TuyP=V,P&H,P ,Vu€eP,

it) HygP = RQP*HHP ,VgeaG.

Dado que o espago Vi, P =gV u € P, é natural introduzir uma 1-forma w : TP — g com valores

na dlgebra de Lie g para materializar a divisdo i) (def 14).

Definicao 15 Uma I-forma conezio w € g & T*P ¢ uma proje¢io w : TP — VP = g com as
sequintes propriedades:

i) wXF)=X,VXeg;

i) Rf*wug{X} = wﬂg{R;X] = Ad(g~ D owy(X) , X eTLP.
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Qualquer 1-forma com valores em g satisfazendo as condigoes da (def 15) é uma 1-forma conexao.
A 1-forma w, projeta vetores tangentes & fibra na lgebra de Lie g e se um vetor nio é tangente 4 fibra
sua projecao deve ser zero. A 1-forma w possui um kernel invariante sob o pull-back Rgp * segundo Cf
ii) (def 15) e é entdo natural definir o espago horizontal como:

H,P={X € T,P|w(X)=0, X €kerw}.

Essa definigdo implica Hy P = R;HHP, que é a condicdo i) (def 14) e para algum X € H,P,
existe um unico ¥ = Rf,,X € H, P devido que ao mapeamento R;, ser bijetor. A 1-forma conexao w
faz explicita a divisao T,P = H,P & V,P , VY u € P e é completamente equivalente & conexao H em
concordancia com a defini¢dao 14.

A 1-forma w com valores em g definida em P estd relacionada com outras 1-formas com valores
em g definidas no espago base M e na fibra tipica G respectivamente. A fibra tipica G é um grupo
de Lie e possui naturalmente a forma de Maurer-Cartan § € g ® T*(G) definida em (2.16) e o espago
base M possui uma 1-forma com valores em g em cada carta U, C M definida pela conezdo local ou
campo de gauge:

A =5 (w) € g Q' (M) (2.71)

onde s, é a segdo trivial (2.66). Dessa maneira, § e A, contribuem para definir a 1-forma conexao:
We =W |U,:

W= wo = Ad(g; ") o ™A + g0, (2.72)
que satisfaz as propriedades da (def 15) . Para garantir que a divisao T,P = H,P @ V, P seja

globalmente tinica, deve-se cumprir a igualdade wy = wg = w em 71Uy NUg) # 2, o que diz que as
conexdes locais {Aq} - 4 definidas em (UyNUg) C M , devem satisfazer a condi¢do de compatibilidade:

A = Ad(tap) 0 Ag + 154, (2.73)

onde tog = ga © gEl sao as fungoes de transigdo do fibrado P — M. O conjunto de conexoes locais
{Ac},ca satisfazendo (2.73), permitem reconstruir uma unice forma w em P — M e carregam a
informacdo global do fibrado. O resto da informacdo do fibrado contida na 1-forma conexao w, estd
na sua derivada exterior dpw : TP ® TP — g que é uma 2-forma com valores na algebra de Lie g. A
acao de w nos subespacos HP e V P ji é conhecida e mesmo que w(X) = 0 para X € HP, temos que
em geral dw(X) # 0 para X,Y € HP. A 2-forma dpw mede uma das propriedades geométricas mais
importantes de qualquer G-fibrado principal P — M.

Definigao 16 A forma curvatura da conexdo H € a 2-forma Q2 : TP®TP — g com valores na dlgebra

de Lie definida por:
Q= (dpw)? €g® Q2(P), (2.74)

onde (dpw)? € a componente horizontal de dpw definida como:

(dp)(X,Y) = (dpw)(XH,Y?) , XB, Y7 €VP
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E qtil ligar a forma curvatura (} com a forma conexio w de alguma maneira que nao dependa
da projegdo em VP (2.74). Para ver isso, devemos considerar primeiro vérias possibilidades. Como
1-forma, w obedece a relagao (2.20) dada por:

dpw(X,Y) = X [w(Y)] - Y [w(X)] - w([X,Y]), VX,Y € TP.

Agora, se X,Y € HP entao X" =X ,YH =Y e temos uma identidade QX,Y) = dpw(X,Y) que
pode ou ndo ser trivial. Paraocasoque X € HPeY € VP temosque Y = Qe por tanto (X,Y) =0
da definigdo (2.74). Por outro lado, devido a [X,Y] € HP temos que dpw(X,Y) = X [w(Y)] , mas
se Y € g entdo existe um elemento A € g tal que Y = A# ¢ w(Y) = A = cons € g , ou seja que
dpw(X,Y) = 0 e de novo vemos que (X,Y) = dpw(X,Y). Por tltimo, se X,Y € VP, a definicéo
de curvatura implica 2(X,Y) = 0 e nesse caso temos que w(X,Y) = —w([X,Y]) # 0. Agora, o
subespago VP = g ¢ fechado sob o colchete de Lie e devido a0 mapeamento # ser um isomorfismo,
existem trés elementos A, B, C' € g que satisfazem A% = [X,Y] = [B#,C#] = [B,C)* onde X = B¥,
Y = C* . Portanto, w([X,Y]) = A € g e com ajuda da avaliacio [w,w] (X,Y) = 2 [w(X),w(Y)] =
2[B,C] = A, onde [w,w] = 2w A w, obtemos o resultado dpw(X,Y) + (wAw)(X,Y)=0. O dltimo
termo néo modifica os resultados anteriores e dessa maneira vemos que a 2-forma curvatura e a 1-forma
conexao satisfazem a equagao de estrutura de Maurer-Cartan (2.21) em P — M:

Q=dpwt+wAw, (2.75)

que s6 ¢ diferente de zero quando X,Y € HP em contraposicio ao resultado obtido em (2.21), isto é
que para (2.21) a curvatura sempre é trivial.

Agora, similar & definigao da conexao local, a curvatura local ou field strength é definida por:
Fa=55(Q) € go0*(M),
onde F, e {1 estao relacionados por:
Q= Q, = Ad(g,) o " F,. (2.76)

Localmente, apés usar as relagdes s}, (dpw) = d(spw) e 8% (wAw) = (shw) A (s%w) , vemos que em
cada carta U, C M do espaco base, a curvatura local e a conexio local estio relacionadas por:

Fo=dAs+ Ag A A, (2.77)
e quando U, NUg # 0, F transforma como:
Fo = Ad(teg) o F . (2.78)

Por motivos préticos, consideremos G-fibrados principais sobre grupos de Lie matriciais, nesse caso
a forma de Maurer-Cartan é dada por (2.22) e gaf : TP — g é:

9o = 93'dpg. € g T*P.
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Até agora, a definicdo de curvatura introduzida carece de todo sentido geométrico e seu nome
sinda ndo foi justificado. As curvas definidas em cada fibra pela agio direita Ry, ,yu = uexptX
sio trivialmente projetadas no espago base e nao faz diferenga se sao curvas abertas ou loops. A
clarificacio do sentido geométrico da curvatura comega pela introdugao de curvas no fibrado que nao

sejam trivialmente projetadas no espago base.

Definigdo 17 Seja P — M um G-fibrado principal e 7y : [0,1] — M uma curva em M. A curve 7 :
0,1] — P € um lift horizontal se w07 = 7 e o0 vetor tangente d curva 3(t) sempre pertence ao espago

hﬂﬂﬂﬂﬂﬁﬂf H:;.m P

A defini¢do garante que a curva sempre intercepta fibras diferentes se v € M néo é trivial. Se U,

é um aberto que contém a curva 7y e 3, ¢ a segdo (2.66) em U,, podemos expressar a curva ¥(t) em P

‘ F(t) = sa((t)ga(t) , galt) = ga(7(t)) €G

com a condicio g.(0) = e, ou seja que J(0) = s4(7(0)) = up. A relacdo entre os vetores tangente
Xe TP e X € T, ;)M € a seguinte:
X = Ad(g3*(£)) (5aeX) + [02" ()dPga(t)]

e devido a que, por definicao Xe Hz) P, o elemento do grupo ga (t) € G que define o lift horizontal
é a solucdo da equacdo diferencial ordindria de grau um w(X) = 0 dada por:

dﬂa(t}
dt

Da definicdo (2.71) e do teorema fundamental das equagoes diferenciais ordindrias, vemos que

= ~w(sasX)Ga(t)-

localmente a equacao:

e _ _ Ao(X)ga), (2.79)

possui uma tnica solucdo com a condicdo inicial g(t) = e que nesse caso é dada pela exponencial

ordenada P na trajetéria 7'

¥(t)
g+(t) = Pexp / A, (vy(t))d=* |, (2.80)

7(0)
lembramos que A = A,ds* € g ® Q}(M). O lift horizontal dado por F(t) = sa(7(t))ga(t) com
F(0) = g, define um tnico lift horizontal F(t)* = RY (F(t)) = F(t)a com F(0)* = F(0)a = uga sob a

agio direita R..
Ao considerar um loop v definido por v(0) = (1) = #~*(u) = p € U,, temos que:

gy =Pexp | - jﬁ A (v()dz* | | (2.81)
T

128uprimimos o subindice & € A por simplicidade.
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define um mapeamento A — G dado por v — g, entre o espago dos loops A em U no grupo de Lie G
 a informagéo da trajetéria y é carregada pela conexdo local Aq(7) para formar o elemento g, € G.
De fato, gy € G depende de alguma édrea encerrada pelo loop ¥ e a dependéncia é explicitada como se

segue:
Uma variacdo funcional da curva v parametrizada em U, por z#(f) tem como resultado que a

variacao de (2.79) é:
dt

onde |4, %] = 0. Ao multiplicar por g(t)~! pela esquerda de (2.82) e usar a equacao analoga de (2.79)
para g(t)~! obtemos, apés integragdo em t, a relagao:

2 vg(t) = -ﬁn‘ddi;‘irﬂ{t} — 0y ( L8 ) 9(t), (2.82)

g(t) " 1oyg(t) = f dt g(t)™'é, ( T )y{t'}

Com ajuda da variagéo 6, (A, %) = 0,A, 56,2 + A,%6,a# , integramos por partes na varidvel
t' para eliminar o termo A,%d,z# , obtendo:

9(6)~16,9(t) = 9(t) A g(t)d,z" + ] dtg(t) " Fpug(t) oo b,2"
{0

onde F,, = 8,A, — 8,A, + [A,,A,)] sdo as componentes da curvatura (2.77) em M dadas por
I =%Euy{f:ﬂ“ Adz” € g ® Q% (M).
Ao fechar a curva v num loop, ou seja quando z#(0) = z#(1) = p com d,z*(0) = dyz#(1) = 0

(ponto fixo) temos:
drt .
5,9(1) = 9(1) [ dtg(t) Frug(t) 6"

O aberto U, possui um grupo fundamental trivial m; (M) = {e}, entdo podemos expandir continu-
amente um loop infinitesimal ao redor do ponto base p até coincidir com o loop <y e varrer uma dada
drea ¥. A deformagéo é parametrizada por o e vem dada pela homotopia F(t,s) 0<t<1,0<t<1
com F(t,0) =pe F(t,1) = v(t). Agora, podemos fazer d, = :55'3% e obter a expressao:

e~ g / dtg(6) Frug(t) g o

do

que é uma equagao da forma ‘atg- — gF (Cf. (2.79)) com uma solugdo exponencial ordenada P na

superficie ¥ :

3

Assim, obtemos a versao ndo abeliana do teorema de Stokes:
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Pexp —jg.,ﬂl = Pexp Q/Q,;IFQT . (2.84)

)% %
O mapeamento v — g fica entao expresso em termos da curvatura local IF e da alguma drea ¥

encerrada pelo loop 7. Se £ = 0, o mapeamento y — g é trivial e g, = Idg. Se £ # 0 e F # 0, dois
loops diferentes 7y; e 2 sdo mapeados em dois elementos diferentes do grupo G; e G3. Finalmente, se
¥ # 0eF = 0 todos os loops v sdo mapeados na identidade do grupo G. Essa tltima possibilidade
quando dim¢ = 1 implica a existéncia de quantidades conservadas como veremos no comentério do
capitulo 3.

Para terminar, consideremos o lift horizontal F(t) = s4(v(t))g«(t) associado ao loop 7y definido por
7(0) = 94(1) = p € U,. Vamos ter dois elementos ug = F(0) = s,(p) e u1 = F(1) = 54(p)g(1) =
upga(1) onde go(1) vem dado por (2.83) e u; = Rfﬂ[uu] estdo na mesma fibra G, sobre p. Em
geral ug # u1 mas m(ug) = w(u1) = p € Uy , 0 que significa que a imagem do loop v em P ndo é
necessariamente um loop. A medida do nao fechamento entre o ponto inicial ug e o ponto final u; na
mesma fibra do lift horizontal ¥ em P associado ao loop v em U é devida & presenca da curvatura F
de P definida por (2.74). Se up = u; temos duas possibilidades, o caso trivial (£ = 0,F # 0) ou o
caso (X # 0,FF = 0) que é mais interessante.

2.2.2 Transformacgoes de Gauge, Cosets e Variedades Flag.

As translacoes esquerdas e direitas num G-fibrado principal sdo implementadas com sentidos e usos
diferentes. As agOes pela esquerda estdo relacionadas com as fungdes de transicdo e as acdes pela
direita junto com um certo difeomorfismo levam & introdugéo das transformagoes de gauge.

Definicao 18 Uma transformagdo de Gauge num G-fibrado principal P — M € um difeomorfismo
w: P — P que salisfaz as seguintes propriedades:

i) mow=m , preserva as fibras;

i) po Ry = Rl 0.

E dizer que as transformacgoes de gauge atuam nos espagos internos definidos pelas fibras sobre
cada ponto p = w(u) € M. A restricio do mapeamento ¢ e, U, vem dada por:

@ U, (¥) = a0 @ o V3 (D, ga(u)) = (P, Pa(P)ga(¥)) =sa(P) - (Pa(P)ga(w)) , pE M, ue P, (2.85)
onde o mapeamento @, : M — G é definido por:
Po = ga 0 PO 4. (2.86)

Quando UyNUp # @ temos pg = Ad(tga)Pa € 0 conjunto {@a},e4 Permite recuperar ¢ via (2.85).
Agora, a manifestagdo do mapeamento  como transformacio de gauge se evidencia na sua agao
sobre a conexao de P . Com a 1-forma conexfo w da conexao H e o mapeamento , podemos construir

uma, outra 1-forma conexao ¢*w com ajuda da relacao:

(‘F*X#}{p{u}(f} =Xf(‘:§*f:} , 1 €¥(FP), X €Eg,

27




-

2.2. Fibrados Principais. N
_--_-_._-_-_-_-_ a

onde os subindices clarificam o ponto onde X# est4 definido. Da relagdo (2.69) vemos que X ot f) =
qu[u]l{ f) e com a condigao i) (def 15) obtemos:

(p'w)(X*)=X €g.
Finalmente, as propriedades i1) (def 18) e ii) (def 15) implicam a lei de transformagao:
RE*(p*w) = ¢"(RE*w) = Ad(a™") o (¢"w),
o que verifica que (¢*w) é uma outra 1-forma conexdo de P — M gerada pela transformagio de gauge

Q.
Similar & (2.71), temos localmente:

(p*w)a = AL = sp(¢"w),
e com ajuda de (2.72) obtemos a lei de transformagdo de gauge;
A = Ad(pz") 0 Aa+ ¥50. (2.87)

Usando ¢* (dpw) = d(p*w) e p*(w Aw) = (¢*w) A(p*w) temos a expressao ansloga da equagio de
estrutura de Maurer-Cartan (2.75):

(¢*9) = dp(p*w) + (¢*w) A (p"w),
que localmente em Uy se reduz a expressdo (Cf (2.77)):
FE = dA% + Af A A2,
onde F¢ = (¢*N)a = s5(p*$), e quando U, NUs # @ transforma como:

F¢ = Ad(p') o Fa. (2.88)

No caso de grupos de Lie matriciais temos:
ol = W;ld{:"ﬂ : (2.89)
e chegamos as conhecidas leis de transformacao:

A? = g3  Aatpa + 95 dipa; (2.90)
FE = ¢g Fafa: (2.91)

Para terminar com as definigGes e resultados necessirios, vamos reescrever um grupo de Lie G
como um fibrado principal e terminar com a introducio das variedades Flag.

Para um subgrupo fechado'® H de um grupo de Lie G e 0 espaco coset esquerdo G /H formado pela
unido das classes de equivaléncia [g] = gH = {gh|h€H , g€ G}, o mapeamento ¥ : G x G/H —

G/H definido por:
U(a,bH) = Uo(bH) = abH (2.92)

13Gjgnifica que H como subgrupo de Lie de G é um grupo de Lie.
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4 uma acao pela esquerda de G em G/H que é transitiva, ou seja que G/H é um espago homogéneo de
G. No caso de G ser um grupo de Lie complexo, temos de (2.34) que ¥ é um mapeamento holomorfico.
O seguinte teorema 4],[26] enunciado sem demonstragao, serd de grande utilidade no que se segue.

Teorema 19 Se H C G € um subgrupo fechado de um grupo de Lie G, entdo o espago homogéneo
G/H admite uma unica estrutura diferencidvel e o mapeamento m : G — G/H definido por 7(g) = [g]
¢ uma submercio'®. No caso de G ser um grupo de Lie complezo, o espago G/H possui uma unica
estrutura compleza e ! G — G/H ¢ um mapeamento holomdrfico.

Consideremos o coset G/H (notemos que G, H,G/H séo variedades diferencidveis e a condigao
i) (def 12) é satisfeita). O mapeamento 7 : G — M = G/H dado por 7 : g — [g] é surjetor
devido a g, ga € G serem mapeados na mesma classe [g], ou seja m(g) = 7(ga). O teorema 19 diz
que 7'([g]) = g € G € uma projegao (Cf 4i) (def 12)). O seguinte passo é a introdugdo de uma
trivializacdo local. Para uma segdo arbitraria oq : G/H — H definida em U, C G/H e o elemento
7=1([g]) = g , introduzimos o mapeamento Y : G — H definido por:

Yalg) (9) = 0a([g) g (2.93)

Devido a oo ([g]) ser uma segdo em [g], ela é um elemento de G da forma ga (acH,geG),
ou seja que 0a([g])~1g = a~lg~'g = a~! € H. Assim, a trivializagéo local ¥ : 7= Us) : Ug s H €
definida por (Cf iv) (def 12)) :

Yal9) = (9] ¥alg(9) = ([9],@) , a €H. (2.94)

No caso de G ser um grupo complexo, a se¢do oo : G/H — H é um mapeamento holomorfico.
Por outro lado temos ¥4g(9a) = Ya(g)(g)a , 0 que implica:

Ya(ga) = ([9], Yaig)(9)a)

que é a acio pela direita (2.65) num H-fibrado principal e (7i1) (def 12)) é satisfeita devido a H atuar
nele mesmo pela esquerda. Da mesma maneira que em (2.66) obtemos um atlas para G e por outro
lado, a acdo pela esquerda de G em G/H (2.92) e a projecdo 7 satisfazem:

moL=%om. (2.95)

Finalmente, vemos que o grupo de Lie G é um H-fibrado principal G — G/H com espago base
G/H e fibra tipica H e localmente:

G=G/HxH (2.96)

No caso de G ser um grupo de Lie complexo temos do teorema 19 e (2.35),(2.34) que G é um

H-fibrado principal holomérfico.

Y0 mapeamento 7 : G — G/H é submersivo no ponto g € G, se o "pull-forward” m.g : Ty(G) — w(e)(G/H) é um
mapeamento surjetor. Se m é submersivo ¥ g € G entdo m ¢ uma submersao.
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Agora consideremos a agio esquerdal!® de um grupo de Lie G' numa variedade diferencigvel M. O
mapeamento @ : G x M — M definido por:

Pp(a)=a-p, a€@G, pecM

¢ diterenciavel e o grupo estabilizador de p definido por G, = ¢74(p) = {ac G la-p= p} é um
subgrupo fechado do grupo de Lie G. O teorema 19 implica que o espaco coset G /Gp é uma variedade

diferencidvel.
O seguinte teorema [4],[26] enunciado sem demonstragdo, fornece a relagio entre as variedades

G/Gp e M.

Teorema 20 Se a acdo @ : G x M — M do grupo de Lie G na variedade M & transitiva, entdo o
mapeamento ¥ : G/G, — M definido por Vp(aGp) = a-p € um difeomorfismo. No caso das variedades
G e M serem complezas, o difeomorfismo correspondente & um mapeamento holomdérfico.

O teorema é bastante forte, devido a estabelecer que qualquer espago homogéneo M de um grupo
de Lie G é difeomorfo ao coset G/Gp de dois grupos de Lie. O seguinte exemplo, clarificar4 o teorema.

Seja V um espago vetorial n—dimensional sob um campo k e seja G*(V) o conjunto dos subespagos
k—dimensionais de V. Para qualquer A ¢ GL(V) e W € G¥(V), o0 elemento AW ¢ G*(V) , ou seja o
grupo GL(V') define uma acéo pela esquerda em GF (V) que é obviamente transitiva. Se {e;} é uma
base de V, o subconjunto {ea} @ = 1,...,k é invariante sob o subgrupo H C GL(V) formado pelos
elementos A € GL(V) que representados na base {e;} tem a forma de bloco:

X1 ¥
a= ,
0 X5

onde X; e X, sdo matrizes nio degeneradas de dimensédo k x k e (n — k)x (n — k) respectivamente e
Y € uma matriz arbitraria de dimensio k x (n—k). Entao G5(V) = GL(V)/H . Assim reconhecemos
que G*(V) é uma variedade de Grassmann de dimensio k(n — k). No caso de V = k™, denotamos
G* (k™) = kG*"—* o em particular, quando k£ = 1 temos que kG!™-1 § ¢ espago projetivo kP" .
Depois da introducio das variedades de Grassmann vem naturalmente a defini¢do de Flag.

Definigdo 21 Se V ¢ um espago vetorial n—dimensional e i, oy ip € ZT sdo nimeros inteiros tal que
0<i; < ... < 4 < n. A famdia {Vi} de subespacos de V com dmVy =4 ,1=1,...k é um Flag do
tipo {i1,...,ix} em V se ela é uma sequéncia de espagos Vi C ...C Vi C V.

O conjunto de Flags do tipo {i1,...,9} em V denotado por F;, i (V) se denomina variedade Flag,
Em particular, vemos que a variedade Flag mais simples F}(V) = G¥(V) ¢ a variedade de Grassmann
do exemplo anterior. Considerando o espago vetorial complexo V', o grupo SL(m,C) define uma agdo
ésquerda no conjunto Fy....ix (V) que é transitiva. Se {e;}i=1,..., m é uma base de V', o flag formado
pelos subespacos:

**Qualquer definicio ou resultado tem seu equivalente para as agdes pela direita [1],
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com combinagdes lineares em € tem como grupo estabilizador 4s matrizes A € SL(m, C) que represen-
tadas na base {e;} sdo da forma de bloco (2.49) que est4 diretamente ligada & existéncia da subalgebra
pa,rabélica py. Essa dependéncia entre subdlgebras parabolicas e variedades Flag é o coragao da for-
mulagdo geométrica do principio da curvatura nula e dos modelos de Toda de grau superior, como
veremos. Assim, o conjunto F}, _ ;, (V) é identificado com o espago homogéneo SL(m,C)/P onde P é
um subgrupo parabélico formado pelas matrizes (2.49), e do teorema 19 vemos que F;, i (V) éuma
variedade complexa. Em resumo, todos os espagos homogéneos ou cosets da forma:

F=G/P, (2.97)

onde P é uma subgrupo parabélico do grupo de Lie complexo G, sao variedades Flag e sdo complezas
e compactas. A forma do Flag estd determinada pela partigao de p em (2.49) a qual fica expressada
em termos de uma Z—gradagdo, como pode se-ver de (2.59).

Dessa maneira terminamos a introducao de definicdes e resultados, o seguinte passo é aplica-los a

um problema especifico.
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Capitulo 3

© A geometria das equacoes de Toda.

Nesse capitulo, tentaremos justificar o esforgo feito até agora com um resultado nada trivial. A
deducdo geométrica [1],[2] da conexdo de Lax das teorias integrdveis relativisticas interagentes com
invariancia conforme em duas dimensdes; Os modelos de Toda. A dedugao esta completamente baseada
no estudo de um fibrado principal trivial cuja curvatura associada é nula e o objetivo é explorar a
estrutura interna da &lgebra de Lie para construir uma conexéo que mostre explicitamente a dindmica
do campo ¢ : M — G que define a conexdo YA = "0, a qual anula a curvatura.

Além da obtencdo do resultado, é um excelente exercicio de geometria diferencial e uma boa
oportunidade de usar na préatica as ferramentas geométricas que até agora s6 foram introduzidas como
meras definicoes. Inicialmente, introduzimos a curvatura nula como principio gerador de equagoes de
movimento de teorias ndo lineares e posteriormente abordaremos a questdo da construcdo do par de

Lax que dara origem &s equagdes de Toda de grau superior.

3.1 Sistemas Integraveis.

3.1.1 Principio dindAmico da curvatura nula.

Agora, o nosso interesse estd centrado no caso em que 0 G-fibrado principal P — M é trivial e o
mapeamento 7 — g, também é trivial sob a condigdo (X # 0,F = 0). A trivialidade do fibrado &
devida ao fato de que P — G possui uma carta s6 (Ua,¥s) onde o grupo de estrutura é formado
somente por mapeamentos identidade, ou seja que P =M X G — G globalmente. Sob essa condigao,
da discussio que levo até a definigdo (2.71) vemos que existe uma correspondéncia bijetiva entre as
]-formas conexio w e os campos de gauge A, como conseqiiéncia de (2.73), que agora com to3 = € v
tag € Gsereduz a Ay = Agem U NUg # DV a, B € A. Basta conhecer s6 o campo gauge A, num
aberto U, para recuperar a l-forma conexdow em M xG. Carregando essa correspondéncia em mente,
denominamos sem ambigiiidade o campo de gauge A, — A como forma conezdo ou simplesmente
como conezdo e usamos indistintamente w ou A ou € ou F na seguinte discussao. As generalidades
do mapeamento ¥ — g = Idg sdo brevemente mostradas no comentdrio do final do capitulo, com o
objetivo de mostrar a construgdo de quantidades conservadas em involucao.

A 9-forma curvatura € da conexdo w em P=M x G , vem dada pela equagao de estrutura de
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3.1. Sistemas Integraveis.

I

Maurer-Cartan (2.75):
l=dpw+wAw

A equagao (2.76) implica que a conexio A é plana se (1 = 0, ou seja que (2.77) é trivial:

dA+ AnA=0. (3.1)

De (2.21) temos que a forma de Maurer-Cartan § € g ® T*(G) definida em (2.16) é uma solugao
da equacdo 2 = 0, mas o resultado é valido s6 no grupo de Lie G. A solucdo equivalente em M
<@ é obtida facilmente em virtude de que a equagdo (3.1) é o "pull-back” ¢* da equagéo (2.21),
gracas s seguintes propriedades p*(df) = d(p*0) e ©™(6 A ) = (¢*8) A (¢*0), que sdo conseqiiéncia
de ¢p = Yo : M — G definido por (2.86) ser um difeomorfismo associado a transformacdo de gauge
¢: M x G — M x G no fibrado triviall. Vemos imediatamente, que a solugéo de (3.1) € o pull-back
da forma de Maurer-Cartan de G que é exatamente a contribuigdo do segundo termo do lado direito

de (2.87):

YA = "6, (3.2)

o que implica que essa conexao é plana.
A transformagao (2.87) implica que se A =0 é uma solugao de (3.1) sua conexao de gauge associada
(3.2) também é uma solugio e se .4 é solugdo, sua conexdo de gauge associada ¥ A¥ sob v também

serd, etc2. No caso de grupos de Lie matriciais, a relagdo (2.89) implica que:
PA= ¢*0 = o dep, (3.3)

€ uma Conexao puro gﬁuge, onde ¢ sdo agora as funcdes coordenadas ¢ : M — GL(m, k).
Para qualquer par de mapeamentos @,% : M — G, as conexdes YA e ¥ A estdo relacionadas pela

transformacao (2.87): .
WA =Ad(¥!) o A+ A. (3.4)

No caso de grupos matriciais teremos que:
WA=y (PA) P+ P dY = (py) Td(py) =% AY,

é outra solugdo de (3.1). Em resumo, (2.88) implica que (3.1) ¢ invariante de gauge e as solugoes de
(3.1) estao ligadas via (2.87).

O papel do mapeamento ¢ : M — G é fundamental no que se segue. Com ele é possivel definir
uma teorfa cldssica de campos® onde o espaco dominio é a variedade M e o espago imagem ou dos

campos, ¢ uma algebra de Lie g.

1Denotamos a transformagio de gauge @ e sua restrigio ¢ = @, da mesma forma devido a @, determinar completa-

mente ao mapeamento ¢ via (2.85).
2Essa é a motivagdo na introdugdo das transformagdes Dressing para construir as solugdes solitonicas dos modelos

integrdveis associados [7].
3Por exemplo, o campo de Klein-Gordon ¢ satisfaz a eq. (0+m?)¢ = 0 e a 1-forma A satisfaz a equagéo de movimento

(3.1).
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3.1. Sistemas Integraveis. | o3

el

; = e
Definigdo 22 A relagio Q@ = dA+ ANA=0, A€ g® QM) se denomingd condigdo de ﬂﬂ?‘”ﬂt’;’ ﬂ
nula e € uma equagdo de movimento para o campo A: M — g onde A= Adz. A relagdo 1 =10

manifestagdo do principio dinamico da curvatura nula.

: . - : riedade
De fato, s6 consideraremos a condigio de curvatura nula para o caso em que M ¢ uma va
de Lie complex0

e onde nao

: b At as
precisamos generalizar o teorema de Stokes (2.84), que é o responsavel pela existencia das carg
meira vez em [5] cO™

complexa com dimenséo complexa um dim¢ M = 1 (dimg M = 2) e G é um grup®
semi-simples. Isto é devido ao fato de que nesse caso a teoria é relativamente tratdvel

conservadas (3.7). O tratamento em dimensdes mais altas € introduzido pela pri

as devidas generalizagoes .
da variedade complexa M por

Por motivos de conveniéncia, denotamos as coordenadas locais
posta na Dase

,~ = 2, 2t = 7 e as derivadas como - = 8, , 04 = 8 . A conexao A é decom

!

— g, .
{dz~,dz"} como: - ) -
A=A _dz~ + A dz

onde ALY = A_dz- € g ® QUO(M) e AOV = A det €g® QO1)(M) sdo as componentes de
M — g temos dA = (0_A+~

bigrau (1,0) e (0,1) respectivamente. Em termos do par de Laz A : i
E a

04 A_)dz" A dzt  ANA=([A_,A;])dz" Adz" e a equagdo de movimento {1 = 0, é simplesm

3.6)
8_A+ —04A- +[A-, A4 =0, (
. mo 0
a qual pode ser escrita em termos das derivadas covariantes D = 8. + Ay da manena usual €0
comutador [D,,D_] = 0. Essa equagdo trivial é a que vamos manipular.
puma dada base dé 8;

Se consideramos como campos aos coeficientes da expansao do par de Lax A .
a equagao (3.6) resulta num sistema de equagdes diferenciais parciais nao lineares que, poI dﬂﬁ?“;ﬂﬂ’
sa0 as equagdes de movimento dos campos envolvidos. Agora é evidente que resolver (3.6) nao € uma
tarefa ficil, mas isso serd feito mais a frente, apés impormos certas condicoes sob 0 par Az dada &

liberdade que existe na escolha do campo ¢.

Comentdrio: Infinitas quantidades conservadas.
de movimento

A condigdo F = 0 no fibrado trivial M x G quando dimg M = 1 resultam nas equagoes - i
0, I =

(3.6). Agora, voltamos ao estudo do mapeamento trivial v — gy = Idg; sob a condigdo X
quando dimc M = 1.
Para estudar a dindmica precisamos duma varidvel tempo, entao co

nsideremos, por simplicidadea

; upo
a variedade M como o espaco plano 2-dimensional com coordenadas (£,%)- O elemento de &

definido por (2.80) possui as seguintes propriedades:

Oy Gyz = G172
g*:f“l = g’]’:

quando 7, (1) = 72(0) e onde 7! significa que a curva é percorrida em sentido IAVErSO:
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e ———

O teorema de Stokes (2.84) com F = 0 implica que (2.81) é a matriz identidade Idg, entao
definamos um loop 7y como 0 retingulo —L <z <Lel <t < 7 € usemos as propriedades de g, para

decompor o elemento:

Idg = Pexp —fﬂp{ﬁf{t)]d:n“
i
nos diferentes trajetos que formam o retangulo. Assumimos as condigoes de periodicidade Ag(—L, t) =
A.(L,t) e definimos as matrizes:

L

| At | A)dm) ,

S(x) = Pexp (j; Az, t | }Jdt) ,

onde A é um parametro espectral complexo, entao:

T[tl,h)"—;Pexp(f

Idg = T(0 | NSL)T(r | N)'S(L)~
e como conseqiiéncia disso obtemos:
T(r | X) = S(L)7'T(0 | N)S(L);
ou seja que o trago € independente do tempo:
Tr(T(r | N) =Tr (T | ) = I(A), (3.7)

e dado que A é um parametro continuo, obtemos infinitas quantidades conservadas. Na verdade, elas

estdo em tnvolugdo:
{rn ®1(:) } =0

e sdo suficientes para garantir a integrabilidade classica segundo o criterio de Liouville [6],[7]-

3.2 Equacoes de movimento.

3.2.1 Condicoes de Grau e as equagoes de Leznov-Saveliev.

£ claro que a solugio da equagdo (3.1) é dada por ¢ A = %A-dz (Cf (3.2)), mas na construgao da solugdo
s6 foi explorada a equagao de estrutura de Maurer-Cartan e 0 mapeamento @ : M — G (Cf(2.86)). E
6bvio que solugdo nao exibe nenhum tipo de informagéo da estrutura subjacente da dlgebra g envolvida
e por tanto é independente dela. O objetivo desta segio é exibir a estrutura da Z—gradacao da dlgebra
de Lie complexa semi-simples g (Cf (2.58) e (2.59)) no caso em que dime M = 1, apds impor certas
condigoes de quiralidade sobre as componentes A(L0) ¢ A(0:1) da conexao de Lax (3.5). Essas condigoes
sio as denominadas condigdes de grau.

Tecnicamente, 0 programa que se Segue s reduz a formular os requerimentos que devem ser
impostos sobre o campo arbitrario v : M — G , para garantir a validade das condigdes de grau
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mantendo a conexao (3.2) como solugdo da equagdo de curvatura nula (3.6); isto se deve a que nem
todo mapeamento ¢ tem uma forma funcional que obedeca as restrigdes impostas pelas condiges de

grau.
A primeira imposi¢ao que faremos sobre a conexao (3.5) é:

Condicdo 23 Condigdo de grau geral: A componente A(L0) dz~ e a componente AV =

A.dz" da conezao de Laz A tomam valores nos subespagos b_="h_ E € E,;. = HE?{+ respectivamente.

- 0,1 A
Ay dziEhi & ﬂ%m}(M], Ar:M—-by Cg

ondefi.= @& gme Ny = © gm SsGo as subdlgebras (2.58).
m<0 m=>0

O interesse agora estd nas subdlgebras b+ que é onde a conexdo de Lax toma valores, e nos seus
correspondentes subgrupos B.. A melhor maneira de isolar a informagao de By e tratar G e By
dentro de um corpo sé, é definindo os B—fibrados principais holomérficos G — G J By. Os subgrupos
By do grupo de Lie G correspondentes as subdlgebras parabélicas b sdo subgrupos parabélicos e,
por tanto, os espagos homogéneos Fi = G/ ﬁ; sao variedades Flag (Cf(2.97)). Aqui fazemos contato
com (2.96) onde identificamos, localmente:

G = G/Bs x By. (3.8)

Assim, considerando as projegdes m+ : G — Fyi (Cf teorema 19), definimos os mapeamentos
w4 : M — Fy por:
P+ =T+ 0 g,

que em virtude do teorema 19 sdo mapeamentos holomérficos e de (2.30) obtemos* o seguinte:
Tiea 0 IS = Iy OTkeg , VG EG. (3:9)
Por outro lado, a acio pela esquerda L% do grupo G no coset Fi e a projegao 7+ satisfazem:
TriﬂLﬂ=L,f*crfri , Ya € G, (3.10)

(Cf(2.95)) onde ¥ — Lf*. Notemos que devido & decomposigéo g = ng: @ b. , as subélgebras E; S0

os espagos verticais V(G — Fi) em TP(G — Fx) (Cf(2.94)).
O seguinte teorema mostra as condigdes sob as quais o mapeamento ¢ : M — G cumpre com a

condigao de grau geral.

Teorema 24 A conerdo YA satisfaz a condi¢do de grau geral se, e somente se, 0 mapeamento Y- =

7_ o € holomdrfico e 0 mapeamento @, =m0 € antiholomdrfico.

4Por motivos diddticos escrevemos os elementos de G e F' onde atuam os mapas.
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Prova. Vamos supor que a 1-forma ¥ A(%1) toma valores na subdlgebra b... Assim, para X € TC(M)
(Cf(2.23)) e o ﬂpﬂfﬂiiﬂf de projegao P, (Cf(2.28)) temos que P,(X) € Téﬂ'l}(M). A suposicao implica
que 2 A(Pp(X)) € bu=V(G — F_) estd no espaco vertical de G — F_ e ao ser projetado com r,_
obtemos (Cf(2.70)) o resultado trivial:

M—xe [:PA(I_JP{X))] = 0.
Usando (3.2), reescrevemos o resultado anterior como:
Tese |(. 0 Po(X))| =0
Usando (2.37) obtemos:
e © L=t p)ag(p) © Pty © pup 0 Py = 0. (3.11)

Agora, (3.10) implica T4wah © Losp = L:f:ri[b} om+sp V a,b € G e entao:

F_
T—ve © Lip—1(p)ag(p) = L i (2(p)) © T=+0(p) - (3.12)

Por outro lado, (3.9) implica 744, 0 P = P oy, Va € G e entas:

7+ (a)
G i
T—we(p) © Folp) = FpZ(p) © M-neolo): (3.13)
Usando (3.12) e (3.13) em (3.11) obtemos:

F_ P =M
Lom1omp_ ) © FoZp) © - Pp =0,

Devido a agéio Lg~ ser um difeormorfismo (Cf(2.92)) ¥ a € G entao:

F_ =M
P‘iﬂ— I:P} o {j"-:'—gp O PF‘ = ':L {314}

O mapeamento ¢_.p : T;E(M ) — T'f—{p) (F_) satisfaz a condi¢do de realidade (2.32) e apés con-

jugagdo complexa obtemos que:

P, ;)0 9-wpo PM =0. (3.15)

Assim, de (3.14) e (3.15) concluimos que:

F_
Jo(p) © P10 = Psp 0 Iy’

0 que prova que ¢_ : M — F_ é um mapeamento holomérfico (Cf(2.30)).

Supondo que @ seja um mapa holomérfico e revertendo os argumentos mostrados concluimos que
a 1-forma ¥ A% toma valores na subélgebra by. O mapeamento @+ € tratado de maneira idéntica.
Ll

A segunda imposigdo que faremos sobre a conexdo (3.5) é a seguinte:
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Condigao 25 Condigcdo de grau especifica: A componente AL = A_dz= e a componente A%V =
A+dz"' da conexao de Lax A tomam valores nos subespacos _=m_ & h ey, =h @ my respectiva-

mente:
Ap dz*evr ® QUO(M), Ar:M -2+ Cby,
ondei_= @ gm ., M= @ gn els €ZT sio numeros inleiros posilivos.
~l_<m<-1 1<m<iy

Notemos que a condi¢do de grau especifica é um truncamento da soma nos espagos de grau da

soma envolvida nas expansoes de N+ , ou seja que m4 C nt. Por exemplo:

—

hy=010..00, ©....
N, e’

Agora devemos encontrar as condigdes sobre o mapeamento ¢ : M — G para ter a validade da
condicio de grau especifica. Primeiro, para p € Fy e a € G tal que my(a) = p, introduzimos a
distribuigao holomérfica M, C T3"%)(F,) definida por:

Myp = Tisa (n[;—a @ I?‘LJ,.{;) = Ty+a (Mia)

e denotada M., onde b_; = Lgse (b_) e Miq = Lgse (M4). Da mesma maneira, introduzimos uma

distribui¢do holomérfica M_ em F_ definida por:
Mp=Tsq (fie @ Bra) = Tora ().

O seguinte teorema mostra as condicdes sob as quais o mapeamento ¢ : M — G cumpre com a

condicao de grau especifica.

Teorema 26 A conexdo YA satisfaz a condigdo de grau especifica se, e somente se, o mapeamento
w_ € holomdrfico e tangente a distribuicdo M_ e o mapeamento w4 € antiholomdrfico e tangente d

distribuicdo M.

Prova. Seguimos argumentos similares aos da prova do teorema 24. Vamos ifﬂruq:u::-r que a l-forma
~ o = 0,1
? A(0.1) toma valores em 9, = h @ my . Assim, para X € Tf{M} temos que P, (X) € T;,: }{M}, a

seguinte relacao é geral:
e AP (X)) = 0*0(PM (X)) = 0(pup 0 Pr (X)) =L PG\ 6 ¢, 0 PY(X)
A(P, (X)) = ¢"0(P, (X)) = 8(pep 0 P (X)) = L1 (p)etn) | Flp) © Pxp © Fp -
A suposigdo implica que Pf{p} O Pap uﬁf (X) e E@ﬁiﬂ. Entdo, ao projetar com () Obtemos:
—=M
Tt=p(p) © Pﬁp] ° Pupo Py (X) € Mo, ) (3.16)
O mapeamento 74 é holomérfico (Cf teorema 19) entéo:

G _ pF
T4ag(o) © Polp) = Fops(p) © T+0(o): L%
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p—

O mapeamento ¢, é antiholomérfico (Cf teorema 24) e (2.31) implica:

Ptxp O P ; (p) © P+=p (3.18)

Usando (3.17) e (3.18) em (3.16) obtemos:

pr+

ea(p) © P+ € Mioir)

T 4xp(p) © Pf O (Dyp © P (X) =

o que prova que o mapeamento @4 : M — F, é tangente & distribui¢cao M, em F.. Similarmente,
@_: M — F_ é tangente a distribuicdo M_ em F_. =

Antes de continuar, devemos notar que a condigio de grau especifica ndo € invariante sob as
transformacdes de gauge geradas por elementos arbitrarios do grupo G (Cf (2.87)), mas sim ¢ invariante
sob as transformacOes geradas pelo subgrupo H c G. Devido ao mapeamento ¢ : M — G ter
que satisfazer a condigdo de grau especifica, é melhor isolar a parte de ¢ que tem como imagem O
subgrupo H e reescrever a conexio de Lax em termos desse novo mapeamento, porém, devemos ter
claro a presenca do resto de ¢ que toma valores em Ni. A decomposicio de Gauss (2.53) fornece
perfeitamente a divisdo que procuramos, mas devido a ela nao ser globalmente definida, nem todo
elemento arbitrdrio de um grupo de Lie complexo semi-simples possui uma. Devido ao nosso mapa ¢
ser geral, temos primeiro que formular uma decomposi¢do de Gauss aplicdvel a um elemento arbitrario
de G. Para construir a decomposi¢io mencionada, devemos construir primeiro os atlas dos B-fibrados
principais holomérficos G — F. ; a construgdo comega obviamente, com a introducgdo das segoes
locais. Faremos a construgao sé para o fibrado G — Fj..

Consideremos um elemento arbitrdrio g de G e a intersecgao Ny NgB_ # @. Vamos supor que
ﬂl,ﬂg = Niﬂ gB_, entdo existemn dois elementos by, by € B_ tais que n; = gb; e ny = gby, ou seja que
nyng = b7 by . Usando o fato de que N,.NB_ = {e} , conclufmos que a intersecgao NinNgB_ possui
um elemento sé. Com esse resultado, definimos uma secdo local holomérfica o4 no fibrado G — Fy4

mediante:

or(p) =N () o) , pem(Ny).

Uma famflia de segbes locais cobrindo o espago base F, define uma atlas em G — F; (Cf(secao

1.2.1)). O seguinte passo é a construgao de um atlas.
Consideremos um cobrimento aberto {U.} @ € A do espago base Iy e o mapeamento holomoérfico

Myg : (14) " ({Usa) — G definido como:
msa(a) = 0rame(@)) , 8€ (me) " (Usa), (3.19)

esse mapeamento permite introduzir outro mapeamento holomérfico b_, definido em (?r+)_1(U+a)

Como:

b_ola) = miL(a)a,

que nio é outra coisa que a construgao (2.93)), entdo qualquer elementoa € (74) " (Uta) € expressado

como:
a = Mia(a)b—ala). (3.20)
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e

Devido a 04 ser uma segao, ela satisfaz a relagdo my o0 044 = Idy,, Ou seja que:

T+(Mmia(a)) = 74 (a),

isto implica em (3.20) que o mapeamento b_, toma valores no subgrupo B_ que € a fibra tipica de
G — F,. Notemos que os m., e b_, obedecem as seguintes relagoes:

Mia(ab) = miq(a) b_a(ab) = b_q(a)b. (3.21)

E claro que o mapeamento Via (1) Y ({Usa) = Ui x B_ definido por:

V+ala) = (71(a),b-a(a)),

¢ uma trivializacdo local, que é exatamente a construcio (2.94)). Se consideramos todos os valores
para o € A obtemos um atlas para G — F, via as se¢des (3.19) cobrindo F.
Se consideramos um elemento a € G e 74 (a) € Upq N U,g, usamos (3.21) para obter:

b_o(a) = b_ag(mi(a))b_g(a), (3.22)

onde b_ng = b_, 0 04 sdo as fungdes de transigio do atlas introduzido. De (3.20) temos que:

0 = Mta(@)b_a(2) = m4p(a)b_s(a)
e ao usar (3.22) vemos que:
m45(a) = Mabap(m4 (a)),

que ¢ a lei de transformacao (2.68). Usando a decomposi¢io (2.54), temos:

b—a(a) = n_a(a)h_ala),

onde n_q € h_, sdo mapeamentos holomérficos de (.4)~1(U,,) nos subgrupos N_ e H respectiva- -
mente e:
b_ap(a) = n_qg(a)h_ap(a),

obedece & decomposigdo (2.54), onde n_qg e h_ag sio mapeamentos holomérficos de Uy N Uypg em
N_ e H respectivamente. Assim, o elemento:

a = Mya(a)n-o(a)h-a(a) € G,

fica escrito na primeira forma da decomposigio de Gauss (2.53).
Em resumo, no fibrado G — Fy ao fazer my = myq(a) € Nya , n- =n_(a) € N_ e h_ =

h_q(a) € H temos a decomposigao:
&6 =mqyn_h_, (3.23)

para o elemento a € (7)1 (Usy) = ﬁ_;_ﬁg_. Similarmente, no fibrado G — F_ com m_ = m_,(a) €
N_g,ny =ny(a) E Ny e hy = hio(a) € H temos a decomposicio:

1 = m_ﬂ+h+, (324}
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para O clemento a € (7=)"'(U—e) = N_oB4. As expressoes (3.23) e (3.24) se denominam de-
composigdes de Gauss modificadas. Agora podemos usar (3.23) e (3.24) para dividir o mapeamento
o: M- G em trés mapeamentos com diferentes imagens. Lembremos que 0 nosso inifresse estd
omm reescrever o par de Lax em termos do mapeamento que toma valores no subgrupo H C G. As
seguintes duas proposi¢des contém os resultados que precisamos e que relacionam a decomposicao de
Gauss modificada com a variedadeM , que é o nosso espago-tempo.

Proposicao 27 Sejam @ : M — G e p € M um mapeamento e um pomnio arbitrdrio. Entao:
i) Eziste uma vizinhanca aberta Vi do ponto p tal que 0 mapeamento  restrito em V. tem uma
dnica decomposi¢ao:
0 = PpV-1)-, (3.25)
andep+:M-—rﬁ+ﬂpamaEgumaEA} v_:M— N_ en_.:M-ﬁrff.
ii) Eziste uma vizinhanga aberta V_ do ponto p tal que o mapeamento ¢ restrito em V_ tem uma
nica decomposi¢ao:
Y= PVl (3.26)

——

andeu-:M—*ﬁ_upamaigumuEA, u+:M-+f;"+ ensy M — H.

Prova. A prova é baseada na decomposigao de Gauss modificada. Se A é uma parti¢ao dos abertos
cobrindo o espaco base F,, entdo podemos encontrar um & € A tal que ¢(p) € (m4) 1 (Usa) e definir

o mapeamento p+ (Cf(3.19)) por:
by =Mypa 0P =04a0 M+ 0P = 0+a P+

O domifnio do mapeamento pi é claramente 0 aberto Vi = t,.::rf (Usq). Agora introduzimos 0s

mapeamentos:

V=N 9P,

n-=h_qop,

com o mesmo dominio Vi = gaf(U.,.ﬂ). Assim obtemos a decomposicao (3.25). A segunda parte

da proposicao é provada de maneira similar. ®
Da prova obtemos o seguinte corolario.

Coroléario 28 Para qualquer p € M, existe uma aberto V tal que p € V e o mapeamento ¢ : M-—G
restrito em V possui as decomposigdes (3.25) e (3.26) simultaneamente.

Esse coroldrio pode ser visto como uma conseqiiéncia da construgao simultanea (3.8).
A seguinte proposicdo fornece a conexao entre um mapeamento que satisfaz a condigao de grau

especifica e as decomposigoes de Gauss modificadas em G — Fi.

Proposigao 29 Se o mapeamento ¢ : M — G satisfaz a condigdo de grau especifica, entdo o ma-
peamento p— @ M — N_,, ¢ holomérfico e a 1-forma holomérfica #- A toma valores em m_ ;o0
mapeamento jiy : M — ﬁ+¢ ¢ antiholomdrfico e a 1-forma antiholomdrfica #+ A toma valores em M.
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Prova. Os mapeamentos o_, e ¢_ sio holomérficos, entdo da definicio:
=0 g0, (3.27)

vemos que f_ € um mapeamento holomérfico também. Da definicdo (3.27) vemos que p_ é tangente
4 distribuicdo N_, entdo ¥V X € TE{M) temos Pf_ (p) © B+ (X) € n_,_() . Por outro lado, usando
m_00-o = Idy_, em (3.27) obtemos que 7_ o p_ = ¢ e devido a @_ ser tangente & distribuicdo
M_ (Cf Teorema 26) entéo:
& e
By () © bsp(X) € Ti_,_p),

usando (3.2) com ¢ — p_ escrevemos a igualdade:
5 - G
TAX) =Ly ) 0 Pl (o) © B-sp(X)

e concluimos que a 1-forma #- A toma valores em m_.. Para o mapeamento [ty a prova € similar.

=)
Consideremos agora dois elementos constantes diferentes de zero ex € gy, , e definamos os

seguintes elementos:
}‘i-fi - Ad(TiJEit {3283

onde v+ : M — H . Agora expandimos em diferentes graus as conexdes (anti)-holomérficas (Proposicao
29):
I
MA=idgdzt =i T Apde?, (3.29)
m=1

associadas aos mapeamentos pi: M — Ni, envolvidos nas decomposigdes (3.25) e (3.26). Os
mapeamentos Aim 1 < m < Iy — 1 tomam valores em Om+ € vamos definir os mapeamentos Adly
como os (3.28) os quais tomam valores em 9+i;. Além disso, 0s A_p, sdo holomoérficos e os Ay, sio
antiholomérficos como conseqiiéncia da (Proposigdo 29). Essa é a tltima restricdo a impor no campo
@ : M — G que satisfaz a condigdo de grau especifica, nesse caso denominamos a ¢ como mapeamento
admisstvel. Denotamos por i), o subconjunto de M. onde B4ty = EL.

Finalmente, o seguinte teorema permite isolar as contribuigoes de ¢ : M — G nos trés subgrupos
imagem ﬁi e H.

Teorema 30 Seja ¢ : M — G um mapeamento admissivel. Entao existe uma transformacdo de gauge
local gerada pelo subgrupo H que transforma a conezdo de Laz YA numa outra dada por:

[ | |
A =i (E... + zm=1 E_m—1 (TE&.)_) dz~ + 1Ad(y™!) (E+ + z;_l E+m) dzt, (3.30)
ﬂnde’r:M—rf;’ eZim M — gim , m#£0.

Prova. Usamos as representagoes (3.26) (3.25) e a equagio (3.4) para escrever simultaneamente:

PA=H=4 A =Ad(n7 i) (M- A) + Ad(nTh) (*+ A) +7+ A, (3.31)
PA=HH1- A = Ad(nZ'vZT) (*+ A) + Ad(n=Y) (- A) +7- A. (3.32)
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e

Da proposi¢ao 29 temos que a 1- forma k- A é holomérfica e a 1-forma #+.4 é antiholomdrfica, ou

seja:
Ay = 0.

Com esses resultados temos ao projetar (3.31) e (3.32) nas componentes positiva e negativa, re-

spectivamente} as seguintes expressoes:
¢As = Ad(nz')("*Ax) +7* Ax. (3.33)
Consideremos agora o seguinte mapeamento:
p= 3 b
novamente (3.4) fornece a relagao:
PA = (A= A)~Ad(p™1)(*+ A).
Agora usamos (3.29) para obter as componentes:

PA, = —iAd(p™ ) Ay, (3.34)
PA_ = —i)_. (3.35)

Usando as decomposigdes (3.25) e (3.26) concluimos que o mapeamento p pode ser representado

de uma outra maneira dada por:

P F-??Fq_.l y M= T?—'-'?.:I:

o que leva & seguinte expressao:
PA =Ad(vin™) [(- 4) = (T A) —Ad(m)(+4)] (3.36)
que junto com (3.35) implica:
iAd(quHA- = (A-) - (“'lﬁa_) — Ad(n)(“+A_). (3.37)
Projetando (3.37) no subespago n_, obtemos a componente:
v-A_ =i [Ad(nri)A-] [ n-.

Porém, o mapeamento Y~ A_ toma valores em m_ (mapeamento admissivel) e podemos escrever,

ap6s algumas manipulagoes:

)
Ad((m-)) (A) =i) _ Eem (3:38)
onde E_,, € g_m e E_;_ = €. Usando (3.38) em (3.33) chegamos a:
I
PA_ = iAd(nity-) {Zmls_m] +1- A_, (3.39)
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dledys %

Agora, apds projetar (3.36) na componente positiva, usar (3.34) e projetar no subespago n obte-

mos o seguinte resultado:
“tAL =1 [Ad(?i‘”:l]h.] | 'ﬁ+_

Similarmente & componente “~ A_ , temos que “+ A4 toma valores em m/,. Assim, podemos escrever:

l
Ad(y'n) (tAL) =i) " Eim,

onde E4;, = €4. De maneira aniloga, temos que:
i
B -1 T 2 i
Ay =1iAd(n""v4) {E Y _+m] + (MA,L). (3.40)

Para terminar, basta eliminar o fator Ad(n;'v-) na equagio (3.39) efetuando uma transformagéo
de gauge gerada por ¥ = ?}_:1"]-’_ € H na transformacdo (3.4) para obter, apds um pouco de dlgebra,

as componentes PA_ e YA, em:

onde v = 47 ny- : M — H. A nova conexdo e dada por (3.30). =
De aqui para frente, consideraremos somente conexoes da forma (3.30) e transformagoes de gauge
geradas pelo subgrupo HcG que sao as transformacoes que deixam invariante as restricoes impostas

pela condigao de grau especifica. Notemos que para o mapeamento admissivel temos:
Ar €, =ha | (3.41)

em consistencia com a condigao 25 a qual exibe explicitamente a decomposi¢ao (3.41), agora em termos
dos campos E1p, € Ml e TA_ € h.
Na pratica, para extrair algum resultado ttil utilizamos grupos de Lie matriciais. Nesse caso

teremos as conexoes:
R =i
A_=i E _ Eemty 15_~, (3.42)

bt ]
Ay =1 Zm=1 T (3.43)

Agora s6 resta escrever a condigdo de curvatura nula (3.6) em termos da nova conexdo de Lax.

Por simplicidade escolhemos o caso simétrico [+ =l , usando (3.42) (3.43) temos:

O_Ay — O A_ = *:Z;z 0- (Y 'E4m7) —i Zf_n:l 04 (E—m) + 04 (v710-7), (3.44)
Ao, Ay =— Zin,n:l [BomiV " Bgny] +i Z:nzl [y oy Y w5
utilizando a identidade 8_(y~1)y = —y 8-+ obtemos a relagio:
[0, Emy] = —0-(T7'E4m ) + 77 (8-E4m) 7,
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P

entao:
! - 1 R . o -1 —
(A, Ay =- me:l [':r—m-.-“f 1:.;.,;"]#] = Ezm=1 a_(v 1B my) i Zm:l Y (0-E4m) Y. (3.45)
As equacdes (3.44) (3.45) resultam num sistema de equagoes diferenciais matriciais quebradas em
diferentes graus segundo o operador de gradagao Q, as quais vem dadas pelas equagoes de Toda de
Grau superior [1],[8]:

. —_— !_ —_— o,
1045 m = Zﬂ:: h’ "B, '-"-"—-[m+n}] , grau Q< —1
l
8y(v'0-y) = [y lermie)+ Y [ EimnEom]  , grau@=0
s
10_E4m = Zn:: [’}’E—n’]"ﬁl:E+{m+n]] , grau @ = +1,

onde 24y, = €x. As equagdes obtidas estdo globalmente definidas em M e sao as mesmas COmMO
conseqiiéncia da trivialidade das fungdes de transigao top = Idy ¥ Uy NUp e da lei de transformagao
para a curvatura (2.78). O campo v: M — H se denomina campo de Toda e os campos E+m : M —
gim , m > 1 se denominam campos de matéria por obedecer equagdes de movimento de primeiro
grau nas derivadas. As aplicagoes fisicas de este t1po de modelos se dao, principalmente, no estudo
de teorias conformes exatamente soliiveis em presenga de buracos negros (9], mas sobra dizer que por
enquanto nos limitaremos as simples generalidades sobre a estrutura dos modelos.

Agora vamos nos restringir nica e exclusivamente ao caso mais simples que ja é suficientemente
rico em estrutura e resultados, como veremos. Fixando [ = 1, somente as equagoes de grau zero ficam
junto com o primeiro comutador e finalmente obtemos as famosas equagdes de Leznov-Savelier :

Bs(v7'0-7) = [1Termie], | (3.46)

com o par de Lax associado:
A_ =ie_ +4710 7, (3.47)
Ay = 7 tep, (3.48)

onde [Q,€+] = tex € g+1. Se efetuamos uma transformacdo gauge (2.91) com @q = v~} chegamos a

uma representagio equivalente de (3.46):

a- (a+“ﬂ"ml} = [E+1TE~TF1] ' {349}

As equacoes de movimento para os parametros envolvidos na expansao de -y no subgrupo H sdo as
equacdes de Toda. No caso em que ( é a gradagao principal (2.60), a subdlgebra go = h = h é abeliana
e coincide com a subélgebra de Cartan; nesse caso y : M — H e as correspondentes equacoes sao as
equagées de Toda abelianas. Quando a gradagdo @ define um subgrupo de grau zero nao abeliano
go=5h # b temos as equagdes de Toda ndo abelianas.

5Nas equagdes de grau superior, os campos <y e = se acoplam de uma maneira nad trivial em contraposigdo as equagoes
de Leznov-Saveliev que sdo puramente autointaragentes em 7.

45




e T L ——— s

3.2. Equacdes de movimento. 46

Definamos agora a subdlgebra centralizadora g simultanea de €+ € g4 :
g3={Xego=0|[Xe]=0} , dimgl <dimgo, (3.50)
projetando (3.46) e (3.49) no subespago g9 e definindo

Jo =410,
Jr =0y,

derivamos a conservagao de dimgJ correntes quirais associadas  subdlgebra gg C go:

a-l— [J'—{:Xt)] =0, J- [:Xt} o TT{}:'I'J—)! [351}
O [Je (X)) =0 , Ju(Xi) = Tr(XiJs),

com i =1, ...,dim gJ sobre as quais vamos impor os seguintes vinculos adicionais:
J_(X:) = Ju(X:) =0 Vi. (3.52)

Na verdade, o objetivo do seguinte capitulo é a construgdo de uma formulagao Lagrangiana que
incorpore naturalmente os vinculos (3.52) na prépria agdo e nao simplesmente como condigoes sub-
sididrias nas equacoes de movimento. Esses vinculos reduzem o modelo do grupo Gp ao coset Go/ G
no qual definiremos os modelos de Toda.

Agora vamo-nos desligar completamente da estrutura geométrica que nos levou as equagoes de
Leznov Saveliev (3.46) e o par de Lax (3.47) e (3.48). Efetuamos a transformagao iex — €x e
Ay — +A, e escrevemos de novo as equagoes de interesse:

Oe(v'0-7) = [y lexmie-], (3.53)
-0y ) = [erire7Y],
J_(X:) =Ju(X:) =0 VY X € g8,
A_=—e_—y 07,
Ar= 7 e4.

Se observamos com cuidado essas equacgbes, podemos ver que os modelos integraveis associados

estio classificados completamente em termos dos seguintes dados meramente algébricos:

(Q, €+, 80,99) - (3.54)

Um operador de Grau Q que define gg e que especifica o espago dos campos fisicos que parametrizam
vy: M — H via o mapeamento exponencial, dois elementos constantes ex que definem o potencial da
teoria como podemos ver do lado direito de (3.53) e uma subdlgebra go formada pelos elementos
centralizadores de e+ (Cf (3.50)) que definem as correntes quirais (3.52) como vinculos e introduzem
singularidades nas equagdes de movimento, como veremos mais na frente.

E possivel relaxar a condigdo de g ser uma 4lgebra de Lie cldssica e estender a construgao de
modelos integraveis a outras estruturas algébricas que admitam as mesmas quantidades e 0 mesmo
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tipo de informagéo fornecida por (3.54). Dessa maneira, estendemos a construcio a superdlgebras de
Lie g° e dlgebras de Kac-Moody de dimensdo infinita g. Os modelos Toda Afins associados as dlgebras
de Kac-Moody estao classificados por:

(@, ?i,ﬁmﬁg) , (3.55)

com a diferenga que o operador da grau Q néo é necessariamente um elemento da prépria dlgebra® g
e que a subalgebra de grau zero gy é uma propria dlgebra de Lie cldssica g e ndo uma subdlgebra dela

como temos em (3.54).
Nesse ponto € mais que natural se fazer a pergunta sobre qual é a Lagrangiana que tem como

equagoes de movimento as equagdes (3.53)7. Esse é objetivo do Capitulo 3, mas antes de abordar essa
questdo formalmente, vamos indagar um pouco mais os modelos Toda abelianos sé para ver com que

estamos tratando.

3.2.2 Modelos de Toda Abelianos e Invariancia Conforme.

Em toda a discussao feita até agora consideramos a dlgebra de Lie g como semisimples, mais para ter
claro a néo singularidade da forma de Killing que a prépria estrutura do seu espago de rafzes. Na
construcao de modelos, a estrutura do sistema de raizes é relevante e por isso consideraremos lgebras
de Lie simples, que também sdo semisimples mas com sistemas de raizes irredutiveis.

Consideremos uma dlgebra de Lie complexa g simples no caso abeliano gy = H = b , e na gradacéo
principal dada pelo operador de grau (Cf (2.60)):

Q = Ekih’t , ki = Z(K‘_I}{j.
i=1 =1

Escolhemos os elementos ex = Xu = 37 (2k:)7 Xia, € g1 € h =230, (k)2 ks € go (CH(2.61))
e (Cf(2.62)) que obedecem a dlgebra (Cf(2.63)):

[hyex] = £2¢4, (3.56)
[E+:-'E—: = h,
(@, €+] = Les.

Uma parametrizagéo local de -y é dada em termos do campo de Toda ® : M — § :
y=exp® , ¢ = El=1 dihi,

onde ¢; : M — C s@o campos escalares complexos e h; sdo os geradores de Cartan associados As raizes

simples II = {0y, ..., 0, } . Explicitamente, obtemos:

v lepy = 2;1(25-:,;]% exp [— (ki) X+ay , (ko) = Z;l (Ki5) 95,

Por exemplo, § pode ser elemento da sua dlgebra de Virasoro associada.
"A lagrangiana que reproduz as equagdes de Toda de grau superior foi construida em [8].
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que apos usar as relagoes de comutagao (3.56) resulta em:

[V lesme] =Y (ki) exp [~ (k)] hi,

por outro lado, é claro que:
r
04(r10) == 3T (8:0-49) b,

juntando os resultados e fazendo ¢; — —¢;, vemos que a equagio d4(y~10_7) = [y tes7, e_| se reduz
as equagoes de Toda abelianas para r campos escalares complexos:

010_¢; — (2k;) exp [Zjﬂ(ﬁiﬂ{'ﬁj} =} (3.57a)

Nesse caso a subdlgebra EE é trivial e portanto os modelos (3.57a) ndo possuem vinculos adicionais

do tipo (3.52). Devido & unicidade da matriz de Cartan K;; (Cf(2.43)) vemos que cada modelo

Toda tem uma &lgebra de Lie simples associada e vice versa, eles estdo intimamente ligados as suas

correspondentes dlgebras e oferecem algum tipo de catalogagdo para elas em fungédo das suas equagoes

de Toda associadas.
Consideremos o modelo Toda abeliano mais simples, esse modelo estd associado a algebra complexa

Al que s6 possui uma, raiz simples; com g = sl[(2,C) temos que K;; = K =2, k; = k = 1/2 e obtemos
a equacao de Liouuille:
0.0_¢—exp2¢=0 , ¢: M —C, (3.58)
que como sabemos é integravel, ou seja, os modelos Toda Abelianos sdo generalizacdes da onipresente
equacao de Liouville®.
Assumiremos que as versoes reais de (3.57a) ou (3.53) sdo obtidas ao considerar a variedade real
M = Mg e as formas reais gg de g , isto é, ao usar gg e efetuar continuacao analitica nas coordenadas

locais complexas 2* — z* com z — t e y — —iz, ou seja (Cf(2.26)):

-

zi=:r:i:iy-—+t-_|-.1'§m :

1 ; 1
Or = E{ax:lzzay)_’aﬂ:= '2;(3:2125:.:)1
onde denotamos as derivadas da mesma forma. Nessas varidveis, (3.58) é:
(2 -02)p=4dexp2¢ , ¢:M—R

A equacgado (3.58) é invariante conforme, por isso é natural a pergunta de se suas generalizagoes
também sdo. Para abordar a questdo, consideremos uma agao genérica, onde M e ¢; sdo reais e tém

métrica n plana:
1 ;
S= f d°z (Eﬂﬂtﬁiﬁ*‘:ﬁ‘ - V{qﬁ)) ;= E).
O trago do tensor energia-momento dessa teorfa é obtido da expressao geral:

oL
- S ol 0 RS — 3.59

®No caso ¢ € R, a teoria de Liouville é usada para formular gravitagio quéntica em duas dimensoes [27].
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que néo é nulo. Devido ao trago nulo do tensor energia-momento ser um requisito para que uma
teoria de campos seja invariante conforme, aparentemente deveriamos ter V = 0. Porém, existe uma
ambigiiidade na definicao de T#"; sempre é possivel acrescentar um termo ser violar 2 lei de conservacao
8,T*" = 0, que é uma propriedade mais fundamental que ter um trago nulo. Consideremos o tensor

acrescentado:

O = Ty + (800 — Mw0”) p(9) , Bub"” =0,

o trago € agora ), = 2V (¢) — 8°p(4). Se o termo com as derivadas vai cancelar o potencial, podemos
eliminar as derivadas usando as equagdes de movimento dado que a lei de conservagao de 7),, é para
configuragdes de campos na camada de massa. A solu¢do mais geral para p é p(¢) = Y. pi¢; com
pi € R . Usando as equagdes de movimento 8°¢; = 5—%‘@ , & condicdo de trago nulo é agora:

0 = 2V(9) — 0%p(6) =2V - 3 pi% ~0, (3.60)

a qual é facil de resolver dado que é da forma £ f(z) = af(z). A solugio de (3.60) é:

V(g)=)  aexp (Z} Mij'i'j) , (3.61)

com a condicdo ) . Mj;p; = +2 , V¥ j. Essa forma do potencial garante a invariidncia conforme da
teoria no sentido que é possivel construir um tensor acrescentado que satisfaz a condicdo (3.60) e se
escolhemos M;; = K;; como a matriz de Cartan, temos que a teoria é integrdavel também. Os modelos
Toda sdo, essencialmente, a tinica classe de teorias integrdveis, interagentes, relativisticas e conformes
em duas dimensdes, isso ja faz delas suficientemente interessantes para serem estudadas.

Agora, ajustamos as unidades envolvidas nas equagoes (3.57a) e obtemos para os campos escalares

reais ¢; € R, as seguintes equagdes :

BOL0_ ¢ —m?(2k)exp (B (Kiy)s] =0, (3.62)
onde [, m? sdo constantes. A a¢do correspondente é:
_ 2 3 1 in i 12 ‘ ¥ e
STﬂda — /d IE-E:J, (23-}-'35 a—d} }!32 {%J exp (ﬁ Zj=1 Kqusj))

onde g; =237 3 (K™ im (K~ )us.
Ap6s essa breve divagacao sobre a natureza dos modelos Abelianos vamos introduzir a formulacéo

Lagrangiana dos modelos Toda de uma maneira geral.
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Capitulo 4

© Formulacao Lagrangiana dos

modelos de Toda.

Devido & natureza guiral das equacdes de Leznov-Saveliev (Cf(3.53)) na auséncia do termo de interagao,
é dizer do comutador, é natural pensar que a agio que governa a dindmica do campo g, € algum t1po
de modificagio do modelo WZW. O modelo WZW foi construido com o objetivo de encontrar uma
teoria com correntes puramente bosénicas que obedecerem uma dlgebra de correntes ou de Kac-Moody
com o fim de generalizar as regras de bosonizagéo de férmions ao caso nao abeliano[13]. Por outro
lado, o modelo descreve a propagagio de uma corda bosdnica na variedade de um grupo de lie G e
leva a construcio de modelos sigma néo lineares em fungéo do grupo G escolhido. Como conseqiiéncia
disso, os modelos correspondentes as equagdes de Leznov-Saveliev serao perturbagdes integrdveis do
modelo WZW que correspondem a perturbagdes de algum modelo sigma néo linear dado. Porém,
isso s6 é possivel apés uma prépria redugdo do modelo WZW do grupo G ao subgrupo de grau zero
Gy onde definimos os modelos de Toda. Para isso, acopla-se o campo g a um potencial de gauge A
(ndo dindmico) e posteriormente se calibra[24] a agdo no subgrupo desejado. Vamos comegcar pela
construcao do modelo WZW para posteriormente efetuar a redugao mencionada! que da origem aos

modelos integréveis relativistas com invariancia conforme.

4.1 O modelo de Wess-Zumino-Witten (WZW)

4.1.1 Termo Cinético e Topoldgico.

Notemos das equagdes (3.53) que se ndo tivéssemos a contribui¢ao do comutador, as equacgoes seriam
simplesmente a conservagio das correntes quirais associadas a algebra go de grau zero:

8+ (v10-7) =0, (4.1)
8_(Bs 1y ) =0. (4.2)

E claro que primeiro devemos encontrar uma Lagrangiana que governe equacdes de movimento
desse tipo antes se considerar a contribuigdo de um potencial e de restringir a teorfa a subdlgebra go.

1A construcio da agio que governa as equagoes de Toda de grau superior encontra-se em [8].
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Para comecar, consideremos um campo arbitrério g : M — G, de uma variedade 2—dimensional M
na variedade de um grupo de Lie simples G. Assumiremos que M e G sao variedades reais.
Introduzimos uma forma simétrica bilinear, invariante sob a agéo do grupo (Cf(2.10)) e invariante
na representacao escolhida para G , o produto com que introduziremos a nogao de distancia na teoria,
vem definido pelo trago T'r — {...) : g x g :— R (Cf(2.15)) normalizado de forma tal que seja inde-
pendente da representacdo. A primeira proposta para descrever a dinamica de g, é a agdo do modelo

sigma no grupo G definida por:

x

S0 l9] =5 j;f d*z " (g7 69,97 '8,9) (4.3)

onde 1 = Nudz* ® dz¥ e {z#} sdo respectivamente, a métrica e as coordenadas locais em M e a €
uma constante de acoplamento arbitraria. O modelo cldssico é invariante conforme e podemos fixar o
gauge conforme quando for necessario. Notemos que a simetria conforme j4 estd presente aqui e € um
bom indicio se pensamos na construcao feita na secao 3.2.2.

A variacao funcional do campo g — g + dg resulta numa variacao da agao dada por:

1 x
6Ss 9] = @ f d*z /1 <§“‘5g1 —0, (viin* g lﬂpg)> : (4.4)
M V1
onde eliminamos divergéncias totais. A nao singularidade do trago, implica as seguintes equagoes de
movimento: ;
—3d a=1g.g) = 0. (4.5)

No gauge conforme, as equagoes (4.5) se reduzem a:
5.'.4 {J#) =0 ' J,LI- = g_la,u.g: : (‘1'6)

e sdo simplesmente a conservacio da corrente J = J,dz* € g ® Q}(M). Se consideramos J, = g~ 19,9
como alguma ”conexao” de alguma teoria de gauge, vemos que ela é puro gauge e, como conseqiiéncia

disso, sua curvatura associada é nula (Cf(3.6)):
Fu =04ty —0,Ju+ [Ju ] =0. (4.7)
Consideremos agora a corrente dual de J dada por:
xJ=J = Juehdz’ € g@ Q' (M), (4.8)

entdo J¥ = gt¥ J,. Multiplicando (4.7) por é*” temos da relagao eV Fj,,, = 0, que a corrente dual:

o (P =3 [P n] g0 , Fr=emy,

nao é conservada. Por outro lado, supondoe que a corrente dual seja conservada e usando coordenadas
do cone de luz com ¥ normalizado tal que e~ = —e*~ = 1, vemos que J e J estao relacionadas por

J* =J_ e J- = —J,. Dessa maneira obtemos:

8, (T) = 849- = 0_J4 =0, (4.9)
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e nas mesmas coordenadas, a equagdo (4.6) é simplesmente:
8, (J*) =0~ +0-Jy = 0. (4.10)

Agora, combinando as equagoes (4.9) e (4.10) podemos provar que a equagdo (4.6) é da forma
(4.1):
dyJ_ =0, J_=g'd-g,

e multiplicando o resultado anterior por g... g~! , obtemos uma equagéo da forma (4.2):
0_J. =0 , Jp=08499"",

mas isso somente acontece quando a corrente dual é conservada, isto é, se a equagdo de movimento

fosse:

8,(J* — ™ J,) =0, (4.11)

no cone de luz terfamos as equagdes de movimento quirais desejadas 8,J_ = 0-J4 =0.

A primeira conclus@o. é que devemos modificar a agao (4.3) com um novo termo tal que a corrente
dual seja conservada e reproduza as equagoes (4.11), mas esse novo termo €, como Veremos, de natureza
puramente topoldgica.

Sejam M, N duas variedades diferencidveis tais que dimM =2 e dimN = 2 e sejaw: M —= N
um mergulho de M em N. A métrica de M é denotada por 7. Definamos um termo topologico

(independente de 77) da seguinte maneira:
(o) =0 /M o*A=p /M dsz“”kij(w}ﬂﬁga"ﬂugof, (4.12)

onde A = \ijdy* A dyf € Q*(N) é uma 2-forma em N, {z¢},12 © {yi}izl,...,dimh’ sao coordenadas
locais em M e N respectivamente, ¢*X é o "pull-bac » de A em M e (3 é uma constante de acoplamento
arbitrdria. Agora, definamos um disco (2 tal que M=81 seja a fronteira de Q2. Usando o teorema de
Stokes, obtemos:

T(p) =4 p*A=p f p*d) = / p'w =30 / Brel K w010 0s070Ke",  (413)

M=08%0 0 0 0
onde w = d\ = wijkdy* A dy? A dy* € °(N) é uma 3—forma com Wik} = L (Bihjk + Okij + 0 Aki) e
{27}, 24 80 coordenadas locais em Q. De (4.13) vemos imediatamente que 0 mapeamento ¢ : M —
N, s6 esta definido na fronteira 89 e nao no interior de Q; entdo, em principio, devemos estender
para um outro mapeamento & : 2 — N bem definido em Q). Para isso, fixamos a variedade M = S*
como a 2—esfera, que nao é outra coisa que explorar a invaridncia conforme da acgdo (4.3) . A extensao
¢ — & da fronteira SZ = 8Q no interior do disco Q) é possivel, se e somente se, 0 segundo grupo de
homotopia de N é trivial, ou seja se mo(N) = 0. Caso contrario, teriamos fronteiras no interior de
N que impediriam a extensao. Assumiremos entdo que mz(N) = 0, isto é, N nao possui fronteiras
2—dimensionais internas.
A expressdo correta para (4.13) é agora dada por:

To@) =p [ Fw=0 [#ar=s [ er=Tsl) (4.14)
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mas iss0 se W = dA é uma 3—forma exata, coisa que em geral nio acontece. A definicdo (4.12)
é independente da escolha do disco 2, entdo podemos definir outro disco ¥ tal que sua fronteira
também seja M = 9 e tal que Q e (¥ sejam os hemisférios norte e sul de uma 3-esfera S3, 0 que
equivale a dizer que QU Q' =3 e O N Q' = 52,

Uma condigéo de quantizagéo surge ao demandar a unicidade da exponencial expiS na fungao de
partigao quantica associada ao problema cldssico, ou seja que se escolhemos a orientagio de Q' e (2 tal
que expil’n = exp —ilg/, teremos a seguinte condigdo [12):

expti(Cq + I'g) = expiligs = 1,
Fss(P) =2rm , meZ, (4.15)

e da segunda integral de (4.15) temos:
ﬁ/gﬁ*w—i—ﬁ @ w = 2mm,
02 £

vemos entao que a definigao (4.12) é ambigua e a integral est4 definida salvo o fator 27m.

Notemos que a integral I'gs () é feita sobre a esfera S e varre ela uma vez s6. Agora com ¢ :
5% — N, temos que os mapeamentos topologicamente inequivalentes entre S° e N estao classificados
por m3(/N'). Entéo se consideramos um mapeamento @ : 8% — N na n—esima classe de equivaléncia

de m3(N), teremos o seguinte resultado:
B[ #w=nb [ Fu=nar@s),
nS3 53

dada a linearidade da integral, onde definimos T 8% = f gs P 'w. Em (4.15), o mapeamento @ per-
tencia & primeira classe, agora estendendo @ 4 n—esima classe, obtemos uma condi¢do de quantizaciao

mais geral:
nBT(3, S3) = 2wm.

isto diz que em geral, a constante de acoplamento deve ser, em principio, da forma:

2w
e 4.16
= 1% e
para algum nimero inteiro k € Z.
Dessa maneira, chegamos & defini¢io do termo de Wess-Zumino em duas dimensdes:
Swa(@) =8 [ 7o =5 | act Ko 050, (4.17)

onde agora, © = ©y;rdy* Ady’ Ady* € Q*(N) é uma 3-forma em N fechada que ndo é necessariamente
exata e € tal que a integral (4.17), esteja definida salvo o fator 27m quando integrar-mos sobre S° .

Localmente, © é exata e recuperamos (4.14).
Voltando ao caso de interesse em que a variedade N é um grupo de Lie G com o mapeamento
g: M — G, fixamos novamente M = S2. A extensdio g — § ao interior do disco tridimensional Q = D3

93




4.1. O modelo de Wess-Zumino-Witten (WZW) 54

I — {mr"', i cr} é tal que a extensao g, é uma homotopia entre a identidade do

com coordenadas T
é dizer que definimos sem ambigiiidade:

grupo € 0 mapeamento g na fronteira,

E — E(:’;Pi U} COITL ﬁ(I#:D] =ldg , E{:I”:I} = Q{E}

Explicitamente, parametrizamos a extensio como g(z#, o) = exp(fed ag), onde X @ sao geradores
da 4lgebra g. Seguindo (4.17), definimos agora uma 3_forma © fechada [10], dada por:

0= (A0A0) € (G,

~14h como a forma matricial de Maurer-Cartan (Cf(2.22)). Notemos aqui a

onde tomamos a 8 = h
o variedade M, uma 3-forma propria

diferenca entre h € G e g: M — G. Dessa maneira, obtemos 1

do grupo G dada pelo *pull-back”:
70 = (7 g AT g AT dg) € (M)

Notemos que o trago, elimina o cariter matricial de 8 A 6 A € em favor de um escalar e obtemos O

mo de Wess-Zumino (4.17) do modelo sigma no grupo G:

3 dze! K (g'lﬁfﬁy"lﬁmg"lﬂfrg> : (4.18)

ter

Swz(9) =P fm (G~*dg Ag~'dg A g'dg)=h D
Notemos a independéncia de g na dltima integral. Isto se deve a0 fato de que a informagao contida
g na fronteira do disco D? e ndo

na variacdo 6Swz(g) , como veremos, s6 depende do mapeamento

na sua extensdo g. O termo no trago parece trilinear em g, mas a antissimetria do colchete de Lie

garante a bilinearidade requerida:

: < i 1 K = et
VK (g1019,97 099 logg) = 5" (9 19,9 [g7 819,97 9K 9)) (4.19)

e é um termo perfeitamente bem definido que fornece informagdo do grupo, via as constantes de

estrutura envolvidas no comutador.

A variacdo funcional do campo g = g + §g resulta numa variagao do termo de Wess-Zumino dada

por:

5Swz(g) = —38 | d°ze’’¥0r(g7"69,0y (970K9)) =30 | _ dzdodV',
D3 D

onde VI = /K (g~16g,0; (g‘lﬂ,q;g]) Usando o teorema da divergéncia chegamos 3 seguinte ex-

pressao:.

§Swz(g) = —3B f d*aV' 7y = —30 f N <y*‘59, Sty (g‘15u§)>’
M M V1

é efetivamente o termo que garante a conservagao da corrente dual (4.8).
A agdo do modelo sigma 1o grupo ¢ modificado pelo termo de Wess Zumino define o modelo de

Wess-Zumino- Witten [11] e vém dado pela agao:

que

o 2k " k _ _ e
Swzw (9] = —3 Si_aﬂad%«/ﬁﬂ”” (g7'8u9,97"0v9) + 57 Dsdﬂme”‘”" (g~ 019901997 0K 9)
B (4.20)

o4




4.2. A Lagrangiana de Toda. 55

onde fixamos § = zqir A variacao de (4.20) sob a mudanga g — g + dg é:

= 2 =1 i pv —1 it ii e -1
dSwazw |g] [Md ..":1,/1_}<g ﬁg,ﬁﬁﬁ(\/ﬁn g &g) Eﬂﬁﬁ E‘F(g 5u§)>:

e a nao singularidade do trago leva até as equagdes de movimento:

k1
pr =1 L -1 -
a# (x/ﬁ’f}' g av.g) B?T ﬁf aﬁ (5* aug) Uv

2
Vi

que no gauge conforme sdo:

8T

» K wir o
By (g7 04g) — —e* (g 1&9)} =1k
Ao fixarmos? a = % , k > 0, chegamos as equagdes de movimento requeridas (Cf(4.11)):

Ou [(97'0"9) — ¢ (¢7'0u9)] = 0.

Nas coordenadas do cone de luz *DEL‘“I = ¥ com 8+ = (O £+ 81), a acdo® que governa a dindmica
do campo g: M — G é:
B,

2ar Jps d’ze"* (g7019,97187997 0k g) . (4.21)

Swzw [g] = ﬁ;[ detde™ (g7'049,97 0-g)+
T JM
Notemos que a acdo somente envolve o pull-back ¢*0 = g~ 'dg € g ® Q'(M) da forma de Maurer-
Cartan do grupo G (Cf(3.3)) que aqui é interpretada como uma corrente, de certa maneira podemos
dizer que a ago (4.21) descreve a dindmica de g*6.
Apbs a construcdo da agdo (4.21) que reproduz equagdes da forma (4.1) e (4.2), os seguintes passos
sao a restricdo da agdo ao subgrupo de grau zero Gg = H que é parametrizado por v: M — Gp , a
construcao do termo potencial na acao e a inclusio dos vinculos (3.52) na Lagrangiana.

4.2 A Lagrangiana de Toda.

4.2.1 O potencial Perturbador e o modelo no coset Gy/G).

A primeira coisa que podemos explorar em favor de uma redugdo G — Gy, é a terceira forma da de-
composicao de Gaussde g : M — G (Cf(2.53)). Agora, usando as decomposi¢des de Gauss modificadas

?Em geral, a escolha pode ser @ = + Ej:'r'* Com a escolha do sinal, as correntes esto relacionadas por uma transformacao
de paridade £ — —z que implica J_ — J,. Escolhemos o sinal positivo para termos as correntes na forma (4.1) e (4.2).

A quantizacio de k, em geral, é por razdes geométricas (Cf(4.16)). No caso de N ser um grupo de Lie G, as correntes
Ji = koygg™' e J- = kg~ '0_g definem um par de dlgebras de Kac-Moody de nivel & mutuamente comutantes
(Cf(7.5)). O nivel k é quantizado nesse caso por razdes algébricas ao considerar representagoes irredutiveis, unitérias de
peso maximo[25]. Isso acontece no caso de G ser um grupo compacto; quando o grupo G envolvido nao é compacto, o
nivel k é simplesmente um nimero real.
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(3.24) e (3.23) edefinindo k- =m_ ,y=h, ek, = h:'nyh, , podemos decompor o mapeamento g

como:
9 =k_7k., (4.22)

onde ks : M —€ Ny e v: M — H. Denotamos de maneira geral a decomposicao (4.22) por:
G=N_HN,. (4.23)

Para eliminar os graus de liberdade correspondentes ao espaco g/go = n_ @ ny onde Ny sdo
parametrizados, procuramos calibrar a agio (4.21) no coset Gy = N_\G/N, = G/N. E dizer,
procuramos uma agao invariante sob a transformagio:

g’ = &_{$+,E_}gﬂ+(I+,I_] y O M — ﬁ-"F‘:l::n

para eliminar os subgrupos nilpotentes Ny na decomposicdo (4.23). Para isso, precisamos introduzir
dois campos compensadores A+ € N4 sem dinamica. A acao procurada é a agao de WZNW calibrada

dada por (dztdz~ = d%z):
k 3 _ _
Sa/n 19, A+, AZ] = Swaw [g] — 5 /M d*z(A_(0,997" —€y) + Ap(970_g—€e )+ A_gA,g ¥

que € invariante sob as transformacdes de gauge:

9— 9 =a_goy, (4.24)
A=A =0 A o + a 8o},

.:"'"I.+ — A+ —-Ct!+ A+ a4 + E+EE__FIII+.

A adicdo do termo:
= if d*z {A__E_J_ + A.;.E_},

nao € necessaria para garantir a invaridncia mas pode ser feita porque devido a forma dos potenciais
nilpotentes A4 € Ni e dos elementos €+ € giy; tal termo se transforma como uma derivada total
sob (4.24). As relagGes titeis para provar a invariincia sao, a identidade de Polyakov- Wiegman® para
decompor agdes da forma (4.24) e a ortogonalidade dos espagos graduados®.

Agora, escolhemos a_ = kZ' e ay = k7! (Cf(4.22)) e usamos a ortogonalidade dos espacos

graduados para obter a agdo calibrada Sg /N9, Av, Al = Sgn [v, AL, A’ | dada por:

Sen [, 44, A _] = Swaw [] - _'/ d’z (—ALey — Ale_ + Al yAL y71Y,

SUfoh]=S(f]+ 5]+ S[h] = 4 [, dc(f 8- {04997 + g™0_gBLhh~" + F10_ fgByhh~ g™}
°Por exemplo, em (2.13) tﬂmandn H’ — (), Z2=Q, X €gm e Y € g, obtemos:

(m+n) (X,Y) =0.

Com (...) ndio degenerado, se (X,Y) # 0 devemos ter (m +n) =
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onde 7 : M — Gg. Reescrevendo o termo:

1

A e, —Are_+ A AALy T = (Ao —yeoy (At - v ler)y Tt — (-7 e4),

é possfvel resolver os campos compensadores ao integrd-los no funcional:
zZ :f‘HA.,.PA_ exp S+(A+) ,
onde:
S+(Ax) = “i [ d’z ((A— =3 ’}'E—"T"l]'f'[ﬂ-k = lef+"}’)"}‘_1> 53 —k— d*z ((’T‘E 'T_lf+]> .
2m M 2 M a

Dessa maneira chegamos A agéo para o campo <y no subgrupo Go com um potencial perturbador:

k .
SGe [7] = Swzw [7] + ‘é—f d2z (eyye-r"). (4.25)
T JIM
Apés a variagio do campo v — 7y + é7 ,temos:
k 4 o i
55&? ] = —ﬁfmdﬂ:ﬂ (v 16y, 8:(710-7) — [v lery,e]),

e recuperamos de novo, as equagdes de Leznov-Saveliev (Cf(3.53)):

8y (v0y) = [vlervre-], (4.26)

ﬂ’(a+TT_l) - [E-h ‘T'E—‘T_l] .
Ou seja a acdo (4.25) descreve perturbagoes integrdveis dos modelo Swzw [y] associados ao sub-
grupo Go. Por outro lado, a agdo (4.25) ainda possui uma simetria quiral associada &s transformagoes

G} ® Gj dadas por:
y— o = Q) (z7) , QF(zF) € Gy, (4.27)

onde GY é o subgrupo gerado pela subalgebra (3.50) g3 C go que centraliza os elementos €+ € gx1 10

potencial.
As correntes conservadas associadas a esta simetria sao:

i [J_ I:.X}]] =0 , J_{Xj)= <Xi "}r-lﬂ_'}f>,
O_ [Jo(X)] =0 , Ju(X:) =(X: Bs777 "),

e coincidem exatamente com as correntes (3.51), onde ¢ = 1,...,dim go-
Agora vamos impor os seguintes vinculos (3.52):

(X; y~to_y) = (Xi vy~ ) =0. (4.28)

Notemos que se parametrizamos o mapeamento 7 : M — G somente com elementos que nao estao
no subgrupo G, isto é, com elementos no coset Go/G}, obtemos automaticamente a solucdo de (4.28).
Assim, para eliminar os graus de liberdade correspondentes a subdlgebra gﬂ repetimos o procedimento
anterior e calibramos a agdo (4.25) no coset Go/ G3. Para uma subdlgebra g9 ndo abeliana, definimos
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um segundo operador de grau Q' para colocar o elemento v numa decomposicao de Gauss similar a
(4.22) com a subdlgebra gf = gg’_ $gg’ﬂ @gg"" e procuramos uma agao invariante sob a transformagao:

Y= (g5 WheleFe),

onde I'_ = yy- , '+ = 747 com y,7 : M — Gg'“ e vy M — g Novamente, precisamos
. . . S e wf) =)
introduzir dois campos compensadores Ag = AE 4 A° & gg'ﬂ$ Eg* edg=Ay+ A, € EE’E'@' gﬁ’* sem

dindmica. A acdo procurada é a agdo de WZNW calibrada [20]:

- k
Seo/ag [1 Ao, Ao] = Swaw [v] + = ]M &’z (exve-r") (4.29)
k - . T —0
=gt f d%z (nAo(0+77™") + Ao(v7"0-7) + nAor Aoy ™" + ASAY),
T JM
que é invariante sob as transformagoes de gauge:

v— 9 =TT, (4.30)
A — AQ = A§ — 175100,
—0 —0 —0 i
Ag— Ay = Ay — ’T;:u 13+’Yc'n
Ag— Ay=T. Ag T} —no_r_rt,
Eﬂ — ﬁ!{] e F;l Eﬂ P*I' i I‘;lﬂ+l"+,

onde = 1 quando fixamos® o calibre azial 4§ = Y ou n = —1 quando fixamos o calibre vetorial
v = 75 *. De maneira similar a como foi feito antes, escolhemos I's para eliminar os elementos de 7
que pertencem ao subgrupo Gj e obter a ag@o calibrada Sg, /a9 [, Ao, Ao) = Sgo/ce [¥, Ap, Ap) dos

modelos Toda singulares dada por:
- k =
Sﬁ'ufﬂg [‘I’, Ag, Aﬂ] = Swazw (V] + o /M d’z <E+'§’E_‘I’ 1) (4.31)

- %/ d’z <HAH(5+ww-1)+1“ﬂ(w*1ﬂ_llf) +nAgWAY ™ +f13§3>,
M

onde ® =In¥ : M — go/gd é o campo de Toda do modelo.

Para resumir, a acdo (4.25) define os modelos de Toda Conformes no caso de g D go ser uma
4lgebra de Lie cldssica g, e define os modelos de Toda Conformes Afins no caso de g D go ser uma
4lgebra de Kac-Moody g. Quando g C go C g existe e g é uma 4lgebra de Lie classica g, a agdo (4.31)
define 0s modelos de Toda Conformes Singulares e quando g é uma 4lgebra de Kac-Moody g, define os
modelos de Toda Conformes Singulares Afins catalogados respectivamente, como vimos, pelos dados
puramente algébricos (3.54) e (3.55).

Como consegiiéncia da inclusio dos vinculos (4.28) em (4.31), o potencial V = (eyWe_¥~1)
est4 definido univocamente no coset Gy/Gy e é independente do valor de 5. Duas coisas devem ser
mencionadas nesse ponto: A primeira é que precisamos de uma parametriza¢ao explicita do campo W

6Essa liberdade na escolha dos calibres é a origem da dualidade Axial-Vetorial que é uma manifestagio da Dualidade
T nos modelos integrdveis correspondentes [18],[19].
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e dos campos compensadores Ag e Ag para acharmos a agao efetiva que governa o0 modelo de Toda
correspondente em Go/G) e, a segunda, € que uma vez temos a acio efetiva, ela ainda possui uma
simetria global residual que € remanescente das transformagoes (4.27). Esta simetria global fornece .
cargas de Noether para os solitons associados ao modelo integravel em questao, ver por exemplo [28].
Consideremos de novo a agao (4.25) em coordenadas {z#} com o elemento de volume geral d*z. /1

Sc, (1] = S [7] + Swz 1Y) + ST [ (4.32)
k
S, = —— | dzy/m™ (¥ 18y 8) (4.33)
1ﬁﬂ' M |
k _ _ _
Swz [ = 5= Bz X (v oy 18971 0k) (4.34) |
2-’-11'1' D3
k
Srbl =gz [ drvifener™): (4.35)

As correspondentes equagdes de movimento sao:
1
i

De (2.6) e (2.12) podemos considerar aos geradores {X,} da algebra go como uma base ndo

8, (/A vy — e 18,7) + [e=, 7 "esn] =0. (4.36)

coordenada.:
[ Xa, Xp] = CoXe
Pab = (X, Xp) =cons,

e introduzimos uma tetrada ¢, €, que liga a base niio coordenada com a base coordenada X; = v~ 18y

. dy* segundo:
X; = 08X, , dyt =%6°%,

Assim, o "pull-back”v*80 € go ® Q!(N) da forma de Maurer-Cartan (2.22) € escrito como:

V"0 = Xoa22(4)0u¢'da* = Xi8,¢"da* ¢': M — R,

e no caso matricial identificamos:

¥ E",u’]" = X, eaﬁfiﬁt’}ap'i’t
Com essa expressao, absorvemos convenientemente alguns fatores e reescrevemmos a densidade La-

grangiana do modelo sigma (4.33) como:

3 o
Lol =—7; ST 8,¢' 0,4’ Gij(9),

onde definimos a métrica em N como Gi;i(¢) = pab$ly (¢)92(¢) onde pap = (XoXp) # 0.
Por outro lado, se consideramos uma representagao local de (4.17) em G onde agora © é uma
3 forma exata, ou seja © = dB para algum B € go ® 92(Gq), o teorema de Stokes em (4.17) implica:

k k k
=-— | 0= 7*dB = [ 7'B.
SW,E.." ["}’] 24w _DE.'T e 24m D3 U £ 24 f MT
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Assim, reescrevemos a densidade Lagrangiana do termo de Wess-Zumino (4.34) como:

k

Lwz Y] =- €' 0,6'9,¢’ Bij(¢) (4.37)

onde v*B € gg ® Q2(N). E possivel que na transicio entre cartas em N, o tensor antissimetrico B
transforme como B — B+d\ onde B;; — B;j+8;\; —8;\;, coisa que néo acontece com O(¢) = dB(¢),
isto enfatiza o cardter local de (4.37).

Finalmente, introduzimos o potencial:

Lrh] = = y/i{esrer™) = oo yAV(9),

e coletamos os termos para obter a Lagrangiana dos modelos de Toda":

Lra67] = — 1 (VAT 0,80,8Gis(8) +e0,6,6By(9) — ViV($),  (4.38)

que nao é outra coisa que a densidade Lagrangiana de um modelo sigma ndo linear perturbado pelo

potencial integravel V(¢). As equagdes de movimento sao:
b3
V1

onde I‘jk - {;k} + ij é uma conexao geral com {;k} como os simbolos de Christoffel usuais,
ij = %9}_,: é a torcamo de N com Oy = % (8iBji + Ok Bi;j + 0;By;) antissimetrico nos trés indices
com potencial torcamo B e onde 8*" = p*¥ + e*¥, O termo de Wess-Zumino é o responsavel pela
presenca da tor¢amo H do espago N e as equagdes de movimento sao validas em todo N dado que
estao dadas em termos de H e ndo do potencial B que esta localmente definido. Notemos que a
existencia de H esta ligada & natureza ndo abeliana do grupo como pode se evidencir no comutador

. . . 1 gs
O (Vi 0,8') + (Tie) 04 0,070,6" = — 5 /G 0;V (9),

envolvido em (4.19).

4.2.2 Modelos de Toda nao Abelianos e Invariancia Conforme.

Em geral, o subgrupo de grau zero Go é ndo abeliano e a agéo correspondente (4.32) envolve termos
nio triviais e a métrica 7). Por essa razao, verificar que os modelos Toda nao abelianos sao invariantes
conformes é um pouco mais delicado que no caso abeliano.

Comecemos considerando a Lagrangiana (4.38) e a defini¢do do tensor energia momento canonico
(3.59), onde agora T' — /nT. Apds organizar alguns termos, obtemos:

T4 — g P 20,0' 00’ G(0)is — 11 0,0 Ot G(9)i5 + 1V (9)

k
1 PA o X Al _vp 8 iﬁ 'B
o et + e + e ) 5,0'Ord’ B(9)s;-

TA validade dessa construgio local é justificada pelo fato de que as equagdes hamiltonianas de movimento construidas
a partir de (4.38) realmente implicam as equacgtes lagrangianas (4.26) obtidas com (4.25). Isto apds de escrever o
Hamiltoniano na forma de Sugawara[10].
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A soma nk¥ePA PPl L pieVP § totalmente antissimétrica em pp e se cancela em duas dimensoes.
Isto é, o tensor energia impulso canénico T#” nao recebe contribui¢do do termo de Wess-Zumino, o
que é verificado ao calcular o tensor energia momento simétrico definido como a variagao funcional da
acao com respeito a métrica 1 ,dado que é um termo topoldgico. O tensor candnico é entao:

=i . e
ZAT o — a0, 1 G 9N — PSP (B + 1V (0)

e coincide com o tensor simétrico que é covariantemente conservado 7,75 = 0. Em termos do campo

v, temos que o tensor energia-momento:

—4
TWT“"" = 2 (Y 189y 0u) — 0P (718 Y0 + 0 (e ve-r ),

possui um trago nao nulo:

—4
TﬂTE =2{esve-7") =2{e-7 " ex7)-

A expressdo nao tem derivadas envolvidas e a idéia agora é usar as equagoes de movimento para

achar uma divergéncia que possa ser cancelada num tensor acrescentado. Lembrando que @,e-] =

—e_ , podemos escrever:

(e-7terr) = —([Q,e-] 7 err) = — (Q [e-, 7 Ye47])

e usar as equacoes de movimento (4.36) para obter:
af 1 - =
{e-y ) = T (QO, (V™18 — v ~8u7)) -

Usando a antissimetria de e* e o fato que @Q,7] =0, v € Gp temos:

(e-rlesn) = ‘;j% ,(Q (Vi 18,))

Em duas dimensdes a derivada covariante satisfaz 7,(n**V,) = ﬁap(ﬁn“”ﬂ), entdo o trago

vem dado por:
sl .
T = 2.9, (Q (VAT 0,)) =29 V¥

onde V* = (Q (/A" v~18,)) . Aproveitando a ambigiiidade na definigdo do tensor energia impulso,

definimos o tensor acrescentado:
GHY = TH 4 7, AP , AP — Alpu’

onde APV = —2p* VA 4 2pMVH, Esse novo tensor satisfaz:

—4
- ﬂﬁ =)

E dizer que os modelos de Toda néo abelianos também apresentam invariancia conforme e podemos
sempre fixar o gauge conforme nas agdes. Isto justifica a métrica envolvida na agao (4.31). Para
terminar, salientamos que é justamente a forma especial do potencial que permite a construgao do
tensor energia-momento acrescentado sem trago e que no caso abeliano é, como vimos, da forma (3.61).
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Capitulo 5

® Dualidade nos modelos de Toda.

Como temos visto até agora, os modelos de Toda representam perturbagdes integraveis do modelo
WZW, onde as perturbagdes respeitam as simetrias iniciais do modelo WZW e introduzem termos de
interacdo nao triviais na teoria os quais podem, ou nao, dar origem a solugoes solitdnicas do modelo
integravel associado. Em geral, as tinicas[18] formas possiveis de calibrar um subgrupo H > G na
acao de WZW para reduzir a teoria do grupo G ao coset G/H sem dar origem a anomalias quanticas,
sd0 exatamente as calibracdes Azial e Vetorial introduzidas em (4.29). Essas duas calibragoes geram
teorias duais que sdo quéinticamente equivalentes como conseqiiéncia de uma trivializacdo da medida
na funcdo de partigio correspondente. O reflexo dessa equivaléncia € a origem da dualidade T entre
os modelos sigma associados.

Nesse capitulo, construiremos no nivel cldssico as transformagdes de dualidade dos modelos de
Toda nio singulares, primeiramente considerando a teoria como um modelo sigma perturbado para
ver explicitamente a mudanca na geometria da variedade alvo N em termos dos tensores GeB. O
resultado, é uma extensdo natural das transformagdes de dualidade introduzidas inicialmente sem a
presenca de um potencial, ver [15],[16],[17]. Posteriormente, consideraremos a dualidade Axial-Vetorial
no caso da incluséo dos vinculos (3.52) na acio (4.29) a qual da origem aos modelos de Toda singulares.

5.1 Dualidade T Cldassica (Target-Space duality).

Consideremos a acio do modelo sigma perturbado por um potencial integravel no gauge conforme:
k v ' ' 1 '
STuda(fﬁ’# G: Bv V} == _E fM dz"'ﬂ: (ﬂ” aﬁ¢iav¢76ij{¢} +EFHBF¢' ab"i’JB:J{qb) - V(¢]) {51)

nesse caso, G = Gi;dyt ®dy* e T*"N®T*N e B = B;jdy* A dy* € Q?(N) sdo a métrica e um tensor
antissimetrico na variedade N de dimensio dim N = dim Gy = D onde M esta mergulhada ou onde
M se propaga. O espago dominio nessa teorfa de campos é o espago 2—dimensional M , o que significa
que a acao (5.1) ndo descreve a dindmica da métrica G ou do tensor antissimetrico B e s6 descreve
a dindmica dos campos ¢ : M — N do mergulho M < N. Nesse sentido G e B sao arbitrarios
e a informacio geométrica de N carregada por eles é suscetivel de ser mudada por algum tipo de
transformacio efetuada na agéo (5.1). O tipo mais natural de transformagao que nao modifica a fisica
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da teorfa nem o cariter geométrico assinado a G e B, é uma transformacdo candnica do mesmo tipo
(¢, I1y) — (q&,l’[a). Para implementar uma transformagao canonica desse tipo, reescrevemos a agao

(5.1) no cone de luz como:

k o
Sranl$,Q) = —5- | o (0:00-9Qi(9) ~V(9) (5.2
onde Q;;(¢) = Gi;(¢) + Bij(¢) e =i ta). O segumte passo, é supor que a variedade N possui
d < D isometrias comutantes {Abelmnas} U(1)®4 | geradas por d vetores de Killing [K;, Kj] = 0

—1,...,d de forma tal que o potencial V' seja isométrico nessas direcdes também, isto implica que
teremos dois modelos sigma com duas geometrias diferentes perturbados pelo mesmo potencial. Nao
consideraremos mudancas no potencial nessa discussao.

Agora isolamos as diregdes isométricas ©*  a=1,..,d, das outras diregoes " m=d+1,..,D
a0 escrever ¢' = (%, ™). Dessa maneira, salvo o fator -E—I’j;, obtemos a densidade Lagrangiana:

£(©,Q) = 8,0%Qapd-0° + 8,0°N; + N50-0% + L(p) (5.3)

onde N7 = Qam0-¢™, Ni = 049" Qme € L(p) =QmnO+p™O_p" — V(p). Assim, as U(1)®¢ isome-
trias correspondem as tra,nslax;c-es O — ©% + p* com p* constante e que obviamente, comutam entre

se.
A lagrangiana depende do campo O s através das suas derivadas e podemos escreve-la em termos

das variaveis V& = 6.0, da seguinte maneira:
L(V,8,Q) = VEQagV? + VENg + NFVE + 04 (0-VE = 04 VZ2) + L(#) (5.4)

onde claramente O, (6-Vg -0 V%) = 0. Se consideramos a Lagrangiana (5.4) como uma outra
onde as varidveis V& sdo arbitrarias, os parametros O serio multiplicadores de Lagrange que a0 S€r

resolvidos ddo a equagdo de movimento:
_VE=0.V2

com solucio V¢ = 8102, e a Lagrangiana (5.4) se reduz 4 Lagrangiana original (5.3). Por outro lado,
a Lagrangiana (5.4) é quadrdtica em V e podemos resolver essas varidveis em favor da variavel O ao

integra-las na funcional:
=fI?V+'DV_ exp S(V,©,Q), (5.5)

onde S(V,0,Q) = [, d°zL(V, ©, Q). Para efetuar a integragao, reescrevemos a Lagrangiana e elimi-
namos as derivadas do campo V' para obter:

L(V,8,Q) = VEQugVE + V2 (N - 6-8,) + (N + 8+84) V2 +L(p) + F(B,V)

onde J {@, V)= ﬁ-[éﬂVf) — 84(0,V%) é uma divergéncia total. Reescrevendo mais uma vez, esse

tipo de expressoes quadréticas como:
£(,8,@) = [V + (V) +0:8,)0%%] Qas [V - @ (V5 — 0-82)]
— (NF +0:64)Q%(N; — 0-6p) + L),
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e integrar os campos V no funcional (5.5), obtemos:
£(8,Q) = ~(NJ +8:64)Q* (N —0-0p) + L(p) (5.6)

e chegamos & acao a a¢do T-dual de (5.2) na variedade dual N :
- ;; .
ST oual (6, Q) = dzfﬂ (5+¢13—¢5JQ«;§(¢) = V{'i’}) (5.7)
com uma nova geometria em N definida por [14]:

'ﬁ{xﬁ = Hjé émn = Qmn — @ma Q;;a@ﬂn {58}
Qma = Qmﬁ@ﬂﬂ 3 émn = _Q;éQﬂm

E dizer que a dualidade T se manifesta como transformagdes matriciais na geometria da variedade

de fundo N — N onde M se propaga.
Consideremos o caso de uma isometria! U(1) sé, com a = 8 = 1 numa variedade N sem tensor

antissimetrico B. Nesse caso obtemos:

o Bl 9. 8

Gll — E”" 3 Gmn —. Gmn T % 3 Glﬂ‘t = Gml =0 (59}
11 11

- s Gim -

Blm="Bm1 =*Gl1_1 : an_ﬂa

e dizer que o modelo dual esta definido numa variedade N que possui um tensor antissimetrico B
diferente de zero!.

Até aqui ainda nao é claro que a agdo dual (5.7) e a agdo original (5.2) descrevam a mesma fisica
cl4ssicamente. A acdo dual é funcionalmente similar & agdo inicial e o cardter geométrico de G e B é
foi preservado, ou seja que pelo menos a transformagdo é do mesmo tipo (¢,II;) — (:ﬁ', HE)' Agora
s6 resta provar que os espagos de fase das duas teorias diferem de uma transformagdo candnica para
verificar que os graus de liberdade sao exatamente os mesmos.

Aproveitemos o termo de fronteira anteriormente desconsiderado e tomemos V* = 9,0, a integral

dessa divergéncia total pode ser reescrita como uma derivada temporal total :
/dm"‘dm'?[@,9)=/dzﬂ:ﬁ*‘“§#{§ﬂﬂy8“) = % (F1)

onde:
+o0

F1(6,0) = - [ dz (00,8, — 8,0:6°] , (5.10)

=00

é uma funcdo geratriz que pode ser adicionada na Lagrangiana L = fj;” dzL dual para ter:

L(©,Q) = L(6,Q) + F1(9 0),

1Se consideramos um campo Gaussiano ¢ num circulo de raio R, terfamos:
2 1 2 2
S= | dz= ﬂu:ﬁﬂ#lﬁﬂ —+S= [ d*z= 5‘”05@“{;*.-

e sob dualidade T, as teorias definidas em circunferéncias de raio R e 1/R seriam equivalentes.
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mas a transformagao gerada por (5.10) é canénica se, e somente se:

—_ 5}-1 . e 0. . o
oo = 550 = —20.6% , Hlg, = ——<1 = 28,0 (5.11)

Os campos © e © aparecem como varidveis ciclicas nas agdes (5.3) e (5.6) e entdo usamos a funcio

de Routh para efetuar a transformagao de Legendre sé na varidvel ©. Os momentos relevantes aqui
sao [20]:

Hoa = 2Qapd0" + (NI + N;)
— (n-1 5 =
lga = (@), [208° + (NF - N7)].
Expressando as velocidades 8,09 e 3:@*3 em termos dos momentos IIge e [I5. , temos apds um

pouco de dlgebra, que as fungdes de Routh R(©,IIg) = 8,0%Iga — L(O, ¢, Q) sdo dadas por:

1 1
R(6,Tlo)= 7T6=Q*Tlgs — 5TMeaQ*” (Nj + Ny ) + 0:6%Q0p0:0” (5.12)

1
+0:0% (NF = N7) + 5 (N + N7) @ (Nf +N7) — L(y)

1 > 5
510, (Na — Ng) +8:0%(Q7") 5 8:6” (5.13)

+ 8,0,Q% (Ng" - Ng) + i (N} + N7) QP (Ng + Ng) — L(yp),

~ |
R(B,Tg)= qll5. (@) Mg, -

as quais coincidem precisamente sob a transformacéo (5.11) que preserva as Hamiltonianas. E dizer
que a dualidade T' é gerada pela fungdo (5.10) e portanto as Lagrangianas (5.3) e (5.6) sdo fisicamente

equivalentes.
Agora vejamos o efeito da dualidade nas cargas conservadas 3 simetria global U (1) em N e N.
As d correntes conservadas segundo o teorema de Noether sio J* = — [Wﬁf_é_“‘} onde %‘%&E — {Fﬁ , e de

(5.1) recuperando o fator -4, obtemos:

L &
[Jé‘:]Nae = arr _(HFFQ-::E + HH“Q.&&) ﬂuaﬁ + (" Qom + 0" Qe au‘:ﬂm]

i kot _ _ N B N
[Jéf ] = (5"” "Qap + 5”"@,&;;.) 8,07 + (E*“’Qﬂm i E““Qm) autpm]
Noe 41 L
onde 6#¥ = nt* + e#¥. As correntes topoldgicas dos campos © e © sio respectivamente definidas por:
k Ls
[JE}T@ = 4_??5# 51:9&
— .{; .
M R ¢ L
[Jﬂ]Tﬂp = 4r 9.9q

e levando em conta que [Jan] Noe = Hea = EEE 015,08, =[j§]T , vemos que o efeito da dualidade
op

nos sistemas integraveis definidos pelos modelos Toda, e o intercdimbio das correntes de Noether e

Topolégicas de (5.2) e (5.7):

i ([ngﬁm:[JE]T@) - ([jﬁ]Tap, [jé:]ﬁ-:}e)
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Finalmente, o efeito sobre as cargas de Noether e topolégicas QY = f:f dz [Jg] OO Qz =
Jf T 428,0, se reduz ao simples intercdmbio entre elas:

T: (QY,Q%) — (QF,QY) (5.14)

A dualidade introduzida é valida para os modelos Toda no subgrupo Gy definidos pela agao (4.25).
Porém, é interessante ver se o mesmo tipo de dualidade T ¢é valida nos modelos Toda singulares
definidos no coset Gp/Gg pela agdo (4.31). Esse é o objetivo da seguinte segao.

5.2 Dualidade Axial-Vetorial.

Para comegar, consideremos a agéo (4.29):
cu k R
Sao/6g [1: A0, Ao] = Swaw [V + o fM d*z (e4ve-y7") (5.15)

k _ S —{
- 2_ f d*x <nﬁﬂ{3+’;r'}’_1} -+ Hn(’}‘_la—’}"} + nAovAoy L+ AEAG> 3
T Jm

que é a acdo que surge ao demandar invaridncia sob a transformacao vy — 70 (v=77+) f}ﬁ‘:l. Vamos

) 0
assumir que o subgrupo Gj possui pelo menos um fator U(1), que em geral pertence ao subgrupo G,
, mas vamos decompor a 4lgebra g§ como g) = g3 @ u(1), simplesmente para isolar a sua contribuigao.

0,0 0,—- . & 0,0 0,4+ _= . ;
Nesse caso, os campos compensadores Ag € g, @ g5 e Ag € gy @ gy sao escritos como:

Ag=A_ +aly (5.16)
Ay = Ay +aly,

onde Tj é o gerador associado a u(1) com a normalizagio (TpTp) = 1 , (Togy) =0 e a , @ sdo fungdes
arbitrarias. Vamos escrever o elemento v € Gy de uma maneira geral como:

v = Y(B)Fv(N),

onde v(8) = exp(B8Tp) e v(A\) = exp(ATp) sdo os fatores U(1) que em principio serao calibrados axial
ou vetorialmente. A transformacio de gauge v — exp(pTp)yexp(npTo), implica as seguintes leis de
transformacao para os campos 5, A, a e @ (Cf(4.30)):

B'=pB+p
A=A+np
o =a—no_p
@ =0—n04p

bp =B —nA (5.17)
ap=a+n0_0 (5.18)
G=a+ 04, (5.19)
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usando a identidade de Polyakov-Wiegman e os tragos (ToTp) = 1 e (Tog3) = 0, obtemos apds um
pouco de algebra®, a seguinte expressio para a acio (5.15):

0 e k = = T
SG{JKGE [T{ﬁ)TT(A}}Aﬂ:AG] == _E;A{dﬂﬂ? {a+¢q3—¢ﬂ — 210,04 ¢y + 27?"13—‘35'1?} + AS(a,a, 7, +)n;
onde:

@y (1 +1R() +3 (J-(3) + 1 (A-AT77)) +
+nay, (J+ (7) + <E+$_1Tﬁ>)

. o
'&S{E:Es T Aﬂ:.]'f? = S{T: Ai)f] = E_/f;gdﬁm

Comm.:

S(H,AL)y = Swznw 7] — % /M d*z {n <§_3ﬁﬁ—l> 1 <E+'T‘—1a_$> +ﬂ<§_ﬁﬂ+ﬁ-l>} 4

k Boc:
—I—E/Mf:ﬂ (e47e_771),
e as projecoes:

J-(7) = (v~ '0-7)
J+(7) = (To0: 77 ~)
R(A) = (ToATo7 ™).

A razdo dessa decomposigdo é a seguinte: Notemos que a agdo (5.15) é invariante sob a trans-

formacdo U(1) global:
v — 7' = exp(aTy)y exp(—naTy), (5.21)

com « = cons, o que implica que (5.18) e (5.19) sdo invariantes mas o campo (5.17) transforma como:
fb’r} = ‘i}:-} = ¢ﬂ+2a1

e €, portanto, uma varidvel adaptada para a transformacio (5.21) que agora resulta ser uma isometria
da agdo (5.20). Similar a como foi feito na secdo (6.1), vamos calcular a funcio de Routh para a
varidvel ciclica ¢. Comecemos com a calibracio Azial. Fixando 1 = 1, o momento relevante aqui é:

k ~
H¢, = ﬁ {ﬁtf}fﬂ -t {ﬂ. — El.|.1)] .
e a fungéo de Routh (Cf(5.12)) vem dada por:

R(G: M) = FTg + 1= (028)° — Tp(@ — T1) + 5-(8ed)@ + ) + - @ - @41)? - AL,

*Durante o caleculo, temos desconsiderado o termo de fronteira:
k
i f & {8_F0L A — 8, PO},
i [o

lado que sempre assumimos que a variedade M possui uma topologia trivial.
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onde temos definido AS = [,, d°zAL. Considerando a fungao geratriz (Cf(5.10)):

k +00

F=— da (¢P0s¢ — $0:07) ,

1 g

obtemos as seguintes transformagdes canonicas:

k k
My=—5-0:¢" , Ty =—5-0:9,

e a funcao de Routh dual:
T
k

da qual obtemos a agao®:

k A K — k e
RP(¢P,Tgp) = +150 + — (6:6P)" — Tgo(@+ 1) + E(ﬁzfﬁ'ﬂ]{ﬂ —G41) + (@ - d1)’ - AL,

S2. 169 6P, Ao, Ao] = f; /M & {0,.9P0_¢P — 211044" — 280-9° + 433} +A5(E,3,7, Ax) -

(5.22)

A idéia agora é ligar a agdo calibrada Axialmente com a agao calibrada Vetorialmente mediante

uma transformagao canénica. Para isso basta provar que a agao dual (5.22) se reduz a agao (5.20)

com 7 = —1 apés a escolha do campo dual ¢” e sob alguma mudanga nos campos auxiliares. Entéo,
se fazemos Ay — — Ap, que equivale a fixar n = —1 em (5.15), ou equivalentemente:

(ﬁ_,a) — (—ﬁu,-a) ,
vemos de (5.18), a lei de transformacao:
E+1 - —E_l.
Agora tomamos 7 = —1 em (5.17) e fazemos #P = ¢_,. Dessa maneira obtemos:
—_ k T = P
SE::IGE '[¢_1, — Ay, Aﬂ] e /M d*z {5+¢_16..¢|_1 + 2010401 — 2‘&5_‘;5#1} + AS(a,a, ¥, A+)-1,
que é exatamente (5.20) com 7 = —1 e como conseqiiéncia, obtemos:
Sgufﬂg ["ﬁ_l" _A'O’Eﬂ] = SGQIGE [TLS)%"T(_}‘}: _Aﬂnﬁﬂ] )
o que prova que a acdo dual da agdo axial € a agao vetorial [18],[22]:
~ — 1 Dual e — - =
Sé;;{;-g [T(J@}TT(AL A[}'r A{]] —} ngfﬂﬂ [’}’[ﬁ)’f’}’(—}h], —Aﬂ,.ﬂg] — S;;:FGE [’T{ﬁ)"}"‘}f{)\), AO}AD] =

Podemos enxergar a origem da dualidade Axial-Vetorial como o efeito da reflexdo de Weyl W :
gg’n — gg'n quando gg’ﬂ é uma subalgebra de Cartan de gp :

Wpo(u) =u— 2—{%&%1’0 , UE gg’ﬂ, (5.23)

que no caso AJ € gg*“ implica a reflexdo A} — —AJ que da origem 4 dualidade das agoes (5.15) para
n=1%£. E dizer que em principio, cada reflexdo do grupo de Weyl W produz uma transformagao de
dualidade na sua acéo correspondente [22].

3Na ultima passagem temos efetuado uma mudangca trivial na normalizagao do campo dual ¢C — S
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5.3 Construgao explicita de Modelos.

5.3.1 Lund-Regge: Modelo Bosénico no coset SL(2,R)/U(1).

O modelo de Lund-Regge [29] é particularmente interessante por ser o modelo mais simples que exibe
varias das caracteristicas ndo triviais dos modelos de Toda. Esse modelo é um modelo de Toda singular
Afim onde a invaridncia conforme tem sido quebrada ao eliminar um dos geradores da dlgebra de
Virasoro associada i algebra de Kac-Moody g que é responsével pela invariancia conforme do modelo.
Para ser mais explicitos, vamos escolher g = Em) e consideremos a seguinte serie de dados algébricos
(Cf(3.55)) que definirdo o modelo:

(@1 E:l:v EU': ﬁg) )

a saber: Q = Qgom = d (CL(7.7)) é a gradagéo homogenea, €+ = p+hi1 = i+ A= h define o tipo da
interaﬁoﬁu modelo onde p+ s8o constantes arbitrarias e A£! sdo os parAmetros complexos da dlgebra
loop s{(2,R), go = {sl(2,R), k,d} é o subespago de grau zero respeito Q e g) = u(1) C sl(2,R) ={h}
é o grupo centralizador simultineo de € (Cf(7.6)) e (Cf(3.50)) que define os vinculos a serem im-
plementados na agdo. O campo de Toda ® = M — 90/9 toma valores em g0/88 = sl(2,R)/u(1)+
k + d e portanto o modelo (4.31) esta definido no coset SL(2,R)/U(1)- K- D . Esse modelo tem uma
simetria de Noether U(1) global e os sélitons séo elétricamente carregados [21]. A algebra sl(2, R) é
gerada pelos elementos {h, E;, E_}, satisfaz as relagoes de comutacao (Cf(2.63)):

[hs Ei} = +2F,
[E-I'-:E—] = h’:

somente possui uma raiz simples a? =1 com K = 2 e portanto o diagrama de dynkin mais simples:

O

(7 ]

Vamos parametrizar v : M — SL(2,R) - K - D usando a terceira forma da decomposigao de Gauss

(2.53) da seguinte maneira:
v = exp(¥E-) exp(¢h + nd + (k) exp(V E:)

Nos ndo estamos interessados na invariancia conforme do modelo e vamos fixar 1 — 0. O 1nico
campo que se acopla com 7 € ¢ e podem ser desconsiderado também, porém devemos notar que ¢ nao
é nulo. Na verdade, ele é o responsavel pela existéncia de solitons. Assim teremos 7 : M — SL(2,R)

COIIl.
y = exp(XE-) exp(¢h) exp($E4) € SL(2,R).

Devemos manipular este elemento de forma tal que possamos fatorar o subgrupo U(1) corre-
spondente ao campo ¢ e implementar as transformagoes de Gauge (4.30) para efetuar a redugao
SL(2,R) — SL(2,R)/U(1). Porém, a fatorizagao de 7 pode ser de maneira axial ou vetorial. Vamos
comecar pela calibragido Azial que é da forma v — (70) ¥ (7o) . Eliminamos o campo ¢ de v fazendo
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exp(dh) = exp( %h} e:—cp{%h) e inserindo os mesmo exponenciais com sinal contrario para usar a relagao
de Baker-Hausdorff eABe~4 = B + [A, B] + 1 [A, [A4, B]] + ... e as relages de comutagdo para obter:

v = exp(q—;h] lexp(xE-) exp(VE4 )] exp[gih}

onde definimos os campos dinamicos:

X = Eexpg , Y= fl’uexpg,
e vemos claramente que vy = exp{%h.). O campo fisico ¥ é dado por:
U = exp(xE-) exp(yE}) € SL(2,R)/U(1),

e efetivamente temos que dim [SL(2,R)/U(1)] = 2. Os campos compensadores A3, EE € u(l) sao
abelianos e vemn parametrizados por AH =ah e EE = @h, onde a e @ sdo fungoes. Tomandon =1e

substituindo Aj, Eg em (4.31), obtemos a agao:

k
Ssrier)yu) [P, a8 = Swzw [¥] + 2—/ d*z (e4 Ve ™)

T JM
- 2‘: f d®z (ah(8, VYY) + Gh(TO_¥) + aahTh¥ ™" +Tahh),  (5.24)
M
As expressoes das correntes J_ = U710_T e J, = 8, YT sdo:

U16_W = 8_xE_ — ¢Yo_xh + (6-¢ — ¥*0-x) B+
8, WU = (8.x — x?04+v) B~ — x849h + 849 Ey,

e o trago satisfaz (E.E_) =1, (E+h) = 0, onde normalizamos (hh) = 1. Assim, obtemos:

(ah(8,¥T™)) = (-x0+¥) a
(@h(T18-¥)) = a(~0-X)
(@ahThT ) =a (1 + 2x¥)a
(e+We_ V1) = pop_ (14 2x9) = pyp— XV - (5.25)

Por outro lado, a identidade de Polyakov-Wiegman:
Swzw [fg] = Swazw [f] + Swzw [g] + —;T; /M a2z (f10_f0+997"),
com f = exp(xE-) e g =exp(yE,) é simplesmente:
Swazw [¥] = — ;; /M d2zO_x0.,1, (5.26)

e nio temos contribuicdo alguma do termo de Wess-Zumino (4.34) e portanto nenhuma tor¢gamo sera

associada & variedade N. Consideremos o segundo termo de (5.24):
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S(@,a) = _E;:? '[M d*z (ah(04+ 9T 1) +ah(T'8_T) + TahVhY ™" + @ahh)
usando os tragos encontrados anteriormente, temos que:
5(@,a) = -% fM d*zala +aN + Na,
onde A = (1 + x¥), N = (—¢8-x) e N = (—x0+¢). Escrevendo:
@Ma+aN + Na = (ﬁ-l—ﬁM“l) M (a — M'IN) ~NM-N,
e integrando os campos auxiliares a e @ no funcional:
pd =fﬂﬁﬂuexp8{ﬁ,a)

obtemos:

_iﬁ" O—x (x¥) 0+¢
S=o- /M d*z A : (5.27)

Notemos que é exatamente na integracao dos campos auxiliares que os vinculos associados ao
subgrupo U(1) séo implementados na agdo e é aqui onde aparecem as singularidades na Lagrangiana

que nesse caso estao materializadas no termo:

1 1

A 1+x9’
essa € a razao do nome Toda singular. Somando (5.26), (5.27) e (5.25) obtemos a a¢ado do modelo

Lund-Regge:

k O_x04+Y
SSEGRy () X0 Y] = == Lf d’z { -—&—t = V} , (5.28)
onde V = p®yy com py = u_ = p. A densidade Lagrangiana Azial do modelo integrivel é:

O_x0+¢ 2
Lag=7—2t2 _
AT Txy) H XY

salvo derivadas totais, e possui uma simetria U(1) global dada por x — e*x e ¥ — e~ *9 que leva a

conservagao da corrente e da carga elétrica de Noether:

1
Ji = & ($0ux — xOu¥)

N +00 1
Q" = [ dog Woux ~ x0u) (5.29)
—00
Os campos x e ¥ sdo arbitrarios mas reais, entio se efetuamos a seguinte transformagao de variaveis:
x = eZsinh ¢
¥ = e~ ©sinh p,
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obtemos uma representacio mais conhecida:
Laz =" (BupOup — tanh® ©8,08,0) — p? sinh? o, (5.30)

no sentido que se consideramos © = cons, recuperamos 0 modelo de Sinh-Gordon £ =38,pd"y —
1’ sinh? ¢ , ou a agao para uma corda bosonica propagandose na métrica de um buraco negro €m duas
dimensdes [13] quando u — 0. Por outro lado, o campo © é uma varidvel adaptada a transformacao
global U(1) e agora é uma isometria © — © + a , a = cons da Lagrangiana (5.30).

Comparando (5.30) com (5.1) e (5.3), temos:

k , .
S oy (©.0.6V) =5 [ Ez (0" 040.9Cs@) V@),

onde:

[G] = (; _taghg@) , V(p) = p’sinh’ g, (5.31)

com intervalo em N dado por ds? = (dy)® — tanh® ¢ (d©)%. De (5.7) e (5.9) obtemos, imediatamente,
a acao T-dual:

o k [
Sstarwm(©e.GV)=— /M de (nw‘?‘“ﬁta"é’}g"j () 'V(‘i’))

onde:

[G] ( 0 —coth?yp ) x Vipl=Eanry [ )

com intervalo em N dado por ds? = (dyp)* — coth® ¢ (d©)*. Notemos que a singularidade numa das
acoes desaparece na dual. As duas agOes estao candnicamente relacionadas como conseqiiéncia de

(5.11).
Consideremos agora a calibracdo Vetorial que ¢ da forma v — (o) ¥ (‘Tﬂ_ 1] . Eliminamos o campo
X e ¢ em favor de um campo s6 (¢), ao inserir a identidade Idg = exp(%h) exp(§h) com u arbitrario.

De maneira similar a como foi feito antes obtemos:

7 = exp(Lh) [exp(~tE-) exp(gh) exp(tE..)) exp(~ 5h)

onde definimos o campo dinamico ¢:

—t = Yexp (-g’—) y 'if;uexp (-;) 3

e vemos claramente que 7o = exp(%h). O campo fisico ¥ & dado por:
U = exp(—tE_) exp(¢h) exp(tE) € SL(2,R)/U(1),

e repetindo o andlise anterior onde agora 7 = —1 em (4.31), chegamos & densidade Lagrangiana

Vetorial do modelo integravel:

Lvee = 01400 (1 + = EZ'M) +8,90_Int + 0_¢; Int — p? (—1* exp29) .
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Se efetuamos as transformacoes de coordenadas A =exp¢ e B = A~1(1 — t? exp 2¢)) obtemos:

 10.A0,B+0,A0.B _ 4 o
Lvec = 5 (1— AB) u‘(AB —1)

8,A0,B
ST | e v — -

e se identificamos A = e® coshyp e B = e=© cosh 0, obtemos:

Lyec =" (ﬁuw@ufp — coth? wﬂgéﬂp@) — p? sinh® ¢,
que é a Lagrangiana T-dual de (5.30) e portanto:

SPual o 1w (©8,0,G, V) = SEEbamy (1) (©: 0 G,V).

Nesse exemplo podemos ver como a tinica reflexéo de Weyl da dlgebra s((2,R) no espago de raizes
(Cf(2.42)):

e, &
Sala) = H_EEQ,E?}& = —
— ¥ ery! -¥ +—

implica, dado o isomorfismo fornecido por (2.40) entre a subdlgebra de Cartan h = go = {h} e o espago

de raizes h* = {a} , a correspondente reflexao (5.23) em b :

(hh)
Wx(h) = h —2-—+h=—h
que gera a reflexdo no campo compensador AY = ah — —ah = —Ag, que € a origem da dualidade

axial-vetorial na acdo (5.24), e portanto entre as geometrias (5.31) e (5.32) do modelo sigma nao linear
associado ao modelo integrdvel de Lund-Regge.

Para terminar, e possivel provar [21] apés uso do metodo Dressing, que os sélitons associados ao
modelo de Lung-Regge ndo possuim carga topolégica e portanto, o efeito da dualidade nas cargas, se
reduz a ter (Cf(5.14)):

T . {QN, U}A:c 5 (D.FQN)V&?

onde @V vem dada por (5.29) e QN pela carga construida com a Lagragiana (5.33).

539 Extensdo com Férmions no coset S1(2|1)/g.

A extensio com férmions do modelo de Lund-Regge passa pela escolha de uma superdlgebra cuja parte

bosénica possua geradores que reproduzam a 4lgebra sl(2,R) quando tomamos 0 espaco de grau zero

na gradagiao homogénea. A dlgebra que vamos escolher é a superdlgebra de Kac-Moody EW].
Similar ao caso bosdnico, temos os seguintes dados algebricos:

(@.24,50,8). (5.34
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Primeiro, definimos Q= fﬁ Hom = d como a gradacdo homogénea de onde encontramos o subespaco
de grau zero go = ¢° = sl(2 | 1) que é uma superdlgebra de Lie a qual possui um sistema de raizes

com uma raiz fermionica e uma bosdnica:

®----0

As regras de comutagio estdo dadas no apéndice.
A partir do subespago de grau zero go = (sI(2,R) @ u(1)) & gr onde temos:

sI(2,R) = {Eﬂm (i;ﬁ -H} Cu(1) ={{*" = 9. H}

escolhemos os elementos de grau um que definiram a interagao como:

(bte) 4

e = pahgy = paeX™ 5 ;

dado que no limite € = 0, reproduzem a forma da interagéo do modelo de Lund-Regge. Das regras de
comutacgdo do apéndice, temos que os geradores que comutam com €4 sao:

pte
53: {Ezl:{p+ﬁ}1-( 9 }H}m

e formam uma algebra. O segundo operador de gradagao L = 5"’—}'51 . H e portanto temos:

- ==
8 = (o} sl = { L5 H} eab* = (Bpua}:

O campo v : M — SL(2 | 1) fica entdo parametrizado como segue:

¥ = EEEE“EP)E{EE— {P+¢}}E(EEE'—F+¢}]E[¢'1 EFT-Hl H+¢2 E'E';ﬂ H}E{EEEI:;J—E] }E{El Eipte) )E(QET ) :

e de maneira similar a como se fez para o caso bosonico, temos o elemento ¥ na parametrizagao azial:
¥ = exp(xE—2,) exp(f2) exp(g2) exp(¥E42,) € SL(2 | 1)/Gy, (5.35)

onde temos definido os campos:

X = X exp (¢l+¢2) , ¥ ="Pexp (ﬁ;f%)

2
fa =EEKP% :QEEEEEKPEI
~ o = 2
h=hew:pr32 15?1:9133{13%_:

e identificado yp = exp (qﬁl L"'E"—ElH 4 cﬁgf‘”—;lH ) e 7+ = eXp(E1(p4e)) Na decomposigao y = (70v=) ¥ (7+70) -
O resto do calculo é idéntico ao caso bosénico, com a diferenca de que o trago (...) é substituindo

pelo supertrago ((...)) .
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—- = - ”
Os campos compensadores Ay = AH + A% € g?;“@ gg' e Ag = .r_ﬁl'g -+ A+ = gg’u$ gg"" estao

parametrizados como segue:

g ;r I ﬂg{—'ﬂ—;ﬂﬂ +bE_(pre) (5.36)
i 4 — -
y T 5 D+ ﬁa{—p—zﬂﬂ +BE_(pre)s (5.37)

onde aj,@; : M — R sdo campos bosénicos e b,b sdo campos de grassmann.
Agora devemos inserir ¥ , Ay e Ay parametrizados por (5.35),(5.36) e (5.37) na acgao:

5 = 1 k " ~
S?L{EHNGE [W,AD.‘AO] = SWEW [‘-I'"] -+ —2"?; [H dEI <<E+1IFE_‘4I;' 1)}
i ;: f ji;]; <<A{)(3+\I‘1@-1}+Eﬂ(ﬁt—l@_@)+ﬂnm‘ﬁﬂw—l +A3_{JA{]>>,
T JM

e integrar a1,@,b eb. Com essas parametrizagdes obtemos, apés um pouco de algebra:

L= <(Ag{a+@xr1} + Ap(T-18_0) + AgUA T~ + Agzﬁ» — @Mja+ Na+aN +bMyb+ bR+ Rb,

onde:
X —gafa 2+ x¥
M = , My=-(1
1 ( oAb S50 ) 2 (1 + gaf2)
N = (Bugax - X049 + 02022 Brgax — x049)
N = —by fath — YO_x + g20-f2
—b1 fop —YO_x

R = _QEH—X ) R= "_fﬂa-l-q.b-

CoI.

A integragio sobre os campos a e @ resulta em:
L=-NM"'N +bMb+ bR+ Rb,

e juntando os campos b e b obtemos, de novo, apés um pouco de algebra:

_NM™IN = i

{ X0, g20_ f2 + $0_xD+g2f2 — §xV0+920-f292 f2 — X¥O-XxO+Y (14 392f2) + }
& |

b (1xgafa) b+ b(xd-xg2) + (x0+9 f2)b

onde A = (14 x¥ [1 + $g2f2]) - Juntando ao resultado anterior a quantidade restante bMab+bR+ Rb

e simplificando, chegamos a:
L = P+ {bQb+ bS + Tb},
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onde:

1 1
P= %&wmfﬁ-h + %B_xﬂwzfz = Exwﬁwzﬂ—fzngz — xPO_x0+y (1 A ;lﬂzfz)

Q=1i+xi+al , §=50xm[w-8] , T=x00h[w-4]

Agora integramos sobre os campos b e b para finalmente obter:

O-x04+vg2f2

L=P+ e
(1+ xyp)A

Por outro lado temos que:

k o ceas k
Swzw [‘Ir] o ¢ 2—/ d*z <<E+‘1'E—-'I” 1)) = ——“f d*z (E’?—xﬂm + O_ f20492 — HE[XU'J = Hﬂfz)) :
mw JpM 2m M
e mais uma vez, juntando ao resultado anterior e simplificando obtemos finalmente a agao:

k O_x — 2x0_ 8.1 — 21 f20
S.r"m: [:’Cawsfﬂugil - _2?1- MdEI { ( E:x iﬂ(ﬁf)—(g;f} 2"'1'be +§2) = 3—f23+ﬂ'2 . V} : [538}

onde agora A = (1+x1,|") [1+ %g-zfg]) e V = p2(x¥ — g2f2). Notemos que no limite ga, fo — 0
recuperamos a agao (5.28).

Varias coisas devem ser mencionadas nesse ponto: O procedimento desenvolvido ao longo desses
capitulos para a construgdo das agdes dos modelos de Toda ou acdes de modelos sigma nao lineares
perturbados é bastante geral. A técnica sempre funciona se a serie de dados algébricos (5.34) é
conhecida, mas com um resultado final como a agao (5.38), varias perguntas surgem imediatamente.
Por exemplo:

o Qual é a interpretagdo geométrica da quantidade G que aparece nesse modelo sigma nao linear?

o Qual é a agdo dual dado que a agao (5.38) ainda possui a simetria global U (1) nos campos x e
1 assim como em fa e ga7

o O que significam as simetrias internas e as cargas de Noether associadas a simetria global de g3?

o Qual é a interpretacdo para os solitons carregados nessa teoria’

o Qual é o papel dos campos fermionicos envolvidos e sua relagiao como os outros?

o Que tipo de supersimetria apresenta a agao e como se generaliza a construgdo ao formalismo
de supercampos?

Por enquanto deixaremos essas perguntas em aberto para um trabalho posterior.
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Capitulo 6

© Conclusoes € Perspectivas.

Como conclusoes imediatas temos:

e O resultado mais relevante tem a ver, obviamente, com a natureza das equagdes de Toda. As
equagdes sao uma manifestacdo de um principio dindmico que nio estd relacionado com nenhum
problema fisico especifico. Porém, diversos sistemas em diferentes contextos possuem & estrutura
integravel prépria dos modelos de Toda.

e Na construgdo dos modelos, 08 tinicos requerimentos feitos sdo; integrabilidade e invariancia
relativistica os quais sdo conseqiiéncia do uso de potenciais puro gauge e as condicoes de grau respec-
tivamente. Porém, esses dois requerimentos trazem como conseqiiéncia & existéncia da invariancia
conforme a qual permite ver os modelos de Toda como perturbagoes integraveis de teorias conformes.

o Os modelos de Toda permitem a unificacdo de diversos modelos integraveis conhecidos e a
construgdo de muitos outros, em termos de uma dada estrutura puramente Lie algébrica a qual os
caracteriza.

e A sua relagio com o modelo de WZW, permite explorar a formulacio Lagrangiana e dar uma
interpretagdo geométrica aos modelos como perturbagoes de modelos sigma nao lineares.

e A introducdo de vinculos traz como conseqiiéncia a existéncia de simetrias globais que dao origem
a diversas cargas dos sélitons do modelo. Além disso, a nogao de dualidade prépria dos modelos sigma
tem um efeito ndo trivial que dualiza as cargas topoldgicas e de Noether dos sélitons do modelo de
Toda.

Como possiveis perspectivas temos:

o Estudar as versdes supersimmetricas do modelo WZW e sua relagao com 0S8 modelos de Toda
assim como com superdlgebras de Lie e superalgebras Afins.

o Estudar as simetrias internas dos solitons associados a supergrupos de Lie dos modelos definidos
em supercosets.

o Estudar a relacdo com a geometria dos modelos sigma.

e Implementar métodos de solucao.

e Estudo da quantizagao dos modelos.

e Implementagio de vinculos e construcdo de modelos de Toda supersimétricos duais e estudar a

relacio da dualidade com as reflexdes de Weyl no espago da raizes.
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e Estudar a quantizagio desses modelos e sua relagao com aspectos nio perturbativos em teoria

de campos.
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Capitulo 7
© Apéndices.

Algebras de Kac-Moody e de Virasoro.
Antes de introduzir as dlgebras de Kac-Moody vamos comegar pelas dlgebras loop.
Uma élgebra loop é uma 4lgebra de Lie de dimenséo infinita definida por:

1=L(z,z"1) @8,

onde £(z,2~!) denota o conjunto das fungdes que podem ser expandidas em series de Laurent com z €
C complexo. O correspondente grupo estd formado pelos mapeamentos do circulo Sl={z€Z||z| =1}

no grupo de Lie G':
ze S' —1(2) €G,

e o produto do grupo é feito no mesmo ponto 71 - 72(2) = 71(2) - 712(2). A dlgebra g é gerada pelos
elementos {X;}, i =1,...,dim G que satisfazem (Cf(3.45)) [X"', Xj] = G_,ink. Um elemento v: S! —

G de g é da forma:
7(2) = exp(8*(2)X"),

onde #(z) sdo parametros que ao ser expandidos em series de Laurent:
. o0 .
g'(z) = g2
(2)=)_ ___ 62"
permitem definir os geradores de g como:
S, o 5
Xi=X"%" , nelk,

onde agora é explicito o cardter infinito dimensional da dlgebra. Os geradores X} satisfazem a obvia
relagao:

(X3, X3 = GEX#wn (7.1)

Por outro lado, consideremos o grupo nao abeliano dos mapeamentos Vi, : S — 8! nao triviais

definidos por:
£(z) = zexplie(z)).

79




80

Para £(z) < 1, uma expanséo infinitesimal da fungao f(&lz))

F(E) = £(2) + ie() 31 (2),

junto com uma expansio em series de Laurent de e(z) :

o0
E(E} —= Zﬂ:_m E_nzn1

permite definir os geradores de Virasoro:
d

e — _zﬂ-+1__
n_

dz ’

que satisfazem a dlgebra de Virasoro de dimensao infinita:

n € 4, (7.2)

[Lin, L) = (m = 1) Lmin (7.3)

A 4lgebra de virasoro Virg é a dlgebra dos mapeamentos de S! em S! e a dlgebra Loop é dlgebra
dos mapeamentos de S'em G e as dlgebras (7.1) e (7.3) se misturam entre se. De fato, os infinitos
geradores { X", Lm} , obedecem as seguintes relagoes do produto semidireto Vi, x g

[X:-m Xfx o= EX::-E'H—n
(B XY ==Xt (7.4)
{Lm, Lﬂ = {m e ﬂ) Lm+ﬂ

Se inclufmos extensdes centrais para Virg e g, elas devem ser consistentes com a identidade de
Jacobi e por defini¢io, ndo podem ser absorvidas numa simples redefini¢ao dos geradnres I possivel
mostrar que as tinicas extensdes centrais das dlgebras (7.1) e (7.3) s&o kmé 6myn,0 € Sm(m*—1)0m4n,0
e definem, respectivamente, as édlgebras de Kac- Moody e Virasoro:

g=gdk
Vir=Virg®c,
que satisfazem as seguintes relagoes :
[Xi,, X3] = CF Xp, 10 + kM dmin,0 (7.5)

[L'm?x‘] = _nx:n+n y [ Lm, k| =0
(Lon, L) = (M = 1) Loy + f—zm(m? i

A 4lgebra (7.5) possui uma decomposi¢ao similar a (2.57) e vem dada por:

[hi,, Bl = km& 8myn0 (7.6)
[h‘ il o e
i, x| = 69+ kmiOmgno , 0+ =0
= ey, ) X7 | ait+a; €N
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Se definimos um operador @ para a algebra de Kac-Moody como:
Quonm = —Lo, (7.7)

vemos de (7.4) que:

[@HGM!X:;I] = mx:nr
e por tanto, Q é um operador de gradacio dado que obedece a relagao (2.56). Essa gradagao se
denomina homogénea. Devemos notar que a gradagdo homogénea ndo quebra a algebra de Lie g
mas quebra a dlgebra de Kac-Moody §. Nessa gradagdo, a dlgebra de Lie g é identificada dentro do

subespago de grau zero:

onde d = Qyou , dado que {Xi} e {X*} geram dlgebras isomorfas. No caso da dlgebra loop, vemos
de (7.2) que o operador de gradagao Q) = zj‘f‘; , conta a poténcia n de X} = X'2". Esse é um caso
onde a dlgebra é quebrada por um operador de gradagéo que néo pertence a ela.

Tabela da Superdlgebra SL(2|1).

A superélgebra g° = osp(2 | 2) = gp ® gF possui oito geradores, a metade dela sao bosonicos e a outra
metade sdo fermidnicos. Os quatro geradores bosonicos sao g = {(Eﬂp, i%l -H ) ,EP—;‘E}- - H }
formam a &lgebra de Lie gg = s[(2,R) @ u(1) e os outros quatro geradores fermionicos sao gr =
{Ei(pre)) Bi(p—e)} onde as rafzes p e € satisfazem p?=1,e=—-1comp-e=0. A dlgebrasl(2|1)
obedece as seguintes regras de comutagao:

+ ¢ | -
G - .8, Eigp| = £Ex2, [{P 5 ).H Eﬂp} = +Es3p [Exzp, Ex2p] = £p.H
(p+ € | (p—€ '
L 5 ).m s Ex(p—e)| = TE2 (o) ( 5 ). o y Ex(p-e)| =0
(p+ € 1 [(p — ¢ i
& 5 ) H Ex(pre)| =0 ( 5 N  Ex(pre)| = TEx(pte)
[E:I:Ep: Ei{p+-.r]|? =0 :E:kgp, Ei{p_ﬁ}] =1
(p+e) (p —€)
{EEHerE—{pH}} ) -H {E[p—ﬁ}!—E[-p—l—E}} =775 +H
[Eizﬂ-'f ‘E:F'[P"'E}:I = :FEﬂ:EP—f] [Eﬂ:ﬂm E=F{p—-s]] = 'l-:E:I:{;.:-+E]
{E:E{P+E}= E:I:{PH}} =4 {E:l:(p—slh E:E{P—f-}} =0
{Ex(pre)) Bx(o—e)} = Ex2p {Ei(p—e)) Bx(ore)} =0,
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e a representagao irredutivel mais simples é dada pelas seguintes matrizes:

0 00 0 10
Eo,=|100 Eip=10 0 0

0 00 0 00

1 0 0 1 0 0

p-H=]10 -1 0 e HF=10 1 0
0 0 O 0 0 2

0 0 0 0 01

E_(pre= 1|9 0 0 Epte) 0 00
1 00 0 00

0 00 0 00

E(—p+ey= | 0 0 1 Ep-o =10 0 0
0 0 0 0 10
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Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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