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Resumo

Nesta tese, dedicamo-nos a estudar a evolucao temporal gerada pela hamiltoni-
ana de uma teoria de Yang-Mills-Higgs cldssica com simetria de calibre SU(2) em
uma rede espacial. Em particular, estudamos transferéncia de energia e processos
de equilibracao entre os setores de calibre e de Higgs, calculamos os expoentes de
Liapunov maximos referentes a condigoes randomicas iniciais no regime de fraco
acoplamento, onde espera-se que eles estejam relacionados a taxa de amortecimento
estatico do plasmon a alta temperatura, e investigamos sua dependéncia com a
energia e o parametro de auto-acoplamento de Higgs. Examinamos ainda erros
de tamanho finito e de tempo finito, avaliamos o impacto dos campos de Higgs
na instabilidade de campos magnéticos nao-abelianos constantes e comentamos as
implicacoes dos nossos resultados obtidos para as propriedades de termalizacao de

campos de calibre a temperatura finita na presenca de matéria.

Palavras chave: Teorias de calibre na rede; Aplicagoes do caos; Modelo Higgs
nao-abeliano; Expoentes de Liapunov.

Areas do conhecimento: 10503005; 10503021; 10507043.
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Abstract

In this thesis, we are dedicated to study the time evolution generated by the
hamiltonian of a classical Yang-Mills-Higgs theory with gauge symmetry SU(2) on
a spatial lattice. In particular, we study energy transfer and equilibration processes
among the gauge and Higgs sectors, calculate the maximal Liapunov exponents
regarding to random initial conditions in the regime of weak coupling, where one
expects them to be related to the high-temperature static plasmon damping rate,
and investigate their energy and Higgs self-coupling parameter dependence. We
further examine finite-time and finite-size errors, value the impact of the Higgs
fields on the instabilty of constant non-abelian magnetic fields and comment on the
implications of our obtained results for the thermalization properties of gauge fields
at finite temperature in the presence of matter.

Key words: Lattice gauge theories; Applications of chaos; Non-abelian Higgs
model; Liapunov exponents.
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Capitulo 1

Introducao

Uma variedade de processos fisicos complexos, estendendo-se de colisdes de ions pesa-
dos ultrarelativisticos [1] a periodos de reaquecimento e transigdes de fase no universo
primitivo [2], procede, ao menos inicialmente, longe do equilibrio termodinamico
e envolve numerosos graus de liberdade nao-perturbativos. O tratamento teérico
baseado em primeiros principios de tais fenomenos, os quais exigem uma descrigao da
teoria quantica de campos, contudo inacessiveis a simulacoes em redes euclideanas, é
como uma regra além das capacidades presentes. Excecoes importantes a esta regra
surgem, entretanto, se as amplitudes subjacentes recebem contribui¢oes dominantes
de campos classicos, podendo estas serem proporcionadas, em particular, por modos
(bosonicos) de baixo momento a altas temperaturas 1" e com energias £ < T'. Nas
teorias de calibre nao-abelianas, observaveis governados por tais modos cldssicos
sdo tipicamente da ordem ¢g?T em regime de acoplamento fraco [onde g é o acopla-
mento de calibre e g*T define uma escala inversa de comprimento] e tém um limite
classico finito. Exemplos proeminentes incluem os coeficientes de transporte que
controlam blindagem magnética [3] e difusao de carga [4], e, em particular, a taxa
de amortecimento estético do plasmon [5]. A dltima tem impacto direto nos proces-
sos de equilibragao de energia e momento entre os quanta de campos de calibre, os
quais descobriu-se que ocorrem ao longo de tempos surpreendentemente curtos de
menos de 1 fm/c na matéria excitada criada por colisdes nucleares ultrarelativisticas
no RHIC [1, 6].

Observaveis essencialmente cldssicos do tipo acima podem ser, em principio, cal-
culados relacionando-os com propriedades em tempo real de campos classicos de
calibre de comprimento de onda longo (baixa energia), e pela simulagao desses cam-
pos nao-perturbativamente em uma rede espacial [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]. Ao
longo destas linhas, a taxa de amortecimento estatico do plasmon calculada analiti-
camente foi argumentada como sendo proporcional, ao menos em acoplamento fraco,
ao expoente de Liapunov méaximo positivo (quando relacionado a temperatura final
de equilibrio) que mede a rapidez com que configuragdes de campos de calibre vizi-



nhas se afastam umas das outras [10, 12, 14, 15]. A argumentagao que se faz neste
sentido é baseada na esperada ergodicidade das trajetorias classicas e na relagao en-
tre crescimento exponencial e taxa de amortecimento provida pela analise espectral
dessas trajetorias. Na regiao de fraco acoplamento, além disso, tal relacao pode ser
testada quantitativamente por comparacao com resultados da teoria de perturbacao
ressomada [5] ou, alternativamente, da teoria cinética [16].

Dando sequéncia aos argumentos acima, o presente trabalho tratara da evolucao
em tempo real da teoria classica de Yang-Mills-Higgs associada ao SU(2) em redes es-
paciais de varios tamanhos. (Esta provou ser uma importante teoria para explorar a
dinamica da transicao de fase eletrofraca e de efeitos nao-perturbativos relacionados,
por exemplo, a taxa de amortecimento do plasmon [17].) Um foco particular estara
no papel dos campos escalares, fornecidos pelo dubleto escalar de Higgs, na dinamica
cadtica. A porcao central da nossa andlise é um levantamento sistematico sobre a
dependéncia de energia e acoplamento de um conjunto de expoentes de Liapunov
maximos a tempo-finito especificos para cobrir partes representativas do espacgo de
fases fracamente acoplado de Yang-Mills-Higgs. J4 que nossa teoria corresponde
ao setor eletrofraco do modelo padrao com angulo de Weinberg nulo, os expoentes
resultantes contém informacao que pode ser 1til na compreensao de processos cos-
moldgicos em nao-equilibrio ocorridos em fases evolutivas semiclassicas do universo
primitivo, incluindo formagao de estruturas topoldgicas, bariogénesis [18], e poten-
cialmente a evolucao de cordas césmicas [19]. Em nosso contexto, a bariogénesis é
particularmente interessante, ja que pode prosseguir de forma eficiente apenas longe
do equilibrio. E, como ja mencionado, a simulacao na rede da dinamica de campos
classicos constitui um método de escolha para a andlise de tais processos. De fato,
ela revelou-se 1til ao lancar luz sobre aspectos relativos a fase de pré-aquecimento
[20], que se presume que tenha ocorrido apés a inflagao [21]. (Para algumas ob-
servagoes de adverténcia sobre a confiabilidade dos resultados classicos obtidos em
redes nesse cendrio de pré-aquecimento para bariogénesis ver Ref. [22].) No mesmo
quadro dinamico e focando mais na questao da geragao da assimetria barionica do
universo, examinou-se um modelo Higgs [23] que leva em conta consideragdes sobre
violagao de carga-paridade, o que resultou que as equagoes de movimento para os
campos de calibre e de Higgs acabaram expressadas implicitamente.

Além disso, nossos resultados serao relevantes para a analise de processos lo-
cais de equilibragdo na matéria altamente excitada produzida no RHIC [1, 6] e,
em breve, no colisor LHC do CERN [24]. De fato, a caoticidade da dindmica de
calibre fornece um mecanismo natural para a producao de entropia por campos
de baixo momento, e seus modos mais instaveis contribuem dominantemente para
processos de equilibracao. Em particular, nossos resultados darao origem a novas
estimativas para a dependéncia de energia e acoplamento da taxa de amortecimento



de campo de calibre na presenca de matéria. Ademais, os expoentes de Liapunov
deveriam receber contribuicoes das instabilidades de plasma nao-abelianas que se
alega serem responsaveis por acelerar os processos de isotropizagao e termalizagao
no resultado de colisoes nucleares de alta energia [25] (ver também [26] para um re-
cente estudo numérico da dinamica de nao-equilibrio destas instabilidades na teoria
classica de calibre SU(3) (em 3+1 dimensoes) na rede, e para uma aplica¢ao da teo-
ria do condensado de vidros de cor em questoes relacionadas ao comportamento da
instabilidade de Weibel num glasma, ver [27]). Os modos instaveis subjacentes pode-
riam, em principio, ser isolados por técnicas numéricas similares as nossas. Como
em cenarios de inflagao cadtica, além disso, tais instabilidades tipicamente geram,
nao-perturbativamente, grandes nimeros de ocupagao, o que pode assim estender a
confiabilidade de nosso tratamento classico a acoplamentos maiores e temperaturas
mais baixas. Alguns de nossos resultados qualitativos podem ainda ser robustos o
suficiente para fornecer orientacao sobre o impacto de campos de quark elementares.

Apesar de que nosso foco principal serd a evolucao de campos randémicos, que
em muito diferem daqueles requeridos para descrever situacoes extremas como as
produzidas em colisoes nucleares ou durante a fase de reaquecimento do universo
primitivo, também estudaremos o impacto dos campos de Higgs na instabilidade
de um campo magnético constante. As técnicas empregadas podem mais tarde ser
aplicadas a campos coerentes mais complexos, incluindo solucoes classicas da teoria
de Yang-Mills-Higgs [28] e outras que nao apresentam contrapartes ¢bvias em teorias
de calibre [29]. Estudos deste tipo podem fornecer novos pontos de vista sobre as
teorias quanticas correspondentes. Aplicados a configuragoes de multi-monopdlos
da teoria de Yang-Mills-Higgs com um campo de Higgs na representacao adjunta,
cujas interagoes caéticas estudamos recentemente [30], eles podem, por exemplo,
ajudar a clarificar o papel de ensembles de monopodlos cadticos no desordenamento
do vacuo da teoria em presenca do referido campo.

A apresentacao da tese é organizada da seguinte maneira. No segundo capitulo e
a titulo introdutoério, nos dedicamos, inicialmente, ao estudo do caos dos campos de
Yang-Mills no limite de comprimento de onda longo, tendo como campo de provas
sistemas com dois e trés graus de liberdade. Na secao final, entretanto, introduzimos
a formulacao na rede da teoria que gerara a base para a simulagao numérica da
dinamica modelada pelo acoplamento a um campo de Higgs a ser discutida no
capitulo seguinte. Um recurso especialmente importante aqui nesta tese para se
caracterizar o caos, a nocao de expoente de Liapunov cléssico, é exposto no capitulo
2 de maneira formal a partir da aproximacao do espago tangente, e no capitulo
3, em sua especifica aplicacao a teorias de calibre na rede, dando énfase apenas
a determinacao do primeiro expoente. No terceiro capitulo, abordamos a questao
da dependéncia dos expoentes de Liapunov maximos em relacao a variacao dos



parametros que descrevem o comportamento, em regime de acoplamento fraco, do
modelo Higgs nao-abeliano utilizado, e a dos erros provenientes do tamanho finito
das redes empregadas e da limitagao do tempo de simulacao. Destacamos ainda no
capitulo 3 nossos resultados relativos ao limite do tempo assintético dos maiores
expoentes de Liapunov e que foram calculados por extrapolagao dos dados obtidos
para tempos mais curtos. Em seguida, no quarto capitulo, vamos fazer um rapido
estudo preparatério de um modelo que procura fazer a mimica da dinamica de um
sistema que interage com seu meio, o que no nosso contexto se configuraria numa
forma, ao menos em principio, de obter uma acao efetiva para os campos de Yang-
Mills ao se eliminar o campo de Higgs. Finalmente, apresentamos nossas conclusoes
no capitulo cinco, onde, ainda, futuras pesquisas sao sugeridas.



Capitulo 2

Dinamica cadtica em teorias classicas de calibre

A maioria dos sistemas que provém de teorias classicas de calibre nao-abelianas
apresenta comportamento cadtico em alguma regiao do seu espago de fases [13]. Por
si s6 isso nao é inesperado dado que o caos é muito mais a regra do que a excegao
nos sistemas dinamicos nao-lineares. Talvez ainda mais surpreendente, contudo, é
a crescente evidéncia para este comportamento cadtico — que, em sentido estrito, é
um fendmeno classico — ser de relevancia também para teorias quanticas de calibre.

Boa parte das indicacoes existentes acerca da caoticidade das teorias de cali-
bre nao-abelianas originam-se da aproximacao homogénea que negligencia todas as
variacoes espaciais dos campos. Embora esta reducao drastica da dinamica acesse
apenas uma pequena fragao do espago de fases, os poucos graus de liberdade re-
manescentes se revelaram suficientes para estabelecer regimes caodticos, primeiro
em teorias de Yang-Mills ordindrias [31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39| e, posteri-
ormente, em teorias de Yang-Mills-Higgs [40, 41] e em teorias nao-abelianas com
termo topoldgico de Chern-Simons [42]. Célculos extensos em redes da evolugao no
tempo subordinada as equacoes hiperbdlicas completas de Yang-mills subsequente-
mente mostraram que os campos de calibre espacialmente inomogéneos nao somente
também evoluem caoticamente como revelam ainda fenomenos mais complexos e
qualitativamente novos [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 43, 44, 45], os quais sao de inte-
resse fisico direto, por exemplo, em processos de nao-equilibrio [46].

Esse capitulo esta organizado da seguinte maneira: primeiro, conceitos basicos
da dinamica nao-linear e suas aplicacoes em dois modelos simples de interacoes nao-
abelianas sao estudados no contexto da aproximacao homogénea. Logo depois, a
dinamica hamiltoniana classica de uma teoria de calibre nao-abeliana definida numa
rede espacial é discutida: defini¢oes, vinculos e principais detalhes algoritmicos.
Finalmente, resultados numéricos sobre a divergéncia cadtica de configuracoes de
campo inicialmente proximas na rede e sua dependéncia na energia sao apresentados.
A idéia central deste capitulo é o de preparar para o estudo classico de uma teoria de
Yang-Mills-Higgs com um dubleto de Higgs na representacao fundamental de SU(2)



em uma rede espacial, o qual sera realizado no préximo capitulo desta tese.

2.1 Caos nas equacoes classicas de Yang-Mills para campos

espacialmente constantes

Nesta se¢ao vamos considerar o caso de uma teoria de Yang-Mills, invariante frente
ao grupo de calibre local SU(2), constituido por transformagoes da forma U[A] =
exp(iA*(z)7?), em que os 7%, a = 1,2,3 formam um conjunto gerador do grupo
de simetria subjacente e os A* indicam os parametros (reais) da transformagao
U, dependentes do ponto x no espaco-tempo. Em particular, a teoria de cam-
pos a ser considerada envolve um tripleto de campos vetoriais A} (b=0,1,2,3 =
indice de Lorentz) que assumem valores na algebra de Lie do grupo SU(2).* A agao
integral da teoria, responsavel pela dinamica do campo A,, é dada por

S = —% /d‘%c tr (F, F*), (2.1)

que ¢ a acao classica da teoria de Yang-Mills ordinaria em quatro dimensoes espago-
temporais. Nessa expressao foi introduzido o tensor F,, = F, 7, chamado de tensor
intensidade de campo, cujos campos componentes sao

Fo, = 0,A% — 0,A% + geabCAﬁ;Ag, (2.2)

onde g responde pela constante de acoplamento de calibre. Um aspecto importante
aqui é que o trago que aparece no integrando da expressao (2.1) é imprescindivel
para assegurar que a acao seja localmente invariante por SU(2), pois, para dado
A, F,, se transforma segundo a regra F,,, — UF),,U~!; consequentemente, trF? é
invariante, justamente devido a propriedade ciclica do traco.
Da condigao de estacionaridade de S resulta o sistema de equacoes para as com-
ponentes de A,,:**
(6“0, + g™ AD) Fre = 0. (2.3)

*Noutras palavras, o campo bésico A, pode ser decomposto em termos da base de SU(2), ou
seja, A, = Af,7%. Aproveitamos o momento para lembrar que, sendo {7%} base de SU(2), os 7’s
obedecem por definicao as relacoes de comutacao (caracteristicas das dlgebras de Lie ndo-abelianas

p G G G g

[T“, Tb] = ie“bCTC, onde € gdo as constantes estruturais do grupo. Para grupos compactos, entre
os quais inclui-se o grupo de calibre SU(2), as constantes de estrutura podem ser tomadas como
anti-simétricas em todos os trés indices.

**A estacionaridade da agao requer que 0.5 = 0 com respeito a variagdes arbitrarias de A, o que
é usualmente expresso escrevendo simplesmente a substituicao A, — A,, +dA,. Essa substituicdo

p p G m m m G

leva por sua vez a

Fuy — Fu, + D,6A, — D,6A,,

em que D, = 0, - —ig[A,,] é a derivada covariante de calibre. Vemos dai que a variagao de



Essas, por serem fortemente acopladas, sao extremamente complicadas para serem
soliveis analiticamente. No que se segue, tal como grande parte da literatura
131, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39] sobre o assunto, iremos fazer o exame da equagao
acima para o caso bastante restritivo em que os campos a serem considerados serao
tratados como sendo dependentes do tempo apenas. Embora nao seja necessario,
trabalharemos no chamado calibre de Weyl, definido pela condi¢ao A§ = 0.

Nessas circunstancias, as equagoes de campo (2.3) tornam-se

Af — P ASADAY + g APALAY = 0 (2.4)

i —

no caso particular em que v = 7. Essa equagcao é para ser suplementada pelo vinculo
(facilmente obtenivel a partir de (2.3) fazendo-se v = 0)

e AL AC = 0 ou equivalentemente  AYA¢ — A¢AY = 0. (2.5)

O vinculo obtido nada mais é que a lei de Gauss. Ela é de particular relevancia no
contexto de teorias do tipo Yang-Mills, especialmente no que concerne a quantizagao
dessas teorias. Tradicionalmente, a quantizacao tem recorrido sobretudo ao forma-
lismo candnico. Sabe-se, contudo, que essa abordagem enfrenta problemas antes
mesmo de considerar a quantizacao. Isto se deve ao fato de que o procedimento
padrao para obter a hamiltoniana a partir da lagrangeana falha para teorias de

primeira ordem ¢S torna-se igual a
55 = —2/d4xtr(F‘“’DH6A,,).

Ao determinar o resultado dado acima, exploramos a anti-simetria de F),, nos indices p e v. Agora,
a identidade
Dtr(F'6A,) = tr[(D,F"™)5A,] + tr(F* D,6A,)

tem o efeito imediato de permitir que a variagao de S seja escrita, a menos de um termo de

superficie, sob a forma

68 = 2/d4x tr[(D,F")5A,].

Como os 04, sdo de fato arbitrrios, a imposicao da condicao 4S5 = 0 implica as equagoes de
movimento D, F* =0, e daf a equagao (2.3) segue imediatamente.

fMuitos autores nao somente se dedicaram a busca de solucoes exatas destas equacdes como
também estudaram vérios aspectos da teoria de campos a que se refere a expressao (2.1) e suas
extensoes, incluindo modelos acoplados a escalares. Como resultados, foram descobertas solugoes
especiais que representam configuragoes de monopdlos magnéticos [47], vortices [48], dyons [49] e
instantons [50] (pode-se consultar também [51] para uma revisao detalhada sobre tais solugoes). Em
particular, os monopdlos advindos dos modelos auto-duais de super-Yang-Mills sao objetos de in-
teresse fisico, por estarem associados a diversos fend6menos, nomeadamente a liberdade assintética,
a quebra de simetria quiral e a condensagao, que parece ser essencial para um melhor entendimento

do mecanismo de confinamento dos quarks [52] (ver também [53]).



calibre. Ignorando o problema, a principio, pode-se construir uma hamiltoniana que
reproduz as equacoes de Yang-Mills, estando a lei de Gauss, ausente em tal sistema
— em seguida, desenvolve-se os calculos que nos permitem concluir que isto acontece
de fato com o caso aqui estudado (ver, por exemplo, [54] para uma discussao mais
recente sobre o assunto).

O procedimento para uma lagrangeana da forma

L= /d:‘xL[{AM};x], (2.6)

sendo L a densidade de lagrangeana do sistema, inicia-se com a defini¢ao do mo-
mento conjugado ao quadrivetor potencial A, através da férmula

i OL
il (X>_5A;;(x)' (2.7)

As equagoes dai resultantes sao entao resolvidas para as velocidades generalizadas e
em seguida uma hamiltoniana é construida por meio da transformacao de Legendre

H= /d3x I As — L. (2.8)

Com a agao (2.1) esse procedimento falha, pois os momentos resultam ser
1 SF®
1" (x) = —= [ dy FP"*—2 = —FO(x), 2.9
0= [y E s (x) 2:9)

de onde podemos tirar a equacao I1° = 0, que ndo pode ser resolvida para A. [A
este ponto, cabe-nos fazer uma observacao: o desaparecimento de IIY resultaria na
necessidade da nao-comutatividade de zero com Ag, o que seria demasiado estranho
considerar mesmo na mecanica quantica.] Ao derivar a expressao acima para os
momentos, escolhemos a normalizacao dos campos A de modo que a densidade de
lagrangeana passou a ser igual a —iFQ. Agora, ao se servir de II#, a hamiltoniana
é reduzida a )

1
H= /d3x <—§Hzn’m + L FaF - GaA8>, (2.10)

onde G, := O}, + gep°o A1, Feito isto, podemos calcular as equacoes canonicas
do movimento. Em particular, para o caso da hamiltoniana no calibre de Weyl,
chega-se a conclus@o de que as equagoes de Hamilton (poderiamos ter usado algum

principio variacional, a conclusao nao seria modificada)

0H . OH

Al(x) = ST () I1¢(x) = A (2.11)

reproduzem corretamente a parte dinamica das equacoes de Yang-Mills, i.e.,

Al(x) — [6°°0" + gen." A (x)] Fiy(x) = 0, (2.12)



mas nao a lei de Gauss G,(x) = 0; e assim, mostramos o que haviamos afirmado.
Cabe notar aqui que a expressao acima recai em (2.4) no limite quando as variagoes
espaciais dos campos A sao pouco apreciaveis.

Retomamos agora nosso estudo acerca da homogeneidade de campos de calibre
de Yang-Mills. As equacoes dinamicas para os campos espacialmente homogéneos,
como se apresentam em (2.4), ainda sao dificeis de serem resolvidas. Porém, con-
forme mostrado em [31], podemos ter nosso trabalho facilitado se, na andlise das

solugoes do sistema (2.4), considerarmos as fungoes simples
Aia = (1/9) Oiaqo(t)  (sem soma implicita sobre o indice repetido a),  (2.13)

em que os O’s sao constantes quaisquer, sujeitas as condigoes de ortonormalidade
0,00 = 045 Com efeito, satisfaz-se prontamente a equacao de vinculo e as equagoes
de campo dao lugar a (observe que ficamos entao com trés equagoes)

q.a + (QQ - Qaqa) Ga = 0 (214)
com a defini¢do ¢> = >, ¢uqs- Ademais, a fungao hamiltoniana do sistema (que

obviamente reproduz as equagoes de movimento acima) assume a seguinte forma:

9°H = % > o + i SN Gutatoe: (2.15)

a b#a
[Para maior clareza, daqui em diante usaremos as letras x, y e z para denotar,
respectivamente, qi, ¢o € g3.] Vemos entao que o sistema hamiltoniano assim obtido
possui trés graus de liberdade e uma constante de movimento conhecida, a energia;
isso ocorre porque o sistema em questao é autonomo.

Nosso problema resume-se agora a resolver o sistema de equacoes acopladas
que restou, o que — em principio — s6 pode ser realizado através do uso direto de
métodos numéricos, visto que nesse caso nao se conhece solucao em termos de funcoes
elementares. Tal dificuldade em se achar uma solucao exata para esse problema esté
relacionada ao fato de que nao ha nenhuma constante de movimento a excecao de
H (ver [55] para uma discussao mais detalhada). Naturalmente isso sinaliza para
a possibilidade de o sistema em estudo possuir o potencial para o caos. A fim
de investigar com mais cuidado esta questao, teremos que recorrer as chamadas
técnicas de sistemas dindmicos. Para o caso em maos, favorecemos® o emprego
dos expoentes de Liapunov para quantificar o caos. Apds uma breve e informal
introducao aos conceitos subjacentes, calcularemos o maior destes expoentes para
diferentes solugoes das equacoes acopladas que restaram.

$Talvez a ferramenta de uso mais frequente na andlise de sistemas dindmicos seja a secio de
Poincaré. Essa técnica reduz o espago de fases por uma dimensao, considerando-se a intersecao da
trajetoria de fase com alguma superficie fixa, tipicamente tomada como sendo um plano. As se¢oes
sao especialmente 1teis quando a dinamica do sistema se desenvolve num espaco com dimensao nao

superior a trés, visto que nesse caso os pontos de intersegao caem sobre uma curva unidimensional



2.1.1 Determinacao do expoente de Liapunov maximo

Lembramos que o expoente de Liapunov constitui uma quantidade para caracterizar
a taxa de divergéncia ou convergéncia exponencial no tempo de trajetorias vizinhas e,
portanto, pode ser usado para diferenciar entre comportamento caético e periddico.
Informalmente, vamos considerar neste primeiro momento duas trajetérias dife-
rentes, iniciadas por pontos préximos Xy e xg + 0xg (proximos o bastante, de tal
forma que dentro de algum erro experimental eles possam ser considerados como
sendo 0 mesmo ponto, i.e., ||0xq|| = € para algum € < 1, onde ||-|| denota a norma
com respeito a uma métrica riemanianna). A suposigdo de crescimento ou decai-
mento exponencial da separagio entre duas condigoes implica em ||6x,|| ~ e ||dxo]|,
apos o transcurso de um tempo 7, onde A é chamado de expoente (caracteristico) de
Liapunov. Para valores suficientemente grandes de 7, isto fornece uma aproximagao

para o maximo expoente de Liapunov A,.., de modo que

Amax =~ lim  lim llogM. (2.16)
T—00 ||6x0[|—0 T || 00|

Um valor positivo para .. significa que as trajetorias iniciadas em xq e x¢ + 0xq
passam a praticamente nao ter correlacao alguma entre elas — no vocabuléario da
matematica, diz-se que elas se separam em média exponencialmente — e, assim, Xq
tem uma dependéncia sensivel as condigoes iniciais, um sinal de caos. Consequente-
mente, o maior expoente de Liapunov positivo se mostra particularmente 1til na
caracterizacao do grau de caoticidade de um sistema. [O leitor pode referir-se a [57]
para uma revisao mais aprofundada do tema.]

Embora a féormula derivada acima seja conceitualmente transparente, ela nao se
presta a implementagao numérica direta, uma vez que num sistema caotico, qual-
quer desvio inicial dx(, nao importa quao pequeno, eventualmente vai resultar num
nimero grande demais para ser representado por um nimero ordindrio num com-
putador. Devido a esse fato, faz-se necessaria uma abordagem numeérica mais indi-
reta. Daqui em diante, vamos nos concentrar no estudo e na aplicacao do método
da matriz Jacobiana, que faz uso do espago tangente a uma trajetéria observada.

para trajetérias nao cadticas, mas encontram-se espalhados por toda a segao para trajetérias
cadticas. Infelizmente, o sistema que consideramos tem graus de liberdade demais para que as
secoes sejam vantajosas. Outros indicadores qualitativos incluem espectro de poténcias e atrator
estranho (ou cadtico). Os espectros de poténcias para trajetérias regulares contém um ndmero
finito de frequéncias discretas, ao passo que seus contrapartes cadticos sao continuos. O grande
inconveniente desta técnica é o fato da mesma nao poder discriminar de maneira inambigua entre
comportamento cadtico e randomico; e por isso evitamos seu uso. Ja os atratores estranhos, os
quais envolvem, tipicamente, trajetorias atraidas assintoticamente a uma estrutura fractal, sao
ferramentas poderosas para explorar o caos, mas tém aplicacao limitada aos sistemas dissipativos
[56].
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Uma generalizagao deste método para o calculo do espectro completo dos expoentes
de Liapunov foi desenvolvida nas Refs. [58, 59]. Nossa discussao segue em especial
o exposto na Ref. [60]; outras referéncias uteis incluem [56, 61, 62].

O método geral procede como se segue: primeiramente fixamos uma trajetéria
x(t), que pode ser entendida como sendo uma solugao de um certo sistema dindmico

autonomo nao-linear:
(1) = £(x(t)) (2.17)

definido num espago de fases n-dimensional (x e f sdo vetores coluna n-dimensionais).
Sob as condigoes iniciais x(t =0) = xg, a Eq. (2.17) leva a uma curva solucao
x(t) = ®(t,x0) (a qual satisfaz xo = ®(0,%¢)). [Referimo-nos a ® como o con-
junto de todas as possiveis curvas solugoes de (2.17).] Em seguida, consideramos a
segunda trajetoria como uma perturbagao em relagao a primeira, escrevendo-a na
forma x(t) + 6x(t), com 0x(t) pequeno. Essa segunda trajetéria ¢, entao, determi-
nada pelo deslocamento inicial 6x(0). Se agora substituirmos x(¢) = x(t) + 0x(t)
dentro das equagoes (2.17) e desenvolvermos 0x em série, obtemos a distancia entre
as duas trajetorias:

0% = f(x + 0x) — £(x) = Dyf - 5x + O(||ox]|), (2.18)

que contém a matriz Jacobiana n x n de f, (Dxf); = Jf;/0z,. Cabe salientar
aqui que os argumentos desta matriz devem ser avaliados ao longo da trajetéria de
referéncia. A fim de tornar mais clara a equacao acima, introduzimos & como um
elemento do espago tangente a x [i.e., &(t) = limysx(o)—0 0%(t)/[|0x(0)]|], e definimos
J(t) = Dyf(®(t,%x9)) para ser a matriz de derivadas parciais de f em ®. Note
que a funcdo J(t) pode ser computada explicitamente a partir do conhecimento das
equagoes originais. Entdo, reescrevemos (2.18) como (desde que dx seja pequeno o
suficiente para a contribuicio de O(6x?) ser insignificante)

&= Jur, i=1,....n, (2.19)

em que se subentende a soma sobre o indice repetido k. Este conjunto de equacoes
lineares nao-autonomas é referido como o sistema variacional correspondente a solu-
cao da Eq. (2.17) sob dados iniciais xo; ele propaga pequenas variagoes tangentes a
trajetéria no tempo 0 a pequenas variagoes tangentes a trajetoria no tempo ¢. Ele
também é nossa equacao de fluxo para determinar o maximo expoente de Liapunov
(denotado por ora por Apax). Em termos do vetor £, a Eq. (2.16) para Ap.x toma a

forma transparente

Muas(50,€0) ~ Jm x(1)  onde x(1) = S log &) (220)

Em geral, o vetor inicial &, é escolhido aleatoriamente, de maneira que nao tera
uma orientagao pré-definida no espago tangente. Espera-se, portanto, que para um
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vetor &, escolhido aleatoriamente, a Eq. (2.20) leve ao maior expoente [61]. Se
este expoente for apto a ser positivo, entao temos uma forte indicacao de dinamica
caotica.

O célculo numérico do expoente de Liapunov de maior valor, com base na
Eq. (2.20), requer, entretanto, alguma precaugao adicional, visto que a norma ||&(t)||
crescerda muito rapidamente com o tempo, produzindo erros numéricos que inviabi-
lizarao o calculo pretendido. Uma maneira direta de contornar a dificuldade em

questao é reescrever o logaritmo requerido apés n passos de tempo como uma soma

log ||&(tn Zl ”!f 3 (2.21)

Se utilizarmos passos uniformes (¢, = nAt) para avangar o vetor £ (através de
(2.19)) e fizermos a escolha de normalizar este vetor (para que tenha comprimento
unitario) depois de cada passo, bem como de normalizar o vetor inicial &, entao,
por conta da Eq. (2.21), trazemos a expressao (2.20) a forma

n

N (0, €0) % T © 3 (loga) /At o = (1) (222)
=1

Com isto encerra-se a discussao acerca de como estimar o maior expoente de Lia-
punov a partir de equagoes diferenciais. A seguir, passamos a descricao de nossos
resultados numéricos.

Nosso objetivo era investigar caos no sistema com fun¢ao hamiltoniana (2.15)
através do uso da analise numérica do maximo expoente de Liapunov. Para tanto,
é preciso resolver numericamente o sistema (2.14) conjuntamente com o correspon-
dente sistema variacional (obtenivel substituindo-se x + k, y + 1 e z +  para dentro
de (2.14))

—(* + 2k —2x(yn + 20), = —(2® + 2*)n — 2y(zk + 2(),
(= (2% +y°)¢ — 2z(zk + yn). (2.23)

Nas simulagoes aqui apresentadas, optou-se por utilizar como algoritmo de inte-
gragao o Runge-Kutta de quarta ordem com passo constante (uma introdugao curta
do algoritmo usado neste relatério é dada na Ref. [63]). Como forma de minimizar os
erros de arredondamento, utilizamos a precisao dupla na implementacgao dos calculos
envolvidos na resolucao das equagoes (2.14) e (2.23). Estas equagoes e a metodologia
acima descrita para obter o expoente dominante foram codificadas em computador,
em linguagem Fortran. Para as condigoes iniciais que vao em companhia de (2.14),
seguimos [39] e pusemos z =y = 2z = 0, * = 2F}, y* = 2E, e % = 2F3 para dados
valores dos E’s, enquanto que, para aquelas que acompanham a (2.23), tomamos
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€(0) = 1, onde assumimos a medida de proximidade como sendo a distancia eu-
clideana, de forma que €2 = k2 + 02 + C + &2+ 9% + 2. [A este ponto, cabe-nos
mencionar que embora a magnitude do expoente dependa da métrica particular usa-
da, os sinais dos expoentes sao uma propriedade do sistema dinamico e nao estao
sob a influéncia de nenhuma estrutura métrica subjacente.] Como uma verificagao
da validez do cddigo, a energia total foi conservada dentro da tolerancia de 1%.

Os resultados por nds obtidos para x como uma fungao de t numa escala logaritmi-
ca dupla sao relatados na Fig. 2.1 para sete condigoes iniciais tipicas. Nossos calculos
foram feitos na superficie de energia ' = E;+ F>+ F3 = 0.15. Naquela figura, todas
as curvas dao valores limitrofes positivos para o maximo expoente (fato que eviden-
cia a presenga de caos no sistema em discussao), os quais consideramos, no entanto,
nao serem todos exatamente iguais, dentro dos limites da exatidao numérica. Esse
quadro geral corrobora a proposicao que se expoe para sistemas contendo mais do
que dois graus de liberdade, na qual se institui a possibilidade de se encontrar mais
de duas regioes na superficie de energia com um grau diferente de estocasticidade
(ver, por exemplo, as Refs. [64, 65]). Também investigamos o caso particular em
que z(0) = y(0) = 2(0) = 0.05 e encontramos que x decai com 1/¢, apontando para
um valor consistente com zero para An... Este resultado condiz com o esperado,
pois neste caso o problema torna-se unidimensional, a saber # + 223 = 0, que possui
solucao na forma de funcoes elipticas de Jacobi. Gostariamos de acrescentar que os
resultados até agora encontrados comparam-se favoravelmente com aqueles publica-
dos na Ref. [39], que foram obtidos através do uso de um método de integragao bem
diferente do empregado por nés.

Julgamos de interesse verificar a estabilidade dos resultados com respeito a mu-
dancas no passo de integracao. Para esse fim, selecionamos, dentre os sete casos
relatados previamente na Fig. 2.1, o relacionado a curva 5. Na Fig. 2.2, quatro cur-
vas para x sao apresentadas, correspondendo a quatro passos diferentes e as mesmas
condigoes iniciais da curva 5; os passos sdao 5 x 1075, 2.5 x 107>, 5 x 107° (curva 5)
e 10~*. Conforme se observa nessa figura, até o tempo 10°, o acordo entre as curvas
¢é bastante bom, isto é, todas as quatro curvas parecem tender a um unico valor.

Finalizamos nosso breve estudo numérico examinando a dependéncia em £(0).
Realizamos simulagoes numéricas para diversos valores de £(0) (com &% = 1), concen-
trando-nos mais uma vez no particular caso da curva 5. Os resultados que obtivemos
destas simulagoes mostram claramente que, para todas as situagoes consideradas, x
atinge aproximadamente o valor 0.23 logo que t alcanga 10° (ver Fig. 2.3), indicando
que o expoente M. que dai resulta é um invariante, isto é, é independente da
escolha do deslocamento inicial £(0); em outras palavras, o nimero Ay, caracteriza
a trajetéria de referéncia — no sentido de que todas as trajetérias proximas separam-

se dela como ermaxt,
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Em sintese, nesta primeira secao do presente capitulo pretendeu-se discutir so-
bretudo o comportamento cadtico das equagoes classicas de Yang-Mills no ambito
da aproximacao homogénea, através da andlise do maximo expoente de Liapunov.
Pensamos que o estudo aqui exposto terd alguma utilidade direta na proxima segao,

onde vamos investigar o mesmo caso mas acrescido do termo de Higgs.

2.2 Caos na dinamica de Yang-Mills classica e sua elimi-

nacao pelos escalares de Higgs

Estudos da estrutura de fase em teorias de calibre com campos escalares e em regime
de acoplamento fraco indicam que as fases de Higgs e confinante sao estritamente
distintas [66]. O raciocinio geral é de que a fase confinante é uma fase desorde-
nada e a fase de Higgs é ordenada. Esse é um fenomeno importante e que ocupa
um lugar central em teorias de calibre. Conformemente, a distingao entre sistemas
dinamicos contendo e nao contendo um nuimero suficiente de constantes de movi-
mento independentes é de interesse primdrio, tanto do ponto de vista fisico como
matematico-numérico. Até este ponto discutimos um exemplo de caos determinista
no regime da aproximagao homogeénea para a teoria de Yang-Mills pura no calibre
temporal. Vamos agora considerar um modelo nao-abeliano que tem em conta a
presenca de um campo escalar complexo acoplado aos campos de calibre vetori-
ais. Este, por sua vez, constitui um exemplo 1util para ilustrar os mecanismos de
quebra de simetria eletrofraca e geracao de massa. Suporta também configuragoes
topoldgicas tipo monopdlo magnético. O ponto-chave aqui é que ao inserir o novo
campo verifica-se que existe um valor critico da energia acima do qual o sistema
experimenta uma transi¢ao ordem-caos. Comecamos introduzindo um dubleto com-
plexo de campos escalares ¢ = (¢, QSQ)T e adicionando ao problema prévio termos
para interacao e propagacao destes campos, de forma que a densidade da hamilto-
niana no calibre A} = 0 (que ¢ a fixacao de calibre anteriormente usada) pode ser
escrita como
H= LB 4 B B4 di f T —0?)?

=g +§ "B +¢'¢ + (Do) (Di¢)+/\(¢ ¢—U) ; (2.24)

com as intensidades dos campos elétrico e magnético

ErM = FMe BF = e YO (2.25)
e se lé a derivada covariante na representacao fundamental como
Dip = (V; —igtA; - 3)o. (2.26)

Aqui A é o parametro de auto-interacao e v esta relacionado ao valor esperado
no vécuo do campo escalar complexo. Da expressdo (2.24), vemos que qualquer
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configuracao de campo que tenha os valores dos potenciais A; colocados a zero e ¢
constante e de comprimento igual a v minimizaréd a energia e, por conseguinte, pode
ser tomada como sendo o vacuo. Dai se segue que o vacuo pode vir a ser dado por
A = () e ¢¥¢ = (0,v)", sem perda de generalidade.

Para nossa anélise, consideram-se os seguintes valores de componentes [40]:
1 J1 + .
L B (2.27)
V2 \V20+ x —ids

Ao se fazer a reducao advinda da hipdtese de homogeneidade espacial dos po-

tenciais e das componentes do campo escalar, a Eq. (2.24) é reduzida a

1ioia 1 1
H =S ALAT + 5 (Ji+X°) + 7 9 [(AFAD)" — (A7 AR)°]
1 1
TR0t (AAD [T+ (V2o + X)) + AL+ (V2o 30 - 207 (2.28)

e as trés equacgoes de vinculo escrevem-se:
v
V2

Esta é simplesmente a generalizacdo correspondente da equagao (2.5). Cabe aqui

. . 1 . .
e A A — — J, — 3 (xJa — JuX — €Iy J.) = 0. (2.29)

uma observagao técnica: o primeiro e o terceiro termos da equagao (2.28) correspon-
dem a fungao hamiltoniana (2.15), fazendo uso da Eq. (2.13).

Pretende-se agora, por simplicidade, fazer um exame do caso bidimensional em
que o campo escalar coincide com o seu valor esperado no vécuo (i.e., exigindo que
x = J, =0). Com isto, e fazendo-se uso do ansatz ja mencionado na equagao (2.13),
cumpre-se a restricao dada em (2.29) e se obtém a seguinte fun¢ao hamiltoniana
autonoma a duas componentes:

¢*H = 1:'62 + 1y2 + 1:62;1/2 + 1g2v2 (® + 7). (2.30)

2 2 2 4

Neste caso, tal qual no modelo da se¢ao anterior, adotou-se as variaveis x e y como
variaveis de estado. As propriedades dinamicas dessa (nova) hamiltoniana sao con-
troladas por um tinico parametro m = g?v*/H, fato este que pode ser verificado por
meio de uma transformacao de escala das amplitudes + — o'z, y — oty e da
variavel tempo t — at com o = gv. Para m = 0 temos o caso da versao mecanica da
teoria de Yang-Mills — que é praticamente dominado pelo caos. Poderiamos entao
conjecturar que o caos poderia vir a ser significativamente diminuido ou até mesmo
anulado, caso o parametro 7w assuma valores positivos elevados. Mas para confirmar
isto, deve-se recorrer aos métodos da dinamica nao-linear. Um método explicito
para estudar caos em sistemas dinamicos de poucos graus de liberdade é o de deter-
minar seu mapa de Poincaré. A esse respeito, ha, na sequéncia, uma visao geral do
método e se apresentam alguns resultados numéricos computacionais obtidos através
da aplicacao do referido método ao sistema hamiltoniano (2.30).
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2.2.1 Analise de secao de Poincaré classica

A partir do dito acima é portanto de nosso interesse estabelecer se um determinado
sistema dinamico ¢ integravel ou nao. Para um sistema conservativo com dois graus
de liberdade, caracterizado por uma hamiltoniana independente do tempo, podemos
efetuar uma verificacao numérica, construindo uma superficie de secao de Poincaré.
Esse sistema é autonomo e a hamiltoniana é, entao, uma integral primeira para o
sistema. Sob as hipdteses dadas, pode-se escrever a funcao hamiltoniana da seguinte

forma
H(p:t:pyamay> = Ea (231)

onde a energia total do sistema, £, ¢ uma constante, e p, e p, sao os momentos
lineares associados as coordenadas x e y. Em consequéncia desse condicionante,
se restringirmos as condicoes iniciais a um valor da energia, havera entao somente
trés coordenadas independentes restantes. Segue-se que as trajetérias acham-se
confinadas a uma superficie de energia tridimensional no espago de fases. Indo
mais além, se a Eq. (2.31) pode ser solucionada para p,, pode ser escrita da forma
Py = Py(Pz, z,y, E). Agora, além da energia total, vamos dar uma segunda integral

de movimento
I2<px7pyax7y) = Cy, (232)

com ¢y constante. Assim, podemos dizer que ai se produz também uma superficie
tridimensional no espago de fases quadridimensional. Além disso, se nos forem
dadas as condigoes iniciais, E e ¢y serao fixos e a orbita correspondente ficara
restrita a intersecao das superficies definidas pelas Eqgs. (2.31) e (2.32), isto é, a
uma superficie bidimensional no espaco de fases. Por exemplo: se combinarmos as
Egs. (2.31) e (2.32), poderemos entdo escrever o momentum p, como uma fungao
das duas coordenadas z e y: p, = py(x,y, E, c2). Escolhendo, por exemplo, z = 0,
a drbita coloca-se sobre uma curva unidimensional no plano (y, p,); nesse caso, diz-
se que o movimento é ordenado e que o sistema descrito pela hamiltoniana H é
integravel na energia F. [Por definigdo, um sistema dinamico de dimensao 2n é dito
integravel quando existem n fungoes dinamicas independentes que sao constantes do
movimento. |

De modo geral, nao poderemos identificar uma segunda integral de movimento
como I,. Pensariamos entao em trajetorias como curvas em movimento ao longo do
espaco tridimensional. Uma vez que o espaco tridimensional ainda é dificil de ser vi-
sualizado, surge a tentagao de se encontrar uma forma melhor para se representarem
as solucoes. Aqui usamos o conceito de secao de Poincaré para contornar essa
situacao. A idéia basica é a seguinte: em vez de observarmos trajetorias continuas
complicadas em trés dimensoes, nos concentraremos num subespago bidimensional

da superficie de energia constante, denominada superficie de secao, escolhida de
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maneira tal que a intersecao das trajetérias se dé transversalmente. Depois de se
escolher a se¢ao, marcaremos os sucessivos pontos de intersecao das trajetorias com
essa superficie, visualizando o movimento como uma mapa ponto a ponto na prépria
secao. Uma abordagem simplista ao cdlculo numérico de um mapa de Poincaré en-
volveria a integracao passo a passo das equagoes de conservagao,

&= -0U/0xz, i = —0U/0y, (2.33)

onde U é a funcao energia potencial, e um teste das mudancas de sinal de um
determinado componente, digamos x, quando o plano x = 0 é utilizado como secao
de Poincaré. Entretanto, para se localizarem os pontos de interse¢ao da orbita com
o plano citado, é preciso usar um esquema de interpolacao, que funciona ajustando-
se curvas polinomiais aos dados da érbita com sinais opostos de x. Vale ressaltar
que para que o método da secao de Poincaré possa ser confidvel é necessario que as
trajetorias iniciadas na segao retornem infinitamente muitas vezes a ela, de modo a
assegurar que o dominio e a imagem do mapa sao a secao completa. Mais geralmente,
exige-se que toda trajetoria intercepte a secao, o que garante que toda trajetéria do
fluxo serd representada como uma trajetéria do mapa.

Para ilustrar essa idéia de observar em certos instantes de tempo trajetérias de
um sistema dinamico desenvolvemos um programa computacional para integrar as
equacoes de Hamilton da teoria,¥ via método de Runge-Kutta de ordem quatro,
para um valor especificado de energia total e precisar os pontos de intersecao da
trajetoria no espago de estados com o plano (y,y) para x = 0 e £ > 0 — em outras
palavras, noés sé consideramos intersecoes com = = 0 na direcao positiva. Seguimos
aqui o procedimento usual, a saber: primeiro reduzimos a ordem do sistema com
a escolha de um valor particular para £ e o usamos para eliminar a coordenada
Z, e depois definimos a superficie de secao por: x = 0, © > 0. As coordenadas
na secao serao y e y; e esses dois numeros definem um ponto inicial para uma
trajetéria: x é dado pela relacao da superficie de secao e & pela integral da energia:
i = (2E — §* — 14*)"/2, onde escolhemos a raiz positiva. Uma vez conhecidas as
condicoes prévias do movimento pode-se obter trajetérias numéricas para o sistema
de equagoes dado e os resultados desses calculos sao usados para se construir uma
secao de Poincaré correspondente a uma energia bem definida. Vista através da
secao, uma trajetoria que se inicia na regiao de movimento regular, corresponde a
um numero finito de pontos ou um ciclo, enquanto que se se partir da regiao de

dinamica cadtica, obter-se-4 uma nuvem de pontos sem nenhuma estrutura. Neste

TEstas equacoes resultam num sistema de primeira ordem que se escreve

T =Pz, Y=DPy pm:_%x(1+2y2)a Py:—%y(1+2x2).
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ultimo caso, presume-se, normalmente, que o sistema é nao-integravel, e nao ha mais
uma quantidade conservada cs.

Vamos entao aos resultados na Fig. 2.4 que contém secoes de Poincaré corres-
pondentes a varias condigoes iniciais do sistema sob andlise. Para o menor valor de
energia por nds considerado, F = 0.0517, o sistema (2.30) exibe um espaco de fases
bastante regular, organizado em toros bidimensionais, configurando uma situacao
que sugere fortemente a existéncia de outra integral de movimento além da propria
hamiltoniana. Mudando agora o valor de E para um valor mais alto — como, por
exemplo: F = 0.521 — temos uma situacao intermedidria em que regioes regulares sao
circundadas por uma regiao cadtica. Este achado desfaz a nossa primeira impressao
de que o sistema poderia ser integravel. Ja ao considerar-se um valor ainda mais alto
para a energia (E = 8.93), a regiao acessivel toda é tomada por trajetorias cadticas
(aqui, os pontos sao interse¢oes de apenas uma trajetéria). Esses resultados indicam
que, possivelmente, o sistema passa por uma transicdo ordem-caos; assume-se que
o limiar dessa mudanca de fase serd atingido quando E = 1.67 [40] — condigao que
nao coloca em risco a nossa presente analise. Além disso, de uma maneira geral, o
comportamento deste sistema a priori se amolda ao tipo descrito no teorema KAM
[61].

Ainda consideramos interessante avaliar a caoticidade do sistema pelo calculo do
expoente de Liapunov positivo maximo conforme a técnica anteriormente apresen-
tada na Sec. 2.1.1. No caso em que as condic¢oes iniciais escolhidas correspondiam a
energia igual a £ = 0.0517 o expoente de Liapunov se anula, como é de se esperar
para regioes regulares. Para o caso em que as condicoes iniciais escolhidas corres-
pondiam a energia igual a £ = 0.521 o espaco de fases é dividido em duas regioes:
uma regiao cadtica apresentando um expoente de Liapunov pequeno mas positivo,
com valor aproximado de 0.0757 e a outra, um expoente nulo. Por fim, obtivemos
para o expoente de Liapunov dominante, aproximadamente, o valor de 0.604, e cor-
responde a condicao inicial £ = 8.93. Vale a pena ressaltar aqui um ponto: o valor
do maior expoente positivo por nés obtido na energia £ = 1000 foi de 2.11, que é um
pouco inferior em relac¢ao ao citado na literatura [67] para solu¢oes de monopdlo da
teoria, o qual fica em torno de 2.67; e ademais: nosso valor calculado ¢ maior que o
valor de 1.37 do sistema de Lorenz [59], que pode ser considerado como um sistema
cadtico tipico; supde-se entdo que o sistema aqui estudado (ou similar) apresente
comportamento fortemente nao-linear.

Resumidamente, nesta secdo observou-se uma transicao ordem-caos num sis-
tema espacialmente uniforme de dois graus de liberdade com campos escalares e de
Yang-Mills. Fizemos uso de solu¢oes numéricas para a andlise do problema, possi-
bilitando assim o emprego de se¢oes de Poincaré e o calculo do maior expoente de
Liapunov. Alguns dos resultados que obtivemos ja sao conhecidos da literatura: em

18



tais casos, ha concordancia com nossas observacoes. De forma geral, tiramos como
consequéncia logica que o carater cadtico torna-se maior a medida que aumenta-
mos a energia total do sistema. Mostramos também que a introducao do campo
escalar estabiliza a dinamica cadtica dos campos de calibre e conduz ao apareci-
mento da transi¢ao ordem-caos. Deve-se observar que o tipo de transi¢ao que aqui
se determinou ocorre em outras situagoes em que se leva em conta os graus de
liberdade espaciais (ver, por exemplo, as Refs. [68, 69]). Embora sejam relevantes,
por exemplo, para o entendimento da estabilidade de configuracoes de monopdlos,
essas situagoes mostram-se, ainda, limitadas por exigirem a imposicao de vinculos
de simetria; por isto, um estudo mais abrangente foi realizado por varios autores,
valendo-se das teorias de campos formuladas em redes. Uma revisao de estudos
de caos em teorias de calibre na rede pode ser encontrada em [13]. Faremos, em
seguida, uma analise pormenorizada do exemplo mais simples de teoria de calibre

na rede: o campo eletromagnético nao-abeliano.

2.3 Caos na teoria de calibre pura na rede

Na presente secao, vamos reunir o corpo de conhecimento necessario para iniciar o
estudo em teorias de calibre do tipo Yang-Mills, com simetria de calibre local SU(2),
em redes a 341 dimensoes, o que permite que a etapa subsequente, a simulagao,
possa considerar as possibilidades de ocorréncia de caos deterministico. Para nossos
propoésitos aqui, introduzimos a hamiltoniana com grupo de calibre SU(2) numa rede

cibica como [70, 71] (no calibre em que Ag = 0)

H=a xz 1B B2+ g;ia Z Z (1—1trU,4) . (2.34)

Tz 1<i<j<3

Nessa expressao, g é a constante de acoplamento e a denota o espacamento de rede.
Us,i; sao os elementos fundamentais, normalmente referidos como os operadores de

plaqueta, das teorias de calibre em redes, construidos a partir das varidveis U, ;,
Us,i = exp(—igaAS ,;m), (2.35)

definidas nas ligagOes entre os vértices da rede, com o entendimento de que x,1
corresponde a uma ligacao ao longo de uma direcao positiva ¢ partindo do vértice
x. Os objetos 7 = ¢%/2, a = 1,2,3, em que o sao as matrizes de Pauli, sao

a
T,

os geradores hermiteanos do grupo de transformagcoes e A% . sdo os potenciais que
descrevem o campo calibrante. E?, denotam os campos elétricos. Para completar
a cena dada ¢ preciso ainda explicitar a natureza dos operadores de plaqueta U, ;;.

Ocorre que um tal operador é definido formalmente como um circuito ordenado de
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U’s do tipo:
Ux,ij = U;t,i Ua:+i7j Ua;lj,z‘ Ug;; (2-36)
comi,j =1,2,3 et # j. Combinando as exponenciais que ai aparecem por meio do

uso da relacao de Baker-Campbell-Hausdorft
exp(gA) exp(gB) = exp{g (A+ B) + 1¢*[A, B] + --- }, (2.37)
o resultado que se obtém é
Upij = exp(—igaQFmvij + e ), (2.38)

em que F} ;; € o tensor intensidade de campo

1
Fx,ij = a (Az-i—i,j - Ax,j - Aa:+j,i + Ax,z) - Zg [Ax,ia Ax,j] ) Ax,i = A;,ﬂ'a- (239)

Tomando agora o limite em que a — 0, é imediato obter, a partir de (2.38), que

trU,,;i; = trly — %gza4trF2

Z,iJ

+ 0(a%), (2.40)

sendo 1, a matriz identidade de dimensao 2. Ao determinar este resultado, usamos
o fato de que trF,;; = 0. Com a equagao (2.40) em maos, a soma sobre plaquetas

que aparece em (2.34) pode por sua vez ser expressa como
Zp = Z Z (1 - 3teUs) = g*a’ Z StrFZ (2.41)
r 1<i<j<3 T

em virtude da anti-simetria de F} ;;. Isto conduz finalmente a

4 3
g > iEE, (2.42)
g v
quando se d4 conta do fato de que tr(77%) = %éab . Esse ultimo resultado evidencia

que o que acabamos de expor recupera a contribuicao do termo cléssico de energia
potencial no limite do continuo, como esperado.

Para assistir o desenvolvimento da teoria mais adiante, é conveniente represen-
0

—
Y

tarmos cada elemento de SU(2) por um quarténion u* = (u’, @)

0_ ;.3 2 _ 1

oL (W=t —u —u
U=u’—ic-i= ’ , (2.43)

u? —iut,  u® +aud

em que os u, p = 0,1,2,3 sao nimeros reais para os quais deve valer a relagao
det U = v®u’+uu® = 1 (esta corresponde a superficie de uma esfera unitaria tetradi-
mensional, que é compacta; assim, o grupo SU(2) é compacto), e identificarmos o
produto de duas matrizes SU(2) como multiplicacao de dois quarténions:

U(u) U(v) = u®0° — u*v® —io® (uv® 4+ 0"u® + e*u’v%) | (2.44)
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em que foi usado o fato de que o%® = 6% 4 i€?“o¢, sendo € o simbolo completa-
mente anti-simétrico em trés dimensoes. Nessa representacao, a operacao de trago
tr(ic?Q), para qualquer quarténion Q = (¢°, ), leva ao valor 2¢%, e é desnecessério
determinar a parte real ¢°, o que é claramente um resultado de importancia pratica
consideravel para calculos. Ainda dentro desse mesmo contexto, além da repre-
sentagao que acaba de ser mencionada, cabe citar aqui outra parametrizacao de
SU(2), e que é também de uso frequente, especificada em termos de uma rotacao de

um angulo wg em torno de uma direcao n como
U = exp(—it A%*) = cos(iwe) — isin(3we)d - 1, (2.45)

com A% = wgh®, wl = AA% 1% = (sindg cos pg, sin Yg sin g, cosVg), 0 < wg <
2, 0 < 9 < me 0 < g < 2m. Nesta tltima expressao, o indice x,4 foi omitido
de forma a evitar complicagdes técnicas desnecessarias. [Cabe-nos, aqui, fazer um
comentario: vé-se, do exposto acima, que o quarténion esta relacionado com A® pelas
relagoes u® = cos(wg/2) e u® = R%sin(wg/2), para as quais é imediato verificar a
validade da rela¢ao det U = 1, por causa de |n| = 1.]

Neste ponto de nossa discussao, vale a pena observar que a hamiltoniana dada
em (2.34) tem a propriedade de ser invariante de escala. Para nos convencermos
disto basta fazer uso das varidveis adimensionais H = ¢g°Ha e E%; = gE%.a, em
termos das quais a hamiltoniana de interesse pode portanto ser levada para a forma

H=> 1E4ES,+4) Y (1-1italU), (2.46)

Tz 1<i<j<3

que revela o fato de que a hamiltoniana do sistema fisico considerado tem como
tnico parametro a energia H, enquanto o espacamento da rede e a constante de
acoplamento nao sao exibidas explicitamente.

Agora nos voltamos ao calculo das equagoes de movimento classicas para a teo-
ria em questao. Para isso sera considerado o formalismo canonico da fisica classica,
segundo o qual a dependéncia temporal relativa a uma quantidade genérica X cor-
responde & que ¢é prescrita pela equagao de movimento de primeira ordem (particu-
larizando para H)

b
g

em que ¢t = t/a é entendido como sendo a varidvel independente apropriada no

(2.47)

cl.’

calculo da derivada. Na expressao acima, o comutador [X H ] .. designa o paréntese
de Poisson classico de X e H, definido da forma usual como

. X OH 090X 0H
(X, H| o= g—qs g—ps - g_ps g—qs (com soma sobre o indice s), (2.48)
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sendo que {gs,ps} correspondem a pares de varidveis canonicamente conjugadas.
Aplicando-se, agora, a prescrigao geral (2.47) ao caso da varidvel de ligagao, vem
que

U =iEU, E, =E! (2.49)
Nesta ultima forma foi usada a abreviatura | = {z,i}. A sua obtencao pode ser
verificada imediatamente notando que o cdlculo do comutador de Ef com Uj resulta

em (lembrando que o momento canonicamente conjugado a A¢ é E*)
(B}, Un) = —ig?0imT" Up. (2.50)

A equacgao de movimento (2.49) para U, pode por sua vez ser convenientemente par-
ticularizada para a representagao (2.43). Nesse caso, encontramos que as equagoes
resultantes para as componentes do quarténion U devem satisfazer
1= 1, - _
W = GBIl = =5 (Efu) + e Euf) (2.51)
as quais permitem escrever
adu) + wfuf =0, (2.52)
que exprime a conservacao do médulo quadrado do quarténion U, |U|? = det U.
No que se refere ao computo das equacoes que determinam a evolucao temporal
dos campos elétricos, um célculo direto fornece

Ef=iY tr(o"U,). (2.53)
p

onde a soma sobre p leva em conta as quatro plaquetas que estao em contato com o
link [ (ver Fig. 2.5a) e U, é a plaqueta elementar, ordenada em sequéncia, comecando
por U;, conforme a representacao esquematica mostrada na Fig. 2.5b. Notemos aqui
que a validade das solugoes obtidas através das equagoes (2.51) e (2.53) depende de
estar satisfeita a lei de Gauss [71] (optou-se por uma notagao diferente da habitual,
para uma maior clareza na interpretagao da equagao)
3
[Ef;(n) — Ef,(n—e;)] =0, (2.54)

1

J
na qual foram introduzidos dois conjuntos distintos de varidveis de link, £, e EY,.
Estes nao sao independentes um do outro, mas estao relacionados através da equacao
E40% = E%Uc®U . [E¢ e E% realizam uma representacao da dlgebra de Lie de
SU(2) e correspondem aos geradores de esquerda e de direita desse grupo, respecti-
vamente.| Também foram introduzidos na equagao acima, um vetor posi¢ao n cujos
elementos identificam um vértice na rede e, ainda, um vetor unitério e;, que esta
associado a j-ésima direcao espacial positiva. Na presente discussao, escolhemos

como momentos conjugados as varidveis de link EY,.
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2.3.1 Divergéncia de trajetorias vizinhas e maior expoente de Liapunov

Agora chegamos a um ponto no nosso estudo no qual seria natural averiguar se o
sistema hamiltoniano dado em (2.34) é (ou nao) cadtico. Para fazer isso, necessita-se
somente verificar se sua evolucao no tempo depende sensivelmente das condicoes ini-
ciais, que se traduz em descobrir se duas trajetorias inicialmente préximas divergem
exponencialmente, conforme esperamos que tenha ficado claro ao longo do texto
apresentado na secao anterior. Para observar a possivel divergéncia exponencial no
tempo de duas trajetérias (U;, Ef) e (U], E|*) (as variaveis sem linhas superescritas
correspondem a trajetoria de referéncia, enquanto que as variaveis com linhas cor-
respondem a trajetéria vizinha) no espago de fases das configuragoes cldssicas de
campos de calibre, uma distancia serd agora definida neste espaco. Em conformi-
dade com o trabalho original [8] sobre o tema aqui discutido, definimos a seguinte

medida de proximidade invariante de calibre:

! 1 !
dalUs, U] 1= o > Jrl, — tel), (2.55)
Pop

onde N, é o ntimero total de plaquetas elementares: N, = 3N?, sendo N o tamanho
da rede. No limite do continuo, em que o espacamento da rede vai a zero, dg é
proporcional a diferenca local absoluta na energia magnética de dois campos de
calibre diferentes. A nossa primeira tarefa numérica, que vamos a seguir discutir,
consistird, assim, em evoluir pares de configuragoes iniciais préoximas por intermédio
da integragao temporal das equagoes de movimento de Hamilton e monitorar as
distancias entre as duas configuracoes de acordo com a defini¢ao acima.

Uma vez que planejamos resolver as equagoes de movimento numericamente,
precisamos fornecer condigoes prévias apropriadas. Inicialmente, fixamos todos os
campos elétricos em zero de modo a cumprir mais facilmente a lei de Gauss. Para
inicializar as matrizes de link Uj, seguimos o procedimento delineado em [8]. Neste
procedimento, partimos de uma configuracao randomica obtida selecionando-se ar-
bitrariamente para cada link [ um potencial A} = wg 0! (Y, ). Uma segunda
configuragao é entao escolhida na vizinhanga préxima da primeira (dg(t = 0) é
pequeno). Isso é feito escolhendo-se aleatoriamente angulos ligeiramente diferentes
(controlados por um parametro €, |e|] < 1) para cada link correspondente da se-
gunda configuragao com respeito aquele na primeira. Para a configuracao inicial de
referéncia, escolhemos wg; € [0,270] (com 6 < 1). O valor de d controla a energia
média por plaqueta, E, = H /N,, das configuracoes iniciais de campos de calibre.
Para § pequeno, a energia gerada dessa maneira cresce segundo §? enquanto que,
no limite 6 — 1, atinge o valor de saturacao E, = 4 (ver Fig. 2.6). Essa saturacao
ocorre porque o termo magnético na hamiltoniana (2.46) é uniformemente limitado,
0<1~— %trUp < 2, devido a compactificagao de SU(2).
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Antes de relatarmos os resultados da tarefa a qual nos propomos a realizar,
vamos nos ater por um momento as tecnicalidades inerentes a estes resultados.
Conforme adiantamos anteriormente, nosso objetivo é determinar numericamente a
distancia dg associada a duas solugoes das equagoes (2.51) e (2.53). Para o célculo
das solugoes, empregou-se novamente o integrador numérico Runge-Kutta de passo
fixo de quarta ordem. O passo de integragao no tempo usado foi pequeno o bastante
para assegurar a conservacao da energia até um minimo de seis digitos significativos
corretos. Também testamos a acuidade do nosso cédigo de simulagao (em Fortran)
no que diz respeito a preservagao do comprimento de cada varidvel quartenionica.
Devido, principalmente, ao acimulo de arredondamentos ao longo das operacoes,
a precisao das medidas do determinante de U; deteriora-se progressivamente com o
tempo. Para contornar esse problema, optamos por reescalar os quarténions a cada
passo de tempo, de modo a manterem-se permanentemente ajustados a propriedade
de determinante igual a 1 (e, consequentemente, & equagao (2.52)). No que concerne
a equagao de vinculo, Eq. (2.54), detectamos em nossas simulagoes quantidades in-
significantes de violacdo da mesma, sendo no maximo da ordem de 10~% por vértice,
o que se deve inteiramente a falta de maior precisao nos calculos efetuados.

Agora pode-se dar inicio a apresentacao e andlise dos resultados obtidos até
entao. A Fig. 2.7 mostra a evolu¢ao no tempo de log d¢ para pares de configuragoes
adjacentes (cada um tendo uma energia diferente) numa rede ciibica com vinte
vértices de lado. Para valores de ) maiores que 0.3, a distancia dg comega a crescer de
modo exponencial quase imediatamente e, em seguida, satura para valores elevados
de t (ver Fig. 2.7a), devido a natureza compacta do grupo SU(2), enquanto observa-
se que quanto menor o parametro J, partindo-se do valor 6 = 0.3 e decrescendo
até 0.05, maior serda o periodo de laténcia durante o qual a distancia dg oscilara
na fase anterior ao seu crescimento exponencial (ver Fig. 2.7b) e, portanto, maior
sera a incerteza associada a determinacgao do expoente de Liapunov dominante para
essas situagoes (o qual identificamos como sendo a inclinagao de logdg na regiao
linear). O comportamento oscilante inicial, caracteristico da distancia entre duas
configuragoes de calibre préximas ao estado de menor energia do sistema (veja curvas
para 0 = 0.1 e 0.05 na Fig. 2.7b), esta particularmente bem retratado na curva para
0 = 0.03 e N = 10 na Fig. 2.8. O motivo de tal comportamento é atribuido a
influéncia crescente daqueles expoentes perto de zero [8, 12]. [Em uma rede com N3
vértices, o espectro de Liapunov do sistema de Yang-Mills consiste de um nimero
grande de expoentes \; (i = 1,...,18N3), pois a cada vértice da rede, associam-se
trés diregoes espaciais e trés estados de cor, para campos elétricos e magnéticos.]
Em [9] se observou um comportamento similar de divergéncia exponencial para a
distancia dg no caso do grupo SU(3) ao reportado aqui para SU(2).

Passemos agora aos resultados por nés obtidos acerca da dependéncia do maior
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expoente de Liapunov positivo com relacao a variacoes da energia das configuracoes
iniciais e variagoes do tamanho da rede. Conforme adiantamos no paragrafo prece-
dente, uma aproximacao para dg por uma funcao exponencial fornece o maximo
expoente de Liapunov Aya,. Medigoes realizadas em [8, 10] sugeriram que Apax de-
pende linearmente da energia, Ayaa ~ é g?Ha; i.e., Apax nao depende do parametro
de rede a. (Uma investigacdo mais orientada para a melhoria da qualidade dos
calculos apresentados por esses autores pode ser encontrada em [43].) O melhor
ajuste linear através da origem para os dados da Fig. 2.9 é de fato muito préximo
de 1/6. Entretanto, a qualidade do ajuste fica muito comprometida no limite de
pequenas energias — resultado da substancial modulacao a que se sujeita a evolucao
de dg nas situagoes em que 6 < 1 — e por isso causa incerteza no calculo do maior
expoente. De uma forma geral, os resultados da Fig. 2.9 exibem desvios sistematicos
em relagao a reta ajustada; erros desse tipo foram reportados por Krasnitz [72]. Em
particular, os resultados correspondentes a densidades de energia altas tendem a
serem mais contaminados pelos artefatos da rede devidos a compacidade do espaco

de fases [73].

Além da andlise de susceptibilidade a variacoes de energia, a dependéncia do
maior expoente também foi estudada com respeito a variabilidade de N. Enquanto
as flutuagoes em logds aumentam ligeiramente com a diminuicao do tamanho
da rede, nao observamos dentro dos limites da aproximacao envolvida no calculo
numérico uma dependéncia sistemética de Ay.x com relacao a N para N > 6 e
0 > 0.15. Os resultados da evolugao no tempo de log dg referentes as simulagoes
realizadas em redes de tamanho N = 6, 10, 20 e 28 na energia intermediaria
g*Epa =~ 2.69 sdo mostrados na Fig. 2.10. A primeira impressao deixada por aquela
figura, e mais 6bvia, é a rapida convergeéncia; com a excecao de pequenas flutuacoes
(visualmente pouco aprecidveis), as curvas dificilmente desviam-se umas das outras.
Ja no regime de pequenas energias, faz-se necessario remeter-nos a outro método,
pois as flutuagoes da distancia substituem a divergéncia exponencial em energias
baixas. Um método mais eficaz para calcular o maior expoente de Liapunov posi-
tivo utiliza o algoritmo de reescalamento [10, 11, 12]. Em linhas bastante gerais, seu
foco esta em acompanhar duas configuracoes vizinhas durante um periodo arbitrari-
amente longo de tempo, reescalando-se periodicamente a distancia a um pequeno
valor. A exatidao do valor obtido, dessa forma, para o maior expoente fica limitada
somente pelo tempo que se dispoe para gastar nos calculos. Nas Figs. 2.11a e 2.11b
apresentamos os resultados que obtivemos com a utilizacao desse método juntamente

1/2 " Esses resultados dizem

com um esquema de extrapolacao linear na varidvel ¢~
respeito a dependéncia temporal de A, para redes de tamanho N = 4, 6, 10 e 20
em duas diferentes energias, 0.126 e 1.794. O valor extrapolado de A, cai aproxi-

madamente por um fator trés de N =4 (~ 0.0532) para N = 20 (=~ 0.0184), como
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determina a Fig. 2.11a. A Fig. 2.11b, que por sua vez mostra o valor extrapolado do
méaximo expoente versus N~%/2, demonstra que a dependéncia no tamanho da rede
se torna muito mais fraca para valores maiores de energia, tal como ¢?FE,a &~ 1.794;
em outros termos, os efeitos de volume finito crescem quando g?E,a decresce. Face
aos resultados obtidos, sublinha-se a necessidade de acompanhamento da evolugao
de trajetérias proximas por tempos muito longos sobre redes maiores a fim de se
obterem melhores resultados no limite de baixa energia. O conhecimento dai resul-
tante ¢é essencial para testar a relacao entre o maior expoente de Liapunov positivo
e a taxa de amortecimento do plasmon, como sugerido na Ref. [15].

A conclusao geral que extraimos do estudo realizado nesta terceira (e tltima)
secao pode ser resumida no seguinte. Os resultados apresentados fornecem evidéncias
numéricas de que a dindmica hamiltoniana em tempo real da teoria de calibre SU(2)
pura numa rede exibe caos deterministico. Para chegar a essa conclusao, observamos
o fenomeno de divergéncia exponencial de trajetorias inicialmente proximas. Vimos
que essa divergéncia, tal como medida pelo maior expoente de Liapunov positivo,
aumenta com o crescimento da energia de excitacdo. Adicionalmente a verificacao
da ocorréncia de caos, a metodologia empregada para estimar o maior expoente,
com base naquela desenvolvida nas Refs. [10, 11, 12], indicou um significante efeito
de volume finito para energias pequenas, tal como antecipado em [10]. Por fim,
cabe ainda colocar que o estudo aqui realizado permite que estabelecamos agora
contato com outras teorias, como a teoria de Yang-Mills-Higgs com grupo de estru-
tura SU(2), que ja se faz presente [46] no que se refere ao estudo de caos dindmico
nas teorias com quebra espontanea de simetria — e este sera tema do capitulo que
segue.

Encerra-se este capitulo no qual foram apresentados estudos preliminares sobre
a presenca de caos nas teorias de campos de calibre. Usou-se para avaliar com
rigor o caos, o conceito de expoente de Liapunov associado a fluxos sem vinculos.
Também se fez uso do método das se¢oes de Poincaré para permitir a caracterizagao

qualitativa de efeitos nao-lineares da dinamica de um sistema com dois graus de

liberdade.
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=2 0.04 0.06 0.05 0.22
01| 43 0.01 0.09 0.05 0.22
' ~4 0.02 0.08 0.05 O0.23
«5 0.03 0.07 0.05 O0.23
%6 0.02 0.09 0.04 0.23
57 0.01 0.10 0.04 0.24 t
102 103 104 10°

Figura 2.1: Curvas para x(t) = (1/t)log||&(t)|] como uma fungao de ¢t numa es-

cala log-log para sete diferentes condigoes iniciais, com E = 0.15. Por definicao,

/\max = hmt—>00 X(t)
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Figura 2.2: Verificagao da estabilidade dos resultados para Ayax = limg o x(t) com
respeito a mudancas no passo de integracao. As condigoOes iniciais sao aquelas da

curva 5 e os passos de integracao variam de 5 x 1076 a 1074,
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Figura 2.3: Comportamento de x na energia F = 0.15, para vérios valores de £(0).

Para efeito de comparacao, a curva 5 foi incluida.
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Figura 2.4: Superficies de segdo de Poincaré para a hamiltoniana (2.30). A energia
em cada se¢ao é: E = 0.0517 (painel superior), E = 0.521 (painel central), e
E = 8.93 (painel inferior).
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Figura 2.5: A esquerda da figura estd exemplificado o diagrama contendo as pla-
quetas que contribuem para o célculo da Eq. (2.53), e a direita o circuito de U’s

correspondente a uma plaqueta elementar numa rede cubica.
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Figura 2.6: Grafico relacionando a energia g*E,a versus o parametro ¢ para redes
de tamanho N = 6, 10, 20 e 28. Uma vez que os calculos numéricos sao realizados
em redes finitas, eles estao sujeitos a erros devido ao volume finito das redes. Isto
pode ser verificado calculando-se a mesma quantidade fisica em redes com tama-
nhos diferentes. Para a energia g>F,a, percebe-se pelo grafico que o efeito do erro
de volume finito ja é pequeno o suficiente para uma rede ctbica 62, que corres-
ponde a curva de cor cinza. Todas as demais situacoes consideradas dao resultados

praticamente equivalentes.
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Figura 2.7: Evolucao no tempo do logaritmo da distancia entre duas configuragoes
randomicas iniciais para diversas energias médias numa rede de 203 vértices com
condicoes de fronteira peridédicas em todas as trés direcoes espaciais. As curvas cor-
respondem, de cima para baixo, aos parametros (a) 6 = 1,0.5,0.45,0.4,0.35 e (b)
0 =0.3,0.25,0.2,0.15,0.1,0.05. Para cada valor de ¢, duas curvas sao mostradas,

que sao indistinguiveis quando ¢ > 0.15.
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Figura 2.8: Oscilagoes iniciais da distancia entre duas configuracoes de calibre

proximas ao estado de vicuo (§ = 0.03 e N = 10).
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Figura 2.9: Dependéncia da taxa de crescimento exponencial com a energia média
por plaqueta de uma configuracao escolhida randomicamente. Os triangulos indicam
nossos resultados, enquanto que os quadrados referem-se aos resultados da Ref. [8].
A linha tracejada que passa pela origem é uma aproximacao linear e tem inclinacao

aproximadamente igual a 0.165.
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Figura 2.10: Divergéncia exponencial de configuracoes adjacentes em uma energia
intermedidria para redes de diferentes tamanhos como uma funcao do tempo t/a.

Todas as curvas correspondem a d = 0.4.
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Figura 2.11: Analise de escala de tamanho finito para os expoentes de Liapunov.
A parte superior da figura mostra a evolucdo dos expoentes de Liapunov obtida
via procedimento de reescalamento bem como a extrapolacao linear para redes de
tamanho N = 4, 6, 10 e 20 no valor da energia g?E,a ~ 0.126 e a parte infe-
rior mostra a dependéncia dos expoentes extrapolados para dois valores de energia:
g*Epa ~ 0.126 e g*Eya = 1.794.
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Capitulo 3

Dinamica de Yang-Mills-Higgs em uma rede

espacial

A fim de identificar e mensurar propriedades cadticas de um sistema dinamico, tem-
se de acompanhar a evolucao de suas variaveis dinamicas durante periodos de tempo
suficientemente longos. Um tratamento numérico de teorias de campos ainda exige
que se aproxime espaco por uma rede discreta. A andloga manipulacao da variavel
de tempo (como tipicamente implementado no espago-tempo euclideano sujeito a
condicoes de fronteira periddicas) é inadequada para investigagoes de caos, todavia,
ja que ela iria nao aceitadamente restringir os tempos de evolucao acessiveis. Por
conseguinte, recorremos a formulagao hamiltoniana da teoria de campos na rede [70]
no espaco de Minkowski, onde campos de calibre sao restritos ao calibre temporal e o
tempo permanece uma variavel ilimitada e (em principio) continua. Um beneficio a
mais desta formulagao é que simetrias residuais de calibre impostas pela lei de Gauss,
podem ser corretamente preservadas ao longo da evolucao do tempo. Propomo-nos
agora a estudar sob este enfoque a dinamica, em tempo real, de campos de calibre
tendo em vista suas interagdes com os campos de Higgs. (Maiores detalhes podem
ser encontrados, por exemplo, nas Refs. [70, 71].)

Este capitulo é organizado como segue: na primeira secao, vamos tracar breve-
mente as linhas gerais sobre a teoria de Yang-Mills-Higgs na rede para o grupo de
calibre SU(2), derivar as equagoes do movimento correspondentes e discutir medidas
de distancia adequadas no espaco de configuracoes de campos de calibre e de Higgs.
A secao seguinte discorre sobre os ingredientes principais de nossa analise numérica,
examina efeitos de tamanho e de tempo finitos, discute a evolugao temporal da trans-
feréncia de energia entre os diversos setores de campo, e avalia a taxa de divergéncia
entre configuragoes randomicas inicialmente préximas, em tempos intermedidrios.
E com base nisto, geramos, na iltima secao desse capitulo, um conjunto represen-
tativo de expoentes de Liapunov maximos, discutimos sua dependéncia energética

e relacao com a taxa de amortecimento do plasmon, para entao estender a andlise
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através do calculo de um grupo de longas séries temporais dos expoentes de Lia-
punov; e finalmente avaliamos o impacto dos campos de Higgs na instabilidade de
Savvidi de campos magnéticos constantes.

3.1 Formulacao hamiltoniana na rede e medidas de distancia

Nesta primeira parte da presente secao, passaremos a resumir aspectos pertinentes
da formulacao hamiltoniana da teoria de Yang-Mills-Higgs SU(2) (3+1)-dimensional
em uma rede cubica espacial sujeita a condicoes de fronteira peridédicas; e, mais a
frente, na segunda parte estabeleceremos as medidas de distancia necessarias para
determinar os expoentes de Liapunov partindo-se dos valores numéricos das solugoes
do sistema de equagoes diferenciais que modelarao a interacao dinamica entre os
campos de calibre e escalar ao longo do tempo.

Como o campo de Higgs ¢ é escolhido para se transformar na representacao
fundamental do grupo de calibre, esta teoria é equivalente ao setor eletrofraco do
modelo padrao no limite de angulo de Weinberg nulo. O calibre é fixado para

6 =0, isto é, para o calibre de Weyl. A fase nao-quebrada correspondente a um
plasma gauge-Higgs ¢ selecionada através da massa positiva de Higgs e termos de
interacao, o que permite a comparagao dos resultados numéricos obtidos na presente
tese com resultados calculados teoricamente por um método de ressoma de loops em
temperatura alta (ver abaixo). A hamiltoniana de Yang-Mills-Higgs correspondente

pode, desse modo, ser escrita como*

4
H=d ; %Eng;z + gg—a Z Z (1 - %trUzvij)

Tz 1<i<j<3

+a® Yy r(dldy) —ad tr(@lUsitess) +a Y Str(¢lee)[6 + a’kitr(gle.)], (3.1)

x

*Para obter esta expressdo, partimos da hamiltoniana (2.24) particularizando-a para o caso em
que o vacuo da teoria corresponde a uma configuracao com todos os campos iguais a zero, e para

o campo de Higgs ¢ = (¢° —i¢', ¢? —i¢?)T — que pode ser representado por um quarténion como:
¢=¢° —iG-¢ =R [cos(Iwy) —isin(lwy)d 7],

onde a decomposicao polar se torna novamente mais adequada para se declarar as condigoes iniciais

(cf. Sec. 3.2). Em contraste com as varidveis unitdrias de ligagio U (que sdo quarténions numeri-

camente fixados para terem comprimento um), no entanto, o médulo quadrado do campo de Higgs
2 1 ’ ~ . . . . ~

(R? = §tr(dﬁ¢)) se mantém nao restringido. Empregamos também a seguinte aproximacao na

rede para a derivada covariante do campo de Higgs:

Dzﬁbx = % (U£,z¢1+L - ¢x) .
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onde g é a constante de acoplamento de calibre, x o auto-acoplamento de Higgs, a
o espacamento de rede e os pontos denotam derivadas com relacao ao tempo. O
primeiro termo da hamiltoniana acima, portanto, descreve a energia residindo nos
campos elétricos, ao passo que o segundo termo, se aproxima da energia potencial
magnética do campo de calibre no limite continuo simples. Os trés termos restantes
de (3.1) representam as energias cinética do campo de Higgs, de interagdo gauge-
Higgs e de auto-interacao do campo de Higgs, respectivamente.

Tirando partido de suas propriedades escalares classicas, a hamiltoniana (3.1)

pode ser re-expressada em termos das varidveis adimensionais H = g?Ha, E%, =
gE®.a*, ¢, = agpy, k= K/g* e t =t/a como

H=) leca(®) + ecmag(®) + emin(®) + rmpot (2) + ec-mpot (2)] (3.2)

T

com as densidades de energia adimensionais

ccal®) =Y FESEL,  come(®) =4 > (1-3trlU.y), (3.3)

1<i<j<3

5H,kin<x> = %tr(ﬁgiﬂ;x), 5GfH,pot(x) = - Ztr(élUm,ﬂBz—H)a (34)

hpor() = 3t1(3,8.) + 5 [0r(3102)] (3.5)

onde os campos sao agora fungdes de ¢ e pontos representam d/dt. A forma acima da
hamiltoniana manifesta a dependéncia formal na energia total H e no parametro de
auto-acoplamento &, isto é, os dois parametros fisicos do sistema Yang-Mills-Higgs
(enquanto que o espagamento de rede a e a constante de calibre g sdo absorvidos
para dentro das varidveis e dos campos adimensionais).

O conhecimento da fungao hamiltoniana permite obter a evolugao classica de
campos elétricos, magnéticos e de Higgs. Isto se torna explicito nas equagoes de
Hamilton de primeira ordem correspondentes, as quais obtemos com a ajuda dos
parénteses de Poisson para coordenadas canonicas, conforme Eq. (2.47). Especiali-
zando-se esta equagdo para a variavel de ligacao U, ;, e abreviando | = {z,i}, leva
as equacoes de movimento ja derivadas anteriormente em termos da representagao
quartenionica nas Eqs. (2.51). A equagao governante do movimento para as inten-
sidades de campo elétrico E;,m que sao os momentos canonicamente conjugados das

variaveis de ligagao, similarmente se torna

a 1 ha T 1 a - 1 Al 5@ b
= B (B ], =3 S U~ )] oo i), 0

onde a soma se estende a todas as quatro plaquetas que tém x, 7 como link comum;
e as equagoes para o campo de Higgs, seu momento candnico 7 e seus conjugados
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hermiteanos serao as seguintes:

. 1 . . 1 .. _
6r= (0wl = (b= Ju6,  dl= LA, = (m  (37)
e ] 1
_ a _ - _ _
Ty = E [71'33, Ll = —Egtr{ [6 + )\tr(@cqﬁx)]@t — 2;@2_1- szi,i}a (3.8)
1 _ 1 - .
7l = e [wl, H] o= —§gtr{ 6+ )\tr(qﬁl(bx)] Oy — 2ZUx,i Duti }- (3.9)

Com o intuito de preparar para uma solucao numérica eficiente deste sistema, nds

o reescrevemos em termos de duas equagoes de segunda ordem,

(590 = _Rtr((ﬁl(lgw)(gx —6 Q;x + 22 Ux,i(ﬁz+ia (310)
0} = =R tr(616,) 6L — 6 6L + 258 Usmi (3.11)
e entao combinamos essas, adicionando o conjugado hermiteano da segunda equacao

acima com a primeira, em

gz_Sx = —K tr(gglggw)gz_ﬁaj — 6(% + Z (Ux,iq_s:v+i + U;—i,iﬁgm—i)' (3.12)

Finalmente, relembramos que a dinamica completa do modelo Higgs nao-abeliano
no calibre temporal é recuperada apenas apds suplementar as equagoes de Hamilton
(2.51), (3.6) e (3.12) com a lei de Gauss

(B2 = 5te(U, L0 Un io®) By i) = o, (3.13)

3
=1

a qual age como uma restricao. Ja que o seu paréntese de Poisson com a hamiltoniana
(3.2) se anula, a lei de Gauss é preservada sob a evolugao no tempo. Para satisfazeé-
la, precisamos somente nos certificar de que as nossas condic¢oes iniciais obedecem

a equacao acima. Nesta equacao, definimos

i = 5 e[ (860" (3.14)

como a densidade de carga nao-abeliana carregada pelo campo de Higgs.
Determinadas as equacoes basicas da teoria, parte-se para a tarefa de investigar a
dinamica dos campos escalares e de Yang-Mills em interacao; qualquer configuracao
inicial pode ser avancada no tempo mediante integracao numérica. Importantes pro-
priedades dinamicas tais como tempos de termalizacao podem entao ser estudadas
num contexto nao-perturbativo. Mais adiante nesta tese, veremos que o comporta-
mento dos expoentes de Liapunov estd um tanto sujeito as etapas do processo de

termalizagao. Aqui nos concentraremos em estimar o maior expoente de Liapunov
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do sistema. A principio, pode-se definir, através de duas diferentes medidas de
distancia, dois tais expoentes: um para os campos de calibre e outro para os cam-
pos de Higgs. Em seguida, definem-se as medidas de distancia utilizadas no nosso
estudo.

Como ja é sabido, o comportamento cadtico de sistemas dinamicos classicos
se revela numa sensibilidade exponencial de suas evolugoes no tempo a pequenas
mudancas nas condic¢Oes iniciais. A caracterizacao quantitativa desta sensibilidade
exige uma medida de distancia no espago de configuracoes de campos. Mais es-
pecificamente, no sistema Yang-Mills-Higgs tem-se de monitorar a separagao entre
uma configuragao de referéncia (Uj, ¢) e sua vizinha (U], ¢') = (U, + 6U;, ¢ + 5¢).
Utilizaremos medidas de distancia individuais nos setores de calibre e de Higgs,
justamente com esta finalidade de determinar a taxa de crescimento de distancia
entre duas configuracoes de campos de calibre e de Higgs inicialmente préximas,
individualmente.

No setor de calibre, adotamos a métrica que foi apresentada anteriormente na
Eq. (2.55), e no setor de Higgs, aplicamos a métrica [10]

1
dylo, ¢ = mzm — R?|, (3.15)

a qual é também invariante de calibre.

J& que o grupo de calibre na rede, e consequentemente o espaco 3 (N2 — 1) N3-
dimensional de configuragoes de campos de calibre magnéticos SU(N,.) em uma rede
com N vértices por dimensao, é compacto e de topologia nao-trivial, cada vez mais
configuragoes de campos se aproximam da mesma distancia dg quando N aumenta.
E, pela mesma razao, esta distancia é limitada por cima, e para energia total fixa, um
limite analogo se aplica a todo o espaco de fases. Tais limites levam a uma eventual
saturacao do crescimento da distancia entre configuragoes iniciais proximas. Apesar
de isto nao limitar a principal propriedade das medidas d¢ g para a determinagao
dos expoentes de Liapunov (ver abaixo), adiciona as tipicas incertezas de tempo
finito encontradas em suas analises numéricas. Outras fontes de erros de tempo
finito surgem a partir da necessidade de extrapolar os resultados numéricos para o
limite £ — 0o em que os expoentes de Liapunov maximos sao formalmente definidos,
e para o limite em que NN tende a infinito, o qual certamente excedera a capacidade
de representagao em ponto flutuante de qualquer computador.

A maneira padrao de se manter erros de tempo finito (relacionados ao calculo do
expoente de Liapunov) sob controle é reescalando periodicamente as distancias, apds
intervalos de tempo 7, e extrapolando os resultados numéricos para (1/t) log [dg ()]
a tempos infinitos. Este método foi utilizado para o cédlculo de expoentes de Lia-
punov em teorias de calibre ndo-abelianas [10, 11, 12, 43, 46] e para determinar todo
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o espectro de Liapunov em pequenas redes [11, 12]. (Para simulagoes mais recentes
em redes um pouco maiores ver Ref. [45] para o espectro real de Liapunov e Ref. [74]
para o espectro complexo de Liapunov e a entropia de Kolmogorov-Sinai, obtidos a
partir dos autovalores da matriz de monodromia.) Adotamos a mesma técnica para
o calculo de varias trajetérias a tempos longos, a serem discutidas nas Secs. 3.2 e 3.3.
Nestes casos, consideramos vantajoso aplicar as medidas de distancia alternativas

. B B _ _ 1/2
4800, B ) = {10 -0+ 3 (B~ B 310

no espaco de fases dos campos de calibre, que é uma variacao da medida usada na
Ref. [46], e

1/2

456, 6) = {SX [0 - o) + (G2 - )]} (317)

adotada da Ref. [46], no setor de Higgs. Obviamente, os expoentes de Liapunov
resultantes nao deveriam depender da escolha da medida de distancia. Conferimos
isto por diversos exemplos e confirmamos que as variacoes entre os valores dos
maiores expoentes de Liapunov obtidos das métricas (2.55), (3.15) e (3.16), (3.17)
realmente permanecem consideravelmente abaixo do nivel de um por cento.

Todavia, mesmo com o reescalamento, os tempos de simulagao alcancaveis na
pratica permanecem limitados pelos recursos computacionais disponiveis. De fato,
mesmo em uma teoria de Yang-Mills pura com grupo SU(2) [43], sistematicos erros
de extrapolacao tornaram-se despreziveis apenas apds tempos de simulacao da or-
dem de 10° unidades de rede. Para dificultar a situacdo, descobriremos abaixo que
a equilibragao entre os campos de calibre e de Higgs procede em passo bem mais
lento do que entre os campos de calibre sozinhos (cf. Sec. 3.2), e que, como con-
sequéncia, tempos de simulacao substancialmente mais longos sao necesséarios para
suprimir tais erros de extrapolacao na teoria de Yang-Mills-Higgs. A adesdao a um
de nossos principais objetivos, a saber, calcular um conjunto um tanto exaustivo
de expoentes de Liapunov méaximos no espaco de fases e de parametros em regime
de acoplamento fraco, demandard assim um comprometimento. Na verdade, cobrir
o espago relevante de parametros iniciais (em redes de varios tamanhos diferentes)
exige o calculo de um numero elevado de trajetorias e, dessa forma, nos forca a
limitar os tempos totais de simulacao.

Felizmente, erros devido ao tamanho da rede e ao tempo finito de simulacao
podem ser estimados com base no balango das energias envolvidas (cf. Sec. 3.2) e
em algumas 6rbitas para tempos longos (cf. Sec. 3.3). Como estamos principalmente
interessados na dependéncia dos expoentes de Liapunov com a energia, tamanho da
rede e acoplamento, e nao em seus valores numéricos propriamente ditos, os objetivos

competitivos de supressao de erros e calculabilidade podem ser razoavelmente bem
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apaziguados. Nosso comprometimento serd seguir a maioria de nossas realizagoes
temporais das distancias apenas até a saturagao das mesmas (e sem reescalamento),
o que produz estimativas dos expoentes de Liapunov suficientemente precisas para
a maior parte de nossas propostas. Reescalamento das variaveis de estado sera
utilizado, por outro lado, para as trajetorias longas, nas quais precisamos examinar
a transferéncia de energia e processos de equilibracao entre setores de campo de
calibre e de Higgs, na Sec. 3.2, e para a andlise dos erros de tempo finito dos
expoentes de Liapunov de maior valor e propriedades de saturacao, na Sec. 3.3.

Na secao seguinte, discutimos, por sua vez, a inicializacao de configuracoes vizi-
nhas, a distribuicao da energia total pelos diferentes setores de campos e a evolugao

temporal da distancia entre configuragoes de campos inicialmente adjacentes.

3.2 Condicoes iniciais, arranjo da energia e divergéncia de

trajetorias

Nossa primeira tarefa serd gerar um conjunto representativo de trajetérias de fase
para pares de campos de referéncia especificamente inicializados (Uj, ¢) e suas confi-
guracoes vizinhas (U], ¢') = (U;+6U;, ¢+ 0¢), a distancias suficientemente pequenas
de|Ui, Ul] e dilg, ¢']. As realiza¢oes no tempo resultantes para estas duas distancias
fornecerao uma das bases para nossa analise subsequente dos expoentes de Liapunov
maximos. Na presente secao, selecionamos um grupo de 77 condigoes iniciais para
as trajetdrias referenciais, tais que a regiao de fraco acoplamento do espaco de fases
de Yang-Mills-Higgs é coberta com suficiente resolucao. A fim de preparar para
uma comparacao direta com um expoente de Liapunov positivo médio previamente
calculado, seguimos o procedimento de inicializagao da Ref. [46]. A amostra resul-
tante de pares de trajetorias inicialmente préximas sera consideravelmente maior do
que aquela de calculos precedentes de expoentes de Liapunov em teorias de calibre,
e inclui resultados para redes com tamanhos de volume substancialmente maiores
(com até 30% vértices).

Para satisfazer a lei de Gauss (3.13) inicialmente (e, consequentemente, por toda
a evolugao temporal), fixamos em zero o campo elétrico e a derivada no tempo do
campo de Higgs, i.e. E* = 0 = ¢, o que implica p%(0) = 0 (cf. Eq. (3.14)). Por
conseguinte, as energias cinéticas iniciais de todos os campos se anulam, enquanto as
energias potenciais sao finitas e garantem que o sistema se inicie longe do equilibrio.
As variaveis de ligagao U sao inicializadas através da escolha randomica das diregoes
de isospin Y¢q, v do potencial vetor A a partir de seus dominios completos; e o
valor inicial da amplitude wg é escolhido randomicamente sobre o dominio restrito
we € [0,270] com 6 < 1. Fizemos um grafico da dependéncia da energia média
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por plaqueta com o parametro 9, que é mostrada na Fig. 3.1. O campo de Higgs,
finalmente, é inicializado escolhendo-se randomicamente suas varidveis angulares
wp, O e vy dentro de seus alcances individuais, enquanto mantém-se a amplitude
adimensional R, = agR, fixada no mesmo valor para todos . Como consequéncia,
a energia potencial inicial do campo de Higgs é determinada pela amplitude R e o
acoplamento .

O esquema de inicializacao acima caracteriza qualquer trajetéria de fase em uma
dada rede por trés parametros: d, R e &, os quais determinam a energia inicial média
de ambos os campos de calibre e de Higgs. Adicionalmente, variaremos o tamanho de
rede, especificado pelo nimero N de vértices por dimensao, de modo que cada um de
nossos pares de configuracoes possa ser unicamente identificado por um quadruplo
de valores para d, R, & e N. Nosso tamanho maximo de rede com N = 30 é escolhido
para reduzir substancialmente potenciais efeitos de tamanho finito de estudos ante-
riores [10, 46, 75] sobre redes consideravelmente menores. O principal beneficio da
inicializacao por angulos randomicos é que ela fornece as configuracoes iniciais com
uma densidade de energia média especifica, ou de maneira equivalente com uma tem-
peratura T', a qual os campos alcancarao apés a equilibragao. Em nosso contexto,
isto é importante pois a dependéncia dos expoentes de Liapunov com a temperatura
é usada para relacionéd-los a taxa de amortecimento estatico do plasmon. Ainda
mais, valores resultantes dos expoentes de Liapunov tornaram-se (dentro de erros
aceitdveis) independentes da parte randoémica de uma dada configuracdo inicial, o
que indica que as funcoes de autocorrelacao dos campos decaem fortemente antes
de os expoentes serem medidos [15].

A fim de ficar seguramente dentro da regiao de validade da aproximacgao semiclds-
sica, e para que consigamos relacionar nossos resultados com os de estudos pertur-
bativos, restringiremos nossas simulagoes ao regime de fraco acoplamento. Como
apontado na Ref. [46], isto exige que a energia provida pelo termo de massa de
Higgs domine sobre a energia de auto-interagao de Higgs, ou seja,

ER* < 1, (3.18)

e que a contribuicao da energia magnética de campos de calibre seja maior com-
parada com a energia de interagao gauge-Higgs (o que implica um acoplamento

fraco entre os campos de calibre e de Higgs), ou
R <6 (3.19)

(para amplitudes maximas dos campos). Ambas as condi¢oes também favorecem
a eventual equiparticao das energias elétrica, magnética e de Higgs, porque elas

previnem a energia total de exceder em muito a energia magnética delimitada. A
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condicdo acima em § limita adicionalmente efeitos de tamanho finito (cf. Eq. (3.22)).
Ademais, valores de § proximos demais de um devem ser evitados, a fim de se manter
artefatos devido ao espacamento de rede sob controle e para que se permaneca
suficientemente perto do limite do continuo (cf. Eq. (3.21)).

Para cada uma das configuracoes de referéncia iniciais criadas segundo o pro-
cedimento acima, também geramos uma configuracao vizinha, separada da primeira
por distancias dg(t = 0) < 5 x 1077 e dg(t = 0) < 1077, Isto ¢ alcangado ao
se escolher randomicamente ligeiras variagoes de todos os angulos da configuracao
referencial no intervalo dwg, d9¢q, dpa, dwy, 09, dpy € [—¢,¢], onde € = 107°.
Integramos entao as equacoes de campo da se¢ao anterior para cada um destes pares
de configuracoes,”™ por meio de um algoritmo Runge-Kutta de quarta ordem e de-
terminamos a evolucao temporal das distancias dg e dy. O passo de integracao
no tempo deve ser bem mais curto do que o espacamento de rede a, e é adicional-
mente escolhido pequeno o suficiente para assegurar conservacao de energia com
uma exatiddo de mais de oito digitos significativos (apds cada passo). A mdaxima
violacao das restrigoes det U; = 1, apds um unico passo de tempo de comprimento
At = 10~*a, ¢ de aproximadamente 1072, em cada ligacao da rede. Com o intuito
de evitar o acimulo de erros de arredondamento, nés reescalamos ainda as variaveis
de ligacao, apds cada passo, de maneira que seus determinantes permanecem exa-
tamente iguais a um. Convencemo-nos de que a lei de Gauss (3.13), desse modo,
mantém-se satisfeita para mais de cinco digitos significativos, apds cada passo de
integracao.

Tendo preparado a maquinaria necessaria para simulagao numérica na rede
das equagoes do movimento, nés nos voltamos agora para os processos de trans-
feréncia de energia entre os campos elétrico, magnético e de Higgs, os quais contém
informagao crucial sobre a dinamica de nao-equilibrio e propriedades quantitati-
vas de termalizacao do sistema Yang-Mills-Higgs. Em nosso contexto, esta in-
formagao sera particularmente ttil para a compreensao, estimativa qualitativa e
reducao dos erros de tempo finito que atribulam o calculo dos expoentes de Lia-
punov méaximos, e para firmar a relacao entre os expoentes de Liapunov calcu-
lados e a taxa de amortecimento do plasmon em uma base mais solida. Para
diversas trajetorias obtidas em tempos longos, registramos, por esse motivo, a
evolucao das energias por grau de liberdade armazenado no campo elétrico, Fq =
> .EGe/(6N?), no campo magnético, Emae = Y ,EG.mag/(6N?), € no campo de
Higgs, Ey =Y. (Emxin + EHpot + Ec—Hpot)/(AN?), durante perfodos de tempo mais
longos do que os empregados até o momento na literatura (0 < ¢ < 20000a).

**Isto envolve a evolugao temporal de (12 (campo de ligagao) + 9 (campo elétrico) + 8 (campo
de Higgs)) x N3 varidveis, isto é, ao todo de 7.83 x 10° varidveis acopladas para nossas maiores
redes com N = 30.
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Frequentemente expressaremos a seguir a energia total (por grau de liberdade),
E¢, do campo de calibre em termos da energia média por plaqueta E,, como
Eq¢ = Eg + Enag = %Ep; e também encontraremos a energia total por grau de
liberdade em todo o sistema: E = (6Eg + 4Ey) /10.

Resultados tipicos para a evolucao temporal das diferentes energias estao traca-
dos na Fig. 34, com § = 02, R = 0.2, & = 1, N = 10, e na Fig. 3.5, com
0 = 1 e valores idénticos nos demais parametros. Eles confirmam e ampliam a ob-
servagao da Ref. [46], de que a equilibracdo de energia entre os setores de campo
elétrico, magnético e de Higgs da teoria procede por duas escalas de tempo drasti-
camente diferentes (ao menos no regime de fraco acoplamento). Realmente, mesmo
quando inicializados em configuracgoes altamente fora do equilibrio, como propuse-
mos antes, os setores elétrico e magnético podem ser vistos equilibrarem-se muito
rapidamente, apos apenas algumas unidades de tempo de rede. As energias poten-
cial e cinética do campo de Higgs, que nao estao apresentadas separadamente nestas
figuras, equilibram-se depois de um tempo de relaxamento aproximadamente igual.
(Geralmente, os setores de calibre e de Higgs atingem diferentes temperaturas, no
entanto, de acordo com a quantidade de energia neles armazenada por conta das
condigbes iniciais.) Em contraste, a mutua termalizacao entre os setores de cali-
bre e de Higgs requer tipicamente um tempo, pelo menos, quatro a cinco ordens
de magnitude superior. De fato, a transferéncia de energia entre os dois setores
se torna apreciavel apenas depois de algumas centenas de unidades de tempo, e
leva mais varios milhares destas para necessariamente se completar para § = 1, e
muitos mais para 6 = 0.2. Além disso, para 6 = 1, desvios moderados da completa
equiparticao da energia permanecem visiveis na Fig. 3.5 mesmo apds terem sido
decorridas cerca de 10000 unidades de tempo. Isto pode ser uma consequéncia de
artefatos de espagamento de rede que sao maximos em 6 = 1. A enorme discrepancia
entre as duas escalas caracteristicas de relaxamento pode ser largamente atribuida
as condigoes iniciais antes mencionadas, as quais mantém o sistema proximo dos
limites do continuo e de fraco acoplamento.

A energia do campo de calibre Eg pode ser diretamente relacionada a tempe-
ratura T, que os campos de calibre atingem apés tempos ¢ > A~ (onde A é o maior
expoente de Liapunov positivo). Em acoplamentos suficientemente fracos (entre os
campos envolvidos), tem-se [28]

T = 2(%%]\[2) (¢*Eya < 1) (3.20)
para o grupo de calibre SU(N,) e, assim, Fg = T para N. = 2. Esta relacdo sera
relevante para a avaliagao e interpretacao dos expoentes de Liapunov que serao cal-
culados na segao seguinte, com base nas curvas de distancia, depois de os campos de
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calibre tornarem-se membros de um ensemble em quasi-equilibrio térmico. Como foi
mencionado na introdugao da tese, Iy, = (¢°T) ™' = (¢*Eg) ™" age como uma escala
classica de comprimento associada a amplitudes vindas da teoria quantica de cam-
pos em temperaturas finitas, as quais dependem (em primeira ordem em teoria de
perturbagoes) de g e T', exclusivamente, na combinagao ¢g*T'. Esta observacao sugere
condicoes adicionais para manter artefatos de simulagao em redes, em tais ampli-
tudes, sob controle [43]. Mais especificamente, a fim de permanecer suficientemente
préximo ao limite do continuo, o espacamento de rede deveria ser bem menor do
que lq., o que significa

Eg=g¢*FEqa < 1, (3.21)

e a fim de evitar efeitos de tamanho finito, a extensao Na da rede cibica tem de

ser bem maior do que [, isto é,
NEg> 1. (3.22)

Como esperado, estas condicoes solicitam N > 1, e o limite superior (3.21) em Eg,
além disso, pressupoe um limite inferior para o comprimento de onda médio dos
campos de calibre.

Prosseguiremos agora a parte final desta se¢ao, onde faremos a andlise da evolu-
¢ao no tempo das distancias dg e dy entre pares de configuragoes de campos
randomicos inicialmente adjacentes e com, praticamente, a mesma energia inicial,
que foram geradas segundo procedimento ja explicado no inicio desta secao e ob-
servadas até atingirem ou estarem muito proximas da saturacao. Os expoentes de
Liapunov maximos e sua dependéncia com os parametros do sistema e, em particu-
lar, com a energia serao entao extraidos a partir destas duas distancias na proxima
secao. Para fins de cobrir o espacgo de fases relevante, selecionamos um conjunto
representativo de valores para os parametros 8, R, & e N, os quais caracterizam
qualquer configuracao inicial. A amplitude inicial, homogénea do campo de Higgs
é fixada em R = 0.2, para todos os pares de trajetérias, o que permite uma com-
paracdo quantitativa com uma configuracdo estudada na Ref. [46]. Permanecer
suficientemente proximo aos limites do continuo e de fraco acoplamento, demanda
entao, de acordo com a Eq. (3.18), que o auto-acoplamento de Higgs esteja delimi-
tado por £ < 25, e, como uma consequéncia da Eq. (3.19), que a energia magnética
(e total) inicial no setor de calibre esteja restringida por § > 0.04. Como mencionado
acima, o limite em 0 também ajuda a evitar significativos efeitos de tamanho finito
sobre o sistema (cf. Eq. (3.22)) e possibilita a obtencao dos valores aproximados
dos expoentes de Liapunov com razoavel exatidao, mesmo apds tempos bastante
reduzidos quando comparados com os tempos envolvidos nas simulagoes realizadas

e descritas na préxima sec¢ao (ver abaixo).
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Guiados pelos argumentos acima, geramos pares de trajetérias para onze valores
de § € [0.05,1]. Para cada um deles, graficamos os resultados obtidos para logdg
(linhas pretas) e log dy (linhas cinzas) na Fig. 3.2, no valor fixo do auto-acoplamento
de Higgs de &k = 1, em redes de quatro tamanhos diferentes correspondendo a N = 6,
10, 20 e 30, e, na Fig. 3.3, em uma rede de tamanho N = 20 para os valores de
acoplamento de Higgs & = 1, 8, 16 e 24. (O par de configuragdes estudado na
Ref. [46], em uma rede relativamente pequena com § = 0.2, R = 02, k = 1 e
N = 10 esté, portanto, incluido em nossa amostra.) As distancias logaritmicas cor-
respondentes log dg i para os onze valores de 6, estao agrupadas em trés conjuntos,
os quais estao graficados separadamente nos trés painéis das Figs. 3.2 e 3.3: no
painel (a), apresentamos log dg i, para os cinco maiores valores: § = 1.0, 0.5, 0.45,
0.4, 0.35; no painel (b), para os valores 6 = 0.3, 0.25, 0.2, 0.15; e, no painel (c), para
os dois menores valores: § = 0.1, 0.05. Todos os valores de 9§, exceto pelo menor
(isto é, 6 = 0.05, que é mais fortemente afetado por artefatos de tamanho finito),
armazenam mais energia no setor de calibre do que no setor de Higgs.

A caracteristica essencial que todas as realizacoes de distancia logaritmica das
Figs. 3.2 e 3.3 compartilham, é que, apés um periodo de laténcia de comprimento
variado, elas comecam a ascender de maneira ao menos aproximadamente linear com
t, antes de atingir um platd de saturagao independente do tempo (o qual se encontra
um tanto fora do dominio considerado de ¢ para 6 = 0.05) na distancia maxima no
espaco de fases. Saturacao de distancia em valores altos de ¢ é uma consequéncia da
compacidade do grupo de calibre de rede e poderia ser evitada por reescalamento em
intervalos regulares (cf. Sec. 3.1). As regioes lineares traduzem-se num crescimento
exponencial das configuragoes de campos inicialmente quase idénticas, implicando
numa alta sensibilidade das evolugoes no tempo das distancias as condicoes iniciais;
isto €, a assinatura padrao do caos temporal. Nao surpreendentemente, os campos se
separam a um passo mais rapido quando sua energia aumenta, ou seja, as inclinacoes
nas Figs. 3.2 e 3.3 crescem com 9. Para cada par de trajetorias, ademais, as regioes
lineares de ambos log dg e log dy tém as mesmas inclinacoes médias. Este resultado
difere de uma estimativa anterior para uma trajetéria [75] e serda discutido mais a
frente na Sec. 3.3. Além do mais, para 6 < 0.2, o periodo de laténcia, o qual é
dificilmente perceptivel para maiores valores de d, expande-se e o aumento linear
se torna crescentemente modulado por oscilagoes cuja frequéncia progride com 9.
Tal comportamento foi observado também na teoria de Yang-Mills pura na rede,
conforme estudo feito na Sec. 2.3. Obviamente, estas oscilagoes reduzem a precisao
com que o expoente de Liapunov principal pode ser determinado das inclinacoes de
log de i, nas regides lineares (ver abaixo).

As figuras 3.2 e 3.3 mostram ainda que para todas as trajetérias de campos
(exceto aquela com 6 = 0.05), logdy fica abaixo de logdg. Isto reflete a quanti-
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dade menor de energia inicialmente armazenada no setor de Higgs para ¢ > 0.05 e
mudara ao longo da evolugao para tempos mais longos, a ser discutida na Sec. 3.3.
Adicionalmente, a altura dos platos de saturacao de log dg diminui ligeiramente com
0, enquanto aquela de log dgy se mantém constante. Isto pode indicar que a maxima
distancia entre campos magnéticos (2.55) é alcancada apenas quando suficiente ener-
gia no setor de calibre estd disponivel. A parte a estas diferencas no comportamento
de saturacao, contudo, até os padroes de modulacao de logdg e logdy sao muito
similares. Isto sugere que, apesar do fraco acoplamento gauge-Higgs assegurado
pela Eq. (3.19), a dependéncia temporal das componentes dos campos de calibre e
de Higgs, ao menos do modo mais instavel, ja se sincronizou apds algumas unidades
de tempo de rede.

A dependéncia qualitativa dos resultados em relagao ao tamanho de rede, isto
é, em N € {6,10,20,30}, com o corte ultravioleta a~! mantido fixo, pode ser jul-
gada pela comparacao das evolugoes de distancia na Fig. 3.2. A figura 3.2a contém
os resultados para 1 > 6 > 0.35. Embora os campos sejam aleatoriamente ini-
cializados, as curvas com ¢ idéntico porém N diferente claramente aglomeram-se,
ou seja, em acordo com o limite (3.22), essencialmente nenhum efeito de tamanho
finito pode ser observado nas regides abrangidas por N e ¢ (enquanto efeitos de
espacamento de rede devem passar a ser perceptiveis para 0 préximo da unidade,
cf. Eq. (3.21)). Indicagdes para uma independéncia similar em N foram encon-
tradas por nds na teoria de Yang-Mills pura (ver Sec. 2.3). Isto pode sugerir que os
modos mais instaveis, isto é, aqueles que dominantemente guiam a evolucao tem-
poral cadtica de configuracoes inicialmente adjacentes, tém, para energia magnética
inicial suficientemente grande (correspondendo a § > 0.35), comprimentos de onda
pequenos o suficiente para serem acomodados por até mesmo o maior corte infraver-
melho 1/(Na) considerado (correspondendo a N = 6), ou, em outras palavras, que
estes modos mais cadticos se encaixam essencialmente dentro de uma rede periddica
de volume (6a)3. Como apresentado nas Figs. 3.2b e 3.2c, todavia, para menores
valores de 0 (< 0.2), corregoes de tamanho finito tornam-se visiveis nas inclinagoes
médias das (crescentemente moduladas) regides lineares de logdg i, e fazem com
que elas difiram mais fortemente. Uma tendéncia sistematica na dependéncia em N
destas inclinagoes nao pode ser discernida em nossos dados, ao passo que em teorias
de Yang-Mills, entretanto, a inclinacao foi encontrada a aumentar em redes menores
[43].

A figura 3.3 revela a dependéncia qualitativa das evolugoes de distancia com o
auto-acoplamento de Higgs. Baseando-se nos valores de k adotados especificamente
para este estudo: & € {1,8,16,24} (para N = 20), observa-se desta figura que ha di-
versas similaridades qualitativas com a dependéncia em N da Fig. 3.2. Para comecar,
uma dependéncia em K é dificilmente notavel para § grande, ao passo que a in-
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clinacao das regioes lineares se torna crescentemente dependente de k com respeito a
valores de  menores, embora novamente sem uma perceptivel tendéncia sistematica.
De modo geral, a apenas ligeira sensibilidade das inclinagoes a k ¢ provavelmente
uma consequéncia do fato de que mesmo logdy é fundamentalmente determinado
pelas flutuagoes mais instaveis dos campos de calibre e, portanto, relativamente in-
sensivel as auto-interagoes do campo de Higgs. Depois que a pré-equilibracao entre o
setor de calibre e de Higgs ocorreu, a dependéncia das inclinagoes com & pode, por-
tanto, ser sistematicamente acentuada (caso a saturagao de distancia seja evitada
através de reescalamento periédico), tal como encontraremos de fato na Sec. 3.3.
Como um setor de Higgs mais fortemente auto-acoplado absorveria energia do setor
de calibre (em que, para § > 0.1, mais energia inicial é armazenada) mais rapida-
mente, ele deveria similarmente aumentar a dependéncia das inclinagoes em relagao
a k.

Para resumir, todos os membros do conjunto representativo de evolugoes de
distancia (na fracamente acoplada, fase simétrica de SU(2)-Higgs) discutidos acima,
aumentam exponencialmente e, por meio disso, exibem comportamento cadtico.
Para § 2 0.3, os logaritmos de log d¢ i tornam-se praticamente independentes do
acoplamento de Higgs & e (para N > 6) do volume de rede.

Na secao seguinte, procedemos a avaliacao quantitativa dos expoentes de Lia-
punov maximos para condicoes iniciais aleatérias e coerentes, e discutimos sua de-

pendéncia energética e relacao com a taxa de amortecimento do plasmon.

3.3 Expoentes de Liapunov maximos e suas particularidades

dinamicas

A analise da ultima secao mostrou que todos os nossos 77 pares de campos aleatori-
amente inicializados pertencem a porgao cadtica do espaco de fases de Yang-Mills-
Higgs. Isto sugere que na fase nao-quebrada da teoria, comportamento cadtico é
universal (isto é, existe para todas as energias) ou, pelo menos, predominante na
maior parte do espaco de fases fracamente acoplado. A fim de quantificar este
comportamento, avaliaremos agora a medida classica para a caoticidade de um sis-
tema dinamico, ou seja, o maximo expoente de Liapunov A ou, equivalentemente, a
taxa de crescimento exponencial da distancia entre variaveis dinamicas inicialmente
vizinhas. Vamos extrair os expoentes de Liapunov maximos a tempo-finito dos re-

sultados numéricos da Sec. 3.2 através do calculo da média das evolugoes no tempo

{Caos rigidamente universal é quase impossivel de estabelecer numericamente. No limite ex-
tremo de comprimento de onda longo, o espaco de fases cldssico de Yang-Mills (sem campo de
Higgs), por exemplo, contém pequeninas regides em que trajetdrias estéveis existem [77, 76].
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das medidas de distancia de campos de calibre e de Higgs, durante o intervalo de

tempo A, em que elas permanecem no regime linear, o que significa

— . d dG,H(E7R7N;f)
Aa,H (E, K, N) = <d—t_log dG,H(E, P O) >A ) (3.23)

Note-se que substituimos a dependéncia do parametro de inicializacao ¢ por aquela
na energia total E do sistema Yang-Mills-Higgs, e que suprimimos a dependéncia do
parametro de inicializacdo remanescente, a amplitude de Higgs R, a qual é mantida
no mesmo valor para todas as nossas trajetérias (cf. Sec. 3.2). Lembramos ainda
que o método acima, para a obtencao dos expoentes de Liapunov, torna-se crescen-
temente propenso a erro com respeito a energias mais baixas, onde a equilibracao
procede mais lentamente, enquanto o impacto dos expoentes quase maximos cresce e
gera modulagoes de log dg i com frequéncia decrescente. Problemas similares foram
encontrados na Ref. [8] e serdo subjugados abaixo através do reescalamento das
medidas de distancia.

Nossos resultados numéricos para os expoentes adimensionais A\g g (E’ JR, N ) =
alG H (E, K, N), com base nas 77 evolugoes temporais de pares de campos da Sec. 3.2,
estao coletados na Tabela 1. Um primeiro olhar na tabela confirma as tendéncias
qualitativas que notamos em nossa discussao sobre as Figs. 3.2 e 3.3, na Sec. 3.2.
Além do esperado aumento de Ag x com E (ou d), o qual mais adiante analisaremos
quantitativamente, os dados mostram flutuagoes no limite estatisticamente esperado
de aproximadamente 10% para diferentes auto-acoplamentos de Higgs e tamanhos
de rede, porém, exceto pelo menor £, nenhuma dependéncia sistemdtica ébvia ou
em k ou N. Nos tempos intermediarios considerados (isto é, apds pré-equilibragao
separada dos setores de calibre e de Higgs, no entanto antes de sua mutua ter-
malizacdo estar completa) e ao menos em energias intermedidrias E ou E,, efeitos
sistematicos de tamanho finito e espacamento de rede sao portanto pequenos. Ade-
mais, os resultados acima indicam que o setor de Higgs desempenha um papel menor
na caoticidade do completo sistema Yang-Mills-Higgs, ao menos nos fracos acopla-
mentos, os quais as condigoes iniciais da Sec. 3.2 implementam. O modo mais
instavel, que em grande parte guia o comportamento caotico, deveria assim ser con-
trolado principalmente pela dinamica dos campos de calibre. Como consequéncia,
estimativas razoaveis para os expoentes de Liapunov podem ser extraidas no estagio
de pré-equilibragao, e os valores dos expoentes do sistema Yang-Mills-Higgs SU(2)
deveriam ser similares aqueles da teoria de Yang-Mills SU(2) pura [8, 43|, o que é
confirmado pelos resultados na Tabela 1.

Enquanto vemos que o setor de Higgs tem impacto apenas limitado na dinamica
caotica de Yang-Mills-Higgs na fase simétrica fracamente acoplada, pode ser ttil
relembrar os resultados da Ref. [41] no limite homogéneo, isto é, para comprimen-
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N=6 N =10 N =20 N =30 N =20 N =20 N =20
R=1 R=1 R=1 R=1 R=8 k=16 R =24
B o.04374 || 006507 0.07445 0.06179 0.04563 0.06276 0.02922 0.04862
0.07521 0.07900 0.06799 0.04713 0.06422 0.02517 0.04712
5 o10076 || 007394 0.05838 0.05052 0.05617 0.05246 0.05981 0.03972
0.07343 0.05820 0.05004 0.05633 0.05270 0.06028 0.03997
B — 01008 || 009117 0.07269 0.09783 0.09281 0.08522 0.09264 0.08767
0.09156 0.07320 0.09833 0.09336 0.08561 0.09330 0.08849
b 03048y || 013357 0.13348 0.13017 0.13751 0.13876 0.13665 0.13435
0.13349 0.13410 0.13075 0.13803 0.13888 0.13655 0.13394
B 43507 || 019660 0.20009 0.20985 0.20906 0.22112 0.20315 0.20032
0.19844 0.20126 0.21099 0.21011 0.22164 0.20313 0.19922
B 05700 || 028580 0.25783 0.29550 0.29339 0.28875 0.28975 0.29050
0.28877 0.25994 0.29795 0.29540 0.29021 0.29024 0.28895
B — 070604 || 0-36801 0.39740 0.39422 0.39359 0.39232 0.37328 0.38446
0.37857 0.39802 0.39841 0.39638 0.39354 0.37355 0.38460
P osooma | 0-46159 0.46709 0.48083 0.46971 0.47193 0.47730 0.48521
0.46487 0.47145 0.48596 0.47334 0.47344 0.47800 0.48630
B — 003767 || 050048 0.53934 0.53530 0.54047 0.52785 0.53862 0.54295
0.51818 0.53885 0.53656 0.54306 0.52760 0.53854 0.54123
B Losgrg || 056526 0.56621 0.58570 0.58284 0.57729 0.58613 0.57540
0.56125 0.56722 0.58918 0.58643 0.57799 0.58700 0.57636
B Looe3a | 0-63279 0.65405 0.65635 0.65077 0.64431 0.65041 0.64915
0.64082 0.65811 0.65997 0.65550 0.64588 0.65104 0.65008
Tabela 1: Expoentes de Liapunov méximos A\g = alg (registros superiores) e
Ag = a)y (registros inferiores) como uma fungiao da energia total F = ¢*Fa,

do auto-acoplamento de Higgs k e do nimero N de vértices da rede por dimensao.
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tos de onda muito maiores do que as amplitudes inversas |A|7!, |¢|™!, o que revela
um papel mais dramético do campo de Higgs na fase quebrada (mesmo em angulo
nao nulo de Weinberg). Isto é uma consequéncia da massa de campo de calibre
gerada dinamicamente na fase quebrada, a qual é conhecida por amortecer (e, além
de um valor critico, suprimir completamente) comportamento caético [10]. (Nota-
mos de passagem que o caos nao ¢ somente amortecido por massas de campos de
calibre geradas via quebra dinamica de simetria, mas também por aquelas devido a
corregoes quanticas ao potencial classico [78] e cargas estaticas [14].) Na Ref. [41],
comportamento cadtico foi observado (na presenca adicional de um campo de cali-
bre abeliano, o qual provavelmente nao afeta significativamente as propriedades
cadticas) apenas além da energia limiar Fy, ~ 0.3 (mostrando que caos nio é uni-
versal na fase quebrada), e para a energia £ = 5.07 > FEj,, o maior expoente de
Liapunov encontrado foi aproximadamente igual a A ~ 0.25, ou seja, uma ordem
de magnitude menor do que nosso valor A = 2.75 na fase nao-quebrada [que nds
extrapolamos linearmente dos valores na Tabela 1 até E = 5.07]. J4 que campos
constantes com seus poucos graus de liberdade podem exibir caoticidade mais forte
e, desse modo, produzir expoentes de Liapunov maiores do que nossas configuracoes
iniciais randomicas, esta comparacao da uma idéia quantitativa do quanto a insta-
bilidade cadtica de Yang-Mills-Higgs é amortecida pelo mecanismo de Higgs, na fase
quebrada.

Outra questao que pode ser abordada quantitativamente com base nos dados na
Tabela 1 é a relacdo entre os expoentes de Liapunov maximos A¢g e Ay, 0s quais sao
obtidos a partir das medidas de distancia de campos de calibre e de Higgs (2.55) e
(3.15), respectivamente. Esta relagao foi objeto de algum debate, em particular em
acoplamento forte [75, 46]. Depois de um estudo exploratério na Ref. [10], a Ref. [75]
forneceu uma primeira estimativa na rede para a teoria de Yang-Mills-Higgs. O
expoente Ay extraido da medida de distancia do campo de Higgs foi encontrado ser
menor cerca de 15% em relacdo a Ag, quando o auto-acoplamento de Higgs aumenta.
Comparagao com a taxa de amortecimento estatico do boson de calibre e de Higgs
em teoria de perturbacao ressomada, langou entao duvida sobre a relacao deles com
0 mesmo Mg e levou & especulacio de que a taxa de amortecimento de Higgs pode,
ao contrario, estar relacionada a Ay [75]. Tais idéias foram mais tarde questionadas
na Ref. [46], cujo célculo melhorado descobriu que Ag e Ay estdo em acordo, apesar
de que apenas para um par de trajetérias no valor da energia total E ~ 0.31 ¢ com
parametros d = 0.2, k=1, R=0.2¢e N = 10.

No nosso caso, os valores de A\g e Ay, na Tabela 1, concordam dentro de erros (ao
nivel de um por cento) em todo o espago de fases de Yang-Mills-Higgs coberto, com
os desvios diminuindo levemente para valores crescentes de E e k. Nossos resultados,
portanto, mostram que a descoberta da Ref. [46] ndo foi o efeito acidental de uma

o4



especifica escolha de inicializacao, porém que, de fato,
Ae(E R, N) ~Ay(E,R,N). (3.24)

Como os tempos de relaxamento individuais 7 dos setores de calibre e de Higgs sao
determinados pelos expoentes de Liapunov inversos, isto é, 7¢ g ~ Aé}H, a Eq. (3.24)
naturalmente explica a observacao de que 7¢ ~ 7y na Sec. 3.2, ou seja, o fato de
que ambos os setores de calibre e de Higgs (separadamente) se auto-termalizam
aproximadamente no mesmo tempo de relaxamento. A equacdo (3.24) se ajusta
ainda com a expectativa geral de que o modo de campo maximamente instavel de
um sistema dinamico, isto é, o modo associado ao maior expoente de Liapunov,
domina o crescimento exponencial da distancia entre trajetorias proximas. Por con-
seguinte, os expoentes de Liapunov deveriam ser independentes da métrica utilizada
para extrai-los. Uma possivel excecao a esta regra pode surgir, contudo, se a me-
dida de distancia for indiferente com relacdo ao modo mais instavel. Na Ref. [46],
argumentou-se que tal situacao ocorre em teoria de Yang-Mills-Higgs em grande
acoplamento, onde a auto-interagao quartica de Higgs domina a energia potencial
de Higgs (3.5): a amplitude R, permanece entdo praticamente imutada durante a
evolucao do tempo e se desacopla do modo de campo de calibre mais instavel, ao
qual a medida de distancia de Higgs (3.15) consequentemente se torna insensivel.
No ainda relativamente fraco acoplamento & = 24, e na energia £ ~ 0.8 da Ref. [75],
onde log dy é um tanto fortemente independente do tempo (cf. Fig. 3.3a), entretanto,
nossos resultados para Ag e Ay diferem por apenas aproximadamente um por cento.
Isto sugere que o desvio de 15% encontrado na Ref. [75] deveria ser principalmente
atribuido a incertezas numéricas.

Como mencionado anteriormente, a dependéncia dos expoentes de Liapunov
maximos em relacao a energia de campo de calibre por grau de liberdade e em
relacao a energia total do sistema Yang-Mills-Higgs é uma questao particularmente
importante. Nas teorias puras de Yang-Mills com os grupos SU(2) [8, 10] e SU(3)
9, 10] (cujas propriedades de escala implicam que o expoente de Liapunov adimen-
sional A = Aa pode apenas depender de Ep = ¢g*E,a), a relagao aproximadamente
linear

AN, = e, g E, (3.25)

com cp = 0.17 e c3 = 0.10 foi estabelecida numericamente no regime de fraco acopla-
mento. (Uma anélise melhorada no caso da teoria de calibre baseada no grupo SU(2)
e uma discussao cuidadosa dos erros envolvidos [43], desencadeadas por questoes
levantadas na Ref. [73], mais tarde confirmaram os resultados das Refs. [8, 10].)
A relagdo empirica (3.25) ajuda a clarificar o papel fisico dos expoentes de Lia-
punov na teoria quantica de calibre a temperatura finita. Como os expoentes de
Liapunov foram extraidos nos tempos t > 7 ~ A7}, isto é, apés o setor de calibre
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se pré-equilibrar, o ensemble térmico de campos de calibre atingiu, de acordo com
a Eq. (3.20), a temperatura Tyyes ~ {39 Ep. Juntamente com a Eq. (3.25), isto
implica a relagao linear Aoz ~ {§:34 ¢°T, e a comparagao com a taxa de amorteci-
mento estatico do plasmon 7y y, da teoria quantica de Yang-Mills SU(N,), tal como
calculado em primeira ordem na teoria de perturbacao ressomada [5], entao revelou

a, de inicio, um tanto inesperada relacao [8, 9, 10]
AN, ~ 27N, ~ 0.176 N.g°T (3.26)

para N, = 2,3. (O fator de dois surge porque a taxa de crescimento da distancia
(2.55) é o dobro daquela da distancia entre os campos de calibre.) Subsequente-
mente, a Eq. (3.26) foi derivada sob algumas suposigoes heuristicas na Ref. [15].
Com base nos dados um tanto exaustivos estabelecidos na Tabela 1, encontramo-
nos agora aptos a abordar a questao analoga, de como os expoentes de Liapunov
estao relacionados as energias total e média por plaqueta no regime de acoplamento
fraco da teoria de Yang-Mills-Higgs. Na Fig. 3.6, graficamos os expoentes de Lia-
punov para £ = 1 em redes com N € {6,10,20,30} (correspondendo as quatro
primeiras colunas da Tabela 1), em toda a gama de energias médias por plaqueta 0 <
¢*E,a = E, < 4. Afigura 3.7 contém todos os expoentes de Liapunov remanescentes
da Tabela 1, ou seja, aqueles para k& = {1,8,16,24} em N = 20. As linhas retas
também desenhadas nas Figs. 3.6 e 3.7 sao os melhores ajustes lineares aos dados:

_ 1 -
(B, ~017¢*E,a ~ B (3.27)

As figuras mostram que os expoentes de Liapunov realmente dependem linearmente,
dentro de erros, da energia média por plaqueta, como na teoria de Yang-Mills. De
fato, a linearidade de A(E,) parece ser uma consequéncia nio-trivial da natureza
nao-abeliana do grupo de calibre. (Os expoentes de Liapunov da teoria escalar ¢?
e da teoria de calibre abeliana com grupo U(1), em contraste, vao a zero no limite
do continuo a — 0 [10].) Notavelmente, até a inclinagado da relacdo linear (3.27)
é quase idéntica aquela na teoria de Yang-Mills SU(2) [8, 10, 43]. (Ela é também
consistente com o valor da razao A/ E,, que foi extraido da trajetéria com & = 0.2,
F=1, R=02e N =10, na Ref. [46].)

A equagdo (3.27) implica que para idéntica energia de campo de calibre, os
expoentes de Liapunov maximos da teoria de Yang-Mills e Yang-Mills-Higgs sao
aproximadamente iguais. Isto fornece nossa principal evidéncia para o modo de
Yang-Mills-Higgs maximamente instavel de pertencer principalmente ao setor de
calibre, e sugere que a caoticidade e as propriedades de equilibracao do setor de
Higgs sao mediadas também por este modo de campo de calibre (a0 menos em fraco
acoplamento e se a maior parte da energia inicial estiver armazenada no setor de

calibre). Isto também faz com que seja mais plausivel que os expoentes de Liapunov
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da teoria de Yang-Mills-Higgs estejam relacionados a taxa de amortecimento do
campo de calibre [10, 46]. Ademais, é consistente com os tempos de relaxamento
aproximadamente iguais 7¢ ~ 7 (cf. Sec. 3.2) e as taxas de crescimento exponencial
das distancias, conforme Eq. (3.24), nos setores de calibre e de Higgs.

Apesar disso, a dependéncia dos expoentes de Liapunov quanto a energia por
plaqueta nas Figs. 3.6 e 3.7 também mostra pequenos desvios sisteméticos com
relagao a linearidade desse comportamento, os quais se tornam mais notaveis na
direcio dos valores mais baixos de FE,. O mesmo efeito foi observado na teoria de
Yang-Mills pura [43], e um rapido olhar sobre o critério (3.22) indica que erros de
tamanho finito sao responsaveis pela tendéncia sistematica para cima dos expoentes
de Liapunov no menor E,. De fato, isto é o que se esperaria intuitivamente, ja que
modos de campo com comprimentos de onda longos sao mais fortemente deformados
pelas condicoes de fronteira peridédicas. As inclinagoes das curvas logaritmicas de
distancia versus ¢ se tornam mais intensamente moduladas na diregao de menores £,
(cf. Sec. 3.2), além disso, o que introduz erros sistemdaticos adicionais. Juntamente
com os erros de tempo finito a serem discutidos nesta secao, eles podem vir a causar
desvios da relacao de dependéncia linear do valor médio do expoente de Liapunov
maximo com a energia por plaqueta. Em direcao ao valor maximo Ep = 4, por
outro lado, espagamento de rede (cf. Eq. (3.21)) e artefatos do espago compacto sao
provaveis de afetar os resultados [72, 73].

Como o sistema Yang-Mills-Higgs possui uma segunda escala de energia carac-
teristica além de Ep, isto é, a energia total F, a qual inclui adicionalmente am-
bas as energias armazenadas no campo de Higgs e nas interagoes de gauge-Higgs
(cf. Sec. 3.2) e é rigidamente conservada em todo o tempo, é natural perguntar de
que modo os expoentes de Liapunov dependem de E. Para responder esta questao,
plotamos nossos resultados para os expoentes de Liapunov, nas Figs. 3.8 e 3.9, como
uma funcio de E (para os mesmos valores de & e N, tal como nas Figs. 3.6 e 3.7),
e descobrimos que a dependéncia na energia total do sistema é aproximadamente

linear também:

A, (E) ~ 0.55E. (3.28)

O comportamento de escala acima pode ser compreendido lembrando que nossos
expoentes de Liapunov foram extraidos a tempos relativamente curtos (¢ < 400),
ao longo dos quais as distancias geralmente saturam, porém antes de os campos de
calibre e de Higgs terem comecado a trocar quantidades apreciaveis de energia. Um
rapido olhar na Fig. 3.4 mostra que, apos os setores de calibre e de Higgs terem
se pré-equilibrado separadamente (ou seja, para t > A7'), Eg = E,/2 e Ey sio
praticamente independentes do tempo nesta fase. Além disso, como mencionado na
Sec. 3.2, permanecer no regime de fraco acoplamento exige condigoes iniciais que

(exceto pelo caso em que 6 = 0.05) armazenam consideravelmente mais energia no
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setor de calibre do que no de Higgs (cf., por exemplo, Fig. 3.4, que corresponde
a 6 = 0.2). Nesta situacdo, deriva-se da definicdo de E na Sec. 3.2 (que implica
E,=—4Eg/3+ 10E/3) e da Eq. (3.27) que

2 O = Epy<E

e (B, Ey) ~ —=Ey+ - E =

5 _
- F 3.29
5 5 o & (3.29)

o que explica o comportamento linear e a inclinagdo numérica da Eq. (3.28). (Ela
também explica a relacdo de escala \g (E) ~ 0.53F [74] para teoria de Yang-Mills
SU(2) em que By = 0.) Reenfatizamos que estes resultados vigoram para expoentes
de Liapunov extraidos na janela de tempo A™' < ¢ < 400, durante a qual Eq e
Ey < Eg permanecem praticamente constantes.

A tempos mais longos, o setor de Higgs absorvera energia do setor de calibre,
isto 6, E, caird (para § > 0.05), enquanto F permanece constante (cf. Figs. 3.4 e
3.5). No limite ¢ — oo, os expoentes de Liapunov devem alcangar um valor cons-
tante, como implicado em sua definicao formal, e assim alcancara também Ep. Esta
saturacao é fortemente atrasada, contudo, pelos tempos excepcionalmente longos de
relaxamento que governam a equilibragao entre os campos de calibre e de Higgs. Na
sequéncia desta secao, analisaremos o impacto quantitativo deste comportamento
de saturacao nos valores dos expoentes de Liapunov extraidos. Para este fim, moni-
toramos mediante simulacao computacional a evolucao temporal do maior expoente

de Liapunov

t/T
/\GH(E I_€ Zlog Sk ——> )\GH(Ea R, N) (330)
(onde s, = dglt( T)/d alt)( 0) é o fator de reescala obtido no k-ésimo reescala-

mento e 7 denota o intervalo regular de tempo entre dois valores consecutivos
de d(gl}}(kﬂ), que se aproxima do valor assintético exato, por oito pares de tra-
jetorias de campos inicialmente proximas a tempos longos, mais precisamente no
intervalo t/a € [0,20000], em uma rede de tamanho N = 10. Em nossas simulagoes
reescalamos os campos na forma 2/ (k7) = zo(k7) + [2(kT) — 20(kT)]/ sk, onde usamos
a notagao compacta z = (E,U, ¢, gb) para indicar as variaveis de estado do sistema.
Desta forma, em cada vértice da rede, a trajetéria vizinha retorna novamente as
distancias d(gl;}(O) da trajetéria de referéncia zy apés o reescalamento. A fim de
melhorar a eficiéncia numérica, aumentamos o periodo de reescalamento 7 com o
aumento do tempo de saturacao, ou seja, com ¢ decrescente, tal como detalhado nas
legendas das figuras.

Na Fig. 3.10, mostramos as evolucdes de \g (linhas pretas) e Ay (linhas cin-
zas), normalizadas pela energia total, para quatro pares de trajetérias inicialmente

proximas para tempos grandes com <k = 1 e energias magnéticas iniciais especificadas

o8



por é = 0.2,0.3,0.45 ¢ 0.6. (Isto corresponde a valores aproximadamente igualmente
espagados de E,, cf. Fig. 3.1.) Uma primeira importante caracterfstica de todas as
evolugoes no tempo dos expoentes estimados é sua diminuigdo monotonica com o
tempo. Mais ainda, a saturacdo de Ag para t/a grande pode ser vista proceder
muito lentamente: especialmente para o menor J, ela nao estd inteiramente com-
pleta mesmo em ¢t = 2 x 10%a. Em todos os quatro casos, ademais, Ag comeca
relativamente maior do que Ay, todavia torna-se menor quando os setores de calibre
e de Higgs passam a trocar quantidades substanciais de energia. Os desvios entre
A\ e Ay mantém-se no nivel de um por cento, durante a evolucdo inicial (tal como
refletido nas estimativas da Tabela 1) e aumentam sistematicamente a até 5% em
t = 20000a. Portanto, A\g e Ay permanecem aproximadamente iguais ao longo de
toda a evolugao temporal até atingirem seus valores assintéticos (estes vindo a ser
os valores procurados de fato).

Na Fig. 3.11, por sua vez, ilustramos o comportamento individual de cada um
dos expoentes S\G’H /E ao longo do tempo para um valor intermedidrio da ener-
gia média por plaqueta (6 = 0.3), e para os demais trés valores propostos para o
auto-acoplamento de Higgs: & = 8,16,24. As principais tendéncias observadas na
Fig. 3.10 permanecem intactas para maiores k, apesar de que o aumento de tal
parametro atrasa ainda mais a saturagao das evolugoes dos expoentes de Liapunov.
De fato, ja para k = 8, é mais dificil extrapolar confiavelmente \g g ao valor do
expoente em t/a € [0,20000]. Por outro lado, valores maiores de & reduzem mais os
desvios entre A\ e Ay (0 que sugere que a tendéncia oposta, observada na Ref. [75],
deveu-se a um artefato numérico), e também as variagoes em tempo longo de A 7/ E

e, desse modo, os erros de tempo finito dos expoentes de Liapunov.

Com fins de verificar se o passo de tempo de integracao utilizado At = 1073a é
pequeno o suficiente, realizamos também uma simulacao com metade de seu valor
para & = 24. A curva correspondente, também desenhada na Fig. 3.11, é essencial-
mente idéntica aquela com o passo de tempo maior, o que demonstra que a ultima
nao possui nenhum erro relevante de discretizacao temporal. Finalmente, notamos
que, quando as evolucoes de Liapunov diminuem durante a equilibracao, pode-se
esperar que sua sensibilidade ao setor de Higgs se torne maior. A Fig. 3.11 mostra
que sua dependéncia com relagao ao auto-acoplamento & € insignificante em tempos
muito curtos (¢t < 2000a), como evidente na Tabela 1, mas de fato se torna mais
pronunciada para t/a maiores.

Voltamo-nos agora para o exame das razoes A\g/E, e Ag/E, que plotamos nas
Figs. 3.12 e 3.13 para os mesmos valores de parametros como nas Figs. 3.10 e 3.11.
O movimento rigorosamente paralelo de A¢ e Ay, e a sistemética de seus (pequenos)
desvios, permanecem visiveis aqui também. A queda inicial em S\G, 1/ E, (em particu-
lar, para 6 = 0.2) cai dentro do periodo de tempo durante o qual Ep é praticamente
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constante, isto é, ela é causada pela diminuicao de 5\@, u- Mais adiante, a energia de
campo de calibre comeca a cair (cf. Fig. 3.4) e contrabalanceia a continua diminuigao
de 5\G7 - Isto faz com que as razoes 5\(;, u/ E’p subam. Para ¢ = 0.2, presume-se, além
disso, a partir da Fig. 3.4, que E, = 2Eg — 2F para t 2 13000a, de maneira que a

continua, leve diminuicao de

/_\G7H t/a>13000,6=0.2 ES\G,H
E 2 E

p

(3.31)

tem novamente de ser atribuida unicamente ao comportamento de Ag . Um resul-
tado importante, visivel, em ambas as Figs. 3.12 e 3.13, é que as razoes S\GH/EP
saturam significativamente mais cedo que 5\G7 u/ E, mesmo em valores maiores de &.
(Flutuagoes de tempo curto da energia média por plaqueta fazem com que a evolugao
temporal de S\G, u/ Ep parega mais irregular.) Isto indica que para t grande, isto é,
na aproximacio ao equilibrio térmico, a energia média de calibre FE,/2 diminui na
mesma taxa que 5\@, H-

Como referido anteriormente, nossos resultados para a evolucao dos expoentes
de Liapunov associada a tempos longos permitem uma avaliacao quantitativa dos
erros de tempo finito nas estimativas dos expoentes da Tabela 1, os quais foram
extraidos em tempos de evolugao significativamente curtos. A Fig. 3.10 indica que,
para & = 1, as variacdes temporais de \g alcancam cerca de 25% para § = 0.2
e aproximadamente 32% para (8, F) = (0.6,1.14038), enquanto elas permanecem
cerca de 5% menores para o Ay correspondente. Estas variacoes podem ser conside-
radas como um limite superior do impacto dos erros sisteméaticos de tempo finito,
em particular para maiores valores de e menores de &, e também para as corres-
pondentes superestimativas de 5\(;7 g na Tabela 1. (A tendéncia de superestimar os
expoentes de Liapunov quando estes sao obtidos em tempos de evolugao mais curtos
foi também notada nas Refs. [10, 43].)

Finalmente, nossa andlise baseada em trajetérias a tempos longos nos permite
clarificar o que acontece as duas leis de escala (3.27) e (3.28) quando ¢ vai a infinito,
limite este que consiste em requisito para obtencao do exato expoente de Liapunov.
Na verdade, uma extrapolacao bastante confiavel para este limite pode ser alcancada
aproveitando a evidéncia empirica de que o maximo expoente de Liapunov varia
aproximadamente linearmente na varidavel £~/ [43]. (Em um particular estudo
[45] sobre as propriedades de flutuagao do espectro de Liapunov numa teoria de
Yang-Mills na rede, verificou-se que o perfil da distribuicao dos expoentes positivos
é do tipo gaussiano com largura que decresce como £~/2.) Em consequéncia, as
novas fungoes Ag x(~'/?) podem ser aproximadamente ajustadas por retas (com
um potencial erro sistemético) e os expoentes de Liapunov podem ser determinados
a partir das intersecdes das retas com o eixo zero da varidvel /2 [43]. Dessa
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forma, extrapolando-se os graficos das Figs. 3.10 e 3.12, pudemos obter estimativas
melhores dos expoentes de Liapunov que estao plotadas na Fig. 3.14 como uma
funcdo de E, (painel superior) e de E (painel inferior). Estas figuras mostram que
ambas as dependéncias se mantém lineares com boa precisao. Explicitamente, os
melhores ajustes lineares (também mostrados nas figuras) calculados a partir dos

valores extrapolados sao

M E,) = 0.149E,, M (E,) ~ 0.163E,, (3.32)

e (E) ~ 0.308E, A (E) =~ 0.338E. (3.33)

As equagoes (3.32) demonstram que a uma precisao de, pelo menos, cerca de 10%, a
lei de escala (3.27), encontrada antes do completo equilibrio dos setores de calibre e
de Higgs, com o mesmo coeficiente obtido na teoria de Yang-Mills pura, realmente
permanece intacta assintoticamente. (As primeiras indicagoes para este comporta-
mento foram observadas na Ref. [46], com base numa trajetéria para ¢ < 12000a.)
Qualitativamente, isto é também refletido na Fig. 3.12, onde as razoes 5\(;7 1/ E, ini-
ciam em torno de 1/6 e, assintoticamente, retornam a isso para t/a muito grande
(enquanto, no meio tempo, diferindo por, no maximo (ou seja, para o maior 9), cerca
de 20%, principalmente quando a maior parte da energia é trocada entre os campos
de calibre e de Higgs).

As Egs. (3.32) também explicam a dependéncia em E do comportamento assint6-
tico dos expoentes exibido pelos ajustes lineares obtidos em (3.33). De fato, apds
a completa equilibragdo em t — oo, com Eg = E,/2 = Eg = E, espera-se de
Aen(E,) =acnE, ~ E,/6 que

— _ _ 1 -
)\G,H(E) = 20éG’HE ~ §E7 (334)

que é idéntica as equagbes que se apresentam em (3.33), dentro de erros toleraveis.
Portanto, em equilibrio, a dependéncia linear dos expoentes de Liapunov com a
energia média de calibre implica uma dependéncia linear em relagao a energia to-
tal do sistema, com o dobro da inclinagao (como verificado, com boa precisao, nos
ajustes (3.32) e (3.33)). Este fato provavelmente passou despercebido na Ref. [46],
onde indicagoes foram mencionadas contra a correspondéncia entre Ag z e E, com
base em trajetérias calculadas em milhares de unidades de tempo de rede, o que
provavelmente nao trouxe o sistema préximo o suficiente do equilibrio. (Em adigao,
nossa observac¢ao acima sustenta o ponto de vista da Ref. [74], em que se atribui
a dependéncia logaritmica entre a energia e o expoente de Liapunov, estabelecida
numericamente via método da matriz de monodromia, a efeitos de tamanho finito.)
De maneira mais geral, a correspondéncia linear de A,y com E, implica uma de-

pendéncia linear em E em qualquer janela de tempo durante a qual Ep x E. Esta
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condicao, no entanto, parece ser satisfeita apenas quando os setores de calibre e
de Higgs nao trocam quantidades relevantes de energia, isto é, apenas na fase de
pré-equilibragao e apds a mutua equilibragao ser essencialmente atingida. Todavia,
as inclinagoes da dependéncia sobre E nestes dois intervalos de tempo diferem: 5/9
e 1/3, respectivamente.

As evidéncias estabelecidas acima nas equagoes (3.32), as quais alegam que a
dependéncia linear dos expoentes de Liapunov com a energia média por plaqueta ha
de prevalecer para t — oo, parecem consistentes com nossas indicagoes anteriores
de que o modo mais cadtico reside principalmente no setor de calibre, com nossa
descoberta de que o comportamento de escala (3.27) se inicia antes de os campos de
calibre terem completo acesso a energia armazenada no setor de Higgs, e com o resul-
tado de que as razoes XG, 1/ E, saturam, de maneira significativa, mais rapidamente
do que os préprios Ag x.

No restante desta tltima segao, afastamo-nos de nosso assunto principal e apli-
camos algumas das técnicas numéricas desenvolvidas acima para analisar a evolugao
temporal de campos magnéticos nao-abelianos, espacialmente constantes. Nos anos
pioneiros da QCD, tais campos magnéticos homogéneos foram determinados serem
instaveis em teoria de Yang-Mills pura [79]. Esta assim chamada instabilidade de
Savvidi foi mais tarde explorada no dominio nao-perturbativo por métodos numéricos
similares aos nossos [7, 8. Ela forneceu indicagoes antecipadas para a complexidade
do vacuo de Yang-Mills e desencadeou o desenvolvimento de conceitos referentes a
estocasticidade e ao caos determinista como ferramentas para estudos da estrutura
de vécuo das teorias de calibre nao-abelianas e confinamento de quarks [13]. A
seguir, vamos estudar o impacto dos campos de Higgs na instabilidade de Savvidi.

Como referéncia para comparagao com o caso de Yang-Mills-Higgs, em primeiro
lugar reproduzimos a evolucao temporal da distancia (2.55) entre campos magnéticos
homogéneos inicialmente adjacentes numa teoria de Yang-Mills para uma rede de
tamanho N = 10. O campo magnético é definido como B, = arccostrlU,, e suas
componentes sao inicializadas com os valores B, 12 = 0.899, B, 13 = 0.791 e B, 23 =
1.453, para todo vértice x, originando uma configuracao referencial com energia total
E =~ 0.57 (admite-se campo elétrico nulo). Na Fig. 3.15, comparamos sua evolucio
de distancia logaritmica aquela de um campo de calibre inicialmente randémico
(cf. Sec. 3.2), com a mesma energia. O par de campos magnéticos constantes passa
a ter cerca de o dobro da inclinacao média de log dg na regiao linear, ou seja, o campo
magnético homogéneo é substancialmente menos estavel que o campo randomico.
Este resultado corrobora outros similares, encontrados na Ref. [§].

Voltamo-nos agora para a andloga evolucao temporal de campos magnéticos ini-
cialmente constantes na teoria de Yang-Mills-Higgs, novamente em uma rede com
N = 10 vértices por dimensao. Como na secao anterior, o campo de Higgs é inicia-
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lizado no valor espacialmente constante R, = 0.2, e os valores iniciais B = 0 = )
sao impostos, a fim de satisfazer a lei de Gauss (3.13). O campo B é inicializado
nos valores B, 19 = 2.319, B, 13 = 2.152 e B, 23 = 1.428, para todos os x. Escolhe-
mos ainda § = 0.3 e & = 1, a fim de injetar a mesma energia total £ ~ 0.57, tal
como no caso de Yang-Mills acima. A evolucao da distancia logaritmica, sob estas
condigbes, é mostrada na Fig. 3.16, para as métricas de calibre e de Higgs (2.55)
e (3.15), de novo juntamente com sua contraparte para um correspondente campo
randomico. Como no caso de Yang-Mills, o campo magnético homogéneo produz
cerca do dobro da inclinacao na regiao linear. Portanto, a presenca dos campos de
Higgs parece nao amortecer nem acentuar a maior instabilidade das configuragoes
de campo magnético homogéneo, relativas a uma configuracao randomica de mesma
energia total. Isto parece ser consistente com nossa evidéncia acima de que a caoti-
cidade da teoria de Yang-Mills-Higgs é dominada pelo setor de calibre.

As inclinagoes de log d para ambos os campos magnéticos constantes e randomi-
cos, contudo, sdo (na regido linear) em torno de duas vezes maiores, no exemplo de
Yang-Mills-Higgs da Fig. 3.16, do que na teoria de Yang-Mills (Fig. 3.15). Provavel-
mente, este resultado depende muito fortemente das condigoes iniciais, e especial-
mente de como distribuem a energia inicial sobre os setores de campo de calibre e de
Higgs. Nossas condicoes iniciais acima foram escolhidas para fornecer um exemplo
que demonstra que a presenca de campos de Higgs pode aumentar em muito a ins-
tabilidade de Savvidi. Este impacto grande da inclusao do campo de Higgs levanta
a possibilidade de que resultados de simulacao para modelos de gauge estendidos
que incorporem quarks podem produzir efeitos semelhantes sobre as instabilidades
induzidas por campos de calibre.

Encerra-se aqui o capitulo principal desta tese, onde se explorou a presenca de
caos em teorias de Yang-Mills-Higgs na rede. Utilizou-se o formalismo hamiltoniano
para a obtencao das equagoes governantes do movimento, e fez-se a andlise das pro-
priedades de escala da energia do sistema através da integracao direta das equacoes
de Hamilton pelo método explicito de Runge-Kutta de quarta ordem e estimativa
numérica dos expoentes de Liapunov méaximos. Executou-se diversas simulagoes
numéricas computacionais, envolvendo os campos escalar e de calibre, para (princi-
palmente) configuragoes randdmicas iniciais e para diferentes valores dos parametros
que definem o sistema, a saber: E, & e N. Durante a exposicao de nossas conside-
ragoes finais, os pontos mais relevantes tratados neste capitulo serao retomados,
com um carater menos expositor e mais reativo as implicacoes de nossos resultados
aqui explicitados.

Uma extensao natural do modelo aqui analisado é a de incluir efeitos quanticos
na acao a ele relativa. A abordagem mais usual da mecanica quantica neste sen-
tido baseia-se na formulacao de Feynman-Vernon para particula acoplada a banho
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de osciladores, na qual o interesse recai numa descricao reduzida do sistema que
nos permite estudar apenas a evolucao temporal da particula sob a influéncia do
banho. Uma situagao tratada atualmente na literatura é aquela em que sistemas
caoticos fazem o papel de ambientes. Procuraremos, no préximo capitulo dessa tese,
explicitar detalhadamente a metodologia convencional dentro do formalismo de inte-
grais de caminho, considerando o acoplamento bilinear mais geral possivel. Daremos
também uma sugestao para futuro estudos no contexto das interagoes mediadas por

Caos.
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Figura 3.1: A energia média por plaqueta E, como uma fungio do parametro de

inicializacao 6.
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Figura 3.2: Evolugao logaritmica da distancia nos setores de calibre (curvas pretas)
e de Higgs (curvas cinzas), no valor fixo do auto-acoplamento de Higgs & = 1, para
quatro volumes de rede correspondendo a N = 6, 10, 20 e 30. A energia magnética
inicial é parametrizada por §. O painel (a) corresponde a § = 1.0, 0.5, 0.45, 0.4,
0.35, ao passo que o painel (b) corresponde a § = 0.3, 0.25, 0.2, 0.15 e o painel (c),
aos dois menores valores, 6 = 0.1, 0.05.
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Figura 3.3: Evolugao logaritmica da distancia nos setores de calibre (curvas pretas)
e de Higgs (curvas cinzas), em uma rede de tamanho N = 20, para quatro diferentes
auto-acoplamentos de Higgs k = 1, 8, 16 e 24. As trajetérias de distancia estao agru-
padas como na Fig. 3.2, segundo sua energia magnética média inicial (parametrizada
por d): o painel (a) contém as curvas correspondentes a § = 1.0, 0.5, 0.45, 0.4, 0.35;
o painel (b), as que correspondem a § = 0.3, 0.25, 0.2, 0.15; e o painel (c), aos dois

menores valores, 6 = 0.1, 0.05.
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Figura 3.4: Evolugao temporal da energia (por grau de liberdade) armazenada no
setor de calibre Eg (linha inicialmente horizontal mais acima) e no setor de Higgs
Epy (linha inicialmente horizontal mais abaixo) e sua soma, isto é, a energia total
conservada E (linha horizontal). A linha inicialmente oscilante comegando em zero
¢ a energia de campo elétrico Eg; e a que comega no valor inicial da energia total no
setor de calibre é a energia de campo magnético Ep,e. (As condicoes iniciais para a
trajetéria subjacente foram § = 0.2, R =0.2, Kk = 1, N = 10 e At = 10~%a.)
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Figura 3.5: Tal como na Fig. 3.4, mas para a trajetoria sujeita as condicoes iniciais
§=1,R=02k=1e N =10.
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Figura 3.6: Valores dos expoentes de Liapunov méximos A¢ (simbolos pretos) e Ay
(sfmbolos cinzas) como uma fungao da energia média por plaqueta E, para k = 1 e
N =6, 10, 20, 30.
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Figura 3.7: Valores dos expoentes de Liapunov méximos A\¢ (simbolos pretos) e Ay
(sfmbolos cinzas) como uma fungio da energia média por plaqueta E, para N = 20
ek=1,8, 16, 24.
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Figura 3.8: Valores dos expoentes de Liapunov méximos Ag (simbolos pretos) e Ay
(sfmbolos cinzas) como uma funcio da energia total F para & = 1 e N = 6, 10, 20,
30.
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Figura 3.9: Valores dos expoentes de Liapunov méximos Ag (simbolos pretos) e Ay
(sfmbolos cinzas) como uma funcio da energia total F para N =20 e i = 1, 8, 16,
24.
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Figura 3.10: Evolucdo de tempo longo das funcdes de Liapunov A/ E (curvas pretas)
e Ay /E (curvas cinzas) para (6,7) = (0.6,25) (segundos maiores valores iniciais),
(0.45,30) (maiores valores iniciais), (0.3,55) (segundos menores valores iniciais) e
(0.2,110) (menores valores iniciais) (com At =5x107%a, s = 1, R=0.2e N = 10).
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Figura 3.11: Evolucdo de tempo longo das funcdes de Liapunov A/ E (curvas pretas)
e A/ E (curvas cinzas) para k = 8, 16, 24 (de baixo para cima) com At = 1073a. A
curva mais acima, sobreposta com sua contraparte correspondente ao maior passo
de tempo, é para & = 24 com At = 5 x 107%a. (Todas as curvas correspondem a
§=0.3,7=55 R=02e N = 10).
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Figura 3.12: Evolugio de tempo longo das fungdes de Liapunov Ag/E, (curvas
pretas) e A\g/E, (curvas cinzas) para § = 0.6 (maiores valores iniciais), 0.45, 0.3 e

0.2 (menores valores iniciais) (com & =1 e N = 10).
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Figura 3.13: Evolugio de tempo longo das fungdes de Liapunov Ag/E, (curvas
pretas) e A\g/E, (curvas cinzas) para & = 8, 16, 24 e At = 107%a (de cima para
baixo) e & = 24 com At =5 x 107%a (6 = 0.3, 7 =55, R=0.2 e N = 10).
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Figura 3.14: Valores extrapolados dos expoentes de Liapunov Ag (pontos pretos) e
Mg (pontos cinzas) como uma fungio de E, [painel a] e E [painel b]. As linhas retas
indicam os melhores ajustes lineares obtidos pelo método dos minimos quadrados.
(Para 6 = 0.6, 0.45, 0.3 ¢ 0.2, com Kk = 1 e N = 10.)
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Figura 3.15: Evolugao logaritmica da distancia para campos magnéticos homogéneos
inicialmente vizinhos (curva irregular) e para configuragoes randomicas inicialmente
vizinhas (curva suave), em teoria de Yang-Mills (com N = 10 e E = 0.572023).
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Figura 3.16: Evolucao logaritmica das distancias (2.55) (curvas pretas) e (3.15)
(curvas cinzas) para dois campos magnéticos homogéneos inicialmente vizinhos (cur-
vas irregulares com inclinagoes maiores na regiao linear) e para duas configuragoes
randomicas inicialmente vizinhas, em teoria de Yang-Mills-Higgs (com § = 0.3,
R=02 k=1, N=10e E = 0.572023).
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Capitulo 4

Abordagem via integrais de Feynman para o
modelo de Caldeira e Leggett: um estudo

preparativo

O estudo da interacao entre um sistema e seu meio é um tema central em mecanica
classica e quantica, e sobre o qual muito se tem trabalhado nos tltimos anos. Dois
sao os efeitos principais que se associam com esta interagao: a dissipagao e o ruido.
A dissipacao é devido ao sistema ser afetado por seu ambiente, e o ruido é devido ao
movimento difuso das particulas deste 1ltimo. Em curtas escalas de tempo o efeito
mais notavel é a decoeréncia devido ao ruido. Em longas escalas de tempo a atuacao
reciproca da dissipacao e do ruido conduz a um estado de equilibrio térmico.

Uma abordagem bastante comum para modelar o meio é representa-lo como uma
colecao de osciladores harmonicos independentes [80, 81, 82]. Outra abordagem é o
uso de matrizes aleatérias [83]. Entretanto, de interesse especial é a possibilidade de
substituir-se o meio de osciladores por um sistema cadtico de baixa dimensionali-
dade [84]. O pressuposto bésico é que a dindmica do reservatério cadtico é répida
em relacao ao resto do sistema, sobre o qual se faz observacoes. Explora-se também
a hipotese de que o reservatorio seja fracamente perturbado em seu movimento, de
maneira que se possa usar um acoplamento linear com o subsistema lento. Embora
se eliminem os graus de liberdade do reservatério, os efeitos do acoplamento sobre ele
podem ser considerados consistentemente no ambito da teoria de Feynman-Vernon.
Porém, enquanto que a abordagem de Caldeira e Leggett é fenomenoldgica no sen-
tido de que as propriedades do reservatorio nao resultam de sua hamiltoniana, o caso
do ambiente cadtico tem de ser tratado dinamicamente. No contexto especifico do
modelo Higgs nao-abeliano, A; poderia considerar-se como um campo cujas compo-
nentes contém os modos de comprimento de onda longo, que teriam uma dinamica
mais lenta, enquanto ¢ conteria os modos de comprimento de onda curto, funcio-
nando efetivamente como um banho térmico. Levada a pratica, essa situacao pode
ser implementada por meio de uma analise fora do equilibrio que usa teoria de per-
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turbacoes para obter contribuicoes para uma acao efetiva, que podem ser associadas
a dissipacao e ao ruido. Estudos nesta linha foram realizados para modelos com
campos escalares auto-interagentes nas Refs. [85, 86]. Em [87] utilizou-se a técnica
do funcional de influéncia com o objetivo de estudar a dinamica efetiva dos modos
de comprimento de onda longo em teorias de Yang-Mills puras, e mostrou-se que a
equacao governante é da forma da equacao de Langevin.

Neste quarto capitulo, que pode servir de ponto de partida para um estudo
destinado a investigar efeitos de acoplamento a sistemas cadticos, leva-se a cabo
uma revisao do modelo do banho de osciladores segundo o formalismo das inte-
grais funcionais de Feynman. Partindo-se de um esquema de acoplamento sistema—
mais-reservatorio linear, o primeiro objetivo do presente capitulo sera obter a forma
explicita do funcional de influéncia de Feynman-Vernon para o caso de apenas um
grau de liberdade, o que nos permitira chegar a uma equacao de Langevin generali-
zada que leva em consideragao efeitos de memoria. Para isso se comeca por fazer
uma descrigao de parte do sistema, provida pelo operador densidade reduzido p(t) =
trgp(t), em que trg denota o trago com respeito as varidveis do banho e com p(t)
sendo o operador densidade total. Em termos do operador densidade no tempo ini-
cial p(to) e do operador de evolugao temporal unitario U(t,ty) = T, exp —i JZ) duH/h,
no qual 7 representa o operador de ordenamento cronolégico e H a hamiltoniana do
sistema composto — funcao que sera explicitada mais adiante, na representacao de
Heisenberg, ele se escreve como p(t) = Ul(to, t)p(to)U(t,to). Sera conveniente, no que
se segue, considerar uma condigao inicial em p(t) do tipo Feynman-Vernon [88], isto
é, supor que, no tempo inicial ¢ = ¢y, o operador densidade total pode ser dividido
em um produto de operadores do sistema relevante e do banho. Adicionalmente, o
banho ¢é suposto estar em equilibrio térmico a uma determinada temperatura. Dali,
p(to) tem a forma p(to) = ps(to)pr(to), onde pp = exp(—FHg)/trpexp(—FHg) ¢é o
operador densidade candnico do banho térmico nao-perturbado, a temperatura in-
versa 0 = 1/kgT, e ps aquele do sistema isolado, usualmente nao-linear. A inclusao
de estados iniciais mais realistas ultrapassa o ambito desta revisao. Para o leitor in-
teressado nés o remetemos a literatura [89], onde essa generalizagao ¢ implementada
para sistemas abertos, sem forcas externas.

Conforme proposto primeiramente por Feynman e Vernon [88], para realizar a
reducao é util expressar o operador densidade total na representacao de coordenadas.
Valendo-se disso e objetivando discutir o comportamento dinamico de um sistema
quantico, cuja coordenada designaremos por z, em interagao com outro sistema cuja

coordenada chamaremos de X, chega-se a

(@ X[p()]yY)
= /dx’dy'dX’dY'(:CX\ exp —1 Ht|2' X") (2’ X' | p(0)|y/Y') (y'Y'| exp: Ht|yY) , (4.1)
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no caso em que H nao comuta com p e H seja independente do tempo. Por simpli-
cidade, adotou-se o tempo inicial igual a zero. Os termos contendo H em (4.1) s@o

facilmente reconhecidos como integrais funcionais [90]

(xX|exp—tHt|2'X'") = K(2, X, t;2', X', 0) /Dx/ DX exptS[z, X] (4.2)

) Y Y '
WY i HHY) = K.Yty Y0 = [ Dy [ DY exp—iSluv]. (43)
y/ !

onde K é a funcao de Green temporal do sistema composto e o fator de fase é a
acao, que € o integral da lagrangeana em relacao ao tempo. Estamos aqui interessados
numa particular acao, a saber, S = Sg+S1+ S = fot dul, em que L = Ls+ L1+ Lg;
Lg, Ly e Ly sao, respectivamente, a lagrangeana do sistema de interesse, de interagao
e do reservatorio. Dessa maneira, podemos reescrever a equagao (4.1) como

(@ X |p(0)]yY)
:/dx’dy’dX’dY’K(x,X,t;w/,X’,O)K*(y,Y,t;y’,Y',O)(:U’X’]p(O)]g/Y’). (4.4)

Esta expressao para o operador densidade total descreve o comportamento do siste-
ma—mais-reservatério como um todo. No entanto, ndao queremos ter toda essa in-
formagao nas maos. Queremos ter acesso as propriedades do sistema, independente-
mente do comportamento especifico do reservatorio. Tudo que necessitamos é a sua
influéncia sobre o sistema. Entao, a quantidade que estamos realmente procurando
nao é o operador densidade total, mas o denominado operador densidade reduzido
[91]. Este é obtido de maneira usual, tomando-se o trago sobre as variaveis do banho,

o que significa colocar Y = X e integrar sobre a variavel que restou. Assim,

ot = [ AX@X]p(0]X)
:/dx’dy’dX'dY'dXK(:c,X, ta', X0 K (y, X, 65y, Y, 0) (2" X | p(0)|y'Y') . (4.5)

A escolha, feita por Feynman e Vernon, foi a de que o operador densidade inicial
deveria decompor-se como p(0) = ps(0)pg(0), onde pg refere-se apenas ao sistema
relevante, enquanto pg refere-se ao banho, quando nao estao a interagir um com o
outro. Apost = 0, ps e pg podem ambos mudar ao longo do tempo. Substituindo-se

isto para dentro da Eq. (4.5) e utilizando-se as expressoes (4.2) e (4.3), produz-se

Py, t) = / de'dy' T (., £y, O)ps(s o/ 0) (4.6)

em que

z Y
Ty, tasy,0) = / D / Dy expiSsfe] exp—iSs[y] Flevyl, (A7)
x/ y/
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com
Flx,y] :/dX’dY’prB(X’,Y’,O)

X Y
« / DX [ DY expl (S, X] — Sify Y] + Sp[X] — SelY]).  (4.8)
/ v
Este tdltimo é normalmente referido como o funcional de influéncia de Feynman-
Vernon [88, 90]. Nao havendo interagao entre o sistema de interesse e o banho
térmico, o funcional de influéncia é igual a um. Entao, a nossa expressao se reduz
a um produto de dois propagadores, um avancado e outro retardado no tempo. Isso
acontece porque, para um sistema fechado, o operador densidade pode ser expresso
como o produto de uma funcao de onda com o seu conjugado complexo. Ao levar
em conta a interacao, nao temos estes dois propagadores ocorrendo livremente. Ao
invés disso, o funcional de influéncia lhes acopla. A expressao acima é a férmula
central no estudo que se seguira.

O que temos de fazer agora é empregar um modelo especifico, a partir do qual,
esperamos extrair algumas conclusoes gerais que, acreditamos, podem ser estendidas
a varios outros sistemas. Vamos assumir que nosso reservatério ¢ composto de um
grande numero de particulas nao-interagentes, oscilando com desvios pequenos em
relacao aos seus estados de equilibrio. Agora, acoplemos a ele um sistema des-
crito pela hamiltoniana geral Hg = p?/2M + v(z), onde nos restringimos ao caso
unidimensional, e suponhamos que o acoplamento seja débil no sentido que temos
de considerar apenas a resposta linear do reservatério ao sistema. Esta restricao a
linearidade pressupoe que qualquer grau de liberdade do banho é suficientemente
pouco perturbado pelo sistema [80, 81, 82, 92, 93]. E importante notar que isto
nao implica, necessariamente, que a influéncia dissipativa do meio no sistema é
fraca, pois o nimero de graus de liberdade do banho que se acoplam ao sistema
¢ muito grande. Dado que qualquer sistema — cuja resposta é linear — pode ser
representado por um conjunto de osciladores harmonicos, assim como nos modelos
do tipo Caldeira-Leggett [80, 81, 82], e uma vez que, por hipdtese, a interacao entre os
dois sistemas ¢ linear, podemos, sem perda de generalidade, escrever a hamiltoniana
do sistema total na forma

H = Hs + Hy + Hp + Hcr
2

2 2
D Dk 1 22 2 Ck
:——l—v(:v)—xg cka—l—E —+E 5w X + E —, (4.9)
2M 2my, 2mypwj;
k k k k
onde os ¢ sao as constantes de acoplamento das particulas do reservatério ao sistema
e 0s wy sao as freqiiéncias naturais de vibracao das particulas do reservatério. O
ultimo termo do lado direito da expressao acima é um contratermo cuja fungao serd

eliminar os efeitos induzidos pelo acoplamento no potencial externo v. A acao que
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aparece em (4.8) pode agora ser escrita como
t
Sp[X |+ Si[z, X] =] / duG(u); G(u) = %ka,f— T X7 + e X, (4.10)
k Jo

onde o simbolo X agora representa varias coordenadas em vez de apenas uma.
Agora, como resultado do fato de que apenas poténcias lineares e quadraticas de X}
e X}, ocorrem na hamiltoniana, as integracdes funcionais sobre os caminhos podem
ser calculadas em forma fechada. O procedimento, embora um pouco tedioso, é
certamente inteiramente direto e incluimos a seguir uma demonstracao de como
ocorre tal computo.

Primeiro, admitamos a existéncia de um caminho X}, que extremiza o funcional
com relacao aos diversos caminhos alternativos possiveis Xj. Agora facamos uso
desta premissa e deixemos X, — X, = & ser a nova variavel de integracdo. Visto que
X, satisfaz as condicoes de contorno, as flutuacoes &; tém de ser nulas nos tempos 0 e
t. Além disso, qualquer variagdo no caminho alternativo X, é equivalente a variacao
associada da diferenca &;; isto da-se pois o caminho X}, é completamente fixo. Por
conseguinte, numa integral de trajetéria, a diferencial DX, pode ser substituida por
D&, e o caminho Xj, por X, + &,. Efetuada esta substituicio, tem-se uma integral
de trajetéria independente das posicoes dos extremos. Isto pode ser comprovado ao

se realizar a integragao sobre u em (4.10). Explicitamente

t t . B )
/ Qu(2m X2 — L X2 + e Xy) = / dulLmy (X2 — 2X2) + e X
‘ t . 0 t
0 0

Agora usamos
t .. kX t t o
/ duX by = 5,9(,40 _ / duX &, (4.12)
0 0
que, com as condigoes de contorno ja impostas sobre &, fornece
t o . — t i —
/ du(kakgk — mszngk + Ckl’gk) = / dufk.(—kak - mszXk + Ckl‘) = 0,
0 0
(4.13)

devido ao fato de que o comportamento da coordenada X}, com o tempo é dado pela

equacao de movimento classica
mE Xy + mkw,%Xk = o, (4.14)

que é encontrada através do uso da equacao de Euler satisfeita por G. Assim, elimi-
namos o integrando linear no desvio. Tudo o que resta sao os termos de segunda
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ordem em &;. Estes podem ser facilmente apanhados, de maneira que podemos
escrever

Xkb . t . t 1 ;2 259 _
/ DX} exp ,éb/ duG(u)| = exp %/ dul3me (X7 — wiX7) + cerXy]
Xy 0 0
0 ¢
< [ g exp{% / du%mk(gi—wiéi)]. (4.15)
0 0

Uma vez que todos os caminhos & partem e retornam ao ponto & = 0, a integral
sobre trajetérias pode ser uma funcao apenas dos tempos nos extremos. A impor-
tante dependéncia em Xj, e X}, pode ser encontrada simplesmente resolvendo-se
a equacao diferencial minimizante (Eq. (4.14)) sujeita as condigbes nos extremos
Xi(0) = Xy, e Xi(t) = Xi, e calculando-se a integral que aparece no expoente
da primeira exponencial em (4.15). Na realidade podemos simplificar consideravel-
mente esta integral integrando por partes a energia cinética e usando a equacao de

movimento, produzindo, assim, o seguinte resultado:

t

t - _ _ ot _
/dU[%mk(Xi—w2X2)+ckak} zékaka’ +§ck/ duzXy.  (4.16)
0 0 0

Assumindo-se z(u) como dado, (4.14) é formalmente resolvida por

) : ‘ :
() = X smu.)k( w) . sin wiu
sin wyt sin wyt
u : t
Ck . Cr SN WrU .
d —5) — d t—s). (4.17
—l—mka/O sz(s)sinwg(u — s) — sinwkt/o sx(s)sinwg(t —s). (4.17)

Ao se inserir esta solu¢do na expressao (4.16), obtém-se

— |t t — mrw
1 1 k%k 2 2
§m;€Xka‘0 + 3 Ch /0 duzX), = st (X2 + X)) coswyt — 2X5, X, |

At /t i Xy Ch /t .
ShaTk g . Kuer [

Sn ot , sz(s)sinwy(t — s) + snent /) s2(s) sin wys
2

Ck

t t
- —/ dsx(s)sinwy(t — 3)/ dux(u)sin wiu
0 0

2mywy, sin wyt
t u t
/o du/O dssinwg(u — s)z(u)z(s) — 2mk%§/o duz*(u). (4.18)

2 2
Ck Ck

_|_

kawk

Ainda temos de calcular a integral de trajetéria do lado direito da equagao (4.15).
Isto sera alcangado transformando as varidveis originais em um conjunto mais ttil
de varidveis. Uma vez que todos os caminhos & vao de 0 em v = 0 a 0 em u = ¢, tais

caminhos podem ser escritos como uma série de Fourier em senos. Por conseguinte:

Ee(u) = > &rsinvyu; v, =m0/t (4.19)
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Os & constituem novas varidveis de integracao e (4.19) deve ser vista como a
definicao de uma mudanca de variaveis, a qual deve ser acompanhada de um fator
na medida de integragao correspondente ao jacobiano da transformacao. Embora se
possa determinar este jacobiano de forma direta, é muito mais facil tomar a particula
livre como uma espécie de sistema de referéncia. O propagador da particula livre

(4.20)

2’/Tih(tb — ta) -1z ZTTL(-’L'b - 33(1)2
m

Plba)= { 2h(t, — o)

pode ser derivado de vérias formas diferentes. O fator pré-exponencial que ai aparece
dé-nos o que precisamos para recuperar o fator correto no final.

Devido a ortogonalidade das fungoes seno, imediatamente obtemos

t
[ - o) =SSm0 - D) (4.21)

Com base no pressuposto de que o tempo t é dividido em passos discretos de compri-
mento € de modo que s6 ha um ntmero finito N de coeficientes, a integral funcional
sobre todas as flutuacoes pode agora ser reescrita em termos de uma integral con-

vencional sobre os coeficientes da expansao de Fourier

0 ot .
/ka exp{’/ dulmk(@f wié}f)}

delde2  d al
A/ / / ék §k~~iexp[2t25%mk T —wi)&Rée |, (4.22)

n=1

com A = (2wihe/m)'/? e em que o fator J é o jacobiano da transformacao. Visto
que o expoente pode ser separado em fatores, a integral sobre cada coeficiente pode
ser feita separadamente. O resultado de uma tal integragao é

| S ealipme2 - t)gg] = et -u) . 42)

Acha-se, assim, que a integral de trajetéria desejada é proporcional a

N N
H<V2 —wp) 2 _¢c H(l — wZ/uﬁ)fl/Q : (4.24)
n=1 n=1

onde a constante C' recolhe todos os fatores independentes de wy. No limite em que

N vai a infinito (isto é, e — 0), este resultado é simplificado pelo uso da identidade

O 2

[1(1-=) - SHZIZ. (4.25)

n=

A constante C' pode ser determinada comparando a Eq. (4.24) com o ja conhecido
resultado de uma particula livre (Eq. (4.20)); dai segue que C' = (my,/2miht)"/2.
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Portanto vemos que o pré-fator que procuramos é dado por: (mywy/2wiksinwit)/2.

Assim, combinando este resultado com o obtido em (4.18) para dentro da equagao
(4.15) tem-se a expressao final para a integral funcional sobre a coordenada Xj — e
com isso encerramos a nossa demonstracao.

Interessar-nos-emos, naquilo que se segue, pela obtencao de uma expressao par-
ticularmente conveniente para o funcional de influéncia, que sera 1util mais adiante,
no calculo das equagoes de movimento. O primeiro passo para isso é efetuar as
integragoes remanescentes em (4.8). Para tanto, no nosso problema particular, as-
sumiremos a hipotese de que o banho esta, inicialmente, em equilibrio térmico a uma

temperatura 7' e, por esse motivo, seu operador densidade pode ser escrito como

1/2
mpWi
XY 0) = _—
Pl ) H(thoth—h‘”k>
}. (4.26)

k 2%kpT
hwk
Uma vez que todas as integrais que aparecem no calculo do funcional de influéncia

(X2 4+ Y?) cosh—= — 2X, Y/,

X exp —{ Ul
kgT

: hwg
2k sinh ™

sao integrais funcionais gaussianas, podemos calculé-las de forma direta. Apds um
pouco de algebra pode ser mostrado que:

Plag) = esp—4{ [ au [ asfet) = yw)]fau = 91a(s) - - ()]}
X exp —%{ /0 " dul u[a%u) — ) } | (4.27)

com o kernel de influéncia (ou fungao de correlagao do banho)

c hw .
alu—s) = Z 2mZWk [cos wi(u — s) coth 2kBkT —isinwg(u — s)] : (4.28)
k

2
.. . N cs . . .
e onde foi introduzido o parametro =), —m;:u >. Uma forma muito mais vantajosa
k

para escrever o funcional de influéncia é em termos das partes real e imaginaria da
funcao «. De fato, podemos escrever o propagador para o operador densidade que

J(z,y,t;2' 4, 0) :/: Dz /: Dy eXP%{SSM — Sy
- /Ot du /Ou ds[z(u) — y(u)]ar(u — s)[z(s) + y(s)] }
X exp —%{/Ot du /Ou ds [x(u)—y(u)}aR(u—s)[x(s)—y(s)]—|—i /Ot du%,u[:cz(u)—gf(u)} } g

(4.29)
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em que agr e ag sao dados por

cx hw c

ar(u—s) = ; o coth 2]{:]3]; coswi(u—s), a(u—s)= —; 2mZWk sinwg(u — s) .
(4.30)

Agora, uma vez que temos o operador densidade reduzido do sistema em t = 0,

as expressoes (4.6) e (4.29) nos fornecerao o seu desenvolvimento no tempo. Nao ha
mais dependéncia em relacao as coordenadas do reservatorio. No que diz respeito
ao modelo hamiltoniano, teremos resolvido o problema exatamente. Efetivamente,
o sistema nao é obrigatoriamente associado a uma particula movendo-se em um po-
tencial unidimensional independente do tempo — tal como foi assumido em (4.9). A
principal pressuposicao é de que a hamiltoniana de interagao é uma funcao linear das
variaveis do banho, e somente neste caso somos capazes de eliminar precisamente o
meio enquanto o acoplamento na variavel da particula pode ser nao-linear, inclusive.

E conveniente, neste momento, introduzir a funcao espectral

[(Wy=rY 273,:% S(w — wy) . (4.31)

Esta quantidade contém informacao sobre as frequéncias dos modos do banho e
seus acoplamentos ao sistema de interesse, e é dada pela parte imaginaria da trans-
formada de Fourier da susceptibilidade dinamica do banho. Em consequéncia, a
somatoria em (4.28) pode ser substituida por uma integral. Feito isto, as partes real

e imaginaria do kernel aparecerao como

aR(u):/OOOd—wI(w)coth%ﬁhwcoswu e Oq(U):—/O d—wl( )sinwu . (4.32)

T T
Agora, a parte imaginaria do kernel pode ser escrita na seguinte forma alternativa

> dw I(w)

™ W

ar(u) = %dn(u)/du com n(u)= 2/0 COS WU . (4.33)

Por conta da equagao dada acima, a expressao em (4.29) pode ser mais simplificada,

notando-se que se integrarmos o termo contendo ag por partes podemos obter

/ du/ ds|z(u) — y(u)]ou(u — s)[z(s) + y(s)]
=4 [ Q) ] + 5 [0) +300)] [ duntfetw) - y(w)
/ du/ dsn(u — s)[@(s) + y(s)][z(u) — y(u)] . (4.34)

Por causa do fato de que n(0) = u o primeiro termo na Eq. (4.34) cancela exatamente
o ultimo termo do expoente na terceira linha da equacao (4.29). Convém notar que
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para o caso de um modelo sem contratermo na forma definida em (4.9), o primeiro
termo acima conduziria a uma renormalizacao do potencial original.

O resultado obtido desta maneira para o propagador sugere-nos a introducao de
coordenadas relativa e de centro de massa, também conhecidas como coordenadas
de Wigner, as quais designamos respectivamente por ( =z —yer = (x +y)/2,
com valores iniciais e finais definidos conformemente. Essas novas variaveis podem
ser vistas de tal forma que a primeira variavel represente flutuacoes quanticas em
torno da trajetéria do centro de massa. Em termos destes novos caminhos a integral
funcional da Eq. (4.29) ¢ escrita como J = [, fCC, DrDC exp(i%[r, ¢]/h), com

t
Sl ¢) = [ dulMi¢ = o+ ¢/2) 4o = ¢/2) = r'nfu) ()]
0
t u - t
_/ du {/ dsn(u — s)7(s)((u) — %/ dsagr(u —s)(u)((s)|. (4.35)
0 0 0
As equagoes de movimento podem agora ser derivadas de maneira usual varian-
do a agao de influéncia ¥ em (4.35). Imediatamente antes disto, no entanto, faz-se
necessario tratar o termo do funcional J referente a parte imaginaria de ¥. Uma
forma bastante comum de proceder é reescrevé-lo em termos de uma integral fun-

cional sobre um campo auxiliar real = [94]:

et 3 [ au [ asantu—s)ct)¢o)] = [pEPE et [ uzwicen],

(4.36)
onde a funcao peso é definida por:
P(E) = efp{ fo du fo ds [har(u — s) ] =(u 25 H} (4.37)
/D= exp{ fo du fo ds [haR(u — s)} :( )=(s )}

Podemos interpretar = como sendo um campo randomico gaussiano de espectro
colorido. Realmente, se definirmos a média estatistica como ( = [DE=..- P(2),
teremos as seguintes fungoes de correlagao para =:

(Z(u1)ZE(ug) - - E(ugpy1))= = 0 para todo n € Z, (Z(u1)ZE(usz))=z = har(u; — us),
(E(u1) E(u2) Z(us) E(ug))z = h* [ar(ur — ug)ar(us — us)
+ ar(ur — ug)or(uz — ug) + or(uy — us)ar(us — us)], (4.38)

e demais correlagoes expressas por somas de produtos da funcao agr. Essas pro-
priedades revelam a diferenca entre o presente campo randémico e um ruido branco
que ¢ delta-correlacionado no tempo. Para determinar as expressoes das correlagoes

considerou-se o funcional abaixo:

21k = /DE o~ 31 duJ dsA@ZWE(s) i ] duS k() (4.39)
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o qual pode ser reescrito na forma (a menos de um fator numérico irrelevante):

Z[k] _ G%Zj dufdsB(u,s)k(u)k(s)7 (440)

onde B(u,s) é o inverso de A(u,s), isto é, [drA(u,7)B(7,s) = d(u,s). Pode-se
agora obter as fungoes de correlacao de n-pontos via diferenciacao funcional com
relacao a k e fazendo k£ = 0:

1 AL } (441)

(E(w)- - E(un))z = {Z[k] i0k(ua) - 10K (u,)

k=0

Isto posto, ao termo real da acao X insere-se a integral do produto entre = e (
para finalmente se obter a forma fechada da equacao governante sob o requisito de
que 6(ReX + [=() = 0 para variagoes ¢ arbitrdrias, do que resulta:

dv

M
T+ 1

u
+ / dsn(u — s)r(s) = —r'n(u) + Z(u) , (4.42)
0

obtida considerando-se apenas termos de primeira ordem na flutuagao ¢ para —v(r+
¢/2) +v(r —¢/2), sendo —v'(r) ¢ o termo que contribui mais significantemente na
expansao. Essa ultima equagao é uma equagao do tipo Langevin com um termo de
memoria nao-markoviana e um ruido colorido que tem bi-correlacao determinada
pela fungao ar(u — s), explicitada em (4.30). No entanto, ndo é a Unica equagao
evolutiva no limite semiclassico discutido neste estudo, outras equagoes sao obtidas
realizando-se derivadas variacionais com respeito ao ruido e a r, mas nao tém maior
relevancia no ambito de nossa andlise e por isso serao omitidas. Naturalmente, a
natureza randomica da forga Z(u) faz com que r e 7 sejam varidveis aleatérias, de-
vendo suas propriedades serem tratadas sob o ponto de vista estatistico. Incorpora-
se também & equagao acima a inomogeneidade —r'n(u), podendo essa ser suprimida
por integragao parcial sob pena de se substituir o termo da integral pela derivada
dele em relacdo a u. Vale lembrar que a equacao de Langevin usual (com um termo
dissipativo proporcional a 7 e ruido branco) corresponde a um caso particular da
Eq. (4.42), que poderia ser obtida através de uma aproximagao isotrépica a funcao
distribuicao de frequéncias I(w) [80, 81, 82]. Por fim, em virtude da relagdo que
a equagao (4.33) estabelece, pode-se argumentar a favor de uma conexao entre a
memoria dissipativa 7 e o espectro de poténcia de Fourier para a funcao de cor-
relacao de dois pontos do campo randomico = através de

S(w) = /_ " AR (2(1)E(0))z exp —iwr = hI(W)coth Lphw,  (4.43)

que é a versao quantica do teorema de flutuacao-dissipagao [95].
Em conclusao, a formulacao em termos de integrais de caminho de Feynman foi

bastante adequada para explicitar a influéncia do banho térmico sobre a dinamica de
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um sistema de uma particula a ele acoplado, sendo esta regida por uma equacao de
movimento semelhante a de Langevin. Nessa equacao, além do termo integral, tem-
se um ruido correlacionado no tempo ligado a funcao kernel 7 desse termo através
da forma assumida para a densidade espectral de w dada pela expressao (4.31). E
importante observar que o modelo estudado neste capitulo pode ser também apli-
cado a sistemas mais elaborados contendo duas ou mais particulas interagentes ape-
nas via reservatorio de osciladores. Com respeito a isso, em um trabalho recente
[96], Duarte e Caldeira consideraram a possibilidade da existéncia de uma interagao
efetiva mediada pelo reservatéorio quando se introduz uma segunda particula no
meio dissipativo. (A andlise quantica do problema [97] revelou ainda outras pro-
priedades como o emaranhamento bipartite.) Tendo este resultado em mente, seria,
do nosso ponto de vista, interessante indagar se um fenomeno analogo poderia acon-
tecer em sistemas de particulas que interagem por meio de acoplamento cadtico.
A hamiltoniana total que proporiamos para estudar essa questao seria a seguinte:
H = Hog + Uini + Hopos + Vint + Hose, Da qual o oscilador Hog. estéd acoplado através
do potencial Uj, ao sistema cadtico, He.os, que faz o papel de reservatorio e se acopla
a outro oscilador, Hos, por V. Uma escolha oportuna de He,.s ¢ a hamiltoniana
do modelo mecanico de Yang-Mills, a qual, conforme visto na Sec. 2.2, apresenta
caos, caracterizado pela positividade do expoente de Liapunov superior. Em [84]
Bonanca e de Aguiar estudaram um problema mais simples do que o por nés pro-
posto e obtiveram resultados que apontam algumas similitudes com a descricao em
termos de reservatorios de muitos graus de liberdade.

Com isso, encerramos este capitulo e partimos para as conclusoes da tese, onde
constam os resultados alcancados bem como algumas sugestoes para trabalhos fu-

turos que possam complementar o presente estudo.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas futuras

Investigamos neste trabalho de tese a caoticidade e propriedades de termalizacao de
campos de calibre e de Higgs classicos na fase nao-quebrada da teoria de Yang-Mills-
Higgs SU(2) em uma rede espacial. Ja que a equilibra¢do procede principalmente
através dos mais instaveis modos de campo, focamo-nos em um levantamento quan-
titativo dos padroes de evolucao temporal mais cadticos, em termos de expoentes de
Liapunov maximos, os quais medem as taxas de crescimento de distancia logaritmica

entre campos de calibre e de Higgs inicialmente vizinhos.

Um objetivo central de nossa investigacao foi explorar o impacto do dubleto
de campos escalares complexos (campos de Higgs) no comportamento cadtico da
dinamica de calibre. Para este fim, primeiro confirmamos e estendemos evidéncias
prévias para a equilibragao do sistema Yang-Mills-Higgs ao longo de duas escalas de
tempo drasticamente diferentes: individualmente, os setores um tanto fracamente
acoplados de calibre e de Higgs atingem uma fase de pré-equilibrio apds apenas
algumas unidades de tempo de rede, enquanto que a sua mutua equilibragao é subs-
tancialmente atrasada pelos campos de Higgs e leva muito mais do que 10* unidades
para se completar. Conformemente, geramos dois conjuntos de expoentes de Lia-
punov maximos para campos inicialmente randomicos: um maior, extraido das taxas
de separagao de campos no estagio de pré-equilibracao; e um menor, obtido a partir
de trajetérias de tempo longo extrapoladas a tempo de evolucao infinito e, assim,
ao equilibrio completo.

O primeiro conjunto foi desenvolvido para cobrir uma parte representativa do
espago de fases fracamente acoplado e contém em torno de 80 expoentes de Lia-
punov. Em vista de seus nao-despreziveis erros de tempo finito, este conjunto foi
principalmente usado para estudar caracteristicas gerais dos expoentes, incluindo
sua dependéncia em relagao a energia, ao parametro de acoplamento e ao tamanho
de rede. Descobrimos que os sinais de todo o conjunto sao positivos (em contraste
com resultados na fase quebrada), o que implica que o caos é, a0 menos aproxi-

madamente, universal na fase simétrica. (Possiveis excegdes podem ser pequenas
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“ilhas” do tipo KAM como anteriormente encontrado no espaco de fases de Yang-
Mills.) Teorias de Yang-Mills-Higgs com grupos de calibre contendo SU(2) como
um subgrupo sao portanto cadticas também. Nas regioes de energia e acoplamento
estudadas, onde ambos os erros de tamanho finito e espacamento de rede deve-
riam estar sob controle, nossos expoentes de Liapunov em redes com vértices entre
10 e 303 mostraram-se realmente idénticos dentro de incertezas estatisticas. Além
disso, vimos que os expoentes de Liapunov maximos, extraidos durante a fase de
pré-equilibrio, sao quase independentes do auto-acoplamento de Higgs. Isto indica
que as interacoes nao-lineares no setor de Higgs fornecem uma contribuicao relati-

vamente pequena a caoticidade do sistema.

A fim de fazer um levantamento das importantes e anteriormente inexploradas
regioes assintoticas do espaco de fases de Yang-Mills-Higgs, acompanhamos adi-
cionalmente diversas trajetérias de evolucao de campos ao longo dos periodos excep-
cionalmente longos exigidos para a aproximagcao do equilibrio total. Em particular,
investigamos o comportamento de longo tempo de oito evolugdes de Liapunov (i.e.,
taxas de separacao logaritmica entre campos inicialmente vizinhos) ao longo de
20000 unidades de rede. Apos extrapolagao para tempos de evolugao infinitos, elas
fornecem nossas melhores estimativas para os expoentes de Liapunov maximos. To-
das as evolugoes de Liapunov passam a diminuir monotonicamente com o tempo
e saturam de forma relativamente lenta, mesmo apds a energia haver atingido
quase completa equiparticao. Em valores maiores do auto-acoplamento de Higgs,
as evolucoes de Liapunov variam menos fortemente durante o tempo enquanto sua
saturagao é (mais) postergada. Além do mais, as evolugdes divididas pela energia
média por plaqueta saturam mais rapidamente do que elas proprias. Isto prenun-
cia um inicio prematuro de sua relagdo de escala linear no sistema equilibrado (ver
abaixo). O comportamento de longo tempo das evolugdes de Liapunov fornece,
ademais, estimativas confidveis para os erros de tempo finito dos expoentes, e quan-

tifica, em particular, o quanto eles estao superestimados na fase de pré-equilibrio.

O interesse fisico em expoentes de Liapunov de campos de calibre se origina par-
cialmente da evidéncia de sua relacao linear com a taxa de amortecimento estatico
do plasmon em regime de fraco acoplamento. Esta relacao conta com a dependéncia
linear, identificada empiricamente, dos expoentes de Liapunov maximos na energia
potencial magnética média do campo de calibre. Examinamos, portanto, minuciosa
e sistematicamente as regioes de precisao e validade desta relagao de escala, com
base em nosso completo conjunto de dados. Tanto durante o significativamente
longo periodo de pré-equilibrio, ou seja, antes de os setores de calibre e de Higgs
terem trocado quantidades substanciais de energia, como apds a completa termali-
zacao, pudemos de fato ver que as evolucoes de Liapunov apresentam, dentro de
erros, relacao linear de escala com a energia média de campo de calibre. Mais es-
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pecificamente, tanto durante o pré-equilibrio quanto apds a completa equilibragao,
nossos resultados estabelecem a relacao 5\(;7 o~ %E’p entre os expoentes de Liapunov
maximos e a energia por plaqueta. Esta relacao foi anteriormente encontrada na teo-
ria de Yang-Mills pura e parece ser uma propriedade bastante exclusiva de teorias
de calibre nao-abelianas. Ela implica que os expoentes de Liapunov, para qualquer
energia de campo de calibre, extraidos quer da taxa de separacao de calibre quer da
taxa de Higgs permanecem, dentro de erros, independentes da presenca do campo
de Higgs. Isto dé credibilidade adicional a sugerida igualdade entre os expoentes de
Liapunov e o dobro da taxa de amortecimento estatico do plasmon da teoria quantica
de Yang-Mills-Higgs em altas temperaturas e fraco acoplamento. Adicionalmente,
estabelecemos que, tanto durante o estagio de pré-equilibrio como depois da com-
pleta termalizacao, os maiores expoentes de Liapunov também escalam linearmente
em relagao a energia total. Isto esta em contraste com expectativas anteriores e
se torna uma consequéncia da proporcionalidade entre energia de calibre e total

durante ambas as fases.

Estudamos, além disso, de que modo interagoes com o campo de Higgs afetam a
instabilidade de Savvidi de campos magnéticos constantes. Como uma referéncia, em
primeiro lugar obtivemos o expoente de Liapunov maximo positivo para um campo
magnético inicialmente constante na teoria de Yang-Mills pura; e o descobrimos
cerca de duas vezes maior que aquele de um campo randomicamente inicializado.
Computamos entao o expoente de Liapunov analogo na teoria de Yang-Mills-Higgs
para campos magnéticos e de Higgs inicialmente homogéneos, na mesma energia
total, e o encontramos ainda sendo em torno de duas vezes maior do que para campos
randomicos. Dessa maneira, os campos de Higgs adicionais parecem nao refrear
nem aumentar a instabilidade de Savvidi, relativa aquela de campos randémicos
da mesma energia. Dependendo da distribuicao de energia inicial entre campos
de calibre e de Higgs, entretanto, a presenca de campos de matéria pode ter um
forte impacto na magnitude absoluta da instabilidade do campo magnético. A
fim de demonstrar isso, fornecemos um exemplo em que os campos de matéria

aproximadamente dobram o expoente de Liapunov maximo do campo de calibre.

Em todas as simulagoes descritas acima, vimos as evolucoes de Liapunov estarem,
dentro de erros, quando muito, alguns por cento independentes da medida de distan-
cia subjacente e de terem sido obtidos no espago de fases de campos de calibre ou
de Higgs. Esta independéncia passa a se sustentar tanto durante a fase de pré-
equilibracao como em direcao ao equilibrio completo, e tanto para campos inicial-
mente homogéneos como randomicos. Portanto, isso confirma a expectativa geral
de que as taxas de divergéncia dos modos mais instaveis deveriam ser igualmente
mensuraveis por qualquer métrica (aceitdvel) no espago de campos. O compor-
tamento das evolucoes temporais dos expoentes de Liapunov depende um tanto,
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todavia, do estagio do processo de termalizacao. Antes de campos de calibre e de
Higgs terem trocado quantidades substanciais de energia, a taxa de divergéncia no
setor de calibre se torna levemente maior do que no setor de Higgs, enquanto ela
fica marginalmente menor durante fases mais avancadas de equilibracao. Uma es-
timativa anterior de uma taxa de separacao logaritmica de campos de Higgs cerca
de 15% menor, baseada em uma unica trajetéria, foi, desse modo, provavelmente

contaminada por incertezas numéricas.

Nossos resultados supracitados refor¢cam a evidéncia de que a dinamica de calibre
fornece a fonte principal de instabilidade cadtica no sistema Yang-Mills-Higgs. Os
campos de matéria, por outro lado, parecem ter um papel subordinado. A evidéncia
inclui a réapida pré-equilibracao do setor de calibre, a observacao de que o setor
de Higgs parece ter pequeno impacto na razao entre os expoentes de Liapunov de
campos magnéticos constantes e randomicos, a dependéncia linear dos expoentes de
Liapunov maximos sobre a energia média de campo de calibre apenas, a descoberta
de que este comportamento de escala se inicia antes de os campos de calibre terem
acesso completo a energia armazenada no setor de Higgs, e, em particular, o fato de
que os valores dos expoentes de Liapunov méximos para uma dada energia por pla-
queta tornam-se, dentro de erros, idénticos aqueles em teoria de Yang-Mills pura.
Ademais, a dinamica nao-linear de Higgs parece nao contribuir substancialmente
para o modo de campo maximamente instavel, ao menos nao no regime de acopla-
mento relativamente fraco, onde artefatos de rede estao sob controle. De fato, no
estagio de pré-equilibragao, as evolugoes de Liapunov tornam-se praticamente inde-
pendentes do auto-acoplamento de Higgs, e mesmo subsequentemente a dependéncia
sobre k permanece moderada.

Nao obstante, descobrimos que os campos escalares tém um grande impacto na
termalizacao do sistema de calibre. Como mostramos, sua presenca pode fortemente
aumentar a taxa de divergéncia entre campos de calibre vizinhos, tanto homogéneos
como randomicos. Além disso, 0 modo mais cadtico tem um efeito quase imediato
no setor de Higgs, tal como testemunhado pelo fato de que sua taxa de separacao
pode ser monitorada igualmente bem, acompanhando-se a evolugao de distancia en-
tre campos de Higgs vizinhos. Finalmente, a presenca dos campos de Higgs prolonga
massivamente a equilibragao do sistema como um todo, ao menos em fraco acopla-
mento. Este efeito qualitativo pode ser influente o suficiente para prevalecer no
caso de matéria fermionica, e, portanto, ser relevante para o entendimento das pro-
priedades de equilibracao da matéria de quark-glion altamente excitada, formada

em colisoes nucleares ultrarelativisticas.

Nosso principal objetivo na presente tese foi estudar propriedades de termali-
zacao das solugoes cadticas classicas da teoria de Yang-Mills-Higgs com base em
condicoes iniciais randomicas. A esse respeito, nosso trabalho difere das simulagoes
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mais especializadas que se desenvolvem no campo da cosmologia e das colisoes nu-
cleares. Embora isso impeca uma comparacao quantitativa dos resultados, acredi-
tamos que os processos de termalizacao cadtica que analisamos devem ser também
relevantes para a maioria dos processos que se dizem ligados a teoria de reaqueci-
mento do universo apos a inflagao e a transicoes de fase em colisoes nucleares. Ao
adaptar as condicoes iniciais, em particular a situagoes cosmolégicas, pode-se inves-
tigar diretamente as contribui¢oes do caos deterministico (medidas, por exemplo,
pelos expoentes de Liapunov) a processos de nao-equilibrio especificos. Seria, por
exemplo, interessante acompanhar as taxas de producao de campo magnético e de
transicao do sphaleron durante os diferentes estagios de termalizacao cadtica. Seria
também 1til estudar o impacto do espacamento de rede nas taxas de termalizacao

[22] e incluir, por exemplo, na anélise um campo de inflaton.
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