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Resumo

Nesta dissertacao tratamos do problema de caos dinamico na interagao de baixas
energias de dois monopdlos magnéticos nao-Abelianos do tipo Bogomol'nyi-Prasad-
Sommerfield (BPS). Monop6los magnéticos BPS sao solugoes solitonicas das equagoes
classicas de movimento da teoria de gauge nao-Abeliana de Yang-Mills—Higgs SU(2),
em que o potencial de Higgs é colocado igual a zero. O movimento classico de
monopolos magnéticos, no limite de velocidades relativas baixas, pode ser descrito
por um movimento geodésico no espaco de solugoes estaticas de minima energia em
termos de coordenadas coletivas. O conhecimento da métrica para este espaco de
coordenadas coletivas é suficiente para determinar a dinamica de baixas energias de
um conjunto de monopodlos. Para o caso de dois monopdlos, a métrica de Atiyah-
Hitchin é a de interesse. O problema pode ser colocado na forma de um sistema
dinamico hamiltoniano nao-integravel, em que as solugoes das equagoes de movi-
mento derivadas a partir desta métrica indicam a presenca de caos. Superficies de
secao de Poincaré, espectros de poténcia e expoentes de Lyapunov das solucoes
dependentes do tempo sao calculados numericamente para caracterizar solugoes
caoticas deste sistema dinamico.

Palavras Chaves: Caos; Teorias de Gauge; Monopdlos Magnéticos.

Areas do conhecimento: 1.05.03.00-5; 1.05.02.00-9.
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Abstract

In this dissertation we treat the problem of dynamical chaos in the low energy
interaction of two non-Abelian magnetic monopoles of the Bogomol’'nyi-Prasad-Som-
merfield (BPS) type. BPS magnetic monopoles are solitonic solutions of the clas-
sical equations of motion of the non-Abelian Yang-Mills-Higgs SU(2) gauge theory
in which the Higgs potential is taken to be equal to zero. The classical motion of
the magnetic monopoles in the limit of low relative speed can be described by a
geodesic motion in the space of minimum energy static solutions in terms of col-
lective coordinates. Knowledge of the metric of this space of collective coordinates
is sufficient to determine the low energy dynamics of a set of monopoles. For the
case of two monopoles, it is the metric of Atiyah-Hitchin which is of interest. The
problem can be formulated as a non-integrable dynamical hamiltonian system, in
which the solutions of the equations of motion derived from this metric indicate the
presence of chaos. Poincaré surfaces of section, power spectra and Lyapunov ex-
ponents of the time-dependent solutions are calculated numerically to characterize
chaotic solutions of this dynamical system.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao tratamos do problema de caos dinamico na interacao de baixas
energias de dois monopdlos magnéticos nao-Abelianos de Bogomol'nyi-Prasad-Som-
merfield (BPS). Monopélos magnéticos BPS sao solugoes solitonicas das equagoes
classicas de movimento da teoria de gauge nao-Abeliana de Yang-Mills-Higgs SU(2),
em que o coeficiente A do potencial de Higgs A (|]®|> — 1)? é colocado igual a zero.
A idéia de monopdlos magnéticos foi introduzida por Dirac em 1931 [1]. Na teoria
eletromagnética baseada nas equacoes de Maxwell, campos elétricos e magnéticos
aparecem em pé de igualdade, mas enquanto que cargas elétricas ocorrem natu-
ralmente, cargas magnéticas (ou monopdlos magnéticos) aparentemente nao sao
necessarias. No entanto, postulando a existéncia de monopdlos, Dirac foi capaz
de mostrar a razao pela qual cargas elétricas aparecem em miltiplos inteiros da
carga do elétron. Devido a inexisténcia experimental para a existéncia de monopdlos
magnéticos na natureza, o assunto nao teve maiores desdobramentos até a descoberta
em 1974 de que monopdlos magnéticos poderiam surgir naturalmente como solugoes
nao singulares de energia finita em teorias de gauge com quebra espontanea de
simetria [2]. E precisamente no contexto destas teorias que se insere o problema
estudado nesta dissertacao. A conexao destas teorias de gauge nao-Abelianas e as
teorias caodticas ¢ muito natural, tendo em vista a natureza nao linear das equacoes
de movimento dos campos de gauge.

Mais especificamente, o interesse no estudo de caos na dinamica de campos de
gauge nao-Abelianos classicos teve inicio em estudos sobre a integrabilidade das
equagoes cldssicas (nao lineares) de Yang-Mills. Estes estudos, por sua vez, foram
motivados pela descoberta por Polyakov et al. [3] dos instantons, configuragoes
solitonicas com topologia nao trivial das equagoes classicas de Yang-Mills, que foram
imaginados por algum tempo ser relevantes para o entendimento do vacuo da cro-
modinamica quantica (QCD), a teoria das interacoes fortes. Uma possivel existéncia
de uma nova lei de conservacao associada a esta topologia nao trivial poderia pre-
venir o decaimento do vacuo fisico a um estado de vacuo trivial nao-perturbativo,
o que poderia trazer luz ao problema do confinamento dos quarks e glions. As ten-
tativas de encontrar tais novas integrais de movimento mostraram-se, no entanto,
infrutiferas. Apesar deste fracasso inicial, estudos tentando associar comportamen-
tos cadticos dos campos de gauge ao problema do confinamento na QCD, motivados
principalmente por analogias com problemas da fisica da matéria condensada, con-
tinuam sendo perseguidos com bastante vigor na literatura.



Mais recentemente, o problema da termalizagao da matéria produzida em co-
lisoes de fons pesados relativisticos tém sido investigado sob a luz de uma dinamica
cadtica dos campos de gauge [4]. A altas temperaturas, como as que se espera
sejam alcangadas nestas colisdes, os modos de longos comprimentos de onda (in-
fravermelho) dominam a dinamica do sistema e, portanto, é natural se esperar que
uma descricao cldssica ou semi-classica possa ser util para o estudo da dinamica fora
do equilibrio. Estudos da evolucao em tempo real das equacoes da teoria de Yang-
Mills para SU(2) e SU(3) discretizada numa rede mostraram [5] que, mesmo que se
comece a simulagao com configuracoes de campo muito fora do equilibrio, os campos
de gauge termalizam muito rapidamente. Termalizar significa que a distribuicao de
energia sobre a rede apresenta uma forma térmica. Mais precisamente, partindo de
configuragoes iniciais randomicas para os campos de gauge para cada link da rede,
estes estudos mostraram que o sistema apresenta comportamento cadtico. Ainda
mais, estes estudos mostraram que campos de gauge SU(3) termalizam mais rapi-
damente que campos SU(2). Situagoes similares ocorrem para o caso de campos de
Yang-Mills-Higgs [6] - esta questao é relevante para o entendimento de processos de
bariogénese no contexto das interagdes eletrofracas [7], i.e., o aparente excesso de
béarions sobre antibarions no universo. Neste caso também se verifica uma rapida
termalizacao dos campos, apesar de a equiparticao da energia entre os dois campos
ser muito mais demorada.

No caso de monopodlos magnéticos BPS, objeto desta dissertacao, solugoes nu-
méricas para o movimento de dois monopodlos foram realizadas originalmente por
Temple-Raston [8, 9, 10, 11]. Estes trabalhos sugeriram a existéncia de caos. Mais
especificamente, no segundo e no ultimo trabalho da série, em que os autores estu-
daram solucgoes de espalhamento e de confinamento, eles encontraram indicacoes de
uma grande sensibilidade as condic¢oes iniciais. A partir de graficos de escape, os
autores conjecturam que para monopoélos nao muito afastados entre si, o movimento
parece muito provavelmente ser cadtico. Nesta dissertacao, damos continuidade a
este interessante estudo que foi interrompido em 1993. Em especial, vamos nos deter
no estudo de solugoes confinadas e empregar as ferramentas tradicionais de anélise
de caos, a saber, superficies de secao de Poincaré, espectros de poténcia e expoentes
de Lyapunov [12]. A andlise espectral e o calculo dos expoentes de Lyapunov, pelo
que sabemos, nao haviam sido ainda feitos anteriormente e sao os resultados originais
desta dissertagao.

No proximo Capitulo, vamos apresentar uma visao geral destes métodos numé-
ricos tradicionais para caracterizar movimentos cadticos. Para mostrar como eles
funcionam na pratica, vamos aplica-los a um modelo especifico, a saber, o modelo
hamiltoniano de Hénon-Heiles [13]. No Capitulo 3, vamos mostrar como solugoes
classicas exatas que representam configuracoes de monopdlo estaticas, esfericamente
simétricas e de carga um podem ser obtidas no chamado limite BPS de uma teoria de
Yang-Mills-Higgs SU(2) através de uma identificacao conveniente do campo eletro-
magnético. No Capitulo 4, vamos mostrar com detalhe a obtencao das equacoes
de movimento para o movimento geodésico de dois monopdlos magnéticos BPS uti-
lizando a métrica de Atiyah-Hitchin. Incialmente, vamos descrever esta métrica e
derivar as equagoes para as componentes da métrica. Formulamos o problema de



dois monopdlos através do método de Manton e expomos nossa analise detalhada do
limite assintético integravel do movimento de dois monopdlos. Ao final, estudamos
a integrabilidade do sistema hamiltoniano determinado pela métrica de Atiyah-
Hitchin. Nossos resultados numéricos sao apresentados no Capitulo 5. Comecamos
reproduzindo os resultados de Temple-Raston [10] para as superficies de se¢do de
Poincaré. A seguir, vamos tratar da analise espectral de algumas solugoes tempo-
rais representativas. Finalmente, apresentamos nossos resultados para os expoentes
caracteristicos de Lyapunov, correspondentes as mesmas séries temporais utilizadas
para a analise espectral. Nossas conclusoes e perspectivas futuras sao apresentadas
no Capitulo 6. A dissertagao ainda conta com quatro Apéndices, onde apresentamos
derivagoes explicitas de alguns resultados utilizados no corpo da dissertacao, como
também discutimos o método de Runge-Kutta de quarta ordem para a integragao
numérica de equacoes diferenciais.



Capitulo 2

Superficies de secao de Poincaré, espectros de
poténcia e expoentes de Lyapunov

Pode-se agora considerar como um fato de reconhecimento geral que a maior parte
dos sistemas hamiltonianos tenha o espaco de fase preenchido de regioes nas quais al-
gumas propriedades da maioria das trajetérias sao tao aleatdérias quanto o resultado
de um langamento de dados, mesmo sendo a dinamica determinista. Para o pessoal
da Mecanica Estatistica pode ser uma surpresa esse comportamento incomum poder
ocorrer ja em sistemas com apenas dois ou trés graus de liberdade. Além disto, este
fato nao se restringe somente a problemas hamiltonianos, aparecendo também em
sistemas dinamicos com friccao interna, denominados sistemas dinamicos dissipa-
tivos. Um cendrio caracteristico para o surgimento de solucoes complicadas em
sistemas dissipativos envolve uma transi¢ao de movimento quase-periédico existente
num atrator representado por um toro no espaco de fase para movimento aperiédico
num atrator estranho [14].

No que se refere a sistemas hamiltonianos, nos quais concentra-se nossa atencao,
a maioria ¢ nao-integravel. Embora a integrabilidade possa ser agradavel, no sentido
de que se presta a andlise analitica, ou seja, existem variaveis de angulo-acao que
tornam a dinamica trivial, de certa forma é extremamente rara. Mesmo assim, ha
dois casos importantes em que a estrutura das equacoes de movimento nos permite
mudar variaveis de modo a se produzirem equagoes solucionaveis, a saber, o oscilador
harmonico e o péndulo simples. Ambos sao discutidos na Ref. [15].

A teoria moderna dos sistemas dinamicos hamiltonianos foi criada sob a in-
fluéncia de dois estimulos importantes: os resultados de alguns calculos computa-
cionais realizados por Hénon e Heiles e o teorema conhecido como o teorema de
Kolmogorov-Arnold-Moser, que é 1til no estabelecimento da existéncia de solugoes
quase-periodicas para sistemas hamiltonianos. Esse teorema aplica-se a perturbagoes
de sistemas integraveis com qualquer ntimero de graus de liberdade. Sua implicacao
mais notavel é que, no espago de fase, mesmo na presenca de uma pequena per-
turbacao, havera regioes de movimento regular, como para um sistema integravel,
e outras regioes nas quais o sistema apresentara um comportamento bem irregular
das trajetérias. A Ref. [16] contém uma prova desse teorema, uma descricao da
literatura inicial e véarios exemplos investigativos.

O modelo de Hénon-Heiles [13] tornou-se o campo de provas para diversos métodos
gerais no estudo de sistemas dinamicos cadticos. Neste capitulo, vamos apresentar



uma visao geral dos métodos mais utilizados e vamos mostrar, através de resultados
numéricos concretos para este modelo, como eles funcionam na pratica. Todos os
c6digos numéricos foram escritos por nos, tendo sido testados confrontando nossos
resultados com resultados da literatura. Testes foram também feitos usando ou-
tros modelos que, para nao tornar o assunto muito repetitivo, nao serao discutidos
aqui. Comecaremos discutindo o método padrao, envolvendo a superficie de se¢ao
de Poincaré.

2.1 Superficies de secao de Poincaré

E interessante poder-se estabelecer se um determinado sistema dinamico ¢ integravel
ou nao. Para um sistema hamiltoniano independente do tempo com dois graus de
liberdade, podemos efetuar uma verificagao numérica, construindo uma superficie de
secao de Poincaré. Esse sistema é autonomo e a hamiltoniana é, entao, uma integral
do movimento. Sob as hipéteses dadas, a hamiltoniana pode ser escrita como

H(p17p2;Q1,Q2) :E7 (2].)

onde a energia, F, é uma constante, ¢; e p; sa0 a posi¢ao e o momento canonico em
associacao com o i-ésimo grau de liberdade. Em conseqiiéncia desse condicionante,
se restringirmos as condicoes iniciais a um valor da energia, haverd entao somente
trés coordenadas independentes restantes. Segue-se que as trajetérias acham-se
confinadas a uma superficie de energia tridimensional no espaco de fase. Indo mais
além, se a Eq. (2.1) pode ser solucionada para ps, ela pode ser escrita da forma
P2 = p2(p1,q1, @2, E). Agora, em acréscimo a energia total, seja dada uma segunda
integral de movimento

LI (p1,p2, 1, q2) = Cs, (2.2)

onde C5 é uma constante. Assim, podemos dizer que ai se produz também uma
superficie tridimensional no espago de fase quadridimensional. Além disso, se nos
forem dadas as condicoes iniciais, E e C5 serao estabelecidos e a orbita correspon-
dente ficard restrita a interse¢ao das superficies definidas pelas Eqs. (2.1) e (2.2), isto
é, a uma superficie bidimensional no espago de fase. Por exemplo, se combinarmos
as Egs. (2.1) e (2.2), poderemos eliminar p; e, entao, escrever o momento ps como
uma fungao das duas coordenadas q; e q2: pa = pa(q1, g2, E, Cs). Escolhendo ¢; = 0,
a Orbita coloca-se sobre uma curva unidimensional no plano psqo; nesse caso, diz-se
que o movimento é ordenado e que a hamiltoniana é integravel na energia F£.

De modo geral, nao poderemos identificar uma integral de movimento adicional
como [I,. Pensariamos entao em trajetorias como curvas em movimento ao longo
do espaco tridimensional. Uma vez que o espaco tridimensional ainda é dificil de
ser visualizado, surge a tentacao de se encontrar uma forma melhor para repre-
sentar as solugoes. Aqui usamos uma idéia que se deve a pessoa que lancou as
raizes matematicas da teoria moderna dos sistemas dinamicos, o mateméatico Henri
Poincaré. As vantagens do método de Poincaré, conhecido como superficie de segao,
constituem-se na simplicidade e facilidade de aplicagao. Agora passaremos a discutir
seu método.



Em vez de observarmos trajetérias continuas complicadas em R3, nos concen-
traremos em um subespago bidimensional da superficie de energia constante, deno-
minada superficie de se¢ao, escolhida de maneira tal que a intersecao das trajetorias
se dé transversalmente. Este é um passo classico [17]. Uma vez que a secao foi sele-
cionada, nos concentraremos nos pontos de intersecao consecutivos que atravessam
a secao em uma direcao, visualizando o movimento como um mapa ponto a ponto na
prépria secao. Para alguns problemas de mecanica, como o problema de Duffing, esse
mapa pode ser obtido, aproximadamente, aplicando-se os métodos convencionais da
teoria das perturbagoes [18]. De modo geral, é preciso recorrer a calculos numéricos.
Uma abordagem simplista ao célculo numérico do mapa de Poincaré envolveria a
integracao passo a passo das equacoes de movimento de Hamilton,

oOH . OH

- = 2.3
Y qk e ( )

Pk =
para k = 1,2, e um teste das mudancas de sinal de um determinado componente,
digamos ¢, quando o plano ¢; = 0 é utilizado como segao de Poincaré. Entretanto,
para se localizarem os pontos de intersecao da orbita com um plano, é preciso usar
um esquema de interpolacao, que funciona ajustando-se curvas polinomiais entre os
pontos da orbita com sinais opostos de ¢;.

Adotando-se o método de Poincaré, reduz-se enormemente a quantidade de da-
dos a ser manipulada, ja que quase todos os pontos da orbita podem ser ignorados.
Isso mostra uma das vantagens do método presente. Uma vantagem mais pratica é a
de que a caracterizacao de um regime dinamico pode ser obtida de maneira mais na-
tural. Por exemplo, uma simples evolugao periddica se tornaria um tnico ponto fixo
na segao de Poincaré; uma drbita periédica com duas freqiiéncias comensurdveis (o
que significa que as freqiiéncias sao fragoes racionais uma da outra) resultaria num
numero finito de pontos repetidos indefinidamente na mesma ordem; uma orbita
quase-periodica de duas freqiiéncias desenharia uma curva que nunca volta exata-
mente a seus tragos anteriores, e o movimento cadtico apareceria como uma miriade
de pontos através dos quais seria dificil desenhar uma curva simples. No caso es-
pecifico em que uma érbita parece preencher a secao caoticamente, presume-se,
normalmente, que o sistema ¢é nao-integravel.

Para dar um exemplo da determinacao de um mapa de Poincaré numa secao
P2ge localizada na posicao ¢ = 0 no espaco de fase, consideramos aqui o caso de
dois osciladores harmonicos simples com um acoplamento nao-linear, descrito pela
hamiltoniana de Hénon-Heiles

H=3(pl+q +05+a) +die— 56 =E, (2.4)

que decorre de um modelo para o movimento de uma estrela-teste no potencial
efetivo devido as outras estrelas de uma galaxia [13, 19] e uma série de outros
fenomenos da fisica [20]. Esse sistema dinamico possui dois graus de liberdade e
uma integral do movimento conhecida, a energia. As equagdes de movimento, que
podem ser obtidas a partir das equagoes de Hamilton, levam ao sistema acoplado



de quatro equacoes diferenciais de primeira ordem, duas das quais sao nao-lineares:

¢ = p1, D1 = —q1 — 2q1q2,
G2 = P2, Po=—¢— G + ¢ (2.5)

As equagoes de movimento acima podem ser diretamente integradas (para diversos
valores da energia E e diversos valores iniciais), aplicando-se qualquer rotina simples
como o procedimento classico de Runge-Kutta, correto até a quarta ordem do passo
do tempo, que iremos discutir no Apéndice C. Uma vez que planejamos resolver as
equagoes de movimento numericamente, precisamos fornecer condigoes prévias para
as coordenadas ¢, ¢, p1 € po. Para isto, seguimos Hénon e Heiles e selecionamos o
caso de uma energia tipica, £ = 1/12, com determinados valores para as coordenadas
G2 € po; o valor para p; segue a partir da integral de energia onde escolhemos a raiz
positiva:

m= (- -p+2)". (2.6)
Uma vez conhecidas as condigoes prévias, pode-se calcular uma série de trajetorias
e os resultados desses cdlculos podem entao ser utilizados para se construir um
mapa de Poincaré, considerando-se os pontos sucessivos nos quais uma determinada
trajetéria cruza o plano transversal pogs em g; = 0 com p; > 0. Consideramos aqui
o mapa de Poincaré obtido marcando-se ¢o and ps cada vez que uma Orbita fura a
superficie da secao ¢; = 0 em direcao descendente.

Agora chegamos a um ponto na nossa discussao do método de andlise de Poincaré,
no qual seria natural desenhar uma apresentagao grafica para a integragao numérica
das Egs. (2.5) na energia £ = 1/12. Na Fig. 2.1, representamos graficamente os
pontos de intersecao de catorze orbitas individuais no plano poge para este valor de
energia.

Inspecionando esse grafico no espaco de fase, vemos que ha quatro regioes de
movimento regular, caracterizadas pela propriedade de que as érbitas tém um com-
portamento que parece semelhante a movimentos quase-periddicos (os pontos de
intersecao calculados situam-se sobre curvas fechadas, neste caso). Também con-
tidos na Fig. 2.1 encontram-se quatro pontos fixos elipticos, os quais constituem
os centros das érbitas fechadas e correspondem a solugoes periddicas do modelo
matematico proposto por Hénon e Heiles. Entre as regioes de movimento regular
existe uma unica linha divisoria que cruza a si propria trés vezes nos pontos que sao
chamados pontos fixos hiperbdlicos. Essa linha corresponde, num péndulo simples,
a0 movimento que separa a libracao da rotacao em torno do ponto de suspensao. A
impressao geral é que o sistema de Hénon-Heiles é integravel em E = 1/12, de forma
que, além da hamiltoniana, tem que existir uma segunda integral de movimento.
Sucede que essa interpretacao nao é bem correta. Calculos numéricos precisos, rea-
lizados por Magnenat [21], indicaram que, no valor da energia F' = 1/12, encontra-se
comportamento irregular nas areas vizinhas dos pontos fixos hiperbdlicos.

Um dos resultados interessantes da Ref. [13] é a observacao que, para E ligeira-
mente maior que 1/12; o plano transversal de Poincaré indica a presenga simultanea
de regioes ordenadas e caodticas. Esse quadro é claramente ilustrado pela Fig. 2.2,
que refere-se a £ = 1/8. A Fig. 2.2 é gerada pela integracao numérica de dezoito
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Figura 2.1: Superficies de secao de Poincaré para o sistema de Hénon-Heiles no
plano page em ¢; = 0 com p; > 0, para uma energia £ = 1/12.

6rbitas e a marcagdao dos pontos de intersegdo com o plano gy (horizontal) versus
po (vertical) em ¢; = 0 com p; > 0. Observamos, a partir do gréfico na Fig. 2.2,
que algumas das orbitas ainda situam-se em superficies bidimensionais e correspon-
dem a movimento ordenado, mas ha também pontos espalhados que sao criados por
uma unica solucao particular que percorre a superficie de energia tridimensional.
Mais uma vez, encontramos quatro pontos fixos elipticos que correspondem a quatro
solucoes periddicas em torno das quais ha toros. Claramente visiveis no lado direito
da Fig. 2.2 estao também cinco ilhotas com pontos elipticos em seus centros. Os
centros das cinco ilhotas sao uma orbita de periodo cinco. Entre elas, ha cinco pon-
tos fixos hiperbdlicos. Para um ponto fixo hiperbdlico, algumas trajetérias vizinhas
aproximam-se e outras afastam-se do ponto fixo, fundindo-se nas regioes cadticas ao
redor das cinco ilhas. Contrastando com o hiperbédlico, para um ponto fixo eliptico,
trajetérias vizinhas nem se aproximam nem se afastam do ponto fixo. Uma situagao
adicional é que, em energias ainda mais altas, parece haver uma transicao completa
do comportamento coerente para o cadtico. No entanto, ha ainda curvas fechadas
nas redondezas de uma érbita originalmente periédica. MacKay [22] examinou uma

transicao analoga em mapas de preservacao de areas, que representam os sistemas
de conservagao mais simples.

Os diversos aspectos acima mencionados foram esclarecidos primeiramente pelos
célculos de Hénon e Heiles [13], e pelo menos alguns foram mais tarde enfatizados por
Gustavson [19], que também tratou explicitamente do problema da segunda integral
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Figura 2.2: Mesmo que na Fig. 2.1, mas para £ = 1/8.

com o uso de ferramentas analiticas. Deve-se observar que o tipo de caos descrito pelo
modelo de Hénon-Heiles ocorre em diversos sistemas hamiltonianos. Um exemplo
famoso é o do problema dos trés corpos celestiais. A este respeito, vamos encerrar
esta parte salientando que Vazquez et al. [23] compararam o diagrama genérico de
velocidade de escape para o Mapa de Cremona (ver [24] e as referéncias inclusas),
que ¢ o caso conservativo do bem conhecido Mapa de Hénon, com um diagrama desse
tipo para o problema dos trés corpos celestiais, encontrando grandes semelhancas
entre os dois sistemas. Isso sugere que o Mapa de Cremona constitui um modelo
adequado para problemas fisicos reais nos quais pode ocorrer escape.

2.2 Espectros de poténcia

A sec¢ao anterior tratou do estudo de trajetorias no espago de fase usando um método
qualitativo aplicado no dominio do tempo. Para um entendimento mais quantita-
tivo da dinamica, vamos discutir nesta secao um método aplicado ao dominio de
freqiiéncias, baseado no método da transformada de Fourier. Este método fornece
informacoes a respeito da contribuicao de cada harmoénico a dinamica global do sis-
tema e, em particular, é possivel verificar se existem particulares freqiiéncias que
dominam a dinamica. Com isto, obtém-se um espectro de poténcia de freqiiéncias,
que fornece o quadrado da amplitude associada a cada componente de freqiiéncia.

De uma maneira mais formal, a transformada de Fourier F'(s) de uma funcao



dependente do tempo f(t) é escrita como

oo
F(s) = / dt f(£) e o0 < s < oo, (2.7)
—o

onde t é tomado real de —oo a oo. Aqui, s é chamada variavel de freqiiéncia.
Colocado de uma maneira muito simples e incompleta, as condi¢oes necessarias
para a existéncia de uma representacao de integral de Fourier sao que f(t) seja
integrével no intervalo (—oo,00), i.e., [*o_dt|f(t)] < oo, e que f(t) seja continua
aos pedagos em cada intervalo finito. Esta tltima assercao também inclui o fato
de que a func¢do f(t) em +oo deve decair a zero mais rapidamente que qualquer
poténcia de ¢, pois as integrais envolvidas sao integrais impréprias. Tecnicamente,
o conjunto de fungoes que decrescem, juntamente com suas derivadas, de maneira
suficientemente rapida tal que as integrais existam ¢ chamada de classe de fungoes
de Schwartz. Este conjunto é um conjunto fechado sob transformacao de Fourier
(para maiores tecnicalidades sobre a teoria, recomenda-se o livro de Koopmans [25];
veja também o livro de Strichartz [26]).

Com a ajuda da representacao de Fourier, podemos calcular a quantidade de
energia por unidade de tempo (i.e., a poténcia) contida no sinal f(¢) como uma
funcao da freqiiéncia s, de acordo com

P(s) o |F(s)|*. (2.8)

A poténica P(s) é entdo uma funcao real e nao negativa de s. A Eq. (2.8) é chamada
de densidade espectral de poténcia (DEP) da fungao f(t).

Em aplicagoes, a funcao f(t) reflete a dinamica de alguma variavel de estado,
como uma coordenada de posi¢ao ¢(t), ou uma coordenada de momento p(t), como
fungao do tempo t. A fim de determinar a evolu¢ao no tempo de uma determinada
variavel de estado, para dadas condicoes iniciais, sao necessarios calculos numéricos
detalhados. Com isto, temos entao que nos restringir a intervalos de tempo finitos,
mas arbitrariamente longos. No que segue, vamos supor que uma série temporal
fieR,7=0,1,..., N —1 de uma tunica varidvel tenha sido observada em intervalos
iguais de tempos At. O que vamos apresentar a seguir é a definicao original de
espectro de poténcia. Vamos seguir de muito perto a apresentacao de Rasband [15],
com pequenas modificagoes. Uma maneira muito similar de calcular o espectro de
poténcia foi feita por Bergé, Pomeau e Vidal [27].

Para nossos propésitos aqui, introduzimos uma transformada de Fourier discreta
da série f; = f(j At) como

1 o
Fk _ Z fj 67'L27rj/€/]\77 k = 0, 17 L. ’N — 1, (29)

com ¢ = y/—1. Usando esta expansao, juntamente com as relagoes de ortogonalidade
discretas para as exponenciais complexas peridédicas

N-1 .
, N ifk—¢=0,£N,£2N,...
Z pi2m(k—n/N _ { ! » =5 ’ k0 =0,+£1,42 ..., (2.10)
0 outros casos,

n=0
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encontramos imediatamente que

N-1 N-1 1 N-1
Fk ez27r]k/N — § ( fn el27rkn/N) ez27r]k/N

n=0

N-—1 N-—1

1 . o

=Y fa (\/_N > e—l%’f"/Neﬂ’fﬂ’f/N) =VNf;, j=0,1,...,N—1. (2.11)
n=0 k=0

Este resultado é chamado de transformada de Fourier inversa. A transformada
inversa indica como se volta do dominio da transformada ao dominio original, com
a diferenga que f; é agora periédica. Usando a Eq. (2.11), em conjungao com as
relagoes de ortogonalidade, obtemos a identidade de Plancherel para a transformada
de Fourier discreta:

=z

-1 N-1

5P =D IR (2.12)

k=0

Il
)

J

A seguir, definimos a funcao de correlacao temporal da série f; escrevendo

1 N-1
Cp = lim — > fifin (2.13)
7=0

Esta quantidade é muito 1til para mostrar as conseqiiéncias mensuraveis da pre-
senca de comportamento irregular em sistemas dinamicos simples [28]. Inserindo a
Eq. (2.11) na Eq. (2.13), obtemos

| V-1 N-1
Cr = lim — F, Fy e2mimti+km]/N (2.14)
—oo N2 ’
N N 7=0 m,m/=0
da qual inferimos que

R

Cp = lim ~ > | F? e N, (2.15)
m=0

Para chegarmos neste resultado, fizemos uso das relagoes de ortogonalidade e em-
pregamos a propriedade de simetria da transformada de Fourier discreta

F = F,. (2.16)

De especial importancia ¢ o resultado obtido tomando a transformada inversa em
ambos os lados da Eq. (2.15):

N-1
|F|? = lim Y Cye2™m/N, (2.17)

N—oo

Esta é a defini¢ao original de um espectro de freqiiéncia.

11



A quantidade |F,,|? representa a contribuicio da m-ésima componente de fre-
qiiéncia ao movimento global da série temporal f;. As Egs. (2.15) e (2.17) mostram
que a fungao de correlacao temporal e a poténcia da m-ésima componente de freqiién-
cia formam um par de transformadas discretas (teorema de Wiener-Khintchin; veja
Feller [29]). E usual plotar o espectro de poténcia |F;,|? como funcao da freqiiéncia
$m = m/ (NAt). Na pratica, num célculo numérico, o espectro de poténcia |F,,|?
pode ser calculado via um algoritmo de transformada de Fourier rapida - Fast Fourier
Transform (FFT). Para evitar oscilagoes espirias na transformada discreta, é usual
usar-se janelas de freqiiéncias (windowing) — veja, por exemplo, as explicagdes e a
literatura dada na Ref. [30].

Analises de freqiiéncias tém se mostrado particularmente tuteis para distinguir
movimentos quase-periédicos de evolugoes cadticas no tempo [31]. Os espectros de
movimentos quase-periodicos sao linhas discretas com freqiiéncias sem interrelagoes
entre si, enquanto os movimentos cadticos apresentam um espectro tipicamente rui-
doso. Mais especificamente, para um movimento periddico com freqiiéncia s, a
analise de freqiiéncia consiste de picos de d’s de Dirac na freqiiéncia s; e nos seus
harmonicos 2s1,3s1,.... Para um movimento quase-periédico com m freqiiéncias
racionalmente independentes (ou incomensuraveis) i, ..., S, obtém-se um conjun-
tos de picos de §’s de Dirac nestas freqiiéncias, e também picos em todas as com-
binagoes lineares inteiras das m freqiiéncias fundamentais sq, ..., s,,. Em contraste,
para o caso de um movimento cadtico, obtém-se um espectro de poténcia continuo,
sem nenhum conteido harmonico de periodicidade — o espectro nao contém picos
discretos ou, equivalentemente, a funcao de correlacao temporal decai rapidamente
no tempo. Neste ultimo caso, é de se esperar que as freqiiéncias mais baixas con-
tribuam ao espectro. Isto pode ser pensado como sendo devido ao fato de que pontos
aperiodicos num conjunto finito de dados aparecem como pontos com periodos muito
longos, comparaveis ao comprimento da série temporal.

As consideragoes acima sao essenciais para entender algumas caracteristicas dos
espectros mostrados na Fig. 2.3 a seguir. Os espectros se referem a realizagoes
deterministicas da variavel p, obtidas do estudo numérico do sistema de Hénon-
Heiles para £ = 1/8, com condicoes iniciais que correspondem a comportamentos
periddico e cadtico. Estas realizacoes dependentes do tempo, observados na secao
anterior usando o método das se¢oes de Poincaré, manifestam-se como uma oscilagao
numa freqiiéncia s; ~ 0.13, como mostrado na Fig. 2.3a para ¢2(0) = 0 e p(0) =
0.25, e como uma série erratica contendo essencialmente todas as componentes de
freqiiéncias em proporgoes desiguais, como mostrado na Fig. 2.3b para ¢,(0) = —0.20
e p2(0) = 0. Pode-se ver na Fig. 2.3a, que o médulo-quadrado da transformada de
Fourier da oscilacao periddica, mostrada numa escala logaritmica, resulta nos picos
agudos esperados e harmonicos associados (a largura de linha de 0.01 destes picos
agudos é determinada pelo comprimento da série temporal). No entanto, picos
agudos nao aparecem no espectro de poténcia da oscilacao nao-periédica, como
mostrado na Fig. 2.3b. Aqui, nota-se de maneira bem visivel um contetiido de baixa-
freqiiéncia bastante largo, em contraste com o espectro da Fig. 2.3a.

Enquanto que a aplicacao das técnicas tradicionais de andlise espectral com alta
resolucao de freqiiéncias exprime periodicidade imediatamete, esta nao pode dis-

12
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Figura 2.3: Espectro de poténcia calculado numericamente para um movimento
periédico (a) e um movimento caético (b) da varidvel py que satisfaz as Egs. (2.5)
para E = 1/8.

criminar de maneira inambigua entre comportamento cadtico e randomico. Assim,
é natural perguntar-se: como pode-se estar seguro que o que parece ser caotico é real-
mente cadtico? Para responder esta e outras questoes similares, é necessaria uma
caracterizagao precisa das propriedades do comportamento irregular. Portanto, é
desejavel desenvolver um método para extrair quantidades fisicas da série temporal
irregular observada. As quantidades mais bésicas para caracterizar comportamento
cadtico s@o os expoentes caracteristicos positivos de Lyapunov [32]. A préxima se¢ao
apresenta o conceito de um coeficiente caracteristico de Lyapunov.

2.3 Expoentes caracteristicos de Lyapunov

Nosso método de calcular um expoente de Lyapunov nao-negativo é inspirado numa
técnica desenvolvida independentemente por Benettin et al. [33] e Shimada e Na-
gashima [34] para determinar um conjunto completo de expoentes de Lyapunov
caracteristicos a partir de equagoes diferenciais.

Durante as ultimas duas décadas tem havido um interesse consideravel na direcao
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de calcular estes expoentes, o que resultou em varios métodos numéricos diferentes
[35]. Muito do trabalho fundamental sobre expoentes de Lyapunov foi feito por
Oseledec [36] e mais tarde por Ruelle [37]. No restante desta se¢ao vamos descrever
um procedimento para encontrar o expoente caracteristico de Lyapunov dominante,
o que é suficiente para estabelecer a presenca de caos. Também, uma revisao sera
feita de alguns calculos numéricos feitos por Benettin et al. [32] que calcularam o
expoente maximo para o modelo de Hénon-Heiles a diferentes energias, para valores
iniciais tomados nas regioes ordenada e cadtica. Contopoulos, Galgani e Giorgilli
calcularam o expoente maximo para um particular modelo com trés graus de liber-
dade [38]. Nossa discussao é informal e orientada para um célculo pratico, baseada
na Ref. [39]; para uma apresentacao mais formal das idéias discutidas aqui, ver a
Ref. [40].

Lembramos que o expoente de Lyapunov constitui uma quantidade para carac-
terizar a velocidade com que divergem (de maneira exponencial) ou convergem tra-
jetorias vizinhas e, portanto, pode ser usado para diferenciar entre comportamento
caotico e peridédico. Informalmente, vamos considerar, para o momento, duas érbitas
inciadas por pontos préximos xg e X+ 9% (préximos o suficiente para que dentro de
algum erro experimental eles possam ser considerados como sendo o mesmo ponto,
i.e., |[0xg]| = € para algum ¢ < 1). A suposi¢do de crescimento ou decaimento
exponencial da separacao entre duas condigoes implica em ||dx, || ~ e7||dxol|, apds
o transcurso de um tempo 7, onde L é o expoente caracteristico de Lyapunov. Para
valores suficientemente grandes de 7, isto fornece uma aproximacao para o expoente
caracteristico de Lyapunov maximo L., tal que

1 5
Liae & lim  lim —1og<” XT”). (2.18)

700 [|6x0]|—0 T || 00|

Um valor positivo para L. significa que as orbitas iniciadas em xg e Xg + 0Xg
tornam-se descorrelacionadas e, assim, Xy tem uma dependéncia sensivel as condi¢oes
iniciais, um sinal de caos. Claramente, a férmula derivada é facil de entender e facil
de implementar. No entanto, o calculo na pratica do expoente de maior valor, com
base na Eq. (2.18), é dificultado pelo fato que num sistema caético, qualquer erro
0Xg, nao interessando quao pequeno, eventualmente vai resultar num nimero grande
demais para ser representado por um numero ordinario num computador. Entao, um
método diferente é necessario. Daqui para frente, vamos nos concentrar no estudo
e na aplicacao do método da matriz Jacobiana, que faz uso do espago tangente de
uma trajetoria observada. Nos casos de interesse, esta trajetoria é cadtica.

Vamos considerar uma trajetéria observada x(t), que pode ser considerada como
sendo uma solucao de um certo conjunto autonomo de equagoes diferenciais de
primeira ordem:

x(t) = F(x(t)) (2.19)

definido num espago de fase (x e F s@o vetores coluna n-dimensionais). Para dadas
n condigoes iniciais x(t = 0) = xg, a Eq. (2.19) leva a uma curva solugao x(t) =
®(t,x0), que satisfaz, claramente, a condigdo xg = ®(0,x). Referimo-nos a ® como
o conjunto de todas as possiveis curvas solu¢ao. O sistema da Eq. (2.19) pode ser
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linearizado em qualquer ponto x(t) da trajetéria, fazendo
x(t) — x(t) + ox(t), (2.20)

onde 0x(t) é o vetor desvio de x(t). A melhor aproximacao linear é dada pela série
de Taylor truncada em x(t):

F(x(t) + ox(t) = F(x(t)) + I(x(t)-0x(t) + O(Jox(®)?) . (2.21)
onde J(x(t)) é a matriz Jacobiana n x n de F:
3(x(t)) = [OF () /0] [y (2.22)
Assim, podemos escrever o sistema de equagoes para o vetor desvio dx(t) como
ox(t) = J(x(t))-ox(t), (2.23)

ignorando os termos de grau 2 ou maior. Claramente, este é um sistema de equagoes
diferenciais lineares, mesmo que o sistema original tenha termos nao lineares. A fim
de evidenciar mais claramente o conteido da Eq. (2.23), introduzimos

0x(t)

= tim X0
€0 = =)

(2.24)

como um elemento do espago tangente x(t), tal que

£(t) = VE(®(t,x0))-£(1) - (2.25)

Este conjunto de equacoes é chamado de sistema variacional correspondente a solu-
¢ao da Eq. (2.19) sob dados iniciais X; ele propaga pequenas variacoes tangentes a
orbita no tempo 0 a pequenas variagoes a 6rbita no tempo t. Ele é também a equacao
de fluxo para determinar o expoente caracteristico de Lyapunov méximo (denotado
por ora por Lyay). A Eq. (2.18) para Ly, entdo, toma a forma transparente

o1
Linas (0, €0) = Jim — log [€(1)]. (2.26)

Em geral, o vetor inicial &, é escolhido aleatoriamente, de maneira que nao tenha
uma orientacao pré-definida no espaco tangente. Portanto, espera-se que para um
vetor &, escolhido aleatoriamente, a Eq. (2.26) leve ao maior expoente. Se este
expoente for positivo, temos fortes indicagoes de dinamica cadtica.

Vamos passar agora para a descricao de nossos resultados numéricos. O objetivo
era calcular a quantidade L., para o sistema hamiltoniano de Hénon-Heiles de dois
graus de liberdade. Para o calculo de L.y, integramos diretamente as equacoes de
orbita, juntamente com as correspondentes equacoes variacionais. Para o sistema
de Hénon-Heiles, as equagoes variacionais sao facilmente deduzidas linearizando a
Eq. (2.5), obtendo-se

gfh - €P17 épl - _gth - 2Q2€Q1 - ZQI€Q27

€Q2 = €p27 ép2 = _€Q2 - QQ1€Q1 + 2QQ§Q2' (2'27>
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Figura 2.4: L(¢) para uma energia F = 1/12, para seis diferentes condigdes iniciais.

Iniciamos nossos calculos com um valor de energia para o qual os calculos numéricos
indicavam a existéncia de uma segunda integral de movimento, pelo menos dentro
da precisao dos graficos das superficies de secao de Poincaré que haviamos calculado
anteriormente.

Os resultados para L(t) = log(||&(t)||)/t como funcdo de ¢ numa escala log-log sdo
mostrados na Fig. 2.4 para seis condicoes iniciais diferentes tomadas na regiao regular
— note que cada curva esta assinalada com um simbolo diferente. O valor inicial para
& usado na integragao foi ||&,|| = 1. Como se pode ver na Fig. 2.4, todas as 6rbitas
parecem levar a um valor presumivelmente igual a zero para L., = lim_ o L(2).
Este comportamento genérico para L(¢) ndo muda com o aumento da energia, desde
que se escolha condicoes iniciais apropriadamente de maneira que estas se encontrem
na regiao de comportamento regular. Isto esta ilustrado na Fig. 2.5. Para comparar,
a curva correspondente a F'=1/12 = 0,08333... também estd indicada.

Vamos agora analisar o comportamento de L(t) para a energia £ = 1/8. Os
resultados L(t) estao mostrados na Fig. 2.6, para seis diferentes condigoes inicias, trés
delas sao tomadas na regiao regular, e as outras trés na regiao cadtica. Na Fig. 2.2,
a curva 1 corresponde a um ponto inicial numa das duas regioes regulares simétricas
préximas ao eixo po; a curva para a Orbita 2 refere-se a um ponto inicial dentro da
grande regiao regular ao redor do eixo ¢y, enquanto que a curva 3 corresponde a um
ponto inicial numa das pequenas ilhas envolvendo esta regiao. Para estas curvas, o
expoente de Lyapunov méximo aproxima-se de zero para t — oo. Por outro lado,
as curvas 4-6 parecem aproximarem-se de valores limites positivos de L,... A curva
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para a érbita 1 refere-se a condigoes iniciais correspondentes aquelas para a Fig. 2.3a,
e a curva para a Orbita 4 refere-se a condigoes iniciais correspondentes aquelas da
Fig. 2.30b.

Esta discussao finaliza a revisao sobre os métodos de diagnostico de solucoes
cadticas que serao empregados nesta dissertacao para o estudo do movimento geo-
désico de dois monopolos BPS. A saber, descrevemos os métodos baseados em se¢oes

de Poincaré, espectros de poténcia e expoentes de Lyapunov, fazendo uma aplicagao
ao modelo de Hénon-Heiles.

10t

1072

Dados | niciais
103 q: =0, ppr >0
g2 = 0.20, p, = 0.05

. 05556
08333
10000
12500
14286
15385

e oomt
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cooooo

102 108 10*

Figura 2.5: L(¢) a diferentes energias, para condigdes iniciais na regiao regular.
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=-2. g = 0.20, p, = 0.02
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t
Figura 2.6: L(f) a uma energia 2 = 1/8, para seis condigbes iniciais diferentes,

trés escolhidas na regidao regular (curvas 1-3: tridngulos, quadrados e diamantes
preenchidos) e trés na regiao caética (curvas 4-6: triangulos, quadrados e diamantes

vazios).
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Capitulo 3

Modelo de Higgs SU(2) nao-Abeliano

A possibilidade de monopélos magnéticos (i.e., particulas com carga magnética) tem
fascinado os fisicos desde o trabalho classico de Dirac [1] hd mais de setenta anos
atras, no qual ele argumentou que a existéncia de monopédlos explicaria a quantizagao
da carga elétrica. Um enorme avango no estudo de monopdlos ocorreu com a des-
coberta em 1974 de que monopdlos magnéticos poderiam surgir naturalmente como
solugoes nao singulares de energia finita em teorias de gauge com quebra espontanea
de simetria [2]. E verdade, no entanto, que os desenvolvimentos mais marcantes
téem sido alcancados no caso especial em que o potencial de Higgs é colocado igual
a zero. Neste caso, a teoria torna-se consideravelmente mais simples e configuragoes
interessantes de monopdpolo podem ser obtidas analiticamente [41], devido ao um
argumento de Bogomol'nyi sobre o funcional de energia [42]. Neste Capitulo, vamos
mostrar como solugoes classicas exatas que representam configuragoes de monopdélo
estaticas, esfericamente simétricas e de carga um podem ser obtidas no chamado
limite BPS de uma teoria de Yang-Mills-Higgs SU(2) através de uma identificagao
conveniente do campo eletromagnético. O valor das massas destas solucoes sao
também obtidas analiticamente. Muito do material da parte inicial deste Capitulo
estd baseado na Ref. [43], a qual é uma boa introducao a este assunto.

3.1 Solucgoes classicas do tipo monopdlo-magnético

Os monopdlos que iremos discutir sao os monopodlos estaticos nao-abelianos que
surgem nas teorias de gauge de Yang-Mills-Higgs no limite quando o potencial de
Higgs é pouco apreciavel. Esta situagao pode ser vista como uma aproximacgao do
modelo mais comum*. Comegamos considerando uma teoria de gauge SU(2) com
um terno de campos vetoriais A,* e um terno de campos escalares ®*. Em termos
destes campos, a densidade da lagrangeana da teoria é dada por

1 1
L= —3F, F" + 2 (D,2)"(D'®)", (3.1)

onde, como de héabito, o tensor de campo de gauge possui componentes

F" = 0,A,% — 0,A," + ge"™ A AS, (3.2)

. . . ( .. 2
*Na realidade, em muitos trabalhos sobre os monopdlos, hd um termo adicional A (P*®% — 1)
na energia potencial, e nés tomamos o caso especial onde A\ é bem pequeno.
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e se ¢ a derivada covariante atuando sobre ®“ na representacao adjunta como
(D,®)* = 0,9 + ge"™ A, d°. (3.3)

Pode-se, de fato, verificar que a lagrangeana é invariante sob o conjunto de trans-
formacoes de gauge locais, que sao fornecidas por

() — '(z) = ®(x) + i6°(2)(1.) " P"(x) (3.4)

A (x) = A (x) = A (x) + g1 0,0% () + €A (2)0(a) (3.5)
até os termos de ordem 6%, onde () sdo funcoes arbitrarias de z, e (1,)". = i€

sao matrizes hermiteanas 3 x 3 representativas dos trés geradores da algebra de Lie:

[0, Te]_ = i€®ry. (3.6)

Aqui, como em todo lugar no que é indicado abaixo, €%¢ sdo as constantes de estru-

tura do grupo (anti-simétricas em todos os trés indices). Esses ntiimeros obedecem
a condigao
Ebceeead + ecaeeebd + Eabeeecd =0. (37)

Aplicando-se a transformagao dos campos de Yang-Mills, Eq. (3.5), na Eq. (3.2),
6F," = 0,(6A,%) — 0,(6A,%) — ge™ AP0 A, + ge™™ A5 AC
_ cabe (auAyb _ auAub) 0 1 g(ebceeead i Ecaeeebd)QbAucAyd7 (3.8)
e usando-se a Eq. (3.7),
§F,," = e (aﬂA,,b —0,A," + gebdeAudAl,e)Hc, (3.9)
obtemos a regra de transformacao de F},,*:

Fu(x) = F,%(x) = Fu"(x) + € F,,° (2)0°(x) . (3.10)
Isto mostra que F),,* transforma-se de acordo com a representacao adjunta. De modo
semelhante, pode-se verificar também que a derivada covariante possui a mesma
propriedade de transformacao do campo em que atua. Assim sendo, para provar a
invariancia SU(2) de L, ¢ suficiente demonstrar que a variacao local de F,,*F** é
igual a zero. A partir da Eq. (3.10), fica claro que

(S(F;WQF“WZ) = EGbCF“yaF,uubec + Each,uuaF“ybec = 07 (3'11)

em virtude da anti-simetria de €.
A equacao de Euler-Lagrange para ®¢,

oL oL
— 12
a“[a(aﬂa)] 95 (312)
leva a
D (DFD) + ge™ A, (DHD)° = (D, DHd)* = 0. (3.13)
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Temos também

oL oL
Ol =—=——| = =—— 3.14
e = aa 34
que resulta, depois de um pouco de algebra,
0, F™* + ge™ AP = (D, F™)" = ge™ (D" ) . (3.15)

Agora nos voltamos ao calculo do tensor de energia-momento ©*. Uma vez que,
como bem se sabe,

oL oL
O =—"—0"A "+ ——— 07D — L] 3.16
90,4, " 90,97 ! (310
encontramos que
O = —FHrI9Y A% + (DFD) 0V D — L, (3.17)

onde n* é o tensor métrico diagonal, com elementos

Observamos que o tensor ©*” nao ¢ invariante de gauge. Permite-se, porém, passar
para um tensor de energia-momento, C:)‘“’, acrescentando-se a divergéncia quadridi-
mensional de um tensor de posto trés, que deve ser anti-simétrico com relacao aos
primeiros dois indices. Essa exigéncia tem o beneficio de nao contribuir a energia
total e ao momento total, desde que o tensor extra decaia com rapidez suficiente no
infinito espacial. Sob as consideracoes acima, podemos agora construir ©# como

O = " + 0, (FHI A, (3.19)
que, com a assisténcia da Eq. (3.15), produz o seguinte resultado:
OM = —FHOCRY o 1 (DED)Y(DYD)* — L. (3.20)
Com base na Eq. (3.20), a densidade de energia é dada por
20% = E*.E® + B®- B® + (Dy®)*(Do®)* + (D;®)*(D;®)", (3.21)
e a densidade do momento é, simplesmente,
0% = (E°AB®)' — (Dy®)*(D;®)", (3.22)
com as intensidades dos campos elétrico e magnético
Fioe = ple FUC = —¢. BF (3.23)

Procuramos agora uma solugao nao-trivial das equagoes de campo que seja inde-
pendente do tempo e esfericamente simétrica. Embora nao seja necessario, adotamos
o gauge temporal, com Ay® = 0, mas A;* # 0. Em primeiro lugar, comegaremos
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derivando o limite inferior da energia. Para o caso em questao, as equagoes de campo
de segunda ordem poderao entao ser escritas como

(D;D'®)" =0 (3.24)

(D F9)* = g (DI) P°. (3.25)
Pode-se ver, a partir da Eq. (3.21), que a densidade de energia para configuracoes
estaticas sem campos elétricos é

. 1 g 1
OF = JE FY + 5 (Di®)"(D:2)". (3.26)

Conforme Bogomol'nyi [42] salientou, a integral de energia pode ser escrita da
seguinte forma:

~ 1 1
FE = /dSZL' @00 = /d3.’L‘ {4_1 [Fija + Ez‘jk(ﬂkq))a}Z + §Eijkﬂja(®k@)a} . (327)
A partir desta férmula, uma vez que
1 a 1 o
:i:§€l'ijija<Dkq)) == :EiEzjkvk(F” d ), (328)

onde fizemos uso da identidade de Bianchi

Eijk(‘DiF}'k)a = O, (329)
obtemos, imediatamente,
1 a a2 1 aFHa

Com uma aplicagao do teorema da divergéncia de Ostrogradsky-Gauss, converte-
mos a segunda integral do lado direito desta expressao numa integral de superficie
bidimensional, produzindo

%eijk/d?’x Vi(Fy;"®") = lim %e,-jk %952 (d%), Fi;* @, (3.31)
R

onde 9S% denota a superficie fechada da esfera S% com raio R no espago de coordena-

das. Como veremos mais adiante, a quantidade dada pelo lado direito da Eq. (3.31)

é realmente proporcional a carga magnética do monopdlo. Uma vez que o primeiro

termo na Eq. (3.30) é positivo, concluimos que a energia é limitada por baixo,

E > '/d?’x B;"(D;®)*|, (3.32)

e esse limite inferior é saturado por fungoes (potenciais vetoriais e campos de Higgs),
que atendem ao sistema de primeira ordem de equacoes diferenciais

Eja = iGijk(‘Dkq))a, (333)
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onde o sinal superior ou inferior deve ser considerado para carga magnética posi-
tiva ou negativa. Essas equacoes sao normalmente referidas como as equagoes de
Bogomol'nyi.

Seguindo 't Hooft [2] e Polyakov [44], iniciamos a elaboragao de uma solugao
analitica exata para as equacoes de campo nao-lineares, introduzindo o seguinte
ansatz para os campos:

P (x) = 2°Q(r), A7) = uapa®W(r), (3.34)
onde r? = 2% e €y = 0. O tensor de campo de gauge é reduzido, entdo, para
F;* = 2€;;,W + (ejakkai - eiakxkxj) riw’ — geijkxkx“WQ, (3.35)
enquanto a derivada covariante toma a forma simples
(Di®)* = 0;,,Q + 2'277'Q + g (xix“ — (5mr2) QW. (3.36)
Para calcular estas expressoes, usamos a identidade
€ijk€itm = 0je0km — 0jmOke- (3.37)

Substituindo as Egs. (3.35) e (3.36) dentro da Eq. (3.25), obtemos a equagao de
movimento para W:

W +4r=' W' = g [(gr°W = 3) W? + (gr*W — 1) Q*] . (3.38)

Usou-se, mais uma vez, a Eq. (3.37). Antes de seguirmos adiante, vamos nos con-
centrar primeiro na condicao de fronteira em r — oo. Estamos interessados numa
solucao em que o campo de Higgs nao ¢ zero em lugar algum na esfera no infinito do
espaco de coordenadas tridimensional, devido ao potencial remanescente. Falando
mais explicitamente, insistiremos em ter ®*®* — 1 no limite quando r aproxima-se
do infinito. Uma forma simples de compreender isto é exigir que

Q(r) — r L. (3.39)

T—00

Para garantir que os campos de gauge sejam regulares, devemos supor que o campo
W precisara comportar-se como alguma poténcia negativa de r, no sentido de que

W(r) — ar™, (3.40)

r—00

onde a é uma constante independente de r. Inserindo as Egs. (3.39) e (3.40) na
Eq. (3.38), obtemos

an—3)nr " —— —gr 2 + g*ar " — 3ga’r " + g*a’r? ", (3.41)

T—00

Sua unica solucao é dada por

n=2a=g" (3.42)



Assim, longe da origem, os campos sao encontrados formalmente como sendo

P (x) — 2!, A7) — g el (3.43)

T—00 T—00

Um ansatz que tem esse comportamento ¢é

(x) =Q(r), (3.44)
A;%(z) = g eV (FOW (1), (3.45)

onde 7 = 2%~ Quando r — oo, impomos as condicoes limitrofes Q — 1 e

W — 1. Deve-se observar que V-A®* = 0. Por conta da Eq. (3.44), é uma facil
tarefa demonstrar que a derivada covariante é

(D;®)" = Q" + (1 — W) (i — #7*)r'Q, (3.46)
que leva a ,
1 a a ng (1 _ W) QZ
5 (Di®)" (D) = = + ———=. (3.47)

Fazendo uso da Eq. (3.45), encontramos que o tensor de campo de gauge torna-se
F;* = 2g_1€ija7’_2W — g_leijkf’kf“r_2W2
+ g (Eian™ P — €Y (2 PW —r W) (3.48)
a partir do que chegamos a

1 a ija
gt =

W . (W2 — 2W)*
927"2 2927«4

(3.49)

Para encontrarmos a equagao para (Q, substituimos a Eq. (3.46) na Eq. (3.24). Isto
da
Q' +2r7'Q =2r2(1 - W)’ Q. (3.50)

Depois de célculos bastante longos, que fazem uso das Eqs. (3.46) e (3.48), obtemos
a equagao para W:

W' —2r2W =72 (W =3) W+ ¢* (W — 1) Q°. (3.51)

Podemos simplificar consideravelmente as Egs. (3.50) e (3.51) introduzindo os cam-
pos
H=grQ, K=1-W, (3.52)

produzindo, assim, as equagoes diferenciais acopladas

r’H" = 2HK?,
r’K"=(K*+ H*—1)K.

E fécil verificar que uma solucao desse sistema é dada por

H = grcoth(gr) —1, K = grcsch(gr). (3.55)
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Um exame cuidadoso, verificando o limite em que r — 0, mostra que H — 0 e
K — 1. Se prosseguirmos, agora, ao caso limitante do r grande, temos, entao,
H — gr e K — 0. Em conseqiiéncia desses resultados, a forma assimptética da
Eq. (3.54) é, entao, K” = ¢?K, e admite uma solugao particular decrescendo como
e 9", presumindo que g > 0. Além disso, no limite do r pequeno, a equacao para H
¢ do tipo Cauchy-Euler, com solucao da forma H — const.x 12, e a equacao para K
é o familiar problema K” = 0, que tem a solucao K — 1+ const.x r. Vemos, assim,
que esses campos sao diferencidveis na origem, garantindo uma solucao de energia
finita. Prasad e Sommerfield [41] foram os primeiros a obter esse par de fungoes.
Fizeram isso, na realidade, por escolha. O monopodlo associado a isso é denominado
o monopolo BPS, em nome de Bogomol’'nyi, Prasad e Sommerfield. Decorre, da
discussao anterior, que as distribui¢oes de campo para o monopélo BPS sao

a

o(x) = % [gr coth(gr) — 1],

b

“ T
At(x) = ewbﬁ[l — grcsch(gr)]. (3.56)
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Figura 3.1: A densidade de energia de uma configuragao de um monopdlo BPS. Note
que ©% toma seu valor maximo no mesmo ponto em que o campo ®¢ tem seu zero.

A massa do monopélo pode ser calculada, mais facilmente, usando-se a férmula

M= /d?’x 0%, (3.57)
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com O dado pela Eq. (3.26). Fizemos um grafico da densidade de energia BPS,
que é mostrada na Fig. 3.1. Em vista das Egs. (3.47) e (3.49), e lembrando as
Egs. (3.52), encontramos a massa do monopdélo em termos das fungoes H e K:

A [ (K2—1)> H:K? (rH' — H)’
M=— [ dr|K"? : 3.58
g? /0 " * 272 N 72 + 2r2 (3:58)
Agora, a Eq. (3.53) permite a identificagao
H?K? (rH'—H)® 1d .
e B 55[(}1’ —r'H) H], (3.59)
de modo que a Eq. (3.58) é transformada em
o . T , (K2 —1)
M:?[(H’—r H)H}|O+?/O dr| K™+ —5—1. (3.60)

Passamos para a varidvel adimensional £ = gr. Entao, por conta das Egs. (3.55),
escrevemos ainda:

2 2 o
M= T g {1 -4 coth¢ csch?€ 4 [2 + cosh(2¢)] &4 Csch4§} . (3.61)
g
Esta integral pode ser avaliada de modo elementar para dar
4
M= ?”. (3.62)

3.2 Solucgoes classicas do tipo dyon

Até agora estudamos as equagoes de campo clédssicas da teoria de gauge SU(2) com
um campo de Higgs na representacao adjunta, descrevendo um estado com carga
magnética. E, portanto, bastante natural indagar se estas equagoes tém quaisquer
solugoes do tipo dyon, que sao carregadas tanto elétrica quanto magneticamente.
Acontece que as mais simples destas configuragoes podem ser obtidas em forma
fechada se os componentes do tempo dos campos vetoriais sao também diferentes de
zero. Isto foi originalmente sugerido por Julia e Zee [45]. Trataremos deste assunto
em seguida. Mais uma vez, concentraremos nossa atencao no caso estatico.

Para encontrarmos as equagoes de movimento corretas para o dyon, separamos,
primeiro, os componentes espaciais e temporais na Eq. (3.13). A partir dai, levando
em conta a independéncia temporal dos campos envolvidos, temos, finalmente,

(D D®)" = ge™*(Do®)" Ap°. (3.63)

As equacoes restantes podem ser confirmadas, de maneira semelhante, a partir da
Eq. (3.15):

(DD Ag)" = gerbe(Dy®) e, (3.64)
(D Fid)* = geabe(DIid) e — gebe(Di Ay)’ Ao, (3.65)
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Isto ocorre, uma vez que

E" = (D'4p)" . (3.66)

A exemplo da discussao que fizemos a respeito dos monopodlos ordinarios de

't Hooft-Polyakov, somos, entao, naturalmente levados, em nossa abordagem, a
seguinte solucao para Ay“:

Ap*(z) = 1J(r). (3.67)

Presumiremos que os campos &% e A;* continuam tendo a forma geral introduzida
nas Eqgs. (3.44) e (3.45), respectivamente. Como conseqiiéncia direta deste ansatz
particular, o campo de Higgs e Ap® nao se influenciam mutuamente. A consisténcia
dessa informagao pode ser verificada escrevendo

€W AP PC = et T = 0, (3.68)
que também estabelece, claramente, que
(Dp®)* = 0. (3.69)

Deste resultado segue-se que as equacoes de campo para ®* e Ay® coincidem exata-
mente com a Eq. (3.24), que foi reduzida a Eq. (3.53). Assim, podemos concluir,
sem mais célculos, que a Eq. (3.63) é substituida, de modo equivalente, por

r?H" = 2HK?, (3.70)

enquanto a Eq. (3.64) é substituida por

r2Y" = 2Y K2, (3.71)
onde estabelecemos
H=grQ, K=1-W, Y =grlJ (3.72)
Podemos agora empregar
Fy®" = P70 4+ (1= W) (650 — 777) 71, (3.73)

em conjunto com as Eqgs. (3.46) e (3.48), para trazermos a Eq. (3.65) a forma
W =27 2W =12 (W =3) W2 = > (J—Q)(J+Q)(W —1). (3.74)

Isto, por sua vez, pode ser representado de maneira mais compacta com a ajuda das
Egs. (3.72) para produzir

K" = K* + H*K — Y?K — K. (3.75)

Determinamos, assim, um conjunto acoplado de equacoes diferenciais dado pelas
Egs. (3.70), (3.71) e (3.75). Procuramos solugoes para essas equagoes, de modo que
o quadrado do campo de Higgs va para 1, quando r — oo. Felizmente, ficou de-
monstrado que ha uma familia de solugoes de um tnico parametro, que corresponde
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a existéncia de dyons carregando uma unidade de carga magnética, escolhendo as
fungoes simples

H = greoth(gyy'r) —m, Y =77"0H, K =gy 'resch(gy'r),  (3.76)
com as condigoes de fronteira regulares

H—0, Y — 0, e K—1 quando r—0,
H— gr, Y — Q”Yfl’h?”, e K —0 quando r — 00. (3.77)

Aqui deixamos que v; e v, sejam duas constantes quaisquer, de tal forma que 73 —
v2 = 1. Se seguirmos agora o mesmo raciocinio como na situagao da solugao neutra,
encontramos, entdo, que o campo K decal para zero exponencialmente & medida
que 7 se aproxima do infinito. Além disso, algumas das solugbes sao infinitas na
origem; assim, nods as rejeitamos. Desta forma, todos os campos que encontramos
sao diferenciaveis, em todo lugar do espago. Essas solugoes foram descobertas por
Prasad e Sommerfield [41], utilizando o mesmo método usado para o monopélo
ordinario. Notamos aqui que a solugao carregada magneticamente da nossa versao
do modelo de 't Hooft e Polyakov corresponde a v, = 1.

Em seguida desejamos obter a massa da solucao do tipo dyon. Segundo as
Egs. (3.21) e (3.57), portanto, temos

1 1 1
My = / d% [ZFifFija + 5 FaFa" + 5 (D@)“(@@)”} , (3.78)

que pode ser representada mais explicitamente, conforme foi feito ao se obter a
Eq. (3.60), escrevendo-a como

4 oo
Md:—Z/ dr
9= Jo

~ ~ o~ ~ N2 o - ~ 2
-, (K*-1)" H?*K?* (rH'—H)" Y?K? (rY'-Y)
K= 2r2 + r2 + 272 + r2 * 2r2

K?+ M] (3.79)

27 -, ~ EPRE ~ oo 4T [
~ 2 ) (V- Y)Y +_/0 dr —

g* g*

O célculo da Eq. (3.79) é tratado como anteriormente, com o resultado

My =~3M. (3.80)

3.3 Realizacao dos campos fisicos

No atual estdgio do nosso conhecimento, é de interesse investigarem-se os campos
fisicamente observaveis, especialmente os eletromagnéticos. Para esse fim, dare-
mos primeiro uma expressao invariante de gauge para um tensor de campo eletro-
magnético, denotado por F,,, que ird se reduzir a defini¢ao usual no gauge, onde o
campo de Higgs torna-se fixo numa direcao unica, por exemplo, a dire¢ao trés no
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espaco de isospin. Esse gauge especial é conhecido como o gauge unitario. 't Hooft
2] apresentou a seguinte forma para F,,:

Fpp = °F,," — g71ed%(D, )" (D, )", (3.81)
onde d* = o (q)b@b)_l/z. Primeiramente, deveriamos verificar que esta é uma

quantidade invariante de gauge. A partir das Egs. (3.4) e (3.10), temos
§(PF,,") = €F,, " ®"0° + ¢*®°F,, 0 = 0. (3.82)
Um célculo semelhante indica que
§[e®(D,®)"(D,®)] = 0. (3.83)

Juntando as Eqs. (3.82) e (3.83), obtemos o resultado desejado. Em segundo lugar,
se presumirmos, simplesmente, que ®* = (0,0, 1), a Eq. (3.81), entao, podera ser
diretamente convertida na forma

F = 0,45 — 0,A,°, (3.84)

que é, na verdade, a derivada anti-simétrica do potencial de gauge A,°.

Tendo identificado o tensor de campo eletromagnético, podemos calcular os cam-
pos elétrico e magnético e, assim, as cargas elétrica e magnética de nossas solugoes.
Comecamos trabalhando com a solucao do tipo monopdlo-magnético. Usando as
formas assimptdticas das Eqs. (3.43), obtemos

PUF, Y —— g a0 (3.85)
r—00
Observamos ainda que o campo de Higgs é covariantemente constante no infinito
espacial:
(D, ®)* — Spar ™t — 5be“xb7“_3 — eabceubdwcxdr_g =0, (3.86)
T—00
em que foi usada a Eq. (3.37). Mais uma vez, o simbolo € foi definido como sendo
zero, tao logo um de seus indices tenha o valor 0. Utilizando as Egs. (3.85) e
(3.86), pode-se demonstrar facilmente que o tensor magnético de 't Hooft tem os
componentes:
372'0 E— 07 gjij —_— ci)a.FZ‘ja E— g_lqjkCL’kT_g, (387)
r—00 r—00 r—00
devido ao fato de que ®*®“ se aproxima de 1 quando r — oo. Assim, os campos
elétrico e magnético sao dados por

‘ 1
Bi = §€ijk3~jk E— 2_€ijk€jkmxm7173 = gflxirfg. (389)
r—00 g
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Com este valor do campo magnético, podemos determinar a carga magnética k,
calculando o fluxo magnético através da esfera no infinito. Definimos k da seguinte
forma:

1
Ak = ]%im §eijk7{ (d%), Fi; = fluxo magnético através de SZ. (3.90)
—00 952
A 1ultima integral pode ser efetuada de maneira trivial,
1 1 4
lim —e¢;; % = lim — == 91
R%Zemkfiasg(d U)kfﬂg Rgf;ong asgda PR (3.91)
e a expressao para k se reduz a

gk = 1. (3.92)

Esta é a condicao de quantizacao de Schwinger em unidades onde A = 1. Com
base no indicado acima, concluimos que o campo B se apresenta como um campo
magnético abeliano no infinito radial, que, na realidade, é exatamente o de um
monopdlo magnético pontual padrao de carga 1/g situado na origem. Arafune, Fre-
und e Goebel [46] argumentaram que a carga magnética nao se origina na dinamica;
ela provém da estrutura topoldgica de um tripleto dos campos de Higgs num espaco
tridimensional. Eles forneceram critérios para se encontrar a carga magnética sim-
plesmente a partir da topologia de campo. Neste trabalho nao discorreremos sobre
os métodos topoldgicos. Em vez disso, gostariamos de langar uma luz sobre o fato
de que a carga magnética nao se acha associada a invariancia da agao sob qualquer
transformacao de simetria.

Para discutirmos isso, definimos a densidade da corrente magnética k" e a den-
sidade da corrente elétrica j* em termos de F,,:

e"r?0,F . = 2", 0,I" = 3", (3.93)
ou, se parecer mais conveniente,
K=V, B, K= —€ Ve — 9,3,
§° = V,é&, j' =€ VIBY — 9€". (3.94)

Estas sao essencialmente as equagoes de Maxwell para um sistema eletromagnético
que inclui cargas elétricas e magnéticas. Notamos que a densidade da corrente
magnética desaparece num gauge com P apontando numa direcao fixa, uma vez
que o tensor de campo JF,, serd igual a derivada anti-simétrica de um potencial.
Podemos, portanto, esperar que a defini¢do de ), conforme dada na Eq. (3.81),
atende as equacgoes de Maxwell com k* = 0, exceto onde ®* = 0, desde que P
possa ser transformado de gauge para apontar numa dire¢ao fixa, localmente. Esta
é uma maneira de se compreender a possibilidade de uma carga magnética diferente
de zero na presente teoria. Em adicao, achamos que k* — 0 para r grande. Ao
derivar este resultado, utilizamos a identidade €*#?(D,F,,)* = 0. Agora estamos,
porém, mais interessados na expressao

1 o
B = e, 800,80, (3.95)
g
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que serd dada explicitamente, substituindo-se a Eq. (3.81) no primeiro par de equa-
¢oes de Maxwell. Ao determinar o resultado dado acima, exploramos a anti-simetria
de €50 Devido a essa mesma anti-simetria, a corrente k* é conservada:

9k = 0. (3.96)

Isto significa que a carga magnética obedece a k = 0, que obviamente néo se origina
do principio de acao que determina a dinamica de ®¢.

Antes de continuarmos, é conveniente fazer, aqui, uma observacao. Uma vez que
estamos olhando para ®* na borda do espaco, podemos mudar ¢ para d* no lado
direito da Eq. (3.31). Segue-se, entao, a partir das nossas suposigoes sobre o tensor
de campo de 't Hooft, que o limite de Bogomol'nyi na Eq. (3.32) pode ser escrito da
seguinte forma:

E > |47k, (3.97)

conforme predito pela Eq. (3.62). Esta é uma conseqiiéncia do fato de que a solucao
de Prasad-Sommerfield tem que atender as equagoes de Bogomol'nyi. Pode-se ver
uma justificativa para isso no fato de que as equagoes de Bogomol'nyi mais a iden-
tidade de Bianchi implicam na equagao de movimento correspondente a ®°.
Quanto a solucao do tipo dyon, verificamos que se pode demonstrar que o campo
elétrico tem o comportamento
& =% —— g =g WY — g Wity (3.98)

r—00

a partir do qual somos levados a seguinte expressao para a carga elétrica g:

Am (> . 8t [®  YK?
q= /d3x V:Fio = —W/ drry" =21 dr , (3.99)
9 Jo

g Jo r

onde levamos em conta a Eq. (3.71). Passando para a varidvel adimensional £ = gr,
encontramos que a carga elétrica pode ser trazida para a forma

lag _

oo L ,
o /0 d€ (€ cosh € — sinh &) € csch€. (3.100)

Isto nos leva a
qg = 4mys. (3.101)

Concluiremos esta se¢ao salientando que a forma assimptética do campo magnético
continua sendo a mesma como no caso do monopélo ordinario. Isto significa que a
solugao do tipo dyon carrega uma carga magnética k = 1/g.
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Capitulo 4

Dinamica de dois monopdlos BPS

No Capitulo anterior, mostramos como sao encontradas configuragoes classicas de
campo para monopolos independentes do tempo do tipo Bogomol'nyi-Prasad-Som-
merfield. No presente Capitulo, vamos discutir a dinamica destes monopodlos. Ideal-
mente, gostaria-se partir de uma solugao classica que tem dois ou mais monopolos
e com uma dependéncia nao trivial com o tempo. No entanto, presentemente nao
é possivel encontrar solucoes de multi-monopdlos a partir das equagoes de campo
dependentes do tempo que seguem da lagrangeana (3.1). No entanto, Manton [47]
desenvolveu um método em que o movimento classico de monopdlos magnéticos de-
pendentes do tempo, no limite de velocidades relativas baixas, pode ser descrito de
maneira adequada por um movimento geodésico no espaco de solugoes estaticas de
minima energia em termos das coordenadas coletivas do sistema. Como salientado
por Manton, o conhecimento da métrica para este espaco de coordenadas coleti-
vas é suficiente para determinar a dinamica de baixas energias de um conjunto de
monopdlos e dyons. Para o caso de dois monopodlos, a métrica de Atiyah-Hitchin é
a de interesse. Para trés ou mais monopdlos, a métrica ainda nao é conhecida.

Para ilustrar a introducao de coordenadas coletivas na descricao do movimento
de monopdlos, vamos considerar o caso de um monopodlo. No gauge Ay = 0, a
solucao nao singular de um monopélo, conforme visto no Capitulo 3, é dado pelas
equacoes

a

u x
o) = = [gr coth(gr) — 1],

a xb
A(x) = emb!ﬁ [1— gresch(gr)], (4.1)

com r = (z'z")1/2. Esta solucdo tem quatro coordenadas coletivas, trés relacionadas

ao centro-de-massa do monopolo, e outra relacionada ao grau de liberdade de gauge.
Denotando as trés coordenadas do centro-de-massa X;, a solucao acima refere-se a
X,; = 0. Uma translacao como um todo de um monopélo centrado em X;, tal que
as coordenadas sejam dadas por

leva a um monopodlo centrado em X; — a;. Se o monopdlo se move com velocidade
X, e como sua massa é 47 (com g = 1), temos que sua energia cinética associada
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ao centro-de-massa é dada por

1 o y

A existencia de uma quarta coordenada associada aos graus de liberdade de gauge
pode ser vista da seguinte maneira. Suponhamos que seja feita uma transformacao
de gauge dependente do tempo

exp [ix(t)®], (4.4)

onde ® = &7 Mantendo Ay = 0, nado é dificil mostrar a partir da Eq. (3.21), que
o campo elétrico é dada por xD;P e que a energia potencial é constante. Por outro
lado, pelas equagbes de Bogomol'ny, Eq. (3.33), o campo elétrico é dado entao por
xB;. Entao, a energia cinética resultante é dada por

1
T, = 3 4 x? = 2w X2 (4.5)

Com isto, a lagrangeana em termos dos graus de liberdade coletivos é dada por
L=Tx+T,=2r <XX n >'<2> . (4.6)

As equagoes de movimento derivadas desta lagrangeana tém como solucao o movi-
mento com velocidade constante e uma carga elétrica total () = 47y. Ou seja, a
transformacao de gauge dd4 ao monopélo uma carga elétrica - o monopdlo torna-se
um dyon frente esta transformacao de gauge.

Para o movimento de dois monopdlos, temos que para uma distancia relativa
grande, eles tornam-se independentes e nao interagentes. Portanto, o movimento dos
monopolos é descrito por oito coordenadas coletivas: quatro delas representam as
coordenadas X; do centro de massa e uma fase global que refere-se a carga total dos
dois monopdlos, e as outras quatro que descrevem as orientagoes e posicoes relativas.
O argumento de Manton estd baseado no fato que identificadas as coordenadas
coletivas e o espaco em que estao definidas, é possivel descrever o movimento dos
monopélos como um movimento geodésico neste espaco.

Na préxima secao, vamos descrever a métrica de Atiyah-Hitchin e derivar as
equacoes para as componentes da métrica. Entao, vamos formular o problema de
dois monopdlos usando o método de Manton e apresentar nossa analise detalhada
do limite assintético integravel do movimento de dois monopdlos. Na Secao 4.4,

estudamos a integrabilidade do sistema hamiltoniano determinado pela métrica de
Atiyah-Hitchin.

4.1 Descricao da métrica de Atiyah-Hitchin
A métrica no espaco de configuracoes de dois monopodlos foi escrita pela primeira

vez por Atiyah e Hitchin [48], tendo sido, por isso, batizada de métrica de Atiyah-
Hitchin. Eles conseguiram encontrar a métrica exata usando uma série de métodos
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teoricos distintos para obter solucoes das equagoes de Bogomol'nyi. Nao é o ob-
jetivo desta dissertacao, fazer uma revisao detalhada destes métodos matemaéticos.
Para os objetivos de analisar a dinamica do sistema de dois monopdlos magnéticos
na linguagem tradicional dos sistemas dinamicos, baseada no estudo de segoes de
Poincaré, espectros de poténcia e expoentes de Lyapunov, é suficiente partir do
resultado fundamental de Atiyah-Hitchin.

O comprimento quadrado do deslocamento infinitesimal ds é da forma

2_ 240 4 @20 + Bad + 2o, (4.7)

onde 01, 0y e 03 sao dados por

o1 = —sinydd + sind cos P dp,
o9 = costdl+ sinvsiny dp,
o3 = dip +cosvdy, (4.8)

e a, b, ce f sao todos fungoes somente da varidvel independente p. Para as nossas
consideragoes, supomos que as coordenadas sao dadas por p, ¥, ¢ e ¢. Falando
de maneira geral, o espaco pode ser parametrizado em termos de uma variavel p,
que denota a separacao entre os monopdlos, duas varidveis angulares ¥ € [0,7] e
v € [0,27], que determinam a orientagdo do eixo que une os dois monopdlos, e
¥ € 10,27], que é o angulo de rotagdo em torno desse eixo. Os angulos ¥, ¢ e 1 sao
denominados angulos de Euler.

Iremos agora determinar o sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem
para os componentes da métrica. Pelo que sabemos, Belinskii, Gibbons, Page e
Pope [49] foram os primeiros a derivar essas equagoes de uma forma de certo modo
econoOmica, que sera agora estendida. Para assistir o desenvolvimento da teoria mais
adiante, comecaremos estudando o tensor métrico fundamental do espaco subja-
cente. Relangando a Eq. (4.7) na forma riemanniana g,s dz®dz?, é facil verificar
que o tensor métrico g,g pode ser considerado simétrico nos indices o e 3, ou seja,
Jup = gpa- Particularmente, o tensor métrico contravariante g*° é recfproco ao ten-
SOT Gap, iSt0 6, gug g” = 0,7. Explicitamente, os valores dos elementos de gn5 sdo
dados por

goo = f* g = a’sin®y + b7 cos’ep,

Goo = a’sin®Y cos®y + b sin®V sin®y + ¢ cos?d,
Gz = C, g = (b2 — a2) sin ¢ sin 1) cos ¥,
G923 = c? cos v, gor = go2 = go3 = g13 =0, (4.9)

ao passo que os de ¢*% sdao dados por

2 ;2
00 11 _ CO8 Y | sm v
g b2 a2 ?

2 = <coszq/) sm%b) escd,

Q
I
kh
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g? = L + (COSQw + Sian) cot®d,

c? a? b?
19 (a* — b?) csc 9 sin 1) cos
g = a2b2 )
b? — a?) cot ¥ sin ) cos
13 _
g - a262 )
2 . 9
oo (coszw . 8122¢> esed) cot o,
a
@t = " =g"=0. (4.10)

Com esses valores em maos, podemos escrever as relagoes que determinam os
componentes da métrica fundamental de acordo com a férmula: *

R)\a - aaFaAU - aara)\a + Fauary)\a - Fauary)\a - 07 (411)

onde I'“), sao geralmente referidos como simbolos de Christoffel da segunda espécie.
Essas quantidades relacionam-se ao tensor métrico de uma maneira direta:

2 Fa)\cf = gau (aAgU,tt + aogA,u - a,ugAU) . (412)

Em decorréncia do célculo dos componentes do tensor R),, que é claramente si-
métrico, devido a simetria de I'“), nos subscritos, as expressoes abaixo sao obtidas
(linhas denotam a diferenciacao com relagao a coordenada independente p):

!/ b/ / !/ " b// /!
R00:<%+_+£>i_a____c_ (4.13)

b ¢/ f a b c
e
Ry = 1L Sin2¢ + 11, 00821/),
Ry = (Il — TI;) sin ¥ sin ¢ cos 1),
Rys = (H1 cos’y + 11, sin2¢) sin? + II; cos®?,
R23 = Hg COS ’(9, R33 = H3, (414)
com
R (e C I (R a
H — Jg - _ = !/ _ " .
! 2b2c? +_(f b c)a a}fQ’
V- (=) [[(f a ¢ b
I, = e N ==
2 2a2c? + (f a c> ] 2’
A—(@2=0)° [[(f d V c
II; = - —— |- —=. 4.15
3 2020 +_<f a b)c C]j? (4.15)

*Ficou provado, hd muito tempo, que a métrica de Atiyah-Hitchin tem o tensor de Ricci nulo e,
assim, pode ser considerada como uma solugao no vacuo das equagoes de Einstein. O desenvolvi-
mento desse fato exige métodos matematicos avangados além do ambito deste trabalho e, pelo que
sabemos, s6 foi feito com algum detalhe na Ref. [48].
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As conseqiiéncias desses cédlculos sao manifestadas nas consideragoes abaixo. As
equagoes Ry, = 0 sao reduzidas a

I, =0, IIb=0, II3=0, (4.16)
juntamente com

dbtd Vd  dd 1 (1 1 1 a4—|—b4+c4> 1

ab bec ca 2

_+ J—
a? b2 2 2a2b2c?

(4.17)

Esta, por sua vez, é uma primeira integral das Eqgs. (4.16), podendo ser considerada
como uma restricio imposta sobre os valores iniciais de a, b e ¢, e d/, V' e , que
as equacoes de segunda ordem entao preservam por todo o tempo. Conforme se vé
imediatamente, essas equagoes podem ser obtidas uma da outra por permuta ciclica
de a, b e c.

Se introduzirmos aqui as variaveis

a=loga, [(=logh, ~=logec, (4.18)
encontramos entao que a restricao toma a forma

4(@//6/ +/8/,y/ _|_/Y/a/)
= [262(%%) 4 2e2(B+7) 4 9e2(rta) _ da 48 647}6_2((14_’84—7).]02. (4.19)

Para uma maior reducdo da Eq. (4.19), colocamos

Su=a+08+7y 6i=a+0-2v, 2V3s=a-j, (4.20)
de onde se segue
120 — 129" — 125 + Ae™ 2 f% = 0, (4.21)
onde
A(g,s) = e — 4e™% cosh(2V/3s) + 4e?sinh®(2v/3s). (4.22)

Fomos capazes de determinar um conjunto particular de primeiras integrais da
Eq. (4.21), substituindo algumas fungoes experimentais do tipo hiperbdélico, e nossos
resultados sao as trés equagoes:

E’_i_a—l—b_l_ (a —b)?

f 6ab 3ab 6abc

¢ ¢ atb (a —b)?

f 3ab 6ab 6abc

s (a=b)lat+b—0¢) (4.23)

f 2v/3abc ’ '

das quais podemos escrever o resultado desejado deste paragrafo:

a_’_(b—c)Z—a2 b_’_(a—c)2—b2 S’_(a—b)2—02 (4.24)
f 2bc o 2ac f 2ab ' '
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No Apéndice A, demonstramos que é possivel obterem-se solugoes explicitas para
essas equacgoes em termos das integrais elipticas completas de Legendre do primeiro

e segundo tipo. Sao obtidas solugoes para f = abc e f = —b/p. Com o auxilio de
calculos por computador, comecando diretamente do sistema acima no caso em que
f = —b/o, geramos os gréficos das fungoes radiais a, b e —¢, conforme indicado na

Fig. A.1. Fizemos isso usando o algoritmo definido no Apéndice C.

4.2 Formulacao do problema

Vamos agora escrever a lagrangeana efetiva para o movimento de dois monopdlos
em termos das funcgoes a, b, c e f. E da forma

2L = gag¥™y’ = f20° + d’w2 + VW + Fwl. (4.25)

Aqui, w,, wy e w, sao os componentes da velocidade angular instantanea &, ao longo
do conjunto espacial de eixos x, y e z, e podem ser expressos em termos das taxas
de variacao dos angulos Eulerianos como

Wy = oy /dt, wy, =o09/dt, w,=o3/dt. (4.26)
Tem-se que os momentos canonicamente conjugados associados as coordenadas
0, Y, p e Y sao
Po="Ls=f"0, pp=~L,=cw.,
py = L = bw, costh — a’w, sin 1Y,
pp =Ly = d’w, sin¥ cos ) + b*w, sin ¥ sin ¢ + c*w, cos V. (4.27)

Aplicando-se a equagao de Lagrange a coordenada radial nao-ciclica p, obtemos
a equacao de movimento

Po—Lo=f20+ff'0" —adwl—bbw] —cdw?=0. (4.28)

Sob a mesma circunstancia, derivamos a equacao de movimento correspondente a
coordenada :
2¢cw, o+ Aw, = (a_2 — b_2) a2b2wwwy. (4.29)

As duas equacoes de movimento restantes sao

2bb'w, 0 costh — 2a d'w,osin + *w,psind
= (W, sin ) + wyw, cos ) a® — (W, cos P — w,w, sin 1) b (4.30)

2ad'w,psind cosyh + 2bb'wy,osin¥siny + 2¢dw, g cosv
= [(zﬁsinﬁsinw — 19(:0819(:051&)@C — Wy sinﬁcosw]a2
— [(&sinﬁcosz/)—i—ﬁcosﬁsinw)wy+wysinﬂsinw}b2
+ (wzﬁsinﬂ — W, cos ) . (4.31)
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O par de equacoes sendo conseqiiéncias algébricas dessas duas serd, da maneira mais
conveniente agora desenvolvida,

200 w,0 + b’y = (¢ — a7?) d’Cw,ws, (4.32)

200wy 0+ a*, = (b’2 — c’2) b Pwyw, . (4.33)

Observa-se que @ nao aparece explicitamente na densidade da lagrangeana,
Eq. (4.25); é, portanto, uma coordenada ciclica, indicando que o correspondente

momento generalizado p, ¢ uma primeira integral imediata das equagoes de movi-
mento.

Substituindo 1,
0= Iz (4.34)
de forma que . . . 22 f
5= Pl —jipggf _ % _ 2;95 , (4.35)
e estabelecendo, finalmente, que
M = d’w,, My = way, M; = Pw,, (4.36)
encontramos que as equagoes de movimento poderao agora ser escritas como
My = (l - l) My M, (4.37)
b2 2
M, = (% - %) M3 M, (4.38)
2 a
M; = <i2 - %) My Mo, (4.39)
a
o= %, (4.40)
. pZ ' /2 /2 /2
Do = 13 +aaw; +bbw, + ccw;
p§,3f/ +M§Z—;+M§Z—;+M§z—;
/ / / /
:% [pz ;{2) + M7 (224) + M; (l;;) + M; (C;) : (4.41)
A densidade da hamiltoniana é obtida através da transformacao de Legendre
H = pob + po? + ppp + pytd — L, (4.42)
que, com o uso das Eqgs. (4.25-4.27), torna-se, simplesmente
2H = f20* + (21& + 2¢ cost) — wz) Ms
+ (219 cos ) + 2¢sin ¥ sin¢h — wy) M,
+ (2@ sin® cos i) — 20 sin ) — wx) My
= f‘zpz7 + a7 M3+ b2MS + ¢ 2. (4.43)
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Uma vez que t nao aparece implicitamente em L, também nao esta presente em
H; entao, a equagao canonica de Hamilton diz que H esta conservado. Em acréscimo,
h& uma outra constante de movimento disponivel; a saber, M? + M2 + M3. Pode-
se verificar isto multiplicando-se a Eq. (4.37) por 2M;, a Eq. (4.38) por 2Ma, e a
Eq. (4.39) por 2Ms3, e somando, entao

IMG M + 2Mo My + 2M M = 0, (4.44)

e, a partir dai,
M7 + M3 + M3 = constante. (4.45)

Segundo as circunstancias, isto pode ser expresso explicitamente como

Z M3 = p§ — 2p,py cot ¥ ese ) + (p2 + pi,) esc®d, (4.46)
j=1,2,3

onde deve ser mencionado que

Py COS Y — Py, cOs VY cOs Y — py sin v sin

_ 42 _
M, = a*w, = g , (4.47)
M, = b2wy _ P siny — py, cos 19‘sin 1 + py sin ¥ cos w, (4.48)
sin ¢
e
M; = Pw, = py. (4.49)

4.3 Limite assimptotico da dinamica de dois monopdlos

Para estudarmos analiticamente a dinamica de dois monopdlos bem separados, pre-
cisamos somente colocar a forma assimptética explicita das fungoes a, b, c e f para
dentro da lagrangeana na Eq. (4.25). Para fazer isso, estabelecemos primeiro que
f = —b/o. Torna-se, entdao, uma tarefa simples demonstrar que a densidade da
lagrangeana toma a forma

20 =4 (1—207Y) (b + peos )’ + (1 —2071) [(9? + ¢?sin®9) 0 + ¢?], (4.50)

usando-se as Egs. (B.8) do Apéndice B. Os momentos generalizados associados as
coordenadas q = (o, 9, ¢, 1) aparecem de maneira simples como

=(1-20"0,
po=Ly=(1-20"") 0
pw—L 4(1—2@71) (1/1—1—90(:0819)
= (1-207") o®psin®I +4 (1 —20~ )1(¢+gbcosﬁ)cosz9, (4.51)

de modo que a densidade da hamiltoniana é agora dada por

8H = (1 —207") [p] + 4(9* + ¢ sin®9) 0* + 4¢%], (4.52)
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ou, de forma equivalente, por

_ (4 — 40+ 0® + 4 cot™?) pi,

8(e—2)0
Py + 0°p) + P’ csc® — 2pypy cot ) esc v (453)
2(0-2)0 ' '

Podemos seguir adiante, calculando as equagoes de movimento através do for-
malismo dos parénteses de Poisson. Aplicando-se as equacoes de Hamilton a varidvel
ciclica ¢, obtemos o par de equacoes

(pyp — py cos V) csc?V
(e—2)e

Da forma como estd, 1 também é uma coordenada ciclica, cujas equagoes de Hamil-
ton correspondentes resultam ser

Po=0, ¢= (4.54)

(4 — 40+ 0* + 4 cot?d) py — 4p,, cot ¥ csc
4(0—2)0 '

Podemos dizer, portanto, que a energia e os dois momentos canonicos p, e py, sao
constantes de movimento decorrentes das variaveis ignoraveis ¢, ¢ e 1, respectiva-
mente. E preciso apenas mais uma primeira integral do movimento para se concluir
que a hamiltoniana é integravel. De fato, podemos demonstrar que o quadrado
do momento angular é constante no tempo. Uma vez que o comportamento da
coordenada nao-ciclica ¥ com o tempo é dado pela equacao de movimento

Py

Py =0, o=

(4.55)

= (4.56)
(0—2)0
nao ¢é dificil ver que a equagao para py pode ser escrita, entao, como
poby + (Py cosV — py)(py cosV — py,) Jesc®y =0, (4.57)
a partir da qual obtemos
P35 — 2p,py cot ¥ cscd + (pi + pi) csc?y = constante = M2, (4.58)
Com a ajuda das Egs. (4.51), isto é prontamente transformado em
N2/ o . S ~
M? = (1—207") (9 + ¢?sin®) 0" + pl, = |G AT + pyol*, (4.59)
uma expressao que é simplesmente o quadrado do momento angular total:
M = GAF +pyd, (4.60)
onde
5 0
0= 7
o]’
=(1-20")7,
gjz (osind cos p, psin ¥ sin p, pcos ) . (4.61)
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O primeiro termo do lado direito da Eq. (4.60) é o momento angular orbital, e o
segundo termo ¢ a contribuicao de Poincaré que ocorre devido a presenca das cargas
magnética e elétrica.

Vamos agora escrever a densidade da lagrangeana de um modo mais conveniente.
Isto é dado por

2 = (1-207)5 -6 + | +0(2)- 5] pos (4.62)
onde introduzimos a seguinte fungao vetorial:
- (_1 2@2932’1 2@1@3270) ’ (4.63)
eort o 001103
da qual inferimos que
VA = —é ;. (4.64)

Um célculo simples, usando a Eq. (4.62), determina que os momentos conjugados

Pk Sao da forma
P — T + Py Wi - .
k 2] B k i Wk

Além disso, encontramos que as equagoes de movimento resultantes podem ser es-
critas, depois de um pouco de trabalho de algebra, como

1 D . .

T = 7 (Qz‘@i - Zw) ok + (0:Viw; — 0;Vwy) py, (4.66)
quando se dé4 conta do fato de que py, ¢ independente do tempo. Em seguida, pode-
mos reescrever o coeficiente do momento canénico py no lado direito da Eq. (4.66),
observando os passos

0iViw; — 0;Vwy, = (0w i — it Opir) 0iV i wys

= €ki€jki Oi V Wy = [ﬁA (V/\w)] L (4.67)
de modo a exigir que apelemos para a Eq. (4.64). Com este resultado, as equagoes
de movimento podem ser exibidas vetorialmente para darem

5 1 ;;piﬂpwgﬂ 4
T= @l )i g ane (4.68)

Pode-se entender que esta equacao diz que os dyons experimentam uma forga de
natureza repulsiva proporcional ao quadrado de sua velocidade relativa, uma forca
de Coulomb atrativa proporcional a pi e uma forca de Lorentz proporcional a py.
De fato, Manton [50] estabeleceu que esta é a equagao esperada para o movimento
relativo de dyons pontuais com carga elétrica relativa p,. Assim, iremos agora inter-
pretar o terceiro momento nas Eqs. (4.51), de uma forma que ird representar a carga
elétrica relativa. Segundo esta consideracao, podemos esperar ter somente Orbitas
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de escape para dyons igualmente carregados. Para obtermos mais informacgoes sobre
as orbitas, vamos escrever as equacoes de movimento na forma

L1 2F 7 :
- 5(1——29—1_%)5_%5/\5’ (4.69)
onde a quantidade E é a energia total. A partir dessa equagao, segue-se que, quando
o é suficientemente grande, as Orbitas para F < p?p /4 sao fechadas, e para E >
pfp /4, abertas. Gostarfamos apenas de salientar que monopdlos puros nao terao
estados ligados. No limite de o grande, o problema das orbitas de dois dyons foi
estudado por Gibbons e Manton [51]. Como néo estamos interessados nas 6rbitas de
escape, nao entraremos em detalhes sobre esta questao aqui, mas nos concentraremos
principalmente na questao das orbitas fechadas. Propomos, em seguida, uma prova
de sua existéncia. O estimulo para isto deve-se, essencialmente, ao trabalho de
Temple-Raston [10], que apresentou também alguns resultados numéricos sobre o
espalhamento cldssico de dois monopdlos [8]. Um estudo posterior da dinamica dos
monopolos [9] tomou uma diregao semelhante a tomada na Ref. [8], tendo sido rea-
lizado de um modo particularmente interessante, com o uso do conceito do conjunto
de Julia [52]. Encontramos também um estudo [11] na literatura que completa o
trabalho iniciado na Ref. [9].

Um modo conveniente de representar o movimento periddico é executar uma
variacao do procedimento de Hamilton-Jacobi e transformar a hamiltoniana em
variaveis de angulo-acao. A vantagem das varidveis de angulo-agao é que elas levam
a uma avaliagao de todas as freqiiéncias envolvidas sem exigir uma solugao completa
do movimento. Iremos agora buscar uma funcao caracteristica de Hamilton gerando
uma transformagao canonica, (q,p) — (g,p), pela qual todos os novos momentos
sao constantes, p = a. Uma vez que a hamiltoniana, Eq. (4.53), é ciclica em ¢ e 9,
a funcao caracteristica tera que atender a forma

W(q, o) = W'(0,9; ap, i) + o + ). (4.70)

Pode-se supor ser possivel separar todas as coordenadas do problema para se ofere-
cerem evidéncias de que o sistema é comensuravel. Conseqiientemente, segue-se que
a funcao caracteristica desejada pode ser fornecida por

W(q, o) = Wy(0, ap) + Wy(V, ) + apip + ayth. (4.71)

Obtemos a equagao de Hamilton-Jacobi para W estabelecendo p igual a W /dq, e
efetuando a substituicao na hamiltoniana, que é reduzida, entao, a

<awg)2+a3<g—2>2 L1 l(awﬂ)g <a@—awcosz9>2] _20(0=2) "y )

do 402 0? oV sin?y 0

onde a constante a deve ser identificada com a energia total. Vale notar que toda
a dependéncia sobre ¥ foi segregada na expressao dentro dos colchetes. Assim, esta
quantidade tem que ser uma constante:

2 2
<8Wg> N (cp — vy cos ) 9 (4.73)

oY sin%y - %
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As denominadas varidveis de agao, J, sao definidas em termos de integrais de
linha sobre periodos completos da érbita no plano pgq:

ow
_ — 2 ga 4.74
]{pdq f@q dq (4.74)

Uma vez que ¢ é uma coordenada ciclica, o célculo de J, deve ser feito sobre o
alcance completo de 27 radianos:

%74 2w
Jp = ]4% dp = %a—d@ = / o, dp = 2ma,. (4.75)
e 0

De modo semelhante, Jy, é dado por
Jw = 27TC¥¢. (476)

A partir da Eq. (4.73), segue-se que

Jy = %pﬁ di = j{ Wy di = %dﬁ \/@129 — (i — ayy cos V) esc20. (4.77)

Finalmente, a integral para J,, a partir das Eqs. (4.72) e (4.73), é

k
Jg—j{pgdg—j{—dg— / dg\/ 1+2—+k;3, (4.78)

O——0+—0~

onde
—k =ai+ afp, 2ky = ozw 4o,  dks = 8 — o%, (4.79)

e o+, 0+ > 0_, sao as raizes reais da expressao sob o sinal de raiz quadrada. Uma vez
que oc?ﬁ—ozi tem o significado do quadrado do momento angular total, consideramos,
aqui, que M é sua magnitude, e presumimos que M > 0. Além disso, o0 movimento
que se mantém dentro de certos limites pode ocorrer somente quando ai —4a >0,
em decorréncia do que deveremos nos restringir a valores positivos de ko. Agora é
apropriado observar que o curso completo da integracao da integral envolvida na
Eq. (4.78) é para ¢ indo de p_ para g, e voltando. Se for de p_ para o, naquele
ramo em que p, > 0, vai de g4 para ¢_ no ramo com p, < 0.

O célculo de Jy, Eq. (4.77), é facilmente realizado utilizando-se somente regras
elementares de integracao. Transformamos essa integral por meio das substituicoes
tan(¥/2) = u, e u? = z, sendo o resultado, conseqiientemente,

du /4032 — oy (1+u2) — ay (1 — )]
=%
u 1+ u?

2
A2 ) )2
/M_'X1 dx \/AIKSH%> A‘J
= B I+

_ 7{'\/:— 7T\/)\1)\3 _ 7T\//\1 ()\1 — )\2‘.‘)\3)
1 /—_)\1 _)\1 )

(4.80)

43



onde

As A 2
———==-)A 4.81
YT v (4.81)
€
M= (ap + o), A =daf — 202 +203,  —As = (o — ay)’. (4.82)

Com o intento de dar seguimento aos cdlculos, consideramos o caso em que o, 4y, >
0, e afo — afb < 0, de forma que A4 € R, sendo o resultado final, entao,

Jy = 2m\ o + af, — 2may,. (4.83)

A integral envolvida na Eq. (4.78) pode também ser avaliada de maneira ele-
mentar, mas o método da integracao complexa ¢ geralmente o mais conveniente.
Pode-se demonstrar, de fato (ver Apéndice D), que J, é dado por

2mks — 4o
J, = — 21/ — —2my/ag + a,. (4.84)
V=ks \/T

of — 2«

Podemos agora expressar oy, o, € oy, em termos de varidveis de agao:

1 2 J Jr,/)
Oy = % \/(Jﬁ + J<P) - Jia pgo = a@ - ﬁ7 p'ib = Oéw = %’ (485)
de modo que a Eq. (4.84) torna-se
172 _8r2a
J=Jy+Jg+J, = 22— (4.86)
17— 8ra

o que fornece a dependéncia funcional da energia sobre as varidveis de agao; resol-
vendo-se para «, fica claro que

o= [Jw (2= 72-7)]. (4.87)

Além disso, se introduzirmos as varidveis de agao nas Eqgs. (4.72) e (4.73), com base
nas Egs. (4.85), teremos

1 /A2 +2Bo—C 1 [Pv>+25v+ R
- S 4.
p@ 47T Q ) pﬂ 27T 1 _ ’U2 Y ( 88)
onde, de forma reduzida, escrevemos

v = cos v,
A=Jp —2J°+2J,/J% = J3, =—(Jo+J,)°,
B=2J*—2J\/J? - J3, R=J5+2JyJ,— J],
C=4(Jy+J,)7, S=J,Jy. (4.89)
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Neste ponto, é importante observar que a energia, vista como uma fungao dos J;’s,
Eq. (4.87), depende somente de uma combinagao linear das varidveis de agao, a
saber J, + Jy + J,,, e, por isso, as freqliéncias correspondentes deverao ser idénticas,
indicando um caso de dupla degeneresceéncia.

Para encontrarmos as variaveis de angulo, x, conjugadas as variaveis J, nés as
calculamos com o auxilio das equacoes de transformagcao

ow

Para este fim, pode-se derivar uma propriedade importante da funcao W escrevendo-
se sua derivada total no tempo como

dW 15)%%
==Y = Pl 491
7 ar qk Dk (4.91)
k k
W, portanto, é a integral de linha

tomada ao longo do caminho definido por valores fixos das constantes de separacao,
ay’s, onde =y denota um ponto fixo e = um ponto mével do caminho.
Em termos das Eqgs. (4.89), as varidveis de angulo séo

_ oW [ Op, do A do 0—2
re 9J 0J, -~ Am \/AQ +2Bo—C
A [VAP+2Bo—C 24+B [ Ap+B ¢
= — — arcsin| ———— , (4.93)
Amr A AV—A VBZ+ AC ,
ow 8]99 Ipy
= — = do =249
o= 95, = ) 81,7 ) 3y
_ dgAl(g—Z)g—Q\/_ VP dv
47T 0 \/A®+2Bo—-C 27” VP2 +25v+ R
~ A[VAFF2Bo-C 24+B arcsin( Ao+ B > ‘
T d4rx A A=A VB2 + AC ,
L1 .(PU+S)U (1 Bo— C)@‘ (494
— | arcsll| —f———— — arcsin s .
2 VS?2 - PR 0vVB2+ AC
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oW 6p9 Opy /61)@
Xe = o d—l—/ di + (,Nwd@

dQAl(Q— )9—2\/_ VP dv
47T 0 JAg>+2Bo—-C 27TZ VPv?+2Sv+ R

n K dv(1_U)‘/P_2S+R+(1+“>‘/P+2S+R+i/d
A7 (V2 —1)VPv2+2Sv+ R 2 4
A [VAZT2Bo—C 24+ B ( Ao+ B ) ‘

= — — arcsim| ———
47 A AV —A VB2 + AC

Q0

+ l arcsin(PU—w>—larcsin[R_S—i_(S_P)U
2m S2—PR) 2 (14+v)VS?— PR,

+ 1arcsin{R—i_S—i_(54—}))1}} ) — ! arcsm(l Bo-C )9
2 (v—1)V52 — PR o 0 VB?2+ AC

b (o= ) (4.95)
ot 2 ®o) :

oW [ dp, Opy / Opy
== as, %t / 97, T | a5,

_ 1 dQAQ(Q_ +2Jy /¢
4m VAe? +2Bp — C
+i (1-—v)V/P—-25+R—-(14+v)vVP+25S+R

dv
4r (v2 —1)VPv?2+2Sv+ R

1
47

AQ\/AQ2—|—QBQ—O 2J¢ arcsin( AQ+B )

A /A VB2 + AC

L D24 B) ( Ao+ B )
———— aICsll| —F/————
AV—A VB + AC

|
‘ +%(¢—¢o)

b {arcsin[R —S+(5-P) U] + arcsin[R 5+ (5+P) U} } U . (4.96)

Am (1+v)V/S?2— PR (v—1)VS?— PR

Vo
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onde
2J% — Ji JyJ

ﬁ, AQEJ¢—W.

No limite assimptético integravel, o movimento de dois monopdlos tem duas
freqiiéncias. Por intermédio da Eq. (4.87), encontramos

A =2T — (4.97)

0K A

L0 o OH Ay +Jy
"8, 1672 '

o T8, T T 16n?

(4.98)

A periodicidade do movimento significa que todos os pares de freqiiéncias das varia-
veis de angulo atendem a relacoes racionais da forma

MeVe = MV,  (sem soma) (4.99)

onde 7 e M sao inteiros positivos diferentes de zero. Nesse caso, quando se ob-
serva o comportamento do sistema em duas ou mais variaveis de estado, vé-se uma
curva fechada. A respectiva secao de Poincaré é muito simples, reduzida para um
unico ponto ou, possivelmente, varios pontos. Ao contrario, quando observada no
espago de trés ou mais variaveis de estado, a trajetéria permanecera sobre um toro
bidimensional e prosseguird para preencher inteiramente essa superficie. Podemos
examinar um corte transversal dessa orbita e encontraremos um conjunto de pon-
tos formando uma curva fechada. Esse movimento é descrito como multiplamente
periddico. Segundo nossos célculos, o caso anterior é, portanto, satisfeito, com a

condicao de
_ /712 _ 72
vy _ Ao+ J, _ Jpd = 2Jyq [/ J? = T m (4.100)

ve A p_opgagfp—gz

onde n1,7m2 € Z, sem fatores comuns. Substituindo-se as Eqs. (4.52) e (4.86) na
Eq. (4.100), temos, simplesmente,

240" + (0= 6) ePaf] ay _ my
4v/2 (02 — 4p10)*? 7

4.101
v (4.101)

onde

Qi = o — 200", o = 0% + 0*0% + 0297 sin. (4.102)
Finalmente, resolvendo a Eq. (4.101) para ay, as duas solugOes reais encontradas
resultam em

1/2

y = +2 , (4.103)

2p1 B850
28 (322 — 36n20 + 120202 — n20P)
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onde pusemos

1/2
615 (77%—773) / )
B = 6451mim; — 64nin; + 288n7n; — 21675

— 7261mns0 — 120030 + 108050 + 24811115 0°

+ 2405 0% — 18n50% — 2Bimmy0° — 205 0° + 1S 0°,

Bs = 168,°nt — 85° 0 — 128, n3 0 + 32nin3

— 36ms0 + 20, *n30* — Snimde® + 12m30” — mio®. (4.104)

Desta maneira, derivamos, entao, as variaveis de angulo-agao, expressoes para

a energia e freqiiéncias em termos das variaveis de acao conservadas, e, finalmente,

uma férmula para a carga elétrica em termos das condigoes iniciais, de modo que

o movimento de dois monopdlos seja periddico. Para finalizar a se¢dao, observamos

que, em decorréncia da andlise acima, as féormulas para as varidaveis de angulo nao

permitem inversao. Além disto, gostariamos de salientar que a consisténcia dessas

expressoes pode ser observada verificando-se que x muda por unidade quando q

passa por um periodo completo (isto é, em caso de libragao, sobre um movimento

de um lado para outro de g e, no caso de uma rotagao, sobre um caminho de

comprimento 27): j; dx = 1. Esta propriedade decorre a partir da definicao das
variaveis de angulo.

4.4 Integrabilidade

Uma condigao necessaria para uma hamiltoniana com quatro graus de liberdade ser
integravel é a de possuir quatro primeiras integrais de movimento independentes,
cada uma delas permanecendo constante a medida que a solucao do espaco de fase
octodimensional evolui com o tempo. Uma propriedade fundamental é que as funcoes
constantes G, ...,G4 devem comutar, no sentido de que os parénteses de Poisson
déem zero, isto é,

{Go,Gr}pg = Z > =0, para (,0' =1,...,4, (4.105)

§=1,2,3,4

(aGg 8ng _ aGg 8Gg/
6qj 8]?]‘ 0pj (9qj

onde {, } p5 é 0 denominado parénteses de Poisson.

Para o caso em pauta, ha trés primeiras integrais do movimento conhecidas: a e-
nergia, a quantidade dada na Eq. (4.46), e o momento generalizado da varidvel ciclica
. Pode-se demonstrar que essas constantes acham-se em involugao. E possivel
também demonstrar diretamente que os M}’s atendem as relagoes dos parénteses

{M, M} p g = €3je M, (4.106)

onde €;;, ¢ o familiar simbolo anti-simétrico tridimensional com €93 = 1.
O formalismo dos parénteses de Poisson contém as equacoes de movimento de
Hamilton

q= {qvj{}PB? p = {p, J_C}PB’ (4.107)
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Os lados direitos das equagoes para as taxas de variagao no tempo dos angulos
eulerianos tomam a forma

Y= Wy COS Y — Wy sin 1),
¢ = wy cscv) cos1h + wy csc ) sin
) = w, — wycotdcosyh — wy cot ¥ sin 1, (4.108)

em consonancia com as expressoes obtidas resolvendo-se o conjunto de Eqs. (4.26)
em termos de 19, pe w Os procedimentos correspondentes para as demais equagoes
sao 6bvios, e os resultados sao dados pelas Eqgs. (4.37-4.41).

Sabe-se bem que as transformagoes canonicas podem ser utilizadas para fornecer
um procedimento geral para a solu¢do de problemas mecanicos [53, 54, 55]. Por
exemplo, se fosse possivel encontrar uma funcao geratriz transformando H, de forma
que as novas coordenadas canonicas sejam todas ciclicas, a nova hamiltoniana seria
integravel.

Vamos considerar uma transformacgao canonica de (g, p) para um novo conjunto
(q,p), de modo que dois de seus momentos, digamos p; e po, sejam constantes do
movimento. Para atender a esses requisitos, ¢ suficiente exigir que a nova hamilto-
niana H seja ciclica nas coordenadas ¢; e ¢s. Sob essas condigoes, as equagoes de
Hamilton aplicam-se como

A 9%
G IGa
A funcao geratriz do segundo tipo, geralmente denotada por F3, produzindo a trans-
formacao desejada, é

P = 0, po= 0. (4.109)

Fy = pap + p3p + pao
D2p3 — 25% cos v ]
V5 —53) (5 — 53)

+ D1 arcsin[

B+ Pols —
V(@2 = 7))
+ % (Ps — P2) arcsin (cos 19(;51;]5_21313) _\/((Cf;sig ; 1)5%__53 — 3
pY — p3) (Pt — P3)
As derivadas da funcao geratriz sao
0K, 0F,

=_= 1= —. 4.111

L, :
+3 (D2 + p3) arcsin

(P2 +p3)> ]

]. (4.110)

p

A primeira metade dessas equagcoes leva a

OF:
Py = 8_192 = csc \/]5% sin* — P2 — P2 + 2paps cos ¥,
or, or, oFy
_0F _ 0k _ e 4112
Pe= 5, =Pu Pe=5 =D Pv= 5 =D ( )
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Substituindo para p, e p3 em py e resolvendo para p?, obtém-se, por comparagao
com a Eq. (4.46), que p? = M3 + M3 + M3.

Como ¢ evidente a partir das Egs. (4.112), py é o momento conservado p,. Assim,
a nova hamiltoniana nao depende das coordenadas ¢, e ¢, e, portanto, temos H =
jt(:((jg,q4,]33,]34; hl,hg), com ]31 = ]’Ll (S }32 = hg, hl, hg € R. Além diSSO7 j:f tem dois
graus de liberdade, estabelecendo-se h; e hy. Para colocar isto em outros termos,
podemos restringir-nos a um subespaco simpléctico do espaco de fase.

A metade restante das derivadas da fungao geratriz é

~ or, ) D2p3 — ﬁ% cos v/
g1 = — = arcsin —————— |,
Op1 V(2 =532 — 52
~ ~ \2
9F 1 52 o — (P2 + P3)
Go = _~2 = p + — arcsin i ~2p2p3~2 f;sat;
Op2 2 v (0} — 3) (P} — p3)
1 arcsml(cosél + 1) paps — (cos ) — 1) p7 — ps — ﬁ%] ’
2 (cost) — 1) \/(p? — P3) (5% — P3)
~ = 2
~ OF, 1 | P+ paps — (fﬁsfs}f)l
q3:a—~:w+§arcsm 5
3 N )
N 1 arcsin[(cosél + 1) pops — (cos ¥ — 1) pi — ps — Zﬁ]
2 (cosd — 1) /(P — P3)(P? — P3)
N OF:
G = 8_1342 _ (4.113)
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Capitulo 5

Simulacoes numéricas

Usando os métodos de andlise descritos no Capitulo 2, estamos agora na posi¢ao
de discutir nossos resultados numéricos usando o método de Manton, que descreve
a dinamica de dois monopdlos BPS SU(2) a baixas energias usando a métrica de
Atiyah-Hitchin no espaco das suas coordenadas coletivas. Comecamos reproduzindo
na Sec¢ao 5.1 os resultados de Temple-Raston [10] para as superficies de se¢ao de
Poincaré. A Secao 5.2 trata da anélise espectral das solugoes temporais. Finalmente,
na Secao 5.3, apresentamos nossos resultados para os expoentes caracteristicos de
Lyapunov, os quais sao uma medida quantitativa da evolucao de trajetorias vizi-
nhas no espaco de fase. Estas duas tltimas secoes sao resultados novos, ainda nao
publicados.

5.1 Superficies de secao de Poincaré

Tendo reduzido a hamiltoniana a dois graus de liberdade, podemos exibir o movi-
mento de um par de monopolos BPS utilizando o método das se¢oes de Poincaré.
Para o caso quadridimensional em pauta, pode-se obter uma secao de Poincaré a
partir dos pontos de intersec¢ao de uma trajetoria continua com um plano bidi-
mensional no espaco de fase. Uma escolha adequada é o plano psqs localizado na
posicao M; = constante. Uma vez que as equagoes de movimento sao conhecidas,
podem-se calcular as posi¢oes dos pontos nos quais passa a trajetoria através deste
plano numa determinada direcao. Deve-se notar que o uso de uma secao de Poincaré
¢ bem diverso de um estudo estroboscopico, onde olha-se para a saida do sistema a
intervalos de tempo regulares. Ao contrario, o tempo no qual se dé a intersecgao do
ponto seguinte é variavel e deve ser determinado numericamente por interpolacao.

O que fazemos, na verdade, é seguir a curva solugao das equacoes de movimento,
calculando valores das varidveis necessarias para se especificar o estado do sistema
enquanto prosseguimos, e no instante em que M; muda de positivo para negativo,
registramos o ponto de perfuracao no plano definido por M; = 0.

Para o fim de se obter uma secao de Poincaré no computador, é preciso que
sejam especificados os valores iniciais em algumas das coordenadas. No momento,
isto é obtido estabelecendo-se

V=5, p=0v=0, 6=9=0 e ¢= (5.1)

a?’
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Usando-se as Eqs. (4.27), segue-se que
Po=0, ps=My=0, p,=My=hy e pd,:Mg:cQLb, (5.2)
e, portanto, a Eq. (4.46) d4
M2 = MT + M3 + M3 = pl +pj +pl, = h3 + c*¥”. (5.3)

Os graficos de Poincaré a seguir foram calculados integrando-se numericamente
as equagoes de movimento no caso em que f = —b/p. A integracdo numérica é feita
usando-se um método de Runge-Kutta de quarta ordem. O Apéndice C contém uma
pequena introducao do algoritmo utilizado neste trabalho. O passo de integragao
foi, tipicamente, 0.0001, e as trajetérias mais longas tiveram 227 passos. A solucao
explicita para as Eqs. (4.24) é utilizada para se estimarem os valores para a, b e
¢; suas féormulas podem ser encontradas no Apéndice A. Cada grafico consiste em
quatro conjuntos de condicoes iniciais, onde o maior ponto branco de cada o6rbita
representa o valor inicial do par (g, p,). Escolhemos hy = 37.596. Os valores iniciais
tomados para ¢ sao: 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14. Aqui ¢ acha-se relacionado a p através
de o = 2K]sin(s/2)]. Isto tem o efeito de trazer uma separacado de dyons infinita
para ¢ = 7.

I
p‘@
/7
/
/
I
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\
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Figura 5.1: Superficies de se¢ao de Poincaré no plano p,o localizado na posigao
M; = 0 mostrando os pontos sucessivos de intersecao do fluxo do Hamiltoniano
definido pela Eq. (4.43) com M? = 1906.71.

A Fig. 5.1 é para M? = 1906.71. Cada trajetéria parece ser composta de um
nimero infinito de pontos distribuidos ao longo de uma curva fechada cuja forma
é simples. Esse tipo de movimento é denominado quaseperiédico (isto é, uma su-
perposigao de movimentos periddicos). O gréfico seguinte, Fig. 5.2, ainda produz
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Figura 5.2: Mesmo que na Fig. 5.1, mas com M? = 2152.95.

trajetérias fechadas e mais alongadas. M? sofreu um aumento e os monopdlos se
aproximam mais em decorréncia de sua atracio. Quando M? = 2237.7, vemos ime-
diatamente que a érbita mais externa da Fig. 5.3 nao é restrita a uma curva no
plano. Em vez disso, consiste em pontos situados ao longo de varias curvas que
passam uma perto da outra. Nesse caso, podemos concluir que o fluxo é aperiddico.
Isto pode sugerir a nao integrabilidade do sistema de dois monopdlos. O problema
da integrabilidade do sistema dinamico determinado pela métrica de Atiyah-Hitchin
foi discutido por Temple-Raston [10].

5.2 Espectros de poténcia

Na esperanca de se ganhar um maior entendimento para a interpretagao dos resul-
tados da secao anterior, é agora desejavel usar-se a andlise do espectro de poténcias
como ferramenta para se encontrarem padroes em conjuntos de dados discretos. In-
dependentemente da natureza dos dados de entrada, a saida da analise espectral é
resumida num tunico grafico. Ao longo da abscissa desse grafico acha-se a frequiéncia;
ao longo do eixo da ordenada é representada uma medida da energia, ou poténcia
correspondente, que é determinada a partir do método da transformada de Fourier.
Tecnicamente falando, o problema de se calcularem os componentes Fy, ', ..., Fn_1
para a transformada de Fourier a partir de uma seqiiéncia discreta no tempo de val-
ores complexos conhecidos fy, f1,..., fxv_1 pode ser considerado como o trabalho
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Figura 5.3: Mesmo que na Fig. 5.1, mas com M? = 2237.7. Cerca de 13.500 retornos
a secao de Poincaré foram contados e plotados para a dérbita mais externa.

que realizamos quando executamos a seguinte declaragao

£ 11 1 .. 1 fo

F L rox xj X]]VV‘l fi

F |=— |1 x* xt - X7 fo |, (54

: VN : : : : : >4
| Py, |1 N N 0D ||y |

onde a matriz N x N é expressa em termos de poténcias do nimero complexo
x = e /N Dizemos que essa matriz é a matriz de Fourier. Antes de entrar-
mos no objeto desta secao, é preciso fazer uma observacao sobre a velocidade de
calculo. A matriz de Fourier ¢, em geral, completa, o que significa que N? multi-
plicacoes sao necessarias para a transformada, mas a forma especial dessa matriz
permite uma fatorizagao em matrizes muito simples. Essa idéia forma a base do
excepcionalmente eficiente algoritmo FFT. FFT ¢ a sigla de Transformada Rapida
de Fourier. O esquema FFT ganha mais velocidade ao se estabelecer N = 2™ para
algum M = 1,2,.... De fato, o ntimero de operacoes cai de N? para NM. Por
exemplo, quando N = 2! = 2048, passamos de N? = 4194304 para NM = 22528
operacoes. Infelizmente, nao poderemos entrar em mais detalhes sobre o inteligente
esquema da FFT neste trabalho, porque tomaria tempo e espaco demais para se
apresentar a matematica necessaria.

A técnica da andlise espectral é essencialmente fenomenoldgica, no sentido de que
tenta avaliar o carater qualitativo da dinamica de um sistema, levando a uma repre-
sentacao que mostra as freqiiéncias presentes numa determinada série cronolégica.
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O objeto principal desta secao é aplicd-la a dados ‘reais’ anteriormente analisados,
usando-se o método das secoes de Poincaré. De maneira geral, ao fazermos uma
analise espectral de poténcia, quanto maior o conjunto de dados, melhor. Efetu-
amos nossos calculos para conjuntos de dados contendo 22% pontos. Para o cédlculo
técnico dos espectros discretos, empregamos o codigo baseado na apresentacao da
FFT dada no texto por Kammler [30] juntamente com um esquema de integracao
padrao de Runge-Kutta de quarta ordem. O comprimento do passo utilizado na inte-
gracgao foi At = 0.0001 em toda a extensao, o que para os nossos fins, deu resultados
suficientemente precisos. A seguir apresentamos e discutimos nossos resultados.
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Figura 5.4: (a) e (d): Regime quase-periddico com duas freqiiéncias racionalmente
independentes s; e so. Em (a), a série temporal p,(t) e em (d) o correspondente
espectro de poténcia. Além das duas frequéncias basicas s; e sy, aparecem pi-
cos de 0’s de Dirac nas combinagoes lineares impares: s,,, = ms; + nsy onde
m + n = inteiro impar. (b) e (€): o mesmo que (a) e (d), respectivamente, mas com
picos em S, = ms; + nss. (¢) e (f): regime oscilatério aperiddico, em (c) a série
temporal e em (f) o correspondente espectro de poténcia. Note o espectro largo de
freqiiéncia em (f) em contraste aos de (d) e (e).

Os calculos numéricos apresentados a seguir, referem-se as mesmas condicoes
iniciais utilizadas para as secoes de Poincaré. No que se refere a interpretacao
desses calculos, parece que o nosso modelo tem duas situacoes experimentais bem
especificas. Esses casos sao apresentados na Fig. 5.4. As Figs. 5.4a e 5.4d ilustram
um caso com um movimento quaseperiédico de duas freqiiéncias, correspondente a
secao de Poincaré da orbita mais externa da Fig. 5.1; movimento similar estd ex-
plicitado nas Figs. 5.4b e 5.4e, correspondente a secao de Poincaré da orbita mais
externa da Fig. 5.2. Falamos da quaseperiodicidade de duas freqiiéncias quando o
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numero de freqiiéncias fundamentais que sao ‘misturadas’ é dois. A Fig. 5.4a mostra
um exemplo da dinamica da variavel p, dentro de um intervalo apropriado de ¢, que,
de varias maneiras, nao se pode distinguir de uma seqiiéncia periédica. Tomou-se
um espectro de poténcia de uma série temporal inteira de p,, computada ao longo
de um tempo de cerca de 1.35 x 10*. Conforme indicado em detalhes na Fig. 5.4d,
o espectro (ou seja, a magnitude quadrada da transformada de Fourier) tem picos
do tipo delta de Dirac de intensidades variadas localizados em combinacoes lineares
de inteiros impares das duas freqiiéncias racionalmente independentes s; =~ 0.0653
e So ~ 0.0978. Como a escala foi escolhida para ser logaritmica para as orde-
nadas, nesta figura sao particularmente enfatizados os valores pequenos. Resultados
bastante similares a estes estao ilustrados nas Figs. 5.4b e 5.4e. Neste caso, em
particular, também quaseperiodico, as duas freqiiéncias fundamentais sao dadas por
51~ 0.1234 e 59 =~ 0.1848. Vale lembrar que ambos os casos discutidos, até este mo-
mento, caracterizam um tipo de movimento para o qual a secao de Poincaré reduz-se
a uma curva fechada simples.

O caso seguinte é ilustrado pelas Figs. 5.4c e 5.4f, que se refere a trajetéria
para a qual calculos numéricos indicaram a nao integrabilidade do sistema de dois
monopolos, de acordo com os graficos de Poincaré que apresentamos na Fig. 5.3. A
Fig. 5.4c mostra a simulagao de um desenvolvimento de 10° registros de p, para esse
caso. Como esta apresentado, parece que as amplitudes das oscilagdes subjacentes
sao completamente diferentes. A analise espectral da série temporal na Fig. 5.4c
aparece na Fig. 5.4f. Nota-se que este espectro nao contém picos do tipo delta
de Dirac isolados. Podemos ver claramente uma larga distribuicao de intensidades
em todas as freqliéncias (insinuagao indireta de comportamento aperiédico). Deve-
se notar que obtemos essencialmente os mesmos resultados se trabalharmos com a
série temporal do curso registrado da variavel p.

Agora é preciso que se facam algumas observagoes. FEm primeiro lugar, observar
que, para o primeiro caso quaseperiodico, ilustrado pelas Figs. 5.4a e 5.4d, a escolha
das freqiiéncias bésicas s; e sy €, de certa forma, arbitraria. Além disso, nds as
chamamos racionalmente independentes porque a tinica solugao de mys; +msosy = 0
¢ m; = my = 0; a mesma observagao aplica-se ao segundo caso quaseperiodico,
ilustrado pelas Figs. 5.4b e 5.4e. Em segundo lugar, como se observa na Fig. 5.4d, os
picos de freqiiéncia correspondentes a combinacoes lineares complicadas sao prati-
camente impossiveis de detectar. Em terceiro lugar, pode-se dizer com certo grau
de confianga que o resultado indicado na Fig. 5.4f produz um espectro que parece
apresentar alguns picos amplos, igualmente espagados em um plano mais afastado.
Isto deve-se ao desvio do sinal observado a partir do quaseperiédico. A mensagem
tedrica ¢ que as Orbitas quase-regulares desdobram o esqueleto dos sinais aperiédicos,
parecendo ser cruciais para a andlise de suas propriedades.

Mencionamos aqui um estudo [56] sobre sistemas conservativos, onde é apresen-
tado um método para a decomposicao de espectros de poténcia. O método proposto
neste trabalho obtém uma separacao dos espectros, parte caracterizada pela presenca
de picos pronunciados e outra parte caracterizada pela abundancia de intensidades
significativas, utilizando somente a distribuicao de expoentes de Lyapunov locais
[57]. Isto ja fica além do ambito de nossa discuss@o e nao sera tratado aqui.
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5.3 Expoentes caracteristicos de Lyapunov

Nesta se¢ao, baseada no método numérico desenvolvido na Segao 2.3, apresentaremos
resultados explicitos da evolugao no tempo da quantidade L(t), que converge para o
expoente de Lyapunov méximo quando ¢ — 0o, para o sistema dinamico conserva-
tivo determinado pela métrica de Atiyah-Hitchin com parametros que correspondem
as trés situagoes anteriormente analisadas, usando-se a técnica da analise espectral.
A primeira e a segunda situacao manifestam-se como duas oscilagoes quaseperidédicas
de duas freqiiéncias distintas cada, e a terceira como uma série contendo intensidades
consideraveis em baixas freqiiéncias. Para o calculo da quantidade em questao, foram
utilizadas seqiiéncias temporais de 10® pontos que se estenderam até aproximada-
mente 500 ciclos. O esquema de integragao numérica adotado para produzir estas
séries foi o tradicional método de Runge-Kutta de quarta ordem em precisao dupla,
e o deslocamento no tempo foi tomado como 0.0001. Queremos dar énfase no fato
que empregamos diretamente as equagoes de Hamilton que definem o sistema de dois
monopodlos juntamente com as equagoes diferenciais que simulam o desenvolvimento
do vetor &, selecionado inicialmente de tal forma que ||€,|| = 1. No que se refere as
equacgoes que propagam &, a matriz Jacobiana associada contém um grande nimero
de termos que nao permitem ser explicitados de uma forma simples, e por isso estas
equagoes nao serao apresentadas em detalhe nesta dissertacgao.

Por completeza, é preciso que se facam alguns comentéarios. Em primeiro lugar,
& pode aumentar ou diminuir, arbitrariamente, em magnitude com o tempo, poten-
cialmente inviabilizando o calculo numérico. Este problema pode ser evitado pela
substituigdo do vetor £ por um novo vetor & = £&/||&|| apds cada deslocamento no
tempo. Em segundo lugar, cabe aqui notar que embora a magnitude do expoente
resultante depende da norma utilizada (como sempre nesta tese, ||| denota a norma
Euclideana), os sinais dos expoentes sao atributos particulares do sistema dinamico
e nao estao sob a influéncia da estrutura da norma. Em terceiro lugar, gostariamos
de mencionar que as dérbitas estudadas neste capitulo evitam qualquer contato com
a singularidade de coordenada que existe quando ¢ = 7. Este comentario é relevante
dado que a evolucao do vetor £ nao segue de forma independente.

Voltando agora ao nosso problema, na Fig. 5.5 apresentamos os resultados para
L(t) = log(||&(?)||)/t em fun¢ao do tempo ¢ para os trés casos mencionados no inicio
desta secao. Estes resultados numéricos foram obtidos usando o mesmo método que
para os expoentes para o modelo de Hénon-Heiles na Secao 2.3. As curvas para
os expoentes de Lyapunov apresentadas na Fig. 5.5, que referem-se a érbita mais
externa da Fig. 5.1, aqui apresentada na cor vermelha, e a érbita mais externa da
Fig. 5.2, apresentada na cor azul, apontam claramente para um valor consistente
com zero para L., = lim; . L(t), o que estd em concordancia com o valor esper-
ado para uma Orbita que apresenta um espectro de poténcia como aquele dado nas
Figs. 5.4d e 5.4e. Por outro lado, a curva na cor preta, que refere-se a érbita mais
externa da Fig. 5.3, ilustra um tipo de comportamento que sugere que o expoente
de Lyapunov maximo é, de fato, distinguivel de zero, aproximando-se de um valor
positivo. Este fato indica que a dérbita associada diverge exponencialmente em uma
direcao do espaco de fase. Dado que esta divergéncia é uma caracteristica prépria
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Figura 5.5: Expoentes de Lyapunov como fun¢ao do tempo para as trés situagoes
correspondentes a Fig. 5.4.

para distinguir o comportamento cadtico do periédico, podemos concluir que para
esta condigao inicial o movimento é cadtico. Agora, é muito importante relembrar
que esta evolucao nao é caracteristica somente desta particular érbita, pois, como
foi tomado um desvio pequeno, mas finito, este resultado engloba toda uma familia
de condigoes iniciais. Isto é, o valor assintdtico de L(¢) ndo caracteriza somente uma
Unica Orbita, mas uma regiao cadtica inteira. Isto pode ser entendido qualitativa-
mente a partir do fato que qualquer érbita pertencente a uma regiao cadtica tende
ocupar toda essa regiao. Desta forma, o valor assintético de L(¢) pode ser interpre-
tado como uma “velocidade média de separacao”, a média sendo tomada sobre toda
a regiao caodtica.

Na Fig. 5.6 apresentamos trés novas curvas para a quantidade L(¢) como funcao
do tempo t em uma escala log-log. A curva na cor preta refere-se a érbita mais
interna da Fig. 5.1, a curva na cor vermelha refere-se a érbita mais interna da
Fig. 5.2 e a curva na cor azul refere-se a 6rbita mais interna da Fig. 5.3. A partir
desta figura, aparentemente temos que para t grande, L(t) — ¢~* para « positivo.
Este comportamento também foi observado anteriormente nas Figs. 2.4 e 2.5 para
os expoentes do modelo de Hénon-Heiles.

Como conclusao, podemos dizer que nossas simulagoes dos espectros de poténcia
e expoentes de Lyapunov complementam os estudos pioneiros das superficies de se¢ao
de Poincaré de Temple-Raston [10], e praticamente confirmam a possivel nao inte-
grabilidade do movimento geodésico de dois monopdlos magnéticos. Temple-Raston
também obteve indicacoes sobre a presenca de caos no sistema de dois monopdlos
em outros dois trabalhos [9, 11], onde ele estudou o espalhamento e o confinamento
classicos e verificou alta sensibilidade as condigoes iniciais. No entanto, nestes tra-
balhos ele nao buscava confirmagoes independentes como as implementadas aqui
para o movimento confinado.
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Figura 5.6: Expoentes de Lyapunov como fun¢ao do tempo em escala log-log para as
6rbitas mais interiores das Figs. 5.1 (curva na cor preta), 5.2 (curva na cor vermelha)
e 5.3 (curva na cor azul).
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Nesta dissertagao tratamos do problema de caos dinamico na interacao de baixas
energias de dois monopodlos magnéticos nao-Abelianos de Bogomol'nyi-Prasad-Som-
merfield (BPS). Formulando o problema em termos de coordenadas coletivas dos
dois monopdlos através da métrica de Atiyah-Hitchin, obtivemos equagoes de movi-
mento que indicam a presenca de caos. Para caracterizar a presenca de caos, em-
pregamos as ferramentas tradicionais de andlise de caos, a saber, superficies de se¢ao
de Poincaré, espectros de poténcia e expoentes de Lyapunov. A andlise espectral
e o calculo dos expoentes de Lyapunov, pelo que sabemos, nao haviam sido ainda
feitos anteriormente e sao os resultados originais desta dissertacgao.

Nossos resultados dos espectros de poténcia e expoentes de Lyapunov com-
plementam os estudos pioneiros das superficies de secao de Poincaré de Temple-
Raston [10]. O conjunto de resultados mostram uma consisténcia quanto a possivel
nao integrabilidade do movimento geodésico de dois monopdlos magnéticos, con-
forme as indicacoes originais destas simulagoes de Temple-Raston. Este mesmo au-
tor, também obteve indicagoes sobre a presenca de caos no sistema de dois monopédlos
em outros dois trabalhos [9, 11], em que ele estudou trajetérias de espalhamento e
trajetorias confinadas, verificando alta sensibilidade as condigoes iniciais. No en-
tanto, nestes trabalhos nao houve confirmacoes independentes da possivel presenca
de caos através das andlises de espectros de poténcia e expoentes de Lyapunov, como
as implementadas aqui nesta dissertacao. Como conclusao, podemos dizer que nos-
sas simulagoes confirmam a indicacao da nao integrabilidade e da presenca de caos
no movimento geodésico de dois monopdlos magnéticos.

As indicagbes da presenga de caos na dinamica de configuracoes de campos
de gauge, como as obtidas aqui para o caso muito particular de configuracoes de
monopolo magnético, claramente tém implicagoes para o problema da dinamica de
sistemas fora do equilibrio termodinamico. Este assunto ¢ de interesse amplo na
fisica, com aplicagoes nas diversas sub-areas da fisica da matéria condensada, na
fisica nuclear, na fisica das particulas elementares e na cosmologia. A altas tem-
peraturas, os modos de longos comprimentos de onda (infravermelho) dominam a
dinamica do sistema e, portanto, é natural se esperar que uma descricao classica ou
semi-classica possa ser util para o estudo da dinamica fora do equilibrio. Com efeito,
como mostrado aqui, as equagoes de Yang-Mills classicas sao nao-integraveis e exi-
bem caos. Neste contexto, o uso das equagoes classicas de Yang-Mills discretizadas
empregando uma formulacao invariante de gauge na rede destas teorias [4] parece
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oferecer uma oportunidade muito interessante. Conforme ja mencionado anterior-
mente nesta dissertacao, estudos da evolugao em tempo real das equagoes da teoria
de Yang-Mills para SU(2) e SU(3) discretizada numa rede mostraram [5] que, mesmo
que se comece a simulagao com configuracoes de campo muito fora do equilibrio, os
campos de gauge termalizam muito rapidamente. Termalizar significa que a dis-
tribuicao de energia sobre a rede apresenta uma forma térmica. Mais precisamente,
partindo de configuracoes iniciais randomicas para os campos de gauge para cada link
da rede, estes estudos mostraram que o sistema apresenta comportamento cadtico
- a distancia no espaco de fase entre duas configuragoes adjacentes cresce exponen-
cialmente no tempo.

Uma questao importante que pretendemos investigar no futuro préximo neste
tipo de abordagem das equagoes de Yang-Mills, refere-se ao problema da dinamica
dissipativa induzida por flutuagoes quanticas. Em modelos de teorias de campos
no continuo, esta questao vem sendo investigada ha algum tempo fazendo uso de
equagoes de evolugao efetivas [60]. Neste caso, a dissipacao vai influir no grau de
caoticidade da dinamica dos campos e, por conseguinte, pode mudar o cenério de
termalizacao e equiparticao de energia entre os diversos campos. Este ultimo as-
pecto é particularmente importante para o caso do modelo de Higgs nao-Abeliano.
Obviamente, devido a dissipacao, o sistema deixa de ser um sistema dinamico hamil-
toniano.
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Apéndice A

Solucao das Eqs. 4.24

A escolha de f deve ser uma escolha tal que as equacgoes diferenciais resultantes
derivadas das Eqs. (4.24) sejam solucionaveis em termos de fungées conhecidas.
Deixamos agora f = abe. Assim, as Eqgs. (4.24) s@o equivalentes ao sistema de
equacoes
2al, = ab® — 2abc + ac® — a®, ete., (A1)
onde etc. significa que permutamos a, b e ¢ de maneira ciclica. Ao escrevermos

a,, consideramos ¢ como a varidvel independente no calculo da derivada. Pelas

mudancas de variaveis dependentes da forma 7 = be, t = ac e k = ab, este sistema
acoplado torna-se

/ !/ / !/ / /
Ty ti,+210=0, 1,+K,+2ts=0, 7,+K,+27Kk=0, (A.2)
que, pela subtragao em pares, da

7’;—/{/@+2L(7’—/€):O, (a)
U=k, +21(L—r)=0, (D) (A.3)
by =Ty +26(—7)=0. (c)

Multiplicando através da Eq. (A.3a) por —— e da Eq. (A.3b) por ——, e efetuando
a soma, obtém-se

T(rp— k) 1 Ky) 7 llog(r — K)], — ¢ flog(t — k)], = 0. (A.4)

T—K L— K
O truque ¢ estabelecer

T = zsecscscs K (sing)E(sing),

L=T—2zsecgcscg, e K=T7T—zcotg, (A.5)

onde z é uma funcao desconhecida de ¢ a ser determinada. As integrais elipticas
completas de Legendre do primeiro e segundo tipo, K(q) e E(q), para valores de ¢
entre 0 e 1, sao definidas como

3 de 3
K :/ - E :/ de\/1 — ¢?sin’e . A6
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Como se pode verificar por calculo direto, K (q) atende a equagao diferencial linear
de segunda ordem

(¢—a*) K] + (1 =3¢%) K, — qK =0, (A7)
ou entao, fazendo-se a mudanca da variavel ¢ = sing,
K+ (cots —tang) K/ — K =0, K(s)=K(q), ¢ =arcsing. (A.8)
Substituindo-se 7, ¢ e k para dentro da Eq. (A.4) leva a
2L+ {[1 = 2K '(sin¢)E(sin¢)] secg escs } 2 = 0, (A.9)

que, por meio das expressoes:

_ ,  secs E(sing) : ;o B
{log[K (sin¢)]}, = Sin< K (sinc) cot¢ e {log[sin(2¢)]}, = cotc—tang, (A.10)
¢é simplificada para
(log ). = 2 {log[K (sin<)]}. + {log[sin(2¢)]}. . (A.11)

Impondo-se, como o conjunto de condicoes de fronteira a serem atendidas pelas
solugoes das Eqgs. (A.1), que a, b e ¢ nao sao iguais e que uma delas, digamos b, é
negativa, entao k = ab < 0 e z serd negativo, uma vez que

secccscs K1 (sing) E(sing) — cot¢ > 0. (A.12)
Integrando-se os dois lados da Eq. (A.11) com relagao a ¢, produz-se
z = —AK?*(sin¢)sin(2¢), (A.13)
para algum nimero positivo A. Uma vez que, pela Eq. (A.13),

T —1 = zsecgescs = —2AK?(sing) ,
k=T — zcot¢ =2AK(sin¢) [cos’s K (sing) — E(sing)], (A.14)
a Eq. (A.3¢), que é [log(e — 7)]_ ¢, + 2k = 0, dé a seguinte relagdo entre ¢ e
, 2K K

ot — tang — (log 2). B {log[K (sin<)]}.
= 2AK?(sing) sing cos¢ = AK?(sin¢)sin(2¢) = —z. (A.15)

So

A ED linear (A.8) tem k = K(sing) e p = K(cosg) como base das solugoes
linearmente independentes. Por hipétese, k atende a k! 4 (cot¢ —tanc)kl —k =0
e p atende a p! 4 (cot ¢ — tan<)p. —p = 0. Multiplicando-se a primeira equacao por
p, a segunda por —k e fazendo-se a soma, obtém-se

(pk! — kplg)/g + (cots — tanc) (pkl — kpl) =0, (A.16)
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que se integra imediatamente para dar
pk. — kp.. = Qsecqescg, (A.17)
onde () é uma constante de integracao. Seu lado esquerdo ¢ igual a
{K(cos<)E(sing) + [E(coss) — K(cos¢)] K(sing)} secg csce. (A.18)

Quando ¢ se aproxima de 0, pk! —kp_ torna-se assimptoticamente igual a § sec¢ csc,
™

de forma que 2 = 7 (seguem, no Apéndice B, algumas expansoes bésicas para K e
E). Além disso, diferenciando-se

P (A.19)

wk

resulta em
pk:é — k 10’g B 1

k2 ~ k2sin(2¢)’
que, ao se inspecionar a Eq. (A.15), torna-se o/ para A = 1. A partir disto, fica
claro que as solugoes de

(A.20)

1
r_
% = k2 sin(2¢) A2
sao as fungoes
0= _pr -+ constante. (A-22)
wk

E geralmente conveniente representar as formulas requeridas para a, b, ce f = abc
como fungoes do parametro ¢ e do médulo complementar ¢ = /1 — ¢?, produzindo

o e 2K(q)[K(q) — E(@)][E(q) — K (q))]

a = — = s

T E(q)
2 _ TR _ 2K(9)E(q)[E(9) — ¢*K(q)]
L K(q) - E(q) ’
2Tt _ 2K(9)E(q)[K(q) ~ E(Q)]’

K E(q) — K (q)
> =8K’(¢)E(q)[K(q) — E(@)][E(q) — K (q)]. (A.23)

Para provar a exatidao das férmulas para a, b e ¢ nas Egs. (A.23), é suficiente
demonstrar que se atendeu as Eqs. (A.2), observado que a Eq. (A.13) para z e a
Eq. (A.15) para ¢, mantém-se. Para este fim, pode-se fazer uso das Egs. (A.2) para
se verificar que

Ky =TL—TK — LK, (A.24)
que, por meio das Egs. (A.5), podem também ser escrita como
KlGy = —2" — 2K2K2 (A.25)

Ao se substituir ¢, e z, pelos valores dados pelas Eqgs. (A.15) e (A.13), respectiva-
mente, a Eq. (A.25) é reduzida a

sin(2¢) KK + 2cos(2¢) KK! — sin(2¢)K? = 0, (A.26)

64



que caracteriza a ED linear (A.8) & qual K atendeu.

Para o caso restante, f = —b/p, podem-se derivar férmulas explicitas para a,
b, ¢c e f de modo praticamente igual ao demonstrado no caso anterior. A prova é
bastante direta e requer uma quantidade razoavel de férmulas intermediarias. Os
resultados abaixo resumem as formulas desejadas:

ab = 4K*(q) — 4K (q)E(q),
be = —4K(q)E(q) ,
ac = 47°K*(q) — 4K (q)E(q) ,
0=2K(q), q=sin(¢/2), 27 =1+ coss, (A.27)

e, portanto,

(A.28)

Conforme mencionado no texto da secao 4.1, apresentamos abaixo os gréaficos das
solugoes aproximadas das equacoes diferenciais de primeira ordem para os compo-
nentes da métrica de Atiyah-Hitchin no caso em pauta.
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0 4 5 6 7 g?

o
Figura A.1: Gréficos das fungoes radiais a(p), b(g) e —c(p). Estes foram obtidos

pela integragao numérica das Eqgs. (4.24) com dados inciais dados por a(m) ~ 0 and
b(m) = —c(m) = 7.
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Apéndice B

Algumas expansoes tuteis

As integrais elipticas completas de Legendre do primeiro e segundo tipo, K(q) e
E(q), sdo analiticas para ¢ < 1 e podem ser expandidas numa série de poténcias
uniformemente convergente de fungoes analiticas, produzindo [58]

3 de ' di
K0 = || S yoen=m

oo 7r_q2+97rq4+257rq6

2 8 128 512
3 1 1—q2t2
E(q) = de/1 —¢%sin’e = | dt
(q) /0 £ ¢?sin‘e /0 T
2 3 4 5 6
_m_rmg _3rg b (B.1)

2 8 128 512

O comportamento assimptético das fungoes elipticas para ¢ — 1, isto é, ¢ — 0, é
dado pelas expansoes abaixo [58]:

K(q) Nlog(%) +}l [log(g) — 1] @+,
E(q) ~ 1+% {logG) - ﬂ R (B.2)

Continuamos agora calculando a expansao assimptética para as fungoes a, b, e
¢, quando o se torna grande. Iremos primeiramente considerar o caso f = abc.
Ao se inspecionarem as féormulas do apéndice anterior quanto ao caso em questao,
encontramos que

T=-2K(q)E(q), ¢=2K(q)[K(q)-E(q)], r=-2K(q)[E(q)—TK(q)]

Utilizando-se as Egs. (B.2), estas tornam-se, respectivamente, ()
be ~2logq, ac~ 2log?q, ab~ 2logq, (B.4)

de onde se conclui que
an~—V2logg br~—V2, c¢~—Vv2logq. (B.5)
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No caso em que f = —b/p, devemos basear-nos no fato de que p relaciona-se a ¢
através de p = 2K (q), em conjunto com a expansao assimptoética da integral eliptica
K(q), para obtermos a forma assimptdtica

g~ dexp(—o/2). (B.6)
Agora, se procedermos como acima, com este resultado em mente, teremos entao
be ~ —20, ac~ —2p, ab~ o*—2p, (B.7)

de onde se derivam

1/2

awg(l—Qg_l)l/Q, b~g(1—2g_1)/, c~—2(1—2@‘1)71/2.

(B.8)
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Apéndice C

Método de Runge-Kutta de quarta ordem

Para o sistema de primeira ordem,

CLX(T0), Yl) =T, )

a versao vetorial da férmula iterativa para o método de Runge-Kutta é
- - h
Y=Y+ 8 (ky + 2ks + 2k3 + ky), (C.2)

onde o comprimento do passo h = h; pode variar com i, e os vetores ki, ks, k3 e ky
sao definidos como:

< - 1 1
k, :X<Tivti)a k2:X<Ti+§hklati+§h>a

~ 1 1 ~
ks — X(Ti + Shko.ti+ 5h), ky — X(L + hks b + h) . (C.3)

Cada um destes vetores depende também do indice 7, mas nao indicaremos essa
dependéncia para mantermos as férmulas mais legiveis.

Demonstramos agora que o método de Runge-Kutta acima contém um erro de
somente O(h®) por passo. O método de prova consiste em compararem-se varias
séries de Taylor. A prova que se segue pode ser encontrada na Ref. [59]. Para
fins de simplicidade, concentramos nossa atencao na equacao diferencial de primeira
ordem

dY
i X(T,t), X ec (C.4)
e na condigao inicial T(0) = 0. A Eq. (C.2) é reduzida para
. : h
Tip1=7T; + 5 (k1 + 2k + 2k3 + ky), (C.5)
onde
k=X (Tisti) by = X (T hky t o+ oh
1= 1y i )y 2 — % 9 1,y 9 )
- 1 1 A
ky = X(Ti + 5hhati + §h), ky = X(Ti ¥ kg, s+ h) . (C.6)
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Deixamos T(t) ser a solucio exata da Eq. (C.4) atendendo a T(0) = Ty = 0.
Introduzimos aqui a abreviacao § = h/2. Portanto, a férmula de Taylor diz que ks
pode ser escrito como

k’Q - X(Tl/g, 5) + XY (Tl/g, 5) (TO + 5k’1 - Tl/g)
+ Xy (Y1)2,6) (Yo + 0k — T1/2)2 +- (C.7)

onde Ty = Y(0), T1/2 = T(J), e os subscritos T significam derivadas parciais.

Uma vez que sabemos que Y(t) é uma solugao para o problema de valor inicial,
temos T(0) = X(0,0) = k;. Usando linhas para indicar as derivadas totais com
relacao a t, de modo que X' = Xy X + X, obtemos

1 1 1
Ti/9 = To+ X(0,0)5 + 5X'(o, 0)6% + 6X"(o, 0)6® + ﬂX'"(o, 0)6* +0(h%). (C.8)

Segue-se que
1 1
To+ 0kt — Tijg = —§X’(O, 0)0? — EX”(O, 0)0° + O(h"), (C.9)

de modo que ks, Eq. (C.7), é dado por

ko = X (Y12,0) — Xy (T1/2,9) %X/(O, 0)6° + éX”(O, 0)6°| + O(r*). (C.10)

Para k3, encontramos que

ks =X (Y1/2,8) + Xx(Y1/2,0) (Yo + ks — Y1)
+ Xor (Taj2, 6) (Yo + Sk — Tyjo) -, (C.11)

que, pelo uso da expressao

1 1
TO - TI/Q - X(T1/2,6)5 + §X/(T1/2,5)(52 - EX//(Tl/Q,(;)(Sg

b X" (X 6)5 + O(H), (C.12)

torna-se

1 1
by = X (T1/2,0) + 5 X0 (Y12, 6) X' (X172,6)8° — S X3 (X1/2,6) X'(0,0)5°

1
— EXT(TW, §)X"(Y1/2,6)8% + O(R*), (C.13)

onde se utilizou a Eq. (C.10).
Para k4, temos, de modo semelhante,

]{?4 == X(Tl, 25) + XY(Tl,Q(s) (TO + 25]{73 - Tl) + - 5 (614)

70



onde T; = T1(2§). Uma vez que

1 1
Ti ="+ X(Yi/2,0)0 + 5X’(L/Q, 5)6° + EX”(TW, 5)8°

b X" (X4, 0)0" + O(0),

a subtragao da Eq. (C.15) a partir da Eq. (C.12) resulta em
1
Yo = 1= —=2X(Y1/2,0)0 = X" (Y1, 6)0° + O(h'),

de forma que k4, Eq. (C.14), é

ky = X(Y1,26) — %XT(TI, 26) X" (Y1 2,0)0°

+ X (Y1,28) X (12, 6) X' (T12,6) 6% + O(R?),

onde, em acréscimo, apontamos as seguintes relagoes:

(C.15)

(C.16)

(C.17)

X (Ty)2,6) = X(0,0) + X'(0,0)0 + %X”(O, 0)0% + éX”’(O, 0)6° + O(h?),

4
X(Y1,26) = X(0,0) 4+ 2X'(0,0)8 +2X"(0,0)6% + gX”’(o, 0)0° + O(h*),

XT(Tl, 25) — XT (Tl/Qa 5) + X'/I‘ (Tl/Qa 5)(5 + O(h2) .
Voltando agora a Eq. (C.5), deduzimos prontamente que

o A h
T1:T0+g(l€1+2k’2+2k3+k4)

(C.18)

4 2
= Yo+ 2X(0,0)6 + 2X'(0,0)6* + §X”(o, 0)5* + gX”’(o, 0)0* + O(h°).

Uma vez que T, pode ser escrito como

1 1 1
T, = "o+ X(0,0)h+ 5X’(o, 0)h? + gX”(o, 0)h* + —=X"(0,0)h* + O(R’), (C.19)

24

é facil verificar que o erro relativo é de ordem quatro:

71— Ti| =O0(h).
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Apéndice D

Integracao da Eq. 4.78

Daremos aqui os passos envolvidos na integracao da Eq. (4.78). Nosso tratamento
acompanhard o de Brillouin [55]. Como ja foi declarado, k; é negativo e ks, positivo.
Presume-se, agora, que k3 seja negativo. Assim, se houver raizes reais, estas se
situarao sobre o eixo real positivo.

Em virtude da natureza de duplo valor do integrando, o modo mais simples de se
avaliar a integral sera distorcer o curso de integracao e separa-lo em partes distintas.
A Fig. D.1 apresenta um contorno adequado. Esse contorno consiste em um grande
circulo nao completo, cujo raio serd expandido para oo, um pequeno circulo nao
completo em torno do ponto de ramificacao ¢ = 0, cujo raio sera reduzido para zero,
e duas retas ao longo do eixo real negativo separadas por uma distancia infinitesimal,
com AB prolongando-se de oo para 0 e CD de 0 para co. Com p representado no
plano complexo, a integral desejada torna-se, entao,

/ \/k1+2—+k3 /+/+/+/. (D.1)

ABCDEA AB BC CD DEA

Na circunvizinhanga de p = 0, a integral ao longo de BC toma a forma
d
i/ —ki / % (D.2)
0

Se fizermos a mudanca de varidvel o = de?’, onde 6 é um ntimero positivo pequeno,
entao, quando (3 percorre de —m para m, temos

/: _\/__/ﬁ/_:dﬁz A (D.3)
BC

Para p grande, a integral ao longo da parte circular DEA pode ser escrita como

/dg,/2—+k3~z\/—_k3/dg(1+—>, (D.4)

que, com o auxilio da substituicdo ¢ = Re”, onde R é arbitrariamente grande, o

que se tem é
— - 9
[ o gy 3)
k3 T _k3

DEA
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Finalmente, vé-se facilmente que

De acordo com a Eq. (D.1), o resultado final é dado por

V—ks

ABCDEA

pl ano-p

by k ok
/ dQ\/Q—;—i-QEQ—Fkg:&—%T\/—kl.
3

(D.7)

Figura D.1: Os diagramas dos caminhos de integragao original e deformado para

estudar a Eq. (4.78). A origem é um ponto de ramificagao.
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