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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos a gravidade em d = 3 e sua relagao com a teoria de Chern-
Simons, bem como as conseqéncias dessa relacao. Essa teoria é utilizado para se apresentar

diversas propriedades da gravidade quantica em d = 3 e resultados modernos neste tema.

Palavras Chaves: Teoria de Supercordas, Gravitagao em d = 3, Supersimetria, Teoria de

Chern-Simons, Gravidade Quantica

Areas do conhecimento: Fisica
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Abstract

In this dissertation we present gravity in d = 3 and its relationship with the Chern-Simons
theory, as well as the consequences of this relationship. This theory is used to present properties

of the quantum gravity in d = 3 and modern results within this field.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos maiores, senao o maior, progresso da fisica de altas energias ao longo do século XX foi
a compreensao do funcionamento do mundo microscopico. Através dele nosso entendimento do
universo fisico se aprofundou de maneira jamais vista, a partir do momento que percebemos que
nessas escalas o universo se apresentaria de uma nova maneira: em um comportamento quantico.

Através deste formalismo conseguimos explicar trés das quatro forcas fundamentais do nosso
universo, e que possibilitaram compreender relagoes entre essas forcas que nunca foram imagi-
nadas antes [10] [11].

No entanto, ao longo desse trabalho todo, a gravidade sempre se manteve distante. Todas as
tentativas iniciais de escrever a gravidade como uma teoria quantica falharam em seu propédsito.
Dentre os diversos motivos, podemos destacar que a diferenca de escalas de energia onde a teoria
quantica é necessaria para gravidade e para as forcas eletrofraca e forte, ja que ela sé seria
realmente necessaria em energias ordens de grandezas maiores que as ultimas. Mas além de
tudo, o alto grau de nao linearidade da teoria da gravitacao impediam que técnicas tradicionais
fossem aplicadas. Dada a dificuldade deste processo, esse problema ficou conhecido na midia
como o maior desafio da fisica.

Na metade final do século, muitos resultados no limite entre a fisica classica e a quantica sur-
giram, formando o que é conhecido hoje como teoria semicléssica da gravitagao. Esses resultados,
como estao formulados sobre um arcabouco ja muito bem conhecido, nos permitem estabelecer
regras gerais que as candidatas a gravitacao quantica terao que obedecer. Destes resultados

podemos destacar, em especial, a radiagao Hawking[16], no ano de 1974 e o efeito Unruh[31], em



1976, que mostraram que esses resultados podem alterar de maneira drastica conceitos que eram
considerados bem compreendidos na fisica, e que a teoria de gravitagao quantica teria que lidar
um grau de generalidade muito maior que as outras teorias ja formuladas.

Um approach mais ousado também ganhou forcas nesta época: de buscar teorias comple-
tas que fossem naturalmente quanticas, e que em baixas energias obtivessem os resultados se-
miclassicos obtidos por teorias mais bem estabelecidas. Deste modo, o que se buscava eram
teorias com um alto grau simetrias e que fosse bem formulada matematicamente.

Podemos destacar deste periodo o surgimento da teoria de cordas, que para muitos é consi-
derada a mais forte candidata em se obter uma teoria de gravitacao quantica coerente.

Apesar disto, a teoria de cordas originalmente nao surgiu como o objetivo de gerar uma teoria
de gravitacao quantica. Ela surgiu como uma tentativa de explicar os modelos de fisica nuclear,
através da funcao beta de Euler, ja que as excitagoes neste tipo de modelo sao semelhantes a de
um modelo explicado por cordas vibrantes. Isto deu o nome de Teoria de Cordas.

No entanto, dada a diversidade de opcgoes, se tornou dificil identificar o que eram efeitos
da teoria e quais efeitos seriam inerentes a qualquer teoria de gravidade quantica. Como uma
tentativa de resolver esse dilema, a gravidade em trés dimensoes foi escolhida como fonte de
estudo. Sua estrutura mais simples permite que levemos os programas cldssicos de quantizagao
mais longe, e assim compreender seus efeitos a essa teoria quantica.

Apos isso, em 1974, percebeu-se que essa teoria continha padroes de vibracoes de corda que
se assemelhavam a uma particula de spin 2 e sem massa, que seria, portanto, o graviton. Este
fato que levou a teoria de cordas a um grande destaque, ja que este fato dava a esperanca de
naturalmente se extrair efeitos gravitacionais da teoria. Nasceu portanto a teoria de cordas
bosonicas.

Apesar do sucesso da teoria, os fermions nao eram descritos por essa teoria. Para resolver
esta questao surgiu a teoria de supercordas, em que uma nova simetria ¢ introduzida na teoria:
a supersimetria. Esta simetria permite transformacoes entre bosons e fermions, e portanto os
fermions passam a fazer parte da teoria de maneira natural.

Na década de 90, alguns resultados que surgiram na teoria de cordas que mudaram de maneira
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bastante significativa a pesquisa no tema. Resultados nao perturbativos nos deram uma nova
visao sobre a teoria de cordas, mostrando que sua formulacao é bem além do modo perturbativo.
No fim da década, Juan Maldacena apresentou dois trabalhos que foram de grande relevancia
para a gravidade em d = 3: O trabalho onde ele introduz a dualidade AdS/CFT|21] e onde é
feito o primeiro calculo explicito sobre a entropia de buracos negros [20].

Apesar de todo este sucesso, uma formulagao da gravidade quantica em baixa dimensionali-
dade permitiria estudar de maneira mais clara o processo de quantizagao, e com isso, compreender
melhor caracteristicas gerais da teoria quantica da gravitagao, e se algumas dessas caracteristicas
surgem, por exemplo, na teoria de cordas.

Os trabalhos originais em gravitacao em d = 3 surgiram na década de 60, sendo seguidos por
artigos ocasionais ao longo dos vinte anos seguintes. Mas no fim da década de 80, dois grandes
grupos de pesquisa em gravidade em d = 3 surgiram: os que estudavam a dinamica das particulas
pontuais neste framework, e os que estudavam a representagao de Chern-Simons[33] da teoria da
gravidade em d = 3.

Na mesma época extensoes destas idéias a teorias supersimétricas foram tentadas, mostrando
que a teoria supersimétrica da gravitagao em d = 3 é também bem definida.

No entanto, foi com grande surpresa que em 1992, Banados, Telteboim e Zanelli demons-
traram que, mesmo sendo uma teoria extremamente simples e sem graus de liberdade locais, a
teoria da gravidade em d = 3 continha buracos negros em sua formagao. Isso mostrou que a
teoria continha espaco para uma estrutura mais complexa, e que isso permitiria compreender
melhor sua estrutura quantica. Esse fato deixou a gravitacao em d = 3 em grande destaque,
ja que agora testes muito mais complexos, ligando a estrutura de Buracos Negros BT'Z com
buracos negros em d = 4 estudando a entropia de cada um, seriam possiveis por exemplo.

Por esse motivo, a gravitagao 2+1 permitiu que diversos testes fossem realizados, buscando
nesse tipo de sistemas caracteristicas préximas gravitacao em d = 4. Diversos resultados se-
miclassicos foram reencontrados e confirmados com o que ja havia sido encontrado em d = 4.

De maneira muito mais interessante, um tipo de correspondéncia entre Teorias Conformes

e a teoria de gravidade em d = 3 foi encontrada, mostrando que os resultados holograficos sao
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1.1. ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

muito mais gerais do que se esperava, e mostrando que, talvez, os resultados encontrados por

Juan Maldacena também fossem muito mais gerais.

1.1 Organizacao da dissertacao

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira: No capitulo [2| mostraremos alguns
resultados diretos sobre a gravitacao em d = 3, e como sua estrutura peculiar tras diversas
caracteristicas tnicas a estd teoria. No capitulo [3| mostraremos que é possivel dar uma inter-
pretacao de Chern-Simons para a acao de primeira ordem da relatividade geral em d = 3. Ja no
capitulo [4| mostraremos que esse fato se estende também a supergravidade em d = 3.

Apés este ponto, entraremos em consideragoes sobre a estrutura quantica da gravitacao em
d = 3. No capitulo cinco mostraremos algumas tentativas originais de se formular uma teoria
quantica em d = 3, com formalismos aplicados a outras dreas da fisica de altas energias. No
capitulo seis mostraremos que, de maneira contraria a todas as expectativas, a gravitagao em
d = 3 contém solucoes de buraco-negro. Este fato permitiu que a gravitagdo em d = 3 fosse
estudada como uma teoria muito mais real, o que trouxe a esperanca de compreender de maneira
unica resultados que seriam obtidos em d = 4.

No sétimo capitulo mostraremos como a estrutura obtida no capitulo seis pode ser generali-
zada para um caso que nao seja somente semi-cldssico, o que permitiria identificar a estrutura
conforme da teoria da fronteira, e assim realizar computagoes mais reais na gravitagao em d = 3.

No oitavo capitulo mostraremos qual é essa teoria conforme associada e algumas de suas pro-
priedades gerais. Como estda CFT esteve presente em um dos grandes resultados da matematica
do século XX, existe uma grande quantidade de resultados associados a ela. No capitulo nove
utilizaremos algumas destas propriedades para construir fungoes de particao para a teoria, e com

isso calcular de maneira exata a entropia de buracos negros no caso quantico.
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Capitulo 2

Relatividade Geral em d = 3

O que chamaremos de gravitacao em d = 3 é a teoria obtida a partir da agdao de Einstein-

Hilbert em trés dimensoes,

1
5= 1ena

/M d*rv/—=g(R — 2A) (2.1)

Essa a¢ao, muito conhecida, gera como equagoes de movimento as famosas equagoes de campo

de Einstein

2.1 O Tensor de Riemann

O Tensor de Riemann ¢ um tensor de quarta ordem, e portanto em d dimensoes ele contém d*
componentes. Destes, muitos sao eliminados devido as diversas simetrias contidas nesse tensor.
Um bom caminho entao é contar a quantidade de componentes independentes que existem.

Usualmente esse tensor é decomposto em algumas quantidades, da seguinte maneira:

2

—R alc
(d—1)(d—2)  Jeleddp

2
Rapea = Caped + m(ga[cRd]b — GpieRaja) —

onde Ry, = R, e é chamado Tensor de Ricci, R = R? se chama Escalar de Curvatura e Cypeq €
chamado Tensor de Weyl.

Vamos agora contar o numero de componentes independentes do tensor de Riemann. As



2.1. O TENSOR DE RIEMANN

simetrias dele sdo:

Rabcd = _Rbacd = _Rabdc (22&)
Rabcd = Rcdab (22b)
Ra[bcd] =0 (22C)

Cada uma dessas simetrias ird diminuir o nimero de componentes independentes do tensor.
Da podemos nos concentrar na anti-simetria dos indices ab, de onde concluimos que sao
n = d% componentes. Podemos denotar esses componentes independentes como /. Repetindo
0 processo para cd, também teremos n componentes independentes, que chamaremos de J. O
Tensor de Riemann pode ser escrito entao como Ry;. E de vemos que R;; = Ry, ou seja,

temos %n(n + 1) componentes, que sdo
1 1
§n(n +1)= gd(d —1)[d(d—1)+ 2]

Agora precisamos s6 nos preocupar com (2.2c)), que vai diminuir o nimero de componentes

encontrados acima. Utilizando ([2.2a}{2.2b)) podemos ver que

8Rabcd - Rabcd - Rabdc + Rbadc - Rbacd + Rcdab - Rdcab + Rdcba - Rcdba

Podemos fazer o mesmo para R,.q € Ruge- Vemos entdo que, introduzindo isso em ([2.2d),
chegamos a Rjg.q) = 0. Agora a contagem de componentes é trivial. A tltima simetria do tensor
de Riemann subtraira (Z) componentes do tenso. Logo, o tensor de Riemann em uma espago

d-dimensional tem

N(d) = éd(d ) [dd—1)+2] - Ci) (2.3)

componentes. Vemos entao que N(4) = 20, que é um resultado ja conhecido da literatura. O
passo importante é vermos que N(3) = 6. Como o tensor de de Ricci é simétrico, ele contém

%d(d + 1) componentes independentes, que em d = 3 é igual a 6. Isso significa que todos os

*Se d < 4 esse termo nao contribuird na contagem de componentes
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2.1. O TENSOR DE RIEMANN

componentes independentes de Ry.q estao contidos no tensor de Ricci, e logo o tensor de Weyl
nao contribui para a dinamica do tensor de Riemann. Isso nos leva a um resultado incrivel, ja
que conhecendo o tensor de Ricci podemos determinar o Tensor de Riemann. Além disso, se

utilizamos as equagoes de Einstein na auséncia de matéria, vemos que

1
Ry — §gabR + gabA =0 (24)

Se tiramos o traco da equacao acima, chegamos em R — %R + 3A = 0, ou seja, R = 6A e,

portanto, Ry, = 29, /A. Com isso determinamos o tensor de Riemann, que serd

Rabcd - A(gacgbd - gabgcd)

Isso nos mostra que, se nao temos constante cosmoldgica, o espaco ¢ plano. Em uma leitura
rapida, este resultado pode levar diretamente a um erro, ja que pode-se interpretar que o espaco-
tempo M seria Minkowski. E bom frisar que isso somente indica que localmente M é isométrico
a Minkowski (ou seja, Vo € M existe uma vizinhanga que é isométrica a Minkowski).

Para verificar se essa extensao é possivel, teremos que verificar efeitos globais do espaco
tempo, o seja, precisamos observar a topologia do nosso espaco tempo. Se M tem topologia
trivial a extensao do sistema de coordenadas para toda a variedade pode ser feito. Se nao, essa

extensao pode nao acontecer.

2.1.1 Outros graus de liberdade

Outro modo de ver que a teoria de gravitacao em d = 3 é uma teoria em que os graus
de liberdade locais nao sao relevantes é: se nos restringirmos a uma hipersuperficie de tempo
constante, os componentes espaciais da independentes métrica serao %d(d — 1), e outros %d(d —
1) considerando as derivadas temporais dessa métrica. Podemos excluir também d graus de
liberdade por escolhas do sistema de coordenadas e d graus de liberdade em condigoes iniciais.
Logo teremos somente d(d — 3) graus de liberdade locais. Em d = 4, temos 4 graus de liberdade
locais, que sao correspondentes as duas polarizagoes de uma onda gravitacional e seus momentos

conjugados. Em d = 3 nao temos graus de liberdade locais.
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2.2. O LIMITE NEWTONIANO

Percebemos entao outra caracteristica interessantissima da gravidade em d = 3: Como vemos
que o numero de graus de liberdade locais da teoria é nulo, entao nao existem ondas gravitacio-
nais. Os vinculos determinam toda a geometria.

Isso mostra a importancia dos efeitos globais (topoldgicos) na teoria, ja que serao esses graus

de liberdade globais que serao relevantes para a teoria classica.

2.2 O Limite Newtoniano

O resultado obtido na secao anterior pode ser um pouco indigesto para alguns. Para olharmos
outro ponto desse resultado, vamos ver como seriam as forcas entre pontos estaticos no espaco-
tempo. Para isso primeiro facamos uma pequena perturbagao em torno da métrica usual para o
espago plano:

Gab = Nab + hab (25)

Agora, seguindo o procedimento usual, as d equacoes de movimento seriam
— 0" 0aObhea = 87GToq (2.6)
escolhendo as coordenadas de modo que
1% Oahpe = 0 (2.7)
onde definimos hyp = hgp — %naandth, e sua inversa é

_ 1 _
hab - hab - mnabnalhcd (28)

No limite newtoniano nos restringimos ao componente 00 do tensor energia-momento, dizendo

que Toy =~ p e ignorando os termos da ordem v/c. Logo, de ([2.6)), chegamos a

VQE()O = —167TG,0 = EOO = —4

~ 7 . . . o~ 2.1
com V2® = 47Gp. As equacoes de geodésica se restringirao somente a ddT”g — %@-hoo = , e

tOndei=1,..,d
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2.3. FORMALISMO DE PRIMEIRA ORDEM

utilizando (2.8]), chegamos a

d*z _d—3
20 =0 (2.9)

Vemos entao que se d = 3 nao existe forca Newtoniana entre as particulas de teste estdticas.

2.3 Formalismo de Primeira Ordem

Partindo do que foi apresentado nas se¢oes anteriores, percebemos que a gravitagao em d = 3
apresenta caracteristicas bem especiais. Pela falta de graus de liberdade locais, muitas de suas
caracteristicas serao exclusivas, permitindo que novas formulacoes, nao existentes para d # 3,
sejam aplicadas.

Na literatura, trés delas sao bastante utilizadas: O formalismo ADM [23], o formalismo de
estruturas geométricas[7], e o formalismo de primeira ordem. Estaremos mais interessados neste
utilmo.

O formalismo de primeira ordem (veja o Apéndice tem como varidveis fundamentais

ab
e

uma triada (ou dreibeinﬂ) e, e uma conexao de spin w A acgado escrita em funcao dessas
variaveis é chamada a acao de Palatini. Nessa acao os campos e e w sao tratados como variaveis
independentes e, portanto, variados de maneira separada na acgao.

No que segue, escreveremos os dois campos como formas, ou seja e* = ede“ e w® = wzbdx”,
e aproveitando que estamos em d = 3, podemos rescrever a conexao de spin como uma 1-forma,
ja que podemos rescreve-lo como w® = %e“bcwubcd:c“.

Podemos entao escrever a agao em termos dessas variaveis. Essa acao sera

1 A
S = / {e“ A (dwa + —€ape® A wc) + —€ape€® A e’ A ec} (2.10)
M 2 6
Para verificar a equivaléncia da acao de Palatini com a acao de Einstein-Hilbert, vamos extrair
as suas equagoes de movimento e ver que sao iguais as obtidas acima (Segao [2.1]).

As equagoes de movimento podem ser extraidas de (2.10) de maneira direta. Variando e,

chegamos a

YA partir deste ponto as letras romanas do inicio do alfabeto indicarao varidveis locais indo de 0, 1,2
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2.3. FORMALISMO DE PRIMEIRA ORDEM

1 A
dw, + §eabcwb Aw’ = —§eabceb A ef

e variando w chegamos a

1 1
—de, + §ecbaec A\ Wb — §€bac€b ANwf=0
deg + €gpew’ A e€ = 0.

Utilizando as equacoes de estrutura de Cartan, podemos rescrever as equagoes acima, ja que
1 A
R, = dw, + Eeabcwb AW’ = —Eeabceb A €° (2.11)

ou seja, a curvatura € a mesma encontrada via a acao Einstein e também que

T, = deg + €’ A e =0 (2.12)

entao o espago-tempo é sem torgao, que é uma condicao usual, ja que estd também indicando
que a conexao de spin é compativel com o dreiben e.
Se o dreibein ¢é inversivel, podemos utilizar a equacao (2.12)) e escrever as conexoes de spin

em func¢ao dos dreibeins. Fazendo isso, encontramos a seguinte relagao:

W, =€

a abc v
o €c

1
(Opery — Oven) — §eb0d(e§;e§8pel,d)ez (2.13)

Por ultimo, vamos observar alguns detalhes: O formalismo que construimos é equivalente ao
formalismo de segunda-ordem, de Einstein-Hilbert, gracas a inversibilidade de e. Isso nao gera
nenhum problema em uma teoria classica, mas essa condicao pode ser muito forte caso desejemos
quantizar a teoria.

No préximo capitulo mostraremos que podemos chegar a esses mesmos resultados construindo
a acao diretamente da algebra de grupos de Lie. Esse é um programa que foi tentado por muito

tempo para a gravitagao em d = 3, mas sem sucesso.
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Capitulo 3

Formalismo de Chern-Simons para
Gravidade d = 3

Neste momento, ja compreendemos algumas caracteristicas que a gravitacao em d = 3 tem
de especial. Mas uma das caracteristicas mais surpreendentes esta ligada com a teoria de Chern-
Simons.

Podemos ver que a agao de primeira ordem, obtida no Capitulo [2], admite uma interpretagao
de grupos e é, nesse caso, uma acao de Chern-Simons, ou seja, a teoria no formalismo de primeira
ordem é uma teoria de Chern-Simons. Essa propriedade foi descoberta originalmente por A.
Achiicarro e P. Townsend[I], e redescoberta de modo independente por E. Witten[33] alguns
anos depois.

Neste capitulo comecaremos revisando alguns fatos importantes da teoria de Chern-Simons

e depois passaremos para a construcao da teoria em si.

3.1 Uma revisao da teoria de Chern-Simons

Uma teoria de Chern-Simons é uma teoria de gauge definida em uma variedade M 3-
dimensional. Denotamos por G o grupo de simetria dessa teoria e por g a algebra de Lie de
G. A teoria de Chern-Simons é uma teoria descrita por um fibrado principal G[24] em M.

O potencial vetor A é uma 1-forma, que é a conexao nesse fibrado principal G, e tem valores
na dlgebra de Lie g do grupo G. Podemos escrever A = AT, dx", onde T, sao os geradores da

algebra g.
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3.2. GRAVIDADE E CHERN-SIMONS

A teoria de Chern-Simons é escrita com uma agao
k 2
S:—/ Tr{A/\d/H——A/\A/\A} (3.1)
47 M 3

O integrando é chamado de 3-forma de Chern-Simons. Podemos extrair as equagoes de
movimento da acao acima, e chegamos que elas sao dA + AN A = 0. Chamaremos essa 2-forma

de F'. Portanto as equacgoes de movimento da teoria de Chern-Simons sao
F=dA+ANA=0 (3.2)

Como A é a conexao no fibrado principal GG, podemos ver que o termo F' é uma das equagoes
de Cartan, e portanto F' é a curvatura desse mesmo fibrado principal.
Dada a conexao A, podemos também escrever a derivada covariante relativa a essa conexao.

Essa derivada covariante se transformara na representacao adjunta de GG. Para isso
D,®=0,2+ A, P (3.3)

Podemos ter uma visao melhor dessa teoria lembrando que A = A%T,. Assim o primeiro

termo da acgao pode ser rescrito como
/ Tr{ANdA} =Tr{T,T,} - / A% A dA” (3.4)
M M

Como esse termo é o termo cinético da teoria, vamos exigir que ele seja nao degenerado,
assim a energia cinética das componentes dos campos de gauge nunca sera nula. Denotaremos

esse termo, que serd uma forma bilinear nao degenerada[, por

Rab = T?"(TaTb) (35)

3.2 Gravidade e Chern-Simons

Para A = 0, temos que o grupo de simetrias da teoria é IS0O(2,1). J4 para A # 0, os grupos

de simetria serao SO(2,2) para o espaco-tempo AdS e SO(3,1) para dS. Vamos primeiramente

*Por nao degenerada queremos dizer que 3 y € g tal que x(z,y) =0, Vz € g.

Chern-Simons e Gravidade em d = 3 12 Caio Cicero Gomes



3.2. GRAVIDADE E CHERN-SIMONS

estudar as algebras associadas a esses grupos.
Cada uma dessas algebras tem 6 geradores, e portanto denominaremos seus geradores de P,
e Ju. Podemos utilizar o fato de estarmos em trés dimensoes para escrever J, = %each b Logo,

as algebras sao
(

[Jm Jb] - eachC

[Jaa Pb] - EabcPC (36)

| [P, Pl = Acae?

Se A = 0 temos is0(2,1), se A < 0 temos s0(2,2) e se A > 0 temos s0(3,1). Como podemos
ver no Apéndice [B] a subdlgebra de Cartan[12] de iso(2,1) ¢ de dimensdo 1, e as de s0(2,2) e
50(3, 1) s@o de dimensao 2. Assim, existem dois operadores de Casimir para os ultimos e somente
um para o primeiro. Isso é importante, pois a escolha do operador de Casimir corresponde a
escolha da forma bilinear (3.5]). Essa forma bilinear nao degenerada é chamada na literatura
de Forma de Killing[12]. A existéncia dessa forma de Killing ndo degenerada também como
conseqiiéncia que os grupos em questao sao semisimples.

Isso acontece pois, dada uma forma de Killing s’/ e os geradores T; de uma dada algebra,
podemos gerar um operador de Casimir C' = x!/T;T;. Logo, escolhendo operadores de Casimir
diferentes, estamos também escolhendo formas de Killing diferentes.

Como desejamos escolher uma forma de Killing que seja comum as trés algebras, a escolha

direta é C; = P? + J?. Vamos verificar se esse operador é um Casimir para essas dlgebras.

[Cy, B)) = [P?, Py) + [J?, By = [Pa, B]P* + P[Py, By] + [Ja, B} J* + J*[Ja, P)]

= (A = 1)eqp(JP" + POJ°)

[Ch Jb] == [P27 Jb] + [J27 Jb] == [Pm Jb]Pa + Pa[PaJ Jb} + [Jau Jb]Ja + Ja[Jay Jb]

— €ape( PPP® + POP?) + €qpo(JEJ* + JOJ) = 0

Isso mostra que esse operador nao é um Casimir para nenhuma das algebras envolvidas. No
entanto, se substituirmos C; por C; = P? 4 AJ?, entao ele serd um operador de Casimir para

50(2,2) e s0(3,1). Como ele nao é unico para as trés algebras, vamos verificar o outro Casimir
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3.2. GRAVIDADE E CHERN-SIMONS

possivel. Em d = 4, a algebra so(3, 1) tem como operador de Casimir o vetor de Pauli-Lubanski

We = Lesbedp, ji( com a,...,d = 1,2,3,4). Se aplicamos a mesma idéia em d = 3, teremos o

1
2

operador Cy = J,P?% e podemos ver que

[Cy, Py] = P Ja, Py + [Pa, Bo)J* = €ape (PP + AJ°J*) =0

[Ca, Jy] = [Pay Jy)J* + P[Ja, J] = €ape( Pod® + P*J) = €qpe( PoJ® — P°J%) =0

C5 é portanto um operador de Casimir da algebra e gera uma forma de Killing nao degenerada
para as algebras em questao.

O Casimir C; também pode ser utilizado, desde que A # 0. Ele gerard uma acdo que difere
da agao usual, e por isso serd chamada exdtica. Na teoria classica sua importancia é reduzida,
no entanto, na teoria quantica é importante considerar também esse termo. Voltaremos a ele
mais tarde.

Tendo escolhido a forma de Casimir correta, podemos comegar a construir uma teoria de

gauge para esses grupos. O campo de gauge sera
A= Py +wiJ, (3.7)

Se o parametro de gauge é u = p*P, + 7%J,, e como o campo se transforma na representacao

adjunta, a transformacao de gauge com parametro u é
d0yA, = —D,u (3.8)

Com isso podemos agora calcular qual é a variacao infinitesimal em funcao de u. Sabemos

que

[A,,u] = [eZPa + wiiJa, p°Py+ 100 = (e“bcebuTc + eabchpc)Pa + (eabcwbun + Ae“bceubpc)(]a
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3.2. GRAVIDADE E CHERN-SIMONS

e portanto
ou€y, = —0ppe” — e“bceuch — e“bcwubpc (3.9a)
duw), = —0, 7" — e“bcwuch — Ae“bceubpc (3.9b)

Portanto uma transformagcoes com esses parametros deixa a teoria invariante.
Também podemos calcular qual a curvatura F', que em componentes serd F,, = J,A4, —

Oy Amu + [Ay, Ay e, repetindo o procedimento acima, chegamos que

F,uu = Pa [aueﬁ - a}/ez + eabc (wbueCV + wc”ebﬂ)}

+J, [@w‘j — Oywy, + eabe (Wupwye + Aeubeyc)] (3.10)

Agora que a curvatura é conhecida, utilizando a forma de Killing encontrada anteriormente

podemos determinar a acao da teoria. A acao sera
S = [ dze"PFe F° K
- ur= po ab
Y
e logo, vemos que

S = / d*z e 0,6l — dye;, + € (Wpple + Wevety)| X [Opwoa — OoWpa + €ade (wgwi + Aeﬁei)]
Y

Observando que o primeiro termo é uma derivada total, a integral acima se resume a uma

integral em trés dimensoes, logo
S = / BPx e (€0 0wl — 0, + € (Wpwie + Aeene)]) (3.11)
M

Essa acao é a acao de uma teoria de Chern-Simons, entao, como ja vimos na secao 3.1}, a
solugao das equacoes de movimento de uma teoria de Chern-Simons é F),, = 0. A equagao ((3.10))

tera, para cada um dos geradores, as seguintes equagoes de movimento:

1
R, = dw, + §eabcwb AW’ = —§eabceb A ef
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3.2. GRAVIDADE E CHERN-SIMONS

T, = de, + €’ A e =0

que sao precisamente as equagoes derivadas no capitulo anterior. Ou seja, por esse
processo chegamos precisamente no resultado encontrado de maneira usual, mas construindo de
maneira completamente diferente.

Com isso mostramos que em d = 3 a teoria da gravidade admite uma interpretacao de teoria

de Chern-Simons.

3.2.1 Difeomorfismos e equagoes de movimento

Um ultimo detalhe deve ser analisado, ja que (3.9) nao se assemelham as transformagoes
usuais de difeomorfismos, que sao as transformacoes padrao da relatividade geral: queremos
verificar qual a relagao entre as transformacoes de difeomorfismos e as transformagoes obtidas
em (3.9)).

Uma transformacao de difeomorfismo gerado por um campo vetorial v é

L,0=—d(c-v)—v-do.

Se calcularmos o efeito de uma transformacao de difeomorfismos em £,4, = —0,(v"A,) —

v (0,4, — 0,A,), vamos ver que

gea = Lyea = —a (vyeg) - 'Ul/(al,ea - al‘eg)
e s : meo! (3.12)
ow§; = Low), = =0, (v"w)) — v" (0w, — 0wy
Observando as transformagoes (3.9)), com 7 = 0, teremos entao
5uea — pa . Eabcw bPe
. g g (3.13)
5uwz = _Aeabce/tbpc
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3.3. O CASO EXOTICO

Subraindo (3.13) de (3.12)), e escolhendo p* = v#¢ef; e chamando vFw), = 7¢

Sez — due), = =0, (v7ey) —v"(9,€;, — duey) + Ou(vVey) + €W, 0" ey
ng — Wy, = —0,(7") — v”(@,,wz — Owy) + Ae“bceﬂbv“euc

e lembrando da forma da derivada covariante |D junto com vFwy = 7¢

< b b

5eZ — 5u€Z = —v”(Dl,eZ — D,e;) + e wpve,. = —v”(DyeZ — Dyey) + €°The,e
< .a a __ a v a a abc

owy, — 0wy, = =0, (7") — v (Dyw;, — Dywy) — € wppTe.

Agora, se consideramos nossa teoria on-shell, as equagoes de movimento nos garantem que

<. a a abc
5eﬂ - (5ue” = €"The e

ng — Oywy, = —0,(7") — €Wy

e, via uma transformacao de gauge, podemos levar a diferenca entre as duas transformagoes a
zero. Isso significa que, em d = 3, respeitando as equacoes de movimento, os difeomorfismos sao
equivalentes as transformacoes de gauge dos grupos citados. Esta é outra grande simplicidade
da teoria da gravidade em d = 3.

No formalismo canonico, grandes dificuldades surgem quando se estuda a teoria em d = 4,
pois os difeomorfismos movem as hipersuperficies de valores iniciais pelo espaco-tempo. Como
em d = 3 os difeomorfismos sdo equivalentes as transformacoes (3.9)), ndo precisamos pensar

nesses vinculos geradores de movimento da superficie da valores iniciais.

3.3 0O Caso exotico

Para A # 0, podemos utilizar a outra forma de Killing encontrada para construir uma nova
lagrangeana. Podemos assim ver quais diferencas que surgem na teoria, dependendo da escolha
do Casimir.

O operador de Casimir associado a essa forma de Killing é

1
02 == Jaja -+ Kpapa (314)
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3.3. O CASO EXOTICO

Utilizando esse Casimir acima, e saindo de (3.10)), a nova lagrangeana serd portanto

S = /d3x P (wua(ﬁywp“ — 0w, + %eabcwybwpc) + Ae,*(Ove," — 0pe,") + 2Aeabcwuaeyaepc>
(3.15)

Essa é a chamada a¢do do caso exdtico[33]. Por construcdo, essa lagrangeana, por admitir
uma interpretacao de Chern-Simons, gera as mesmas equagoes de movimento que o caso nao-
exotico. Isso implica que, classicamente, a teoria gerada pelas duas serd a mesma, resultado que

pode nao se manter quando quantizarmos a teoria.

Podemos incluir, para A # 0 os dois casos em uma maneira unificada. Definamos

1 1
JE==(J,+ —P, 3.16
5 (2 ) 10

e teremos uma nova algebra, que sera

(

[Jj, JbJr] = €abe T
[, Py ] = €ape P (3.17)

o> Jy ] =0

\

Isso nos mostra que, a partir dos geradores das dlgebras s0(2,2) e 50(3, 1), podemos decompor
as algebras em fatores irredutiveis, o que justifica a afirmagao feita na secao ja quese A > 0,
a algebra acima é s[(2,R) x s[(2,R).

Definimos os seguintes operadores de Casimir

1 1
Cy = 3 (j:PaJ“ + (KPGP“ + JaJa>) (3.18)

As conexoes nessa nova base da algebra serao Azi = w, + \/Kez, e portanto, as derivadas
covariantes serdo D, = 0, + AS"JF + A%"J; . Escrevendo a teoria dessa forma, podemos re-
escrever de maneira muito direta a acao derivada na secao e a acao exotica derivada nessa

Secao.

A acao usual sera dada por
S, —S_
4vA
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3.3. O CASO EXOTICO

com o operador de Casimir C' = C, — C_. A agao exdtica sera dada por

S, + S

S=—73

com o operador de Casimir C' = C' 4+ C_.
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Capitulo 4

Supergravidade e Chern-Simons

Como ja vimos que a gravidade usual em d = 3 admite uma interpretacao de Chern-Simons,
podemos tentar aplicar esse tipo de técnica para construir teorias de Supergravidade em d = 3
que também admitam uma interpretacao de Chern-Simons.

O trabalho de A. Achticarro e P. Townsend[I] j& demonstrava essa caracteristica, construindo
uma teoria de supergravidade em d = 3 que era invariante pelo supergrupo AdS(p, q).

A construcao dessa teoria nos terd diversos caracteristicas diferentes e, dependendo da cons-

trucao, admitird um limite para A = 0 ou nao.

4.1 Supersimetria

Para estendermos os resultados obtidos no capitulo anterior para supergravidade em d =
3, devemos substituir os grupos citados no capitulo anterior por supergrupos. Se pudermos
encontrar operadores de Casimir para as superalgebras correspondentes, poderemos entao utilizar
as técnicas do capitulo anterior para criar uma teoria de Supergravidade que admitird uma
interpretacao de teoria de Chern-Simons.

Como ja dito, a élgebra de Lie s0(2,1) é isomorfa a sl(2;R). Se observarmos somente a
parte bosonica, veremos que ela corresponde a dlgebra OGp(2|1). Essa superalgebra tem como
geradores bosonicos os J?, e como operadores fermionicos os @,.

Do mesmo modo, podemos encontrar as superalgebras correspondentes a $0(2,2), ja que ela é

isomorfa a 50(2, 1) xs0(2, 1) e portanto isomorfo a s[(2;R) x s[(2;R). A teoria com supersimetria
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4.2. SUPERGRAVIDADE ADS(P,Q) EM D =3

N =1 serd portanto s[(2;R) x OGp(2|1).
Podemos a partir desse tipo de argumento construir teorias com supersimetria estendida N.

Denotaremos por supersimetria do tipo (p, ¢) a teoria que é gerada pelo grupo grupo O&p(p|1) x
O6p(q1).

4.2 Supergravidade AdS(p,q) em d =3

Nesta secao estaremos interessados em construir a teoria de Supergravidade para o super-
grupo AdS(p,q) = OSp(p|2) x OSp(q|2). E bom observar algumas sutilezas que surgem nesse
caso: diferentemente do caso bosonico, existem duas superdlgebras para OGp(p|2). Cada uma
dessas superdlgebras serd diferente no anticomutador QQ[2]. Denotaremos cada uma dessas
possibilidades como O&p,, (p|2) ou OSp_(p|2)[2].

A teoria de supergravidade que construiremos sera invariante pelo grupo gerado pela seguinte

algebra:

;

[Jaa Jb] - Eachc

[qu Pb] = Eabcf)C (41)

[Pm Pb] = )\QEachC

que ja é a parte conhecida eilgebr, acrescida ddﬂ:

.

7 ]' a e
[P, Q] = :Fi)\(’Y Q4)a

@l = — ()0
[T:T:J; tha] = :u((sijita - 5ik@ia (42)

(T2, TH) = p(o* T} — 6*TY — 61T + 5'TL)

o y A
| (@ @) = 07 () (P £ AJ") & e T

Denotaremos os indices dos geradores da primeira superalgebra sem linha e os da segunda
superalgebra com linha. Os geradores T, com i,j = 1, ...,n, sao os geradores do grupo bosonico

O(p), junto com os geradores J* e P* de SO(2,1). Os Q! sao os geradores n espinoriais, de

*)\2:A

"Uma modificacio da dlgebra usual é feita. Faremos as seguintes decomposicoes Q — % eT — %
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4.2. SUPERGRAVIDADE ADS(P,Q) EM D =3

SO(2,1), reais.

Como no capitulo anterior, denotaremos os possiveis operadores de Casimir como Cy

. a T 3 a @] i)
Ci= 55 PPt o (P J QiQi) T+ 3T (4.3)

Como fizemos uma modificacao nos geradores, o operador de Casimir da teoria serd agora
C=\NCy—-C)

no caso OSp4(p|2) x OSp_(q|2) e
C=XCy+C) (4.4)

no caso OSp,(p|2) x OSp4(q|2). Vemos entao que o caso OSp.(p|2) x OSp,(¢|2) ndo admite o
limite onde A — 0. Portanto nos concentraremos no caso OSp. (p|2) x OSp_(q|2).

A conexao A nesse caso sera
Ay = e8P, + Wi, + AITY + AT 4347 QL + 0 Qb (4.5)

e utilizando a equagao (3.2) podemos entao escrever a curvatura, que é:

F., =], <8Mw§ — Jywy, + Aze“bcebuecy — z')@;’y“wi + iwh“wi ) +
+ Pa (au,e?, - ayt?Z + Eabc(ebuwcu — CppWep — Z%WQW - ZEZ 7a¢i’> +
5 g g S W
+TY (auAy — O, A + ApATAY — =y W) +
i
it i il oAl ./\—’i/ !
+ T’ (aMAVJ — O, Al +4p AT A +2;w 0 ) + (4.6)

~t 7 % . A a A a % 5 ,1,J 5 ,1,J A a % a A
+ Q (auwu - anu + Zg(e;[yawu - ez/fyaw;) + 2M(A;fw1]/ - AVJwi) + §<wub7abwu - wyb’yabw/)) +
A

—/ i i . A a i a i il Al il Al a il a il
+ Q (alﬂpu - al/wu + 2_(6;17(11/}1/ - €V7a¢u) + 2M(AMJ lpl]/ - AVJ ¢f¢> + §(Wub%b¢u - wubfyabwy))

2

Conhecendo a forma do operador de Casimir, discutido na equagao (4.4]), podemos entao
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escrever a acao para Supergravidade AdS(p,q). O operador de Casimir serd portanto

A

C=P"J,+
5

(Tfo _ Ti’j’Ti’j'> —0.Q -qQ Q" (4.7)

Conhecendo o operador de Casimir, podemos entao construir a acao da teoria, que sera dada
por

4 v 1 J
S:/dxe“ pUij chr KRrj
Y

E isso nos da a acao da teoria,

1 A i vt il v ij i, 2 ij Aj
S = /M d*x {—§eR+ P (D) + €71, (Dyih,)" — ” (AJQVAJP + §(2u)A/jAJV"‘A’;l) +

A

et (A’ 79,417 + .

2 ! 5l 1. /17!
~(2u) AT ATF A’;l) — i€

—1 7 . v A _’i/ 7,'/
3 e, 1w, + ie" p§€wu%wp +

(4.8)

2 _uvp a, b _c
+ A€ eabceueuep}

onde D = 9,0 + Fwil0" + 2u A — %ALJ
Como ja foi mostrado, essa acao é por construcao uma acao que admite interpretacao de
teoria de Chern-Simons.
Vemos que os gravitinos ¢ tém um termo de massa que é associado a constante cosmologica

A, 0 que nos permite interpretar que a massa dos gravitinos esta ligada ao valor da constante

cosmoldgia. Podemos perceber também que a matriz de massa desses gravitinos tem assinatura

p—q.

4.3 Propriedades da teoria

Algumas coisas podem ser ditas neste momento. O processo do limite A — 0 tem que ser

dividido em dois casos, aquele em que 2 = C, e aquele em que 2 = C.
p p

Podemos assim observar como a dlgebra (4.2]) se comportaria em cada um desses limites. No
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caso 2 = A, a algebra em questao fica sendo:

p

[Pa Qhal = T30 Q)

a ; 1 a i
[J ) ia] = _5(7 a)BQiﬁ
[T, Q%) =0
[T, T =0

{Qil:on Zﬁ:ﬂ} = 5ij (F)/a)aﬁ<Pa + )\Ja)
[Jm Jb] = 6achC

[Jaa Pb] - EabCPC

[P, B) =0

\

Isso nos mostra que a teoria limite é a supergravidade de Poincaré N' = p + ¢ (ou seja,
supergravidade com A = 0) em conjunto com um grupo abeliano gerado pelos geradores T, e
T_.

Temos também o caso A = u. Nesse caso, quando efetuamos o limite A — 0, os geradores T
sobrevivem na algebra da teoria como uma carga centra]ﬂ No entanto, podemos ver em ({4.7)
que os termos que dependem de 71" nao sobreviveriam ao limite, o que faria com que a forma de
Killing fosse degenerada. Por isso, um cuidado extra deve ser tomado aqui: primeiro devemos
truncar a algebra para uma sem cargas centrais, ja que, se o limite é tirado na acao , 0
resultado é uma acao de Chern-Simons para a teoria de Super-Poicanré, e uma acgao para a
teoria de Chern-Simons para a acao abeliana gerada por 1. Agora podemos escrever a acao para
a supergravidade extendida N = p + ¢q. Esse é o caso que foi mostrado no paper original de
Achtcarro e Townsend][I].

Quando o limite de A — 0 é tomado, as distingoes entre p e ¢ sao perdidas, e somente importa

o valor da soma dos dois N.

4 que {Qhy, @y} = 09 (Ya)ap(P* £ AJ®) + eapTy
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4.4. SUPERGRAVIDADE DE POINCARE N =1

4.4 Supergravidade de Poincaré N =1

Como exemplo do mecanismo anterior, vamos escrever a supergravidade de Poincaré para

N = 1. Nesse caso os campos dos geradores T" nao aparecem, por causa da anti-simetria dos

mesmos. Reescrevendo a equagao (4.8) para esse caso, teremos entao a seguinte agao:

S = /M A3z etP (—eZRl,pa +EuDywp)

e podemos calcular quais transformacoes infinitesimais que deixam a teoria invariante. Se o

parametro de gauge é u = p*P, + 7*J, + €@, entao

;
a

Oul,

= —0,7" + 1w,
7;— a
5u€Z = _8Mpa + €abc(Tbeuc + pbw,uc) + 567 @Z’u

1
\ Suthfy = —0p€e” — 3 {T“(’yawu)a - wZ(’yae)a}

(4.9)

o que nos mostra que o formalismo apresentado no capitulo [3| também ¢é valido para a supergra-

vidade, construindo uma teoria que é consistente.
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Capitulo 5

Tentativas originais de quantizacao

Até esse momento, tratamos a teoria de maneira puramente classica. Nosso objetivo neste
capitulo ¢é discutir algumas das tentativas originais de se gerar uma teoria quantica para a gra-
vidade em d = 3 e, estudando esses processos, podemos tentar encontrar algumas caracteristicas
gerais que a teoria de gravitacao em d = 3 tera.

A compreensao de algumas dessas caracteristicas podem melhorar nossa compreensao da
gravitagao em d = 4, que é um dos grandes objetivos de se estudar a gravidade em d = 3. Foi
com esse objetivo que se aplicaram diversos métodos ja conhecidos em d = 4 para gravidade
em d = 3, na esperanca de que pudéssemos compreender de maneira clara as implicagoes destes

métodos.

5.1 Algumas questoes conceituais da gravidade quantica

Na maioria dos processos de quantizagao, ¢ normal o escolhermos de modo que o background
seja fixo. No entanto, na relatividade geral, estamos quantizando a prépria estrutura do espacgo-
tempo, que somada a dinamica do espaco tempo, pode gerar problemas nesse processo.

Um dos problemas que podem surgir é que no processo de quantizacao canonica usual é
que precisamos quebrar a covariancia da teoria, escolhendo explicitamente um tempo fisico,
que nos permitird folhear o espaco. Uma escolha usual é o tempo extrinsico de York, onde
cada hipersuperficie de tempo constante tem a mesma curvatura exterior média, no entanto

nao se sabe se a teoria resultante depende do tipo de folheamento escolhido. Esta escolha do
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folheamento temporal pode parecer arbitraria, no entanto, qualquer tentativa de se criar relogios
a partir de matéria terd o problema que, qualquer relégio construido a partir de campo em que a
hamiltoneana é nao-negativa tem uma probabilidade nao nula de rodar para tras no tempo [32].
Esse é outro grande problema da gravidade quantica e é conhecido como problema do tempo.
Esses resultados indicam que nao existe uma maneira direta de se construir uma teoria

quantica da gravidade sem que se caia em diversos problemas conceituais.

5.2 Quantizacao Reduzida no espaco de fases ADM

O método de quantizacao mais imediato da gravitacao em d = 3 é a quantizagao no espaco de
fase ADM. Por ADM queremos dizer a formulacao hamiltoneana da teoria. De maneira direta,
isso signifca escolher uma varidvel tempo (que é usalmente o tempo de York, definido anterior-
mente), e quebrar a covariancia da teoria separando as varidveis em momentos e coordenadas.

Algumas sutilezas surgem neste método, ja que é bastante dificil tratar o que é feito pelos
difeomorfismos nao conexos a identidade. Esse procedimento, apesar de bastante direto, tem a

desvantagem de quebrar a covariancia da teoria.

5.3 (Quantizacao na representacao de conexoes

Outro método direto é utilizar a interpretagdo de Chern-Simons, explorada no capitulo [3
Nesta técnica comecamos com as variaveis de primeira ordem e e w e impomos relagoes de
comutacao a tempos iguais em

wai(e), ()] = —= ey — )
wai(@), €5(2')] = — 50,607 (v —

Analisando as transformagoes infinitesimais da teoria, também apresentadas no capitulo [3]
observamos que as conexoes de spin terao uma dinamica de coordenadas. Este motivo leva ao
nome de conexoes a esta secao.

Aqui seguimos a técnica usual de quantizagdo de uma teoria de Chern-Simons. E importante

notar que nesta representacao, como Chern-Simons é uma teoria topoldgica, a hamiltoneana é
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nula. Entao esse método de quantizacao constréi uma teoria que é, aparentemente, sem tempo.
Essa representagao nao existe em d = 4 mas pode ser pensada, em algum nivel, como a
representacao equivalente a das varidaveis de Ashtekar. A diferenca é que 14 nao é possivel
construir uma teoria “sem tempo”, como foi feito neste caso.
E importante lembrar, como ja dito no capitulo , para que a gravidade seja bem definida é
necessario que o vierbein seja inversivel, e para isso, A #= 0. Na teoria de Chern-Simons esta
condi¢ao nao é necessdria, mas para que a teoria da gravidade seja bem definida classicamente

nao podemos incluir esses setor na teoria.

5.4 Quantizacao Covariante canonica

Até este momento, mostramos que é possivel utilizar técnicas tradicionais para quantizar
a gravidade em 2 + 1, mas sempre fazendo uma separacao de variaveis espaciais e temporais.
Assim, a covariancia da teoria foi sempre quebrada.

Como a quantizacao canodnica é o método de quantizacao mais bem desenvolvido na fisica,
encontrar uma configuracao covariante em que a quantizacao candnica possa ser aplicada seria
essencial. Para isso, observemos o espaco de solucoes das equagoes de campo: para cada uma
destas solucoes, existe um ponto no espaco de fase que corresponde a suas condicoes iniciais.
Como esta correspondecia é em duas maos, os dois espacos sao isomorficos.

Se escolheremos este espaco (de solugoes) como o que vamos utilizar para fazer a quantizagao,
podemos ver que ele serd naturalmente covariante e, como é isomoérfico ao espaco de fases, ele

carrega uma estrutura simplética.

5.5 Outros métodos de quantizacao

Além destes métodos citados, foram desenvolvidos diversos outros métodos de quantizacao
para a gravitagdo em d = 3. A maior questao entre estudar todos estes métodos é tentar
encontrar qual a relagao entre as teorias quanticas geradas por eles, ja que a primeira vista sao
todas diferentes entre si: podemos comparar a teoria sem tempo da quantizacao de Chern-Simons,

com a teoria gerada pela quantizacao ADM.
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Outros métodos de quantizagao que nao foram citados incluem quantizacao com integrais de
trajetéria, variaveis de Loop, entre outros. O ponto chave é que na gravidade quantica em d = 3,
cada uma destas teorias gerara uma teoria quantica que é, ao menos de maneira aparente, nao
equivalente a outra.

Isto é frustrante: nao temos motivos para escolher uma ou outra teoria e, portanto, de definir
qual o método de quantizacao “correto”, o que parece apontar que alguns elementos ainda nao

estao claros, de modo que a escolha de um método para gerar a teoria quantica ainda falta.

5.6 Comentarios

Apesar do relativo sucesso das aplicagoes dos métodos tradicionais de quantizagdo para a
gravidade em d = 3, nao foi possivel resolver a teoria quéantica, e assim estudar suas implica¢oes

de maneira cldssica.
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Capitulo 6

Buracos Negros BTZ

Como mostrado nos capitulos anteriores, a gravitagao em d = 3 é uma teoria com poucos graus
de liberdade, o que gera uma teoria simples, que nos permite estudar com maior profundidade
algumas caracteristicas em comum com a gravidade em d = 4. Nao havia, contudo, a esperanca
de que existisse um modo de estudar modelos “realisticos” nesse framework.

No entanto, com grande surpresa, em 1992 foi descoberto por Banados, Teitelboim e Zanelli
[B] que, em solugoes com constante cosmoldgica negativa, a teoria permitia a existéncia de bu-
racos negros. A existéncia desses buracos negros torna a teoria muito mais interessante, ja que
poderemos estudar caracteristicas quanticas de buracos negros, principalmente de uma maneira
nao semi-cléssicalg].

Apesar de conter muitas semelhancas com buracos negros em 3 + 1, algumas diferengas
acontecem. A principal delas é que em 2 + 1 nao existem buracos negros para o A > 0[1§], ou

seja, eles podem existir somente no caso do espaco tempo AdS.

6.1 A métrica BTZ

Considere um espaco-tempo em d = 3, com constante cosmolégica negativa A = —g%. Nessa

situacao, a métrica

1 4 ?
ds® = — f2dt* + Fdrz +7° <d¢ — QG;] dt) (6.1)
r
onde
r?  16G2J?
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é a métrica do buraco negro BTZ[3]. Analisando as caracteristicas assintdticas desta solugao,
ou seja, ap6s a divisao ADM[] os parametros M e J podem ser identificados como a massa
e o momento angular do buraco negro, respectivamente. Vamos comecar analisando algumas
propriedades dessa métrica.

Podemos ver que esse sistema de coordenadas se torna singular em f = 0. O seja
4rt — 32GMPr* + 16G* J** =0

para r # 0. Para r = 0 temos outra singularidade.

1— (Mi€>2] " (6.2)

Como no caso de Kerr, se essa condicao é violada, a singularidade em r = 0 seria uma

Essa equacao tem como solugao

ri =4GMP {1+

com |J| < M.

singularidade nua.

Apesar da diferenca no nimero de dimensoes, esta solucao compartilha muitas caracteristicas
em comum com a solugao de Kerr da gravitacao em 3 + 1. Por exemplo, se J # 0, existe uma
regiao de ergosfera (onde qualquer corpo é obrigado a rotacionar em torno do buraco negro).
Em especial, os diagramas de Penrose sao muito semelhantes aqueles da solucao de Kerr, como

podemos ver abaixo:

*Para mais detalhes aconselhamos a referéncia [6, [9].
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r=00 r=uod

Figura 6.1.1: (a) Caso com M, J # 0, (b) o caso com J = 0, (c¢) caso extremo J = =M/

6.2 Propriedades termodinamicas

Conhecendo agora algumas caracteristicas dos buracos negros BTZ e percebendo que apesar
da diferenca na dimensionalidade, eles se comportam, de maneira geral, como buracos negros em
d = 4, podemos estudar algumas propriedades termodinamicas para o caso semi-classico, ja que
¢ o caso conhecido para d = 4.

A entropia de Hawking-Bekenstein [4, [16] é diretamente proporcional a drea do buraco negro,

ou seja
_ Area
ARG

que para um buraco negro BTZ com horizonte externo 7, podemos ver a partir de (6.2) e de
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(6.1]) é igual a

. 27r\/4GM€2 {1+ 1- ()°] ”2} W\/M€2 {1 1= ()] ”2}

5= TG T ARG B G (6.3)

Aqui, como no caso quadridimensional, nao ha qualquer mencao aos estados microscopicos
deste sistema. E neste ponto que a simplicidade da gravitacao em d = 3 leva vantagem.

Na proxima secao, vamos verificar que o buraco negro BTZ admite uma estrutura conforme
no infinito, o que nos permite, no caso semi-classico, explicar de maneira microscopica a entropia
do buraco negro. Essa é a primeira indicacao que uma explicacdo holografica do tipo AdS/CFT
ocorre na gravitagao 2 + 1 com A < 0. Este fato serd esclarecido no capitulo [7], onde levaremos

mais a fundo esse tipo de explicacao.

6.3 Carga Central e Entropia

Como pode ser visto no apéndice [D] a gravitagao em 2 + 1 admite uma estrutura confome

com carga central ¢

3

- (6.4)

C

Em outras palavras, isso significa que a gravidade quantica em AdSs € uma teoria de campos
conforme com carga central c, ja que os estados fisicos desta teoria sao representagoes da algebra
de Virasoro associada.

Essa estrutura conforme nos permitira contar os microestados do buraco negro, em um regime
semiclassico, computando assim sua entropia e assim comparar com o resultado de Hawking-
Bekenstein[30]. Para tanto, estaremos interessados somente no comportamento do sistema no
regime semicldssico, ou seja, naquele em que ¢ > 1.

Primeiro vamos definir Ly e Ly de maneira que eles se anulem no caso do buraco negro com

M = J =0, ou seja

M = =(Lo+ Lo) (6.5)
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Invertendo as equagoes acima, chegamos a

1 C(rp4ro)?
L0—§(M€+J)——16G€
e
- 1 (e —ro)?
Lo =g (ME=7) = "5z

Feito isso, essa teoria de campos conforme associada nos permite contar os microestados do
buraco negro BTZ(ou seja, os estados no cilindro (¢, ¢) no infinito espacial) e assim determinar
sua entropia.

Os autovalores de Ly e Ly serdo escritos como ng e ny. Nas teorias conformes de campos, esses
autoestados sao chamados de pesos conformes e estao ligados ao comportamento dos campos da
teoria em transformacoes conformes.

O operador A(z, %) se transforma por rotagoes rigidas em z da seguinte maneira:
A2, Z) = ("R Az, 7)

onde os ng e ny sao os pesos conformes ditos anteriormente. Outra propriedade, que esta

relacionada com os operadores Ly e Lg € que

LoA = npA (6.7)

zoA = nL.A (68)

o que justifica a nomeclatura de autovalores para os pesos confomes.
A condicao de regime semiclassico pode ser traduzida também em dizer que ng + ny é muito
grande ou, de maneira mais fisica, que o buraco negro em questao tem massa muito grande.
Em uma teoria conforme em duas dimensoes, que é o caso que estamos trabalhando, com

uma algebra de Virasoro de carga central ¢, a densidade de estados associada ao autoestado de
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autovalor ng > 1 de L ¢é

p(ng) ~ eV p(ngy) (6.9)

onde ce = ¢ — 24ngy. A equagao é chamada Formula de Cardy.
Como estamos interessados no caso em que ngr + ny é muito grande, podemos considerar
Ceff & €, J& que o primeiro autovalor de Ly (ou Lg) é pequeno em relagdo a eles, e portanto a

entropia do buraco negro BTZ seréa

. . CLO Czo B 3€L0 3£ZO . Ty
S =logp(ng) +logp(ny) =27 | 4/ 5 +14/ 5 =27 “24G+ 2 | =30 (6.10)

que ¢é precisamente o resultado semi-classico de Hawking-Bekenstein, mostrando que nesse caso

a formulagao conforme da teoria nos da maiores detalhes sobre o sistema.

Além disso, esse resultado nos permite ver que a dinamica importante ocorre no cilindro
(t, ¢), localizado no infinito espacial. Isso nao é surpreendente, ja que, como foi visto no capitulo
2] a gravidade 2 4+ 1 é uma teoria sem graus locais de liberdade, sobrando apenas os graus de
liberdade globais, associados aos termos de borda.

Em especial, essa discussao nos permite lancar uma luz sobre o problema da informacao em
buracos negros BTZ. Como toda a informagao estd contida na fronteira, que estd localizada
no infinito espacial (onde a dindmica importante ocorre) e, portanto, nao esta eclipsada pelo
horizonte de eventos do buraco negro. As informacoes podem ser acessadas, nao ocorrendo
perda de informagao, mostrando que a solugao desse problema em d = 3 é bastante simples.

Neste momento, a férmula de Cardy nos permitiu calcular a densidade de estados para o
sistema no estado semiclassico. Para calcularmos a entropia para um sistema verdadeiramente
quantico, precisaremos melhorar o nosso conhecimento do sistema, comecando pela identificacao
exata da CFT contida na fronteira da teoria, de modo que esse calculo seja possivel.

Uma possivel identificagdo dessa CFT foi feita por E. Witten[34] em 2007, com base em
algumas hipdteses razoaveis. Nos préximos capitulos, comecaremos a abordar essas hipoteses e

como elas nos levam a essa CFT.
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Capitulo 7

Fatorizacao Holomorfica

Até este momento, trabalhamos com sistemas que sao semi-cldssicos, ou seja, sistemas que
nao incluem diretamente efeitos quanticos. Descrevendo o sistema via sua CF7T da borda, isso
significa que os pesos conformes ng e ny sao muito grandes. Entre outros motivos, escolhemos
fazer isso até agora pois para calcularmos os efeitos para pesos conformes pequenos, precisariamos
identificar a teoria conforme exata da fronteira.

No ano de 2007, E. Witten [34] através de algumas hipGteses “gerais”, conseguiu identificar
uma CFT com as caracteristicas desejadas e que, em especial, levam a resultados semi-classicos
corretos.

Nosso trabalho a partir deste momento sera estudar essas hipoteses e como elas nos levam a
escolha da CFT correta. Em especial, em [34] Witten escolhe trabalhar com teorias conformes

que admitem uma fatorizacao holomdorfica. Esse sera o objetivo deste capitulo.

7.1 O valor da carga central

Até este momento, nao foi feita nenhuma restricao aos valores da constante cosmoldgica
na teoria. Observando a acao classica, ela parece ser consistente com qualquer valor, o que
aparentemente esta de acordo com a intuigao classica que temos.

Mas, como pode ser visto no Apéndice [D]e jé foi utilizado no capitulo [0}, existe uma rela¢ao

entre a carga central da teoria e a constante cosmolégica, dada por ((6.4])
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L
C = %
A primeira vista, a existéncia dessa relacao nao parece mudar em nada a condicao dos valores
da constante cosmolégica. No entanto, como pode ser visto no apéndice [C], o teorema de Zamo-
lodchikov impede que essa carga central possa variar livremente. Portanto, a existéncia dessa
conexao entre a carga central da teoria conforme na fronteira e a constante cosmolédgica nos leva
a perceber que a constante cosmoldgica nao pode assumir quaisquer valores. Para isso, vamos
utilizar a relagao entre gravidade 2+1 e teoria de Chern-Simons, explicitada no capitulo [3|
Como visto anteriormente, o grupo de simetria para a teoria AdS é SO(2,2). Podemos
ver também, estudando suas respectivas algebras, que ele é isomorifco, ao menos localmente, a
S0(2,1) x SO(2,1)(apéndice [B]). Se agora escrevemos a teoria de gauge para esse grupo, a agao

sera

T 4r

2 2
tr (ALAdAL+§AL/\AL/\AL> —i—:_/tT (AR/\dAR+§AR/\AR/\AR) (71)

S

onde Ay, e Agr sao os campos de gauge, combinagcoes de w e e, que ja foram estudados no capitulo
Bl Utilizaremos, portanto, para nossas proximas etapas, o grupo SO(2, 1) x SO(2,1) como ponto
de partida. Nosso préximo passo é estudar como poderemos escolher valores especificos para k.

e para kg, que esta ligado a escolha de valores para c.

7.2 Classe de Chern

Considere a agao de Chern-Simons para o grupo SO(2, 1), escrita em uma variedade W. Nos
podemos, também, escolher uma varidade 4-dimensional M, que tenha como borda a variedade
W, e estendermos nossa lagrangeana sob essa variedade (de modo similar ao que foi feito no
capitulo [3). Essa acdo serd

k

Iny=— [ FAF.
AT Jor
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Se escrevemos esta acdo em uma variedade M’ que também tenha borda em W, podemos

escrever a acao sobre a variedade X, fechada, ou seja

k
]M—IM/:E/F/\F.
X

Como pode ser visto no apéndice B} SO(2, 1) é contractivel em SO(2), que é isomorfo a U(1).
Para U(1), L FAE

5— ¢ igual a 2mn (n € Z), jd que a integral estd ligada a primeira classe de

Chern. Isso significa, portanto, que a acao é um multiplo de 27 x k. Para que a agao seja um
multiplo de 27, nos resta definir que k£ é quantizado e pertecente aos inteiros. Esse valor de k

T na integral de trajetéria deve

que deixa a teoria consistente quanticamente, ji que o termo e
ser univalente.

Podemos estender este resultado para SO(2), que também serd valido para SO(2,1). A tnica
diferenca vird de um fator de 2, advindo do trago. Com isso, vemos que a teoria para SO(2, 1)
também tera quantizacao do termo k e, principalmente, vemos que isso esta de acordo com o
teorema de Zamolodchikov, pois a carga central nao podera variar mais de maneira continua
(lembrando da ligacdo entre k e a carga central). Também acarretard na existéncia de somente
valores discretos para a constante cosmoldgica.

Nosso interesse é em uma teoria gerada pelo grupo SO(2,1) x SO(2,1), o que implica que

existem duas constantes de acoplamento k e, portanto, teremos kg, k; € Z. A existéncia de

algum vinculo entre os dois termos serd verificada na seqiiéncia.

7.3 Recobrimentos

Ap6s os resultados obtidos na sessao anterior, onde determinamos que existem somente alguns
valores de k£ que permitem a teoria ser bem definida quanticamente, devemos observar um novo
fato: ja que SO(2,1) nao é simplesmente conexo (e seu grupo fundamental é Z), podemos sempre
substituir, para cada n, SO(2,1) pelo seu n—recobrimento. Quando fazemos isso, percebemos
que agora f%# € 2mn2Z e portanto k € n=2Z. No caso do recobrimento universal, o valor de

k poderia variar livremente, e como ja dito, nao é permitido.

No caso da gravitagdo, o grupo que trabalhamos é SO(2,1) x SO(2,1), que é portanto
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contractivel a SO(2) x SO(2) que é isomorfo a U(1) x U(1). Como ja analisado, essa agao
serd portanto bem comportada quanticamente se a agdo Sy (para a teoria de Chern-Simons sobre
o grupo U(1) x U(1))

k
Sy = 2;/ FA/\FA——/ Fp A Fg (7.2)

for multiplo de 27 para todo campo de gauge U(1) x U(1) sobre uma variedade 4-dimensional
fechada, que chamaremos de X. Como ja foi dito, ndés podemos trocar cada grupo por um
dos seus recobrimentos, nao existindo nenhuma obrigagao do n-recobrimento do grupo left ser
o mesmo do right. No entanto, neste trabalho vamos considerar s6 o caso onde os dois grupos
estao sempre no mesmo n-recobrimento, ja que nao qureremos que o setor left tenha um grupo
de simetria diferente do setor right. Isto é chamado o recobrimento diagonal.

Dado um determinando n recobrimento diagonal, podemos determinar como isso afetara os

valores de k. Chamemos © = F/2m e y = Fg/2m , e fagamos a troca © = y + nz, e portanto

SU = 27T(]{3L — l{R)/ y2 + 27TI€L/ (n222 + Qnyz)
X

X

e para que essa acao seja multiplo de 27, temos que

n~17Z para n impar
kr €
—7 para n par
2n

kr —kreZ

Essas restri¢oes se aplicam aos recobrimentos do grupo SO(2,1) x SO(2,1). Por exemplo,
para n = 2, o grupo de recobrimento é SO(2,2). Isso mostra que, para esse caso, kj, e kr € %
para que a teoria possa ser bem definida quanticamente.

Poderiamos também considerar o recobrimento universal da teoria, onde estariamos no limite
n — 00. Isso nos deixaria com as constantes k variando livremente mas, como ja dito, o teorema

de Zamolodchikov nos mostra que essa teoria nao seria bem definida quanticamente.
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7.4 Escolha da constante de acomplamento

Para decidirmos em qual dos recobrimentos a teoria em questao sera bem definida, vamos
observar o que a relacao com a teoria classica da gravitacao em d = 3 pode nos dizer.

A acgdo mais geral que temos escrita é

S =kpl, + krlg

ou seja, levamos em conta os fatores dos dois setores da teoria.
Como visto no capitulo |3] podemos reescrever a acao em fun¢ao da acao usual e da acao

exotica, ou seja

kr — kg
2

_kr+ kg

S 2

(IL—IR)+ (IL+IR)

A primeira parte é referente a agao usual e a segunda parte é a agao exética. Como a constante
de acoplamento da parte usual estd relacionada com o valor da constante cosmoldgica, ja que
corresponde a acao de Einstein-Hilbert, vemos entao

14

Como dito anteriormente e demonstrado no apéndice D] Brown e Henneaux [5] demonstraram
que existe, no caso kg = kr, uma relacao entre a carga central e a constante de acoplamento.
Nesse caso nés chegamos que kj, = %, e de cr, = 24k;,.

No entanto, podemos assumir que isso é valido também para teorias onde a agao exdtica
é nao nula, ou seja, podemos estender esse resultado para admitir teorias conformes que nao
sejam simétricas entre o setor left e right, e portanto admitam kg — k, # 0. Para isso, vamos

generalizar o resultado acima, onde (¢, cg) = (24k, 24k), k € Z(n € N) para o seguinte

(e, cr) = (24ky, 24kp) (7.4)

ou seja, os valores das cargas centrais para a parte esquerda e direita nao sao necessariamente

iguais.
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7.5 Fatorizacao Holomorfica

Agora que ja determinamos a relacao entre as cargas centrais da teoria e as constantes de
acoplamento de Chern-Simons, podemos utilizar esse fato para restringir o recobrimento diagonal
desta teoria.

Um fato bem conhecido é que, em teorias conformes bidimensionais, o estado fundamental de

energia ¢ —=%[26]. Como no caso que estamos trabalhando existem duas CFT’s, e se os estados

<
24
right e left sdo separados, o estado fundamental serd entdo (—%5, —5%).

Vamos supor neste ponto que a CFT em questao é holomorficamente fatorizavel, ou seja, o
estado fundamental da energia é inteiro (ou também que a teoria contém invariancia modular).
Isso implica que cgp = 24N e ¢y, = 24N’, com N, N’ € N.

Em especial, escolhendo uma CFT que seja holomorficamente fatorizavel, ou seja, impondo
que ¢ = 24N, podemos excluir todos os recombrimentos de SO(2,1)x SO(2, 1), ja que a utiliza¢ao
de qualquer um destes recobrimentos levaria a valores da carga central que nao permitem uma
teoria conforme holomorifcamente fatorizavel.

Nosso trabalho é buscar CFT’s que sejam holomorficamente fatorizaveis, ou seja, possuam
invariancia modular e seus dois setores sejam holomorficos. Essa é uma condicao bastante especial
e é suficiente para determinar qual teoria conforme estamos procurando.

Para o caso em que k = 1, as teorias conformes bidimensionais holomorficamente fatorizaveis
foram completamente classificadas por A. N. Schellekens[28]. Ou seja, para o estado fundamental
o nosso problema agora se resume a decidir qual dessas CF'T’s é a correta. Na classificagao feita
nesse trabalho, sao encontradas 71 teorias conformes e, em especial, uma propriedade muito
importante acaba aparecendo: setenta destas contém simetrias de gauge e somente uma nao.

E é aqui que faremos nossa escolha: foi demonstrado em capitulos anteriores que a gravidade
em d = 3 é equivalente a uma teoria de gauge, mas isso nao implica que ela seja uma teoria de
gauge. Com isso, escolheremos aquela C'F'T' que nao contém simetrias de gauge.

Antes de prosseguirmos, vamos reparar em um ponto: nao-perturbativamente a teoria de
Chern-Simons nao é equivalente a teoria da gravidade. Essa é uma equivaléncia valida somente

em regimes nao perturbativos. Para repararmos isso, podemos perceber que essa equivaléncia
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depende da inversibilidade do dreinbein, e isso é uma caracteristica perturbativa.

Esse ponto é um pouco assustador, ja que, apesar de estarmos buscando fatos na teoria que
mostrem que ela nao é uma teoria de gauge, ainda assim utilizamos a teoria de Chern-Simons
para encontrar quais valores da constante cosmoldgica sao consistentes. E. Witten reconhece
esse ponto, como podemos ver em [34]: “We used the gauge theory approach to get some hints
about the right values of the cosmological constant (or equivalently of the central charge) simply
because it was the only tool available”.

Essa teoria de conforme que nao contém a simetria de gauge é uma teoria especialmente
famosa: é a teoria conforme com o Monster Group [| como grupo de simetria. Esse grupo
é especialmente famoso, ja que é o maior grupo simples, esporadico e finito, e é de especial
importancia em uma area da matematica conhecida como Monstrous Moonshine. No proximo

capitulo falaremos um pouco sobre Monstrous Moonshine e sobre o MG.

*Denotado a partir de agora como MG
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Capitulo 8

Monster Group e Monstrous Moonshine

Neste capitulo interromperemos brevemente o estudo da gravitacao em trés dimensoes e estu-
daremos um famoso grupo, o Monster Group, e como ele participa de uma ligacao entre formas
modulares (as fungoes j de Klein) e o Monster Group (mais especificamente as representagoes
irredutiveis desse grupo). Essa ligacao foi descoberta por John McKay e demonstrada por John
Horton Conway e Simon P. Norton, em 1979.

Este assunto é de grande interesse na matematica e uma apresentacao completa mereceria
diversos capitulos. Portanto, para uma visao geral desse tema, aconselhamos a leitura da seguinte

referencia: Moonshine beyond the Monster, de T. Gannon|[15].

8.1 O Monster Group M

O Monster Group é um grupo finito de ordem aproximada de 8 - 103, E um grupo simples:
Definigao 1 (Grupo Simples). Um grupo simples é um grupo G que nao possui nenhum sub-
grupo nao-trivial normal. Ou seja, nao existe subgrupo N C G de maneira que, Vg € G,Vn €
N, gng'eN

Os grupos simples sao de grande interesse na matematica pois foram completamente classi-
ficados em um grande esforco feito entre 1955 e 1985. A partir dai se percebeu que eles podem
ser divididos 18 familias com infinitos (mas contédveis) elementos e 26 grupos que nao se encai-
xam nessas familias. Esses 26 grupos sao chamados grupos esporadicos. O maior dos grupos
esporadicos é o Monster Group, 19 outros grupos sao subgrupos do Monster Group. Somente

seis nao estao relacionados a ele.
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O Monster Group contém 194 representacoes irredutiveis, sendo que sua representacao irre-

dutivel mais baixa nao trivial tem 196 883 elementos.

8.2 Montrous Moonshine

8.2.1 Funcao invariante j de Klein

Uma funcao de grande importancia para Montrous Moonshine é a funcao j de Klein. Essa
funcao apareceu originalmente em teoria classica dos niimeros, e ja era conhecida no século XVII.
Ela também é de grande importancia na teoria das funcoes modulares. Para defirmos a funcao

J, comecaremos com algumas outras definigoes:

Definigao 2 (Fungao Modular). Uma fungdo modular € uma func¢ao f que € invariante modular,

ou seja,
b
Vr, 7= m—idﬂ com ad—cb=1, f(r)=f(7')
cT

Defini¢ao 3 (Forma Modular). Uma forma modular ¢ uma fun¢ao f que

b
V1, r’=ZTj_d, com ad—cb=1, (cr+d)}f(r)=f(7)
T

A constante k € chamada de peso da forma modular.

Considere a fungao Gy ()
Gr(7) Z !
k\T) = (e L o \k
m,ne{Z\(0,0)} (mT T n>

Podemos ver que para todo 7/ da definigao [2, temos que
Gi(T) = (er + d)* Gy (1)

e portanto, da definigao [3| vemos que Gy sao formas modulares de peso k. No entanto, a partir

Gio(T)

das fungoes GG}, podemos construir fungoes modulares, como por exemplo G2

Um grande passo nessa construcao é verificar quais fungoes sao meromorficas [| na esfera de

Riemann. Um resultado bem conhecido da andlise complexa [19] é que sao somente fungoes

*QOu seja, uma funcao holomérfica em um abert oD, a menos de pontos isolados
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racionais [f|

Considere o conjunto ¥ de todas as fungdes f que vdo de H = {7 € C|Im(7) > 0} UQU
{ico} — C, e que sejam invariantes modulares. Esse espaco é isomorfo a esfera de Riemann, e
portanto escolhendo uma funcao J como um “novo sistema de coordenadas”, podemos escrever
entao qualquer funcao f como uma razao de polindmios em J. Tradicionalmente se escolhe a

funcao J como:
20G4 (7)3

i(7) = 172
I = T e e — 19Ga(r )

Outra escolha que é padrao, e aparece principalmente em Monstrous Moonshine é a seguinte
J(1)=j(r) — 744

As fungoes j sao de grande importancia histérica na matematica. Aqui foi abordado somente
o basico do assunto. Uma revisao mais completa do assunto pode ser vista no capitulo 2 da

referéncia [15].

8.2.2 Operadores de Hecke

Considere uma familia de operadores, para n € Z* fixo, T, : M — M), com M; sendo o

espaco de formas modulares de peso k.

Definicao 4 (Operador de Hecke). O operador T, : My — M, é definido como
! nt + bd
1) = Sy ()
d|n b=0

No caso em que n é um nidmero primo p, vemos que d|p = {1,p}, e portanto para esse caso

o operador de Hecke é da forma

b1 11 T+b
T, (/) = p f(pT)Jr]—?I;f( )

b
0 .
No caso em que f tem uma expansao em série de Fourier, ou seja f(7) = > c¢(m)e* ™7 e
m=0
TOu seja, funcées do tipo % onde f, g sao polinémios

Chern-Simons e Gravidade em d = 3 45 Caio Cicero Gomes



8.2. MONTROUS MOONSHINE

portanto
— Z Y (M) 2T (8.1)
m=0

onde

=3 ( ) (8.2)

d|(n,m)

it

Vamos denotar e = ¢, e portanto T,,(f(7)) = Z Yn(m)q™

Se calcularmos a acao do operador de Hecke, com k = 1, para uma fungao F(q) = %. Para

1SS0
a1 T+b 1
R R W
dln\{1} b=0

Como a parte em poténcias positivias continua tendo somente potencias positivas apos a

aplicacao do operador de Hecke, vemos entao que

q

1, (4 0w) =+ 0t) (5.3

Nos utilizaremos esses operadores no proximo capitulo para encontrar uma maneira mais
compacta para escrever as fungoes de particao Zx(q) da teoria de gravitagdo em d = 3. Voltaremos
a isso mais a diante. Para uma revisao mais completa do assunto, recomendamos as notas de

aula do curso de pds-graduacao de Berkeley[29)].

8.2.3 Monstrous Moonshine

Considere o seguinte espago vetorial graduado
V=V_ieVieVe,d... (84)

onde V_1 = pg, Vi = po & p1 e assim por diante, com p sendo as representacoes irredutiveis do

Monster Group M. Dado um elemento g € M, podemos construir as seguintes funcoes

[e.e]

T,(q) = chv_xg)g +3 eh(o)d

i=1
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onde chy, denota o carater da representacao, e esta relacionado pelo trago:

chv,(g) :==tr (pi(g)) -

Essas funcoes sao chamadas de séries de McKay-Thompson. A primeira vista, o nimero de
séries de McKay-Thompson seria o mesmo do nimero de elementos do grupo M. No entanto, o
Vh € M, chy.(g) = chy.(hgh™), o que leva esse ntimero de séries de McKay-Thompson para 194.
Algumas coincidéncias extras deixam levam esse ntiimero para 171 séries distintas.

Na teoria dos nimeros existem 171 funcoes, chamadas de Hauptmoduls. Entre elas estd a
funcao j definida na se¢ao anterior. Existe uma coincidéncia entre as Hauptmoduls e as séries de
McKay-Thompson. A conjectura do Monstrous Moonshine leva isso a um grau mais profundo:
ela diz que as Hauptmoduls sao as séries de McKay-Thompson.

Para a funcao j, ela serd a série T4, e portanto os caracteres estarao relacionados com as
dimensoes dos espagos vetoriais V;, e portanto, com as dimensoes das representagoes p; como

podemos ver a seguir:

196884 = 196883 + 1
21493760 = 21296876 + 196883 + 1

864299970 = 842609326 + 21296876 + 196883 + 196883 + 1 + 1

Os numeros do lado direito sao as dimensoes das representacoes irredutiveis do Monster Group

M.

Chern-Simons e Gravidade em d = 3 47 Caio Cicero Gomes



Capitulo 9

Funcoes de Particao, Buracos Negros

BTZ e Entropia de Buracos Negros

Até esse momento construimos a teoria de gravitacao em trés dimensoes e mostramos alguns
resultados que surgem de sua estrutura particular. Além de tudo, foi mostrado que, a partir de
algumas idéias de carater especulativo, pudemos determinar uma CFT para a teoria dual(presente
na borda da variedade), que nos permitira extrair resultados puramente quéanticos da teoria, e
nao semi-classicos, como os obtidos até agora.

Nesse capitulo utilizaremos todo o formalismo desenvolvido até agora para poder encontrar
a funcao de particao dessa teoria que estamos desenvolvendo e, através das propriedades e resul-
tados do Monstrous Moonshine mostrar como isso esta ligado a buracos negros na teoria e suas

entropias em regimes puramente quanticos.

9.1 Funcao de Particao bosonica

Nosso objetivo é encontrar uma fungao Z(q), que seja invariante modular, para que ela seja
a fungao de particao do nosso sistema. Dessa maneira podemos determinar quais sao os estados
fisicos que pertencem a gravidade pura em 2 + 1, que tenha como infinito assintético AdSs.

Primeiramente vemos que o vacuo tem que conter os estados que correspondem ao limite
classico, ou seja, AdSsz, e como ja vimos, esses estados sao correspondentes a uma CFT com
energia —c/24, com ¢ = 24k. Portanto a parte da funcdo de partigdo que corresponde ao estado

fundamental |Q) é ¢=*.
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Agora temos que determinar as partes da funcao de particdo que nao sejam somente perten-
centes ao estado fundamental da teoria. A partir do estado fundamental, podemos criar estados
excitados se, dada uma seqiiéncia s, € N, onde somente um ntumero finito de s, # 0, entao um

oo
estado excitado serda [[ L°,|Q?). Como cada L_,, contribui com um aumento de energia n, a

n=2

(o]
energia deste estado excitado é portanto —k+ > ns,, que é finito. Portanto, considerando esses
n=2

o0
estados na fungao de partigao, teremos também o termo Y (¢")" = ﬁ, para todos os n > .
m=0

A funcao de onda para todos os estados excitados possiveis é

Z=a"]] _1qn 9.1)

No entanto, todos os estados que foram incluidos até este momento sao estados que estao
ligados ao estado fundamental |2). Todos os estados que estao ligados & presenga de buracos
negros BTZ ainda nao foram incluidos e, como discutido em capitulos anteriores, eles sao parte
integrante da dinamica deste espago-tempo. Ou seja, existirda uma modificagao O(q) na fungao de

particao que corresponderd aos estados de buraco negro. A funcao de particao total, é portanto,

Z@)=q"]]+ _1qn +0(q) (9.2)

Essa modificacao é feita pois, recapitulando (6.10]), vemos que um buraco negro BTZ cléssico
s6 pode existir se os autovalores de Ly forem positivos(ja que a entropia seria imaginéria caso
essa condigao nao fosse respeitada).

Um resultado obtido por Héhn[I7] nos d4 a condicao de existéncia e unicidade de uma fungao

de partiga(ﬂ e ela é escrita da forma

k

Ze=3 f0 (93)

r=0
onde cada um dos fﬁk) sao determinados e as fungoes J sao definidas no capitulo (essas fungoes

s@o por definigdo invariantes modulares, como ja foi dito). Por exemplo fél) = 0, fl(l) = 1,

*Cada n advém de um operador L_,,
'E que ainda é invariante modular
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féQ) = —393767, fl(z) =0, f2(2) = 1, e assim por diante. Os primeiros termos das funcoes de

particao até k = 4 sao:

—q '+ 196884q + 21493760¢> + . ..
Zy(q) =J(q)* — 393767
—q 2 + 1 + 42987520q + 40491909396¢> + . . .
Z3(q) =J(q)* — 590651.J (q) — 64481279
=q¢ % 4 ¢t 4 1 + 2593096794 + 12756091394048¢% + . . .
Z4(q) =J(q)* — 787535.J(¢)? — 8597555039 (¢) — 644481279
=¢ 4+ ¢ 2+ ¢ "+ 2 + 81026609428¢ + 1604671292452452276¢° + . . . .

(9.4)

Em [I5 [17], Honh se refere a essas teorias conformes com fatorizacao holomérfica com fungoes
de particao do tipo (9.3) como teorias de campo conformes extremas. Para o caso k = 1, como
dito no capitulo , nos conhecemos a teoria conforme extrema em questao: E a teoria FLM, que
contém o Monster Group M como grupo de simetrias, e sua funcao de particao é Z; = J. Esse

fato estd relacionado a Monstrous Moonshine, como visto no capitulo [8|

9.1.1 Formulacao Alternativa

Se quisermos escrever as fungoes de partigao Zx(q), vemos que aparecem coefincientes grandes,

que dificultam a visualizagao direta de suas propriedades. Para isso, vamos utilizar os operadores
resen n itu nterior como uma maneir rever unco

de Hecke, apresentados no capitulo anterior como a maneira de escrever essas funcoes de
particao. Aqui estamos considerando somente os operadores de Hecke de k = 1.

Nés queremos que a série de Z;(q) esteja de acordo com . Para isso expandiremos em

o

série de poténcias, ou seja > a.q".

r=—k
Como visto na secao , como J(q) = %4—. .., entao T;.J (q) = q% +. .., onde existe somente
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um termo em poténcias de q negativas. Com isso, podemos escrever uma série para Z; utilizando
os termos a, para que em poténcias negativas ele seja coincidente com [9.1]

Vemos que para k = 2, os primeiros termos da série deséo q%—kl—k. ..,ousejaa_o=ag=1
ea_y =0. Para k =3, temosq%—l—é%—l—i—...,ousejaa_gza_l:aozlea_gz().

Agora, podemos reescrever nossas funcgoes de particao a partir desses operadores de Hecke T'.
Primeiramente, vamos nomear a fungio 7, (J(7)) = pT,(J(7)). Logo, vamos definir a funcio de

particao Z; como

2=y TJ(T) (95)

nos utilizamos os mesmos a da expansao de para garantir que as duas expansoes sejam
as mesmas para poténcias negativas de ¢. Utilizando os dados da expansao acima, podemos ver

que

Zo(r) = (T3 + TY(I(7) = J @)+ J (5) +J (T - 1) +1 (9.6)

e que

Zy(r) = (T + T+ T (7)) = J37) + 7 (5) + 7 <T§1) T+ (T§2> LI+ (97)

Voltaremos ja a esse ponto, onde utilizaremos essas formulas para calcular a entropia advinda

dessa teoria no limite semi-classico.

9.2 Entropia de Buracos Negros BTZ revisitada

Neste ponto, ja conhecemos quais sao as fungoes de particao para todo k. Como visto no
capitulo |8, no caso £k = 1, os coeficientes da funcao de particao estao ligados as dimensoes
das representacoes irredutiveis do Monster Group. Para os casos k > 1, nao conhecemos as
CFT’s envolvidas nesses casos. Mantendo a analogia, E. Witten conjectura que as CFT’s para
k # 1 manterao a mesma estrutura, ou seja, esses coeficientes representarao as dimensoes das

representacoes irredutiveis.
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No caso k = 1, teremos 196884 operadores de dimensao 2, desses um ¢é tensor de energia
momento, e os outros 196883 sao operadores primarios ligados a criagao de buracos negro. Co-
nhecendo esse niimero, podemos entao calcular qual é a entropia ligada a degenerescéncia desses
operadores. Essa entropia é dada por In 196883 ~ 12.19.

Se compararmos esses nuimeros com os valores obtidos através da equacao [6.10, podemos
comparar com os resultados obtidos acima. E preciso levar em consideracao que foi obtida
de maneira semi-classica, e as entropias obtidas nesta secao sao obtidas de maneira exata na

teoria quantica. Por causa disso ja devemos esperar que exista uma diferenca entre esses valores.

9.2.1 Entropia para o caso k> 1

Agora que conhecemos os resultados para a entropia de buracos negros BTZ para o caso
quantico, devemos verificar se o limite semi-classico é condizente com o que foi obtido no capitulo
[6l Para isso, utilizaremos uma famosa férmula para a expansao da fungao J, que nos diz como
os valores dos coeficientes se comportam para n > 1 na expansao de Fourier.

A expansao de Fourier de J é escrita como

o0

J(@) =Y cmg™ (9.8)

m=—1

A férmula de Petersson-Rademacher[25], 27] nos diz que, para m > 1, entao

3 1
lncmz4ﬁ\/ﬁ—zlnm—§ln2+... (9.9)

No caso geral, a funcao de partigao para k é

Zy(1) = Z bienq"”

n=—=k
Se utilizarmos os operadores de Hecke, podemos estabelecer uma relagao entre os b e ¢ de
modo que possamos calcular qual a contribuicao para entropia no caso semicldssico. O caso
semiclassico corresponde ao limite k, Ly — 00, com % =r € Q fixo. Se utilizarmos em

[9.5] podemos utilizar o calculo feito no capitulo anterior e encontrar a relacao entre J e Zj,
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escolhendo somente o termo com r = k em [0.5] que é mais significativo. Para isso utilizaremos
’ e . 0
, com d|(k,n) = 1, que é o termo mais significativo. Logo, vemos que b,izl = kcgp, € portanto,

utilizando a férmula de Petersson-Rademacher

3 1 1
lnbfﬂzémvkn—z(lnn%—glnk)—§1n2—|—.-. (9.10)

Lembrando que n = Ly, vemos que para k > 1 o termo acima é igual em primeira ordem ao
[6.10] para a parte holomérfica. Repetindo isso para a parte antiholomérfica, teremos a entropia
do buraco negro BTZ nessa teoria, e vemos que ela é exatamente a obtida anteriormente por
métodos mais tradicionais na fisica. E ainda, temos como resultado outros termos na série, que

podem nos dar melhores resultados para a entropia do buraco negro BTZ.

9.3 Comentarios Gerais

Até esse momento, cuidamos de construir a teoria de gravitagao quantica em d = 3, e através
disso conseguimos computar alguns resultados de maneira puramente quantica, como a entropia
dos buracos negros BT Z. Apesar disso, existem diversos detalhes que precisam ser esclarecidos,

que vao da construcao das teorias conformes até mesmo os espacos de Hilbert da teoria quantica.

9.3.1 Estados

Neste capitulo, focamos em construir as funcoes de particao para todos os k. Como nao
nos preocupamos diretamente com a importancia da C'FT associada a cada k (e como nao
sabemos determinar essa C'F'T' de maneira geral), pode parecer indicar que essa tarefa nao é
importante. Isso, no entanto, nao é verdade. Somente conhecendo a C'F'T" associada, poderemos
compreender a dinamica completa do buraco negro, ja que conheceriamos os campos primarios,
e entao poderiamos calcular seus elementos de matriz.

Como j4 foi discutido nos capitulos [2 e [0], a teoria de gravitacao em d = 3 contém graus de
liberdade locais, ou seja, nao existem ondas gravitacionais. No entanto, quando A < 0, ou seja,
o espago é AdS, e somente neste caso [18], a teoria também contém buracos negros, que sao os

buracos negros BTZ. Isso é uma situacao diferente da gravitacao em d > 3, onde existem graus
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de liberdade locais, que incluem matéria e radiacao. Portanto, em d = 3, um buraco negro sé
pode ser formado por buracos negros de massas menores.

Isso quer dizer que, dado o estado de vacuo do sistema |2), os estados

[T @), (9.11)

j=1
onde ¢ sao campos primarios que geram buracos negros de pequena massa, podem gerar estados
de buracos negros de massa mais alta.

Como conhecemos s6 a C'F'T para k = 1, nao podemos calcular esses estados no caso geral,
ou seja, k # 1. O caso ideal seria que pudéssemos efetuar os calculos no limite semiclassico, pois
assim teriamos outras maneiras de comparar os resultados obtidos via esta teoria e os das teorias
ja bem estabelecidas.

No entanto, existem diversas propostas da construcao destas C'F'T's para k > 1. Como ainda
sao somente conjecturas, nao foi possivel realizar calculos explicitos. Contudo, caso se mostrem
corretas, permitirao uma comparacao mais completa entre esta teoria e as teorias vigentes no

limite semiclassico.
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Capitulo 10

Conclusao

Ao longo desta dissertacao, diversos assuntos relacionados a gravidade em d = 3 foram
apresentados. A partir deles percebemos que esse tema contém uma grande relacao com a teoria
de Chern-Simmons. Essa relacao é um dos principais responsaveis pela simplicidade da teoria
da gravidade em d = 3, e o que permite que o estudo dela seja proveitoso para a compreensao
de aspectos gerais da gravidade.

No segundo capitulo definimos a gravidade em d = 3 e extraimos alguns resultados imediatos
que a geometria diferencial nos permitiriam estudar. FEsses resultados ji mostram que esta
teoria, apesar de estar baseada em uma estrutura idéntica a gravidade em d = 4, apresenta
caracteristicas bem mais simples, unicamente pela diferenca de dimensionalidade.

No terceiro e quarto capitulos nos concentramos em mostrar a equivaléncia da gravidade em
d = 3 e a teoria de Chern-Simons (e suas contrapartes supersimétricas). No sistema classico esta
equivaléncia pode ser obtida de maneira direta, e podemos a partir dela construir a teoria da gra-
vidade a partir de uma interpretacao de grupos de Gauge. Em especial, no caso supersimétrico,
a construgao da teoria nos da também os outros campos que pertencem aquele multipleto, junto
com as interacgoes de seus constituintes.

A partir deste ponto passamos a nos concentrar em obter resultados quanticos. Nos anos
oitenta e noventa diversas tentativas de se quantizar a gravidade em d = 3 foram tentadas, a
partir de métodos ja conhecidos na fisica. Apesar de nao terem sido completamente sucedidas,
estas tentivas revelaram diversas caracteristicas desejaveis em uma teoria de gravitagao quantica.

Algumas destas tentativas foram abordadas no quinto capitulo.
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O sexto capitulo se concentrou em apresentar um resultado muito inesperado da gravidade
em d = 3: a existéncia de buracos negros. Por causa da simplicidade da teoria, este resultado
nao era esperado, e portanto atraiu muita atencao para a pesquisa em gravidade em d = 3. Estes
resultados permitiram comparar com a Relatividade Geral usual o comportamento de buracos
negros e, também, a relacdo com a teoria semiclassica. Esse fato revela outro ingrediente que
parece ser geral em teorias de gravidade quantica: A existéncia de uma dualidade, em que a
teoria em d = 3 dimensoes pode ser explicada por uma em d = 2 dimensoes, no caso a gravidade
em d = 3 e uma teoria conforme de campos em d = 2. Isso é muito semelhante a dualidade
proposta por Juan Maldacena [21] em 1997.

Essa dualidade nos permite focar mais na teoria conforme dual, e é isso que passamos a fazer
neste ponto da dissertacao. No capitulo [7| estudamos algumas caracteristicas que permitem a
identificagao da CFT necesséria para a teoria de gravitagao em d = 3. Essas hipdteses, bastante
especulativas, baseadas no trabalho de Witten[34] nos permitem identificar esta CFT e portanto
estuda-la de maneira mais profunda. Para isso, no capitulo [§| estudamos o Monster Group e
como ele se relaciona a escolha da CFT abordada no capitulo [7]

O capitulo [J finalmente junta todas essas questoes para construirmos uma quantica da gra-

vidade e, assim, estudarmos suas propriedades.

10.1 Discussoes e comentarios

Os resultados abordados no capitulo [9] geraram grande interesse sobre o tema de gravitagao
em d = 3. As bases bastante especulativas do trabalho de Witten geraram uma seqiiéncia
de trabalhos sobre o tema. Ainda em 2007, Witten e Alexander Maloney [22] estudaram de
maneira mais completa as caracteristicas de funcoes de particao para a gravidade quantica em
d = 3, incluindo outras possibilidades que as apresentadas aqui. No entanto eles mostram que
apesar das bases especulativas, as teorias baseadas em CFT’s com fatorizacao holomérfica tem
propriedades interessantes.

No trabalho de Witten de 2007 [34] uma receita para a construgao de teorias conformes

com k = 2 é apresentada, ficando uma incégnita se seria realmente possivel construir teorias
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conformes nestas condigoes. Diversos argumentos foram dados para a existéncia ou nao desta
CFT. No entanto, considerando este fato, alguns resultados ja foram obtidos, por exemplo, para
o genus das funcoes de partigdes para k = 2,3. Em [14] Davide Gaiotto e Xi Yin fazem esta
construcao, e como os resultados parecem indicar uma grande coeréncia, eles corroboram a
hipétese de existéncia destas CFT's para k > 1. Além disso, é demonstrado que para k < 10,
se a teoria conforme existir, a funcao de particao de genus 2 é tunica.

No entanto, em [I3] Matthias R. Gaberdiel utilizando a teoria de equagoes diferenciais mo-
dulares apresenta uma conjectura que, se provada verdadeira, impede a existéncia de teorias
conformes com fatorizagao holomérfica para k > 1.

Esta questao resta em aberto e sua solucao é muito importante para a melhor resolucao deste
tema de pesquisa. Caso essas CF'T"s nao existam, poderemos argumentar entao que, em d = 3,

a gravidade pura serd uma teoria nao bem definida.
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Apeéendice A

Dreibeins e Conexoes de Spin

A.1 Fibrado Tangente

Definigao 5 (Fibrado Tangente). Considere uma variedade M n-dimensional. Para cada x €
M, considere T, M a variedade tangente ao ponto x.

O fibrado tangente é a uniao disjunta de todos os espacos vetoriais T, M, ou seja

T™ = | J T,M (A1)

zeM

em conjunto com a func¢ao de projecao m
7w (z,0) > x
comrxeMevel,M

Localmente, o fibrado tangente ¢ U x R™ onde U é um aberto em M.

A.2 Fibrados Vetoriais

Um fibrado é uma variedade E' com uma estrutura local de produto, que pode ser entendido
como uma generalizagao do fibrado tangente. Um fibrado tangente é uma terna (E, N, F, ), onde
E ¢é chamado o espaco total, M é chamado de espaco base, F' é chamado de Fibraen: F — N
é funcao de projecao. Para cada ponto x € M existe uma vizinhanga U e um homeomorfismo
®:U x F — 7 YU), de maneira que 7 o ®(x,y) =z, x € U, y € F. Ou seja, que a regiao 7!

¢é localmente da forma U x F.

No caso em que F' é um espaco vetorial, o fibrado é chamado fibrado vetorial.
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A.3 Vierbein

Considere uma variedade M e um fibrado tangente T'. Considere também um fibrado vetorial
V', com grupo de estrutura SO(2,1). De maneira pictérica, esse fibrado contém simetria de

Lorentz. O vierbein e é, portanto, um isomorfismo inversivel ligando V' em T'M, ou seja:

e:V—-TM

Ou seja, podemos formular a Relatividade Geral em funcao dos vierbeins ou, como sao

também chamados, referenciais locais. Como especificado acima, eles tém a caracteristica de
b )
a b
/r/abeuey = Guv
14
guvegeb = Tab

A.3.1 Conexoes de Spin

Agora, apliquemos uma derivada covariente ao vierbein e. Se ela fosse nula, isso implicaria

que M seria plano. Portanto, adicionaremos um termo a derivada coravariante de e, e portanto

Ve, + wl‘jel; =0

O termo w é chamado conexao de spin.
Se estamos em uma condicao usual da Relatividade Geral, que é a de torcao livre, essa

equacao acima se resume a

de® + w® Ney =0

que ja apareceu no terceiro capitulo. E a chamada primeira equacao de Cartan. Se utilizarmos

a derivada covariante para encontrar a curvatura em fungao dos vierbeins, temos

[V, Ve
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A equacao que sai deste cdlculo relaciona a dinamica da conexao de spin, e é chamada segunda
equacao de Cartan.

Estes detalhes podem ser encontrados de uma maneira mais completa nas seguintes referen-
cias: [24] para uma revisao completa destes temas de geometria diferencial e [7] para aplicagdes

de gravidade em d = 3.
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Apéendice B

Uma revisao de algebra

Neste apéndice faremos uma revisao dos temas mais basicos discutidos sobre algebras de Lie

nesta dissertacao

B.1 Algebras de Lie

Definicao 6 (Algebra). Uma dlgebra U sobre um corpo K é um espago vetorial dotado de uma
opera¢ao bindria bilinear adicional - : U x U — U, de maneira que (x +y) -z =x-2+y- 2,

- (y+2)=z-y+xz, bem como ({x) - (ny) = (§n)xy, onde {,n € K

Definicao 7 (Algebra de Lie). Uma dlgebra de Lie G € uma dlgebra onde a operacgao bilinear -,

contém as sequintes propriedades
e x-x=0Wzreg
er-(y-2)+y-(z-x)+z-(x-y)=0

No caso de dlgebras de Lie, a operagdao bilinear serd denotada por |, e é chamado de colchetes
de Lie.

A segunda propriedade é conhecida por identidade de Jacobi. Da primeira propriedade,

podemos tirar uma importante caracteristica dos colchetes de Lie, que para Vx,y € G

[ty x4y = [z, 2] + [y, y] + [z, 9] + [y, 2] = [2,y] + [y, 2] =0 = [z,y] = —[y, 7]

ou seja, os colchetes de Lie sao antisimétricos.

61



B.2. SUBALGEBRA DE CARTAN

A dimensao da algebra de Lie é idéntica a dimensao do espaco vetorial G, e no caso de
dimensao finita ou contavel, podemos escolher uma base B para o espaco vetorial. Os elementos
desta base sao chamados geradores da algebra de Lie G. Ja que qualquer elemento pode ser
escrito em funcdo dos elementos da base, conhecendo o conjunto de todas as duplas [T, T"]
para os elementos da base B, conheceremos entao como aplicar os colchetes de Lie para qualquer

elemento de G. Por isso

[Ta,Tb] — fngC

e os coeficientes f sao chamados de constantes de estrutura.
Uma subdlgebra H de G é um subespaco vetorial que é também uma algebra (ou seja, sua

operacao binaria - é fechada entre elementos de H

B.2 Subalgebra de Cartan

E claro, da definicao dada acima, que mudando a base da algebra de Lie, mudaremos também
as constantes de estrutura. Com isso, podemos escrever as algebras de Lie em uma base especifica,
o que facilita muito a escrita das constantes de estrutura. Essa base é conhecida como base de
Weyl-Cartan. Para a construgao dos elementos desta base, devemos encontrar um conjunto de
operadores da base que deverao todos comutar entre si. A subalgebra gerada por esses elementos
¢é chamada de subdlgebra de Cartan. Essa subalgebra tem algumas caracteristicas importantes,

como por exemplo:

e E a maior subdlgebra abeliana contida constituida de elementos semisimples

e Em uma algebra de Lie semisimples, todas as subalgebras de Cartan sao ligadas por auto-

morfismos e possuem a mesma dimensao

Na base de Weyl-Cartan, a algebra dos colchetes de Poisson tem uma estrutura bem tipica.

Existirao elementos H* que comutarao entre si, ou seja,

[H*, H"] =0
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e elementos E“, onde

[Ha’ Ea] — aaEOf

[E%, E°] = e g BT
e ainda
[Ea, Efa] _ ZazH'L

com a dimensao da subdalgebra de Cartan sendo denotada por r.
Vamos aplicar esta construcao as algebras utilizadas ao longo desta dissertacao, para que

possamos conhecer suas subdlgebras de Cartan.

B.2.1 Subdlgebra de Cartan de so0(2,1) e s0(3,1)

A Aalgebra de Lie dos grupos so0(2,1) e s0(3, 1) pode ser vista nos comutadores abaixo:

(

[Jay Jb] = EoLchC
] [Jaa Pb] - EabcPC (Bl)

[Pm Pb] = AeachC

\
com A #0

No6s queremos encontrar uma nova forma de escrever esta algebra, de maneira que suas
propriedades fiquem explicitas, e possamos encontrar a dimensao da subdlgebra de Cartan. Para
isso, comecaremos reescrevendo com geradores deste grupo da maneira seguinte:

JE = % (Ja + %PJ (B.2)

e teremos uma nova algebra, que sera

)
[ I] = €aned

[Ja_7 Pb_] = eabcPc_ (BS)

5 ] =0

a
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Essa algebra dos colchetes de Poisson esta de acordo com a representacao da base de Weyl-
Cartan, e portanto nos mostra que a dimensao destas duas subalgebras para essas algebras de

Lie ¢ igual a dois.

B.3 Forma de Killing

Considere a seguinte aplicagao

y — ad,(y) = [z,y]

esta aplicacao é conhecida como mapa adjunto. Podemos utilizar ele para construir uma forma
sobre as algebras de Lie que faz o papel de uma métrica e que permite compor diferentes membros
destas algebras.

A forma de Killing (ou forma de Killing-Cartan) é definida como

k(x,y) = tr(ad, o ad,)

onde z,y € G, tr indica o trago os operadores lineares e o representa a composicao destes

operadores.

B.4 Contracao de SO(2,1)

No grupo SO(2,1) podemos escrever a seguinte homotopia

exp(tvy My + tva My + 0L)

onde v sao a rapidez, que geram as transformagoes de Lorentz, e # varia entre —m e m. Quanto

t — 0, isso converge a exp(0L) que é o grupo SO(2).
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Apéndice C

Simetria Conforme

Durante todo este trabalho, diversos resultados foram obtidos exclusivamente pela teoria

resultante ser uma teoria de campos conforrne.

C.1 Simetria Conforme

Considere uma variedade d dimensional. Essa variedade serd chamada conformalmente plana

se o seu elemento de linha for da forma

ds* = @y dy ,d, (C.1)

Agora, considere um grupo de transformacoes de coordenadas que mantenha uma métrica
conformalmente plana. Este grupo sera chamado de grupo conforme. Obviamente translagoes e
rotagoes estao incluidas neste grupo, assim como estao incluidas transformacoes de Lorentz (que
preservam n*dx,dz,) e as dilatacoes Az*.

~ .~ ~ . ~ . M .«
Outra transformagao que preserva a condigao sao as informgoes, ou seja, =¥ — %3, ja

. " da ey . ~
que mapeia n*’dz,dr, — %, que estd de acordo com |C.1, Podemos entao, compondo

inversoes com translacoes, criar o grupo das transformagoes conformes especiais, que é

aH + bra?

B
14 2b- 2+ b222

(C.2)

Podemos contar o nimero de graus de liberdade destas transformagoes,e veremos que elas

*Denotada pelo trabalho como CFT
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sao D translacoes, %D(D — 1) rotagoes e transformagoes de Lorentz, uma para dilatagoes e D
transformagoes especiais conformes. Isso nos da 3(D + 2)(D + 1) graus de liberdade no grupo
conforme. E isso é o mesmo nimero de dimensoes de SO(D + 2), s6 que sendo nao compacto, o

que nos da SO(D,2) para a assinatura Lorentziana e SO(D + 1,1) para a Euclidiana.

C.2 Grupo conforme em d =2

Para D = 2, muitas coisas sao diferentes. Primeiramente, os grupos SO(2,2) e SO(3,1) sao
somente uma parte de um grupo muito maior de transformagoes que preservam [C.1}

Da teoria de fungoes holomorficas, sabemos que qualquer transformagao z — f(z) e z —
f(2), se f é holomorfica, entdo essa fungao preservard a condigdo de planitude conforme. As

transformacoes geradas por esses grupos sao, de maneira infinitesimal

z— 2 =z — 2" (C.3)

Z—Z =2z (C.4)

onde € é o parametro de transformacao. Isso nos mostra que as transformacoes sao geradas

pelos operadores

by = —2"+19

f, = -z

E bem claro ver que

3 s o] = (M — 1) lpin (C.5)

Quando vamos para o caso quantico podemos dizer, de maneira pictorica, que temos que

considerar também as comutacoes entre os elementos, o que nos gera a algebra
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E bem claro ver que

(

C
[Lma Ln] = (m - n)Lm—i-n + E(mg - m)6m+n,0
[Lons Lal = (m = 1) L + 5 (m* = )i (C.6)

\
Esta dlgebra é conhecida como algebra de Virasoro, e o termo ¢ é chamado de carga central.
Em duas dimensoes, podemos escrever sempre os elementos de uma forma de niimeros complexos,
jAquez=z+4+1yez=x—1y.
Quando aplicamos uma transformacao conforme nos elementos z e z, um operador A se
transoforma da forma A(z/, 2') = ("#(" A(z, ). Em uma transformacao infinitesimal, podemos

escrever as transformagoes de A em fungao de Ly, como foi feito em (6.7} [6.8)).

C.3 Teorema de Zamolodchikov

Defini¢ao 8 (Funcao C). Considere uma fun¢ao C(g;, i), dependendo das constantes de aco-
plamento g; em uma teoria quantica de campos, e uma escala de energia i, que tem as sequintes

propriedades
o C(g;, p) decrece monotonicamente sobre o fluro de grupo de renormalizagao

e Sobre os pontos fizos do grupo de renormalizacao, sobre as constantes de acomplamento
g5, a funcao C(g;, nu) = C para qualquer escala .

Um teorema chamado de teorema-c impoe que, se essa fungao acima existe, entao o fluxo do
grupo de renormalizacao nesta teoria é irreversivel.

Zamolodchikov, em [35], demonstrou que em teorias conformes de campos em duas dimensdes,
a funcao C sempre existe. Mas de maneira mais importante ainda, ele demonstrou que esta
funcao, sobre os pontos fixos, é igual a carga central da teoria conforme de campos em questao.

Este fato impede que a carga central varie livremente, ji que isso contraria a definicao dos
pontos fixos g7, e com isso, qualquer teoria de campos conformes em duas dimensoes devera ter

cargas centrais isoladas, que é uma das propriedades chave desta dissertacao.
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Apendice D

Cargas globais na teoria de

Chern-Sitmons

Neste apéndice estudaremos as cargas globais na teoria de Chern-Simons, e como isso se liga

as fronteiras da teoria.

D.1 Uma rapida introducao ao formalismo de Dirac

Dada uma teoria em que possamos escrever o lagrangeano £(q,q,t), onde ¢ e ¢ representam

todas as posicoes e velocidades ¢;, ;. A acao fica

S = /E(q,q',t)dt (D.1)

ac

e podemos definir momentos generalizados a partir desse lagrangeano, por p; = o0

A mudanca para o formalismo Hamiltoniano, é no fundo, a passagem do conjunto de variaveis

(q¢,4) — (q,p). Essa passagem é possivel se o Hessiano do sistema é nao singular, ou seja, se

oL
det — 0
(aqz@%) #

Se essa condicao é satisfeita, é possivel passar de maneira univoca o sistema de (q,q) —

(q¢,p). Se essa condi¢do nao é satisfeita, entao existem relagoes ¢, (p,q) = 0(m = 1...M) que
serao chamados de wvinculos primdrios. Esses vinculos serao impedimentos na construcao da

Hamiltoniana da maneira usual, ja que introduzirao redundancias no sistema. FKEsses vinculos
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terao que ser levados em conta na evolugao do sistema, e portanto a evolugao temporal do

sistema sera dada por:

F={F H} +u™{F én} (D.2)

Queremos também que os vinculos obedegam equagoes de consisténcia, ou seja

Se (D.3) nao é obedecido, entao vamos adicionar novos vinculos que serdo chamados de
vinculos secunddrios.
Uma condi¢cao muito importante de consisténcia do sistema é que a dimensao da superficie

vinculada é a mesma por todo o espago, ou seja, que

Tank:( '85' ) = Constante (D.4)
a%‘a% iy

Onde I' é a superficie vinculada.

No espaco de fase total, temos um produto simplético, o parénteses de Poisson. Como
queremos que as superficies vinculadas se comportem como espagos de fase, precisamos restringir
o parénteses de Poisson para essa superficie, de modo que o produto seja fechado nessa superficie.
A restricaio { , }p—{ , }p gera o chamado parénteses de Dirac.

No tratamento de resultados fisicos, serd o parénteses de Dirac que tera importancia. Por-
tanto, a quantizagao canonica desses sistemas serd feita a partir do Parénteses de Dirac, e nao

do de Poisson.

D.2 Cargas globais

Comecemos escrevendo a acao de uma teoria de Chern-Simons na forma hamiltoniana, ou

seja

S= i [t [ daeiguiea+ a3+ BOD (D.5)
A7 R 5 J J
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e o termo B esta ligado as condigoes de fronteira, e garante a invariancia de gauge da teoria.
A métrica g, é a forma de Killing da teoria, e esta associada ao grupo de simetria em questao.
Assumimos aqui que a variedade tem a topologia ¥ x R. Vamos trabalhar somente com graus
de liberdade espaciais (i = 1, 2).

Da equacao acima, vemos que o campo A§ nao é dinamico, sendo somente um multiplicador de
Lagrange, e os campos A% sdo dinamicos. Disso, podemos ver que {A?, A;’} = %gabezjé(m, y). Se
calcularmos o parénteses de Poisson com a acao acima, entao teremos o vinculo G, = ﬁ Gap€” FZ

Nossa grande questao é descobrir se o gerador

G(n") =/277“Ga+62(77)

é um vinculo de primeira classe. Para isso. vamos calcular qual a variacao de G' com os

campos dinamicos A;, e obtemos

0G = * /aeijnaDiéAq +0Q(n)
21 J

onde D; é a derivada covariante agindo na conexao A, que se encontra na representacao

adjunta. Se integrarmos por partes este termo chegaremos a

k . k
0G = —— / €/ Dinad A + — na(SAdek +0Q
27T » 2

™ Joxm

E portanto, podemos definir que G sera de primeira classe se o termo de fronteira () for

k .
0Q = —— [ n.dA%dy
2T oy

Agora, para compreender qual o parénteses de Poisson de dois geradores G, com parametros

1 e A, diferentes, temos que

k g k
(G, 6N} = 2= / €9 Dy DN = / o AIG, + 2 [ gD
> >

2m 2 ox
Para que o resultado acima seja ainda um gerador G, precisamos que o termo 5~ /. o Ma DAY =

Qo) + K(n, A), onde sigma é um parametro dependente dos outros dois parametros. Isso nos
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mostra que

{G(n), GV} = Gla) + K(n, A)

O termo com o define a dlgebra de cargas globais. No entanto, o termo K nao depende disso,
e é portanto um termo de carga central. Se na exprassao acima passarmos para os parénteses de

Dirac, teremos entao

{Qm), RN} = Qo) + K(n, ) (D.6)

O termo K é, portanto, o responsavel pela existéncia de extensoes centrais de algebra de
comutadores, e que, determinando K nos dara o valor exato da carga central. E o que faremos

a seguir.

D.3 Algebra de Virasoro

Queremos estudar como surge na teoria a dependéncia da dinamica da fronteira da mesma.
Para isso, vamos primeiramente considerar a métrica

Como queremos estudar a Algebra de Virasoro da teoria de Chern-Simons, vamos estudar
como ela se comporta sobre difeomorfismos. Talvez existam diferentes condig¢oes para a fronteira
para qual a carga () representard graus de liberdade advindos dos difeomorfismos.

E bem conhecido, e ja foi mostrado nesta dissertagao, que os difeomorfismos estao contidos
nas equacoes de movimento da teoria. Isso nos mostra que nao é esperado o surgimento de novas
e independentes cargas conservadas para essa simetria.

Comegaremos como no capitulo [3], considerando que as transformagoes sao da forma

0t =AY

para um & qualquer.

As cargas associadas aos difeormorfismos serao denotadas por J, que sao da forma

§J = La / ET A5 Apda®
2
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Escrevendo em componentes (normais e tangenciais a fronteira da variedade)
0J = L §"A Ay + 15%1420[:75"3
2 re s T

e onde observamos que se 0A? = 0, na fronteira, a expressao € integravel.
Como a teoria de Chern-Simons nao contém graus de liberdade locais, temos que fixar o gauge
de modo que os graus de liberdade estejam somente na fronteira. Para isso, vamos escrever A; =

U=19,U. Vamos impor a condi¢ao 9,A, = 0 para fixar o gauge, o que mostra que U = a(¢)b(r).

9,b __ Orbiga
e Ay =5

Resolvendo este sistema, vemos que A, =
Ja que 0A? = 0, podemos escrever A? = o, onde o é uma constante da algebra de Lie, e

portanto
k r 1 b A2

com Jy sendo um termo em que d.Jy = 0 e, recapitulando o que foi apresentado, podemos mostrar
qual é esse termo.

O termo
[€a9au(cia)0
apresentado na secao [D.2] esta relacionado ao termo de fronteira da teoria. Se utilizarmos o fato

que o traco entre tres termos A ¢é identicamente nulo, e o valor de A, na fronteira é

[ (tecraas glecear) ao v o [eo,cas

ou seja, o tltimo termo da equacgdo acima corresponde ao termo K de [D.6l No caso em que

£ = (—0,&, x1), para que a equagao acima seja respeitada

k
T=1 (0 +200,A + A%) £(¢)

. _k . . p
ou sejam Jy = ;- [ &dp. Com esse termo, ja determinamos qual a carga central da dlgebra de
Virasoro envolvida. Mas é preciso deixé-la de forma mais clara. Para isso, faremos a expansao

em modos de Fourier, de modo que:
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1 00 '
2 2 _ = ng
a” +2a0,A+ A = EOO L,e

que, aplicando no comutador de Dirac é

(L, Lym}* = i(n — m) Lo + écn(nQ -

onde ¢ = 12ka?. Se determinarmos o conheceremos entdo qual a relacdo entre a carga central e

a teoria de gravidade em d = 3. E da referéncia [§], podemos ver que o

_ L ~
, k = 45, entao

C

— G

3¢

Esse resultado nao é unicamente demonstravel desta maneira

%, e como do capitulo

(D.7)
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