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Resumo

Este trabalho é uma revisdo sobre vortices em supercondutores e teoria de cam-
pos. Os vortices sdo solugées axialmente simétricas para um sistema de equacgées de
movimento (ndo-lineares) com caracteristicas bem definidas nos limites assintéticos,
que deixam o sistema com um valor finito da energia por unidade de comprimento.
O estudo das condi¢bées de fronteira em diferentes teorias como a supercondutivi-
dade e a teoria de campos nos permite estabelecer se a teoria admite solugdes tipo
vortice. Assim, uma teoria tipo Ginzburg-Landau e uma teoria de campos com esca-
lares fundamentais, as duas com quebra espontianea de simetria (QES), apresen-
tam solucoes tipo vortice. Estudaremos as caracteristicas e algumas das proprieda-
des dos vortices nas teorias que apresentem QES. Uma teoria de natureza diferente,
isto é, sem bosons escalares fundamentais, mas com quebra dinamica de simetria
(QDS), também admite solugoes tipo vortice. O estudo de teorias com QDS seréo o
primeiro passo para uma possivel explicacdo de confinamento e quebra da simetria
quiral.

Palavras Chaves: Vortices, supercondutores, comprimento caracteritico, compri-
mento de coerérencia, pardmetro de Ginzburg-Landau, quebra espontianea de sime-
tria, quebra dinidmica de simetria.

Areas do conhecimento: Ciencias exatas e da terra, Fisica, Fisica de Particulas,
Teoria de Campos, Supercondutores.
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Abstract

This work is a review of vortices in superconducting theory and field theory. The
vortices are axial symmetric solutions for a system of equations of motion (nonlinear)
with well defined characteristics in the asymptotic limits, that leave the system with
a finite value of the energy per unit of length. The study of the boundary conditions
in theories, as superconductivity and field theory allow us that to establish if the
theory admits vortex solutions. Thus, the Gizburg-Landau theory and gauge theories
with fundamental scalar bosons, with spontaneous symmetry breaking (SSB),
present vortex solutions. We will study the characteristics and some of the properties
of the vortices in the theories with SSB. A theory of different nature, i.e., without
fundamental scalars, but with dynamical symmetry breaking (DSB), admit as
well vortex solutions. The study of theories with DSB will be the first step for a
possible explanation of confinement and chiral symmetry breaking.
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Introducao

Os objetos chamados vortices foram estudados inicialmente no contexto da dinamica
de fluidos. Neste cenario, um fluido pode possuir rotacdo ou circulacdo em torno de
um eixo, ao qual se relaciona uma quantidade chamada vorticidade, definida como
a circulacdo por unidade de area num ponto do fluxo. Os giros podem ter forma
de circulos ou espirais cujas trajetorias descritas pelas correntes séo linhas fecha-
das, este fenonemo é denominado vortice. Estas linhas fechadas que costumamos
chama-las de solendide se estendem ao longo de um eixo, e por este fato se diz que
o solendide é axialmente simétrico. Existem diferentes problemas em fisica onde os
vortices aparecem, por exemplo em areas como a materia condensada, a cosmologia
e as particulas elementares, e destas em casos mais especificos como supercondutivi-
dade, hélio liquido, gases atomicos e confinamento de quarks. No entanto, s6 vamos
tomar a idéia de vdrtice para leva-la a contextos especificos, primeiro a supercondu-
tividade e segundo a teoria de campos.

Formalmente existem solugdes para um sistema de equacoes diferenciais parci-
ais, que possuem caracteristicas nas fronteiras, que chamaremos continuamente “li-
mites assintéticos”, onde se preservam leis de conservacio topolédgicas sujeitas a um
grupo topoldgico conhecido como grupo nio-trivial de homotopias. Estas solugoes,
que sdo solucoes homotopicamente diferentes e estaveis, recebem o nome de sélitons.
Fisicamente é necessario que a energia seja finita ou que acéo seja minima, as con-
dicoes de fronteira e os sélitons permitem que isto seja possivel. Estas solugées tem
sido estudadas amplamente em matematica e em fisica, e foram classificadas se-
gundo nimero de dimensdes espaciais. Em fisica, particularmente, os sélitons sédo
de caracter classico e portanto aparecem em teorias classicas, mas podem ser en-
contrados em teorias que sdo de ambito quéntico; este fato os localiza nas teorias
semi-classicas. Os vortices sdo solucoes estaveis com leis de conservagéo topolégicas
bem definidas que conduzem a quantizacdo do fluxo e da vorticidade. As equacdes
de movimento, essencialmente equacées diferenciais, possuem essas solugdes tipicas
axialmente simétricas (e aproximadas) de uma teoria que contém vortices.

Neste trabalho se pretende desenvolver a dindmica dos vértices nos superconduto-
res e na teoria de campos, sem entrar em muitos detalhes formais de sua formulacao.
Vamos deduzir algumas de suas propriedades a partir de sua Lagrangiana e de suas
equacoes de movimento, sendo estas dltimas a principal ferramenta de trabalho.
Nosso esforco principal é resolver aquelas equacoes de movimento (dependendo do
modelo que fora usado) para obter solugées as quais chamamos solucées tipo vértice.
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Vamos tratar dois tipos de teorias, teorias que apresentam quebra espontinea de si-
metria via mecanismo de Higgs e teorias que tem quebra dindmica de simetria. O
objetivo primordial, é mostrar que uma teoria que ndo contem campos escalares tipo
Higgs que favorecem a quebra dinamica, também apresenta voértices.

No capitulo 1, vamos estudar superficialmente os sélitons, mas ressaltaremos
as caracteristicas mais importantes que devem ter as solugdes tipo vortice. Neste
capitulo é importante concentrarnos na analise da Lagrangiana e da minimizacéo
da acdo que nos conduz as condicdes de fronteira. No capitulo 2, vamos estudar
o fendmeno da supercondutividade em substincias que possuam estado misto, isto
é, onde co-existem simultidneamente em duas fases, supercondutora e normal. As
substédncias mistas permitem que campos magnéticos externos penetrem parcial-
mente nos lugares onde ha estado normal. Neste caso, o vortice surge nesta regido
onde o condensado (a fase supercondutora) é esvaziada formando tubos microscépicos.
Este capitulo esta convenientemente escrito para entender o que acontece com uma
teoria que apresenta quebra espontinea de simetria e, dado que a supercondutivi-
dade é um fenémeno fisicamente rico e notavelmente intuitivo, proporciona as idéias
fundamentais para abordar a formulacéo de vortices na teoria de campos. No capitulo
3, vamos explorar a extensio feita para a teoria de campos, comecando por uma te-
oria de gauge Abeliana e depois tomando o caso mais geral numa teoria de gauge
ndo-Abeliana. As duas formulagoes, tanto a Abeliana quanto a n&o-Abeliana in-
cluem campos de gauge e de Higgs que favorecem a quebra espontédnea; analoga-
mente a supercondutividade as duas apresentam solugées tipo vortice. Mostraremos
explicitamente como a versdo da teoria de campos se comporta de maneira muito
semelhante a teoria para a supercondutividade. O objetivo principal de nosso traba-
lho encontra-se no capitulo 4, onde discutiremos se é possivel ou nao solugdes tipo
vortice numa formulacéo de teoria de campos sem campos de Higgs fundamentais
com quebra dindmica de simetria, e por dltimo as conclusoes.



Capitulo 1

Consideracoes preliminares

Este capitulo tem como finalidade apresentar alguns conceitos gerais da teoria de
campos, sem entrar em detalhes e fazer uma introducéo a teoria de sélitons. Me-
diante o argumento da finitude da energia por unidade de comprimento obteremos
os limites assintéticos de uma teoria qualquer que apresente quebra espontianea de
simetria e que garanta solugées tipo vortice.

1.1 Alguns fundamentos das teorias de gauge

Inicialmente vamos definir a notagdo empregada ao longo do texto. Os quadri-vetores
covariantes e contravariantes vao escrever-se com indices gregos que referem-se a
coordenadas de espaco-tempo. Indices latinos para as coordenadas espaciais (na falta
de negrito). Como é usual também adotaremos a convencdo de indices repetidos.
Além disto, empregaremos unidades naturais ¢ = h = 1 e uma assinatura da métrica
diag (+,—,—, —) (sempre diagonal).

Neste texto, também, utilizaremos a formulacao de sistemas continuos (campos),
como este é um assunto bem conhecido ndo vamos entrar em maiores detalhes sobre
sua formulacdo. Estabelecemos a agao para um sistema fisico como

S = /de dt L (¢r,0,br) (1.1)

onde D é o numero de coordenadas de espaciais. O sistema possui uma densidade
Lagrangiana £ = £ (¢,,0,¢,) e através da minimizacdo da agéo, S = 0, podemos
obter as equacoes de movimento do sistema, ou equacao de Euler-Lagrange

oL oL
On (a@m) ~ g " (1.2)

onde ¢, representa o campo ou campos que sdo funcdo de D coordenadas espaciais x
e uma coordenada de tempo ¢, ¢, (x, ).

O tensor de momento-energia provém do teorema de Noether, que relaciona a si-
metria de translacdo com uma quantidade conservada (o quadri-momento). Podemos
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escreve-lo na sua forma tipica:

oL
HY N 117
) a(awr)a b — g L. (1.3)

Além disto, existe uma outra quantidade chamada densidade Hamiltoniana que é
obtida mediante uma transformacéo de Legendre

oL
(0°¢r)

onde 9°¢, é a derivada temporal no campo. H estd relacionada diretamente com a

H =500 — L, (1.4)

Hamiltoniana que nos da a energia total do sistema. Comparando com a eq. (1.3)
a componente ©° = H. Ao ser integrada H no espaco D-dimensional, obtemos a
energia total do sistema.

Em geral os campos ¢, tem simetrias associadas. As simetrias (objetos) obedecem
a um conjunto de regras as quais pertencem a um grupo G. Um grupo é um conceito
abstrato onde os objetos tem associada uma operacéo * (regras) para cada par orde-
nado. Se diz que os objetos tem estrutura de grupo se e somente se satisfazem as
seguintes condicoes:

1. Vf,ge G,entdo h = fxg € G.
2.Vf,9.h€G, fx(g*h)=(f*g)*h.
3. Existe um elemento identidade e tal que f € G,ex f = fxe = f.

4. Cada elemento f € G tem umainversa f~' € G, talque fx f~' = f 1« f =e.

Quando especificamos o conjunto de objetos de um conceito abstrato como o grupo,
chamamos de representacao do grupo. Os grupos que sdo uma deformacédo da
unidade sao conhecidos como grupos de Lie.

Vamos supor um conjunto {¢;} de N campos, onde cada ¢, é uma representacéo
de um grupo chamado grupo de gauge. Os {¢;} se transformam com o elemento do
grupo S na representacao fundamental, tal que

¢i (x) — Sijd; (x), (1.5)

com i,j = 1,2,...,N. A transformacéo é feita fixa num ponto z. Portanto S é uma
matriz unitaria N x N. Consideremos que S pode ser escrita como:

S (a) = e t@aTa, (1.6)

coma=1,2,..N?—1,onde N?—1 é o nimero de geradores do grupo correspondente a
dimensao do grupo de gauge. a, (x) sdo os parametros da transformacao de gauge
local, se diz local porque depende dos pontos de espaco-tempo x, em caso contrario
se diz que a transformacao é uma transformacao de gauge global. Os geradores
de grupo formam um algebra de Lie:

[Tas To] = iCabeTe, 1.7)
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onde 0s ¢y S0 as constantes de estrutura do grupo. Os geradores sido matrizes
hermitianas sem trago e normalizadas da forma

Tr[r] =0, Tr[ram] = 5ab. (1.8)

Podemos notar que se ¢, = 0 temos campos do grupo U(1) o qual pode ser relacio-
nado, por exemplo, com a interacéo eletromagnética; se cq,. = €5, temos os campos do
grupo SU(2) de uma Teoria Yang-Mills (TYM) para os isospins; se cqpc = fabe temos
os campos do grupo SU(3) relacionados com os glions da interacéo forte. Quando a
constante de estrutura é zero entéo se diz que o grupo é Abeliano, em um outro caso
se diz que o grupo é ndo-Abeliano.

Introduzimos um campo de gauge na representacao adjunta B, = B,,7,, 0 qual
se acopla com o campo ¢, mediante a derivada covariante:

D, =0, +ig9B, =0, +1i9BauT, (1.9)

onde g é a constante de acomplamento. A derivada covariante atua como um operador
matricial [D,],;. Definida a derivada covariante, podemos obter o tensor de campo B,,,
mediante a relagdo de conmutacéo

D, D,] =ig(0,B, — 0,B,, +ig B, B)]) = igBu (1.10)
onde B, = B}”7,. Em notacéo de indices
Bl = 9FBY — 9" B! — gcan Bl BY (1.11)
O tensor de campo B, é covariante
By, — e al®nap eieel@r — gp g1 (1.12)

E o campo de gauge, se transforma como:

B, — SB,S™' + ; (9,9) S, (1.13)

1.2 Solucoes estaveis de energia finita

A partir das equagdes de Euler-Lagrange, eq. (1.2), estabelecemos um sistema que
possui uma equacdo de movimento ou um sistema de equagoes de movimento, em
forma de equacoes diferencias, obtidas a partir de alguma densidade Lagrangiana da
teoria classica de campos [1]. O sistema tem uma energia

E(x,t):/dDacH(x,t):/de@OO

e D é o numero arbitrario de dimensoes espaciais. A densidade Hamiltoniana H (x, t)
involve os campos classicos ¢, (x,t), e quando H (x,t) = 0 para todo x, vamos cha-
mar ao valor ¢,.. vacuo da teoria, o qual ndo é necessariamente tnico [2]. Quais
solucdes ¢, (x,t) para nossas equacdes de movimento diferentes do vacuo podem ser
consideradas sélitons? Para que seja uma solugéo tipo séliton, devem ser satisfeitas
as seguintes propriedades [1]:



(i) A energia das solucoes procuradas deve ser finita e positiva:

0<E@w:/ﬂ%@%xﬂ<w (1.14)

(ii) Para todo x e t, ©% (x,¢) é néo singular e pode ser localizada para todo ¢t. Enten-
demos por localizada, uma regifio limitada do espaco definida por O (x,t) > 4,
onde § é um numero arbitrario

0 < < max0” (x,t). (1.15)

Uma vantagem de ter uma solucéo que é localizada para todo tempo ¢ definida
em uma regido limitada é que pode ser escolhida independente do tempo.

(iii) ¢, (x,t) é ndo singular.
(iv) A solucgédo é néo-dissipativa, se

tllglo max @Oo(x,t) #0. (1.16)

(v) Uma consideracéo extra é que a solugdo estatica (que independe do tempo) seja

classicamente estavel ou um minimo local de energia, isto é, para um campo

¢ sob uma flutuacéo infinitesimal §¢, a solugéo continua sendo uma solugéo
estatica

Ly, 159, 2 Eg, - (1.17)

A expressao anterior vira a igualdade (Ey, 454, = Ey,) quando temos modos zero
associados a alguma simetria do séliton os quais sdo excluidos.

No entanto, precisamos conhecer quais densidades Lagrangianas £ da teoria cla-
ssica de campos, geram equacoes de movimento para campos que possuam solucdes
estaticas de energia finita, excluindo o vacuo. Procuramos solugdes que sejam esta-
ticas cujas energias dependam da dimensionalidade espacial do sistema. Formula-
mos dois teoremas que sugerirdo como relacionar a dimensionalidade com possiveis
solugbes: o teorema de Derrick e uma extensdo do dito teorema para os campos de
gauge. O numero de dimensdes (D) onde existem solucdes estaveis de energia finita
permite-nos classificar os sélitons estaticos

D Séliton

1 Kink

2 Vortice

3 Monopolo
4 Instanton

E de nosso interesse estudar o caso D = 2 ou solugées do tipo vortice.



1.2.1 Teorema de Derrick

Primeiro vamos estudar uma teoria de campos escalares classicos para D-dimensoes
espaciais. Que tipo de solugdes esperamos desta classe de teoria? E que tipo de
solucdes seriam estaveis? O teorema de Derrick foi proposto para resolver estas per-
guntas em uma teoria de campos escalares e é enunciado da seguinte maneira:

Teorema: S6 haverd solugées independentes do tempo de energia finita para D =

1 em uma teoria de campo escalar em D dimensoées espaciais, descrita pela densidade
Lagrangiana

L= 10,00"¢ —V(p) (1.18)

onde o potencial é ndo negativo, V(¢) > 0e V(¢) = 0 para o vacuo da teoria [3].

Prova: Analisaremos a energia total para a solucdo proposta independente do
tempo ¢s(x). Decompondo a densidade Hamiltoniana em dois termos que integrados
forneceréo a energia da configuracéo de campo,

E= %/le’ (Vos)® + /dDw V(ps) = Uy + Uy (1.19)

assumiremos que os dois termos sejam estritamente positivos, e que para uma dada
solucdo ¢, temos valores definidos para U; e Us. Nosso interesse é analisar para
qual nimero de dimensdes espaciais D temos uma energia estavel e finita. Para isto
faremos uma mudanca de escala, ou seja x — Ax (onde A é uma constante real)*. Ao
fazer a mudanca mostramos que a nossa energia total sera,

E\) =1 / dPzA"P(A\V¢,)? + / dPzA"P V(gs) = \C Py, 4+ 1P, (1.20)

Uy e Us possuem os mesmo valores da Eq.(1.19). Originalmente (sem mudanca de
escala) a energia possui um valor constante e positivo, com a mudanca de escala
estamos lidando com um caso mais geral, para recuperarmos o caso original basta
fazer A = 1. Requeremos a condi¢éo de minimizacao da energia F em particular para
ocaso A =1:

(‘TEW> = (2-D)Uy — DU, =0 (1.21)
A )=

levando em conta que U; e Us sdo estritamente positivos e descartando a solucéo
trivial U; = U, = 0, a equacédo tera solugdo apenas se D = 1. Também podemos ter
D = 2, desde que U, seja nulo, mas da eq. (1.19) percebemos que a solugdo onde
Us; = 0 sera o vacuo de nossa teoria e esta solucdo ndo nos interessa. Procuramos
solucdes diferentes do vacuo, comumente nos referimos ao vacuo como uma solucéo
trivial do problema M.

1.2.2 Teorema para os campos de gauge

Vamos usar uma variacdo do teorema de Derrick para campos de gauge, demons-
trado por Coleman em [2]. Observaremos o comportamento das solugdes para ditos

*Vemos que se ' = Az o Jacobiano é J (z,z') = A\~ para d°z = J (z,2') dz’ e a derivada d/dz =
Ad/da.



campos usando a densidade Lagrangiana para um campo de gauge em D-dimensoes
espaciais. O teorema em questéo aplica-se para TYM ou em geral para teorias nio-
abelianas que néo possuem interacgédes (livres), e se enuncia:

Teorema: Para a densidade Lagrangiana de um campo de gauge ndo-abeliano
livre, em D dimensaes espaciais, as tnicas solucoes de campo de energia finita e inde-
pendentes do tempo sGo campos gauge B}, =0, para D # 4,

Prova: Consideremos as componentes do campo de gauge ndo-Abeliano livre cuja
densidade Lagrangiana padréo é

L=-1pe B, (1.22)

onde temos o tensor de campo de gauge Bj, na eq. (1.11). Procuramos solugdes
estaticas de energia finita, portanto para os tensores de campo:

BS = 09BY — 9;BY — gcapeBSBS = —9; B¢ — gcape BSBY

BY;, = 0;B} —0;B{ — gca.B}BS

vamos supor duas quantidades da forma
2
Ly =3 / d"x (Bg;)? =4 / d x (@BS —~ gcachng)

2
Ly = i/de (B%)2 = }l/dDm (&B}l — 0;B} — gcabCBl’-’B]C)

A diferenca do teorema de Derrick é que ndo tomaremos a energia total como L =
Ly + Ly, vamos tomar uma quantidade que nos garanta que as duas solugoes sejam
independentes do tempo

L=1L1— Ls. (1.23)

Re-escalamos o potenciais de campo e as coordenadas mediante dois parametros reais

X —  AX,
Bj(x) — Bj(x;0,A) =0AB§ (%),
Bl (x) — Bi(x;A) =B (x).

Dessa maneira L agora depende dos pardmetros o e A, entéo

2
1 / dPar~P ()@i (0ABZ) — gaAQCabCBng) = A\DH452L,

2
zll/dDa:)\D ()\81‘ ()\qu) — X0; (AB]') — gg)\Qcachg’Bjc.) — \DHip,

Portanto
L(o,\) = \X"PHe?n, — \=PHL, (1.24)

Fazendo 0 = A = 1 a funcéo L retorna a eq. (1.23). Pelo principio de Hamilton L deve

ser estacionaria com relacéo a variacées independentes do tempo, entdo sabemos que

<dLC(;")\)>a=,\:1 =D =4) (L1 = L) =0
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Para que a relacdo seja satisfeita temos que fazer as seguintes consideracgoes: Se
D +# 4, entao
Ly =Ly =0. (1.25)

Portanto Bf;, = Bj; = 0 s@o zero e os campos de gauge vao ser nulos também, B, = 0.
Para D = 4 as L; e Ly, ndo necessariamente sdo iguais a zero. De maneira similar
ao teorema de Derrick, devemos procurar solucoes estaveis para a Lagrangiana eq.

(1.22) para D =4 1.

1.3 Condig¢oes para que a energia seja finita

Vamos nos referir a solugdes que tém estabilidade topolégica a aquelas configuracoes
de sé6litons que satisfazem as condig¢oes de energia finita. E de nosso interesse estu-
dar grupos de Lie e classifica-los topolégicamente e estabelecer se admitem solugoes
topologicamente estaveis tipo vortice [6]. Os grupos que estudaremos, sdo particu-
larmente o grupo U(1), e as modificacoes especiais dos grupos SU(2) e SU(3) como
grupos quocientes. Primeiro consideraremos um caso geral como o grupo de Lie espe-
cial unitério de matriz N x N, com (N? — 1)-geradores de grupo (7,) que satisfazem
a dlgebra (1.7)1, isto é um grupo genérico G = SU(N).

Consideremos uma teoria onde existe um campo ¢ (z) que se transforma sob uma
representacao fundamental S de G, da forma

¢ (x) = S(x)d(x) =exp(—iTgaq () ¢ (x) (1.26)

onde «, sdo os parametros da tranformacdo. Podemos contruir uma Langrangeana
da forma
L(z) = —1BuwBY + Dy (x)]” =V (4), (1.27)

onde ¢ é um vetor de N-componentes, tal que

¢1 ()

o (z) = v :(x) (1.28)

br ()

os ¢; (z) (i = 1,2, ..., k) sdo os campos de Higgs e k é o nimero necessario de campos de
Higgs para ter uma solucéo tipo vortice bem definida para campos que séo continuos.
By, € o tensor de campo definido na eq. (1.11). V (¢) é um potencial para uma teoria
com quebra espontanea de simetria e tera a forma tipica V (¢) = —co¢? +c4¢*%, 0 qual
sera estudado em detalhe para cada grupo de gauge em particular.

A energia deve ser finita pela condicédo (1.14), neste caso a energia por unidade
de comprimento [7]. Primeiro vemos que os estados de vacuo tém valores constantes

"Para o grupo SU(N) de matrizes unitarias de determinante 1, temos (N z_ 1)-geradores de grupo,
enquanto o grupo SO(N) possui N (N — 1) /2-geradores de grupo. Estamos interessados nos grupos
especiais unitarios.

tCom ¢z > 0 e ¢4 > 0 para garantir a quebra de simetria.
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diferentes de zero, ¢ # 0, e extende-se ao infinito agindo como um campo de fundo.
Portanto esta sera uma Lagrangiana tipica com quebra espontianea de simetria. Os
estados ¢! se obtem da minimizagdo do potencial da Lagrangiana (1.27) (os deta-
lhes vao ser estudados mediante um exemplo importante no capitulo de vortices em
supercondutores). Os vacuos devem ser invariantes sob translagées, classicamente,
argumento imposto pelas propriedades ¢! e B, = 0. As condigdes de fronteira séo
determinadas pelas seguintes condi¢ées na energia por unidade de comprimento

E / d*z (—1BauwBE) — 0, (1.29)
x| o0

E / d*z V (¢) — 0, (1.30)
|x|—00

E / d*z (Du;)* (D" ¢;) — 0. (1.31)
|x|—00

A componente cinética do campo ¢ é zero asintéticamente para distancias afastadas
do centro (o nudcleo) do vértice escolhido convenientemente em x = (0,0), de tal forma
que o vortice se distribui ao longo de uma direcao (neste caso z). Esta escolha em
particular das coordenadas recebe o nome de simetria axial e os vortices apresentam
esta simetria.

A condicéo (1.31) permite-nos estabelecer que o potencial de gauge B,, e o campo
de Higgs anulam-se assintoticamente

Dubi — 0, i=1,2, ..k (1.32)

|| —o0

Para vortices estaticos, como o modelo mais simples (as derivadas temporais séo
zero), a simetria axial é favoravel para simplicar o problema de trés a duas di-
mensdes. E possivel estabelecer também uma coordenada azimutal que aparece como
um angulo (¢) e uma coordenada que vai do centro do vértice até o infinito (p). Entao
a condicéo (1.32) impde o gradiente

i 1 de; i d

Entao seja uma trajetéria [ no espaco-tempo de um ponto incial z (s) até um ponto
final z; (s) para a condicdo (1.32), escolhendo um parametro 0 < s < 1 ao longo da
trajetoria, assim

de¢; . dzt

ds  Cds
a qual tem uma estrutura similar a formula de Dyson para a evoluc¢édo temporal,

1 xo
b1 e2) = Texp (—ie [ @525, ) o1 (an) = Tewp (—ie [ o B,) o). (135

1
T é o operador de ordenamento das matrizes B,,. Vemos que emerge um fator de fase

ndo-integravel, similar a equacgéo (B.10) apresentada no apéndice B.

Vamos discutir um caso simples. Seja G o grupo U(1) isomorfo ao grupo SO (2)8.
Este grupo de gauge possue um campo escalar carregado e a Lagrangiana dada pela

$Suas algebras sdo localmente iguais.
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eq. (1.27), para um caso Abeliano que apresenta uma quebra espontianea de simetria.
O vacuo ¢° = cte, sera deformado como na eq. (1.35) na forma,

() = e X0 = (g1, ¢) = (¢ cos x, ¢"sinx) , (1.36)

onde x (¢) é uma fase real. Assim obtemos seguinte equacéo:
2
sit+ds=(¢"), p—oo

a qual tem a forma da equacdo para um circulo, S'. Este circulo estd definido na
infinidade, para um tempo fixo é possivel fazer um mapeamento f : S' — S!. A
variavel ¢ corresponde a um loop fechado de 0 a 2r. Mostrando assim que II; (U(1)) =
I1;(S') = Z (ver apéndice B). Neste exemplo podemos ver também que se x = m,
para m = 0,%1,+£2,...,£n, n é o nuimero winding. Além disso, o vacuo é dito trivial
porque se ¢ = (¢°,0) todo mapa f : S* — S! cai no mesmo ponto ¢ = (¢°,0) (winding
zero). O potencial de gauge Abeliano B,,,7, = A, no limite assintético (1.33) sera
1dy

: __lax(e) _
plLr& [A(r)], = P leirrgoA(p) = ody (1.37)

A expressio (1.37), vai ser usada como condicéo de fronteira para resolver as equacoes
de movimento.
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Capitulo 2

Vortices em Supercondutores

O estudo da supercondutividade é conveniente como um passo prévio da teoria de
campos. Como chegamos a essa conclusdo? Se analisamos a Lagrangiana formulada
tanto para a supercondutividade quanto para o campo escalar (de Higgs), o potencial
V (¢) é da forma —cy¢? + c4¢* (favorecendo a quebra de simetria). Mostraremos de
maneira intuitiva como emergem os vértices. Também, usaremos uma formulacéo da
teoria, com sua dindmica e ansétze tipo vortice “independentes do tempo”, isto é, que
s6 vamos estudar vortices que sejam estdticos e em auséncia de campos elétricos.
Neste capitulo expomos o fenomeno da supercondutividade e depois mostraremos
como a teoria pode ser formulada em funcéo dos parametros que podem ser verifi-
cados fenomenologicamente.

2.1 Sobre a supercondutividade

2.1.1 Descricao do fenomeno

O estudo experimental da liquefacdo de gases para obtencéo de baixas temperaturas
ou temperaturas proximas ao zero absoluto (0K) levaram ao descobrimento da su-
percondutividade. Em 1911 Heike Kamerlingh Onnes alcanc¢a temperatura de 1.82K
na liquefacdo do Helio (He) e depois conseguiu observar os efeitos da resistividade
quando metais com alta pureza eram levados até estas temperaturas [8, 9]. Um me-
tal como o Mercurio (Hg) o qual tem um bom grau de pureza, apresentava resisténcia
elétrica linear ao abaixar a temperatura, mas quando ultrapassava a denominada
temperatura critica T, a sua resisténcia diminuia drasticamente até zero, ou seja néo
apresentava resisténcia elétrica (ver Fig. 2.1). Assim, as substancias que mostravam
essa caracteristica receberam o nome de supercondutores. Ao descer a temperatura
encontramos que existe uma 7T, diferente para cada material e conseqiientemente
uma maneira de caracteriza-lo.

A mudanca na resisténcia elétrica corresponde a uma transicdo de fase, isto é,
de uma fase normal até uma nova fase chamada fase supercondutora. Se denomina
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Resisléncia

1. Temperatura

Figura 2.1: Resisténcia em fung¢édo da temperatura para um material supercondutor.

transicédo de fase a mudanca na forma em que se apresenta a substancia sem alterar
seus componentes, onde cada fase encontra-se num estado de equilibrio em particu-
lar. A transicdo ao estado supercondutor é termodindmicamente reversivel, ja que
se a temperatura comecar a aumentar novamente depois de passar a T, voltamos a
obter o estado normal. A T, serve para fazer a caracterizacio dos supercondutores
é comum separa-los de acordo com esta. Exitem dois tipos de supercondutores os do
tipo I (SCI) ou convencionais e os do tipo II (SCII) ou supercondutores de alta
temperatura critica, onde os SCII tem 7, acima de 23K.

As transicoes de fase se encontram associadas com a ideia de simetria, assim
um sistema muito desordenado tem uma alta simetria. No caso de supercondutores a
transicdo de fase aparece devido a mudanca de temperatura; entdo quanto menor seja
a temperatura o sistema estara menos desordenado. Quando um material muda para
o estado supercondutor acontece um ordenamento e portanto se altera ou é quebrada
alguma simetria [10].

Quando se alcanga a temperartura T, os elétrons, assumindo que sdo os respon-
saveis pelo fendmeno supercondutor, se apresentam mais ordenados em um novo es-
tado da matéria (a supercondutividade). Os elétrons néo se comportam de um modo
convencional quando estdo na fase supercondutora. Primeiramente os elétrons mais
externos, atuam livremente como num gas conhecido como gas de Fermi. Além disto,
fazemos a aproximacéo de Bohr-Oppenheimer, onde os nicleos estéo fixos ou movem-
se muito devagar com respeito aos elétrons [11]. A configuracio de niucleos e elétrons
dispde-se numa rede que se agita devido as vibragées. Quando os elétrons se deslocam
aleatériamente por todo o volume do material, entédo se diz que os elétrons estdo na
fase normal. Porém, quando a temperatura desce até a temperatura T, as vibracoes
na rede comecam a diminuir e os elétrons chegam a um ordenamento que quebra
a simetria alcancando o estado supercondutor. Esta manifestacdo coletiva permite
evadir imperfeicées na rede o que gera os efeitos de resisténcia nula.

Uma das caracteristicas mais importantes dos supercondutores é que sédo susce-
tiveis aos efeitos dos campos magnéticos. No ano 1933, Meissner and Ochsenfeld
descobriam o efeito Meissner ou diamagnestimo perfeito, este consiste na observacéo

que ao levar o material ao estado supercondutor o valor do campo magnético é nulo
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dentro do mesmo. Este efeito ocorre quando um campo magnético externo é aplicado
e produz correntes na superficie do material que geram um campo magnético que
repele o outro [12]. Existe entdo um certo campo magnético critico H. que destroi a
supercondutividade no material sem importar que esteja debaixo da sua temperatura
critica. Para uma temperatura T temos um campo magnético critico que quebra o
estado supercondutor, e é representado num diagrama de fase H — T' como mostrado
na Fig. 2.2.

Normal

Figura 2.2: Diagrama de fase do campo magnético H em func¢édo da temperatura
T. A dependéncia do campo magnético com a temperatura é uma relacdo empirica
aproximadamente quadratica H (T) /H (0) = 1 — (T/T.)*.

A energia por unidade de volume armazenada no campo magnético H, é equiva-
lente a energia por unidade de volume necessaria para passar da fase normal a fase
supercondutora. A energia do campo critico pode se relacionar com a diferenca das
energias livres de Helmholtz [13] (a qual ndo depende do processo, senéo dos estados

inicial e final do sistema)
fn (T) — fo (T) = ;/d% H?, (2.1)

onde f, e fs sdo energias livres por unidade de volume, no estado normal e no estado
supercondutor, respectivamente.

Os SCI séo os que apresentam o efeito Meissner onde as linhas de campo magnético
externo nfdo penetram dentro do material. Por outro lado, os SCII tem uma carac-
teristica especial, e sdo o objetivo deste trabalho, eles apresentam um estado misto. O
estado misto consiste num estado onde a fases supercondutora e normal coexistem si-
multaneamente onde as linhas de campo magnético externas penetram parcialmente
nos lugares onde ha estado normal. Estas linhas microscépicas de fluxo na forma de
tubos dentro da substincia se denominam voértices. Neste estado temos dois campos
magnéticos criticos H.; e H.o e os vortices apresentam-se para H.; < H < H. [14]. O
novo diagrama de fase H — T se vé na Fig. 2.3.

2.1.2 As equacoes de London e a teoria BCS

Um modelo que possa descrever os fenénomenos da supercondutividade, como a queda
da temperatura e o efeito Meissner, deve ser compativel com as equacoes de Maxwell.
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Figura 2.3: Diagrama de fase H — T para um supercondutor tipo II, onde H.; e H.o
s@o os campos magnéticos criticos e as fronteiras onde se apresentam os voritices.

O trabalho dos irméos F. e H. London foi propor um modelo com duas equacgoes para
os campos elétricos e magnéticos microscopicos

gt(A.]s) = E, (2.2)

V x (Ajs) = —h, (2.3)

com A como um pardmetro fenomenoléogico a determinar que caracteriza o material
supercondutor. O modelo de London, o qual é “mesoscépico”, é um modelo de dois
fluidos, porque temos dois tipos de elétrons os normais e os supercondutores, de fato
considera-se que nem todos os eléctrons de conducéo sao elétrons da fase supercon-
dutora. A densidade total de elétrons é a soma das densidades eletronicas normal e
supercondutora,

p=ps+ pn- (2.4)

O modelo de dois fluidos permite estabelecer a idéia de densidade de corrente j,
mediante o fluxo de elétrons. j é a soma da corrente normal e da supercorrente, asso-
ciadas aos elétrons normais e supercondutores, repectivamente j = j,, + j;. Definimos
a supercorrente j; como

Js = €psus, (2.5)

onde ¢ é a carga e v, a velocidade dos elétrons supercondutores. Usando a equacéo de
movimento de uma particula carregada submetida a um campo elétrico mdéf =eF,

onde m é a massa da particula. Empregando a derivada temporal para a expressio
(2.5) e igualando com a equagédo de movimento, obtemos facilmente

m 0js
eZps Ot -
A qual éidéntica a equacéo (2.2). Desta maneira determinamos a forma do pardmetro
A:
A= (2.6)
e2ps

Subtituimos na eq. (2.3) a equacdo de Maxwell, V x h = j, e usando identidades
vetoriais obtemos uma equacéo diferencial

1 1
h—V.h— -h=V?h- —h=0. 2.7
\V \V/ n \V/ 1 0 (2.7)
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onde V.h = 0. Esta equacao diferencial tem uma solugao que vai desde a fronteira do
material ao interior do supercondutor,

h (r) = hee ™/VA, (2.8)

Portanto podemos relacionar A direitamente com um comprimento de onda \? para
h (r). Tal que

A=VA= ] (2.9)
e?ps

é definido como o comprimento de onda de London, o qual mede a penetracdo do
campo magnético no interior do material.

Apesar da importéancia do modelo de London, o qual prediz algumas caracteristicas
da eletrodindmica dos materiais supercondutores, ele ndo esclarece satisfatoriamente
os estados normal e supercondutor co-existindo nos SCII.

Na teoria (quantica) sugerida por Bardeen, Cooper e Schrieffer (BCS) se propde
uma interacéo atrativa fraca entre um par de elétrons, chamados o par de Cooper [15].
Os pares de Cooper tem 0 mesmo momento e spins opostos, e se apresentam quando
ocorre a quebra de simetria abaixo da T,.. Este estado de pares é um acoplamento
que possui um estado de baixa energia. O acoplamento se estabelece mediante um
mecanismo conhecido como interacgio elétron-fonon, onde as vibragoes na rede sio as

que tornam factivel tal mecanismo.

2.2 A introducao dos vortices

2.2.1 Teoria de Ginzburg-Landau

A teoria de Ginzburg-Landau (TGL) é uma extensio do modelo de London e da
dinamica de dois fluidos. A TGL pode ser descrita em termos de duas quantidades,
que sdo o campo magnetico critico H. e o comprimento de onda \;, de fato é uma
teoria com um s6 pardmetro porque H. e \; estdo relacionados [16]. O estado su-
percondutor é considerado agora como um superfluido, um estado caracterizado pela
auséncia de viscosidade e que ocorre a baixas temperaturas (préximas do zero abso-
luto), de maneira que flui sem friccdo como se apresenta nos SCI e SCII.

As duas fases nos SCII, normal e supercondutora, podem ser descritas usando
U (r), chamada pardmetro de ordem. V¥ (r) é a analoga da funcdo de onda para os
pares de Cooper. Seu médulo é 1 quando o material é supercondutor e zero quando
encontra-se no estado normal. Como foi feito para o modelo de London fazemos uma
descricdo em termos da quantidade que dé o numero de elétrons que participam no
superfluido, isto é, a densidade de superfluidez, a qual é dada por

ps (r) = | (r)]?. (2.10)
Podemos comecar pela densidade Lagrangiana de Schrodinger da forma
L= —LVUVE 4+ 0 +iG0* — L(V x A)? —a|0)? - 180,
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Para introduzir os efeitos do campo magnético introduzimos o potencial vetorial do
campo A, usando o acoplamento minimal V — V —ieA (r), portanto

L= (V +ieA (r)) U (r) (V — ieA (r)) ¥ (r) =5 (V x A (r))*—a [¥ () P=358 ¥ (r)[*,
(2.11)

Consideremos o caso estatico ¥* = ¥ = 0. Onde m e e sdo a massa e carga, respecti-

_1
2m

vamente, do par de Cooper. « e 5 sdo parametros fenomenolégicos diferentes de zero
e seu comportamento dependera das condigoes impostas sobre eles, isto sera compre-
endido mais adiante. Advertimos desde o inicio que £ corresponde a densidade La-
grangiana abeliana simples do tipo Higgs. £ é um invariante sob uma transformacéo
de gauge

U(r) — e 0w (r), (2.12)
Ar) - A(r)+1vo(r). (2.13)

No6s podemos construir a densidade de energia livre F = F;— F,, de forma analoga
a Lagrangiana de Schrodinger para superconductores, a qual é um funcional das
U (r) e U* (r) (para encurtar um pouco a notacdo tomamos V¥ (r) = ¥, ¥*(r) = U* e
A (r) = A), portanto

—L=F =1 |(V—ieA) U + 3 (Vx AP +a|¥f + Lp[0". (2.14)

E comum encontrarmos nos textos sobre o assunto a seguinte expressio para a ener-
gia livre [17]:

1. :fn+/d3r [ 1V —icA) WP + 4 b+l + Lol @15)

A energia livre de Ginzburg-Landau. fs é minima com respeito a variacoes do para-
metro de ordem U e tal condi¢éo indica que os dois estados, normal e supercondutor,
estdo em equilibrio estavel um com relacdo ao outro. f,, é o valor da energia livre
da fase normal subjacente, que é apreciavel na medida que vai chegando ao valor do
campo magnético critico, claramente observamos que se ¥ = 0 a energia livre é a do
estado normal,

f:fn+/d3r;|h12.

Olhemos cada um dos termos da expressédo (2.15) como energia livre. O termo que
contém as derivadas representa a variacdo do pardmetro de ordem e da corrente de
fluxo. A energia livre associada ao campo magnético, V x A = h = H — H,, repre-
senta a expulsédo de campo magnético, neste caso H, é a energia do campo magnético
externo.

A contribug¢do mais importante de Ginzburg e Landau foi a expanséao na serie de
potencias (pares) do parametro de ordem, a funcao

a|UP? +1p|wt. (2.16)

A funcéo (2.16) é maior ou igual a zero quando esta na fase supercondutora e é igual
a zero quando ¥ varia continuamente até encontrar a fase normal. Estas variacoes
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existem para condi¢des onde a temperatura é menor que a temperatura critica, isto é
T.—T < T.. Consideremos a densidade de energia livre (2.14) em auséncia de campos
externos e de variacdes do parametro ¥, ou seja consideramos unicamente o termo
(2.16)

F=alUP+ 389" (2.17)

Graficamente o pardmetro 5 da potencia a quarta em ¥ é o termo dominante na
eq. (2.17) (para grande valores de V) e sua assinatura determina a orientacédo de F,
enquanto a assinatura de o determina a forma. Examinemos cada um dos casos:

e Para $ < 0, F temos duas posibilidades:

- a < 0,F néo tem minimo e possui um ponto maximo instavel (Fig. 2.4(a)).

- a > 0, F tem um minimo e dois pontos maximos instaveis (Fig. 2.4(b)).
e Para 3 > 0, F também temos duas posibilidades:

- a > 0, F tem um minimo (Fig. 2.4(c)).

- a < 0, F tem dois minimos (Fig. 2.4(d)).

© (<

Figura 2.4: Comportamento da energia livre em funcdo do paradmetro livre, tendo em
conta os sinais dos parametros e 5. Para 5 < 0Ocom (a) a < 0e(b)a > 0. Para3 >0
com (c) a>0e(d) a<O0.

Entao nos dois casos para 3 < 0 ndo podemos determinar claramente os minimos
da energia. Fixamos portanto 5 > 0, contudo temos as duas posibilidades para a.
Para o estado o > 0 temos um minimo em |¥|? = 0 como na Fig. 2.4(c), e como falamos
anteriormente o parametro de ordem na fase normal é nulo, pelo tanto « > 0 revela o
fato que o material superou seus valores criticos e esta no estado normal. O caso que
nos interessa é quando temos um duplo poco (G > 0 e a < 0) como se vé na Fig. 2.4(d),
sendo um caso tipico da quebra espontianea de simetria porque escolhemos um dos
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dois minimos que se oferecem™. O minimo da fungéo (2.17) (§F = 0) para este caso é
onde o parametro de ordem é uma constante diferente de zero, isto é

U2 = [ f? = —%. (2.18)

O subindice oo em ¥, é porque ¥ se aproxima deste valor infinitamente perto do
fundo do pog¢o. Tomando o valor (2.18) e substituindo na expressao (2.17) obtemos

042

35

Seria conveniente analizar a energia livre perto do fundo do pogo onde os estados su-

F=

percondutor e normal séo iguais termodinamicamente com a energia livre do campo
magnético. Entdo ao compararmos com a eq. (2.1), obtemos a relacdo entre campo
critico e os pardmetros « e §, assim:

o? B H?
26 27
Além disso verificamos da eq. (2.18) que a = —3¥2 e desta forma, com
2 Looa _ HZ
deduzimos que
H? H?
B=——C a=_C. (2.19)
Vi vz

Retomando a densidade Lagrangiana (2.11) extraimos as equagdes de movimento
mediante as equacgoes de Euler-Lagrange, as quais tem a forma

— oL (V —ieA)* U + a¥ + Y |¥|* = 0, (2.20)
V XV XA+ 5hie [0F (V) — (VI) U] + © AT* = 0. (2.21)

Aseqgs. (2.20) e (2.21), conhecidas como equacées diferenciais de Ginzburg-Landau,
elas séo ndo-lineares no parametro de ordem, sua solucdo néo é “analitica”, isto é, te-
mos que fazer aproximacgoes e simultaneamente resolve-las . No ano 1952, Alexei
Alexeyevich Abrikosov, propos a forma em que o fluxo do campo magnético deveria
entrar nos material do tipo SCII. Sua idéia consiste num arranjo de linhas de fluxo
penetrando pelos lugares onde a substancia é normal (o nticleo) na forma de vortices
microscopicos (ver Fig. 2.5). Abrikosov formulou um ansatz para as eqs. (2.20) e
(2.21) com simetria cilindrica [18]. Primeiro estudaremos como se quantiza o fluxo e

depois apresentaremos o ansatz de Abrikosov.

Vamos explorar a eq. (2.21), comparando com a equacédo de Maxwell para o campo
magnético, V x h=V x V x A = j,, disto inferimos que

js = oie [(VU*) U — U (V)] — £ AT D, (2.22)

*Os dois minimos sdo equivalentes.
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Figura 2.5: Fluxo de campo magnético ao longo da dire¢édo-z num supercondutor tipo
IT, onde C é o fluxo fechado de corrente. O cinza indica a fase supercondutora e a
parte branca a fase normal (ntcleo).

Por identidades vetoriais chegamos a equagdo V (V.A) —V2A = j, para o potencial
vetorial. Supondo que ¥ néo varia com a posi¢éo e com essa condi¢édo a supercorrente

2

e
2

2
. € e
jo=—— U2 A = ——p,A.
m m

Dessa maneira )

VA - S pA =0
m

Em analogia com o modelo de London, a equacéo anterior tem a mesma forma da eq.
(2.7) e pode-se calcular o comprimento de penetracdo \; no material, ja que a solucéao
é similar a eq. (2.8). Tomando a densidade p quando o paradmetro de ordem é uma

m mp
— Y 2.23
AL \/ e2 |‘I/oo|2 e2a ( )

A qual é idéntica ao comprimento de onda de London obtido na eq. (2.9).

constante W2, obtemos

Comparando a equacdo de Maxwell para o campo magnético, V x h, com a eq.
(2.21) inferimos
js = ohie [(VU) U — U (V)] — S AT*D.

Sem perder a generalidade propomos ¥ = |U | fe~*X(¥) onde y e f sdo funcdes reais
e substituimos na supercorrente (2.22),

Js = _% |‘Ij<>0|2 fQVX - % |‘IJOO|2 f2A-
Isolamos Vy (p) e integramos numa trajetoria fechada C

m dl.js
y{dl.Vx = _eps % 72 — e]{dl.A.
C

C C

O ultimo termo pode ser transformado mediante o Teorema de Stokes em:

e%dl.A = e/ (VxA).do= e/ h.do = e®c. (2.24)
S S
C
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®c é o fluxo do campo magnético total. A funcdo ¥ deve ser univaluada (similar
ao problema proposto na eq. (B.11) do apéndice A), entdo a fase num loop fechado
deve variar por multiplos inteiros de 27, consideramos além disso que x depende s6
da coordenada ¢ para um sistema bi-dimensinal restrito a um plano. Portanto a
integral deve tomar a forma

j{dl.VX =x (27) — x (0) = 27n, (2.25)
C

onde n é um numero inteiro chamado niimero fluxoide, e representa um incremento
na fase do parametro de ordem circulando na célula unitaria. Entao

dlL.j
27m:—e<I>C—m% gs.
°ps ) /

O termo com a integral anula-se em C porque a supercorrente js é perpendicular a

dl. Com isto obtemos a condicdo de quantizacdo do fluxo magnético

oo = 2" (2.26)

(&
Cada célula contém pelo menos uma linha de fluxo no ponto onde |¥| = 0. A energia

livre vai crescendo quando n aumenta e é minima quando escolhemos n = 1 [19],

by = —21, (2.27)
e

lembrando que e é a carga do par de Cooperf. O campo magnético terda uma quanti-
dade especifica de fluxo e se denomina quantum de fluxo. Dessa maneira os vortices
serdo quantizados.

Vamos definir outra quantidade a partir da eq. (2.20) na auséncia de campos
magnéticos e tomando s6 a parte real do parametro de ordem

— V2 + W + BT =0,

dividimos por ¥2_ e re-definimos ¥y = ¥/ |V |. Dessa forma

1
VAl
2m |V | |V oo |

Uy + ,B\I/g = 0.
Como o valor ¥, é uma constante podemos subtituir sua forma, obtendo
L o 3
—B|———V*Uy+ ¥y — ;| =0.
2mao

8 # 0, portanto a expresséo no paréntese deve ser zero. O termo a frente da derivada
de ¥ serve-nos para definir o comprimento de coeréncia

E=/——. (2.28)

¢ é uma medida do volume sobre o qual ¥ estende-se sem aumentar a energia e da o
raio do ntucleo do voértice.

fAs unidades do fluxo @, ~ 2 x 10~ "Gauss-cm 2
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Com as duas quantidades, os comprimentos de London e de coeréncia, definimos

arazao

K= A; - %m (2.29)

que caracteriza os tipos de supercondutores e é chamado pardmetro de Ginzburg-
Landau. Entéo, quando x < 1 (A1, < £) temos o efeito Meissner total e estamos no
caso SCl e se k > 1 (\p > &) temos o efeito Meissner parcial e portanto SCII. Este
parametro é muito importante para definir a escala de analise da teoria.

2.2.2 A solucao de Abrikosov para as equacoes de Ginzburg-Landau

Os ansiétze para as eqs. (2.20) e (2.21) formulados por Abrikosov [18] para x > 1,
representam as solugoes vortices (ver discusséo da ref. [14]). As linhas de fluxo do
campo magnético tem uma simetria axial por esse fato é conveniente uma solugéo em

coordenadas cilindricas [20] (na fase | V.| fe~ (%) fazemos \’ (p) = —x (¢)), portanto
U = [W|e™f (p), (2.30)
A=¢,A(p). (2.31)

Onde estabelecemos os ansitze num eixo preferencial na direcdo-z, na qual esta o-
rientado o campo magnético. No ansatz (2.31) o campo vetorial é funcdo de p e sua
componente encontra-se na na direcdo azimutal . No ansatz (2.30) n provem da
quantizacdo do fluxo e a fase que depende da coordenada ¢ muda de 0 a 2x. Os
ansitze representam um sistema como o apresentado na Fig. 2.6. Além disso estamos
considerando o caso estdtico onde o potencial escalar é zero (indicado como Ag) (na
auséncia de campos elétricos externos).

h.
e
—p Y

Figura 2.6: Sistema tipo vortice com um loop fechado de corrente C.

Podemos utilizar os ansétze com o parametro de ordem normalizado, Vg = ¥/ |V | =

e f (p), entdo
Uy = eiwf (p), (2.32)

A=¢,A(p). (2.33)

Normalizamos as equacgoes de movimento (2.20) e (2.21)
€2(V —ieA)? Uy — U+ U3 =0, (2.34)

AV XV x A+ é (V) Uy — W3 (V)] + A [ W2 = 0. (2.35)
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Usando os operadores diferenciais com simetria cilindrica (ver Apéndice A), obte-
mos duas equacoes diferencias acopladas que sao da forma

e Y 1| R I RV R SCE
VxVxA-— /\1%@0 <A (p) - (Z)) £2(p) = 0. (2.37)
Introduzindo o potencial vetor invariante de gauge
Q=A+ %ve —Q(p)é, = <A (p) — e”p) éo, (2.38)
T e + L0 22 () £ () + L (o) — 582 () =0 (2.39)
o> p Op &2 &2 '
= k- B CICYRURY (2.40

A eq. (2.40) pode ser resolvida considerando a regido asintética onde f ~ 1 para
uma distancia p > ¢, multiplicando por p?

20°Q(p) , 9Q(p) P’ _
P 2,2 +p oy <1 + )\%> Q (p) =0. (2.41)

Esta é uma equacdo diferencial de Bessel com argumento puramente imaginario para
uma funcdo da primeira ordem (v = 1) e sua solugdo é uma funcao de Macdonald
[21] (vér Apéndice de A), isto é

Qp) ~ —— K1<”). (2.42)

e\

Re-escrita em termos de A (p) obtemos a solucéo

Alp) = % a3 ( /—%ﬁp). (2.43)

O campo magnético na dire¢édo-z, como h = V x Q, sera escrito na seguinte forma

he =22 0 = 112 { e (;L)} 20 Ko (£) (2.44)

E ! - 27‘1’)\%

onde utilizamos o quantum de fluxo &, = 27 /e e a relacdo para as derivadas de K,
[21]. Se analisarmos as fun¢ées de Macdonald podemos fazer algumas consideracoes
para o seu comportamento nas fronteiras. Para valores grandes de p, isto é p — oo,
tanto K quanto K decrescem exponencialmente (ver Apéndice B). Entéo A, é:

. Oy [2)L p
| hy = ——54]/— —— 2.45
pggo 27r)\% ™ xp ( >\L> ( )

e para o extremo onde p/\;, < 1 (p — 0), temos que

K1 = )\L/p, K() = —ln(p/)\L) .
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O campo magnético para p/A; < 1 é logaritmico

o AL
h, ~ (2L 2.4
oY) n( , > (2.46)

o qual tem um cut-off para p ~ &, onde ]\110\2 comeca a cair a zero.

Até entdo, ndo conhecemos especificamente a funcéo f (p) da eq. (2.39), mas é
possivel obter uma solugédo que seja aproximada. Ainda podemos testar uma solucéao
razoavel para p — 0, onde f é um polinémio da forma

f(p) ~ cip” (2.47)
e onde ¢, é um coeficiente constante e arbitrario, com k& > 0. Usando a eq. (2.36)
¢2 [k (k= 1) cpp® 2 + kepp®™2 — n2eppf=2 — 24encyp™ | — 22 A%c1p" 4 cpp® —p*F =0

os termos dominantes, quando p — 0 em f, sido aqueles que séo proporcionais a p*~2

e conseguimos jogar fora os outros que néo contribuem. Dessa forma, para satisfazer
a igualdade

k(k—1)cpp™ 2 + kepp™2 — nepp™ 2 = [k:2 - n2] aptr =0,

vemos que k = n dados ¢y, p* =2 # 0. O polinémio (2.47) depende do quantum do fluxo.
Se n = 0 temos uma solucéo trivial, porém se escolhemos n = 1 em (2.47), vamos
ter uma solucéo que é linear em p quando p — 0. Uma boa aproximacédo sera n = 1
tomando f (p — 0) =~ C’p, onde C’ é uma constante.

Agora faremos uma simplificacdo na eq. (2.36) assumindo um campo A (p) =0 e

p — 00, neste caso

f (p) 1
Op? €2

Propomos que a solucdo seja da forma f (p) = 1+ ¢ (p), para linearizar a equacao, isto

£ p)=o0. (2.48)

+ ;f(p)

é valido se g (p) < 1, ja que nesta regido assintética f ~ 1, entao

g 1 1 2 3 g 2
ZY (49— = (1+3g+3 ~2 9 2
9,2 Tt 52(+ng9+9) 02 20
a solucéo deve ser proporcional a
g(p) ~ e VTP o om2Vmap (2.49)

onde descartamos a solucédo positiva porque ndo é bem comportada assintéticamente
para p muito grande.

Usando o resultado obtido na eq. (2.49), podemos construir uma solugao aproxi-
mada
fp) — 1= Ce 2Vmer, (2.50)

p—00
com C' constante (e escolhida de forma correta) que satisfaz nossas condigdes as-
sintéticas em p — oo.
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As solugoes (2.44) e (2.50) basicamente estédo sujeitas a forma em que variam Ay,
e £, as quais estdo relacionadas pelo parametro «. Quando \;, é pequeno comparado
com &, se diz que a distancia de penetracdo do campo magnético desde a superficie
até um dado ponto é um comprimento curto (A < z < £), identificamos a mostra como
um SCI (ver Fig. 2.7(a)). Para SCI o pardmetro de ordem ¥, se torna saturado para
um ¢ grande. Acontece o contrario para os SCII, como se vé na Fig. 2.7(b), o AL
tem um alcance muito maior na profundidade do material supercondutor e o campo
magnético desaparece na regido £ < z < A. Nos SCII o parametro de ordem se satura
rapidamente.

1
I
H, i
I
I
I
1

1L
Koo 1
AL €&

z

—
Ly

Ap —

Figura 2.7: Diagrama de uma camada de substancia normal (branco, = — —o0) e
uma camada de um superconductor (cinza, z — +o00), onde se apresenta como campo
magnético H e o parametro de ordem variam em funcio da distancia.
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Capitulo 3

Vortices em teorias de campos com
quebra espontanea de simetria

Procuraremos a versdo analoga do efeito Meissner da supercondutividade na teoria
de campos, o qual é produto da quebra espontinea da simetria. Mostraremos que a
eletrodindmica escalar e nas teorias nao-Abelianas também possuem os parametros
A e £, comprimento caracteristico e de coeréncia respectivamente, isto é em funcéo
do parametro de Ginzburg-Landau usados para descrever a teoria fenomenologica-
mente. Também usaremos as equacoes de movimento e suas solugoes independentes
do tempo e em auséncia de campos elétricos.

3.1 Vortices em uma teoria de gauge Abeliana

Nielsen e Olesen [22] mostraram que as solugdes tipo vortice propostas por Abrikosov
para SCII também existem na teoria de campos, por exemplo para a teoria de gauge
do grupo abeliano U (1) com uma densidade Lagrangiana de um campo escalar ca-
rregado (¢ complexo) acoplado a um campo vetorial (4,). Consideremos a densidade
Lagrangiana da eletrodinamica escalar com um potencial de Higgs

L=—LYp,Fm 4 1(D,s)* DFo+ o ]8> — calo], (3.1)

onde D, = 0, + ieA,, corresponde a derivada covariante, ¢ é a constante de acopla-
mento. co > 0 e ¢4 > 0, sdo constantes positivas. O tensor de campo F),, tem a forma
Fu = 0,A, — 0,A,.
L = —10,A,-0,4,) (04" — 0¥ A"
+3 [(0,0%) (0"0) + ie (0,0") APp —ieA,d* (0"9) + 2 A, AP ¢* ] (3.2)
+c20" ) — a9 PpP" .
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A Lagrangiana da eletrodinamica escalar é invariante sob transformacoes de gauge
locais, isto é, sob transformacoes do tipo

¢(x) — e @ (x), (3.3)
A, (2) — Au(x)—i—éaua(x). (3.4)

Da Lagrangiana expressa pela eq. (3.2) extraimos as equag¢ées de movimento
mediante as equacgoes de Euler-Lagrange, de fato, temos trés equacoes independentes
para os campo escalar ¢, sua parte conjugada ¢* e o campo vetorial A,,; estas séo

8,0 ) + ied, (AP ) + ie A0t d — XA, AP d — 299 + desd |0 = 0, (3.5)
001" —ied, (AP*) 4 ieA,0M¢* — 2 A, ARG — 2cad™ + deyd® |9)* = 0, (3.6)

e por ultimo para o campo vetorial A,
O FM = Jie (0" ¢*) ¢ — ¢* (0¥ 9)] — e A" ¢ = j". (3.7

Numa superficie de duas dimensées o campo escalar no espaco de Minkowski deve
se comportar como (ver a eq. (1.36))

¢ =e IXf (3.8)

onde y é uma fase arbitraria que depende s6 das coordenadas espaciais. Usando as
equacgoes (3.7) e (3.8), obtemos

. 2
Ju :€|¢|2auX+e2Au|¢| )

isolamos A,
14, 1
A, == —0,x. 3.9
SR o
O fluxo esta definido como a integral do tensor de campo F),, e o elemento de
superficie do*”, este é:

o= / Fdoh” = f A, (z) dat = _é f Bux (x) dz*, (3.10)

o qual corresponde a integracéo sobre qualquer loop fechado sem correntes. Sabemos
que este sistema apresenta simetria axial, portanto escolhemos apropriadamente a
simetria cilindrica para descrever o fluxo em termos de uma coordenada indepen-
dente a qual é identificada com z e de duas dependentes as quais sdo identificadas

como (p, ).

A energia da solucdo deve ser finita e portanto o valor do campo ¢ deve ser sé o
valor do vacuo |¢pin|. No infinito p — 0o 0 campo ¢ = |Pmin|, mas como x néo neces-
sariamente desaparece, podemos considerar a fase y = x (¢) dependente unicamente
da coordenada ¢ que possui um periodo de 27. No entanto, ¢ deve ser univaluada e
portanto x varia como 27n (n inteiro) para o loop fechado [5] (de maneira analoga ao
feito para a eq. (B.11) no apéndice B). Logo o fluxo dado na eq. (3.10) tem a forma

O = ndy — — 2 (3.11)

e
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onde @ é o quantum de fluxo, que foi obtido para a supercondutividade na eq. (2.26).

Escolhemos o gauge J,A" = 0 para as equacdes de movimento (3.5) e (3.6). E
propomos uns ansétze com um eixo preferencial na direcdo-z, considerando o caso
estatico (Ay = 0), escrevendo os campos como

¢(xr)=e""f(p), (3.12)
A (x)], = —é;jA (). (3.13)

onde é, é o vetor unitario na direcdo-p e n é a unidade de fluxo [23]. Estes ansitze
sdo similares aos propostos por Abrikosov (2.32) e (2.33).

A primeira equacio de movimento na forma vetorial é
—V2¢p — 2ieA N+ 2 A.Ad — 2c96 + 4esd |O]> = 0,
com a simetria proposta e os ansétze (3.12) e (3.13) obtemos:

2 2
CLp 20 ROl f ) 20r () - tef =0 G1)

A segunda equacido de movimento é
VEA = —gie[¢" (Vo) — (Vo) d] + ¢ Ad™¢

o que conduz a
d*A(p)  1dA(p)
dp>  p dp
Temos que usar condig¢oes de fronteira para A (p) e f (p) para que a energia seja

—e[n+eA(p)] f2(p) =0. (3.15)

finita (ver a explicacdo para a eq. (1.37))
lim f(p) = |fmin|,  lim A(p) = ——, (3.16)
p—00 p—00 e

£(0) = A(0) = 0. (3.17)

Niao existem solugdes diretas para as equacgoes diferenciais descritas por (3.14) e
(3.15). Porém existem solugdes exatas considerando o tensor de energia-momento, o
tratamento feito com o tensor de energia-momento permite obter equacdes diferen-
ciais equivalentes as propostas em (3.14) e (3.15), mas desacopladas. Os limites da
energia para solucdes tipo vortice foram estudadas por Bogomol'nyi [24] e por Ja-
cobs and Rebbi [25]. No entanto, vamos considerar a aproximacéo feita por Nielsen e
Olesen [22].

Por outro lado o potencial de Higgs, V' (¢¢*) = —cop* d+cad* pd* ¢, oferece informacéo
sobre o minimo absoluto, isto é, o vacuo da teoria. Este vacuo tem um valor do campo
constante e diferente de zero o qual determina a dindmica do sistema. Se escolhe-
mos a solucédo trivial para o minimo de V (¢¢*) chegamos a um valor constante igual
a zero. Mas se considerarmos um vacuo tipo quebra espontianea da simetria, facil-

mente podemos determinar um minimo diferente de zero, o qual tem o valor:

| Gmin| = ,/2%. (3.18)
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Desta maneira intuimos que uma boa aproximacgdo para a Lagrangiana da eq. (3.2)
é que para distancias grandes (p — oo) todos os campos devem desaparecer, exceto o
vacuo. Portanto ¢ deve se comportar como:

c

lim £ (p) = [$min| = /5 = fo- (3.19)
p—00 2¢y

Com a condicéo de fronteira da eq. (3.16), a equacdo de movimento (3.15) é aproxi-

madamente satisfeita se tomamos f (p) ~ fo

f(p) = 1/2%, (3.20)

com ¢y e ¢4 tdo grandes para controlar as variagoes do potencial A (p) da expresséo
1/p. f3 na eq. (3.15) pode ser tratado aproximadamente como uma constante para p
grande como foi feito em [22]. A eq. (3.15), tem a forma covencional de uma equacéo
diferencial de Bessel com argumento imaginario (ver Apéndice A). Sua solucédo é

n

Ap) = =2 [1 = efopK (efop)]. (3.21)

e

A funcao K, decresce exponencialmente para p — oo, como ja foi visto, portanto

n ™
A(p) et ne fopy / 2epfy O (—efop) - (3.22)

Isto concorda com nossa condigdo de fronteira (3.16) para o potencial vetor do campo,

a qual nos diz que o campo é diferente de zero quando, p — oo. A solucdo na sua
forma explicita é

[A (r)], = Z [/1) —efoki (€fop)} (3.23)

Consideremos a solugédo obtida na eq. (3.21) comparando-a diretamente com a forma
obtida para a supercondutividade na eq. (2.42), imediatamente reconhecemos que o
comprimento caracteristico (analogo ao comprimento de London, \;) é

1 [ 2¢4
— -, /== .24
A efo e2cy 3.24)

O campo F*¥, escrito para duas dimensoes vai ficar na direcdo-z, em analogia ao
campo magnético na eq. (2.44), o qual escreve-se como

B (1)), = V% A (1)), = —Eonfos 2 (oK (efop)

ou
1 d

~ 2
He = —nefo efop d (efop)

lefopK1 (efop)] = —ne%Ko (e %p) (3.25)

e quando p —
T

H, — —nef? exp (—efop) . (3.26)

p00 2ep fo

Para a quebra espontanea de simetria temos um valor do vacuo fj, eq. (3.18),

que é obtido da minimizacdo (a primeira derivada) do potencial V (¢¢*), podemos
re-escrever ¢ como um campo deslocado de fj, da seguinte maneira

¢ = fo+n. (3.27)
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1 sdo as flutuacoes ao redor do vacuo. Podemos re-escrever a Lagrangiana (3.2) em
termos do minimo (do vacuo)

L= —3FuF" + 5 (0um)° + 5 Au A" (fo +0)° + ca (fo+0)° —ca(fo+ )"
Expandimos a parte do potencial

con® — can — dean® fo — 6ean® f§ — deanfy + 2canfo — cafy + cafs

2
C
= 4724 —2con”® — can’* — 24/2cacon’®

Obtemos uma Lagrangiana

L = —1F,F"+ %e2f§AMA“ +3 (8M17)2 — deon? — 2eqn* — 4\/20462773] (3.28)
2

+1e2A, A 4 € fy A, APy + 4%2. (3.29)
4

Além disto, consideremos o termo do potencial que acompanha 1> na Lagrangiana
(3.28)
4ean® = Seq fin? (3.30)

é uma quantidade relacionada com a massa ao quadrado da particula escalar, a qual
é produto do mecanismo de Higgs (o qual é equivalente ao efeito Meissner). Entéo
para pequenas oscilagdes uma solugéo apropriada para 7 deveria ser proporcional a
uma solucéo do tipo Yukawa, tomando 2,/c; como a massa, isto é

N~ e 2Ver (3.31)

a qual decai exponencialmente para valores muito grandes de p (p — oo) (andloga a
solucdo apresentada na eq. (2.50))*. Descartamos o termo e>V2? porque diverge para
p — 0o0. A massa serve-nos para definir o comprimento de coeréncia em analogia com
a supercondutividade (ver eq. (2.28)). Entao

1
NG

Portanto com as condi¢oes de fronteira apropriadas podemos obter uma solugio para

¢ (r) ~ \/g [1 —0 (e*%@)} . (3.33)

Por outro lado, da Lagrangiana (3.28) o termo e fZ que acompanha %AMA“, pode

(3.32)

p muito grande da forma

ser associado com uma massa ao quadrado para o campo vetorial A,. Entéo se efy é
a massa, o comprimento )\ vai estar relacionado mediante a eq. (3.24).

Com os comprimentos A e &, caracteristico e de coeréncia, respectivamente, defi-

A 2¢/2¢

13 e

“Podemos resolver a equacao (3.14), usando argumentos similares aos usados para a eq. (2.48), s6

nimos a razao

(3.34)

que usamos f (p) = fo + n(p), no limite onde 7/ fo < 1. Esta solugéo é valida para valores que estéo
infinitamente préximas ao vdcuo ou seja pequenas oscilagdes.
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donde podemos tirar que e? = 8c4 (k = 1); este parametro é construido para caracte-
rizar nossas solugbes lembrando que o mesmo pardmetro nos serve para caracterizar

os tipos de supercondutores (parametro de Ginzburg-Landau). Entdo na teoria de

2

Ginzburg-Landau quando e > 8cs4 (k < 1) temos o efeito Meissner total e SCI e

se €2 < 8¢y (k > 1) temos o efeito Meissner parcial e portanto SCII. Neste modelo
Abeliano podemos identificar a massa de uma particula escalar my = 2,/c; e a massa
de uma particula vetorial m, = efy, cujos comprimentos de onda de Compton sdo da
forma
1 1
E=—, A= —, (3.35)
Mg My
respectivamente. Dessa forma podemos re-escrever as solugdes propostas por Niel-
sen e Olesen em termos das massas das particulas m, e ms. O campo de gauge, é
apresentado graficamente na Fig. 3.1.

[A (r)], =~

n |1
v e

o Ki (mp) (3.36)

Por outro lado, o campo H, e o campo ¢ (p) sdo

[H (r)], ~ —%mgKo (mup) | (3.37)
¢ (r) = ”% [1—0(e™P)]. (3.38)
Os quais séo apresentados graficamente na Fig. 3.2.
ehy(r]

£ Mo
2 4 [ 8 10 1z

Figura 3.1: O campo de gauge em fungéo da distancia radial, a constante de acopla-
mento e a massa da particula vetorial. Isto é: = [A (r)],vs. myp, com n = 1.

0.5

2 Hiy

Figura 3.2: O campo magnético H, e o campo escalar ¢, em funcéo da distancia radial.
Onde em (a) se vé m%—go [H (r)], vs. myp e em (b) temos = (¢ (r)] vs. myp.
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3.2 Voértices em teorias de gauge nao-Abelianas

Faremos uma extensio mais geral de um grupo de gauge, isto é, estudaremos uma
teoria de gauge ndo-Abeliana (em geral), que admite solugdes tipo vortice, seguindo
um pouco a filosofia da teoria Abeliana, propomos uma densidade Lagrangiana para
o grupo de gauge SU(N) [26]

R T
L=—}Bu,B" + 3% (Dud?). (D"¢) + 5> (Duy?) . (D"") =V (9%, 47),
A=1 B=1

(3.39)
onde B* = B* .1t = Bi”7r,. Temos N-bosons de Higgs na representacio adjunta,
separados em dois tipos de bésons os ¢* e os ¥/®. Lembrando que os geradores 7,
estdo normalizados, T [7,7] = %5@, obtemos

R T
L=—3Tr [BuwB" |+ Tr[Du" D'+ Tr [DwP D]V (¢,47) . (3.40)
A=1 B=1

Esta densidade Lagrangiana é uma extensao da eletrodinamica escalar estudadas
por Nielsen e Olesen [22]. Os campos sido invariantes sob transformacoes de gauge

locais
S = ¢ a(@)a (3.41)
¢ (z) =S¢ (x) 57, ¥ (rc) — SyP (x) 871, (3.42)
Bir, — SBlr,S™' 4 - p (a S) 51 (3.43)

ondea=1,..,N? -1, N> — 1 é o numero de geradores do grupo (dimenséao do grupo).
Os campos de Higgs se transformam na representacéo adjunta.

A densidade Lagrangiana neste caso possui campos na representacéo adjunta in-
dicados por ¢ = ¢4 = ¢, (A =1,2,....R) e P = P .r = ¢Br, (B =1,2,...T)
como campos de Higgs. Os ¢” e ¢® séo os campos escalares, que sdo identificados
com B para aqueles escalares que pertencem a sub-algebra de Cartan e A os campos
escalares complementarios, tal que R + 7 = N. Além disto, introduzimos um acopla-
mento minimal dos campos de Higgs com o potencial de gauge B, = B,.T7 = B,,7q,
mediante uma derivada covariante na representacdo adjunta

D, =0y +igBautq = 0, +ig B, | (3.44)
O tensor de campo B;"” tem a forma
By = 0,B, — 0,B, + ig|B,, B)] (3.45)

Tal que
W = 0MBy — 0" B — gcap.Bl By (3.46)

onde g é constante de acomplamento (similar a e no caso Abeliano).

33



As equacgoes de movimento sdo extraidas da Lagrangiana na eq. (3.39). Para o
campo de gauge B, a equacdo de movimento é:

R T
D.B"™ =ig)  [Dyé*, ¢ +ig > [Dyp? vP] = J". (3.47)
A=1 B=1
De outro lado temos as equacdes de movimento para os campos escalares ¢*
oV
A _
D, DF¢p* = v (3.48)

A variacdo de V (¢, 1) deve ser proporcional ao campo ¢*.

O grupo de gauge que se considera é o G = SU(NN) e os bésons de Higgs encontram-
se na representacdo adjunta. Considerando além disto que o centro do grupo de
SU(N) é

Iye 2N c 7y (3.49)
onde Iy é a matriz unidade N x N. Vamos definir o grupo fator G/H cujo grupo
fundamental IT; (G/H) =11, (SU(N)/Zy) = Zy é nao-trivial (ver apéndice B). Temos
(N — 1)-classes homotépicas ndo-triviais. A parte das classes triviais correspondentes

ao vacuo trivial. Proporcionamos a idéia de loop para um contorno fechado
Q (o +2m) = e 7NQ, (p), (3.50)

onden =1,2,..., N — 1 (0 nimero winding). Podemos relacionar rotagées com o grupo
Abeliano Zy, tal que 2, € SU(N), entao

e—inw/N 0 e 0 0
0 e—ine/N | 0 0
Qn (p) = 0 0 (8.51)
0 e ne/N 0
0 0 0 0 el l/Nme

Cujo determinante det [, = 1.

B, — 0 quando p — oo os campos de gauge desaparecem no infinito. Escolhemos
o potencial de gauge B, no limite asintético p — oo (podemos usar a equacéo (3.43)
de maneira similar mas substituindo S pelo €2,,)

p—00

. (P
lim (Bu + gﬂnl () 0,2 (<p)> =0,
o que nos leva a satisfazer a seguinte condicdo

. (. n
lim B, = —gﬂnl () 0u2n (@) = —gMaMQO

p—00

onde M é da forma:

+ 0 0 0
. 5 0 + 0 0
7
M=-Q1'>-Q, = : 3.52
L 0 0 (3.52)
0 0 + 0
0 0 0 o ¥
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Podemos escrever M como

N—-1
M=) mH, (3.53)
=1

onde m; sdo os pesos magnéticos [27] e as H; sdo (N — 1)-matrizes diagonais da sub-
algebra de Cartan do grupo SU(N). Além disto, o traco da matriz M é zero, T'r [M]| =
0. Pode-se estabelecer relacdes de comutacao das H; com os geradores E,, para SU(N)
N-1
[Eay Bo] = oH=) oH, (3.54)
i=1

[H’UE:EOJ = :I:OziE:ta. (355)

os « séo as raizes (os pesos da representacdo adjunta), e também temos
-1
m.oc = m;o; = Z m;o,; € 7, (3.56)
i=1

equacéo que relaciona os pesos magnéticos e as raizes da sub-algebra de Cartan.

Dessa forma é possivel propor um campo
B, = —b,M. (3.57)

Os campos ¢® tem um comportamento idéntico ao campo de Higgs no caso Abeli-
ano onde tem um valor constante equivalente ao valor do vacuo. De outro lado para
0s campos ¢ e B,, vao ser propostos, de maneira similar ao Nielsen e Olesen nas
egs. (3.12) e (3.13), através de ansitze com simetria em torno ao eixo-z, deixando-os
dependendo explicitamente das coordenadas p e ¢

o =01 (0) FA (p) () (3.58)
N-1

WP =>" CPH; (3.59)
j=1

B (), = —¢ B 0) M. (3.60)

onde A=1,2,..R;B=1,2,....Ten=1,2,3,...,N — 1, as fases e 2™"/N g0 as raizes

da unidade provenientes do subgrupo de rotacoes de gauge (3.51). Além disto

FA(p) =Y fi(p) Ea. (3.61)
+a

Os F4, sdo os geradores da sub-algebra de Cartan das eqs. (3.54) e (3.55). Os F4
para p — oo devem ter um valor definido diferente de zero,

lim F4(p)~ F!, A=1,2,..,R. (3.62)

p—00

Quantidade similar a apresentada na eq. (3.19). Os campos ¥® néo contribuem para
as equacées de movimento porque do ansatz (3.59) os campos comutam pela estrutura
da sub-algebra de Cartan, [H;, H;] = 0.
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Vamos considerar o limite assintético da Lagrangiana na acdo por unidade de
area. Usando coordenadas cilindricas consideremos o limite p — oo, propomos solu-
coes de maneira analoga a Nielsen e Olesen. Analisamos o comportamento assintético
dos campos de Higgs e do potencial de gauge e a estrutura do vacuo. Entéo, a derivada
covariante (3.44) para o campo de Higgs deve se anular para a condig¢do assintética,
p — 00,

Dy¢ = 8¢ +ig [Bu, ¢] — 0. (3.63)

Nesta teoria os campos escalares possuem um vacuo especial. Um vacuo ordinario
associado a algebra de Cartan para os campos de Higgs /¥ e um véacuo de campos
»* em direcdes ortogonais F, a dlgebra de Cartan, isto quer dizer que os campos de
Higgs séo ortogonais no espacgo de quebra de SU(N).

A derivada covariante usando a simetria axial, é:

1
Dot = 0,0 =2, B (o) [0, (3.64)
escolhemos N
10¢ mn
D9t = ——— = —— [M, ¢], (3.65)
LPQ5 p 6(,0 p [ d) ]

onde 0, = %%, de tal forma que (ver eq. (1.32))

lim Dy¢? = lim (n+ gB (p)) 6™ — 0.
p—00

pP—00

No limite, p — oo, a func¢édo deve ser da forma:

lim B (p) = —_. (3.66)
p—00 g

Condicédo de contorno que é equivalente a eq. (3.16), s6 que para uma teoria nio-
Abeliana.

Escolhemos um A em particular, para os outros é equivalente, na equagao de mo-
vimento dos campos de Higgs na eq. (3.48)

oV

0,06 + g [0,3,6") + 2ig [B,,0°0"] — ¢ By [B",0]] = — 205

Usando o ansatz (3.60)

Pt 199" 10%1 . B(p) A9 o A OV
No quarto termo da equagéo podemos usar a eq. (3.65)
0204 1004 1 9%4 1 5 9 N %
902 +;87p+ﬁ 0?2 —?(QTZQB(P)‘FQB () [M7 [M7¢ ”_W

Para poder separar a equagédo de movimento propomos (com base na eq. (3.65))

1 82¢A nQ
o P (M, [M,¢4]] . (3.67)
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chegamos, usando o ansatz (3.60), a seguinte equacao

9204 1004 1 4 oV
Rt - B M =
oo T oy 2 (9B M [M6Y]] = 5
Para separar as equacdes propomos, apartir da equacio (3.67)
n® [M, [M,¢*]] = C;t (p) 6" (3.68)
Desta forma: - N
0°¢ 10¢ 1 4 9,4 OV
e B =
57 o op pQCn (p)In+9B(p)" ¢ 567
Usando o ansatz (3.58), vemos que
PFA(p) LOFY(p) 1 4 2 A oV
- - = B i —Q,—Q 1 =0. .
o g O o) B () F ()~ uii0n =0, (369)

Chegamos a forma da eq. (3.14) mas com o termo C! (p) que carregamos pelo fato de
ser uma teoria nao-Abeliana.

A equacéo de movimento para o potencial de gauge B,

R
(0 + g [By, 1) (0"B” = 0" B +ig [B", B]) = Y ig [0"¢",¢"] — ¢ [[B",¢"] , o]
A=1
Usando o ansatz (3.60) (s6 sobrevive o termo que é proporcional a §,0" B”) temos uma
equacéo de movimento da forma:

1 R
—V2<pB(p)M)+Zig [0,0%, 0] + 2 B

A=1

quA L] =

IIMD:I

Usando novamente a condigdo (3.65) e subtituindo na equagdo de movimento, obte-
mos
2
PB(p),, 10B(p)
Ip? p Op

N—-1
— M —g(n+gB(p) Y [¢* [¢*, M]] =0 (3.70)
A=1

Para que seja separavel impomos

R
> [o* [6% M]] = Dy (p) M (3.71)
A=1

e portanto
2
*B(p), 19B(p)
Op? p Op

Novamente temos uma equacéo equivalente a eq. (3.15), onde podem ser escolhidas

CEIN + g(n+ gB(p)) D (p) M = 0. (3.72)

as funcoes:

— fA ( _ fA (:0)
> 12 () Ea T (Fas+ B-a) (3.73)
+a ]

onde os geradoresE, , sdo os geradores de subidaE ., e de descida E_, , associados
as raizes o 4. 4 (p) é uma funcéo escalar. Para a eq. (3.68), usamos

CA(p) = (mat)’ = (K1), klez. (3.74)
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Entéao se tomarmos a condicdo usada na eq. (3.74), definimos agora a forma de D,, (p)

R A 2 R A 2
D, (p)m—QZk;?(f]E[p))aAHDn (p) = %Z (k;?)Z (f]E[p)) (3.75)
A=1

O coeficiente (3.75) involve as funcdes escalares 4 (p) de maneira andloga ao caso de
Nielsen-Olesen.

Os campos escalares ¢ e ¢)® tém propriedades topolégicas apropriadas, dado isto
s6 precisamos fazer algumas restricoes sobre os campos. Para SU(N) possuimos
(N — 1)-classes néo triviais e portanto (N — 1)-bésons de Higgs ¢, dessa forma A
corre de 1 até N — 1. De outro lado, também temos uma classe trivial correspondente
ao vacuo trivial da teoria relacionado com /? (na sub-algebra de Cartan), todos os B-
campos séo equivalentes entre si e portanto um campo ¥? é suficiente. O qual ja era
uma condicdo imposta e conhecida desde o comego porque R+ 7 = (N —1)+ 1= N.

Com as consideracoes acima redefinimos a densidade Lagrangiana (3.52), da se-
guinte forma

N-1
L=-1Tr(B,,B"]+ Z Tr [Du¢* D*¢*] + Tr [DpPDHyP] — V (¢, 9) . (3.76)
A=1

Além disto temos os ansétze para os diferentes campos

o = IO o () (B 4 Boa) 0 (9) E.1)
- \/N n \P aa —ag n\¥P), .
N—-1
WP =>" CPH;, (3.78)
j=1
[B (r)], = —égo/l)B(p) M, (3.79)

Até este momento ndo apresentamos a forma explicita das matrizes relacionadas
com a sub-dlgebra de Cartan. Os geradores desta algebra para o grupo SU(N), sdo
os H,com[=1,...,N — 1, cujos elementos de matriz sdo [28]

l
1
Hlyn = —m— ( Sk — lém,m&mH) . (3.80)
k=1

V2 +1)

O gerador Hy_; é da forma:

10 0 0
0 1 0 0
1
Hy 1= ———| ¢ © ., (3.81)
N-1 NN _ 1) Do 0 0
00 0 1 0
0 1-N
E onde o peso magnético correspondente é
2(N -1
m = (]\/Y) (0, 0, ceny 0, 1) . (3.82)
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Os elementos de matriz dos geradores E, , sdo

1
Por dltimo temos que
2(N-1) 2(N-1) N
A fr— —_— A = =

sdo independentes de A, entdo para todo A temos que k2 = 1.

Como os C2 e D, estdo relacionados com %k e temos a condicéo, eles vdo mudar
respectivamente como
CA(p) =1, (3.85)
1

Da(p) = Do) = 7 3 (F ). (3.86)
-1
Lembrando que m? =2 (N — 1) /N.

Usando (3.85) e (3.86) em (3.69) e (3.72) temos um conjunto de equacdes de movi-

mento: ) A( ) A( Vo ( )}2
d“F* (p 1dF* (p n+gB(p
T e A DL ORI
d*B(p) 1dB(p)
i 9B () D) =0 (3.88)
onde 5V
va (p) FA (p) = Qnrde ot (3.89)

Pondo em evidéncia as condi¢bes de fronteira, para que a energia seja finita (analogas
as de Nielsen-Olesen, eqs. (3.16) e (3.17))

NT A. 2 1/2
lim fA (p) _ r |:(¢m1n) i| . , lim B (p) — _ﬁ’ (390)
p=oo Tr [(EM VB o)) } p—oc g
F4(0)=B(0)=0. (3.91)

Aseqs. (3.87) e (3.88) sdo as equacdes diferenciais para o grupo SU(N) explicitamente
equivalentes as equacoes diferenciais (3.14) e (3.15) para o modelo U(1) proposto por
Nielsen e Olesen.

3.3 Vortices em SU(2)

O grupo SU(2) néo pode ter solucdes tipo vortice porque sao triviais (condicéo (B.13)

para grupos superiores), entéo escolhemos o grupo quociente SU(2)/Zs, com I1; (SU(2)/Zs) =
Z,ja que este oferece soluges ndo-triviais que garantem a existéncia de vortices [29].

A Lagrangiana para SU(2) é da forma:

L=-1B,,.B" +1(D,g).(D'p) + i (D). (D) —V (¢, 7)), (3.92)
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Os geradores 7% do grupo SU(2) sao as matrizes de Pauli

. 1{0 1 . 1[0 —i
7'1250125 10/ 7'2250225 i 0 )

1({1 0

Temos um s6 gerador de Cartan, e pode-se comparar com a eq. (3.81),
H = %0—3. (3.94)

Devido ao fato que s6 temos um gerador de Cartan, entdo A = 1, e portanto ¢* = ¢.

Da eq. (3.51) vemos que em forma explicita para SU(2),

e—intp/2 0
Q(p) = ( 0 sing/2 > . (3.95)
Usando também a forma explicita para M
; 1
m="g1%q_ < : 0 ) | (3.96)
no ¢ 0o -1

Vemos que a matriz M corresponde ao gerador 73 apresentado na eq. (3.93). Com a
combinacédo dos operadores E., obtemos alguns geradores de grupo:

1
Eal + E_al = Eo'l, (397)
A raiz « e o peso m VAo ser, respectivamente
a1 =(0,1), az=(1,0), m=1(0,1). (3.98)

Dessa forma k,, = 1 satisfaz a condig¢éo (3.84).

Os campos de Higgs vdo ser uma combinacdo das matrizes de Pauli, entédo é

possivel exprimi-los como uma combinacéo destas matrizes

3 3
¢ = PaTa = %Z GaCas = 1aTa = Z %wagw (3.99)
a=1 a=1

Usamos os anséatze (3.77), (3.78) e (3.79), mas para SU (2)

b= f(P)Q—1U 0

Y = C1Hy = Clos (3.101)
1
[B (r)], = _éso;B (p) M, (3.102)

onde C] é uma constante a determinar e onde n = 1.

Com os campos de Higgs definidos entéo propomos o potencial V' (¢, ¢) da Lagran-
giana (3.39) para o caso SU(2), que é da forma [29]

V() = —cotp? + catp® — dop® + dagp® + €2 (.4)° + eap®ap?, (3.103)
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onde co > 0, ¢4 > 0,dy > 0,dy >0, e9 > 0eeq > 0, sdo constantes positivas.
Conseguimos obter o estado vacuo da teoria mediante a minimizacdo do potencial,
para os diferentes campos de Higgs e suas combinacoes,

6V;Z;¢) —cy + 2047”4 e4¢p” = 0
5V(S(z£¢) — —d2 + 2d4¢2 + 647,b2 =0
oV (g, ) —0
W = —2e3 (¢'¢) =0;

Asumimos que ¢ e 1 sdo ndo-colineares [22], além disto a desigualdade de Cauchy—
Schwarz vai ser sempre ortogonal (para os vacuos). Escolher os campos ortogonais é
selecionar a maxima quebra de simetria, obtemos 3 minimos

Co€q — 264d2
2 (62 — 4C4d4) ’

d2€4 — 202d4

e 2 . —
2 (6421 — 4C4d4) ’ Ir [¢m1n]

Tr W] = Tr[(69) i) =0, (3.104)

e portanto os vacuos, respectivamente sao:

d 2cod 2 2¢cy4d 2
el e e = (3.105)
2 (64 — 4C4d4) 2 (64 — 4C4d4)

Re-escrevemos o potencial

V(p,h) = —2eTr [%] + ey (Tr [47])° = 2doTr [67] + 4dy (T [67])%(3.106)
+eo (Tr [py])* + deaTr [¢2] T [9?]

e derivamos com repeito ao campo ¢

(?; = —Ads¢ + 16d4¢Tr [§%] + 8eayTr [$9] + 8eadTr [1?] .

Tomando os ansétze (3.100) e (3.101), para esta derivada,

5 ‘
5‘; = —2do fQ, 101 + 4da f3Q;, 010, + 2e2CF fosTr [, 01Q05] + 26405 fQ;, 0192,

Temos que Q,,05 = 03, porque Q,, ~ e “°73/2 entéo T'r Q1 01Q03] = Tr [Q, 0103Q,] =
Tr [0103] =0 [30]

De outro lado no limite asintético para 2, isto é quando p — oo, encontramos

lim Tr [¢%] = Tr [Y2] = %C% = 13,

p—00

e portanto
C1 = V2fo. (3.107)

Dessa maneira determinamos o valor da constante que acompanha (3.101).

Entao as equacoes de movimento séo obtidas a partir de (3.87) e (3.88)

2 n 2
EE0 1)t B p )~y p () =0,
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d*B(p) 1dB(p)

—gln+gB(p)] f(p) =0,

dp? p dp
onde
V(P F () = Qoo = —ddy | 2 (2 — deuf3) — 2| fo
"5 adg T v

Novamente vamos usar os ansitze (3.100), (3.101) e (3.102) nas equacées de movi-
mento.

Vemos que a equacédo de movimento para F'(p), lembrando que F (p) = % f(p) o1,
é da forma

f(p)  1df(p) [n+gB(p) 1 2y _ g2

TP 20 28RO ) s | o (- 2e0fd) ~ £2(0)| £ () =0

Esta equacéo é quase idéntica a equacdo de Nielsen-Olesen para teorias de gauge
abelianas (ver eq. (3.14)),

2 n+e 2
dngpgp) N ;dfd(pp) _Int pz;l O ¢ () + de [f5 = f2(p)] f(p) = 0.

Com certeza sabemos que o termo que acompanha ao f? (p) na soma deveria ser pro-
porcional ao h2, comparando com o caso Abeliano (eq. (3.14)). Determinamos que o
valor deste termo é funcao das constantes do potencial, e claramente observamos que

1

2 2

Re-escrevemos as equacgoes de movimento

@f(p)  1df(p) _[n+gB(p)]”

d? 5 dp () 8L () (p) =0, (3.109)
’B 1dB
’ dpgp) - pd d[()p) —2g[n+gB(p)]h§ =0, (3.110)
com condigbes de fronteira
lim £ (p) = (277 [64])'" . Jim Bp) =~ (3.111)
p—0 pP—00
£(0) =B (0) = 0. (3.112)

As equacgoes eq. (3.109) e (3.110), foram resolvidas de maneira aproximada ao caso
Abeliano de Nielsen e Olesen. Sem preambulos a solucédo para B (p) é uma funcéo de
MacDonald K;

B (p) ~ —g [1 — 2ghopK1 (2ghop)] - (3.113)

A solucdo completa na sua forma explicita é
n 1
[B (I‘)]v =~ @0’3 ; — 2gh0K1 (2gh0p) . (3114)

Ja foi exposto que a matriz M na eq. (3.96) corresponde ao gerador 73 na eq. (3.93).
De outro lado, a solugéo obtida para a supercondutividade na eq. (2.42) e por Nielsen-
Olesen na eq. (3.36), é facil ver que o comprimento caracteristico ou comprimento de

onda de Compton, )\, é

1 1
= - 3.115
2ghg My’ ( )
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onde m, é a “massa do campo de gauge” e onde h( foi definido na eq. (3.105). Além
disto, usando um argumento similar ao usado para resolver a equacéo (2.48), isto é
f(p) = V2ho + 1 (p) quando n/ (v2ho) < 1 como uma solugéo que estd infinitamente
préxima ao vacuo, obtemos uma solugdo da forma 7 (p) ~ et e portanto obtemos
a forma para o comprimento de coeréncia

1 1
— - 3.116
f 4h0 VvV 2d4 mg ( )
Mediante (3.115) e (3.116), podemos calcular o parametro de Ginzburg-Landau:
A ms 24/2dy
= — = — = .
13 My g
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Capitulo 4

Vortices em teorias de campos com
quebra dinamica de simetria

Nos capitulos anteriores vimos que as caracteristicas dos vortices (ou do tipo do super-
condutor) dependem crucialmente da massa do boson gerada na quebra espontianea
de simetria. A idéia da quebra de simetria através do mecanismo de Higgs tornou-se
bastante comum, mas esta nédo é a tinica forma de quebrar simetrias e gerar massas.
Na verdade, mesmo na Eletrodindmica Quéantica é possivel atribuir uma massa nua
ao foton e ainda ter uma teoria renormalizavel e unitaria [33]. Tal possibilidade nao
ocorre no caso de teorias de gauge ndo-Abelianas, no entanto existe a possibilidade
de um mecanismo dindmico de quebra de simetrias onde os campos da teoria se re-
arranjam gerando o equivalente do boson de Higgs e campos de gauge massivos. O
exemplo classico deste tipo de teoria, no caso de teorias com fermiénicos, é o modelo de
Nambu-Jona-Lasinio [34] e este tipo de mecanismo é denominado quebra dindmica
de simetria.

Vamos exemplificar, para o caso Abeliano, como é possivel construir uma Lagran-
giana massiva invariante de gauge acrescentando a teoria o seguinte termo de massa

M3 (A, — g7 U®)0,U1(0))* (4.1)

onde
U(9) = e,

A Lagrangiana é invariante de gauge sob a transformacéo
11 _
A, =VAVT - ;(@V)V v,
U=U®)=VU ,

desde que tenhamos uma equacdo de movimento para U igual a

Dy (A* — g U9, U™") =0 (4.2)
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que pode ser resolvida como uma série de poténcias em g [35]. Na verdade o parametro
0 devera ser substituido da seguinte forma

1
0=9=0-A+ O(g%). (4.3)

Isto ir4a gerar uma Lagrangiana né&o-local e ndo-polinomial, mas estes problemas sédo
eliminados pela condicdo de vinculo da Eq.(4.3). Em ultima instancia 6 sera reco-
nhecido como um campo efetivo cujas caracteristicas sdo discutidas na Ref. [35]. A
extensdo deste mecanismo ao caso ndo-Abeliano pode ser visto na Refs. [35] e [36] e
nao sera discutido em detalhe aqui. A Lagrangiana resultante neste esquema pode
ser vista como uma Lagrangiana efetiva para a teoria de gauge, mas o problema
fundamental é entender qual a origem da massa M 4!

Nesta dissertacdo vamos trabalhar com Lagrangianas que contém um termo de
massa para o boson de gauge, sem a necessidade de introduzir um campo de Higgs
fundamental para que este termo apareca. Vamos verificar que estas Lagrangianas
levam a uma equacédo de movimento que admitem uma solucéo do tipo vértice. Nao
vamos discutir a origem da Lagrangiana em questdo. Como dissemos anteriormente:
O problema fundamental fica por conta do entendimento da origem da massa M 4.
Este é um problema complexo, sendo que esta massa tem uma origem quéntica cuja
existéncia no caso ndo-Abeliano foi discutida pela primeira vez na Ref. [37] e sémente
agora esta se chegando a um melhor entendimento deste mecanismo [38].

4.1 O modelo Abeliano

Consideremos a densidade Lagrangiana para um modelo dindmico [35], com um
termo de massa para um campo vetorial A*, o qual é da forma:

L=-1F, F" +1M3A, A" (4.4)

onde M4 # 0, a Lagrangiana correspondente a teoria com um béson vetorial massivo
é chamada eletrodindmica massiva*. Esta Lagrangiana nio é invariante de gauge,
devido a este fato modificamos a Lagrangiana

. 2
L= 4B P+ 335 (A4 L @)U (4.5)

onde e é uma constante de acomplamento e
U =e @), (4.6)
Esta Lagrangiana é invariante sob transformacoes

U — VU, 4.7)
A = VAV VoV (4.8)

*A Lagrangiana com o termo massivo é chamada Lagrangiana de Stueckelberg, e é uma teoria re-
normalizavel desde que os vinculos sobre 0 (x) sejam obedecidos.
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onde V' é uma matriz de transformacao. Este modelo basicamente pertence ao grupo
U(1), o mesmo da eletrodindmica, sé que possui um termo de massa.

Da Lagrangiana extraimos as equagdes de movimento para A,

O FM + M3 (A” + - (0¥U) U1> =0, (4.9)

)
€
e para U temos uma equacido de movimento da forma:
9, (A“ + L) U—1> — 0, (4.10)
e
a qual é um produto da invariancia de gauge.

Usaremos o mesmo argumento de energia finita para entender como a Lagrangi-
ana (4.5) admite solugées tipo vortice. Retomando as idéias impostas nas eqs. (1.29)
e (1.30) do primeiro capitulo para anular o tensor de campo F'*” e termo massivo no
infinito, isto é no limite assintoético p — oc. E de notar que estamos pre-dispondo ou
preparando a teoria para que possua simetria axial. O termo proporcional a M% na

Lagrangiana deve ter energia finita por unidade de comprimento, considerando este
termo como se fosse o potencial V' (¢), examinamos:

. 2
E /| | &2z LM <AH + é (8,0) U—1> — 0, (4.11)
isto é possivel se
i _ ! - g, (OU
dim Ay = =2 @U)UT == 0 (a¢> U, (4.12)

Nesta configuracdo o campo é nulo, o qual pode ser contrastado com a eq. (4.10).

Automaticamente F « f| d’x F* — (. Entéo foi escolhido dessa maneira, porque

x| —00

vamos garantir que a simetria é axial, e no limite quando p — oo o U depende s6 da
variavel azimutal identificada como ¢.

Este problema foi amplamente discutido por Cornwall em [36] e [39] como solugbes
classicas numa teoria de gauge para campos quanticos. Cornwall assinala que uma
teoria de gauge massiva, descrita pela Lagrangiana (4.4), admite solucoes tipo vértice.
Comprovaremos que este modelo com a Lagrangiana (4.4) realmente permite ter es-
tas solucgoes, para isto usaremos o ansatz tipico empregado por Schaposnik [23],

A(p) .

[A (r)], = —;p) €, (4.13)
além disto, supomos que U = e () = ¢~¥(¥) Dessa forma obtemos uma equacéo
diferencial da forma

V2A -V (V.A) — M2A + éMi (VU U = 0. (4.14)

Utilizamos as coordenadas apropriadas para este problema com simetria cilindrica,

?A(p) 10A(p)
op*  p Op

— M3 (A (p) — 169) =0, (4.15)
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obtemos uma equacédo quase idéntica a proposta por Nielsen e Olesen. E possivel
obter a mesma equacéo diferencial se
a0
oo

Pode se ver que esta é uma condigcao natural proposta por Cornwall [39]. Portanto

—n.

chegamos a:
PA(p) 10A(p)

op*  p Op
cuja solugédo ja foi muito estudada e é explicitamente da forma:

~ M2 (A (p) + g) —0, (4.16)

A(p) = —g [1— MapKy (Map)]. (4.17)
Dessa maneira a solugdo completa é da forma
A =" | Mk, (Map) (4.18)
¢~ g P AR (MAP)| - .

Veja-se que a solucdo é exata, diferente do caso apresentado por Nielsen-Olesen
quando a teoria tem quebra esponténea de simetria, a solucdo para [A (r)]w é aproxi-
madamente igual, como se vé na eq. (3.23), porque séo feitas aproximacdes sobre a
componente radial do campo escalar f (p) no limite quando p — oo onde toma o valor
do vacuo. O comprimento de onda de Compton é idéntico a eq. (3.35)

A= — (4.19)

onde M4 era da forma My = ef.

4.2 0O modelo nao-Abeliano

E possivel fazer uma generalizacéo da teoria de bésons vetoriais com massa, similares
ao foton, para um campo de gauge ndo-Abeliano [40] associado a um grupo de gauge
SU(N). De maneira similar ao caso Abeliano, introduzimos uma Lagrangiana para
um campo de gauge com massa Mp da forma

. 2
L£=-1B,,.B" + i Mj <B# + ; [(8,U) U—l]“> , (4.20)

usando novamente o fato que B, = B"'.7 = BL1,, e de forma analoga para B,,.
Normalizamos os geradores ¢ , T'r [r%7°] = £5%°, e obtemos

L =—3Tr[B.,B"]+ M3Tr [BM + ; (0,U) U‘l] 2 , (4.21)
neste caso g é a constante de acomplamento e
U = e imabal®), (4.22)
Esta Lagrangiana é invariante sob transformacoes

U — v, (4.23)
B, — VBMV‘1+§V8MV‘1. (4.24)
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As equacdes de movimento correspondentes a A, e U, sédo da forma:

DB + M3 <B” + ; ("U) U—1> =0, (4.25)

D, (B“ + L oru) U1> =0 (4.26)
(&
onde a derivada covariante D, = 0, +1ig [B,,, | se encontra na representacédo adjunta.

Da mesma maneira que no caso Abeliano, o tensor de campo B,, — 0 quando
p — 00, isto é que os campos de gauge desaparecem neste limite se

1 1 ou
lim Tr[B,] = —Tr [(8,U) U] = —=Tr [8 () Ul]
300 [ M] g [( 1 ) } g M 8(,0
Este é o potencial de gauge B, no limite asintético p — oo.
Vamos propor o seguinte ansatz
é
B(r)], = —?“"B (n)Q (4.27)

onde @) é a matriz diagonal (no grupo SU (V)). Substituindo na equac¢éo de movimento
para o campo de gauge B, obtemos

V2B,é, — M3 (Bg,é@ + ; (B,U) U—l) — 0,

chegamos a uma equacéo diferencial da forma

PB() . 10B() . o (UYL
op* T p 9p Q_MB<B(p)Q_g<3w>U >_0’ (29

dessa forma se tomarmos a condigéo,
{ <8U> U™t =-nQ.
dp

#B(p)  19B(p), . Y\, _
dp2 _; ap Q— Mpg (B(P)‘FQ)Q—O, (4.29)

Noés iremos obter:

a qual é idéntica a equacdo diferencial do modelo Abeliano, cuja solucéo é da forma

n

Blp) = = (1= MppKi (Mpp)] (4.30)
e na sua forma completa:
1
[B (r>]<p: ngcg ;_MBKI (MB,O) . (431)

A qual é a solucdo tipica de vortice. Além disto da mesma maneira, temos que:

1
T (4.32)

como o comprimento de onda de Compton.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho fizemos uma revisio sobre vértices em supercondutores e teoria de
campos. Isto é, tanto a supercondutividade como a teoria de campos admitem solugoes
classicas estaticas em duas dimensées, as quais chamamos vortices. Além disto, o es-
tudo foi baseado no argumento que o sistema deve possuir um valor finito da energia
por unidade de comprimento, e a partir disto deduzimos todas as propriedades e a
dinamica que implicam este tipo de solucgoes.

Vimos também, que a superconditividade como uma teoria tipo Ginzburg-Landau
e a teoria de campos com escalares fundamentais apresentam quebra espontianea
de simetria (QES), e que o resultado desta quebra, respectivamente, sido o efeito
Meissner e o mecanismo de Higgs (andlogo da supercondutividade). As duas teorias
com QES tém dois parametros, o comprimento carateristico A e o comprimento de
coeréncia £. Na supercondutividade o )\ descreve a penetracdo do campo magnético
enquanto na teoria de campos da conta do alcance do béson vetorial (béson de gauge).
Além disto, na supercondutividade o £ € o raio do vértice enquanto em teoria de cam-
pos da conta do alcance do béson escalar (béson de Higgs). E de notar que ) e £ séo
parametros fenomenolégicos e contém os parametros livres da teoria, depois mostra-
mos como descrever as duas teorias em termos de um sé paradmetro que possui toda
a informacédo necessaria, o parametro de Gizburg-Landau «, o qual nédo é mais que
razdo dos comprimentos caracteristico e de coeréncia

Foi verificado ademais, que uma teoria com quebra dinamica de simetria (QDS)
também admite solucdes tipo vortice, este representa nosso principal interesse. Ob-
servamos claramente que uma teoria com QDS nas versdes Abeliana e ndo-Abeliana,
também podem ser expressas em termos de um comprimento caracteristico A e como
é natural em termos da massa do béson de gauge. No entanto, o comprimento de
coeréncia £ vai ser objeto de estudo em trabalhos futuros, e cabe dizer que uma teoria
com QDS também apresentam boésons escalares s6 que seréo ndo-fundamentais, ou
seja, compostos. Evidentemente a massa efetiva destes bésons escalares (compostos)
estardo relacionados como o comprimento de coeréncia £.

Por ultimo, numa continuidade deste trabalho podemos estudar o confinamento
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na cromodinidmica quantica (QCD), sendo os vortices possivelmente os objetos funda-
mentais que o geram [41]. Isto é, em estudos ulteriores terdo que ser entendidas as
implicacdes dos vortices em uma teoria ndo-Abeliana com QDS. Além disto, pesquisas
recentes neste tipo de teorias apontam que eles (os vortices) sejam necessarios para
explicar a quebra de simetria quiral [41].
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Apéndice A

Relacoes matematicas

A.1 Coordenadas cilindricas
Em termos de coordenadas cilindricas

T =pcosy, y=psing, z==z.
O Jacobiano de transformacao

cosp —psing 0

J(p,¢,z) = | sing pcosp 0

0 0 1

O elementos de linha, de area (assumindo que 2 ndo muda) e de volume, respectiva-

mente sao
dr = dpé, + pdpe, + dzé,,
d*r = pdpdp
d37” = pdpdgodz,

onde é,, é, e é, sdo os vetores unitarios ortonormais entre si e cujos produtos vetoriais

sao
€p X €, = —&y,
€p X €y = €,
€p X Ep = €.

O gradiente nestas coordenadas esta dado por:

O rotacional

(IO VY (e VN1 0o,
vxv_%(pago dz>+e<p< >+€Zp<ap(pvcp)+ 90>'




tal que V = (V,,V,,, V>). Outro operador diferencial é o laplaciano

s, 10 ([ 0 192 92 9 10 109* &
V=00, Vo) T ozt o2

=i
p? 0% 022 8p2+p8p+p2 dp? 022

e o laplaciano vetorial nestas coordenadas

02\/ 1 9%V, 9%V, av, Vv, V,
AT 2asop+ 5t o T oy T
2v7 _ a2v(p 1 02 vw 0%V, , 10V, 20V, V,
VY o +§2V +aa§/2 +5\?p+%ﬁvw_pi2
z 1 z 2z l Z
+ P2 02 + 022 + p Op

A métrica no espaco destas coordenadas é da forma

1 0 0 0
o =1 0
Iw=1"9 o —p o0

00 0 -1

A.2 Consideracoes sobre a funcao K,

A.2.1 Solucao em serie para equacao diferencial de Bessel com ar-
gumento imaginario e a funcao K (z)

A equacéo diferencial de Bessel com argumento imaginario é da forma:

d*Z dz
2 dZ§Z) 4 diz) — (2402 Z(2) =0, A1)

onde z = ix e ¥ € um nimero ndo necessariamente inteiro. Ao resolver a equagéo por
series no método de Frobenius

Z(z) = ia,\zlﬁ)‘
A=0
dZdiZ) _ :.goa/\ (k+\) Skl
diff = g)% (k+X) (k+A—1) 28472
Substituindo
2 i ax(k+ ) (k+X—1) 282 1, i ay (k+X) 2" — (V% + 2%) i a 2" =
A=0 A=0 =

ZGA(k-i-)\)(k—i-)\— 1) k+)‘+2a,\ (k+X)z A _ QZa)\z —Za)\zk+/\+2:0.
A=0 A=0 =

Para as tres primeiras series fazemos A\ = j + 2 e na ultima fazemos \ = j
Dt [k +2) (k+j+1) + (k45 +2) —v?] 2 =N a k02 =,
j=—2

=0
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o)

0o
Z aj+2 [(kﬁ +] + 2)2 — 1/2} Zk+j+2 — Z ajzk+j+2 =0.
j=—2 7=0

oo
ag (K* — ) 2"+ aq [(k +1)% - 1/2} FH |:CLJ'+2 ((k +j+2)?% - 1/2) - a]} PAREARIEN )
§=0
O método de Frobenius exige que ag # 0, portanto o polinémio de k£ tem solucéo
k = +v. Precisamos saber satisfazer a relacéo igual a zero, e dessa forma a; = 0.

Ficamos entédo com a relagdo de recorréncia

1
RO
Para k = v temos
1 1 1
G2 Y T B A dY T GG r w12
eparak = —v
1 1 1
= T Py ra— a4 T (j+2)(j—2w+2)"

Pegamos a raiz £k = v. Se tivermos j = 0, 1,2,3,... vemos que os termos que séo
multiplos de a1 séo zero, portanto s6 tomamos os termos de j que sdo pares

1 1

2w+ ) T 21w )™
1 .
as = aos = a
YT 2ow+2) Y 221w +2)(v+ 1)
1 1 1

62w+ ™ 230w +3) " T ®321w+3) (v w+1) T

Entéo se satisfaz uma nova relacéo

1
a = Q,
P wpl (w4 p) . (v+2) (v 1) °
se multiplicamos e dividimos por v (v — 1) (v — 2) ...2.1
viv—1)(v—-2)..2.1 V!
Q2p = 3 ayg = 3 ag
22pl(v+p)..(v+2)(v+)r(r—-1)(r—2)..2.1 22rpl (v + p)!

Portanto a série para k = v é da forma
o
Z(z) = ZaAz”J”\ =z (ag + a9z + agzt + )
A=0

subtituindo os coeficientes, os quais estao em funcgéao de ag

Zy,(z)=ap | 2"+ Vilz’”r2 + Vilz’”r4 + ...
2211 (v +1)! 242! (v 4+ 2)!

Resumindo
V!

o
Z,(2) = ag vt
v ;ZQle(V—i—j)!
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mulplicamos e dividimos por um 2" e ficamos com

2Vl v+2§
- a0 Z V + j ( )

Podemos escolher um a tal que

o 1
9= =5 v (s
fntao T > 1 zZ\V+2J s
Zy(z):_QSin(l/ﬂ')jgoj!(V—l-j)! <§) :—mh (2)-
Para k = —v temos uma serie similar
s —v+2j
Z-v () = 2sin7r(y7r) ; ;! (—Vl—i—j)! (%) = QS%(W)L” (2)

Obtemos a forma final como a soma das duas solucoes

7l (2) =1, (2)

2 sin(vm)

Ky (2) = (A.2)

que é a solucio para a equacio diferencial de Bessel com argumento imaginario (A.1).

Além disto, podemos ver que se v — —v

ol (2) =1, (2) 7wl ,(2)—1,(2)
K-y (2) = 2 sin (—vm) 2 sin (v7r) = K. (A.3)

A.2.2 Limite para v — n inteiro

Tomaremos uma outra solugdo que é também solucéo da equacéo (A.1):
(=" Iy (2) = (=1)" 1, (2),

onde n é um nuimero inteiro. Para nossas solugées tipo vortice m é precisamente um
numero inteiro. Entdo para o caso onde v # n

(D" (2) = L (2)

2 v—n

Examinemos o limite quando v — n, se obtem uma divergéncia

i CU" L0 (2) = L, (2)

v—n 2 V—n

Existe além desta, uma solucéo I, (z) que é também solucéo, entao

(
(1" [y ()= Ln(2)  L(2) = In<z>] (-1)" {am»z)_auz)

li =
D) v—mn v—n 2 % ov |,_.
Disto concluimos que
K, = lim K,. (A.4)
v—n
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A.2.3 Derivada da funcao K,

Existem formulas apresentadas para as fungoes de Bessel, que sdo as férmulas de
recorrencia das derivadas

0
5 [2"K, (2)] = 2"Kn,—1(2). (A.5)
882 [z‘"Kn (z)] = —2z "Kpi1(2). (A.6)

que relaciona uma ordem da fung¢édo K com a ordem seguinte e vice-versa.

A.2.4 Limites assintéticos da funcao K,

Os limites da fungdo K, (z) sdo bém conhecidos e estudados em diferentes textos.
Vamos tomar os limites para n = 0, 1 na fungéo, entao para z — 0 obtemos

1
Ky(z2) — —lnz, Kj(z2) — -. (A.7)
z—0 z—0 2
Para 2 — oo, temos
/T _, T _,
K() (Z) z—>*>oo %e s Kl (Z) z—>4>oo %e . (A.8)
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Apéndice B

Homotopias

B.1 Consideracoes gerais

Formulemos alguns conceitos basicos da topologia geral. Consideremos um conjunto
X o qual sera nossa referéncia. Seja um z; um aberto* de X, que pode representar, um
conjunto, uma funcgdo, um vetor, etc. Uma cole¢do Tx = {z;,7 € N} de subconjuntos
de X tera por nome topologia X, se satisfaz o seguinte:

e JcTxeX e€Tyx,onde @ é o vazio.
eSexi €T ANaseT=x1NageT.

o VS eT |UgeszieT (SeSeTx =3Ujz;=5)

O par (X, Tx) é denominado espaco topolégico.

Precisamos definir continuidade, sejam (X, 7x) e (Y, 7y) dois espacos topolégicos,
f : X — Y se diz continua se e somente se para y; € Y existe uma imagem in-
versa f~1 (y;) = {z; € X | f (z;) = y:}, a qual é um aberto. f se denomina uma funcgio
continua ou mapeamento, entdo X e Y sdo mapeados dado f. Por exemplo, uma
funcéo f bijectiva é uma correspondéncia um a um entre os elementos que compdem
Nnosso espaco.

Vamos estudar a equivélencia entre dois espacos topologicos mediante mapeamen-
tos continuos chamados homotopias. A homotopia é um mapeamento continuo entre
dois espacos topolégicos, mas a deformacédo gerada pela funcdo encontra-se regulada
por um parametro. Entdo um espaco X é homotdpico a Y se existe uma homotopia
entre eles [42].

Consideremos dois mapas fy e f; as quais sdo duas fung¢bes continuas atuando
sobre dois espacos topolégicos X e Y, tal que fy, f1 : X — Y. Introduzimos um
intervalo fechado em um espago Euclideano I = [0,1]. Entdo os dois mapas fj e
f1 sdo homotopicos se existe uma fung¢do parametrizada por 7 (0 < 7 < 1), tal que

*Aberto define-se como um elemento sem sua fronteira.
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&

Figura B.1: Se fy ~ f1 e fi ~ fa entdo fo ~ fo.

F : X xI~ Y é uma homotopia entre fy e fi, onde F(z,0) = fo(x), F(x,1) = fi(z)
para cada z € X. F(z,7) é uma familia de mapas intermediarios entre fy e fi. As
homotopias sdo comumente indicadas por fy ~ fi, o simbolo (~) indica que existe
uma relacdo de equivaléncia.

Esta propriedade permite estabelecer a equivaléncia entre dois espagos, por exem-
plo existe uma homotopia entre X e Y se temos mapeamento f; : X — Y e ha um
mapeamento inverso f : Y — X, fy € uma inversa homotépica a f;.

As equivaléncias homotépicas se entendem examinando os mapeamentos seguin-
tes: F': fo~ fieG: fi ~ fyentdo H : fo ~ fo, isto pode ser feito se escolhermos
um mapeamento apropriado para as homotopias F', G e H. Como podemos escolher o
mapeamento adequado? Poderiamos considerar por exemplo H (z,7) paratodo z € X,
cujos valores fixos inicial e final sdo H (a,7) = 29 € H (b, 7) = x1, respectivamente, os
quais vamos chamar os pontos finais de uma trajetoria. Agora, F' (xz,27) com 0 < 7 < %
é uma homotopia fy ~ f1 e G (z,27 — 1) com % < 7 < 1, uma outra homotopia é f; ~ fs.
Podemos ver que para H (z,7) com 0 < 7 < 1,

(B.1)

—_ D

H(x,7) = {

F (z,271) 0
1
2

TS
G (xz,21 —1) T <

IAIA

portanto H : fy ~ fo, ver Fig. B.1. Podemos afirmar que mapas homotopicamente
equivalentes formam uma classe denotada por {f} [4].

B.2 Grupo de homotopias

As homotopias podem formar estrutura de grupo? Em um espaco X consideremos
duas trajetorias fy entre xg e x1 e f; entre x; e x5. Ha uma composi¢édo ou produto e
entre fy e fi1, temos (fo e f1) (x) = f2 (x), entdo fy é uma trajetoria entre zp e z2, ou

) fo(2x) 0
f2($)_{ f1(2$—1) %

Supomos o espago X como se tivesse um buraco, como se vé na Fig. B.2.

(B.2)

— NI

T <
x <

IAIA

A operacdo e permite-nos distinguir uma estrutura de grupo para classes de ho-
motopia:
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Figura B.2: Composicdo de duas trajetérias (fo e f1) (x) = f2 (x).

(i) Associatividade: {fo} o ({fi} @ {f2}) = ({fo} e {f1}) ¢ {f2}.

(ii) Identidade: A identidade é entendida para = € X, tal que ex : I — X, tal que
ex (I) = x. E uma trajétoria constante em X. Se f é uma trajetéria com pontos

finais z( e x1, temos que {e;, } o {f} ={f} e {f} e{es,} = {f}. Entdo as {e;,} e
{es, } sdo identidades diferentes.

(iii) Inversa: A existéncia de uma trajetoria inversa f~! para uma trajetoria f entre
zoexy vaiser f71(z) = f(1—z)deonde {f}e{f '} ={ez}e{ft}e{f}=
{ex }-

As caracteristicas apresentadas em (ii) e (iii) deixam em evidéncia que néo for-
mam um grupo sob e, de fato formam um mondide.

B.2.1 O grupo fundamental

Da secéo anterior concluimos que as homotopias ndo formam um grupo. No entanto,
podemos considerar uma nova caracteristica para as trajetérias, “loops” fechados'.
Assim, f é uma trajetoria com pontos finais zy e z1 tal que 2o = z;. Evidentemente
a propriedade (i) de associatividade é satisfeita. Devido aos loops fechados entao a
identidade € unica {e}, e a existéncia de indentidade (ii) induz também a existéncia
de um elemento inverso (iii). Desta maneira as classes de homotopia com loops for-

mam um grupo.

O grupo formado pelas classes de homotopias com trajetérias fechadas que podem
ser mapeadas a um ponto é chamado o grupo fundamental ou primeiro grupo de
homotopia, o qual é identificado como IT; (X, z¢) ou II; (X). Um intervalo fechado
I =[0, 1], onde o ponto inicial seja igual ao final, é equivalente a um circulo S* com
um ponto de referéncia zy. Facamos um mapeamento do tipo f : S' — X. Como
exemplo instrutivo de como estes mapeamentos funcionario, consideremos um espago
X = R? —(0,0) (o plano real menos a origem (0, 0)), em analogia ao espago com um
buraco na Fig. B.2. No ponto (0,0) o espago nédo esta definido. Existem dois tipos
de trajetérias que serdo permitidas, aquelas que evitam a origem (ver Fig. B.3(a)) e
aquelas que néo evitam a origem (ver Fig. B.3(b)).

A palavra loop significa laco, mas usaremos a palavra em inglés.

58



As trajetorias que evitam a origem, podemos definir em todo espago classes de
homotopias definidos em todos os pontos, por isso escolhemos, sem problemas, uma
homotopia apropriada onde estara definida em todo espacgo o elemento identidade {e},
ou seja, os loops fechados, sem importar se sdo em sentido horario ou sentido anti-
horario, que nido contém a origem, e que séo trivialmente mapeados a uma curva
constante, C(z) = zo.

Agora analisaremos o segundo tipo de trajetérias possiveis aquelas que contém
a origem, isto torna o problema particularmente bem diferente. Neste caso analisa-
mos quantas voltas o mapeamento dara em torno do ponto (0,0), assim contaremos
o nimero de vezes que o dominio S' cabera em loops no plano real. O ntimero de
voltas ao redor da origem serdo separadas por classes e vao ser diferentes se o loop
esta em sentido horario ou sentido anti-horario. Por exemplo, se temos uma volta em
sentido horario identificamos a classe como {1}, porém se sdo duas voltas em sentido
anti-horario a classe é identificada como {—2} (ver Fig. B.3(b)). Concluimos entéo
que II; (X) serd o conjunto dos inteiros (Z), II; (R? — (0,0)) = Z, porque podemos dar
um numero inteiro de voltas (n-voltas) em torno da origem. Para n-voltas a classe
designada é {n}, conhecida como 0 nimero winding*

(a) )

Y g

Figura B.3: Equivaléncia homotépica de diferentes nimeros winding. (a) Para o
numero zero {e} = {0}. (b) Para {1} a curva com linha cheia e {—2} com linha ponti-
lhada.

Dois espacos X e Y que sejam homotdépicamente equivalentes obedecem
I (X) =11, (Y), (B.3)
que faz X e Y idénticos. As classes equivalentes de nosso interesse sdo da forma
I (S') =z, (B.4)

que possuem um numero winding diferente de zero. Um voértice, especialmente,
é estavel se existe um numero winding diferente de zero para o primeiro grupo
homotépico. O nimero winding corresponde a carga topolégica (também nomeada
numero kink).

Quando um espaco X é mapeavel trivialmente a uma trajetéria constante, isto é
a um ponto x(, entdo dizemos que X tem conectividade simples. De outra maneira X

A palavra winding significa enrolamento, mas usaremos a palavra em inglés.
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é denominado com conectividade multipla. Esta caracteristica resulta muito impor-
tante para nosso problema (e em geral para a fisica) e é uma forma de fazer a conexéo
entre os efeitos fisicos e a topologia. A conectividade multipla proporciona as solugoes
tipo vértice.

Examinemos uma situagao em particular e de nosso interesse como exemplo de
conectividade [42]. Suponhamos um espaco R? onde temos duas trajetorias, as quais
estdo sujeitas a um plano R?. As duas trajetérias identificadas como C; e Cy tém
como ponto inicial a e um ponto final b, os dois sobre o plano como se vé na Fig. B.4.
Dessa forma podemos definir uma fungéo

x(a) =0, x(z)= /I A.dl (B.5)

onde A é algum vetor sobre o elemento de linha dl. Entdo estabelecemos as duas
trajetorias sobre o plano

xib)= [ Adl, x2(b)= [ A.dl (B.6)
C1 CQ
Se a inversa x, L' — _y, é possivel fazer a diferenca das duas funcées da eq. (B.6):
x1(b) = x2 (b) = / Adl = j'{ A.dl (B.7)
C1—C c

C representa a curva total em um loop fechado. Para que a fungéo seja uni-valuada

7§ Adl = / (V x A).do = 0, (B.8)
C S

onde foi usado o theorema de Stokes e do é o elemento de area em uma superficie S.
Podemos ver que se V x A = 0 entao A = V, e portanto

X (z) = /m Vo.dl=¢(x)—¢(a) =¢(x). (B.9)

Neste caso A se diz integravel.

R’_J

C's

AUN
/ G g /

Figura B.4: Duas trajetorias C; e C; de a a b.

Vamos supor agora um caso onde H = V x A # 0. Neste caso o A seria néo-
integravel e além tampouco uni-valuado isto é, de conectividade maultipla. Consi-
deremos um caso em particular da mecéanica quantica e o caminho representado na
eq. (B.5), o qual se apresenta na forma de um fator de fase acompanhando a funcao

60



de onda. O fator de fase é ndo-integravel. Como exemplo tomemos um anel onde a
regido central nio faz parte do espago como é mostrado na Fig. B.5. Examinemos um
exemplo fisico de interesse essencial para o estudo de vortices. Um campo magnético
H interage com um elétron no contorno C = C; — (5. Agora A representa o vetor
potencial e a funcédo de onda para este sistema é expressada da maneira seguinte

U (z) = e X@W (g) = exp (—ie / A.dl) U (a) (B.10)
Entéo o fator de fase é
X—ej{A.dl—e/(V><A).da—e/H.da—e¢> (B.11)
c s s

o qual muda em proporcdo a integral do vetor potencial. A funcdo de onda estaria
multivaluada no mesmo ponto ao redor do buraco, isto néo é satisfatorio para descre-
ver um sistema fisico. ® é o fluxo do campo H que passa através da superficie S, neste
caso para conservar a func¢édo uni-valuada —e® = 27n, onde n é um namero inteiro.
Este caso vai ser retomado mais adiante.

Figura B.5: Exemplo de uma trajetoria para um sistema que é multiplemente conexo.

Nos sistemas com solugdes tipo vortice procuramos que o parametro de ordem na
supercondutividade e o campo de Higgs nas teoria gauge sejam uni-valuados. Estas
solugoes serdo examinadas em detalhe.

B.2.2 Os grupos superiores

Retomando, podemos extender os mapeamentos do grupo circulo S' de maneira simi-
lar, mas para dimensédes diferentes maiores que 1, isto € uma esfera em n-dimensoes
S™ (hiper-esfera). Tomemos um cubo n-dimensional

I" = {(z1, xa,...7n) € R"|0 < x; < 1}, (B.12)

com suas faces identificadas e com o pdlo norte 2y de S . Novamente com um trata-
mento analogo as classes de mapeamentos com um ponto fixo na imagem f(z¢) = yo
formam um grupo denominado n-ésimo grupo homotoépico ou grupo superior
IT, (X). O n-ésimo grupo homotépico de um mapeamento com conjunto imagem to-
pologicamente equivalente a uma esfera de n-dimensées é o conjunto dos inteiros,
I1,, (S™) = Z. Este resultado diz que os mapeamentos f : S™ — S" estéo caracteriza-
dos pelo fato de como uma hiper-esfera cobre a outra hiper-esfera.

Podemos fazer algumas consideragoes interessantes sobre os grupos superiores.
O grupo II,, (X) é Abeliano para n > 1 mas néo necessariamente para n = 1, isto é
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para o grupo fundamental. Para uma m-esfera
II, (8™) =0, m>n. (B.13)

No entanto, se tomamos o grupo m < n ele é nao-trivial. Nas teorias tipo Yang-Mills
estes grupos sdo comuns. Observe-se que mapeamentos para o caso do grupo Abeliano
U(1) néo sdo permitidos, assim II,, (U(1)) = 0 com n > 2, todos serdo homotépicos ao
mapa identidade.

B.2.3 O grupo quociente

E importante enfatizar a construcio de espacos quocientes associados a estrutura
de grupos [28]. Considermos um sub-grupo H o qual pertence ao grupo G, H < G.
Consideremos dois elementos arbitrarios ¢, g2 € G, os quais satisfazem g; lgo € H.
Um co-conjunto esquerdo (coset esquerdo) de um subgrupo H no grupo G é um
conjunto de elementos formados pela acdo dos elementos de H pela direita sobre um
elemento g do grupo G, isté é

gH ={gh|he H}.
Ent&o um espaco co-conjunto é denotado como
G/H ={gH | g € G} (B.14)
Se um subgrupo H é invariante, isto é
gH=Hg—gHg '=H VgeG.
Entao para todo g € G,

(91H) (92H) = (91Hg1 ") (9192H) = (9192) (95 ' Hg2H) , (B.15)

se (95 'HgoH) = H, o espago é chamado espago quociente de G por H, G/H. Os
subgrupos triviais a identidade e e H mesmo sdo invariantes para qualquer grupo.

Na teoria homotopica aplicada a fisica precisamos do conceito do grupo quociente
(G/H). Seja G um grupo gauge qualquer que tem um subgrupo de H denominado o
néo-quebrado. Se aplicarmos um elemento h € H sobre um vacuo da teoria se obtem
h¢? = ¢°. Também podemos pensar que todos os vacuos sdo da forma ¢¢°, para
algum g em G. Aqueles campos associados ao sub-grupo H permanecem sem massa
enquanto os campos associados ao grupo G sdo massivos. O conjunto de vacuos (ou
zeros) podem ser identificados com um espaco quociente G/H [2].

No caso de um grupo genérico SU(N), se analizarmos se ele tem solugoes tipo
vortice estudaremos um valor de N em particular. Analizemos o grupo especial de
matrizes unitarias 2 x 2 de determinante 1, o grupo G = SU(2). A matriz 2 x 2 mais
geral que seja unitaria (UTU = 1), escreve-se como:

U= a—i—zl.) c—i—z.d ’ (B.16)
—c+1id a—1ib
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pela condicéo de det(U) = 1 temos,
A+ b+ +d=1. (B.17)

A qual é equacdo de uma esfera tri-dimensional embebida em um espacgo de 4 di-
mensdes. Existe uma equivaléncia topolégica entre o grupo SU(2) e S®. No entanto,
sabemos de anteméao que II; (S®) = 0 e portanto néo hé possibilidades de ter uma
solucgdo tipo vortice porque o espaco tem conectividade simples.

Para buscar estabilidade topolégica, estudamos os grupos quocientes SU(N)/Zy,

Ly (SU(2)/Z2) = Zs

11, (SU(N)/Zy) = Zy (B.18)

0Zy =7Z(SU(N)) é o centro do grupo SU(N). Isto é interessante porque ao contrario
de uma teoria gauge Abeliana tipo U(1) onde temos um numero infinito de vértices
diferentes, no caso néo-Abeliano temos um nuimero restrito ou finito de vortices com
nudmeros winding £+ NmodN. Por exemplo, SU(2)/Z, tem vértices com windings 0, +1
e SU(3)/Zs tem vértices com windings 0, £1, +2.
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