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Resumo

Neste trabalho, estudamos alguns aspectos empiricos do mercado futuro de DI,
e como ele se comporta frente aos modelos de equilfbrio de Vasicek, Cox, Ingersoll,
Ross e o modelo misto. Para isto, fizemos um estudo empirico detalhado sobre as
hip6teses que os modelos de equilibrio exigem tals como o acordo dos parametros
do modelo para a taxa de juros & vista (DI) e os dos modelos de equilibrio; além
de verificar a parametrizacdo exponencial. Dentro dos resultados apresentados na
dissertacio, podemos destacar a dupla depéndencia dos contratos com a taxa a vista.
Este fato pode levar a novos modelos teoricos e entender esse comportamento pode
ser uma ferramenta para uma melhor precificagéo dos contratos.

Palavras Chaves: Mercado Futuro de DI: Taxa de Juros; modelos de equilibrio.

Areas do conhecimento: Finangas; Econofisica
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Abstract

In this work we studied some empirical aspects from brazilian interest rate market
traded at BM&F (Bolsa de Mercadorias e Futuros) and its behavior when faced with
one factor equilibrium models like Vasicek, Cox, Ingersoll, Ross and Mixed model.
We performed a detailed empirical study about the hypothesis that the equilibrium
models require the agreement of the parameters from the spot rate model and the
equilibrium models and the empirical exponential parametrization verification. In
the results presented in this dissertation, we can remark the double dependence from
the futures contracts with the spot rate. This fact may lead to another theoretical
model and the understanding of this behavior might provide better contracts pricing.
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Capitulo 1

O Mercado Futuro de DI

O mercado Futuro de DI é o principal mercado de renda fixa do Brasil movimentando
um grande volume financeiro todos os dias. O objetivo bésico desse mercado, é a
possibilidade de protecdo contra as oscilagbes dos juros do mercado interbancério.
Portanto, nos pregdes da BM&F negociam-se juros, e como 0s juros sao uma mer-
cadoria muito abstrata, criou-se um mecanismo bastante sofisticado para possibilitar

a sua negociacao.

Nas préximas segdes, daremos uma breve introducéo ao mercado interbancério e
ao mecanismo no qual o Mercado Futuro de DI opera.

1.1 O Mercado Interbancario

Neste mercado, participam apenas os bancos e os brokers, que fazem a ponte en-
tre compradores ¢ vendedores de dinheiro com lastro em titulos privados. Issas
negociagoes, sio feitas através dos CDI (Certificados de Depésito Interbancério).

Os CDI séo titulos de emissdo das institui¢oes financeiras monetarias e nao mon-
etarias, que lastreiam as operagoes do mercado interbancério. Sua fungao &, por-
tanto, transferir recursos de uma instituicdo financeira para outra. As operagoes
se realizam fora do ambito do Banco Central, tanto que, neste mercado, ndo hé
incidéncia de qualquer tipo de imposto. Também nao existem contratos de CDI, as
transacoes sdao fechadas por meio eletrénico e registradas nos computadores das in-
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stituicoes envolvidas e nos terminais da Central de Custédia e Liquidagdo de Titulos
Privados (Cetip).

A maioria das operacoes é negociada por um s6 dia. Os CDI de um dia também
siao conhecidos como Depésitos Interfinanceiros (DI). Suas vantagens sdo: néo haver
taxagao, ser rapido e seguro. Normalmente, o custo do dinheirc de um dia negociado
no mercado interbancério é muito proximo do custo de troca das reservas bancarias
disponiveis lastreadas em titulos federais que ocorrem no mercado aberto. Os CDI
de um dia (DI) estabelecem um padréo de taxa média didria, o CDI over. E o CDI
over que reflete a expectativa de custo das reservas bancérias para a manha seguinte

do fechamento das transacoes.

Apesar do mercado interbério ser um mercado restrito, ele é de extrema im-
portincia para a sociedade. O fato das intituigSes participantes serem consideradas
seguras, d4 ao DI o status de juros livre de risco, sendo este juros um limite inferior.
Os juros cobrados no cartdo de crédito, empréstimos a empresas, serdo o DI mais

um fator de risco.

1.2 Dinamica do Mercado Futuro de DI

O mecanismo pelo qual esse mercado opera t&ém suas raizes nos contratos futuros.
O contrato futuro € um acordo entre duas partes de compra ou venda de uma
mercadoria numa determinada data por um determinado prego.

Existem dois tipos de contratos futuros: os Foward Contracts e os Future Con-
tracts. Ambos os contratos sio acordos de compra ou venda por um certo precgo

numa certa data futura. O Forward Contract é negociado no over-the-counter mar-
ket *e nao existe tamanho e especificagdes de entrega do contrato padronizados.

Normalmente, uma finica data de entrega & especificada e o contrato ¢ mantido até
o fim de sua vida, e entdo & exercido.

O Future Contract, € um contrado padronizado negociado numa bolsa. ksses

*Sao negociacoes feitas fora de bolsas usualmente por institui¢des financeiras. A vantagem
central do over-the-counter market & que os termos dos contratos ndo precisam ser aqueles especi-
ficados por uma bolsa. A sua desvantagem, é que estando fora de uma bolsa, existe o risco do
acordo nao ser cumprido.
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contratos sdo negociados diariamente, e através dessas negociagoes ¢ possvel especi-
ficar uma série de contratos de vencimentos diferentes. Raramente quem negocia o
contrato, 0 mantém até a data de seu exercicio, o negociando antes.

O Mercado Futuro de DI, é um Future Contract na medida em que ele &€ nego-
ciado dentro de uma bolsa, a BM&F (Bolsa de Mercadorias e Futuros), e possui

especificagdes padronizadas.

1.2.1 Especificagdoes do Mercado Futuro de DI

A idéia desse mercado seria ver o dinheiro como uma mercadoria, ou seja, na data
futura especificada seria entregue uma certa quantia padronizada (R$ 100.000 no
caso da BM&F). A pergunta a ser respondida pelo pregéo, & quanto vale um contrato
hoje sendo que no vencimento ele pagara R$ 100.000 valorizando a cada dia pelo
DI. A esse valor para o contrato, di-se o nome de Preco Unitério (PU). Para existir
o pregdo deverfamos ter quem compre e quem venda o contrato, por isso temos
as expressoes comprado e vendido em PU. Para se evitar que os compromissos
assumidos entre as partes nio seja cumprido, faz-se uma marcagio a mercado do
contrato através dos ajustes didrios (AD).

Devido a essa motivacdo vinda do Mercado Futuro de Mercadorias, temos essa
nomenclatura (PU, comprado e vendido em PU, ajustes diérios), mas néo é exata-
mente dessa forma que ocorre o pregdo. Devemos ressaltar que o principal objetivo
do Mercado Futuro de DI & a possibilidade da protecdo dos agentes econdomicos
contra as oscilagdes do DI. Para se fazer isso, basta que os ajustes diérios sejam
pagos, isto &, ndo hé a necessidade de quem estd comprando o contrato deposite o
valor da PU na conta de quem estd vendendo, ou que no vencimento o vendedor
deposite R$ 100.000 na conta do comprador. Para participar desse mercado, basta
um depésito de margem estabelecido pela BM&F para cada um dos participantes
para cada contrato, afim de garantir que os ajustes diarios sejam pagos. Como o
intuito do mercado é a negociagéo de juros e ndo de contratos, as expressoes com-
prado e vendido em PU vém sendo substituidas por vendido e comprado em taxa

respectivamente.

Uma melhor forma de percebermos como este mercado funciona é através de
uma alegoria. Suponha que José tenha uma divida indexada ao DI, e que com uma
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possivel alta do DI, ele ndo consiga honrar seus compromissos. Uma solugao para o
sen problema seria ir ao pregdo da BM&F e tentar negociar uma posicao comprada
em PU (vendido em taxa). Sem saber disso, Jodo acredita que os juros irdo baixar,
querendo tirar proveito dessa situagao, val a0 pregao da BM&F tentar negociar
uma posicdo vendida em PU. O negocio acontece quando José e Jodo se encontram
e concordam numa taxa. Com esse acordo, sdo feitos os respectivos depésitos de
margem junto a BM&F e a taxa negociada é transformada em PTU pela férmula:

100.000
(14 )™

PU = PO = (1.1)

Onde PO é o preco da operagdo, i é a taxa negociada, n € o nimero de saques-
reserva, compreendido entre a data de negociagdo, inclusive, e a data de vencimento

do contrato, exclusive.,

No final do dia, apurados todos os negécios, a BM&F define o Prego de Ajuste
(PA) para todos os contratos. Com esse Prego de ajuste, podemos calcular o Ajuste
Diério (AD) da operagio realizada entre José e Jodo:

AD, = (PA,— PO) x M x N (1.2)

Onde M é o valor em reais de cada ponto do contrato (atualmente M = R$ 1),
N é o ntimero de contratos negociados entre José e Joao.

O sinal de AD, determina o fluxo do dinheiro, se AD; > 0 entéo o comprador de
PU (José) recebe AD; do vendedor de PU (Jodo). Da mesma forma que se AD, <0
o vendedor de PU (Jodo) recebe AD, do comprador (José).

Possivelmente, no dia seguinte, José e Jodo poderdo negociar suas posigOes com
outras pessoas, mas vamos supor que eles as mantenham dando o status dos seus
contratos de contratos em aberto. No préximo pregéo, outros Josés e Jodos negocia-
rdao outros contratos, possibilitando a BM&F definir PA,,;. Os contratos em aberto

serao ajustados pela férmula:

.

ADt+1 = E.Pﬂ;+1 S (P.qt X FCt+1)] x M x N (13}

onde:
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FC;.;.I w—" (]. e %)E

quando houver um saque reserva entre o tltimo pregao e o dia do ajuste e

L 1

FCui =] (1 n %)25:

j=1

quando houver mais de um saque-reserva entre o tiltimo pregéo e o dia do ajuste.

*Sobre este assunto temos a bibliografia: [1, 2, 3, 4, 5].



Capitulo 2

Analises Preliminares

Neste capftulo, vamos tentar ganhar um pouco de intui¢do de como o mercado
funciona através uma estatistica descritiva.

2.1 Os Dados Analisados

Os dados foram obtidos gentilmente pelo sistema de recuperacéo de dados da BM&F.
As informacdes que tive acesso vieram em planilhas Excel com as colunas: Data de
Referéncia, Vencimento da Série, Data de Vencimento, Niamero de Negocios, Con-
tratos Negociados, Contratos Derivados, Volume Financeiro (em reais*), Volume
Financeiro (US$), Preco de Exercicio, Valor do Ponto do Contrato, Valor do Ajuste
Anterior, Preco de Abertura, Preco Minimo, Preco Méximo, Prego Médio, Valor
do Fechamento, Valor do Ajuste, Saques, Uteis, Corridos. A coluna Prego de Eix-
ercicio teve o valor constante 0, e a coluna Contratos Derivados néo teve nenhum
valor assinalado. A cada linha tinhamos as informagdes de cada contrato negoci-
ado. Na tabela 2.1, mostramos as primeiras 4 colunas dos contratos negociados
em 02/01/2004. Foram obtidos contratos desde 01/07/1991 a 25/05/2004 mas, na
maior parte do trabalho, utilizamos contratos a partir de 1996 devido ao plano real

estar melhor estabelecido a partir desse periodo.

Juntamente com esses dados fornecidos pela BM&F, também analisamos a série
do CDI dirio (DI) fornecida pelo site do Banco Central do mesmo periodo.

*Neste item temos o Volume financeiro em moeda brasileira, sendo real a partir de 1994

6
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Data de Referencia Vencto Serie

Data de Vencimento N de Negocios

==—r

Tabela 2.1: Fragmento das informactes dos contratos negociados em 02/01/2004

02,/01/2004
02/01,/2004
02/01/2004
02,/01/2004
02/01/2004
02,/01/2004
02,/01,/2004
02,/01/2004
02/01/2004
02/01/2004
02/01/2004
02,/01 /2004
02,/01/2004
02,/01/2004
02/01/2004
02,/01/2004
02/01/2004
02/01/2004
02,/01/2004
02,/01/2004
02,/01/2004
02/01/2004
02/01/2004
02/01/2004
02/01,/2004

JAN4
FEV4
MAR4
ABR4
MAI4
JUL4
OUT4
JANS
ABRS
JULS
OUT5
JANG
ABR6
JULG
OUT6
JANT
ABR7
JUL7
OUT7
JANS
JULS
OUTS8
JANS
JANO
ABRO

02/01/2004
02,/02/2004
01/03/2004
01/04/2004
03/05,/2004
01/07/2004
01/10/2004
03/01,/2005
01/04/2005
01/07/2005
03/10/2005
02/01/2006
03/04,/2006
03/07/2006
02/10/2006
02/01/2007
02/04/2007
02/07/2007
01/10/2007
02/01,/2008
01/07/2008
01/10/2008
02/01/2009
04/01/2010
01/04/2010

0
21
2
19

0o O O O o O O = N O O O h O O b

=
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2.2 Abordagens de Analise

Para um estudo empirico, precisamos ter em mente 0 que procuramos e como vamos
abordar o problema. Neste trabalho daremos énfase & escola dos economistas. Se-
gundo essa escola, José e Joao brigarao por seus interesses até quando concordarem
num preco. Este prego serd um prego justo, ou seja, nesta hipétese ndo precisare-
mos olhar para varidveis de nivel 2 como nimero de negécios, volume financeiro e
contratos negociados; no méximo, basta olhar para as varidveis de nivel 1 como o
DI ! e a série de PU%.

A existéncia desse preco justo é um assunto bastante polémico entre os que es-
tudam a Hipoétese de Mercado Eficiente (HME) [6, 7, 8], mas apesar de existirem
esses estudos, a HME é um dos pilares da literatura de financas.

Uma critica a essa abordagem é que nunca teremos uma descrigdo completa do
mercado, ou seja, ao escolher esse caminho, ndo temos uma descri¢ao para as var-

iaveis de nivel 2.

Uma forma alternativa de abordar o problema vem sendo dada por alguns fisicos.
Podemos destacar duas linhas de pesquisa, que podem fornecer uma descrigdo mais
completa para as varidveis do mercado. Uma linha [9, 10, 11, 12, 13], ¢ analisar o
limit order book , onde sdo assinalados a oferta e a procura por determinados ativos,
e as consequéncias desse mecanismo na formagao dos pregos. Uma outra linha (14,
15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22|, procura analisar as propriedades das distribuigoes dos
retornos das varidveis do mercado, e a partir dessas propriedades fazer afirmativas
sobre seu funcionamento.

Apesar de muito interessantes, essas duas linhas de pesquisa foram criadas para o
mercado de agdes, portanto, para a sua implementacdo, seria necessaria uma adap-
tagio para o mercado de juros e, além dessa adaptacio seriam nescessérias variaveis
que néo possuiamos tais como as armazenadas no limat order book. Por esse fato,
na secdo 2.4.2, nos limitaremos a uma anélise superficial de algumas propriedades
das varidveis de nivel 2.

tNa literatura, o DI (juros a vista), & conhecido como spot rate
tComo o Futuro de DI & um mercado de curto prazo, nio analizaremos modelos que utilizam

toda a estrutura a termo da curva de juros mas sim modelos que precificam os contratos a partir

da spot rate.
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2.3 Organizando os Dados

Para uma analise estatistica descritiva de uma populagéo, precisamos, antes de
qualquer coisa, definir a populagéo. A priori, nao existe uma regra para essa escolha,
classificamos os elementos de acordo com propriedades que desejamos analisar. Esta
tarefa nem sempre é facil num sistema complexo, pois se tentarmos analisar certa

propriedade, encobriremos outro fator.

No nosso caso, podemos colecionar os contratos de diversas formas. Uma delas
seria analisar a histéria individual de cada contrato, desde a sua abertura até seu
fechamento. Dessa maneira teriamos uma estrutura temporal em cada contrato.

Qutra forma, seria colecionar os contratos de acordo com seu lancamento na
bolsa. A BM&F permite a abertura de contratos com vencimentos de més em més
até um ano e depois de trés em trés meses para contratos mais longos. Por exemplo,
na tabela 2.1, vemos que em 02/01/2004 estavam sendo negociados contratos com
vencimento em quase todos os meses de 2004 e os contratos com vencimento a partir
de 2005 tinham periodicidade de trés meses. Essa forma de colecionar os contratos
seria 1til para se tentar construir a estrutura a termo da taxa de juros 5.

Na maior parte deste trabalho, optamos por colecionar os contratos segundo sua
maturidade diaria (m), ou seja, o niimero de dias dteis entre a data de referéncia ({)
e a data de seu vencimento (s). Esta classificacdo nos parece mais adequada sendo
esse mercado essencialmente de curto prazo, também por esse motivo, na maior

parte da anéilise, consideramos m < 128.
Como estamos considerando dias tteis, a primeira data de referéncia atribuimos
1, a segunda 2 etc. Nesse calendario temos:
m=s—1t (2.1)
Com essa nomenclatura, podemos rotular uma grandeza G como G = G(t,m), ou
G =G, s).

$A Estrutura a termo da Taxa de Juros sao os juros para cada periodo de tempo futuro |1, 5
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2.4 Meédias, Desvios e Correlagoes

Nesta secdo, estaremos interessados em como o contrato evolui desde sua abertura
até seu vencimento, ou seja, estaremos interessados apenas na caracteristica do
contrato possuir um valor determinado no seu vencimento (R$ 100.000). Por isso,
consideramos P(t;,m), e P(t2,m) como ensaios de uma mesma amostra, ou seja, nos
faz sentido fazer uma estatistica descritiva desses dados por possuirem a propriedade
de ter o mesmo m. Portanto, definimos para uma grandeza G:

(Glm)) = = 3 G(tym) (22)
I n N n . 2
c:r'[;;{m) = ¢ﬂ2i=1 G(tﬂ n](n _(E«gl G{th )} {23)

2 Li (Culte,m) = (Gu(m))) (Gt m) — (Gi(m))) (5

cortg, ;(m) = S
i ]

Onde n é o niimero de elementos da amostra definida por m e ¢; é o i-ésimo elemento

dessa amostra.

24.1 PU

Nessa analise, o PU médio parece evoluir de uma forma bastante simples, bastando
uma reta para descrever a curva {(P(m)) como mostra a figura 2.1

O desvio op(m) é bem descrito por uma lei de poténcia do tipo op(m) = km?®
com ¢ = 0, 85, como mostra a figura 2.2.

2.4.2 Variaveis de nivel 2

Temos quatro variadveis de nivel 2 a serem consideradas: numero de negécios IV,
contratos negociados C, volume financeiro V' e contratos em aberto A. Essas var-
iaveis sdo globais, na medida em que sao sintese das negociagdes do dia, indexando
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Figura 2.1: Gréfico de (P(m)) x m e ajuste linear. Basta uma reta para descrever

a curva (P(m)).

1000 -

500 -

Figura 2.2: Grafico de op(m) x m e ajuste km®. No ajuste, obtemos d = 0, 85.

a i-ésima negociagao, temos as relagoes:

N
Vo Z C{PU,’, {25}
i=1
N
c=) G (2.6)
i=]

Através dessas relagdes, vemos que V, N e C devem possuir propriedades es-
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tatisticas semelhantes, o mesmo néo acontecendo com os contratos em aberto que
possuem comportamento estatistico diferente das demais grandezas. Nas figuras 2.3
e 2.4 este fato estd explicito. Devido a isso, usaremos F' para indicar o conjunto
formado pelas varidveis V, N, e C.

Médias

0
35 &
30 +N/AO
53 = V/AE+8
fg b ANE+5
0 « CHE+3
5 B
E'l J N,

0 20 A0 B0 a0 100 120 140

Figura 2.3: Grafico de (N(m)),(V(m)),(C(m)) e {A(m))} divididos por um fator
afim de deixa-los na mesma ordem de grandeza

Correlagdao xm

Figura 2.4: Grafico de corrpg(m) x m onde G = N, V,C, A.

Na figura 2.3, vemos que (A(m)) é predominantemente decrescente, mostrando
que os traders seguram mais suas posigdes quando os contratos estao mais proxi-
mos do vencimento. Este fato é acompanhado por uma diminui¢do dos contratos
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negociados, sendo que, (N(m)), (C(m)) e (V(m)) diminuem em 47 > m > 0.

Em 48 < m < 93 a diminui¢do de (A(m)) ndo é acompanhada por um aumento
de (F(m)), nessa regiao, (F(m)) parece manter-se constante atingindo seu maior

valor.

Nos contratos longos com m > 90, vemos uma perda de liquidez, havendo pouco
interesse do mercado em negociar ou manter os contratos em aberto.

O fato da curva {(A(m)) ser predominantemente decrescente, esté de acordo com
o fato de op(m) ser crescente, sendo natural esperar que se as posigoes sdo manti-
das, ocorra uma diminui¢do na volatilidade dos contratos. A relacao entre as duas

grandezas se mostra clara com o célculo de corr(aim)),op(m) = —0,96.

Através da equacdo 2.5, podemos esperar que exista uma correlagao entre as
variaveis de nivel 2 e o preco do contrato, como mostra a figura 2.4. Nesta figura,
vemos que para os contratos de curtissimo prazo (m < 30) F é negativamente
correlacionado com P. Para os contratos com 30 < m < 84, vemos que a correlacao
assume seu menor valor absoluto, e para os contratos mais longos {m > 85), temos
maior dependéncia de F' e P com uma correlagdo positiva. Este fato mostra que as
varidveis de nivel 2 influénciam consideravelmente o preco dos contratos, portanto,
um modelo que precifique os contratos corretamente deve descrever essas variaveis.



Capitulo 3

Aspectos Teoéricos dos Modelos de
Equilibrio

Neste capitulo, faremos um apanhado teérico dos modelos de equilibrio, considerando
os modelos propostos por Vasicek e Cox, Ingersoll e Ross. Com base nestes modelos,

propomos um modelo misto.

3.1 A Metodologia Proposta por Vasicek

Nesta metodologia, ndo s6 consideramos a propriedade dos contratos comegarem
de um determinado valor e, no seu vencimento, assumirem o valor 100.000; como
também consideramos que cada data de referéncia define um momento ecénomico
diferente que deve influenciar no prego do contrato. |

Esse momento ecénomico seria representado simplesmente pelos juros de curto
prazo* r(t). Logo, vemos que o contrato deve depender de ¢, s e r(t):

P(t,s) = P(t,s,r(£)) (3.1)

*Em modelos mais elaborados, o momento econémico é representado néo s6 pelo juros a vista
mas também por pela estrutura a termo da taxa de juros definido na data de referéncia em questao.
Embora existem modelos mais elaborados, acreditamos que os modelos de um fator devemn descrever
bem o Mercado Futuro de DI sendo esse mercado essencialmente de curto prazo.

14




CAPITULO 3. ASPECTOS TEORICOS DOS MODELOS DE EQUILIBRIO 15

Portanto, se tivermos um modelo para r(t), basta utilizar o lema de Itd para
termos a evolugdo de P no tempo. Para r(t), vamos supor supor que a spot rate siga
um processo de Markov continuo. A propriedade de Markov implica que o processo
de 7(t) é caracteriado por uma dnica variavel de estado, o seu valor atual. Por-
tanto, a distribuigdo de probabilidade do segmento {r(r),7 > t} é completamente
determinado pelo valor de r(t). Processos que sdo Markov e continuos sdo chama-
dos de processos de difusdo. Esses processos podem ser descritos por uma equagao
estocastica da forma:

dr = f(r,t)dt + p(r,t)dz (3.2)
onde z(t) é um processo de Wiener com incremento de variancia df. As fungdes
f(r,t), p*(r,t) sdo o drift e a variancia instantaneos, respectivamente, do processo
r(t).

Logo, aplicando o lema de It6 a 3.1 considerando 3.2 vemos que o incremento

percentual de P evolui da forma:

fi; = u(t,s)dt — o(t,s)dz (3.3)

onde: ; 4 5 g
.”(t! 8, T) = P(t, S,T:] ot +f§ + E g‘?‘ijl P(f,S, T) (34)
o(t,8,1)=— : P g P(t,s,r) (3.5)

Mk Plt,ar) 8 '

As funcdes u(t,s,r) e 0%(t,s,7) sdo a média e a varidncia, respectivamente, da
taxa instantanea de retorno no tempo t de um contrato com vencimento em s, dado
que a spot rate & r(t) =r.

Agora que sabemos como o contrato evolui no tempo, podemos aplicar um ar-
gumento de arbitragem semelhante ao modelo de Black & Scholes [23]. Para isso,
supomos que um investidor no tempo ¢ construa uma carteira de W reais vendendo
W, contratos com vencimento em s;, e simult&neamente comprando W, contratos
com vencimento em sy. Logo, o ganho instantineo dessa carteira serd o ganho obtido
pelo contrato que vence em s; menos o ganho obtido com o contrato que vence em
51, Ou seja:

(3.6)

dP(t, s,7) W dP(t, s1,r)
o 1

dW = W.
? P{t: HE:T) P(f-.,Sl,T)
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substituindo pelas expressoes 3.5 e 3.4 obtemos:

dW = (Waoul(t, s2) — Wiu(t, s1))dt — (Wha(t, s2) — Wio(t, s1))dz (3.7)

Assim como em [23], a nossa intensdo é fazer com que a carteira seja determinfs-

tica, ou seja, que ndo haja componentes aleatérias, para isso, escolhemos W) e W,

de forma a zerar o termo que multiplica dz. Escolhendo W; = W ﬂ{t];gfﬁ&’m e

Wa =W t,:gi%gt. = alcancamos tal objetivo. Portanto, 3.7 se torna:

(£, s2)o(t, s1) — pult, s1)o(t, ngdt (3.8)

7
dW =W
G(fr,Sl) - U[t,Sg]

Ainda inspirados pelo modelo de Black & Scholes, supomos que a carteira W evolua
com & spot rate livre de risco r(t), ou seja:

dW = Wr(t)dt (3.9)
de 3.8 e 3.9 temos:
plt,s1) —r(t)  pli, s2) —r(t)
oft,s1) ot s) (3.10)

Como 3.10 é valida para vencimentos arbitrarios s; e s;, segue que a razao
(u(t,s) — r(t))/a(t, s) é independente de s. Chamando essa razao de ¢, temos:

”(f;?t ;;m (3.11)

q(t,r) =

Podemos chamar ¢ de Market Price of Risk sendo g o excesso do retorno instantaneo
esperado de qualquer contrato do mercado por sua unidade de risco correspondente.
Escrevendo 3.11 na forma:

Pu(t,s,r) — q(t,v)Po(t,s,r) —rP =0 (3.12)

e substituindo y, ¢ das equacoes 3.5 e 3.4,temos:

dP gF 1 0%P :
E"'(f-i‘ﬂl)E*‘-P‘—'“TP"” (3.13)

A equagdo 3.13 é a equacao bésica a precificacdo dos contratos dadas as hipéteses
assumidas. Para precificar um contrato, precisamos especificar o drift f e a variancia
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p instantaneos do modelo para a spot rate, a fungdo Market Price of Risk q(t,r) e
resolver 3.13 sujeita a condi¢do de contorno':

P(s, s, ) = 100.000 (3.14)

3.2 O Modelo Proposto por Vasicek

Afim de ilustrar como funcionaria sua metodologia, Vasicek [24] propde de todas
as hipéteses razoédveis para ¢ e r as mais simples. Para r, supés um processo de
reversdao a média com varidncia instantinea constante, ou seja:

dr = afy —r)dt + pdz (3.15)

onde o é a taxa com que r tende a retornar a sua média y com 0 incremento
tendo variancia constante p?. E para o Market Price of Risk q, Vasicek supds que
fosse constante. Com essas hipéteses podemos resolver 3.13 com a condigdo de

contorno 3.14 obtendo a solucao:
P(t,s,r) = P(m,r) = A(m)eB™r (3.16)

Lembrando que m = s — £, onde

2
A(m) = 10°exp | ~(1 = €™ Run(1,4,) ~ MPBoo(,0,) — g(1 = &™)’
(3.17)
Bim) = é{e-m“ 1 (3.18)
com
Roo(7,9:0) =7+ pg/a - %Pﬁfﬂfz (3.19)

t Alternativamente, as solugoes de equagbes parabdlicas ou elipticas tais como 3.13 podem ser
representadas na forma integral em termos do processo estocéstico envolvido. Essa representagao
para o prego do contrato como solugao da equagio 3.13 e sua condigéio de contorno é dada por:

P(t,s) = Eyexp (- [, r{v)dr — 3 > @2, r(m))dr + [ g(T, r(r))dz(r))
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3.3 O Modelo de Cox, Ingersoll e Ross

Quando Vasicek propde o modelo como exemplo de sua metodologia, ndo mostra
nenhum argumento empirico ou teérico para sustentar a hipétese sobre o Market
Price of Risk, ele o assume constante por simplicidade. Por n&o ser mensuravel,
dificilmente fariam-se hip6teses com bases empiricas, mas apenas oito anos depois
de Vasisek publicar seu artigo, Cox,Ingersoll & Ross (CIR) {25] tentaram dar sus-
tentacdo tedrica a uma hipdtese para essa grandeza.

Em seu trabalho, CIR consideram que a precificagio de bonds' constitui um
problema da teoria de equilibrio geral. Dessa forma seria possivel prever como
possiveis mudancas num grande nimero de varidveis que permeiam o mercado 3

influenciariam o preco dos contratos.

Para isso, CIR constroem uma economia que produz uma mercadoria atraves
de n processos produtivos. A taxa de retorno do valor esperado de cada sistema
produtivo, depende de um vetor de varidveis estado de k dimengGes que representa
o estado tecnologico de cada sistema. Supdem que cada agente dessa economia
aja racionalmente procurando méximizar seu lucro. O resultado dessa maximizagao
mostra quanto cada agente deve investir em cada processo de produgdo e em seus
respectivos contingent claims Y. O dinheiro restante a ser investido emprestando ou
tomando emprestado a uma taxa de juros r é entdo limitado pelo orcamento. No
equilibrio dessa sociedade homogénea, a taxa de juros e a taxa de retorno esperada
dos contingent claims devem se ajustar até toda a riqueza ser investida nos processos
produtivos. A partir desse ponto, podemos fazer diferentes consideragdes sobre as
varidveis de estado gerando diferentes modelos para os contratos. Neste trabalho,
consideraremos 0 modelo mais simples proposto por CIR. Nesse modelo, fazemos
k = 1, as médias e variAncias das taxas de retorno dos processos produtivos serao
proporcionais s varidveis de estado e suporemos que as variaveis de estado sigam
um processo estocastico de forma que a spot rate possua a forma:

tSdo titulos que possuem um valor determinado no seu vencimento.
Essas vari4veis ndo sio as varidveis de nivel 2, mas varidveis tais como o estado de tecnologia

de cada sistéma produtivo, a funcdo utilidade de cada agente etc.
9Do inglés podemos traduzir como direitos condicionais, sdo os seguros criados para garantir os

processos produtivos.
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dr = a(y —r)dt + o\/rdz (3.20)

O processo 3.20 poderia descrever melhor a spot rate sendo que se os parametros
forem positivos e 2oy > o2 a taxa de juros nunca chega a ser negativa.

Utilizando a condicéo de equilibrio para os contingent claims e as hipoteses citadas
CIR chegam a equacao :
1 s PP oP OP oP
e i o —dr——=-rP =0 3.21
Egrar?—i_wh T)Sr-l_ﬁt }Wﬂr r (3.21)
Onde A é um multiplicador de Lagrange originario do problema de maximizacao

da fungdo utilidade dos agentes dessa economia.

comparando 3.21 com 3.13, vemos que:
altyr) = =2VF (3.22)

Resolvendo 3.21 com a condicéo 3.14 obtemos a solugdo com a mesma forma 3.16

onde A(m) e B(m) séo:

4 pellatity)m|/2 2ay/* i
m) = (v + a+ A)(ev™ — 1) + 2v (3:23)
B(m) = de =4 (3.24)

TwratA(em—1)+2

onde

v =+/(a+ A)? + 202

3.4 O Modelo Misto

A idéia dessa secio é explorar mais possibilidades fornecidas pela metodologia de
Vasicek. Inspirados pelas solucdes de CIR e do proprio Vasicek vamos utilizar a
parametrizacao 3.16 para obter:

ap_ i r8 ! ri8 A’ f
E__AE —rB Ae™ = —P —J‘I-H"B
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JdP
— = BP
or

8P
e

onde (') = éaﬁ = —3‘%

Para a spot rate, vamos supor um processo de reversao a média com uma variancia
instanténea p(t, r), ou seja:

dr = a(y—r)+ p(t,r)dz (3.25)

substituindo na equagao 3.13, temos

H(E) + fo(O)r + fa(t,r) =0 (3.26)
onde: &
Hi(t) = e ayB (3.27)
fo(t)=-B'—aB -1 (3.28)
fF) =l AT B+ %p[t, r)2B? (3.20)
Derivando 3.26 em relacao a r temos:

Ofs - d(pq) Op i

2 = ZPUB 4+ p 2B = — f5(t) (3.30)

Para que o lado esquerdo de 3.30 seja uma funcéo apenas de ¢ assim como no

lado direito, devemos ter:

0
gﬁﬂ =i (3.31)
dp
p-a-; = ¢o(t) (3.32)
resolvendo a equacdo 3.32 obtemos:
p = v/ 2ca(t)r + 2cs(t) (3.33)

com esse resultado, podemos resolver 3.31 para obter 0 Market Price of Risk:

a(t)r + ca(t) (3.34)

alhr) = /26,007 + 263(0)
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Se e3(t) = c4(t) = 0, c1(t) = — A e ca(t) = 0*/2 temos a solugdo de CIR enquanto
que se ¢ (t) = ey(t) = 0, cs(t) = p?/2 e c4(t) = pg com p e g constantes, temos &
solugéo de Vasicek. Esse fato justifica a nomenclatura adotada para o modelo. Por
simplicidade, vamos supor cy, cp, cs, ¢4 constantes. Portanto, com essas hipéteses

3.30 se torna:
fa(t) = —c1 B — ¢ B’ (3.35)

substituindo 3.28 em 3.35, obtemos a equacéo para B:
B'=¢B*+ (¢, —a)B—1 (3.36)

com a condicdo inicial
B(0)=0 (3.37)

Obtendo a solucao de B(m), podemos substituir 3.33, 3.34, 3.35, 3.27 e 3.29 em 3.26

para, obter a equagao:
A’ = Al(ay +c4) B + c3BY (3.38)

com a condi¢do inicial:

A(0) = 10° (3.39)
Revolvemos o modelo misto numericamente discretizando 3.36:
Bmis = Bm + [2B% + (c1 — @) B — 1]0 (3.40)

onde § & a unidade de tempo escolhida para discretizacdo. Com a condigao inicial
dada por 3.37. Tendo a solugao de B, discretizamos a equagéao 3.38:

Amié = Am + Am|(ay + €4) B + c3B2)0 (3.41)

com a condicdo inicial dada por 3.39.




Capitulo 4

Fenomenologia dos Modelos de

Equilibrio

Neste capitulo, justificamos o titulo da dissertagdo analisando propriedades empiri-
cas dos contratos embasados com os aspectos tedricos desenvolvidos no capitulo 3.
Como vimos no capitulo anterior na metodologia de Vasicek, o modelo para a spot
rate deve influénciar na precificacdo dos contratos. O acordo entre as estimativas
dos parfimetros obtidos pela spot rate e os contratos poderia ser um indicador da

veracidade dos modelos e da metodologia.

4.1 Spot Rate

Antes de precificarmos os contratos, precisamos de um modelo para a spol rate.
Nesta secdo, analisaremos algumas propriedades empiricas do DI e como os modelos

propostos por Vasicek e CIR se ajustam a ele.

Para estudarmos a estrutura temporal de uma série empirica estocéstica, pre-
cisamos de um modelo previamente escolhido. Antes de assumirmos tal modelo,
abriremos mao temporariamente da estrutura temporal para um breve estudo das
propriedades da distribui¢do incondicional dos retornos i do DI. A idéia seria que
a cada instante, o DI sofresse uma mudanca devido a um choque aleatério. E a
distribui¢do desses choques que estarfamos interessados.

22
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Definimos:
h’t = In (Tt) — 111(?'5"1) (41)

onde r & a spot rate DI,

Calculando a curtose de h dos dados referentes de 02/01/1996 a 04/10/2004, (que
resulta numa amostra de 2202 dados) obtemos o valor 489 que sugere caudas bem
gordas* (fat tails). Por isso, consideramos a possibilidade de A possuir uma dis-
tribuicdo ndo Gaussiana. Se ainda quisermos trabalhar com distribuigoes estaveis
como a Gaussiana, devemos olhar para o trabalho de Lévy. Lévy resolveu o prob-
lema genérico de determinar toda a classe de distribuicées estaveis. Dentro dessa
classe, encontramos a distribuicio Gaussiana, a Lorentziana e a de Levy-Smirnov
como exemplos de distribuicdes com representacdo analitica’. A vantagem de se
trabalhar com distribuicdes estéveis provém do fato de que associados a elas temos
um teorema de limite afirmando que a pdf P (probability distribuction function) da
soma de n varidveis i.i.d. (independentes e igualmente distribuidas) z; converge,
em probabilidade, para uma distribuicio estével sob certas condi¢oes na pdf da var-
isvel aleatéria z;. Considerando o processo estocastico S, = 3., =i, com z; sendo
variaveis aleatorias i.i.d., suponha:

C_|z;|~**) para z — —o0
Plapmiy oo 42)
Cy |z para £ — +00
e
C.~—-C_
= 4.3
Ciy+CL (43

Entio P(S,) = P(S,)n*® com §, = ﬂ—“‘f}; converge para uma distribuicao de
Levy Py (z) de indice o e pardmetro de assimetria §, e P(S,) pertence a base do
atragio de Pp(z) (ver [26]).

*Para uma distribuigéo normal, temos a curtose igual a zero.
tPodemos representar a distribuicdo de Lévy Pp(z) através da sua transformada de Fourier:

Pr(z) = 5= [T ¢(g)e~"9"dq

ipg — vig|® [1 L taﬂ{%tﬂ] o # 1]
In ¢(q) =
ing—lal [1+iBG2Inlgl]  fa=1]
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Para tentar explorar essas propriedades dos dados do DI, definimos:
Str = Z hivi =Inrg, —Inm (4.4)
i=1

Também podemos definir os retornos normalizados Gy r:

G, = S = ) (45)

ads,

Dessa forma, a amostra G, = {G‘tﬁ}f‘;l sendo T, = T — 7 e Ty o dia referente ao
altimo dado da série do DI, se satisfazer o teorema limite, deve possuir {; = 1 + a-
constante. Para estimar (,, utilizamos o método proposto em [27]. Neste método,
estimamos ¢, referente & parte positiva da distribuicéo, ordenando os elementos da
amostra em ordem crescente de modo que G < Gy, < -+ < G, —rr. Podemos
estimar (, como:

8 -1
‘f‘r‘ = (.5‘—1 Z lﬂg G{Tf—j-l-l].‘r = lﬂg G{]‘;-,ﬂ;) {46}
J=1

onde s € o tamanho da amostra referente a cauda da distribuigdo. Para estimar
s = 8.(T;), usamos s.(T;) = min(0, 177, ATE’;E) onde

X =16/2Y4(T/s2) (61 ~ &) [°

Cl £ tfg sao estimativas preliminares de ¢, usando s; = 7% e s = T com o = 0,6
e v =0,9. Ao analisarmos 51., vemos que no intervalo 1 < 7 < 86, f, é delimitado
em 0,9 < éf < 1,5. Também vemos uma descontinuidade em 7 = 86 com (fT sendo
delimitado entre 2 < {, < 2,5 para 7 > 86 como mostra a figura 4.1.

Onde O<a<2, v & um fator de escala positivo, p é qualquer nimero real, e § é o parmetro de

assimetria que vai de -1 a 1.
A forma analitica de Py (z) é conhecida apenas para alguns valores de o e 3 entre esses valores

temos:
o a=1/20=0 (Lévy-Smirnov)
¢ o= 1,0 =0 (Lorentziana)

¢ a =2, =0 (Gaussiana)
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- P L
e

P S
e

Figura 4.1: Grafico de ¢, x T dos dados normalizados G, = Str~{9r)

oS

Devido a essa regularidade de (,, variando lentamente nos intervalos 1 < 7 < 86,
e 86 < 7 < 100 e pelo fato de &, = (, — 1 ser compativel com o intervalo 0 < &, < 2
somos levados a inferir que os retornos do DI podem possuir uma distribui¢ao de
Lévy com varidncia infinita no intervalo 1 < 7 < 86.

Esta conclusdo é comprometida quando calculamos (. referente a parte negativa
da distribuicdo. Para este calculo, basta repetir o procedimento anterior ordenando
os dados na ordem decrescente. Quando comparamos o comportamento dos dois
expoentes, vemos que eles possuem um comportamento grosseiramente semelhante
apenas na regiao 7 > 86 como mostra a figura 4.2 contrariando a expressac 4.2
onde se esperaria o mesmo expoente para ambos os lados da distribuigao. Este

35 m
3 i -

2 A TN
1 o] ;. y

Figura 4.2: Grafico dos expoentes e -

fato, nos mostra empiricamente que a taxa de juros brasileira sobe abruptamente
e cai lentamente. Entretanto, vemos que com o aumento de 7 as propriedades das
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distribuigbes de G, , se aproximam cada vez mais das propriedades da Gaussiana.
Este fato se confirma quando calculamos a distorgao e a curtose definidas como :

. Gtr'“(gt }
diste. = =TT ara}z( ) o
_ (T +1) Gir — G”} (T 1)
“rt'f’"“{ T, —1)(T, - (T, —3}2( ) } T =08

Como vemos nas figuras 4.3 e 4.4, as curvas distg(7) e curte(7) tendem a zero

quando T — oo0.

0 2w 40 e & 100 120

L dad,

0 20 40 e 80 100 120

Figura 4.4: Gréfico de curtg(7)

Analisadas algumas propriedades da distribui¢do incondicional dos retornos do
DI, nas duas préximas subsegdes, estaremos estudando o ajuste dos modelos para a
spot rate sugeridos por Vasicek e CIR.
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4.1.1 A Spot Rate segundo Vasicek
Lembrando a secio 3.2, Vasicek sugere que a spot rate siga o processo 3.19:
dr = a(y —r)dt + pdz
discretizando essa equagio temos:
res =1+ oy =) +pz 2~ N(0,1) (4.9)

de 4.9 podemos aproximar a funcdo densidade de probabilidade de ry4; assumir o

valor r dado que era r; em t por:

Plrun =rir) = — s exp (- T E)

\/ 21 p? 2p?

nessa aproximacio, para estimar os parametros a,y e p devemos maximizar a func¢ao
likelihood functiont LF(a,, p) :

L (repr — e — oy — 7))
LF = exp | — ) (4.11)
E \/ 21 p? P( 2p°

Por simplicidade podemos, ao invés de maximizar 4.11, maximizar o seu logaritmo

LLF:
Ty=—1

R — 2
LLF = Z _l log 27 — log p — (TH-I Tt ﬂ'{'}’ Tt}) (412)
t=1

2 2p°

T

Introduzindo & notagdo: n =Ty — 1, ¢ = {ryt = 1,.-- Ty =1}, y = {ryt =
2,-+, T} e Bile,y) = afy — z;) 4.12 se torna:

Tt - ..... 2
LLF = —= log2r —nlogp— Y (b y‘(f”‘ 7)) (4.13)
2 i=1 2p

Fazendo EETIf = () com w = @, ", p obtemos um sistema de equagdes que tém como
solucao: _ _
I'S:i:y s yS:l::.-;

= Sz(i'—" — g) o S:c:c + Szy {4.14)

tPara estimarmos os pardmetros desse modelo utilizamos o0 método da méxima verossimilhanca
por ser o método mais simples que fornece uma estimativa para p.
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0,007240345
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0,00076633082

o |

v
g | 0,00002488508
Tabela 4.1: tabela com as estimativas do modelo de Vasicek para a spot rate aplicada
a série do DI
B 2 (4.15)
-y
(4.16)

yi—diler) é
I

T

= [l o)
p T
A;B;. Na tabela 4.1, temos esses resultados

i=1

1

Onde A = = oy A e Sap = ),
aplicados a série do DI
Com essas estimativas, podemos voltar para os dados e verificar se z; =
distribuido como uma. distribuicdo normal de média zero e variéncia 1. Na tabela 4.2
temos um resumo com a estatistica descritiva de z;. Nessa tabela vemos que a média
e a varidncia sao tais como as da Gaussiana, mas a curtose e a distorgéo sao bastante
diferentes, mostrando caudas gordas e uma tendéncia da previsdo estar abaixo do
valor real para a maior parte dos dados e estar superestimada para um pequeno

nimero de pontos. Este fato novamente confirma que os juros sobem abruptamente
e caem lentamente no periodo considerado. Qutra conclus@o importante € que a
reversio 4 média ndo foi capaz de filtrar os efeitos ndo gaussianos verificados na

secao anterior.

4,1.2 A Spot Rate segundo CIR
Como citado na secdo 3.3 CIR sugerem para a spot rate o processo dado pela
(4.17)

dr = Qgir(Yeir — 7)dt + peirV/1d2

equacao:
Se discretizarmos 4.17 e repetir o procedimento da subsegao anterior, encontraremos

um sistema que ndo possui solugao real para a série dada. Isto se deve ao fato
da solugdo de 4.17 possuir uma distribuicio condicional x* ndo central sendo a
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Fstatistica de z;
Meédia 7,41816E-15
Mediana -0,021626644
Variancia da amostra  1,000474608
Curtose 584,8093117
Assimetria  18,405692197

Tabela 4.2: Tabela com o resumo da estatistica descritiva de z; do modelo de Vasicek.
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Figura 4.5: Grafico de z; em fungéo do tempo. Neste grafico, podemos ver a presenca
de eventos extremos e uma tendéncia da previsao estar pouco subestimada na maior
parte das vezes e superestimada para um pequeno conjunto de pontos.

aproximagio Gaussiana impropria para a discretizagdo dada. Para resolver esse
problema, utilizaremos o método SMLS. Neste método, consideramos o processo:

dX; = p(X.)dt + o (X,)dW, (4.18)

sendo W; um processo de Wiener. Se p(ylz, 8) é a densidade de probabilidade exata
de X;.+s assumir o valor y dado que em ¢ era X; = x; e que a aproximagao Gaussiana
deve ser suficiente na discretizagio por um § << A escolhemos § = A/N paraum N
suficientemente grande, e utilizando o teorema de Chapman-Kolmogorov podemos
escrever:

‘00

p(ylz; A) = / p(ylz; 6)p(z|z; A — 8)dz = E*{p(ylz; 6)|z; A — 6)} (4.19)

-

S5do Ingles Simulated Mazimum Likelyhood, algo como o método da méxima verossimilhanga
simulada |28},
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Fazendo a hipotese que & aproximacao Gaussiana 4 valida para o intervalo ¢ :

1 e 512
p(ylz; 8) ~ ¢(ylz:6) = Ton TG _l 252(;%3) i (4.20)

Reduzimos 0 NOSS0 prnhiEma ao cilculo do valor esperado E*(: ) da equacio 4.19,
sendo que se obtivermos p(¥|%; A), podemos aplicar 0 método da maxima verossimel-
hanga assim como na subsegdo anterior. Como ndo sabemos a forma analitica de

plz|z; A ~ §) usaremos simulagoes de Monte-Carlo.

Comecando de z = X;, simulamos uma realizagéo z; de p(z]z; A — §) utilizando
a discretizacio de Euler com N — 1 subdivisoes¥:

Xestisns = Xewss +p(Xerio)d + 0(Xepgs)Voui; j=0,1,.,N-2  (4.21)

onde u;; ~ N (0,1). Repetindo esse procedimento M vezes, obtemos a amostra
{z;}M, da distribuicio p(z|z; A — §). Dessa forma, podemos estimar p(Xyia|X)
através de simulagdes de Monte-Carlo como:

M
1
F{M‘N}{Xﬁﬂxﬁﬂ) M Z P(Xi48]2i30) (4.22)
i=1
com ¢(-) dado por 4.20. Temos a convergéncia de pMM (X a|Xe; A) — p{ Xy a| X D)
quando M, N — +4co. Segundo Honoré citado em 28|, um valor moderado para
N deve ser suficiente, (a aproximagdo com N = 2 j4 melhora bastante em relacao
a aproximagao pura de Euler N = 1), o importante é que M >> N. De posse de
P MM Xi4a| X, A), podemos maximizar a LLF:
Te—1
LLF = ) logp™M(X,, A Xs; A) (4.23)
t=1
para encontrar os pardmetros presentes nas funcdes oa(X;) e pa(X;). No caso da
estimativa de CIR: pa (Xt} = Ccir(Yeir — 71) € 0A(X;) = poir /7, com A = 1.

Utilizando M = 1000, N = 5 maximizamos 4.23 com método downhill simplex de

Nelder e Mead [29] com condigoes iniciais adequadas encontrando estimativas para
0s parametros &gr, Yeir € Peirs COMO Mostra a tabela 4.3:

TNote que (N —1}d =A -6
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= —

G | 0,0072369
A | 0,00076047
bar | 0,0000259259

Tabela 4.3: Tabela com as estimativas do modelo para a spot rate proposto por
CIR através do método SML.

4.2 A Parametrizagﬁ{) Expﬂnenciai

Como vimos ng capitulo 3, a solugéo da equagéo 3.13 para diferentes especificagoes
do Market Price of Risk e do modelo para a spot rate parece ter a dependéncia em
r(t) com a forma:

P(m,r) = A(m)eB (4.24)

Para dar sustentacéo empirica a essa hipétese, separamos os contratos por sua ma-
turidade m tal como na secdo 2.3, e definindo:

(m,r) = In(P(m, 7)) = In A(m) + B(m)r (4.25)

caleulamos a correlagio:

2 Skt (L(Ex,m) — (i(m))) (r(2) — (r(2))) (4.26)

T T

Onde as médias s@o calculadas com relacdo a amostra definida por m. Utilizando
dados de 1991 a 2004, vemos que um modelo linear para I(m,r) explicaria bem o0s
dados para quase todo m como mostra a figura 4.6 onde corr;.(m) ~ —1 para a
maijor parte das maturidades.

Com o ajuste 4.25, determinamos A{m) e B(m) como mostram as figuras 4.7 €
4.8.

Nestes graficos vemos uma anomalia nos pontos em que m > 79, pois nesses
pontos, B(m) comeca crescer com m e A{m) cai abruptamente. Este fato além de
ir contra a intuicio, ndo é explicado por nenhum modelo conhecido. A causa dessa
anomalia reside no fato de que nessa analise utilizamos os dados do periodo de 1991
a 1994 quando a polftica monetaria brasileira néo estava bem estabelecida, podendo
ser a causa de tal anomalia. Chamamos a atenco a esse fato pois essa anomalia




CAPITULO 4. FENOMENOLOGIA DOS MODELOS DE EQUILIBRIO 32
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Figura 4.6: Grafico de corry,(m) para os dados de 1994 a 2004, um modelo linear

para l(m,r) descreveria bem os dados para quase todo m.

102000 ppsemm
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Figura 4.7: Gréfico de A(m) utilizando os dados de 1991 a 2004. Neste grafico,
vemos um comportamento anémalo para m > 79 onde A cai abruptamente devido
ao aumento de B.

-1;

Figura 4.8: Grafico de B(m)/100 para o perfodo de 1991 a 2004. Para m > 79
B comeca a aumentar com m, fato que nfio & explicado por nenhum modelo de
equilibrio conhecido.
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POSsui um padrdo com as curvas A(m) e B(m) possuindo certa continuidade e com
coeficiente de correlagdo do ajuste de I(m, r) X T proximo de —1, mostrando que

deve existir algum modelo que explique esse fato.

Entdo, para evitar anomalias, utilizamos os dados de 1996 a 2004. Para esses
dados, vemos que o ajuste linear 4.25 parece perder qualidade quando olhamos o

coeficiente de correlagao corr, . (m) como mostra a figura 4.9.

¢ Pdis 96
w Pds 91

Figura 4.9: Gréfico da correlagio de [ e r para os dados de 1991 a 2004 e de 1996 a
2004, vemos que houve uma perda da qualidade do ajuste quando desconsideramos
os dados de 1991 a 1995,

Uma explicagio para tal perda de qualidade do ajuste € o fato de que com os
dados a partir de 1996, temos o DI bem menor que no perfodo de 1991 a 1995. Isto

nos permite constatar outro fato estranho: a presenga de dois comportamentos para
I(m,r) com dois ajustes lineares distintos que estavam encobertos devido a presenca
de grandes valores de r nos dados pés 1991.

Para separar os dados referentes a cada comportamento, a partir do ajuste pre-
liminar, separamos os pontos que estavam acima e abaixo desse ajuste gerando dois
novos conjuntos de dados. Temos entdo trés ajustes referente a cada conjunto de

pontos: lup(m, ), laown(m,r) € lpea(m, ), para os dados acima e abaixo do ajuste
preliminar e os do préprio ajuste preliminar respectivamente.

Calculando a correlagdo entre [ e r nessa nova classificagdo, vemos que o duplo

comportamento se justifica, pois [corry,, »(m)| > 0,93 para todo m como mostra a
figura 4.11 e, apesar do ajuste de ljown(m,7) nio ser tdo bom, revela uma melhora

em relagio a lyneq(m, ) como mostra a figura 4.12.

Quando calculamos os novos coeficientes B, € Byown, vemos que a nomenclatura
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Figura 4.10: Gréfico de {{m = 1,7) para o periodo de 1996 a 2004. Neste gréfico,
temos um exemplo do duplo comportamento de {, possuindo dois ajustes lineares
distintos.
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Figura 4.11: Gréfico da correlagao corry,, » X m

se justifica como mostra a figura 4.13. Os coeficientes In A(m) ndo mostram o mesmo
comportamento, sendo In Apeq € In A, sendo muito préximos e In Agewn flutuando
entre essas duas curvas como mostra a figura 4.14

4.3 Parametrizacao Exponencial e os Modelos de
Equilibrio

Verificada empiricamente a parametrizagdo exponencial, precisamos explicar as cur-
vas A(m) e B(m) por algum modelo, e para validar a metodologia de Vasicek, deve
haver certo acordo entre as estimativas dos parimetros dos modelos da spot rate
com os pardmetros obtidos das curvas A e B.

Apesar de ndo estimarmos os pardmetros do modelo misto a partir do DI, este
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Figura 4.13: Gréfico de Byown, Bmed €Byp. Neste grafico vemos que a nomenclatura
se justifica sendo que Byown €std abaixo da média Bmeq € Byp estando acima.

modelo é interessante na medida em que poderia descrever melhor os dados pos-
suindo um pardmetro a mais que os modelos de Vasicek e CIR.

Para o ajuste dos modelos dos contratos aos dados, utilizamos o método dos
minimos quadrados por simplicidade. Neste método devemos minimizar a fungao:

n
A=) -3 {pn e} (4.27)
i=1
Onde §¥ ({p1,--- ,px}) é o valor calculado para a maturidade i através de um modelo

M dados os parametros {p;, ' , Pk}, € ¥ € o valor obtido a partir dos dados.

Para minimizar 4.27, utilizamos o mesmo algoritmo de Nelder e Mead citado na
secio 4.1.2 com condigbes iniciais adequadas, obtendo assim 0s k£ parametros.
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Figura 4.14: Grafico de Agown, Amed € Ayp. Neste grafico, ndo vemos o mesmo
comportamento de B(m) sendo que Agown parece um ruido das curvas Apeq € Ayp-

X & A | Hemdiely

By | 0,007673 | 476,3839 |  18,92167
B | 0,005516 | 509,4227 | 80,07588

Byown | 0,002546 | 5626,652 76,90228

Tabela 4.4: Tabela com as estimativas de a a partir de B(m) para os trés conjuntos
de dados: acima e abaixo da média e a prépria média. Através dessa andlise, vemos
que o conjunto de pontos que possui maior acordo com a estimativa da spot raie é

o conjunto up.

4.3.1 A e B segundo Vasicek

Por ser mais simples, comecamos com o ajuste de Vasicek para B(m). Como mostra
a equagdo 3.18, precisamos de apenas um pardmetro para o ajuste dos dados. Na
tabela 4.4 temos o resultado do ajuste. Nesta tabela vemos que o valor de « obtido a
partir do ajuste de B,, é bastante préximo do valor obtido pela spot rate de Vasicek
diferindo cerca de 5% desse valor. Essa tabela também nos mostra trés compor-
tamentos bastante diferentes para B(m) com o valor obtido através dos ajustes se
afastando cada vez mais do valor obtido a partir da série; mostra também que emb-
ora relativamente préximos, o ajuste de B, é bastante sensivel a variagdes no valor

de ¢v.

Para o ajuste de In A segundo a equacéo 3.17, vemos que a principlo terfamos
4 pardmetros para ajustar. Com essa consideragdo, a funcéo a ser ajustada seria
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% Gvas A ﬁiﬂvxél;':] L’f=“l%
In A, | -0,00409 | 0,000222 4,540507
In A,.q | -0,00053 | 0,000313 0,072275
In Agown | -0,00893 | 0,002636 1,893813
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Tabela 4.5;: Tabela com o ajuste de In A pelo modelo de Vasicek. Na terceira coluna
temos a variacdo percentual de A utilizando o ¢ ajustado e ¢ = 0 com os valores de

o, v e p da estimativa da spot rate de Vasicek.

X Geir A
In Ay, | 0,000894 | 0,000216829
In Amea | 0,000769 | 0,000332628
In Agewn | 0,000856 | 0,00268146

Tabela 4.6: Tabela com o ajuste de g através dos valores estimados da spot rate do
modelo de CIR.

complexa demais para achar um minimo global. Por isso, para o ajuste de In A,
utilizamos os valores obtidos da spot rate de Vasicek, reduzindo um problema de
dimencdo 4 a uma tnica dimencdo; e se a estimativa e a metodologia estiverem
correta, esta tnica dimencdo deve ser suficiente para obtermos um bom ajuste. Esse
bom ajuste & obtido para pequenos valores de g. Na tabela 4.5 temos a variagao
percentual de A para o g ajustado e ¢ = 0, nesta tabela vemos que A varia menos
que 5% para cada conjunto de dados, mostrando que os dados sdo compativels com

um valor pequenc de ¢ e com a spot rate.

4.3.2 A e B segundo CIR

Para estimarmos o modelo de In A(m) proposto por CIR dado pela equagéo 3.23
vemos que se utilizarmos os valores de o, v e p da tabela 4.3 e estimarmos g teremos
um bom ajuste assim como no ajuste de Vasicek. Esse ajuste mostra um melhor
acordo entre os valores de ¢ obtidos a partir de cada conjunto de dados como vemos
na tabela 4.6, apesar do A de CIR ser bastante préximo do A de Vasicek.

Como vemos na equagao 3.24, temos trés parametros para o ajuste de B(m)
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X Geir A ﬁ.ﬁﬂi%
Byp | 0,000379 | 476,3851318 | 31,25777941

Binea | -0,00178 | 509,4216919 | 909,709908
Baown | -0,00475 | 5626,644531 453,872

Tabela 4.7: Tabela com os resultados da estimativa de g a partir de B(m) uti-
lizando o e p da tabela 4.3 no modelo de CIR.

X C1 € A Agir—Amisto 07

_-!IL_-'-Ff

By, | -0,00275 | -4,5E-05 | 390,6945 | 17,98769
Brea | 0,003193 | 247E-05 | 470,6474 | 7,611427
Biown | 0,011099 | 9,76E-05 | 4601,457 | 18,22023

Tabela 4.8: Tabela com o resultado do ajuste do modelo misto aos dados. Neste
ajuste utilizamos a da spot rate de CIR.

segundo o modelo de CIR. Utilizando os valores de « e p da tabela 4.3, estimamos
¢eir- Na tabela 4.7 temos os resultados dessa estimativa. Como era de se esperar,
vemos um comportamento de g bastante diferente para cada conjunto de dados de
B, e assim como no ajuste do modelo de Vasicek temos maior coeréncia através dos
dados no conjunto up onde g obtido a partir de In A é mais préximo do ¢ de B.

4.3.3 A e B segundo o Modelo Misto

Como citado anteriormente, a possivel vantagem de precificar os contratos utilizando
o modelo misto reside no fato desse modelo possuir uma constante a mais em relagéo
aos outros modelos. Essa constante a mais pode descrever melhor os dados como

mostram as tabelas 4.8 e 4.9.
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X Ca C4 A ﬁﬂﬁi‘—h“‘f‘m %
InA,, | 1,69E-08 | 856E-07 | 0,000209 | 3,552732
In Apeq | -1,8E-08 | -1,4E-06 | 0,000276 16,9284
In Agoun | -5,5E-08 | -4,7E-06 | 0,002153 | 19,69725
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Tabela 4.9: Tabela com o resultado do ajuste do modelo misto aos dados. Para o

ajuste desse modelo, utilizamos a e v do modelo da spot rate de CIR e ¢; e ¢; do

ajuste de B da tabela 4.8.



Capitulo 5
Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho verificamos que os contratos futuros de DI (P) possem dupla de-
pendéncia com o DI (r(t)), ou seja, existem duas curvas distintas Py,(m,7) =
A(m)eBow(™r ¢ Py (m, 1) = A(m)eBiow™T parg uma boa descrigdo do mercado

utilizando apenas a spot rate r.

Os modelos de equilibrio de Vasicek e CIR descrevem bem a curva up com bom
acordo entre os parametros estimados da spot rate e dos parametros das curvas
A(m) e B(m) validando a metodologia de Vasicek para esse conjunto de dados. O
mesmo ndo ocorreu com a curva down com os parimetros de Agown € Bdown Sendo
incompativeis com os parametros da spot rate. Este fato mostra que os modelos de
equilfbrio néo possuem um descrigdo completa das vari4veis de nfvel 1.

O entendimento dos dados referentes a curva down onde os modelos de equi-
librio falham pode levar a uma melhor precificagdo dos contratos, sendo uma nova
ferramenta para os traders que operam com anélise técnica.

O modelo misto proposto nesse trabalho, mostrou que devido ao seu parametro
extra também colabora com a anilise técnica apresentando uma sensivel melhora

no ajuste dos dados.

Também verificamos que embora bons para precificarem os contratos, o modelo
para os retornos da spot rate apresenta efeitos néo gaussianos com assimetria e
curtose elevados. Este fato também deve nos levar a outros modelos para o DL

40




Apéndice A
Lema de It

Suponha que o valor da variavel r siga o processo de It6:

dr = f(r,t)dt + p(r, t)dz (A.1)

Onde dz é um processo de Wiener. O lema de It6 mostra que a fungdo P =
P(t,s,r) também segue um processo de It6 com a forma:

g . P 10%P P
dP=| f— + == g = —— A2
P (farJrat”zafz)dearz (A.2)
Para obtermos a taxa instantenea de retorno dos contratos, divimos ambos 0s
lados da expressdo A.2 por P:
dP 1 ( oP oP ElﬂﬂP)d 1. 2P

=\ T TP e ) U PP Y (A3)

Logo, temos o drif u e variancia o? instanteneos do processo A.3 dados por:

1 .8P @F . 18P

Mbar) =5l et 5 TP s )
1 OP
o(t,s,r) = ~ha (A.5)
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O sinal na expressio A.5 se deve ao fato que o deve ser positivo. Como P(t,s,r)
é o contrato no vencimento descontado pela taxa de juros na medida neutral risk,

devemos ter %’ < 0. Logo para termos ¢ > 0 temos o sinal na expressao A5

justificado.
Com as expressoes A.4 e A.5, escrevemos A.3 como:

d??- = u(t,s,r)dt — o(t, s,r)dz (A.6)
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