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Resumo

Neste trabalho, estudaremos as semelhancas e diferencas entre algumas formulagoes
geométricas do Teleparalelismo. Como o fibrado em que estas teorias estao definidas
sao fibrados com soldagem, novos operadores duais de Hodge podem ser definidos.
Usando essa nova definicao de dual, construiremos o equivalente teleparalelo da
Relatividade Geral de forma autonoma e independente de vinculos externos, e es-
tudaremos alguns pontos de sua dinamica. Para mostrar a consisténcia deste novo

dual, analisaremos a questao da simetria de dualidade da teoria linearizada.

Palavras Chaves: Teleparalelismo; Gravitacao; Torgao

Areas do conhecimento: Gravitacao; Teorias de Gauge
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Abstract

In this work, we study some features of different geometrical formulations of telepar-
allel theories. Since the bundle on which these theories are defined is soldered, a
new Hodge dual operator can be defined. Using this new definition of dual, it is
possible to construct the teleparallel equivalent of General Relativity, independently
of external constraints. Then we study some aspects of its dynamics. To show the
consistency of this new dual, we analyze the duality symmetry of the linearized

theory.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e objetivos

Embora nos seus quase 100 anos de existéncia a teoria da Relatividade Geral tenha
acumulado diversos sucessos experimentais, a busca por uma teoria quantica para o
campo gravitacional continua.

Além de propostas mais consolidadas na comunidade cientifica, como a Teoria de
Cordas e a Loop Quantum Gravity, visando em particular o problema da Gravitacao
Quantica, outras linhas de trabalho tém recebido atencao crescente.

Um exemplo notavel é o da chamada Doubly Special Relativity [1]. Os propo-
nentes destas teorias modificam o grupo de simetria da Relatividade Especial, de
maneira a incorporar um parametro de comprimento na teoria (relacionado ao com-
primento de Planck), violando a simetria de Lorentz. Embora estas teorias sejam
teorias classicas, estas novas relatividades se incorporam naturalmente em alguns
formalismos de gravitacao quantica. Nesta mesma linha, uma teoria de relatividade
baseada no grupo de de Sitter [2] chama a atengao por evitar diversos problemas
que permeiam as atuais construcoes de dSR, tais como o soccer ball problem, e sem
necessitar violar a invariancia de Lorentz.

Em nivel classico, ha diversas teorias que procuram reproduzir ou generalizar
os resultados da Relatividade Geral, como por exemplo as teorias de gauge para
o grupo de Poincaré |3, 4], as teorias de gauge para o grupo Afim [5], a teoria de
Einstein—Cartan [4] e o Teleparalelismo [4, 6, 7, 8, 9, 10]. Enquanto nas primeiras
a torcao aparece como graus de liberdade adicionais do campo gravitacional, no
Teleparalelismo a torcao surge como alternativa a curvatura: em termos da torgao,

descreve—se os mesmos fenémenos descritos pela Relatividade Geral em termos da
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curvatura. Ao invés da geometrizagao da interacdo, no sentido proposto pela teoria
de Einstein, no Teleparalelismo a interacao gravitacional é descrita por meio de uma
equagao de forca [11], semelhante a forca de Lorentz.

Nesta dissertacao, estudaremos primeiramente uma formulacao nao—covariante
do Teleparalelismo. Em seguida, voltaremos nossa atencao para uma formulagao
covariante, baseada na gaugeficacao do grupo de Poincaré e na reducao do grupo
de estrutura para o grupo de Lorentz. Estudaremos a questao da construcao de sua
lagrangiana, e alguns aspectos da dindmica desta teoria, em particular o caso da

teoria linearizada.

1.2 Gravitagao como uma teoria de gauge

Nas teorias de gauge, é fundamental escolher um grupo de gauge interno G, com o
qual podemos definir um fibrado principal Pg(M,G) e também fibrados associados
E(M, Pg, F), onde M é uma variedade 4-dimensional representando o espaco—tempo
e a fibra F' é um espaco vetorial onde atua uma dada representacao de GG. Com base
nestas construgoes, os campos de matéria sao tomados como secoes de E(M, G, F').

O cenéario geométrico da Relatividade Geral é o fibrado tangente. Escolhendo-se
trabalhar com bases ortonormais em cada ponto da variedade base, esta constru-
¢ao incorpora naturalmente rotacoes de Lorentz destas bases. Em algumas teorias,
entende-se a Relatividade Geral como uma teoria de gauge para o grupo de Lorentz
[12]. Entretanto, o papel das transla¢oes como simetria interna continua nao trans-
parente. Uma maneira mais direta de se introduzir as translagoes é substituir o
grupo de Lorentz, nestas construcoes, pelo grupo de Poincaré. As translacoes tam-
bém poderiam ser introduzidas diretamente na variedade base, através da trans-
formagao 2/ = x* 4 €* de suas coordenadas. Entretanto, ao escrever a teoria em
linguagem de formas diferenciais, a invariancia sobre estes difeomorfismos é trivial-
mente implantada. Gaugeficando o grupo de Poincaré, tanto as translacoes quanto
as transformacoes de Lorentz sao introduzidas em pé de igualdade na teoria, em
principio.

Apos a construcao desta teoria de gauge para Poincaré, a reducao do grupo de
Poincaré para o grupo de Lorentz (e a respectiva quebra da simetria translacional)
induz a gravitacao no espaco-tempo. A construcao geométrica entao obtida é a
do fibrado das bases pseudo-ortonormais, um fibrado principal para o grupo de

Lorentz. Ao contrario das teorias de gauge usuais, onde um ponto de um dado
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fibrado principal nao tem relagdo com objetos do espaco-tangente T'M, este fibrado
apresenta a soldagem: um ponto dele corresponde na verdade a uma base de T'M.
A presenca da soldagem possibilita novas contracoes entre indices de p—formas
a valores em T'M. Tal possibilidade nos permite generalizar a definicao do dual de
Hodge para fibrados com soldagem, e com isso obter uma formulagao de gauge para

a gravitacao que se assemelha muito mais com as teorias de Yang—Mills.

1.3 Organizacao da dissertacao

Na primeira parte do Capitulo 2, a formulacao do Teleparalelismo como uma teoria
de gauge para o grupo das translagoes, como estudada por Y. M. Cho em [6], sera
brevemente descrita. O aspecto nao—covariante desta teoria serd ressaltado. Na
segunda parte do capitulo, estudaremos uma formulagdo da teoria no contexto das
teorias de gauge para o grupo de Poincaré |3, 4]. Teceremos alguns comentérios
também sobre a relacao desta teoria com a formulacao anterior e com as teorias de
gauge para o grupo afim [5, 9]. A teoria resultante pode ser vista como um caso de
geometria de Riemann—Cartan, e sera utilizada no restante do trabalho.

No Capitulo 3 introduziremos a dinamica da teoria, nos moldes das teorias de
Yang—Mills, escrevendo uma lagrangiana quadratica no field strenght. A presenca
da soldagem, que permite a contracao de indices do espaco—tempo com indices do
espaco-tangente, nos da a possibilidade de definirmos um novo operador dual de
Hodge para a torgao [13], que aparece explicitamente na construgao da lagrangiana.

O Capitulo 4 serd dedicado ao estudo das equacoes de movimento gravitacionais
linearizadas. Mostraremos que a definicao do operador dual de Hodge generalizada é
necessaria para que a teoria linearizada apresente simetria de dualidade. Finalmente,
no Capitulo 5 apresentamos as conclusoes.

Nos Apéndices, alguns calculos relevantes e que foram omitidos do texto principal
encontram—se em detalhes. Os Apéndices A e B tratam de calculos relevantes para
a definicao do novo operador dual. O Apéndice C traz a derivagdo da equagao de

campo gravitacional.

1.4 Notacao e algumas definicoes

A primeira metade do alfabeto Latino mintdsculo (a,b,c,--- = 0,1,2,3) denota

indices relacionados a base pseudo—ortonormal, enquanto o alfabeto Latino maits-
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culo (A, B,C,--- = 0,1,2,3,4) denota indices relacionados & algebra do grupo de
Poincaré. A segunda metade do alfabeto Latino (7,j,k,--- = 0,1,2,3), utilizada
apenas na secao 2.1, denota indices da algebra do grupo das translacoes, e final-
mente o alfabeto grego (o, 3,7, -+ = 0,1,2,3) denota indices relacionados & base
holénoma.

Objetos relacionados & conexao de Levi- Clv1ta serao denotados por o, como por
exemplo a propria conexao de Levi-Civita FpW e o tensor de Riemann R v+ J&
os objetos relacionados a conexao de Weitzenbock serao denotados por e, como por
exemplo a conexao de Weitzenbock f“p w € a torgao a ela associada 7.’““”. Nos demais
casos, trata-se de conexoes lineares I'”,, quaisquer, podendo possuir curvatura e
torcao.

O tensor completamente anti-simétrico serd denotado por €,,,,, com €pi23 = +1,

e a métrica de Minkowski sera dada por n = diag(1, —1,—1, —1).



Capitulo 2
A geometria do Teleparalelismo

Como todas as outras trés interagoes da Natureza (fraca, forte e eletromagnética)
sao descritas por teorias de gauge, queremos construir uma teoria inspirada nestas
para a gravitacdo, dando maior aten¢ao ao papel do grupo de Poincaré (e em par-
ticular ao subgrupo das translagoes). Como nestas teorias a fonte da interagao esta
intimamente relacionada & carga associada a simetria de gauge, queremos construir
uma teoria gravitacional onde o papel das translacoes como fonte de gravitacao seja
mais evidente do que na Relatividade Geral.

As estruturas geométricas envolvidas nos dois casos sao diferentes: enquanto
para as demais interagoes o grupo de gauge é um grupo interno, agindo num espaco
vetorial interno associado a uma dada representacao do grupo de gauge, no caso de
teorias gravitacionais o grupo de Poincaré ¢ um grupo ezterno, agindo no proprio
espaco—tempo.* Logo, dada esta diferenca fundamental, é de se esperar que uma
descricao da interacao gravitacional em termos de fibrados envolvendo o grupo de
Poincaré tenha suas peculiaridades, em relacao as teorias de Yang-Mills.

Neste capitulo, apresentaremos de maneira nao exaustiva algumas formulacoes
geométricas de teorias gravitacionais, em particular alguns modelos relacionados a
descricao da interagao gravitacional através da torcao. Na secao 2.1, construire-
mos uma teoria de gauge para o grupo das translacoes, equivalente & Relatividade
Geral quando a lagrangiana da teoria for dada por uma determinada combinacao
quadratica dos coeficientes de nao—holonomia dos frames. Ja na secao 2.2, estudare-
mos uma teoria de gauge para o grupo de Poincaré e sua relacao com as teorias

de gauge para o grupo afim. No capitulo 3 estudaremos com um pouco mais de

*Mais precisamente, o grupo de Lorentz age no fibrado das bases pseudo—ortonormais, € o grupo

de Poincaré no fibrado das bases afins pseudo—ortonormais.
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detalhes a dindmica desta formulagao.

2.1 Teoria de gauge para as translacoes

Partimos do espago de Minkowski M, com sistema de coordenadas z*, frame {e,}
e coframe {0} triviais, e ortogonais pela métrica g = diag(1,—1,—1,—1). Seja T o

grupo das translagoes em Minkowski, com geradores F;, ¢ = 0,1, 2, 3, tais que
[P, P =0. (2.1)

Seja Pr(M,T) um fibrado principal para T, definido sobre M. Como o grupo das
translacoes de Minkowski pode ser identificado ao proprio espaco de Minkowski, um
ponto deste fibrado consiste em um ponto de M e um quadrivetor z% = x®(z*).

Definindo os geradores que atuam nos quadrivetores x® por
(P)ja" = &%, (2.2)

temos que a acao de T' em Pr corresponde entao a uma translacao deste quadrivetor
“interno”
' =z 4 €, (2.3)

com € o parametro local, e infinitesimal, da transformacao de gauge. Considerando
que 2% seja uma secao globall deste fibrado, e também um difeomorfismo entre a
variedade base e a fibra, podemos escrever a tetrada em funcao deste quadrivetor,
€omo

e, = 0,x°, (2.4)

¢ inversa
et = 0,2, (2.5)

com frame e coframe dados por, respectivamente, e, = ¢,*0, e e = e®,dx". Este
coframe é holénomo,

de® =0, (2.6)

e os coeficientes de nao—holonomia sao todos nulos.
A localizacao da simetria consiste em substituir o parametro global ¢* por um

parametro local €*(x*). Introduzimos entdo um potencial de gauge translacional

TNao faremos muita distin¢do entre secoes globais e locais neste trabalho. Nos casos em que ndo
existam sec¢Oes globais, define-se sec¢oes locais sobre abertos U; € M, que devem ser compativeis
nas intersecgoes U; N Uy, i # j.
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B, = P,B", que, devido ao fato do grupo em questio ser comutativo, se transforma

de maneira analoga ao caso do eletromagnetismo
B'*, =B, — 0,¢". (2.7)

A curvatura (ou field strenght) desta conexdo é definida pela equagio de estrutura
de Cartan
F =dB+ }[B,B] =dB + [P, Pj)|B' N B/, (2.8)
onde pela comutatividade do grupo o termo quadratico em B se anula, o que leva
as componentes
F',, =0,B",-9,B",. (2.9)
Como queremos que a presenca de gravitacao se manifeste diretamente na propria
geometria do espaco-tempo, através de uma nao—holonomia dos frames de origem
puramente gravitacional, podemos introduzir a conexao translacional como a parte
nao—trivial da tetrada
ht, =e", + B“,, (2.10)
onde h, = ho'0, e h* = h®,dz" correspondem agora aos novos frame e coframe, e
onde definimos B*, = 0% B",. O espaco base deixa de ser o espago de Minkowski, e
passa a ser um espaco M com métrica g # 1. Escrevendo as componentes do field

strenght em relacao a este frame ortonormal, chegamos a
Fire = 8 f%e, (2.11)
onde f9;. é exatamente o coeficiente de ndo-holonomia do frame,
Fhe = ha"hy” (9,hC, — 8,h°), (2.12)
definido pelo comutador dos elementos do frame
[hos he] = fopeha (2.13)

Analogamente ao caso das teorias de gauge, construiremos uma lagrangiana
quadratica no field strenght. A lagrangiana mais geral possivel consiste em trés

termos, com trés parametros independentes
L = h(aFp F% + BF 3 F"° 4 yF . F,>), (2.14)

que em virtude de (2.11) pode ser escrita como uma lagrangiana quadratica nos

coeficientes de nao—holonomia

L= h<afabCfabc + 5fabcfbac + ’Yfabafcbc)- (2.15)
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Para se obter uma teoria gravitacional compativel com a Relatividade Geral,
no caso mais simples de gravitacao pura ou considerando apenas campos de spin
0, a construcao até aqui desenvolvida deve ser invariante sob transformacoes locais
de Lorentz. Naturalmente, a introducao de rotagoes de Lorentz locais levaria & in-
troducao de uma conexao de Lorentz e a introducao de uma derivada covariante
de Lorentz, mas nao seguiremos este procedimento nesta secao. Como a introducgao
desta conexao nos levaria a considerar um fibrado principal para o grupo de Lorentz,
e queremos nos ater apenas ao fibrado Pr, tentaremos impor a invariancia da la-
grangena (2.15) sem considerar a introducao de uma conexdo adicional. Uma simples
inspecao de (2.13) ja nos diz que cada um dos termos quadraticos de (2.15) nao é
invariante sob transformagoes de Lorentz. Entretanto, quando v = 1/4, 5 =1/2 e
v = —1, alagrangiana (2.15) é invariante sob transformacoes de Lorentz, além de ser
equivalente (a menos de um termo de divergéncia total) da acdo de Einstein-Hilbert
6]

Embora a lagrangiana da teoria seja invariante sob transformacoes locais de
Lorentz, a teoria em si nao é covariante sob estas transformacoes. De fato, se
quisermos considerar campos com spin nao nulo nesta variedade base, devemos con-
siderar o transporte paralelo de vetores, pertencentes a representagoes do grupo de
Lorentz, sobre M. O transporte paralelo de um vetor de Pr é definido com respeito

a conexao translacional B, o que da origem a derivada covariante
2,5" = 0,5+ B, (2.16)
onde s* é uma secao de Pr, cuja variacao sob transformacao de gauge se escreve
dst = €. (2.17)

E facil verificar que a derivada (2.16) varia, sob transformagoes locais, da mesma

maneira que d,s® varia, sob transformacoes globais, ou seja,
09,5" = 0. (2.18)

Como s* é um vetor de Lorentz, podemos efetuar tranformacoes de Lorentz deste
vetor
s = A%s’, (2.19)

com A%, pertencente ao grupo de Lorentz. Entretanto, como a derivada (2.16) nao
possui termos de conexao para compensar a hao—covariancia introduzida por esta

transformacao, (2.16) ndo é a boa derivada covariante para se construir uma teoria
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invariante sob transformacoes locais de Lorentz. Em outras palavras, a derivada
covariante definida em (2.16) ¢ covariante sob transla¢oes internas, e ndo sob rotagoes
de Lorentz, que sao as transformacoes de gauge relevantes para campos com spin.
Com base na tetrada, é possivel definir-se uma conexao linear sobre M, que
d4& origem a um transporte paralelo de vetores de T'M, cuja derivada covariante ¢
covariante sob transformagoes locais de Lorentz. A escolha imediata é simplesmente
a conexao de Levi—Civita, sem torcao mas com curvatura, que pode ser definida
em termos da métrica. Uma outra escolha, mais adequada do ponto de vista do
formalismo aqui apresentado, é a conexdo de Weitzenbdck,! que possui torciao ao
invés de curvatura,
I, = ha?0,h%,. (2.20)
A torcao desta conexao,
TP = TP = T (2.21)
coincide com o field strenght translacional (2.11),

T% = 0% F". (2.22)

Implicitamente, a introducao de uma conexao a valores na algebra de Lorentz
corresponde & introducao de um fibrado principal para o grupo de Lorentz, definido
sobre a mesma variedade base. Do ponto de vista fisico, este é o fibrado relevante
para se descrever a interacao gravitacional, ji que os campos fundamentais da na-
tureza podem ser classificados de acordo com representacao irredutiveis do grupo
de Poincaré, o produto semi—direto do grupo de Lorentz pelo grupo das translagoes.
Logo, o acoplamento relevante entre os campos e a gravitacao deve ser feito com
conexoes de Lorentz. Com o campo gravitacional sendo representado por estas
conexoes, ¢ mais interessante entao introduzir uma lagrangiana quadrética na cur-
vatura ou na torcao desta conexao, ao invés de quadratica nos coeficientes de nao—
holonomia da base ortornomal de T'M. No caso de uma lagrangiana quadratica na
tor¢ao, a imposicao da invariancia local de Lorentz na acao, como foi feita nesta
secao, nao nos permite determinar os trés parametros livres, como veremos na secao
seguinte. Entretanto, é interessante notar que uma teoria gravitacional pura (ou
com campos de spin 0 como fonte) pode ser escrita unicamente em termos das
traslagoes, como grupo de simetria local, e da imposi¢cao da invariancia local de

Lorentz da lagrangiana.

YA definicdo aqui apresentada depende da escolha do frame, e em principio poderiamos ter
definido esta conexao da mesma maneira em um outro frame. Este ponto serd explicado em mais
detalhes na secao 3.6.
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2.2 Teorias de gauge para o grupo de Poincaré

Para introduzirmos campos com spin na construcao geométrica da secao anterior foi
necessario considerarmos uma conexao adicional, a valores na algebra de Lorentz.
Como queremos obter uma teoria gravitacional que possa tratar de campos com spin,
precisamos introduzir o grupo de Lorentz em qualquer construcao geométrica que
facamos. Uma maneira de fazer isto, e de também introduzir o grupo das translagoes,
é gaugeficar o proprio grupo de Poincaré, que nada mais é que o produto semi—direto
do grupo de Lorentz e do grupo das translagoes.

A introducao do grupo de Poincaré como grupo de gauge esté intimamente ligada
a gaugeficacao dos chamados grupos afins — o produto semi—direto do grupo das
translacoes pelo grupo GL(4)%, das matrizes gerais lineares de ordem 4. Enquanto
nas teorias afins permite-se o uso de bases quaisquer no espago-tangente, nas teorias
de gauge para o grupo de Poincaré estd implicito o uso de bases pseudo—ortonormais,
onde o grupo de Lorentz age.

Consideraremos uma representacao do grupo de Poincaré formada de matrizes

Aa a
PAB:< b ) (2.23)

5 x 5, da forma¥

0 1

onde A%, é um elemento do grupo de Lorentz e a® é um quadrivetor. Sua acao em

4 = ( 8: ) (2.24)

Aa b a
PAgsP = ( ”81“‘ > , (2.25)

um vetor 5-dimensional

¢ explicitamente igual a

onde reconhecemos a acao do grupo de Poincaré sobre o quadrivetor s*. Sob uma

transformacao infinitesimal de Poincaré, onde A%, = 6 +w%, e a® = €%, com wgy, =

A

—Wpg € € infinitesimais, o vetor s varia como

5(s4) = ( wgb 6(;1 ) ( 51 ) . (2.26)

$Este grupo ¢ constituido das matrizes 4 x 4 inversiveis.
Y0s indices A,B,C,--- = 0,1,2,3,4 denotam os indices desta representacio do grupo de

Poincaré.
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Seja Pp(M,P) um fibrado principal para o grupo de Poincaré, escrito nesta
representacao 5-dimensional. Seja também p(z)“p uma secio global deste fibrado,

o ]\ab(x“) a(zt)
pAB(a:)—< A ) ) (2.27)

No contexto das teorias de gauge para o grupo afim, tal secao pode ser entendida
como uma base afim ortonormal associada a cada ponto da variedade base: ao
quadrivetor a®(z*) associamos a origem da base afim, e a transformacgado de Lorentz
A%, associamos uma base [14, 15]. Em outras palavras, uma base afim ortonormal
de T'M consiste numa base ortormal e em um quadrivetor, origem desta base. A
acao do grupo de Poincaré em Pp(M,P) efetua uma rotagdo do frame, e também
muda sua origem.

Um fibrado associado a Pp relevante é E(M, Pp,P/L), cujas fibras P/L sao
isomorfas ao espaco de Minkowski e podem ser consideradas vetores da forma (2.24).
Logo, a cada ponto de M, uma secao de E associa um quadrivetor de Minkowski,
ou seja, uma possivel origem para as bases afins. A acao de P sobre estas secoes é
dada por (2.25).

Uma conexao afim generalizada [15] sobre M consiste em uma 1-forma a valores
na algebra de Poincaré,

A= JapA*B dat, (2.28)
onde J4p sao os geradores da algebra na representacao 5>—dimensional. Esta conexao
define o transporte paralelo das fibras de P e de seus fibrados associados, de maneira
que podemos entao definir derivadas covariantes. Por exemplo, a derivada covariante

de uma secio e de F se escreve

hMeA = 8M6A+AABM€B

)] 220

onde decompomos a conexao de Poincaré em A%,,, a valores na algebra de Lorentz,
e B%,, a valores na 4lgebra das translagoes:

A, Be
AAB:< ob . ) (2.30)

Impondo-se que a derivada covariante assim definida se transforme sob transfor-
magoes locais de Poincaré da mesma maneira que 8ueA se transforma sob transfor-

magoes globais, ou seja, impondo que

5(hue?) = wph,e”, (2.31)



CAPITULO 2. A GEOMETRIA DO TELEPARALELISMO 12

A

onde w”p é a representacao H—dimensional do parametro de rotacao w®,, obtemos

as leis de transformacao das componentes da conexao

5Aab“ = —Duw“b, (232)

6B®, = —D,e" +w"B’,, (2.33)

onde D, denota a derivada de Fock-Ivanenko na conexao de Lorentz A%,. Cal-

culando a curvatura de A% a partir do comutador das derivadas covariantes Py

obtemos
[hlm hl/]eA = RAB;LueBa (234)
onde
Rab ng e v
RAB;U/ = ( Ol OM ) . (235)
Nesta expressao,
Rab/u/ = aMAabV - auAab,u + Aac,uAcbu - AacuAcbu (236)

¢ a curvatura da conexao A%, e
Q*,, =0,B", —0,B*, + A%, B, — A%, B", (2.37)

¢ a derivada covariante de B .

Para obter como estrutura geométrica final um fibrado principal para o grupo
de Lorentz, L(M), é preciso efetuar uma redugao do grupo de gauge, indo do grupo
de Poincaré para o grupo de Lorentz. O fibrado resultante apresenta a propriedade
de soldagem, e podemos entao definir uma métrica sobre M, ja que a métrica de
Minkowski 1 estd naturalmente definida nas fibras. Note que, no processo, a sime-
tria translacional é quebrada: temos liberdade apenas de aplicar transformacoes de
Lorentz aos campos.

Para efetuar a reducio, precisamos primeiramente especificar uma secdao s? de

E(M,P) |16]. A derivada covariante desta se¢ao se escreve

ha
h,st = ( 0“ ) : (2.38)

h®, = D,s" + B%, = 0,5" + A%,s" + B, (2.39)

onde definimos
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como o coeficiente da tetrada. Enquanto A%, define naturalmente uma conexao
linear em L(M), a parte translacional da conexao de Poincaré aparece na definigao
da tetrada, juntamente com a conexao de Lorentz. Podemos dizer entao que a quebra
da simetria translacional induz a soldagem no espaco—tempo, e conseqiientemente,
induz a gravitacao. No contexto das teorias de gauge para o grupo afim, a tetrada
pode ser entendida como uma base invariante sob translacoes, como pode-se verificar
diretamente de (2.39).

Apos reducdo, a curvatura (2.35) se decompoe em dois objetos geométricos:
R%,,,, a 2-forma curvatura de A%,,; e Q°,,, a 2-forma derivada covariante de B¢,,.
Sabemos que além de curvatura, conexoes de Lorentz apresentam também torcao,

definida como a derivada covariante da tetrada:
T, = 0,h%, — O,h", + A%,h", — A%, h°,. (2.40)
Isolando B, em (2.39) e substituindo-o em (2.37), obtemos
T, = Q% + R%.,8", (2.41)

que expressa a torcao em termos do antigo 2%,

Reescrevendo (2.36) e (2.40) na linguagem de formas diferenciais, temos que

R = DA%, = dA" + A" N A% = %Rabwdx“ A dz” (2.42)

T* = Dh* = dh* + A% A h* = $T°,,,dz* A da?, (2.43)

onde D denota a derivada exterior covariante na conexdo A. As equagbes (2.42) e
(2.43), que definem a curvatura e a tor¢ao da conexao A%,,, sao conhecidas como
equagoes de estrutura de Cartan [14, 15].

Conexoes de Lorentz podem ser escritas com respeito a base holénoma, I'?,,,, ou

com respeito a base ortonormal, A“bH.H Suas expressoes se relacionam através de
A%, = h" 0" + R T ) (2.44)
que pode ser invertida para expressar [' em fungao de A,

I*,, = h*0,h%, + he" A%,R",. (2.45)

INote que, embora denotadas diferentemente, ambas as expressoes se referem ao mesmo objeto

geométrico.
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A conexao linear I', quando compativel com a métrica, pode ser decomposta de

acordo com
Fp,u,u = Fp,u,y + Kpp,w (246)

onde
Fp;w = %gap(augau + &Jgau - 809#1/) (247)

é a conexao de Levi—Civita, de torcao nula, e
K?,, = %(T,/)H + 1,0, —T1%) (2.48)
é a contorcao. Expressa com respeito a4 base ortonormal, esta expressao se reescreve
Aabu = Aabu + Kabu, (249)

onde ,Zi é a conexao de spin da Relatividade Geral.

As identidades de Bianchi, identidades geométricas satisfeitas pela curvatura e
pela torcao, podem ser encontradas ao aplicar-se a derivada exterior nas equagoes
(2.43) e (2.42), que resultam em

DT® = dT* + A% A h* = R% A R, (2.50)
chamada de primeira identidade de Bianchi, e em
DR =dR% + A . NR% — A% NR. =0, (2.51)

a segunda identidade de Bianchi. Note que auséncia de torcao, como ¢é o caso para
as teorias de gauge para grupos internos, é diferente de uma conexao linear com
tor¢ao nula, o caso da conexao de Levi-Civita. A presenca da soldagem no fibrado,
e a existéncia da tor¢ao, implicam em uma identidade de Bianchi adicional, (2.50),

que no caso de torcao nula é a responsavel pela identidade ciclica da curvatura

2 b

R ANh” =0, (2.52)
ou ainda, em termos das componentes da curvatura com respeito ao coframe,

R fpeaq) = 0. (2.53)
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2.2.1 A conexao de Weitzenbock

A conexao utilizada no Teleparalelismo, ao contrario da conexao de Levi-Civita,

possui curvatura nula e torcao diferente de zero:
R%u =0 e T, # 0. (2.54)
A condicao de curvatura nula é satisfeita por qualquer conexao do tipo
A%, = A0, A%, (2.55)

chamada de conexdo de vacuo. A escolha adotada na literatura, que simplifica
consideravelmente os calculos, é dada por

A%, =0, (2.56)
e neste caso a conexao com respeito ao frame holénomo se escreve simplesmente
I’ = h0,h",, (2.57)

que coincide com a conexao utilizada na construcao da secao 2.1. A torcao é dada
por
Ta'uy — auBal/ - 81/Ba/_“ (258)

que por outro lado coincide com o field strenght (2.9).
Para a conexao de Weitzenbock A'*,, a primeira identidade de Bianchi (2.50)
se escreve

DT + DT+ DT 1y = 0, (2.59)

enquanto (2.51) é identicamente nula. Entretanto, substituindo a decomposicao
(2.46) em (2.51), e utilizando a segunda identidade de Bianchi para a conexao de

Levi—Civita, obtemos
lo)pé?ab;w + Buéabup + Bué)abpu =0, (2.60)
onde definimos o tensor
Q% = Dl — Do+ K K — KK . (2.61)

Note também que
Qab;w = _Rab,u,z/, (262)

em virtude da decomposicao (2.46).



CAPITULO 2. A GEOMETRIA DO TELEPARALELISMO 16

2.2.2 Consideracoes finais

Nesta secao, partimos de um fibrado principal para o grupo de Poincaré, que pode
ser visto como o fibrado afim das bases pseudo—ortonormais, e apés um processo de
reducao do grupo de estrutura chegamos a um fibrado principal para o grupo de
Lorentz, ou seja, o fibrado das bases pseudo—ortonormais. A conexao compativel
com a meétrica que escolhemos para definir o transporte paralelo entre vetores de
espacos-tangente em pontos distintos é a conexao de Weitzenbdck, com torgao
diferente de zero, porém com curvatura nula. Utilizando a tetrada e a métrica
de Minkowski, presente nos espagos—tangente, temos também uma métrica definida
sobre M, através de g, = hauhbynab. Esta construgao final (uma variedade, uma
métrica e uma conexao compativel com a métrica) é um exemplo dos chamados
espagos de Riemann—Cartan [4]. Nestes, pode-se considerar ainda conexdes mais
gerais, com curvatura e tor¢cao, mas que assim como a conexao de Weitzenbock e a

de Levi—-Civita possuem tensor de nao—metricidade nulo:

V,\g;w = a)\g,uz/ - Fp,u)\gpu - Fpu)\g,up = 0. (263)

Nas teorias de gauge para o grupo afim, além da conexao e do coframe, a métrica
também é considerada um objeto independente, a priori. Enquanto a tor¢ao aparece
como o field strenght do coframe e a curvatura como o field strenght da conexao, o

tensor de nao—metricidade é considerado o field strenght associado a métrica.



Capitulo 3

A dinamica do Teleparalelismo

Este capitulo é dedicado a escolha de uma lagrangiana teleparalela para o campo
gravitacional, e ao estudo da dinamica dela decorrente. Como queremos nos aproxi-
mar das teorias de gauge usuais, partiremos de uma lagrangiana quadratica no field
strenght. Isto nos levard a introduzir uma nova definicao de operador dual, no caso
de fibrados com soldagem. Em seguida, encontraremos as equacoes de campo da

teoria.

3.1 Acao teleparalela

No caso de grupos de gauge semi-simples, é possivel definir-se uma métrica invari-
ante sob a acao do grupo, chamada de métrica de Cartan—Killing [17], que nos
permite escrever uma lagrangiana quadratica no field strenght da teoria. Para uma

algebra com relacoes de comutagao dadas por

[JaB,Jpc] = nBcJap —Napdsc — MepJac — NacJep
= [ ascender, (3.1)

onde fEFAB,CD sao as chamadas constantes de estrutura, a métrica de Cartan—

Killing é definida como

Vapern = Tr(JapJen) = *F apcpfPonpr. (3.2)

A primeira diferenca entre as teorias de gauge para o grupo de Poincaré e as
teorias de gauge usuais é devida ao fato de que o grupo de Poincaré nao é semi—

simples. De fato, isso pode ser visto rapidamente a partir das relacoes de comutagao

17
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de sua algebra de Lie

[Jab7 ch] = nacjbd - nadec + nbdt]ac - 77bc=]ad

[Jaln Pc] = 77ach - 77bcP0L
[Pca Pd] - Oa

de onde concluimos que a definicao da métrica 3.2 nao é uma definicao adequada
de métrica invariante sob P, ja que a métrica definida sobre o setor translacional é
identicamente nula. Procedendo de maneira similar ao caso do Eletromagnetismo,*
podemos escolher uma outra métrica para o setor translacional, sem relacao com
a métrica de Cartan—Killing. A escolha natural é a propria métrica n. Utilizando
entao a métrica de Cartan—Killing restringida ao setor de Lorentz, em conjunto com
7 para o setor translacional, encontramos uma definicao viavel de métrica para a
algebra de Lie de P.

Em analogia & acdo de Yang-Mills, definimos a acdo do campo gravitacional por!

1

S, = — FAB A« FCP 3.3
g 20k W/AB,CD * ) ( )

onde k = 87G/c?, F é a 2-forma curvatura da conexao A, assumindo valores na

algebra de Lie do grupo de Poincaré, e

*xF = %JAB*FABde“/\dx”

= HJu* R dat Ada” + L P, T, da* A da” (3.4)

¢ o seu dual. Tanto T quanto R sao 2—formas definidas num fibrado com soldagem,
o que nos da mais possibilidades no momento de definir seus duais, ja que a presenca
da forma de soldagem permite contracoes entre indices do espaco—tempo (externos)
e indices do espaco-tangente (internos). Nas duas proximas segoes, definiremos o

novo dual destes objetos.

*O grupo de gauge do Eletromagnetismo, U(1), é comutativo, e também nao admite que a mé-
trica de Cartan—Killing seja definida. Entretanto, pode-se escolher outra métrica para a construcao

da teoria, e no caso escolhe-se como métrica simplesmente um namero.
TA constante multiplicativa 1/2ck foi escolhida de modo a levar ao limite Newtoniano correto,

no caso do equivalente teleparalelo da Relatividade Geral.
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3.2 Definindo o novo dual

Utilizando o fato de que podemos contrair indices algébricos com indices do espaco—

tempo, as defini¢oes mais gerais de dual para a torcao e para a curvatura se escrevem

*T)\,u,l/ = h Cuvpo (CL T)\pa + pr)\U + CTGPQ g)\cr) (35)
h c
= §€m/paS/\p (36)

onde definimos o tensor

ST = 20 T 4 bTP7 — bTN 4+ Ty g — Ty g7, (3.7)
[§]
KR, = B |a RO 4+ 1 (RP7 — RO
+d (g™ RY — ¢" R*?) + d' g*" g™ R] : (3.8)

Note que tanto xT*,, quanto *R‘WW sao anti-simétricos nos dois tdltimos indices
— j& que sdo 2-formas —, e que xR’ w € anti-simétrico nos seus dois primeiros
indices — ja que assume valores na algebra de Lorentz.

Em analogia com a definicao usual de dual, queremos que a nova definicao de
dual satisfaca, num espaco—tempo quadridimensional com métrica de assinatura —2,
a seguinte propriedade

*x = —1. (3.9)

Impondo-a para a definigdo (3.6), chegamos ao seguinte sistema

4a® + 2ac + 2ab — 2be = 1
b? 4 2ab + 2bc —2ac = 0 (3.10)

e, impondo-a para (3.8), chegamos a

—4a”? —4d'V — 4d'd + 4V = —1
47y = 0
—24't — 20% +2d'd — 4V = 0
—2d'd +2d't +0% - * = 0 (3.11)
b/2 + C/Q — O
—2d'd + W+ 4Wd = 0
d(a—20) = 0.
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Os calculos levando a tais sistemas encontram-se no Apéndice B. No caso do sistema
(3.11), a igualdade 4¢'t’ = 0 nos diz que ¢ ou V' se anula, enquanto que a igualdade
bV?+c?=01levaald = =0. Com essa condigio, a iltima igualdade de (3.11) diz
agora que ou a’ ou d’ se anulam. Supondo que d’ # 0, temos que a primeira equagao
de (3.11) ndo é satisfeita, o que ndo nos permite satisfazer (3.9). Logo, devemos ter

que d' = 0 e o tnico parametro livre na definicao do dual é a’. Este sistema admite

entdo como unica solugdo a’ = % eb =c =d =0, ou seja, a definicdo usual de
dual:
af — h afSpo
*R [ EE#VPUR . (312)

Ja o sistema (3.10) admite infinitas solug¢oes, e a priori ndo existe uma defini¢do
Unica para o dual da torcao.

Para determinarmos unicamente x71°, é necessario encontrarmos uma condicao
adicional sobre os parametros a, b e c. Uma maneira de encontrar uma tal condicao
consiste em eliminar as possiveis contagens duplas em (3.6): dado que o primeiro
e o segundo termos de (3.6) diferem apenas por permutacoes de indices e que o
primeiro termo é anti-simétrico em p e o, para eliminarmos dupla contagem dos

termos provenientes deste primeiro termo poderiamos impor que

b = 2a. (3.13)

A imposi¢ao (3.13) nos permite encontrar uma soluc¢ao para o sistema (3.10), dada
por a = }L, b= % e ¢ = —1, o que leva a seguinte definicao de dual da torcao

KT = B €upo (T + LTP7 — 1T g*7) . (3.14)

E interessante notar que decompondo a torcao em suas componentes irredutiveis
(ver o Apéndice B) na expressao (3.6), é possivel expressar xT" em termos de apenas
dois parametros independentes, apés impormos (3.9).

Embora tal escolha de parametros leve a equivaléncia entre o Teleparalelismo
e a Relatividade Geral, os parametros poderiam ter sido escolhidos de maneira
(quase) completamente arbitraria, e ainda terfamos uma teoria gravitacional viavel
a priori. Note que a condicao (3.13) é a unica que faz com que a contor¢ao aparecga

explicitamente na expressao de S, dada agora por
SPHY = [HYP — gPPTToH 4 gPRTY . (3.15)

Uma segunda maneira de determinarmos 71" passa pelo estudo da equacao de

movimento resultante. Assumindo que o principio do acoplamento minimal seja
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valido, a equagao de movimento do campo gravitacional na presenca de um campo
fonte s6 é consistente se a definicao de dual da torcao for exatamente a dada por

(3.14). Este fato sera mostrado na se¢ao 3.5.

3.3 Equacao de movimento gravitacional

Utilizando a defini¢ao mais geral de dual da tor¢ao (3.6) na expressdo da acao

gravitacional (3.3), e utilizando agora a conexdo de Weitzenbock, temos

So= |l (57 ) dat A da? A da? A de. (3.16)
Utilizando a identidade
da" A dx¥ A da? A da® = —eP7 W2 d (3.17)

com d*x = dx® A dx' A dx? A da?, temos que a acao é dada por
1 vpo 1,2 74
Sy =g | MaT"w (#7 ) e hid's. (3.18)

Utilizando o tensor SP*” introduzido em (3.6) e a identidade

2 (6184 — 0Lo4) (3.19)

vpo .
et Capr = — 5

h

a equagao (3.18) se escreve

. 1 ,
S9= 17 / T S " hd*z, (3.20)
de onde extraimos a densidade de Lagrangena correspondente
. h e , h y ,
Ly= T = 5 (a 00 Ty +0 T T, + e, 7%,) . (3:2)

As equacgoes de movimento gravitacionais consistem nas equacoes de FEuler-Lagrange
obtidas de (3.21) sob variacbes 6B%, do campo de gauge ou, equivalentemente,
variacoes 6h”, da tetrada. Os calculos detalhados se encontram no Apéndice C. O

resultado final é dado por
0y(h S o) — k (hJ.") =0, (3.22)

onde

(3.23)
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é o chamado superpotencial, e

. 10r

4 - —

“ = hohe,

(3.24)

¢ 0 a corrente energia—momento total. Note que introduzimos a mesma notacgao para
o superpotencial e para o tensor S definido em (3.7), introduzido na defini¢do de
dual (3.6). Utilizamos a mesma notacdo pois ambos sao na verdade o mesmo tensor,
como veremos logo em seguida. A equacdo (C.3) é a chamada forma potencial da
equacao de movimento. As expressdes explicitas para o superpotencial e a corrente
total sao dadas por (C.9)

S apo’ — 2CL faap + bfgap - bj.-'pao- + C%GUG h(zp - cfepe h’lLU7 (325)

que coincide com a definigdo (3.7), e por (C.21)

. 1 D . 1 . hap .
]ap - EthTcya S pr - EACCLI/ S cyp - A L. (326)

Note que a equagao de movimento (3.22) tem sempre a mesma forma, para qualquer
escolha de parametros na lagrangiana. Este fato seréd relevante para a discussao da

secao 4.

3.4 Lagrangiana dos campos fonte

Quando consideramos campos fonte na teoria, surge a questao de como acopla-los
ao campo gravitacional. No contexto da Relatividade Geral, tal acoplamento é
feito em termos da conexao de Levi-Civita f J&a no contexto do teleparalelismo,
temos também a nossa disposicao a conexao de Weitzenbock, que nos permitiria em
principio estabelecer um outro tipo de acoplamento com o campo gravitacional.

O acoplamento com uma conexao arbitraria compativel com a métrica, I', leva a
inconsisténcias na propria equagao de movimento [9, 18]: a simetria do lado esquerdo
da equacao de movimento implica que a parte anti-simétrica do tensor energia-
momento dinamico dos campos fonte deve ser zero, o que leva & conservacao do
tensor de spin destes campos. Entretanto, para campos com spin acoplados com o
campo gravitacional através de I', o tensor energia—momento nao é necessariamente
simétrico.

Uma maneira de resolver a inconsisténcia consiste em utilizar a propria conexao

de Levi—-Civita I, que pode ser escrita em termos de quantidades teleparalelas
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através da decomposi¢ao (2.46), neste acoplamento |18, 19]. Neste caso, o tensor
energia—momento dinamico é simétrico, coincidindo com o tensor energia—momento
simetrizado de Belinfante [4]. Com este acoplamento, a teoria teleparalela coincide
com a Relatividade Geral até mesmo na presenga de campos com spin [19].

Note que se escrevéssemos a lagrangiana dos campos fonte acoplando-os com ;1,
e utilizassemos (2.46) para reescrever a lagrangiana em funcdo de /?, obteriamos
um termo de interacao extra quadratico no superpotencial. Tal termo, que surge na
teoria de Einstein—Cartan, leva a predicoes diferentes das previstas pela Relatividade
Geral [4].

3.5 Argumento para determinacao do dual

Seja ©,” o tensor energia-momento simétrico de um campo fonte, por exemplo um

campo escalar. Em Minkowski, ©,” satisfaz a lei de conservacao
0,0,” = 0. (3.27)

Tomando como principio que esta equacao ¢ generalizada para um espaco-tempo com
gravitacao através do acoplamento minimal, substituindo-se derivadas ordinarias por

derivadas covariantes, temos que
D,(h©,7) =0 (3.28)

deve ser a generalizagio de (3.27) na presenga de gravitacdo. Esta lei de conservagdo,
até entao ¢ uma identidade que surge da dinamica do campo: a invariancia da acao
do campo fonte sob transformacoes infinitesimais de coordenadas leva a (3.28).

Na presenga de um campo fonte, a equacao de campo gravitacional (3.22) se

escreve agora

0y(h S o) — k (h]s) = k hO,". (3.29)

Como o lado direito de (3.29) deve satisfazer a lei de conservagao covariante (3.28),

devemos ter que

D, [(%(h S ) —k (hif)] = 0. (3.30)

Ao contrario de (3.28), que pode ser deduzida a partir da dindmica da teoria, a
equagao (3.30) nao pode ser obtida impondo-se que a variagdo da agdo gravitacional
se anule. De fato, a invaridncia da lagrageana gravitacional sob transformacoes

infinitesimais de coordenadas d& origem justamente a equacoes de movimento para
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a tetrada. Como a derivada covariante desta expressao contém explicitamente a
conexao de Weitzenbdck e a contorcao, é de se esperar que seja necessario que o
superpotencial tenha uma dependéncia muito especifica na contorcao, a fim de que
(3.30) seja satisfeita. Como a contorgao é definida independentemente da escolha de
operador dual, (3.30) ndo deve ser satisfeita para qualquer conjunto de parametros
a, b e c. Isto nos sugere que precisamos que alguma condi¢ao geométrica nos garanta
que (3.30) seja sempre satisfeita.
Ora, impondo-se a condigao b = 2a, podemos mostrar que (3.30) é simplesmente
a identidade de Bianchi (2.60) contraida. Logo, ao assumirmos que campos fonte
se acoplam ao campo gravitacional através do acoplamento minimal, devemos ter
que a divergéncia covariante da equacao de campo gravitacional seja igual a zero.
Isto nos é garantido pela identidade de Bianchi (2.60) apenas se b = 2a, o que leva
a defini¢do de operador dual (3.14). Com tal escolha, utilizando a decomposi¢ao
(2.46) na lagrangiana (3.21), obtemos |[7]
Lo = —%fe — 9, (%f%) . (3.31)
Vemos entao que a lagrangiana teleparalela difere da lagrangiana de Einstein—Hilbert

apenas por um termo de superficie, que nao afeta as equacoes de movimento.

3.6 Variacao de Palatini

Na se¢ao 3.3, encontramos a equagao de campo teleparalela ao variar a acao gravi-
tacional com respeito a tetrada, de maneira analoga & Relatividade Geral. Assim
como no caso da Relatividade Geral, é necessario fixar a conexao de Lorentz & priori.
A fixacao usualmente feita na literatura, e que leva a uma conexdo com torcao e
sem curvatura, ¢ dada por A“gm = 0 para um frame qualquer.

Quando consideramos a tetrada e a conexao como objetos independentes, na
lagrangiana de Einstein—Hilbert, variacoes desta com respeito a conexao levam a
uma equacgao que diz justamente que a conexao é a conexao de Levi—Civita. No
caso da dinamica regida por esta lagrangiana, entao, nao é necessario fixar a prior: a
conexao da teoria: a informacao que define a conexao ja esté incluida na lagrangiana.

Como a fixacdo da conexao de Weitzenbock parece um tanto arbitraria, ja que
pode ser feita em qualquer frame, poderiamos tentar aplicar o mesmo método da

variacao de Palatini para a lagrangiana do Teleparalelismo, com a esperanca de
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que a conexao fosse unicamente determinada, assim como acontece na Relatividade
Geral.
Incluindo agora um termo de multiplicador de Lagrange \,”* R, para fixar a

conexao da teoria como sendo uma conexao sem curvatura, a lagrangiana teleparalela

se escreve h "
L, = 1 Lowe S PRV 4 EA“W R%u- (3.32)

A lagrangiana total é dada por
L=Ly+ Ly, (3.33)

onde L,, ¢ a lagrangiana dos campos de matéria. O tensor A\, apresenta as
mesmas simetrias do tensor de Riemann, e é constituido entao por 36 componentes

independentes. Variacoes de (3.33) com respeito a tetrada levam a equagao de campo

0s(h S o) — k (h1a") = k (h "), (3.34)
onde 5r
hrt = —m .
Ta S (3.35)

¢ o tensor energia-momento dinamico dos campos de matéria. Variacoes com res-
peito a conexao de Lorentz levam a

e Pt &P

Du(h Xe™) —h S g’ =0, (3.36)
ja que como o acoplamento dos campos de matéria com a gravitacao se da através

da conexao de Levi—Civita, que por sua vez pode ser escrita em termos da tetrada,

temos que

oL,
5;1bcp

Finalmente, variagoes com respeito ao multiplicador de Lagrange levam a

=0. (3.37)

R = 0, (3.38)

que fixa a conexao da teoria como uma conexao sem curvatura.
A equacao (3.34) é uma equagao dinamica para a tetrada, e pode-se mostrar, por
meio da decomposicao da conexao (2.46), que ela corresponde a equagao de Einstein

na presenca de um campo fonte

o hapo

R." — TR =kT’. (3.39)
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Este resultado ja era esperado, dada a equivaléncia (3.31) entre as lagrangianas.
Tomando a divergéncia covariante de (3.36) e utilizando a anti-simetria do su-

perpotencial em conjunto com (3.38), obtemos
Dp(h S ) = 0. (3.40)

Como esta equacao é idéntica a parte anti-simétrica de (3.34), quando escrita com
os indices apropriados, ela é automaticamente satisfeita. Logo, esta equacao nao é
capaz de determinar a conexao da teoria, e a liberdade de escolher Aabu = 0 em qual-
quer frame continua. Podemos usar (3.36) entao para determinar o multiplicador de
Lagrange \,”. Das 24 equagoes independentes de (3.36), podemos eliminar 6 com
(3.40), o que nos deixa com 18 equagoes independentes, que nao sdo suficientes para

buv - Entretanto, a existéncia de uma simetrial

determinar as 36 componentes de A,
relacionada a este multiplicador de Lagrange [4] permite fixar 18 graus de liberdade,
de tal maneira que (3.36) pode ser utilizada para determinar os 18 graus de liberdade

restantes.

L[]
'Note que a lagrangiana (3.32) é invariante sob a transformagdo X,/ = A" + Degpt”?, com
€apP’P completamente anti-simétrico nos seus indices superiores. Pode-se mostrar isso facilmente

efetuando-se uma integracao por partes do termo em ¢, e gragas & identidade de Bianchi.



Capitulo 4

Aproximacao linear e simetria de
dualidade

Como exemplo da utilidade da nova defini¢ao de operador dual (3.14) para a torcao,
iremos analisar brevemente a questao da simetria de dualidade da interacao gra-
vitacional no regime de campos fracos. Como ja é conhecido, a Relatividade Geral
apresenta esta simetria neste limite, e nesta secao iremos analisar o que acontece,
do ponto de vista teleparalelo, com a teoria linearizada.

A linearizacao das equacoes de Einstein em torno da métrica de Minkowski leva a
equacoes de movimento semelhantes as do campo de spin 2 sem massa em Minkowski,
o que leva a interpretacao de que a interagao gravitacional ¢ mediada por um campo
de spin 2 auto-interagente [4, 20|. Entretanto, o acoplamento de campos de spin
superior a 1 com o campo gravitacional é um problema ainda em aberto. As dificul-
dades encontradas em tal acoplamento, no caso de um campo v, de spin 2 foram
primeiro analisadas por Aragone e Deser em [21]. Recentemente, a representacao de
Fierz para o campo de spin 2 tem sido utilizada para analisar este problema tanto
no contexto da Relatividade Geral [22]|, quanto no do Teleparalelismo [23], onde a
representacao de Fierz surge de maneira natural. Pela maneira natural como esta
representacao surge no Teleparalelismo, iremos aqui utilizar esta representacao.

O campo 9, é simétrico 1, = 1,,,. A partir dele construimos o chamado tensor
de Fierz [22]

Fa/w = a,u,qpua - aa¢uu + ymy (8aw - a)xqvbaA) — Naw (a,ﬂﬁ - 8>\¢p,/\) ) (41)

onde ¢ = ¢#,. O tensor F,,, ¢ anti-simétrico no primeiro par de indices

Fopr = —Froaw (4.2)

27
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e satisfaz & identidade ciclica
Fauu =+ F;wa + Fl/a,u = 0. (43)

Um tensor satisfazendo as propriedades (4.2) e (4.3) possui 20 componentes inde-
pendentes. Para poder representar um campo de spin 2, exigiremos ainda que o

tensor de Fierz satisfaca a identidade
0" Fou = 0. (4.4)

Satisfazendo a estas trés identidades, o tensor de Fierz possui 10 componentes inde-
pendentes, mesmo nimero que o campo v, o que lhe confere os graus de liberdade

necessarios para descrever um campo de spin 2 sem massa no espaco—tempo de
Minkowski.*

4.1 Equacoes de campo linearizadas

Em Minkowski, existe um sistema de coordenadas preferencial {x*} tal que a base

coordenada do espaco—tangente seja ortonormal pela métrica g, ou seja,
g(a;u au) = Nuw = diag(—l, L1, 1)' (4'5)

Neste sistema de coordenadas, a base ortonormal {h,} coincide, a menos de uma
rotagao global de Lorentz, com a propria base coordenada {0,}, de maneira que os
coeficientes da tetrada sao triviais e dados por h®, = 0%,. Alternativamente, dado
um sistema de coordenadas qualquer, é possivel chegar aos mesmos coeficientes da
tetrada através de rotacoes locais de Lorentz, de tal maneira que consideraremos na
sequéncia que os coeficientes da tetrada no espaco de fundo sao triviais e dados por
0%,

Agora, consideramos o potencial B*, como uma pequena perturbagao da tetrada,
de tal maneira que podemos expandi-lo em funcao de um parametro de perturbacgao

infinitesimal adimensional € como

B, =eBl, +e Bl +... . (4.6)

*Destas 10 componentes, 8 podem ser eliminadas por fixacao de gauge, como pode ser visto em
[4]. Assim, sobram apenas 2 graus de liberdade, correspondendo as duas helicidades possiveis que
um campo de spin 2 sem massa pode ter.
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A tetrada perturbada é dada entao por

h' =0 +eB%, +eBh+ ..., (4.7)
e a expansao correspondente da métrica se escreve

G = Ny + € (Bayw + Baywp) + -0 (4.8)

onde os indices do espaco—tempo agora sao levantados e abaixado com a métrica de
Minkowski 7, .

Embora a perturbacao B, nao seja necessariamente simétrica, ja foi mostrado
na literatura que a parte anti-simétrica desta perturbacao nao contribui para a
lagrangiana em primeira ordem e nem para a equagao de campo linearizada [23].
Assumiremos entao que B, seja simétrico. Neste caso, em primeira ordem, a

conexao de the Weitzenbdck é dada por
F(pl);w = avBﬁ)u’ (4.9)
enquanto que a tor¢ao e a contorcao sao dados respectivamente por

Tﬁ)ulx - auBg)u - auBg),u (410)

Kfl);w = apB(n;w - 3uBﬁ)y. (411)
Substituindo estes tensores no superpotencial (3.15), obtemos
& 1 o ' o o
S ot = 5[8’)Bé1)y — "Bl — 6, (0" B, — 0,B(Y))
+6,” (0"B,e — 0. B (4.12)

Como o superpotencial (4.12) satisfaz as mesmas propriedades (4.2) e (4.3) do tensor

de Fierz, definimos o tensor de Fierz FP*, por
Fpuy = — é (1)Vpu. (4.13)

Note que a perturbacao, Bﬁ)w estd sendo considerada como o préoprio campo de
spin 2, 1,
Como o termo hJ,” de (3.22) é de segunda ordem no parametro de perturbagio

g, a equacao de campo linearizada (3.22) é dada simplesmente por
0, F™, =0, (4.14)

que é exatamente a equacao de campo que descreve um campo nao—massivo de spin

2 em um espago-tempo plano [21, 22, 23].
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4.2 Simetria de dualidade

A simetria de dualidade é uma propriedade das teorias de Yang—Mills, onde a
equacao de movimento no caso sem fontes é simplesmente a identidade de Bianchi
reescrita para o dual da curvatura. A partir de uma identidade geométrica, pode-se
entao determinar a dinamica de teorias com tal propriedade.

Em primeira ordem, a identidade de Bianchi (2.50) pode ser escrita em termos

apenas de indices do espaco—tempo como
aﬂT(O;)MV + 8I/T(Oi)p,u + auT(();)yp = 0, (415)

ou equivalentemente
O, T 1w = 0. (4.16)

Se a teoria linearizada apresenta simetria de dualidade, sua equacao de campo gra-

vitacional, no caso sem fontes, deve ser dada por
D,k Ty = 0. (4.17)
Substituindo a defini¢do de dual (3.6) em (4.17) obtemos em primeira ordem
80 é (1))\0p = 0, (418)

que é justamente a equacao de campo linearizada que haviamos obtido em (4.14).
Mostramos entao que o Teleparalelismo apresenta simetria de dualidade na aproxi-
magao linear [24], no vacuo. Dada a equivaléncia entre esta teoria e a Relatividade
Geral, isto é compativel com o fato de que a Relatividade Geral também apre-
senta esta simetria na mesma aproximagao linear [25]. Além do mais, vemos que a
defini¢ao de dual generalizado dada em (3.6) é necessaria para que a teoria telepa-
ralela linearizada apresente esta simetria.

Para finalizar esta secao, ¢ interessante notar que no Teleparalelismo ha uma

anti-simetria da acao relacionada a esta simetria de dualidade. A acao teleparalela

¢ dada por
o o 03 . *
= b T A , 4.19
S (7] WG/an *T (4.19)
e reescrita para o dual, leva a
5’[ .]— ¢ / * T A x* TV (4.20)
167G "lab ' .
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Como * x T* = —T“, obtemos

[ ] [ ] 3 [ ] [ ] [ ] [ ]
S[*T]:_16C7rG/nab *TANT =-—SI[T] (4.21)

Ja que (4.20) e (4.19) diferem por um sinal global, elas levam a mesma equagdo de
movimento no caso sem fontes. E importante notar que esta simetria esta sempre
presente na acao, mas a equagao de movimento s6 apresenta simetria de dualidade

na aproximacao linear da teoria e no caso sem fontes.



Capitulo 5
Conclusoes

Nesta dissertagao, resumimos algumas das teorias que procuram fazer um contato
maior entre a interagao gravitacional e as teorias de gauge. Comecamos com uma
formulagao nao—covariante do Teleparalelismo, baseada na “gaugeficacao” do grupo
das translagoes. Em seguida, construimos uma teoria de gauge para o grupo de
Poincaré, onde a covaridncia da teoria é explicita desde o inicio, e efetuamos a
reducao do grupo de estrutura para o grupo de Lorentz. Concentramos os esforgos
no estudo desta formulacao do equivalente teleparalelo da Relatividade Geral, que
descreve a interacao gravitacional através da torcao, ao invés da curvatura.

Para p-formas a valores no espaco—tangente, a presenca de soldagem possibilita
a contragao entre indices internos e externos, o que nos da a possibilidade de ge-
neralizar o operador dual de Hodge [13]. Definimos um novo operador dual para a
torgao que permite-nos escrever a lagrangiana da teoria nos moldes das teorias de
Yang—Mills. Analisando entdo a equacao de movimento correspondente, e impondo
a consisténcia com o acoplamento minimal, conseguimos determinar unicamente este
novo dual, e conseqiientemente a dinamica da teoria.

Pode-se mostrar que a dinamica encontrada ¢ equivalente a da Relatividade
Geral. Conseguimos entao consisténcia com os resultados experimentais obtidos
por esta teoria, sem necessitar impor invariancia local de Lorentz da acdo, como
na formulacao nao—covariante, e sem impor equivaléncia com a Relatividade Geral
a priori. Mostramos também que, para o Teleparalelismo linearizado apresentar
simetria de dualidade, como acontece na Relatividade Geral linearizada, é necessario
considerar este novo operador dual ao invés do dual usual. Esta é uma caracteristica
importante da teoria, e que mostra a consisténcia da nova definicao de dual de Hodge.

Como continuacao deste trabalho, a formulacao do Teleparalelismo mais apro-
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priada a ser considerada numa possivel generalizacao do grupo de simetria local,
de Poincaré para de Sitter, é a baseada na gaugeficacao do grupo de Poincaré e na
reducao do grupo de estrutura para o grupo de Lorentz, que leva a uma geome-
tria de Riemann—Cartan para o espago—tempo.* A definicao do novo operador dual
aqui apresentada é um passo importante no sentido de determinarmos a dinamica
desta teoria de maneira consistente e compativel com os resultados experimentais
ja obtidos, no limite de validade da Relatividade Geral e conseqiientemente do Te-

leparalelismo.

*Como as translacoes do grupo de de Sitter ndo formam um grupo, nao é possivel construir
uma formulagdo nao-covariante, nos moldes da aqui apresentada, para uma teoria gravitacional

baseada neste grupo de simetria local.



Apéndice A
Decomposicao irredutivel da torcao

A torcao se escreve, em termos de suas componentes irredutiveis sobre o grupo de

Lorentz [26], como

2 1
T)\,uzx = g (t)\,uzz - tAl/u) + § (g/\/ﬂ]zz - g)\uv,u) + 6,\qu0/0, (Al)
onde
Uy = TVV/J (A2)
¢ 1
at = ée“yp"T,,pa (A.3)
sao respectivamente chamadas de parte vetorial e axial, e
1 1 1
t)x;w = 5 (T)\;w + T,u)\u) + 6 (gu)\vu + guuvz\) - ggkuvy (A4)

¢ a parte puramente tensorial da torcao, ou seja, cuja parte tensorial e axial sao

nulas. Seja o dual da torcao definido por
KT e = h€po (AT + bTH 4 cg™ T%) . (A.5)
Em termos da decomposi¢io (A.1), ele se escreve
1
T = e {g(% wo) — ey 4 (542 ) (g0 — gt

+(a— b)ea“”a,\} (A.6)
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As componentes irredutiveis do dual da torgao sao

*Vyg = *TAAU
= he,uu)\o<aT)\!w + bT'uAV + Cg)\VTe‘LLg)
= hexuwo(a —b)T™

= —6h(a —b)a,, (A7)
1
*xat' = "7 % T,,,
6
h
— geuuﬂaeaﬁpa (aTVocﬁ + bTaVﬁ + 055T9a0>
1
= 3—h(2a + b+ 3c)v”, (A.8)
e
1 1
*t)\uu - 5 (*T)\/,w + *T/J,)\l/) + 6 (gVA * Uy + [ * UA) - ggku * Uy
h
= §[elwpo.(aT)\p” +bT",\°% + céiTgpg) + €xvpo (a7 + V17,7 + céZTepg)] +
—h(a = b)(guaay + gupax) + 2h(a — b)grua,. (A.9)

Calculando agora o dual do dual destas componentes, temos

**v, = —6h(a—>b)xa,
= —2(a—b)(2a+ b+ 3c)v,, (A.10)
1
**at = 3—h(2a—|—b+3c)*v“
= —2(a—b)(2a+ b+ 3c)a” (A.11)
e
1 1
*x by = 5 (k* T + % * Tprw) + 6 (Gur * %V, + Gup * %))
1
—gg)\# * *UVy. (A]‘z)
Impondo a condicao
xx TP, ==T",,, (A.13)

obtemos as seguintes condi¢oes para os parametros livres na definicao do dual

4a® + 2ac + 2ab — 2bc = 1 (A.14)
b? + 2ab + 2bc — 2ac = 0.. (A.15)
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A imposigao (A.13) implica também que *xv# = —v#, *xat = —a* e kxty, = —truw,

e para tanto é necessario que
2(a —b)(2a+ b+ 3c) = 1. (A.16)
Ora, o lado esquerdo desta equagao é simplesmente
2(a — b)(2a + b+ 3c) = (4a* + 2ac + 2ab — 2bc) — 2(b* + 2ab + 2bc — 2ac), (A.17)

e utilizando as equagoes (A.14) e (A.15), a condicao (A.16) é também satisfeita.
Logo, nao surgem condicoes extras a serem impostas aos parametros a, b e ¢ ao se
considerar o dual da torcao em termos das suas componentes irredutiveis.

Entretanto, somando (A.14) com (A.15), obtemos que
2q + b= 1. (A.18)

Escolhendo 2a 4+ b = 1, podemos escrever (A.6) como
1
AT = €upo g(to‘“” — 1) 4 ag®” — g™ ot) + Beay |, (A19)

onde a = g—i—é e f = 3a—1 sao duas novas constantes. Vemos entao que, em termos
da decomposicao irredutivel da torcao, bastam duas constantes para se definir este
novo operador dual. Escolhendo 2a + b = —1, poderiamos proceder da mesma

maneira e expressar (A.19) em fun¢ao de duas novas constantes.



Apéndice B

Calculos sobre o novo operador de
Hodge

B.1 Torcao

A definicao mais geral de dual da torcao é dada por
*T 0 = \/|9|€upo (aTP7 + VTP + cg®7T"), (B.1)

onde T? =T°°,. Como €,,,, ¢ anti-simétrico nos seus dois tltimos indices, o termo
entre parénteses contribui apenas com a parte anti-simétrica nestes indices. Por
simplicidade, nao é necessario explicitar esta anti-simetria.

Tomando o dual de (B.1), obtemos

*x T\ = V/|glesamw (@ T +bx THY 4 cg™ = TH), (B.2)
onde xT" = xT7",. Explicitamente, (B.2) se escreve
xx T\ = +/ |g|ewmyg““/gw/gpp/g‘”/q/y/p/g/(aQTO‘pg + abT,", + acdyT),)
+ AV |g|Evkuygaalgw/gpplgaalGa/y/plal(bQTp'uo- + CleMpg + deng>
+ \V/ |g|E,Y/\uaguulggelgpp/gaa,Eulglp/o./(CQQUQTP + (J,CTgpo— + bCTng) (BS)

Usando a o fato de que

! ! ! ! 1
g g% gr? goc o o = —ehfro (B.4)
g

a identidade

1
E'w\lweﬁpmj 5(5’6751)/\50# - 5ﬁ/\5p750u + ‘55/\5%507
—68,6720%, + 67,6787 — 6°.6°,6% ), (B.5)
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e lembrando que |g|/g = —1, podemos escrever (B.3) como
*x% T\ = —(4a® + 2ac + 2ab — 2bc)T™,\
—(b* + 2ab — 2ac + 2bc)(T,*\ — Th™,)
—(—b* — 2ab + 2ac — 2bc) (63T, — 03T)). (B.6)

Note que os termos das duas ultimas linhas apresentam a mesma combinacao dos

parametros a, b e ¢, a menos de um sinal global. A imposicao

* Xk Ta,y)\ = —Tafy)\ (B7)

leva ao sistema de equacoes
4a® + 2ac 4 2ab — 2bc = 1 (B.8)
b* 4 2ab — 2ac +2bc = 0. (B.9)

B.2 Curvatura
A definicao mais geral de dual do tensor de curvatura é dada por

*Raﬁuy — /|g|€;wpa [aRaﬂpU + b(Rapﬁa B R/Bpao‘)
+c(g* R? — g R*") 4 dg**g* R (B.10)

onde R* = 5gR“5W e R = go,R*. Note que esta definicao é claramente anti-
simétrica nos indices a e (3, o que é necessario ja que R é uma 2-forma a valores na

algebra de Lorentz. O tensor de Ricci dual se escreve
*RY = \/|gle"*7 [aR%\ps 4+ b(R" pro — Rp%0) + 00 Ryo (B.11)
e a curvatura escalar dual

xR = +/|g|(a — 2b)eas R, (B.12)

O dual do dual da curvatura se escreve

* K RO‘BM = \/Ee,y,\w,[a x RoBro b(*Rapﬁ" — *Rﬁpa")
—I—C(gap*RﬁU _ gﬁp*RaJ) + dgocpgﬁa*R]‘ (B.l?))
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Para dividir o calculo em etapas, identificaremos cada termo desta expressao como

se segue
Termo I = av/|gleyauw * R (B.14)
Termo 1T = by/|g|eyaum (xR — «RPP27) (B.15)
Termo 11T = cv/|glesaw (9™ * RP7 — g7 x R*) (B.16)
Termo IV = dv/|glenwg™g”” * R (B.17)
Termo I

Usando o fato que |g|/g = —1 e a identidade

vpo __
Expu € =

2
;(5§5§ — 0%07), (B.18)
chegamos a

av/|gleynuw * ROArY — —4a2R°‘ﬁ7)\ — QabG“ﬂ,BA — 2acTa7ﬂ,\ — 2adSa,yﬁ)\, (B.19)

onde definimos os seguintes tensores

G*Py =Ry — R\, + R%\*, — RP.%,, (B.20)
T,y = 6, R°\ — 6*\R”, + 6°\R*, — §° R“), (B.21)
[§]
S\ = (6%,6°\ — 6*\6",) R (B.22)
Termo II

Este termo é dado por

{b\/mewy X RWV} ~{a e G} (B.23)

Desta expressao surgem termos proporcionais a ba, b, bc e bd. Primeiramente
calcularemos cada um destes termos contidos no primeiro termo entre chaves da
expressao acima, e em seguida subtrairemos o mesmo termo com os indices o e (3

trocados para encontrar a expressao total.



APENDICE B. CALCULOS SOBRE O NOVO OPERADOR DE HODGE 40

Termo ab

Usando a identidade (B.5), o termo entre as primeiras chaves proporcional a ba é
dado por
—2ab (6°, Ry — 8" \R*,)) — ab (R*",, — R*%),) . (B.24)

Fazendo a troca a < (3, o termo total se escreve entao

termo ab = —4abR*’_ 5 + 2abT*.”. (B.25)

Termo b?
O termo proporcional a b? é
V| glesnwe™? (R My — R* %) = —b*(—=6°\R*, — R*\", + R*.’5 + 6" R*)
+07, R\ + RP\*, — R®.*\ — 6°\R,™), (B.26)
e fazendo a troca a < (3, o termo total se escreve entao
termo b* = —20°G*. %5 + b*T*. P\ + b*T,\"°, (B.27)

onde
T,%\7 = 6* R\® — 6*\R,% + 0°\R,* — 6" R,“. (B.28)

Note que quando a tor¢ao é nula, Ry = Rga € T%,7) = T,%\".

Termo be
O termo proporcional a bc é
bc|g|ew\weﬁ””” (0%,RV; — 6" ,R*,) = chavﬁ)\ — bcTaq,ﬂA +
—2bc (6°,R*\ — 6°\R*,), (B.29)
e fazendo a troca a < 3, o termo total se escreve entao

termo be = 2bcS*,°y (B.30)

Termo bd
O termo proporcional a bd é

bd| gl aum e’ P75 0" R = 2bdS*,° (B.31)
e fazendo a troca a < (3, o termo total se escreve entao

termo bd = 4bdS®.” (B.32)
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Termo III
Este termo é dado por

{c\/EeMWgO‘“ * Rﬁ”} —{a < [}. (B.33)
Usando (B.11), este termo se reescreve como

{c|g|g"‘“ev,\m,e”5p" [aR’g(;pa + b(R’Bp(;c, — R(gp'gc,) + C(SER&,}} —{a (). (B.34)

Termo ca

O termo proporcional a ca do primeiro termo entre chaves é dado por
calglg™ e nuwe” " R’ s, = —2ac (Ro‘ﬁw + R — Rﬁ)\aﬁ,) , (B.35)

e fazendo a troca a < (3 obtemos que o termo total vale

termo ca = —4acR*. \ + 2acG*,",. (B.36)

Termo cb
O termo proporcional a ¢b do primeiro termo entre chaves ¢ dado por
cb|glg™ exau € (RP ssq — Rs,"5) = 2¢bR™P .\ + 2cbR.\* — 2cbG*, %, (B.37)
e fazendo a troca a < (3 obtemos que o termo total vale
termo cb = 4cbR* .\ + 4cbR\*P — 4cbG®. . (B.38)

Note que quando nao hé torcao, Rﬂ,,\o‘ﬁ = R"‘ﬁw,\.

Termo c?
O termo proporcional a ¢® do primeiro termo entre chaves ¢ dado por

Alglg™ e nuwe 80 Ry = A(07\R," — 67 R\ + g Ry,
—0%\RY + 67, R\ — g R.), (B.39)

e fazendo a troca a < [ obtemos que o termo total vale
termo ¢* = *T,%,\7 — 2T F,. (B.40)

Note que aqui o sinal relativo entre os dois tensores 1" é negativo, ao contrario do

calculo do termo b2.
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Termo IV
Este termo é dado por
dv/1919% 9" e au * R. (B.A41)
Usando (B.12), obtemos
d\/ 19|97 9" €3 * R = d(a — 2b)|glesn*€,5,0 RZF°. (B.42)

Agrupando os resultados obtidos, o dual do dual do tensor de curvatura se escreve

*xx R, = +R* \(—4a® — 4ab — 4ac + 4cb)
+ R\ (+4cb)
+G%, A( 2ab — 2b* + 2ac — 4cb)
TP \(—2ac + 2ab + b* — ) (B.43)
+T,%35 (46 + )
+5°.7\(—2ad + 2bc + 4bd)
+Hglenevspo R d(a — 2b)

Impondo a relagao
*x R\ = —R*_, (B.44)

m (B.43), obtemos o seguinte sistema

—4a”* — 4d'V —4d'd + 4V = —1
4y = 0
—2a'b — 2b* +2d'd — 4V = 0
—2d'cd +2a'b +0* - c? = 0 (B.45)
WP+ = 0
—2a'd + 2V +4Vd = 0
d(a—20) = 0.



Apéndice C

Calculo da equacao de campo

teleparalela

Nesta secao, iremos derivar a versao teleparalela da equacao de campo gravitacional,
que foi utilizada no Capitulo 3. Assumiremos que estamos trabalhando num frame

qualquer, onde ;1 # 0. Neste caso, a tor¢ao assume a forma
T, = 0,h", — 0,h", + A" ", — A%.h°. (C.1)

A lagrangiana quadratica na torcao, em funcao de trés parametros arbitrarios, é
dada por (3.21)

[ ] h [ ] o ° (] [ ] [ ]
L= (0B T 4 0T Ty 4 e 17, T7) (C.2)
onde k = 87G/c*. A equagao de movimento é obtida variando-a com respeito ao

campo de gauge B“, ou, equivalentemente, aos coeficientes da tetrada h®,, o que

nos leva a
Oy(h S o) — k (h1.") =0, (C.3)
onde .
. k0L
Pe — = 4
Sa e h 900, (C4)
é o chamado superpotencial, e
Y
pP=__
“ 7 hohe, (€.5)

¢ 0 a corrente energia-momento total. A equacdo (C.3) é a chamada forma potencial
da equagao de movimento. Nas proximas secoes, encontraremos as formas explicitas

de é 7 e 3a”.
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C.1 O superpotencial

Derivando o primeiro termo de (C.2) com respeito a d,h",, obtemos

0
“9(0,n,) (

AV
T)\/,LZ/T s

= 2 T,"5% (6760 — 650)
= 2qa i”a"p —2a fapg
= 4afagp .

Procedendo da mesma maneira com o segundo termo de (C.2) chegamos a

b RICAN] &?h“p) (fp,w :/:Mpv> —

ai—wuc
9 (95h%)

0T
9 (0sh))
b oc (5767 — 056%) TV,

()

b i—yy'uc + b 7:0#1/

-
"0 (0,he)

a,_z.—‘baﬂ
9 (9,he,)
2h 7%, + b T, 6% (8785 — 656,

b7~ b T+ b T,

2b j.jpaa + b ijpaa —b i—ﬂpa
WP, — TP,

(C.6)

(C.7)

onde usamos o fato de quem nem a métrica nem a tetrada dependem de 0,h%,. A

derivada do altimo termo da lagrangiana é

9
“0(0,h",) (

Combinando estes resultados, o superpotencial (C.4) é finalmente dado por

S

TV;WT)\M)\>

_k_oL
1o (0,0,

|
N
)
e

<

=

= 2¢ 7", hy 6% (0% — 3507)
= 2eT", ha* —2¢ T", h,.

2(1 fapa + bi—‘opa - bj.-'pga + Cj.—‘ypuhag - Ci—‘ygl/hap7

(C.8)

(C.9)
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que ¢ igual & definigdo (3.7).

C.2 A corrente energia—momento total

Derivando (C.2) com respeito a h®,, obtemos

or h( 0T % s , « OTM e ATV, 0% s
= =7 a1, Lc v ¢ v bT* v a1, b = VHC
ohe, ok (a e, e T g O g
. OTm OT > o .
A - s ho" 1
+C T)\p 3h‘1p + C 8hap T 1/) + a E; (C 0)
onde usamos o fato que
oh

= h’ h. C.11
i (C.11)

Antes de calcular as derivadas que aparecem em (C.10), citaremos algumas pro-

priedades que podem ser facilmente demonstradas:

Ohe”
Oha,

= —hJ"h’, (C.12)

g p
= —g"ht — g""h.. C.13
ohe, ~ 9 g (C.13)

Agora, da definigao (C.1), a primeira derivada que aparece em (C.10) pode ser
calculada trivialmente,
ohe,

O segundo tipo de termos que aparece em (C.10) é dado por

- Aca,u 55 - lecau 5Z (014)

R
one, — one, (g g T ap
o agua vB po 891/6 hd uo V3 ai-'baﬂ
- (8hapg + g 8ha’p Tcaﬁ + an g g ahap

= (=90 h" = 99" ha® — 4" 9"he” — 9" 9% ha”) Teas
+ 1 g g"” <Abaa6p,8 — Abaﬁépa>
S Y S TRy T
+ Neb g“agyp;lbaa — Neb g”pgyﬁ/.lbag. (C.15)
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O terceiro tipo de termos é dado por

P — g (1)
= N 0.8 iﬂwo + ey B’ 887;;/:)0
= D T+ W, (?TV:, (C.16)
onde
85;’:’ _ a/?a,, (et
= PR T+ Ry 8;;;10

= _hal’j."P/w' — nbchbl’ (haﬂi"cpa + gup,_z.—‘caa + gdpj:c.“a + hao'j."c#p>
+nbchbyncd guagUpAdaa o nbchbyncd gupgaﬁAdaﬁ

_ _hauiwp;uf . hauiwupa . g,upiﬂ/aa . gapiﬂ/ua . haaiﬂ/up
+hbyguagap;1baa - hbygupgaﬁ;{ba,@' (017)

Com a ajuda de (C.17), podemos calcular o quarto tipo de termos de (C.10)

s 9 .
T _ (gyaTVMCT)
one, ohe,
agua .V“O_ 8/1.71/,“0
= one, L TG

= (a0 1o 0 38) T+ g (= BT = T = g,
— 07Ty — h" T + 1y " g7 A e — By 9" 57" Aba5>
= T = BT — T + i g Ay — By g A (C.18)
Finalmente, o quinto e tltimo tipo de termos de (C.10) é dado por
0T, 0 .
aj;;i = e, (1 Tm)
= —h RS T + h (A0 = Aoard”)
= = TP+ W Ay — B A (C.19)
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Considerando todos os resultados acima, (C.10) é dado, depois de algumas manip-

ulacoes algébricas, por

a ; h [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
ahf = EthTCya (2& Ta'py +b Tpg'y —b Tl/o'p — C(SUPT)\V/\ + CéguT)\p)\)
P
h ° ° ° ° o °
+EACW (2a TP +bT L —bTPY + chT\" — chC”TAf’A> + h L
h o .c ° l/ h ° c ° v °
= —h T S o™ + A% S 7+ hL, (C.20)

k k
e a corrente (C.5) ¢é finalmente dada por

3P = ~hT Lge & ha' 2

1
—hoT® vo _ Z Ac vo _ . 21
kﬁcTyaSo P A S L (C.21)
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