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Resumo

Neste trabalho, estudaremos as semelhanças e diferenças entre algumas formulações

geométricas do Teleparalelismo. Como o �brado em que estas teorias estão de�nidas

são �brados com soldagem, novos operadores duais de Hodge podem ser de�nidos.

Usando essa nova de�nição de dual, construíremos o equivalente teleparalelo da

Relatividade Geral de forma autônoma e independente de vínculos externos, e es-

tudaremos alguns pontos de sua dinâmica. Para mostrar a consistência deste novo

dual, analisaremos a questão da simetria de dualidade da teoria linearizada.

Palavras Chaves: Teleparalelismo; Gravitação; Torção

Áreas do conhecimento: Gravitação; Teorias de Gauge
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Abstract

In this work, we study some features of di�erent geometrical formulations of telepar-

allel theories. Since the bundle on which these theories are de�ned is soldered, a

new Hodge dual operator can be de�ned. Using this new de�nition of dual, it is

possible to construct the teleparallel equivalent of General Relativity, independently

of external constraints. Then we study some aspects of its dynamics. To show the

consistency of this new dual, we analyze the duality symmetry of the linearized

theory.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Motivação e objetivos

Embora nos seus quase 100 anos de existência a teoria da Relatividade Geral tenha

acumulado diversos sucessos experimentais, a busca por uma teoria quântica para o

campo gravitacional continua.

Além de propostas mais consolidadas na comunidade cientí�ca, como a Teoria de

Cordas e a Loop Quantum Gravity, visando em particular o problema da Gravitação

Quântica, outras linhas de trabalho têm recebido atenção crescente.

Um exemplo notável é o da chamada Doubly Special Relativity [1]. Os propo-

nentes destas teorias modi�cam o grupo de simetria da Relatividade Especial, de

maneira a incorporar um parâmetro de comprimento na teoria (relacionado ao com-

primento de Planck), violando a simetria de Lorentz. Embora estas teorias sejam

teorias clássicas, estas novas relatividades se incorporam naturalmente em alguns

formalismos de gravitação quântica. Nesta mesma linha, uma teoria de relatividade

baseada no grupo de de Sitter [2] chama a atenção por evitar diversos problemas

que permeiam as atuais construções de dSR, tais como o soccer ball problem, e sem

necessitar violar a invariância de Lorentz.

Em nível clássico, há diversas teorias que procuram reproduzir ou generalizar

os resultados da Relatividade Geral, como por exemplo as teorias de gauge para

o grupo de Poincaré [3, 4], as teorias de gauge para o grupo A�m [5], a teoria de

Einstein�Cartan [4] e o Teleparalelismo [4, 6, 7, 8, 9, 10]. Enquanto nas primeiras

a torção aparece como graus de liberdade adicionais do campo gravitacional, no

Teleparalelismo a torção surge como alternativa à curvatura: em termos da torção,

descreve�se os mesmos fenômenos descritos pela Relatividade Geral em termos da

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

curvatura. Ao invés da geometrização da interação, no sentido proposto pela teoria

de Einstein, no Teleparalelismo a interação gravitacional é descrita por meio de uma

equação de força [11], semelhante à força de Lorentz.

Nesta dissertação, estudaremos primeiramente uma formulação não�covariante

do Teleparalelismo. Em seguida, voltaremos nossa atenção para uma formulação

covariante, baseada na gauge�cação do grupo de Poincaré e na redução do grupo

de estrutura para o grupo de Lorentz. Estudaremos a questão da construção de sua

lagrangiana, e alguns aspectos da dinâmica desta teoria, em particular o caso da

teoria linearizada.

1.2 Gravitação como uma teoria de gauge

Nas teorias de gauge, é fundamental escolher um grupo de gauge interno G, com o

qual podemos de�nir um �brado principal PG(M,G) e também �brados associados

E(M,PG, F ), ondeM é uma variedade 4�dimensional representando o espaço�tempo

e a �bra F é um espaço vetorial onde atua uma dada representação de G. Com base

nestas construções, os campos de matéria são tomados como seções de E(M,G,F ).

O cenário geométrico da Relatividade Geral é o �brado tangente. Escolhendo-se

trabalhar com bases ortonormais em cada ponto da variedade base, esta constru-

ção incorpora naturalmente rotações de Lorentz destas bases. Em algumas teorias,

entende-se a Relatividade Geral como uma teoria de gauge para o grupo de Lorentz

[12]. Entretanto, o papel das translações como simetria interna continua não trans-

parente. Uma maneira mais direta de se introduzir as translações é substituir o

grupo de Lorentz, nestas construções, pelo grupo de Poincaré. As translações tam-

bém poderiam ser introduzidas diretamente na variedade base, através da trans-

formação x′µ = xµ + εµ de suas coordenadas. Entretanto, ao escrever a teoria em

linguagem de formas diferenciais, a invariância sobre estes difeomor�smos é trivial-

mente implantada. Gauge�cando o grupo de Poincaré, tanto as translações quanto

as transformações de Lorentz são introduzidas em pé de igualdade na teoria, em

princípio.

Após a construção desta teoria de gauge para Poincaré, a redução do grupo de

Poincaré para o grupo de Lorentz (e a respectiva quebra da simetria translacional)

induz a gravitação no espaço-tempo. A construção geométrica então obtida é a

do �brado das bases pseudo�ortonormais, um �brado principal para o grupo de

Lorentz. Ao contrário das teorias de gauge usuais, onde um ponto de um dado
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�brado principal não tem relação com objetos do espaço�tangente TM , este �brado

apresenta a soldagem: um ponto dele corresponde na verdade a uma base de TM .

A presença da soldagem possibilita novas contrações entre índices de p�formas

a valores em TM . Tal possibilidade nos permite generalizar a de�nição do dual de

Hodge para �brados com soldagem, e com isso obter uma formulação de gauge para

a gravitação que se assemelha muito mais com as teorias de Yang�Mills.

1.3 Organização da dissertação

Na primeira parte do Capítulo 2, a formulação do Teleparalelismo como uma teoria

de gauge para o grupo das translações, como estudada por Y. M. Cho em [6], será

brevemente descrita. O aspecto não�covariante desta teoria será ressaltado. Na

segunda parte do capítulo, estudaremos uma formulação da teoria no contexto das

teorias de gauge para o grupo de Poincaré [3, 4]. Teceremos alguns comentários

também sobre a relação desta teoria com a formulação anterior e com as teorias de

gauge para o grupo a�m [5, 9]. A teoria resultante pode ser vista como um caso de

geometria de Riemann�Cartan, e será utilizada no restante do trabalho.

No Capítulo 3 introduziremos a dinâmica da teoria, nos moldes das teorias de

Yang�Mills, escrevendo uma lagrangiana quadrática no �eld strenght. A presença

da soldagem, que permite a contração de índices do espaço�tempo com índices do

espaço�tangente, nos dá a possibilidade de de�nirmos um novo operador dual de

Hodge para a torção [13], que aparece explicitamente na construção da lagrangiana.

O Capítulo 4 será dedicado ao estudo das equações de movimento gravitacionais

linearizadas. Mostraremos que a de�nição do operador dual de Hodge generalizada é

necessária para que a teoria linearizada apresente simetria de dualidade. Finalmente,

no Capítulo 5 apresentamos as conclusões.

Nos Apêndices, alguns cálculos relevantes e que foram omitidos do texto principal

encontram�se em detalhes. Os Apêndices A e B tratam de cálculos relevantes para

a de�nição do novo operador dual. O Apêndice C traz a derivação da equação de

campo gravitacional.

1.4 Notação e algumas de�nições

A primeira metade do alfabeto Latino minúsculo (a, b, c, · · · = 0, 1, 2, 3) denota

índices relacionados à base pseudo�ortonormal, enquanto o alfabeto Latino maiús-
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culo (A,B,C, · · · = 0, 1, 2, 3, 4) denota índices relacionados à álgebra do grupo de

Poincaré. A segunda metade do alfabeto Latino (i, j, k, · · · = 0, 1, 2, 3), utilizada

apenas na seção 2.1, denota índices da álgebra do grupo das translações, e �nal-

mente o alfabeto grego (α, β, γ, · · · = 0, 1, 2, 3) denota índices relacionados à base

holônoma.

Objetos relacionados à conexão de Levi�Civita serão denotados por ◦, como por

exemplo a própria conexão de Levi�Civita
◦
Γρ

µν e o tensor de Riemann
◦
Ra

bµν . Já

os objetos relacionados à conexão de Weitzenböck serão denotados por •, como por

exemplo a conexão de Weitzenböck
•
Γρ

µν e a torção a ela associada
•
T a

µν . Nos demais

casos, trata-se de conexões lineares Γρ
µν quaisquer, podendo possuir curvatura e

torção.

O tensor completamente anti-simétrico será denotado por εµνρσ, com ε0123 = +1,

e a métrica de Minkowski será dada por η = diag(1,−1,−1,−1).



Capítulo 2

A geometria do Teleparalelismo

Como todas as outras três interações da Natureza (fraca, forte e eletromagnética)

são descritas por teorias de gauge, queremos construir uma teoria inspirada nestas

para a gravitação, dando maior atenção ao papel do grupo de Poincaré (e em par-

ticular ao subgrupo das translações). Como nestas teorias a fonte da interação está

intimamente relacionada à carga associada à simetria de gauge, queremos construir

uma teoria gravitacional onde o papel das translações como fonte de gravitação seja

mais evidente do que na Relatividade Geral.

As estruturas geométricas envolvidas nos dois casos são diferentes: enquanto

para as demais interações o grupo de gauge é um grupo interno, agindo num espaço

vetorial interno associado a uma dada representação do grupo de gauge, no caso de

teorias gravitacionais o grupo de Poincaré é um grupo externo, agindo no próprio

espaço�tempo.∗ Logo, dada esta diferença fundamental, é de se esperar que uma

descrição da interação gravitacional em termos de �brados envolvendo o grupo de

Poincaré tenha suas peculiaridades, em relação às teorias de Yang�Mills.

Neste capítulo, apresentaremos de maneira não exaustiva algumas formulações

geométricas de teorias gravitacionais, em particular alguns modelos relacionados à

descrição da interação gravitacional através da torção. Na seção 2.1, construíre-

mos uma teoria de gauge para o grupo das translações, equivalente à Relatividade

Geral quando a lagrangiana da teoria for dada por uma determinada combinação

quadrática dos coe�cientes de não�holonomia dos frames. Já na seção 2.2, estudare-

mos uma teoria de gauge para o grupo de Poincaré e sua relação com as teorias

de gauge para o grupo a�m. No capítulo 3 estudaremos com um pouco mais de

∗Mais precisamente, o grupo de Lorentz age no �brado das bases pseudo�ortonormais, e o grupo

de Poincaré no �brado das bases a�ns pseudo�ortonormais.

5
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detalhes a dinâmica desta formulação.

2.1 Teoria de gauge para as translações

Partimos do espaço de Minkowski M, com sistema de coordenadas xµ, frame {ea}
e coframe {θa} triviais, e ortogonais pela métrica g = diag(1,−1,−1,−1). Seja T o

grupo das translações em Minkowski, com geradores Pi, i = 0, 1, 2, 3, tais que

[Pi, Pj] = 0. (2.1)

Seja PT (M, T ) um �brado principal para T , de�nido sobre M. Como o grupo das

translações de Minkowski pode ser identi�cado ao próprio espaço de Minkowski, um

ponto deste �brado consiste em um ponto de M e um quadrivetor xa = xa(xµ).

De�nindo os geradores que atuam nos quadrivetores xa por

(Pi)
a
bx

b = δa
i, (2.2)

temos que a ação de T em PT corresponde então a uma translação deste quadrivetor

�interno�

x′a = xa + εa, (2.3)

com εa o parâmetro local, e in�nitesimal, da transformação de gauge. Considerando

que xa seja uma seção global† deste �brado, e também um difeomor�smo entre a

variedade base e a �bra, podemos escrever a tetrada em função deste quadrivetor,

como

ea
µ = ∂µx

a, (2.4)

e inversa

ea
µ = ∂ax

µ, (2.5)

com frame e coframe dados por, respectivamente, ea = ea
µ∂µ e ea = ea

µdx
µ. Este

coframe é holônomo,

dea = 0, (2.6)

e os coe�cientes de não�holonomia são todos nulos.

A localização da simetria consiste em substituir o parâmetro global εa por um

parâmetro local εa(xµ). Introduzimos então um potencial de gauge translacional

†Não faremos muita distinção entre seções globais e locais neste trabalho. Nos casos em que não

existam seções globais, de�ne-se seções locais sobre abertos Ui ∈ M , que devem ser compatíveis

nas intersecções Ui ∩ UJ , i 6= j.
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Bµ = PiB
i
µ que, devido ao fato do grupo em questão ser comutativo, se transforma

de maneira análoga ao caso do eletromagnetismo

B′a
µ = Ba

µ − ∂µε
a. (2.7)

A curvatura (ou �eld strenght) desta conexão é de�nida pela equação de estrutura

de Cartan

F = dB + 1
2
[B,B] = dB + 1

2
[Pi, Pj]B

i ∧Bj, (2.8)

onde pela comutatividade do grupo o termo quadrático em B se anula, o que leva

às componentes

F i
µν = ∂µB

i
ν − ∂νB

i
µ. (2.9)

Como queremos que a presença de gravitação se manifeste diretamente na própria

geometria do espaço�tempo, através de uma não�holonomia dos frames de origem

puramente gravitacional, podemos introduzir a conexão translacional como a parte

não�trivial da tetrada

ha
µ = ea

µ +Ba
µ, (2.10)

onde ha = ha
µ∂µ e ha = ha

µdx
µ correspondem agora aos novos frame e coframe, e

onde de�nimos Ba
µ = δa

iB
i
µ. O espaço base deixa de ser o espaço de Minkowski, e

passa a ser um espaço M com métrica g 6= η. Escrevendo as componentes do �eld

strenght em relação a este frame ortonormal, chegamos a

F i
bc = δi

df
d
bc, (2.11)

onde fd
bc é exatamente o coe�ciente de não�holonomia do frame,

fd
bc = ha

µhb
ν(∂νh

c
µ − ∂µh

c
ν), (2.12)

de�nido pelo comutador dos elementos do frame

[hb, hc] = fd
bchd. (2.13)

Analogamente ao caso das teorias de gauge, construiremos uma lagrangiana

quadrática no �eld strenght. A lagrangiana mais geral possível consiste em três

termos, com três parâmetros independentes

L = h(αFabcF
abc + βFabcF

bac + γFab
aFc

bc), (2.14)

que em virtude de (2.11) pode ser escrita como uma lagrangiana quadrática nos

coe�cientes de não�holonomia

L = h(αfabcf
abc + βfabcf

bac + γfab
afc

bc). (2.15)
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Para se obter uma teoria gravitacional compatível com a Relatividade Geral,

no caso mais simples de gravitação pura ou considerando apenas campos de spin

0, a construção até aqui desenvolvida deve ser invariante sob transformações locais

de Lorentz. Naturalmente, a introdução de rotações de Lorentz locais levaria à in-

trodução de uma conexão de Lorentz e à introdução de uma derivada covariante

de Lorentz, mas não seguiremos este procedimento nesta seção. Como a introdução

desta conexão nos levaria a considerar um �brado principal para o grupo de Lorentz,

e queremos nos ater apenas ao �brado PT , tentaremos impor a invariância da la-

grangena (2.15) sem considerar a introdução de uma conexão adicional. Uma simples

inspeção de (2.13) já nos diz que cada um dos termos quadráticos de (2.15) não é

invariante sob transformações de Lorentz. Entretanto, quando α = 1/4, β = 1/2 e

γ = −1, a lagrangiana (2.15) é invariante sob transformações de Lorentz, além de ser

equivalente (a menos de um termo de divergência total) da ação de Einstein�Hilbert

[6].

Embora a lagrangiana da teoria seja invariante sob transformações locais de

Lorentz, a teoria em si não é covariante sob estas transformações. De fato, se

quisermos considerar campos com spin não nulo nesta variedade base, devemos con-

siderar o transporte paralelo de vetores, pertencentes a representações do grupo de

Lorentz, sobre M . O transporte paralelo de um vetor de PT é de�nido com respeito

à conexão translacional B, o que dá origem à derivada covariante

Dµs
a = ∂µs

a +Ba
µ, (2.16)

onde sa é uma seção de PT , cuja variação sob transformação de gauge se escreve

δsa = εa. (2.17)

É fácil veri�car que a derivada (2.16) varia, sob transformações locais, da mesma

maneira que ∂µs
a varia, sob transformações globais, ou seja,

δDµs
a = 0. (2.18)

Como sa é um vetor de Lorentz, podemos efetuar tranformações de Lorentz deste

vetor

s′a = Λa
bs

b, (2.19)

com Λa
b pertencente ao grupo de Lorentz. Entretanto, como a derivada (2.16) não

possui termos de conexão para compensar a não�covariância introduzida por esta

transformação, (2.16) não é a boa derivada covariante para se construir uma teoria
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invariante sob transformações locais de Lorentz. Em outras palavras, a derivada

covariante de�nida em (2.16) é covariante sob translações internas, e não sob rotações

de Lorentz, que são as transformações de gauge relevantes para campos com spin.

Com base na tetrada, é possível de�nir-se uma conexão linear sobre M , que

dá origem a um transporte paralelo de vetores de TM , cuja derivada covariante é

covariante sob transformações locais de Lorentz. A escolha imediata é simplesmente

a conexão de Levi�Civita, sem torção mas com curvatura, que pode ser de�nida

em termos da métrica. Uma outra escolha, mais adequada do ponto de vista do

formalismo aqui apresentado, é a conexão de Weitzenböck,‡ que possui torção ao

invés de curvatura,
•
Γ

ρ
µν = ha

ρ∂νh
a
µ. (2.20)

A torção desta conexão,
•
T

ρ
µν =

•
Γ

ρ
νµ −

•
Γ

ρ
µν , (2.21)

coincide com o �eld strenght translacional (2.11),

T a
bc = δa

iF
i
bc. (2.22)

Implicitamente, a introdução de uma conexão a valores na álgebra de Lorentz

corresponde à introdução de um �brado principal para o grupo de Lorentz, de�nido

sobre a mesma variedade base. Do ponto de vista físico, este é o �brado relevante

para se descrever a interação gravitacional, já que os campos fundamentais da na-

tureza podem ser classi�cados de acordo com representação irredutíveis do grupo

de Poincaré, o produto semi�direto do grupo de Lorentz pelo grupo das translações.

Logo, o acoplamento relevante entre os campos e a gravitação deve ser feito com

conexões de Lorentz. Com o campo gravitacional sendo representado por estas

conexões, é mais interessante então introduzir uma lagrangiana quadrática na cur-

vatura ou na torção desta conexão, ao invés de quadrática nos coe�cientes de não�

holonomia da base ortornomal de TM . No caso de uma lagrangiana quadrática na

torção, a imposição da invariância local de Lorentz na ação, como foi feita nesta

seção, não nos permite determinar os três parâmetros livres, como veremos na seção

seguinte. Entretanto, é interessante notar que uma teoria gravitacional pura (ou

com campos de spin 0 como fonte) pode ser escrita unicamente em termos das

traslações, como grupo de simetria local, e da imposição da invariância local de

Lorentz da lagrangiana.
‡A de�nição aqui apresentada depende da escolha do frame, e em princípio poderíamos ter

de�nido esta conexão da mesma maneira em um outro frame. Este ponto será explicado em mais

detalhes na seção 3.6.
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2.2 Teorias de gauge para o grupo de Poincaré

Para introduzirmos campos com spin na construção geométrica da seção anterior foi

necessário considerarmos uma conexão adicional, a valores na álgebra de Lorentz.

Como queremos obter uma teoria gravitacional que possa tratar de campos com spin,

precisamos introduzir o grupo de Lorentz em qualquer construção geométrica que

façamos. Uma maneira de fazer isto, e de também introduzir o grupo das translações,

é gauge�car o próprio grupo de Poincaré, que nada mais é que o produto semi�direto

do grupo de Lorentz e do grupo das translações.

A introdução do grupo de Poincaré como grupo de gauge está intimamente ligada

à gauge�cação dos chamados grupos a�ns � o produto semi�direto do grupo das

translações pelo grupo GL(4)§, das matrizes gerais lineares de ordem 4. Enquanto

nas teorias a�ns permite-se o uso de bases quaisquer no espaço�tangente, nas teorias

de gauge para o grupo de Poincaré está implícito o uso de bases pseudo�ortonormais,

onde o grupo de Lorentz age.

Consideraremos uma representação do grupo de Poincaré formada de matrizes

5× 5, da forma¶

PA
B =

(
Λa

b aa

0 1

)
, (2.23)

onde Λa
b é um elemento do grupo de Lorentz e aa é um quadrivetor. Sua ação em

um vetor 5-dimensional

sA =

(
sa

1

)
(2.24)

é explicitamente igual a

PA
Bs

B =

(
Λa

bs
b + aa

1

)
, (2.25)

onde reconhecemos a ação do grupo de Poincaré sobre o quadrivetor sa. Sob uma

transformação in�nitesimal de Poincaré, onde Λa
b = δa

b + ωa
b e aa = εa, com ωab =

−ωba e εa in�nitesimais, o vetor sA varia como

δ(sA) =

(
ωa

b εa

0 0

)(
sb

1

)
. (2.26)

§Este grupo é constituído das matrizes 4× 4 inversíveis.
¶Os índices A,B,C, · · · = 0, 1, 2, 3, 4 denotam os índices desta representação do grupo de

Poincaré.
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Seja PP(M,P) um �brado principal para o grupo de Poincaré, escrito nesta

representação 5�dimensional. Seja também p(x)A
B uma seção global deste �brado,

pA
B(xµ) =

(
Λ̃a

b(x
µ) ãa(xµ)

0 1

)
. (2.27)

No contexto das teorias de gauge para o grupo a�m, tal seção pode ser entendida

como uma base a�m ortonormal associada a cada ponto da variedade base: ao

quadrivetor ãa(xµ) associamos a origem da base a�m, e à transformação de Lorentz

Λ̃a
b associamos uma base [14, 15]. Em outras palavras, uma base a�m ortonormal

de TM consiste numa base ortormal e em um quadrivetor, origem desta base. A

ação do grupo de Poincaré em PP(M,P) efetua uma rotação do frame, e também

muda sua origem.

Um �brado associado a PP relevante é E(M,PP ,P/L), cujas �bras P/L são

isomorfas ao espaço de Minkowski e podem ser consideradas vetores da forma (2.24).

Logo, a cada ponto de M , uma seção de E associa um quadrivetor de Minkowski,

ou seja, uma possível origem para as bases a�ns. A ação de P sobre estas seções é

dada por (2.25).

Uma conexão a�m generalizada [15] sobre M consiste em uma 1�forma a valores

na álgebra de Poincaré,

A = JABA
AB

µdx
µ, (2.28)

onde JAB são os geradores da álgebra na representação 5�dimensional. Esta conexão

de�ne o transporte paralelo das �bras de P e de seus �brados associados, de maneira

que podemos então de�nir derivadas covariantes. Por exemplo, a derivada covariante

de uma seção eA de E se escreve

hµe
A = ∂µe

A + AA
Bµe

B

=

(
∂µe

a + Aa
bµe

b +Ba
µ

0

)
, (2.29)

onde decompomos a conexão de Poincaré em Aa
bµ, a valores na álgebra de Lorentz,

e Ba
µ, a valores na álgebra das translações:

AA
B =

(
Aa

b Ba

0 0

)
(2.30)

Impondo-se que a derivada covariante assim de�nida se transforme sob transfor-

mações locais de Poincaré da mesma maneira que ∂µe
A se transforma sob transfor-

mações globais, ou seja, impondo que

δ(hµe
A) = ωA

Bhµe
B, (2.31)
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onde ωA
B é a representação 5�dimensional do parâmetro de rotação ωa

b, obtemos

as leis de transformação das componentes da conexão

δAa
bµ = −Dµω

a
b, (2.32)

e

δBa
µ = −Dµε

a + ωa
bB

b
µ, (2.33)

onde Dµ denota a derivada de Fock�Ivanenko na conexão de Lorentz Aa
bµ. Cal-

culando a curvatura de AA
B a partir do comutador das derivadas covariantes hµ,

obtemos

[hµ, hν ]e
A = RA

Bµνe
B, (2.34)

onde

RA
Bµν =

(
Ra

bµν Ωa
µν

0 0

)
. (2.35)

Nesta expressão,

Ra
bµν = ∂µA

a
bν − ∂νA

a
bµ + Aa

cµA
c
bν − Aa

cνA
c
bµ (2.36)

é a curvatura da conexão Aa
bµ, e

Ωa
µν = ∂µB

a
ν − ∂νB

a
µ + Aa

bµB
b
ν − Aa

bνB
b
µ (2.37)

é a derivada covariante de Ba
µ.

Para obter como estrutura geométrica �nal um �brado principal para o grupo

de Lorentz, L(M), é preciso efetuar uma redução do grupo de gauge, indo do grupo

de Poincaré para o grupo de Lorentz. O �brado resultante apresenta a propriedade

de soldagem, e podemos então de�nir uma métrica sobre M , já que a métrica de

Minkowski η está naturalmente de�nida nas �bras. Note que, no processo, a sime-

tria translacional é quebrada: temos liberdade apenas de aplicar transformações de

Lorentz aos campos.

Para efetuar a redução, precisamos primeiramente especi�car uma seção sA de

E(M,P) [16]. A derivada covariante desta seção se escreve

hµs
A =

(
ha

µ

0

)
, (2.38)

onde de�nimos

ha
µ ≡ Dµs

a +Ba
µ = ∂µs

a + Aa
bµs

b +Ba
µ (2.39)
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como o coe�ciente da tetrada. Enquanto Aa
bµ de�ne naturalmente uma conexão

linear em L(M), a parte translacional da conexão de Poincaré aparece na de�nição

da tetrada, juntamente com a conexão de Lorentz. Podemos dizer então que a quebra

da simetria translacional induz a soldagem no espaço�tempo, e conseqüentemente,

induz a gravitação. No contexto das teorias de gauge para o grupo a�m, a tetrada

pode ser entendida como uma base invariante sob translações, como pode-se veri�car

diretamente de (2.39).

Após redução, a curvatura (2.35) se decompõe em dois objetos geométricos:

Ra
bµν , a 2�forma curvatura de Aa

bµ; e Ωa
µν , a 2�forma derivada covariante de Ba

µ.

Sabemos que além de curvatura, conexões de Lorentz apresentam também torção,

de�nida como a derivada covariante da tetrada:

T a
µν = ∂µh

a
ν − ∂νh

a
µ + Aa

bµh
b
ν − Aa

bνh
b
µ. (2.40)

Isolando Ba
µ em (2.39) e substituindo�o em (2.37), obtemos

T a
µν = Ωa

µν +Ra
bµνs

b, (2.41)

que expressa a torção em termos do antigo Ωa
µν .

Reescrevendo (2.36) e (2.40) na linguagem de formas diferenciais, temos que

Ra
b = DAa

b = dAa
b + Aa

c ∧ Ac
b = 1

2
Ra

bµνdx
µ ∧ dxν (2.42)

e

T a = Dha = dha + Aa
b ∧ hb = 1

2
T a

µνdx
µ ∧ dxν , (2.43)

onde D denota a derivada exterior covariante na conexão A. As equações (2.42) e

(2.43), que de�nem a curvatura e a torção da conexão Aa
bµ, são conhecidas como

equações de estrutura de Cartan [14, 15].

Conexões de Lorentz podem ser escritas com respeito à base holônoma, Γρ
µν , ou

com respeito à base ortonormal, Aa
bµ.

‖ Suas expressões se relacionam através de

Aa
bµ = ha

ν∂µhb
ν + ha

νΓ
ν
ρµhb

ρ, (2.44)

que pode ser invertida para expressar Γ em função de A,

Γρ
νµ = ha

ρ∂µh
a
ν + ha

ρAa
bµh

b
ν . (2.45)

‖Note que, embora denotadas diferentemente, ambas as expressões se referem ao mesmo objeto

geométrico.
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A conexão linear Γ, quando compatível com a métrica, pode ser decomposta de

acordo com

Γρ
µν =

◦
Γ

ρ
µν +Kρ

µν , (2.46)

onde
◦
Γ

ρ
µν = 1

2
gσρ(∂µgσν + ∂νgσµ − ∂σgµν) (2.47)

é a conexão de Levi�Civita, de torção nula, e

Kρ
µν = 1

2
(Tν

ρ
µ + Tµ

ρ
ν − T ρ

µν) (2.48)

é a contorção. Expressa com respeito à base ortonormal, esta expressão se reescreve

Aa
bµ =

◦
A

a
bµ +Ka

bµ, (2.49)

onde
◦
A é a conexão de spin da Relatividade Geral.

As identidades de Bianchi, identidades geométricas satisfeitas pela curvatura e

pela torção, podem ser encontradas ao aplicar-se a derivada exterior nas equações

(2.43) e (2.42), que resultam em

DT a = dT a + Aa
b ∧ hb = Ra

b ∧ hb, (2.50)

chamada de primeira identidade de Bianchi, e em

DRa
b = dRa

b + Aa
c ∧Rc

b − Ac
b ∧Ra

c = 0, (2.51)

a segunda identidade de Bianchi. Note que ausência de torção, como é o caso para

as teorias de gauge para grupos internos, é diferente de uma conexão linear com

torção nula, o caso da conexão de Levi�Civita. A presença da soldagem no �brado,

e a existência da torção, implicam em uma identidade de Bianchi adicional, (2.50),

que no caso de torção nula é a responsável pela identidade cíclica da curvatura

◦
R

a
b ∧ hb = 0, (2.52)

ou ainda, em termos das componentes da curvatura com respeito ao coframe,

◦
R

a
[bcd] = 0. (2.53)
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2.2.1 A conexão de Weitzenböck

A conexão utilizada no Teleparalelismo, ao contrário da conexão de Levi-Civita,

possui curvatura nula e torção diferente de zero:

•
R

a
bµν = 0 e

•
T

a
µν 6= 0. (2.54)

A condição de curvatura nula é satisfeita por qualquer conexão do tipo

•
A

′a
bµ = Λb

c∂µΛa
c, (2.55)

chamada de conexão de vácuo. A escolha adotada na literatura, que simpli�ca

consideravelmente os cálculos, é dada por

•
A

a
bµ = 0, (2.56)

e neste caso a conexão com respeito ao frame holônomo se escreve simplesmente

•
Γ

ρ
µν = ha

ρ∂νh
a
µ, (2.57)

que coincide com a conexão utilizada na construção da seção 2.1. A torção é dada

por
•
T

a
µν = ∂µB

a
ν − ∂νB

a
µ, (2.58)

que por outro lado coincide com o �eld strenght (2.9).

Para a conexão de Weitzenböck
•
A′a

bµ, a primeira identidade de Bianchi (2.50)

se escreve
•
D

′
µ

•
T

′a
ρσ +

•
D

′
ρ

•
T

′a
σµ +

•
D

′
σ

•
T

′a
µρ = 0, (2.59)

enquanto (2.51) é identicamente nula. Entretanto, substituindo a decomposição

(2.46) em (2.51), e utilizando a segunda identidade de Bianchi para a conexão de

Levi�Civita, obtemos

◦
Dρ

•
Qa

bµν +
◦
Dµ

•
Qa

bνρ +
◦
Dν

•
Qa

bρµ = 0, (2.60)

onde de�nimos o tensor

•
Qa

bµν =
◦
Dµ

•
K

a
bν −

◦
Dν

•
K

a
bµ +

•
K

c
bν

•
K

a
cµ −

•
K

c
bµ

•
K

a
cν . (2.61)

Note também que
•
Qa

bµν = −
◦
R

a
bµν , (2.62)

em virtude da decomposição (2.46).
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2.2.2 Considerações �nais

Nesta seção, partimos de um �brado principal para o grupo de Poincaré, que pode

ser visto como o �brado a�m das bases pseudo�ortonormais, e após um processo de

redução do grupo de estrutura chegamos a um �brado principal para o grupo de

Lorentz, ou seja, o �brado das bases pseudo�ortonormais. A conexão compatível

com a métrica que escolhemos para de�nir o transporte paralelo entre vetores de

espaços�tangente em pontos distintos é a conexão de Weitzenböck, com torção

diferente de zero, porém com curvatura nula. Utilizando a tetrada e a métrica

de Minkowski, presente nos espaços�tangente, temos também uma métrica de�nida

sobre M , através de gµν = ha
µh

b
νηab. Esta construção �nal (uma variedade, uma

métrica e uma conexão compatível com a métrica) é um exemplo dos chamados

espaços de Riemann�Cartan [4]. Nestes, pode-se considerar ainda conexões mais

gerais, com curvatura e torção, mas que assim como a conexão de Weitzenböck e a

de Levi�Civita possuem tensor de não�metricidade nulo:

∇λgµν = ∂λgµν − Γρ
µλgρν − Γρ

νλgµρ = 0. (2.63)

Nas teorias de gauge para o grupo a�m, além da conexão e do coframe, a métrica

também é considerada um objeto independente, a priori. Enquanto a torção aparece

como o �eld strenght do coframe e a curvatura como o �eld strenght da conexão, o

tensor de não�metricidade é considerado o �eld strenght associado à métrica.



Capítulo 3

A dinâmica do Teleparalelismo

Este capítulo é dedicado à escolha de uma lagrangiana teleparalela para o campo

gravitacional, e ao estudo da dinâmica dela decorrente. Como queremos nos aproxi-

mar das teorias de gauge usuais, partiremos de uma lagrangiana quadrática no �eld

strenght. Isto nos levará a introduzir uma nova de�nição de operador dual, no caso

de �brados com soldagem. Em seguida, encontraremos as equações de campo da

teoria.

3.1 Ação teleparalela

No caso de grupos de gauge semi�simples, é possível de�nir-se uma métrica invari-

ante sob a ação do grupo, chamada de métrica de Cartan�Killing [17], que nos

permite escrever uma lagrangiana quadrática no �eld strenght da teoria. Para uma

álgebra com relações de comutação dadas por

[JAB, JDC ] = ηBCJAD − ηADJBC − ηBDJAC − ηACJBD

= fEF
AB,CDJEF , (3.1)

onde fEF
AB,CD são as chamadas constantes de estrutura, a métrica de Cartan�

Killing é de�nida como

γAB,GH = Tr(JABJGH) = fEF
AB,CDf

CD
GH,EF . (3.2)

A primeira diferença entre as teorias de gauge para o grupo de Poincaré e as

teorias de gauge usuais é devida ao fato de que o grupo de Poincaré não é semi�

simples. De fato, isso pode ser visto rapidamente a partir das relações de comutação

17
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de sua álgebra de Lie

[Jab, Jcd] = ηacJbd − ηadJbc + ηbdJac − ηbcJad

[Jab, Pc] = ηacPb − ηbcPa

[Pc, Pd] = 0,

de onde concluímos que a de�nição da métrica 3.2 não é uma de�nição adequada

de métrica invariante sob P , já que a métrica de�nida sobre o setor translacional é

identicamente nula. Procedendo de maneira similar ao caso do Eletromagnetismo,∗

podemos escolher uma outra métrica para o setor translacional, sem relação com

a métrica de Cartan�Killing. A escolha natural é a própria métrica η. Utilizando

então a métrica de Cartan�Killing restringida ao setor de Lorentz, em conjunto com

η para o setor translacional, encontramos uma de�nição viável de métrica para a

álgebra de Lie de P .
Em analogia à ação de Yang�Mills, de�nimos a ação do campo gravitacional por†

Sg =
1

2ck

∫
γAB,CDF

AB ∧ ?FCD, (3.3)

onde k = 8πG/c4, F é a 2�forma curvatura da conexão A, assumindo valores na

álgebra de Lie do grupo de Poincaré, e

?F = 1
4
JAB ? F

AB
µνdx

µ ∧ dxν

= 1
4
Jab ? R

ab
µνdx

µ ∧ dxν + 1
2
Pa ? T

a
µνdx

µ ∧ dxν (3.4)

é o seu dual. Tanto T quanto R são 2�formas de�nidas num �brado com soldagem,

o que nos dá mais possibilidades no momento de de�nir seus duais, já que a presença

da forma de soldagem permite contrações entre índices do espaço�tempo (externos)

e índices do espaço�tangente (internos). Nas duas próximas seções, de�niremos o

novo dual destes objetos.

∗O grupo de gauge do Eletromagnetismo, U(1), é comutativo, e também não admite que a mé-

trica de Cartan�Killing seja de�nida. Entretanto, pode-se escolher outra métrica para a construção

da teoria, e no caso escolhe-se como métrica simplesmente um número.
†A constante multiplicativa 1/2ck foi escolhida de modo a levar ao limite Newtoniano correto,

no caso do equivalente teleparalelo da Relatividade Geral.
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3.2 De�nindo o novo dual

Utilizando o fato de que podemos contrair índices algébricos com índices do espaço�

tempo, as de�nições mais gerais de dual para a torção e para a curvatura se escrevem

?T λ
µν = h εµνρσ

(
a T λρσ + b T ρλσ + c T θρ

θ g
λσ
)

(3.5)

=
h

2
εµνρσS

λρσ (3.6)

onde de�nimos o tensor

Sλρσ = 2a T λρσ + b T ρλσ − b T σλρ + c T θρ
θ g

λσ − c T θσ
θ g

λρ, (3.7)

e

?Rαβ
µν = h εµνρσ

[
a′Rαβρσ + b′(Rαρβσ −Rβρασ)

+c′(gαρRβσ − gβρRασ) + d′ gαρ gβσ R
]
. (3.8)

Note que tanto ?T λ
µν quanto ?Rαβ

µν são anti-simétricos nos dois últimos índices

� já que são 2�formas �, e que ?Rαβ
µν é anti�simétrico nos seus dois primeiros

índices � já que assume valores na álgebra de Lorentz.

Em analogia com a de�nição usual de dual, queremos que a nova de�nição de

dual satisfaça, num espaço�tempo quadridimensional com métrica de assinatura −2,

a seguinte propriedade

?? = −1. (3.9)

Impondo-a para a de�nição (3.6), chegamos ao seguinte sistema

4a2 + 2ac+ 2ab− 2bc = 1

b2 + 2ab+ 2bc− 2ac = 0 (3.10)

e, impondo-a para (3.8), chegamos a

−4a′2 − 4a′b′ − 4a′c′ + 4c′b′ = −1

4c′b′ = 0

−2a′b′ − 2b′2 + 2a′c′ − 4c′b′ = 0

−2a′c′ + 2a′b′ + b′2 − c′2 = 0 (3.11)

b′2 + c′2 = 0

−2a′d′ + 2b′c′ + 4b′d′ = 0

d′(a′ − 2b′) = 0.
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Os cálculos levando a tais sistemas encontram-se no Apêndice B. No caso do sistema

(3.11), a igualdade 4c′b′ = 0 nos diz que c′ ou b′ se anula, enquanto que a igualdade

b′2 + c′2 = 0 leva a b′ = c′ = 0. Com essa condição, a última igualdade de (3.11) diz

agora que ou a′ ou d′ se anulam. Supondo que d′ 6= 0, temos que a primeira equação

de (3.11) não é satisfeita, o que não nos permite satisfazer (3.9). Logo, devemos ter

que d′ = 0 e o único parâmetro livre na de�nição do dual é a′. Este sistema admite

então como única solução a′ = 1
2
e b′ = c′ = d′ = 0, ou seja, a de�nição usual de

dual:

?Rαβ
µν =

h

2
εµνρσR

αβρσ. (3.12)

Já o sistema (3.10) admite in�nitas soluções, e a priori não existe uma de�nição

única para o dual da torção.

Para determinarmos unicamente ?T , é necessário encontrarmos uma condição

adicional sobre os parâmetros a, b e c. Uma maneira de encontrar uma tal condição

consiste em eliminar as possíveis contagens duplas em (3.6): dado que o primeiro

e o segundo termos de (3.6) diferem apenas por permutações de índices e que o

primeiro termo é anti-simétrico em ρ e σ, para eliminarmos dupla contagem dos

termos provenientes deste primeiro termo poderíamos impor que

b = 2a. (3.13)

A imposição (3.13) nos permite encontrar uma solução para o sistema (3.10), dada

por a = 1
4
, b = 1

2
e c = −1, o que leva à seguinte de�nição de dual da torção

?T λ
µν = h εµνρσ

(
1
4
T λρσ + 1

2
T ρλσ − 1T θρ

θ g
λσ
)
. (3.14)

É interessante notar que decompondo a torção em suas componentes irredutíveis

(ver o Apêndice B) na expressão (3.6), é possível expressar ?T em termos de apenas

dois parâmetros independentes, após impormos (3.9).

Embora tal escolha de parâmetros leve à equivalência entre o Teleparalelismo

e a Relatividade Geral, os parâmetros poderiam ter sido escolhidos de maneira

(quase) completamente arbitrária, e ainda teríamos uma teoria gravitacional viável

a priori. Note que a condição (3.13) é a única que faz com que a contorção apareça

explicitamente na expressão de S, dada agora por

Sρµν = Kµνρ − gρνT σµ
σ + gρµT σν

σ. (3.15)

Uma segunda maneira de determinarmos ?T passa pelo estudo da equação de

movimento resultante. Assumindo que o princípio do acoplamento minimal seja
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válido, a equação de movimento do campo gravitacional na presença de um campo

fonte só é consistente se a de�nição de dual da torção for exatamente a dada por

(3.14). Este fato será mostrado na seção 3.5.

3.3 Equação de movimento gravitacional

Utilizando a de�nição mais geral de dual da torção (3.6) na expressão da ação

gravitacional (3.3), e utilizando agora a conexão de Weitzenböck, temos

•
S g =

1

8ck

∫
ηab

•
T

a
µν

(
?

•
T

b
ρσ

)
dxµ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ. (3.16)

Utilizando a identidade

dxµ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ = −εµνρσ h2d4x, (3.17)

com d4x = dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, temos que a ação é dada por

Sg = − 1

8ck

∫
ηab

•
T

a
µν

(
?

•
T

b
ρσ

)
εµνρσh2d4x. (3.18)

Utilizando o tensor Sρµν introduzido em (3.6) e a identidade

εµνρσεαβρσ = − 2

h2

(
δµ
αδ

ν
β − δν

αδ
µ
β

)
, (3.19)

a equação (3.18) se escreve

•
S g =

1

4ck

∫
•
T ρµν

•
S

ρµνhd4x, (3.20)

de onde extraímos a densidade de Lagrangena correspondente

•
Lg =

h

4k

•
T ρµν

•
Sρµν =

h

2k

(
a

•
T

ρ
µν

•
T ρ

µν + b
•
T

ρ
µν

•
T

νµ
ρ + c

•
T

ρ
µρ

•
T

νµ
ν

)
. (3.21)

As equações de movimento gravitacionais consistem nas equações de Euler�Lagrange

obtidas de (3.21) sob variações δBa
µ do campo de gauge ou, equivalentemente,

variações δha
µ da tetrada. Os cálculos detalhados se encontram no Apêndice C. O

resultado �nal é dado por

∂σ(h
•
S a

ρσ)− k (h
•
a

ρ) = 0, (3.22)

onde
•
S a

ρσ = −
•
S a

σρ ≡ − k

h

∂
•
L

∂(∂σha
ρ)

(3.23)
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é o chamado superpotencial, e

•
a

ρ ≡ − 1

h

∂
•
L

∂ha
ρ

(3.24)

é o a corrente energia�momento total. Note que introduzimos a mesma notação para

o superpotencial e para o tensor S de�nido em (3.7), introduzido na de�nição de

dual (3.6). Utilizamos a mesma notação pois ambos são na verdade o mesmo tensor,

como veremos logo em seguida. A equação (C.3) é a chamada forma potencial da

equação de movimento. As expressões explícitas para o superpotencial e a corrente

total são dadas por (C.9)

•
S a

ρσ = 2a
•
T a

σρ + b
•
T

σ
a
ρ − b

•
T

ρ
a
σ + c

•
T

θσ
θ ha

ρ − c
•
T

θρ
θ ha

σ, (3.25)

que coincide com a de�nição (3.7), e por (C.21)

•
a

ρ =
1

k
hc

σ
•
T

c
νa

•
S σ

νρ − 1

k
Ac

aν

•
S c

νρ − ha
ρ

h

•
L. (3.26)

Note que a equação de movimento (3.22) tem sempre a mesma forma, para qualquer

escolha de parâmetros na lagrangiana. Este fato será relevante para a discussão da

seção 4.

3.4 Lagrangiana dos campos fonte

Quando consideramos campos fonte na teoria, surge a questão de como acoplá-los

ao campo gravitacional. No contexto da Relatividade Geral, tal acoplamento é

feito em termos da conexão de Levi-Civita
◦
Γ. Já no contexto do teleparalelismo,

temos também à nossa disposição a conexão de Weitzenböck, que nos permitiria em

princípio estabelecer um outro tipo de acoplamento com o campo gravitacional.

O acoplamento com uma conexão arbitrária compatível com a métrica, Γ, leva a

inconsistências na própria equação de movimento [9, 18]: a simetria do lado esquerdo

da equação de movimento implica que a parte anti-simétrica do tensor energia-

momento dinâmico dos campos fonte deve ser zero, o que leva à conservação do

tensor de spin destes campos. Entretanto, para campos com spin acoplados com o

campo gravitacional através de Γ, o tensor energia�momento não é necessariamente

simétrico.

Uma maneira de resolver a inconsistência consiste em utilizar a própria conexão

de Levi�Civita
◦
Γ, que pode ser escrita em termos de quantidades teleparalelas
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através da decomposição (2.46), neste acoplamento [18, 19]. Neste caso, o tensor

energia�momento dinâmico é simétrico, coincidindo com o tensor energia�momento

simetrizado de Belinfante [4]. Com este acoplamento, a teoria teleparalela coincide

com a Relatividade Geral até mesmo na presença de campos com spin [19].

Note que se escrevêssemos a lagrangiana dos campos fonte acoplando-os com
•
A,

e utilizássemos (2.46) para reescrever a lagrangiana em função de
◦
A, obteríamos

um termo de interação extra quadrático no superpotencial. Tal termo, que surge na

teoria de Einstein�Cartan, leva a predições diferentes das previstas pela Relatividade

Geral [4].

3.5 Argumento para determinação do dual

Seja Θa
ρ o tensor energia-momento simétrico de um campo fonte, por exemplo um

campo escalar. Em Minkowski, Θa
ρ satisfaz à lei de conservação

∂ρΘa
ρ = 0. (3.27)

Tomando como princípio que esta equação é generalizada para um espaço-tempo com

gravitação através do acoplamento minimal, substituindo-se derivadas ordinárias por

derivadas covariantes, temos que

◦
Dρ(hΘa

ρ) = 0 (3.28)

deve ser a generalização de (3.27) na presença de gravitação. Esta lei de conservação,

até então é uma identidade que surge da dinâmica do campo: a invariância da ação

do campo fonte sob transformações in�nitesimais de coordenadas leva a (3.28).

Na presença de um campo fonte, a equação de campo gravitacional (3.22) se

escreve agora

∂σ(h
•
S a

ρσ)− k (h
•
a

ρ) = k hΘa
ρ. (3.29)

Como o lado direito de (3.29) deve satisfazer à lei de conservação covariante (3.28),

devemos ter que
◦
Dρ

[
∂σ(h

•
S a

ρσ)− k (h
•
a

ρ)
]

= 0. (3.30)

Ao contrário de (3.28), que pode ser deduzida à partir da dinâmica da teoria, a

equação (3.30) não pode ser obtida impondo-se que a variação da ação gravitacional

se anule. De fato, a invariância da lagrageana gravitacional sob transformações

in�nitesimais de coordenadas dá origem justamente a equações de movimento para
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a tetrada. Como a derivada covariante desta expressão contém explicitamente a

conexão de Weitzenböck e a contorção, é de se esperar que seja necessário que o

superpotencial tenha uma dependência muito especí�ca na contorção, a �m de que

(3.30) seja satisfeita. Como a contorção é de�nida independentemente da escolha de

operador dual, (3.30) não deve ser satisfeita para qualquer conjunto de parâmetros

a, b e c. Isto nos sugere que precisamos que alguma condição geométrica nos garanta

que (3.30) seja sempre satisfeita.

Ora, impondo-se a condição b = 2a, podemos mostrar que (3.30) é simplesmente

a identidade de Bianchi (2.60) contraída. Logo, ao assumirmos que campos fonte

se acoplam ao campo gravitacional através do acoplamento minimal, devemos ter

que a divergência covariante da equação de campo gravitacional seja igual a zero.

Isto nos é garantido pela identidade de Bianchi (2.60) apenas se b = 2a, o que leva

à de�nição de operador dual (3.14). Com tal escolha, utilizando a decomposição

(2.46) na lagrangiana (3.21), obtemos [7]

•
Lg = − h

2k

◦
R− ∂µ

(
h

k

•
T

νµ
ν

)
. (3.31)

Vemos então que a lagrangiana teleparalela difere da lagrangiana de Einstein�Hilbert

apenas por um termo de superfície, que não afeta as equações de movimento.

3.6 Variação de Palatini

Na seção 3.3, encontramos a equação de campo teleparalela ao variar a ação gravi-

tacional com respeito à tetrada, de maneira análoga à Relatividade Geral. Assim

como no caso da Relatividade Geral, é necessário �xar a conexão de Lorentz à priori.

A �xação usualmente feita na literatura, e que leva a uma conexão com torção e

sem curvatura, é dada por
•
Aa

bµ = 0 para um frame qualquer.

Quando consideramos a tetrada e a conexão como objetos independentes, na

lagrangiana de Einstein�Hilbert, variações desta com respeito à conexão levam a

uma equação que diz justamente que a conexão é a conexão de Levi�Civita. No

caso da dinâmica regida por esta lagrangiana, então, não é necessário �xar a priori a

conexão da teoria: a informação que de�ne a conexão já está incluída na lagrangiana.

Como a �xação da conexão de Weitzenböck parece um tanto arbitrária, já que

pode ser feita em qualquer frame, poderíamos tentar aplicar o mesmo método da

variação de Palatini para a lagrangiana do Teleparalelismo, com a esperança de
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que a conexão fosse unicamente determinada, assim como acontece na Relatividade

Geral.

Incluindo agora um termo de multiplicador de Lagrange λa
bµνRa

bµν , para �xar a

conexão da teoria como sendo uma conexão sem curvatura, a lagrangiana teleparalela

se escreve

Lg =
h

4k

•
T ρµν

•
S

ρµν +
h

4k
λa

bµν
•
R

a
bµν . (3.32)

A lagrangiana total é dada por

L = Lg + Lm, (3.33)

onde Lm é a lagrangiana dos campos de matéria. O tensor λa
bµν apresenta as

mesmas simetrias do tensor de Riemann, e é constituído então por 36 componentes

independentes. Variações de (3.33) com respeito à tetrada levam à equação de campo

∂σ(h
•
S a

ρσ)− k (h
•
a

ρ) = k (h τa
ρ), (3.34)

onde

h τa
ρ = −δLm

δha
ρ

, (3.35)

é o tensor energia�momento dinâmico dos campos de matéria. Variações com res-

peito à conexão de Lorentz levam a

•
Dµ(hλbc

ρµ)− h
•
S [bc]

ρ = 0, (3.36)

já que como o acoplamento dos campos de matéria com a gravitação se dá através

da conexão de Levi�Civita, que por sua vez pode ser escrita em termos da tetrada,

temos que
δLm

δ
•
Abc

ρ

= 0. (3.37)

Finalmente, variações com respeito ao multiplicador de Lagrange levam a

•
R

a
bµν = 0, (3.38)

que �xa a conexão da teoria como uma conexão sem curvatura.

A equação (3.34) é uma equação dinâmica para a tetrada, e pode-se mostrar, por

meio da decomposição da conexão (2.46), que ela corresponde à equação de Einstein

na presença de um campo fonte

◦
Ra

ρ − ha
ρ

2

◦
R = k τa

ρ. (3.39)
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Este resultado já era esperado, dada a equivalência (3.31) entre as lagrangianas.

Tomando a divergência covariante de (3.36) e utilizando a anti-simetria do su-

perpotencial em conjunto com (3.38), obtemos

•
Dρ(h

•
S [bc]

ρ) = 0. (3.40)

Como esta equação é idêntica à parte anti-simétrica de (3.34), quando escrita com

os índices apropriados, ela é automaticamente satisfeita. Logo, esta equação não é

capaz de determinar a conexão da teoria, e a liberdade de escolher
•
Aa

bµ = 0 em qual-

quer frame continua. Podemos usar (3.36) então para determinar o multiplicador de

Lagrange λa
bµν . Das 24 equações independentes de (3.36), podemos eliminar 6 com

(3.40), o que nos deixa com 18 equações independentes, que não são su�cientes para

determinar as 36 componentes de λa
bµν . Entretanto, a existência de uma simetria‡

relacionada a este multiplicador de Lagrange [4] permite �xar 18 graus de liberdade,

de tal maneira que (3.36) pode ser utilizada para determinar os 18 graus de liberdade

restantes.

‡Note que a lagrangiana (3.32) é invariante sob a transformação λ′
ab

µν = λab
µν +

•
Dεab

µνρ, com

εab
µνρ completamente anti-simétrico nos seus índices superiores. Pode-se mostrar isso facilmente

efetuando-se uma integração por partes do termo em ε, e graças à identidade de Bianchi.



Capítulo 4

Aproximação linear e simetria de

dualidade

Como exemplo da utilidade da nova de�nição de operador dual (3.14) para a torção,

iremos analisar brevemente a questão da simetria de dualidade da interação gra-

vitacional no regime de campos fracos. Como já é conhecido, a Relatividade Geral

apresenta esta simetria neste limite, e nesta seção iremos analisar o que acontece,

do ponto de vista teleparalelo, com a teoria linearizada.

A linearização das equações de Einstein em torno da métrica de Minkowski leva a

equações de movimento semelhantes às do campo de spin 2 sem massa emMinkowski,

o que leva à interpretação de que a interação gravitacional é mediada por um campo

de spin 2 auto�interagente [4, 20]. Entretanto, o acoplamento de campos de spin

superior a 1 com o campo gravitacional é um problema ainda em aberto. As di�cul-

dades encontradas em tal acoplamento, no caso de um campo ψµν de spin 2 foram

primeiro analisadas por Aragone e Deser em [21]. Recentemente, a representação de

Fierz para o campo de spin 2 tem sido utilizada para analisar este problema tanto

no contexto da Relatividade Geral [22], quanto no do Teleparalelismo [23], onde a

representação de Fierz surge de maneira natural. Pela maneira natural como esta

representação surge no Teleparalelismo, iremos aqui utilizar esta representação.

O campo ψµν é simétrico ψµν = ψνµ. A partir dele construímos o chamado tensor

de Fierz [22]

Fαµν = ∂µψνα − ∂αψνµ + ηµν

(
∂αψ − ∂λψα

λ
)
− ηαν

(
∂µψ − ∂λψµ

λ
)
, (4.1)

onde ψ = ψµ
µ. O tensor Fαµν é anti�simétrico no primeiro par de índices

Fαµν = −Fµαν (4.2)

27
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e satisfaz à identidade cíclica

Fαµν + Fµνα + Fναµ = 0. (4.3)

Um tensor satisfazendo as propriedades (4.2) e (4.3) possui 20 componentes inde-

pendentes. Para poder representar um campo de spin 2, exigiremos ainda que o

tensor de Fierz satisfaça à identidade

∂νFαµν = 0. (4.4)

Satisfazendo a estas três identidades, o tensor de Fierz possui 10 componentes inde-

pendentes, mesmo número que o campo ψµν , o que lhe confere os graus de liberdade

necessários para descrever um campo de spin 2 sem massa no espaço�tempo de

Minkowski.∗

4.1 Equações de campo linearizadas

Em Minkowski, existe um sistema de coordenadas preferencial {xµ} tal que a base

coordenada do espaço�tangente seja ortonormal pela métrica g, ou seja,

g(∂µ, ∂ν) = ηµν = diag(−1, 1, 1, 1). (4.5)

Neste sistema de coordenadas, a base ortonormal {ha} coincide, a menos de uma

rotação global de Lorentz, com a própria base coordenada {∂µ}, de maneira que os

coe�cientes da tetrada são triviais e dados por ha
µ = δa

µ. Alternativamente, dado

um sistema de coordenadas qualquer, é possível chegar aos mesmos coe�cientes da

tetrada através de rotações locais de Lorentz, de tal maneira que consideraremos na

sequência que os coe�cientes da tetrada no espaço de fundo são triviais e dados por

δa
µ.

Agora, consideramos o potencial Ba
µ como uma pequena perturbação da tetrada,

de tal maneira que podemos expandi-lo em função de um parâmetro de perturbação

in�nitesimal adimensional ε como

Ba
µ = εBa

(1)µ + ε2Ba
(2)µ + . . . . (4.6)

∗Destas 10 componentes, 8 podem ser eliminadas por �xação de gauge, como pode ser visto em

[4]. Assim, sobram apenas 2 graus de liberdade, correspondendo às duas helicidades possíveis que

um campo de spin 2 sem massa pode ter.
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A tetrada perturbada é dada então por

ha
µ = δa

µ + εBa
(1)µ + ε2Ba

(2)µ + . . . , (4.7)

e a expansão correspondente da métrica se escreve

gµν = ηµν + ε (B(1)µν +B(1)νµ) + . . . , (4.8)

onde os índices do espaço�tempo agora são levantados e abaixado com a métrica de

Minkowski ηµν .

Embora a perturbação B(1)µν não seja necessariamente simétrica, já foi mostrado

na literatura que a parte anti-simétrica desta perturbação não contribui para a

lagrangiana em primeira ordem e nem para a equação de campo linearizada [23].

Assumiremos então que B(1)µν seja simétrico. Neste caso, em primeira ordem, a

conexão de the Weitzenböck é dada por
•
Γ

ρ
(1)µν = ∂νB

ρ
(1)µ, (4.9)

enquanto que a torção e a contorção são dados respectivamente por
•
T

ρ
(1)µν = ∂µB

ρ
(1)ν − ∂νB

ρ
(1)µ (4.10)

e
•
K

ρ
(1)µν = ∂ρB(1)µν − ∂µB

ρ
(1)ν . (4.11)

Substituindo estes tensores no superpotencial (3.15), obtemos

•
S (1)ν

ρµ =
1

2
[∂ρBµ

(1)ν − ∂µBρ
(1)ν − δν

µ
(
∂ρBσ

(1)σ − ∂σB
σρ
(1)

)
+ δν

ρ
(
∂µBσ

(1)σ − ∂σB
σµ
(1)

)
]. (4.12)

Como o superpotencial (4.12) satisfaz as mesmas propriedades (4.2) e (4.3) do tensor

de Fierz, de�nimos o tensor de Fierz F ρµ
ν por

F ρµ
ν ≡ −

•
S (1)ν

ρµ. (4.13)

Note que a perturbação, Bρ
(1)µ, está sendo considerada como o próprio campo de

spin 2, ψµν .

Como o termo h
•
λ

ρ de (3.22) é de segunda ordem no parâmetro de perturbação

ε, a equação de campo linearizada (3.22) é dada simplesmente por

∂µF
ρµ

ν = 0, (4.14)

que é exatamente a equação de campo que descreve um campo não�massivo de spin

2 em um espaço�tempo plano [21, 22, 23].
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4.2 Simetria de dualidade

A simetria de dualidade é uma propriedade das teorias de Yang�Mills, onde a

equação de movimento no caso sem fontes é simplesmente a identidade de Bianchi

reescrita para o dual da curvatura. A partir de uma identidade geométrica, pode-se

então determinar a dinâmica de teorias com tal propriedade.

Em primeira ordem, a identidade de Bianchi (2.50) pode ser escrita em termos

apenas de índices do espaço�tempo como

∂ρ

•
T

α
(1)µν + ∂ν

•
T

α
(1)ρµ + ∂µ

•
T

α
(1)νρ = 0, (4.15)

ou equivalentemente

ελρµν∂ρ

•
T

α
(1)µν = 0. (4.16)

Se a teoria linearizada apresenta simetria de dualidade, sua equação de campo gra-

vitacional, no caso sem fontes, deve ser dada por

ελρµν∂ρ ?
•
T

α
(1)µν = 0. (4.17)

Substituindo a de�nição de dual (3.6) em (4.17) obtemos em primeira ordem

∂σ

•
S (1)λ

σρ = 0, (4.18)

que é justamente a equação de campo linearizada que havíamos obtido em (4.14).

Mostramos então que o Teleparalelismo apresenta simetria de dualidade na aproxi-

mação linear [24], no vácuo. Dada a equivalência entre esta teoria e a Relatividade

Geral, isto é compatível com o fato de que a Relatividade Geral também apre-

senta esta simetria na mesma aproximação linear [25]. Além do mais, vemos que a

de�nição de dual generalizado dada em (3.6) é necessária para que a teoria telepa-

ralela linearizada apresente esta simetria.

Para �nalizar esta seção, é interessante notar que no Teleparalelismo há uma

anti�simetria da ação relacionada a esta simetria de dualidade. A ação teleparalela

é dada por
•
S [

•
T ] =

c3

16πG

∫
ηab

•
T

a ∧ ?
•
T

b, (4.19)

e reescrita para o dual, leva a

•
S [?

•
T ] =

c3

16πG

∫
ηab ?

•
T

a ∧ ? ?
•
T

b. (4.20)



CAPÍTULO 4. APROXIMAÇÃO LINEAR E SIMETRIA DE DUALIDADE 31

Como ? ?
•
T a = −

•
T a, obtemos

•
S [?

•
T ] = − c3

16πG

∫
ηab ?

•
T ∧

•
T = −

•
S [

•
T ]. (4.21)

Já que (4.20) e (4.19) diferem por um sinal global, elas levam à mesma equação de

movimento no caso sem fontes. É importante notar que esta simetria está sempre

presente na ação, mas a equação de movimento só apresenta simetria de dualidade

na aproximação linear da teoria e no caso sem fontes.



Capítulo 5

Conclusões

Nesta dissertação, resumimos algumas das teorias que procuram fazer um contato

maior entre a interação gravitacional e as teorias de gauge. Começamos com uma

formulação não�covariante do Teleparalelismo, baseada na �gauge�cação� do grupo

das translações. Em seguida, construímos uma teoria de gauge para o grupo de

Poincaré, onde a covariância da teoria é explicíta desde o início, e efetuamos a

redução do grupo de estrutura para o grupo de Lorentz. Concentramos os esforços

no estudo desta formulação do equivalente teleparalelo da Relatividade Geral, que

descreve a interação gravitacional através da torção, ao invés da curvatura.

Para p-formas a valores no espaço�tangente, a presença de soldagem possibilita

a contração entre índices internos e externos, o que nos dá a possibilidade de ge-

neralizar o operador dual de Hodge [13]. De�nimos um novo operador dual para a

torção que permite-nos escrever a lagrangiana da teoria nos moldes das teorias de

Yang�Mills. Analisando então a equação de movimento correspondente, e impondo

a consistência com o acoplamento minimal, conseguimos determinar unicamente este

novo dual, e conseqüentemente a dinâmica da teoria.

Pode-se mostrar que a dinâmica encontrada é equivalente à da Relatividade

Geral. Conseguimos então consistência com os resultados experimentais obtidos

por esta teoria, sem necessitar impor invariância local de Lorentz da ação, como

na formulação não�covariante, e sem impor equivalência com a Relatividade Geral

a priori. Mostramos também que, para o Teleparalelismo linearizado apresentar

simetria de dualidade, como acontece na Relatividade Geral linearizada, é necessário

considerar este novo operador dual ao invés do dual usual. Esta é uma característica

importante da teoria, e que mostra a consistência da nova de�nição de dual de Hodge.

Como continuação deste trabalho, a formulação do Teleparalelismo mais apro-
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priada a ser considerada numa possível generalização do grupo de simetria local,

de Poincaré para de Sitter, é a baseada na gauge�cação do grupo de Poincaré e na

redução do grupo de estrutura para o grupo de Lorentz, que leva a uma geome-

tria de Riemann�Cartan para o espaço�tempo.∗ A de�nição do novo operador dual

aqui apresentada é um passo importante no sentido de determinarmos a dinâmica

desta teoria de maneira consistente e compatível com os resultados experimentais

já obtidos, no limite de validade da Relatividade Geral e conseqüentemente do Te-

leparalelismo.

∗Como as translações do grupo de de Sitter não formam um grupo, não é possível construir

uma formulação não-covariante, nos moldes da aqui apresentada, para uma teoria gravitacional

baseada neste grupo de simetria local.



Apêndice A

Decomposição irredutível da torção

A torção se escreve, em termos de suas componentes irredutíveis sobre o grupo de

Lorentz [26], como

Tλµν =
2

3
(tλµν − tλνµ) +

1

3
(gλµvν − gλνvµ) + ελµνρa

ρ, (A.1)

onde

vµ = T ν
νµ (A.2)

e

aµ =
1

6
εµνρσTνρσ (A.3)

são respectivamente chamadas de parte vetorial e axial, e

tλµν =
1

2
(Tλµν + Tµλν) +

1

6
(gνλvµ + gνµvλ)−

1

3
gλµvν (A.4)

é a parte puramente tensorial da torção, ou seja, cuja parte tensorial e axial são

nulas. Seja o dual da torção de�nido por

?Tα
ρσ = hεµνρσ

(
aTαµν + bT µαν + cgανT θµ

θ

)
. (A.5)

Em termos da decomposição (A.1), ele se escreve

?Tα
ρσ = hεµνρσ

[
1

3
(2a+ b)(tαµν − tανµ) +

(a
3

+
b

6
+
c

2

)
(gαµvν − gανvµ)

+(a− b)εαµνλaλ

]
(A.6)
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As componentes irredutíveis do dual da torção são

?vσ = ?T λ
λσ

= hεµνλσ(aT λµν + bT µλν + cgλνT θµ
θ)

= hελµνσ(a− b)T λµν

= −6h(a− b)aσ, (A.7)

?aµ =
1

6
εµνρσ ? Tνρσ

=
h

6
εµνρσεαβρσ

(
aTν

αβ + bTα
ν
β + cδρ

νT
θα

θ

)
=

1

3h
(2a+ b+ 3c)vµ, (A.8)

e

?tλµν =
1

2
(?Tλµν + ?Tµλν) +

1

6
(gνλ ? vµ + gνµ ? vλ)−

1

3
gλµ ? vν

=
h

2
[εµνρσ(aTλ

ρσ + bT ρ
λ

σ + cδσ
λT

θρ
θ) + ελνρσ(aTµ

ρσ + bT ρ
µ

σ + cδσ
µT

θρ
θ)] +

−h(a− b)(gνλaµ + gνµaλ) + 2h(a− b)gλµaν . (A.9)

Calculando agora o dual do dual destas componentes, temos

? ? vσ = −6h(a− b) ? aσ

= −2(a− b)(2a+ b+ 3c)vσ, (A.10)

? ? aµ =
1

3h
(2a+ b+ 3c) ? vµ

= −2(a− b)(2a+ b+ 3c)aµ (A.11)

e

? ? tλµν =
1

2
(? ? Tλµν + ? ? Tµλν) +

1

6
(gνλ ? ?vµ + gνµ ? ?vλ)

−1

3
gλµ ? ?vν . (A.12)

Impondo a condição

? ? T ρ
µν = −T ρ

µν , (A.13)

obtemos as seguintes condições para os parâmetros livres na de�nição do dual

4a2 + 2ac+ 2ab− 2bc = 1 (A.14)

b2 + 2ab+ 2bc− 2ac = 0.. (A.15)
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A imposição (A.13) implica também que ??vµ = −vµ, ??aµ = −aµ e ??tλµν = −tλµν ,

e para tanto é necessário que

2(a− b)(2a+ b+ 3c) = 1. (A.16)

Ora, o lado esquerdo desta equação é simplesmente

2(a− b)(2a+ b+ 3c) = (4a2 + 2ac+ 2ab− 2bc)− 2(b2 + 2ab+ 2bc− 2ac), (A.17)

e utilizando as equações (A.14) e (A.15), a condição (A.16) é também satisfeita.

Logo, não surgem condições extras a serem impostas aos parâmetros a, b e c ao se

considerar o dual da torção em termos das suas componentes irredutíveis.

Entretanto, somando (A.14) com (A.15), obtemos que

2a+ b = ±1. (A.18)

Escolhendo 2a+ b = 1, podemos escrever (A.6) como

?Tα
ρσ = εµνρσ

[
1

3
(tαµν − tανµ) + α(gαµvν − gανvµ) + βεαµνλaλ

]
, (A.19)

onde α = c
2
+ 1

6
e β = 3a−1 são duas novas constantes. Vemos então que, em termos

da decomposição irredutível da torção, bastam duas constantes para se de�nir este

novo operador dual. Escolhendo 2a + b = −1, poderíamos proceder da mesma

maneira e expressar (A.19) em função de duas novas constantes.



Apêndice B

Cálculos sobre o novo operador de

Hodge

B.1 Torção

A de�nição mais geral de dual da torção é dada por

?Tα
µν =

√
|g|εµνρσ(aTαρσ + bT ρασ + cgασT ρ), (B.1)

onde T ρ = T σρ
σ. Como εµνρσ é anti-simétrico nos seus dois últimos índices, o termo

entre parênteses contribui apenas com a parte anti-simétrica nestes índices. Por

simplicidade, não é necessário explicitar esta anti-simetria.

Tomando o dual de (B.1), obtemos

? ? Tα
γλ =

√
|g|εγλµν(a ? T

αµν + b ? T µαν + cgαν ? T µ), (B.2)

onde ?T µ = ?T σµ
σ. Explicitamente, (B.2) se escreve

? ? Tα
γλ =

√
|g|εγλµνg

µµ′
gνν′

gρρ′
gσσ′

εµ′ν′ρ′σ′(a2Tα
ρσ + abTρ

α
σ + acδα

σTρ)

+
√
|g|εγλµνg

αα′
gνν′

gρρ′
gσσ′

εα′ν′ρ′σ′(b2Tρ
µ

σ + abT µ
ρσ + bcδµ

σTρ)

+
√
|g|εγλµ

αgµµ′
gθθ′

gρρ′
gσσ′

εµ′θ′ρ′σ′(c2gσθTρ + acTθρσ + bcTρθσ) (B.3)

Usando a o fato de que

gµµ′
gθθ′

gρρ′
gσσ′

εµ′θ′ρ′σ′ =
1

g
εµθρσ, (B.4)

a identidade

εγλµνε
βρσν =

1

g
(δβ

γδ
ρ
λδ

σ
µ − δβ

λδ
ρ
γδ

σ
µ + δβ

λδ
ρ
µδ

σ
γ

−δβ
µδ

ρ
λδ

σ
γ + δβ

µδ
ρ
γδ

σ
λ − δβ

γδ
ρ
µδ

σ
λ), (B.5)
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e lembrando que |g|/g = −1, podemos escrever (B.3) como

? ? Tα
γλ = −(4a2 + 2ac+ 2ab− 2bc)Tα

γλ

−(b2 + 2ab− 2ac+ 2bc)(Tγ
α

λ − Tλ
α

γ)

−(−b2 − 2ab+ 2ac− 2bc)(δα
λTγ − δα

γTλ). (B.6)

Note que os termos das duas últimas linhas apresentam a mesma combinação dos

parâmetros a, b e c, a menos de um sinal global. A imposição

? ? Tα
γλ = −Tα

γλ (B.7)

leva ao sistema de equações

4a2 + 2ac+ 2ab− 2bc = 1 (B.8)

b2 + 2ab− 2ac+ 2bc = 0. (B.9)

B.2 Curvatura

A de�nição mais geral de dual do tensor de curvatura é dada por

?Rαβ
µν =

√
|g|εµνρσ[aRαβρσ + b(Rαρβσ −Rβρασ)

+c(gαρRβσ − gβρRασ) + dgαρgβσR] (B.10)

onde Rαρ = δσ
βR

αβ
ρσ e R = gαρR

αρ. Note que esta de�nição é claramente anti-

simétrica nos índices α e β, o que é necessário já que R é uma 2-forma a valores na

álgebra de Lorentz. O tensor de Ricci dual se escreve

?Rαβ =
√
|g|εβλρσ

[
aRα

λρσ + b(Rα
ρλσ −Rλρ

α
σ) + cδα

ρRλσ

]
(B.11)

e a curvatura escalar dual

?R =
√
|g|(a− 2b)εαβγλR

αβγλ. (B.12)

O dual do dual da curvatura se escreve

? ? Rαβ
γλ =

√
|g|εγλµν [a ? R

αβρσ + b(?Rαρβσ − ?Rβρασ)

+c(gαρ ? Rβσ − gβρ ? Rασ) + dgαρgβσ ? R]. (B.13)
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Para dividir o cálculo em etapas, identi�caremos cada termo desta expressão como

se segue

Termo I = a
√
|g|εγλµν ? R

αβρσ (B.14)

Termo II = b
√
|g|εγλµν(?R

αρβσ − ?Rβρασ) (B.15)

Termo III = c
√
|g|εγλµν(g

αρ ? Rβσ − gβρ ? Rασ) (B.16)

Termo IV = d
√
|g|εγλµνg

αρgβσ ? R (B.17)

Termo I

Usando o fato que |g|/g = −1 e a identidade

εγλµνε
µνρσ =

2

g
(δρ

γδ
σ
λ − δρ

λδ
σ
γ ), (B.18)

chegamos a

a
√
|g|εγλµν ? R

αβµν = −4a2Rαβ
γλ − 2abGα

γ
β

λ − 2acTα
γ

β
λ − 2adSα

γ
β

λ, (B.19)

onde de�nimos os seguintes tensores

Gα
γ

β
λ = Rα

γ
β

λ −Rα
λ

β
γ +Rβ

λ
α

γ −Rβ
γ

α
λ, (B.20)

Tα
γ

β
λ = δα

γR
β

λ − δα
λR

β
γ + δβ

λR
α

γ − δβ
γR

α
λ, (B.21)

e

Sα
γ

β
λ =

(
δα

γδ
β

λ − δα
λδ

β
γ

)
R (B.22)

Termo II

Este termo é dado por {
b
√
|g|εγλµν ? R

αµβν
}
− {α↔ β} . (B.23)

Desta expressão surgem termos proporcionais a ba, b2, bc e bd. Primeiramente

calcularemos cada um destes termos contidos no primeiro termo entre chaves da

expressão acima, e em seguida subtrairemos o mesmo termo com os índices α e β

trocados para encontrar a expressão total.
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Termo ab

Usando a identidade (B.5), o termo entre as primeiras chaves proporcional a ba é

dado por

−2ab
(
δβ

γR
α

λ − δβ
λR

α
γ

)
− ab

(
Rαβ

γλ −Rαβ
λγ

)
. (B.24)

Fazendo a troca α↔ β, o termo total se escreve então

termo ab = −4abRαβ
γλ + 2abTα

γ
β

λ. (B.25)

Termo b2

O termo proporcional a b2 é

b2|g|εγλµνε
βνρσ (Rα

ρ
µ

σ −Rµ
ρ
α

σ) = −b2(−δβ
λR

α
γ −Rα

λ
β

γ +Rα
γ

β
λ + δβ

γR
α

λ

+δβ
γRλ

α +Rβ
λ

α
γ −Rβ

γ
α

λ − δβ
λRγ

α), (B.26)

e fazendo a troca α↔ β, o termo total se escreve então

termo b2 = −2b2Gα
γ

β
λ + b2Tα

γ
β

λ + b2Tγ
α

λ
β, (B.27)

onde

Tγ
α

λ
β = δα

γRλ
β − δα

λRγ
β + δβ

λRγ
α − δβ

γRλ
α. (B.28)

Note que quando a torção é nula, Rαβ = Rβα e Tα
γ

β
λ = Tγ

α
λ

β.

Termo bc

O termo proporcional a bc é

bc|g|εγλµνε
βνρσ (δα

ρR
µ

σ − δµ
ρR

α
σ) = bcSα

γ
β

λ − bcTα
γ

β
λ +

−2bc
(
δβ

γR
α

λ − δβ
λR

α
γ

)
, (B.29)

e fazendo a troca α↔ β, o termo total se escreve então

termo bc = 2bcSα
γ

β
λ (B.30)

Termo bd

O termo proporcional a bd é

bd|g|εγλµνε
βνρσδα

ρδ
µ

σR = 2bdSα
γ

β
λ (B.31)

e fazendo a troca α↔ β, o termo total se escreve então

termo bd = 4bdSα
γ

β
λ (B.32)
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Termo III

Este termo é dado por {
c
√
|g|εγλµνg

αµ ? Rβν
}
− {α↔ β} . (B.33)

Usando (B.11), este termo se reescreve como{
c|g|gαµεγλµνε

νδρσ
[
aRβ

δρσ + b(Rβ
ρδσ −Rδρ

β
σ) + cδβ

ρRδσ

]}
− {α↔ β} . (B.34)

Termo ca

O termo proporcional a ca do primeiro termo entre chaves é dado por

ca|g|gαµεγλµνε
νδρσRβ

δρσ = −2ac
(
Rαβ

γλ +Rβ
γ

α
λ −Rβ

λ
α

γ

)
, (B.35)

e fazendo a troca α↔ β obtemos que o termo total vale

termo ca = −4acRαβ
γλ + 2acGα

γ
β

λ. (B.36)

Termo cb

O termo proporcional a cb do primeiro termo entre chaves é dado por

cb|g|gαµεγλµνε
νδρσ

(
Rβ

ρδσ −Rδρ
β

σ

)
= 2cbRαβ

γλ + 2cbRγλ
αβ − 2cbGα

γ
β

λ, (B.37)

e fazendo a troca α↔ β obtemos que o termo total vale

termo cb = 4cbRαβ
γλ + 4cbRγλ

αβ − 4cbGα
γ

β
λ. (B.38)

Note que quando não há torção, Rγλ
αβ = Rαβ

γλ.

Termo c2

O termo proporcional a c2 do primeiro termo entre chaves é dado por

c2|g|gαµεγλµνε
νδρσδβ

ρRδσ = c2(δβ
λRγ

α − δβ
γRλ

α + gαβRλγ

−δβ
λR

α
γ + δβ

γR
α

λ − gαβRγλ), (B.39)

e fazendo a troca α↔ β obtemos que o termo total vale

termo c2 = c2Tγ
α

λ
β − c2Tα

γ
β

λ. (B.40)

Note que aqui o sinal relativo entre os dois tensores T é negativo, ao contrário do

cálculo do termo b2.
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Termo IV

Este termo é dado por

d
√
|g|gαρgβσεγλµν ? R. (B.41)

Usando (B.12), obtemos

d
√
|g|gαρgβσεγλµν ? R = d(a− 2b)|g|εγλ

αβενδρσR
νδρσ. (B.42)

Agrupando os resultados obtidos, o dual do dual do tensor de curvatura se escreve

? ? Rαβ
γλ = +Rαβ

γλ(−4a2 − 4ab− 4ac+ 4cb)

+Rγλ
αβ(+4cb)

+Gα
γ

β
λ(−2ab− 2b2 + 2ac− 4cb)

+Tα
γ

β
λ(−2ac+ 2ab+ b2 − c2) (B.43)

+Tγ
α

λ
β(+b2 + c2)

+Sα
γ

β
λ(−2ad+ 2bc+ 4bd)

+|g|εγλ
αβενδρσR

νδρσd(a− 2b)

Impondo a relação

? ? Rαβ
γλ = −Rαβ

γλ (B.44)

em (B.43), obtemos o seguinte sistema

−4a′2 − 4a′b′ − 4a′c′ + 4c′b′ = −1

4c′b′ = 0

−2a′b′ − 2b′2 + 2a′c′ − 4c′b′ = 0

−2a′c′ + 2a′b′ + b′2 − c′2 = 0 (B.45)

b′2 + c′2 = 0

−2a′d′ + 2b′c′ + 4b′d′ = 0

d′(a′ − 2b′) = 0.



Apêndice C

Cálculo da equação de campo

teleparalela

Nesta seção, iremos derivar a versão teleparalela da equação de campo gravitacional,

que foi utilizada no Capítulo 3. Assumiremos que estamos trabalhando num frame

qualquer, onde
•
A 6= 0. Neste caso, a torção assume a forma

•
T

a
νµ = ∂νh

a
µ − ∂µh

a
ν +

•
A

a
eνh

e
µ −

•
A

a
eµh

e
ν . (C.1)

A lagrangiana quadrática na torção, em função de três parâmetros arbitrários, é

dada por (3.21)

•
L =

h

2k

(
a

•
T

ρ
µν

•
T ρ

µν + b
•
T

ρ
µν

•
T

νµ
ρ + c

•
T

ρ
µρ

•
T

νµ
ν

)
, (C.2)

onde k = 8πG/c4. A equação de movimento é obtida variando-a com respeito ao

campo de gauge Ba
µ ou, equivalentemente, aos coe�cientes da tetrada ha

µ, o que

nos leva a

∂σ(h
•
S a

ρσ)− k (h
•
a

ρ) = 0, (C.3)

onde
•
S a

ρσ = −
•
S a

σρ ≡ − k

h

∂
•
L

∂(∂σha
ρ)

(C.4)

é o chamado superpotencial, e

•
a

ρ ≡ − 1

h

∂
•
L

∂ha
ρ

(C.5)

é o a corrente energia�momento total. A equação (C.3) é a chamada forma potencial

da equação de movimento. Nas próximas seções, encontraremos as formas explícitas

de
•
S a

ρσ e
•
a

ρ.
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C.1 O superpotencial

Derivando o primeiro termo de (C.2) com respeito a ∂σh
a
ρ, obtemos

a
∂

∂ (∂σha
ρ)

( •
T λµν

•
T

λµν
)

= 2a
•
T b

µν ∂
•
T b

µν

∂ (∂σha
ρ)

= 2a
•
T b

µνδb
a

(
δσ
µδ

ρ
ν − δσ

ν δ
ρ
µ

)
= 2a

•
T a

σρ − 2a
•
T a

ρσ

= 4a
•
T a

σρ. (C.6)

Procedendo da mesma maneira com o segundo termo de (C.2) chegamos a

b
∂

∂ (∂σha
ρ)

( •
T ρµν

•
T

µρν
)

= b
∂

•
T c

µν

∂ (∂σha
ρ)

•
T

νµ
c + b

•
T

c
µν

∂
•
T νµ

c

∂ (∂σha
ρ)

= b δc
a

(
δσ
µδ

ρ
ν − δσ

ν δ
ρ
µ

) •
T

νµ
c

+b
•
T

c
µν

∂

∂ (∂σha
ρ)

(
hc

βhb
νgµα

•
T

b
αβ

)
= b

•
T

ρσ
a − b

•
T

σρ
a + b

•
T

βα
b
∂

•
T b

αβ

∂ (∂σha
ρ)

= 2b
•
T

ρσ
a + b

•
T

βα
b δ

b
a

(
δσ
αδ

ρ
β − δσ

βδ
ρ
α

)
= 2b

•
T

ρσ
a + b

•
T

ρσ
a − b

•
T

σρ
a

= 2b
•
T

ρσ
a − 2b

•
T

σρ
a, (C.7)

onde usamos o fato de quem nem a métrica nem a tetrada dependem de ∂σh
a
ρ. A

derivada do último termo da lagrangiana é

c
∂

∂ (∂σha
ρ)

( •
T

ν
µν

•
T

λµ
λ

)
= 2c

•
T

νµ
ν
∂

•
T λ

µλ

∂ (∂σha
ρ)

= 2c
•
T

νµ
ν hb

λ ∂
•
T b

µλ

∂ (∂σha
ρ)

= 2c
•
T

νµ
ν hb

λ δb
a

(
δσ
µδ

ρ
λ − δσ

λδ
ρ
µ

)
= 2c

•
T

νσ
ν ha

ρ − 2c
•
T

νρ
ν ha

σ. (C.8)

Combinando estes resultados, o superpotencial (C.4) é �nalmente dado por

•
S a

ρσ = −k
h

∂L
∂ (∂σha

ρ)

= 2a
•
T a

ρσ + b
•
T

σρ
a − b

•
T

ρσ
a + c

•
T

νρ
νha

σ − c
•
T

νσ
νha

ρ, (C.9)
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que é igual à de�nição (3.7).

C.2 A corrente energia�momento total

Derivando (C.2) com respeito a ha
ρ, obtemos

∂
•
L

∂ha
ρ

=
h

2k

(
a
∂

•
T c

µν

∂ha
ρ

•
T c

µν + a
•
T

c
µν
∂

•
T c

µν

∂ha
ρ

+ b
•
T

c
µν
∂

•
T νµ

c

∂ha
ρ

+ b
∂

•
T c

µν

∂ha
ρ

•
T

νµ
c

+c
•
T λµ

λ∂
•
T νµ

ν

∂ha
ρ

+ c
∂

•
T λµ

λ

∂ha
ρ

•
T

νµ
ν

)
+ ha

ρ
•
L, (C.10)

onde usamos o fato que
∂h

∂ha
ρ

= ha
ρ h. (C.11)

Antes de calcular as derivadas que aparecem em (C.10), citaremos algumas pro-

priedades que podem ser facilmente demonstradas:

∂hc
ν

∂ha
ρ

= −ha
νhc

ρ, (C.12)

e
∂gµν

∂hc
ρ

= −gρνhc
µ − gρµhc

ν . (C.13)

Agora, da de�nição (C.1), a primeira derivada que aparece em (C.10) pode ser

calculada trivialmente,

∂
•
T c

µν

∂ha
ρ

=
•
A

c
aµ δ

ρ
ν −

•
A

c
aν δ

ρ
µ. (C.14)

O segundo tipo de termos que aparece em (C.10) é dado por

∂
•
T c

µν

∂ha
ρ

= ηcb
∂

∂ha
ρ

(
gµαgνβ

•
T

b
αβ

)
=

(
∂gµα

∂ha
ρ

gνβ + gµα∂g
νβ

∂ha
ρ

)
•
T cαβ + ηcb g

µαgνβ ∂
•
T b

αβ

∂ha
ρ

=
(
−gνβgαρha

µ − gνβgµρha
α − gµαgνρha

β − gµαgβρha
ν
) •
T cαβ

+ ηcb g
µαgνβ

( •
A

b
aαδ

ρ
β −

•
A

b
aβδ

ρ
α

)
= −ha

µ
•
T c

ρν − gµρ
•
T ca

ν − gνρ
•
T c

µ
a − ha

ν
•
T c

µρ

+ ηcb g
µαgνρ

•
A

b
aα − ηcb g

µρgνβ
•
A

b
aβ. (C.15)
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O terceiro tipo de termos é dado por

∂
•
T νµ

c

∂ha
ρ

= ηcb
∂

∂ha
ρ

(
hb

σ

•
T

νµσ
)

= ηcb δ
b
a δ

ρ
σ

•
T

νµσ + ηcb h
b
σ
∂

•
T νµσ

∂ha
ρ

= ηca

•
T

νµρ + ηcb h
b
σ
∂

•
T νµσ

∂ha
ρ

, (C.16)

onde

∂
•
T νµσ

∂ha
ρ

=
∂

∂ha
ρ

(
ηbchb

ν
•
T c

µσ
)

= −ηbcha
νhb

ρ
•
T c

µσ + ηbchb
ν ∂

•
T c

µσ

∂ha
ρ

= −ha
ν
•
T

ρµσ − ηbchb
ν
(
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µ
•
T c
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•
T ca

σ + gσρ
•
T c

µ
a + ha

σ
•
T c

µρ
)

+ηbchb
νηcd g

µαgσρ
•
A

d
aα − ηbchb

νηcd g
µρgσβ

•
A

d
aβ

= −ha
ν
•
T

ρµσ − ha
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•
T

νρσ − gµρ
•
T

ν
a
σ − gσρ

•
T
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a − ha

σ
•
T

νµρ

+hb
νgµαgσρ

•
A

b
aα − hb

νgµρgσβ
•
A

b
aβ. (C.17)

Com a ajuda de (C.17), podemos calcular o quarto tipo de termos de (C.10)

∂
•
T νµ

ν

∂ha
ρ

=
∂

∂ha
ρ

(
gνσ

•
T

νµσ
)

=
∂gνσ

∂ha
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•
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•
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= (ηac h
c
σ δ

ρ
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c
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ρ
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ν
a
σ

−gσρ
•
T

νµ
a − ha

σ
•
T

νµρ + hb
νgµαgσρ
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A
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A
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•
T
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µ
•
T
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ν − gµρ

•
T

ν
aν + hb

ρgµν
•
A

b
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•
A

b
aν . (C.18)

Finalmente, o quinto e último tipo de termos de (C.10) é dado por

∂
•
T λµ

λ

∂ha
ρ

=
∂

∂ha
ρ

(
hc

λ
•
T

c
µλ

)
= −ha

λhc
ρ
•
T
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λ(
•
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aµδ

ρ
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•
A

c
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ρ
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= = −
•
T

ρ
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ρ
•
A

c
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λ
•
A

c
aλδ

ρ
µ. (C.19)
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Considerando todos os resultados acima, (C.10) é dado, depois de algumas manip-

ulações algébricas, por

∂
•
L

∂ha
ρ

=
h

k
hc

σ
•
T

c
νa

(
2a

•
T σ

ρν + b
•
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T
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T
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•
T

ρ
c
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ρ
•
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νλ − c hc
ν
•
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+ ha
ρ
•
L

=
h

k
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σ
•
T

c
νa

•
S σ

ρν +
h

k

•
A

c
aν

•
S c

νρ + ha
ρ
•
L, (C.20)

e a corrente (C.5) é �nalmente dada por

•
a

ρ =
1

k
hc

σ
•
T

c
νa

•
S σ

νρ − 1

k
Ac

aν

•
S c

νρ − ha
ρ

h

•
L. (C.21)
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