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Resumo

Nesta dissertacio, faz-se um estudo da abordagem de Julian Schwinger a Mecénica
Quantica partindo da sua fundamentacéo na algebra da medida que é uma caracterizacéo
cinematica da teoria; passando pela estruturacio do Principio Variacional por meio
do estudo das fungoes de transformacéao e, concluindo, com o Principio Variacional de

Schwinger para Trajetorias Temporalmente Fechadas.

Mostra-se a utilidade do Principio Variacional para o calculo das amplitudes de
transicdo em Mecénica Quantica por meio da derivaciao das amplitudes de transicdo
para sistemas simples. Além disso, deriva-se uma amplitude de transicdo generali-
zada para o caso do oscilador harmoénico com freqiiéncia dependente do tempo, in-
cluindo a introducéo de um ansatz que permite o estudo deste sistema no caso em

que a freqiiéncia tem um comportamento nio adiabatico.

Apresentam-se algumas aplicacées do Principio Variacional de Schwinger para
Trajetorias Temporalmente Fechadas estudando um oscilador harmonico interagen-
te com dois tipos de sistemas externos: o primeiro, é uma forca externa que varia
arbitrariamente no tempo e o segundo é um sistema que, pela sua magnitude, néo
é afetado pelo oscilador e portanto é considerado classico; este ultimo exemplo tem

aplicacdo no estudo do movimento browniano em nivel quantico.

Palavras Chaves: Principio de Schwinger; Trajetorias Temporalmente Fechadas,

Areas do conhecimento: Mecanica Quantica; Teoria Quantica de Campos; Teoria

de Campos a Temperatura Finita.
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Abstract

We make a study of the Julian Schwinger’s approach to Quantum Mechanics;
starting from its fundations on the algebra of measurement, which is a kinematic
characterization of the theory; proceeding with the structure of the Variational Prin-
ciple by means of the study of the transformation functions; and concluding with the

Schwinger Variational Principle for Closed Path Time.

We demonstrate the usefulness of the Variational Principle for the calculation of
transition amplitudes in Quantum Mechanics through the derivation of transforma-
tion functions for simple systems. In addition, we derive a generalized transforma-
tion functions in the case of a harmonic oscillator with time dependent frequency,
including the introduction of an ansatz that allows the study of this system when the

frequency exhibits a non-adiabatic behaviour.

We present some applications of the Close Path Time Variational Principle to the
study of a harmonic oscillator interacting with two types of external systems: the first
one, is an arbitrary external force and the second one is a macroscopic system that
could be considered classical due to its magnitude, and hence it cannot be affected by
the oscillator; the last one example has application in the study of Brownian motion

at quantum level.
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Introducao

A formulagao desenvolvida por Julian Seymour Schwinger para a derivagdo das
fungbes de transformacdo em Mecéanica Quéntica provém de uma longa trajetoria
a partir da analise alternativa dos processos de medida associados a cinematica
da Mecanica Quéantica, até a formulacdo do Principio Variacional que caracteriza a
dinamica dos processos envolvidos. Schwinger foi fortemente influenciado pelos tra-
balhos de I.I. Rabi entre 1931 e 1939 [1], através dos experimentos sobre a interacédo

de feixes de nicleos atomicos ou moléculas com campos magnéticos [2].

A orientacdo a aplicacdo de técnicas variacionais para a solugdo de problemas
em Mecéanica Quantica e Eletrodinamica Classica, e depois Eletrodindmica Quantica,
provém de seu trabalho no ano 1945 [2] que esteve fundamentalmente orientado para
aplicacoes de radar, cavidades de microondas e radiacéo sincrotron. Assim, Schwin-
ger comecou seu estudo sobre a estrutura da matéria; e em 1950 deu seus primeiros
passos em direcdo a sua reformulacao da Teoria Quéantica de Campos, baseando-se

em seu Principio Variacional.

Mais tarde, no ano de 1955 [3], Schwinger exp0s sua idéia sobre a construcio
de um algebra partindo dos resultados dos processos para a obtencdo de informacéo
realizadas sobre um sistema quéantico. Neste ponto, Schwinger comecou pela revisao
da teoria cinematica dos processos de medi¢cdo em Mecanica Quéantica, cuja motivacéo
dada por Rabi intervém com a idéia do comportamento de particulas com spin e o fato
delas poderem ser separadas por essa caracteristica em um experimento tipo Stern-
Gerlach (S.G.).

Nos experimentos mentais de Schwinger, havia varios arranjos experimentais do
tipo S.G., mas cada um deles possuia a propriedade de fazer a escolha de uma carac-
teristica genérica do sistema, precisando somente dos resultados das medidas para a
caracterizacéo dos sistemas quanticos imaginando que toda a Mecanica Quéntica po-
deria ser derivada de fatos experimentais. Assim, o sistema era dividido em sistemas

menores, todos estes com uma caracteristica em principio bem definida.

No capitulo I, veremos como o arcabougo originado pelos experimentos mentais,
permitiu compreender a estrutura matematica que rege os processos quanticos no

ato de medida; assim, partindo da abstracédo de tais processos e de como se da sua



incidéncia sobre o sistema, se mostra a importancia da historia na construcédo do
mesmo. Desta forma, a andlise das medidas consecutivas realizadas sobre um sis-
tema ajuda a compreender como ele poderia ser preparado e, igualmente, como este
poderia ser caracterizado. Levando ao final, a uma importante relacdo entre os
processos de medida e os fatos de escolha que séo refletidos na interpretacdo es-
tatistica das funcées de transformacdo. Assim, posteriormente, veremos como a
caracterizacdo de um sistema por meio de dois observaveis, ndo necessariamente
compativeis, pode se tornar equivalente com o uso de funcdes de transformacéo e
com um tipo especial de transformacdo chamada de unitaria, que busca fundamen-
talmente preservar a informacédo que se possui do sistema, como a probabilidade ou a
norma de um vetor que represente um estado em um espaco de Hilbert, assim, o es-
tudo deste tipo de transformacoes permite ir além do estudo da cinematica quéntica

para o estudo da dindmica dos processos envolvidos.

Na caracterizacéo de um sistema por meio das medi¢des de um observavel, asso-
ciamos um espaco vetorial complexo (espago de Hilbert), normado, com uma estrutura
de medida bem definida. O conjunto de estados que constituem o espaco vetorial é
uma base para se escrever qualquer estado possivel do sistema. Desta forma, se ca-
racterizarmos o sistema por dois conjuntos de observaveis, ndo necessariamente com-
pativeis, podemos expressar os estados resultantes de uma caracterizagcio como uma
superposicdo de estados da outra e desta maneira, podera existir uma transformacao
necessariamente unitaria entre os espacos vetoriais associados a cada caracterizacéao
para preservar a norma e outras caracteristicas geométricas do espago. Conseqiien-
temente, as funcoes de transformacéo terdo grande importancia na construcéo destas

transformacoes, podendo ser construida toda a caracterizacédo cinematica da teoria.

O estudo da evolucgdo temporal de um sistema quantico, que pertence a caracteri-
zacdo dinamica da teoria, pode ser vista de um inimeras formas, e sempre obedecera
ao estudo da evolucgao dos estados ou dos observaveis. Assim, as func¢oes de trans-
formacao também terdo um papel fundamental nesta analise, agora transformando
entre caracterizacoes do mesmo sistema, mas que mudam no tempo. No capitulo II,
veremos como em analogia com um sistema classico e de uma maneira quase geral,
podemos ver que a evolucédo do sistema pode ser dada inteiramente por um conjunto
de variaveis todas dependendo do mesmo parametro e que para o caso quantico serao
operadores e, nelas esta depositada toda a informacdo necessaria para o estudo da

evolucdo do sistema.

Em geral, na Mecanica Quéntica a evolucdo temporal de um sistema é dada
pelo operador hamiltoniano e foi esta formulac¢édo e suas analogias com a Mecanica

Classica, que permitiram fundamentar a Teoria Quantica em seu inicio. Contudo,



uma formulacéo lagrangiana da Mecanica Quantica permitiria estender tal formulacéo
aos conceitos relativistas de uma forma mais direta; esta foi realizada por Dirac pela
primeira vez em [4], a construcdo de tal formalismo abriu o caminho para os for-
malismos de Feynman [5] e o Principio Variacional de Schwinger [6]. Schwinger
propde uma caracterizacdo funcional das func¢ées de transformacéo relacionado as
suas variacdoes com as variacoes de um operador para assim encontrar sua forma
final.

O operador aqui envolvido é um operador de acdo quantico,

. tr . .
Sonn = [ E(a0).d (e e,

ti

onde L ((j (t), q (t); t) é definida como o Lagrangiana quantica do sistema; as variacoes

t1 T
+ / dt 51: 604,
to 6q

onde podemos ver que a caracteristica principal deste Principio Variacional de Schwin-

de Sy, +, serdo

A t o d (Ji (t) 5t) of .
5St0,t1 = dt (50L + T = ?50q + L (t) ot
to q

t1

to

ger, é que a diferenca do formalismo de Mecanica Classica em que S nao é esta-
cionaria e §S # 0, desta forma obtemos

t1

t1

)
to

— (ﬁaq _ ﬁat)

. oL .
551}0’151 = (aqdoq + L (t) (St)

to

estes termos na fronteira seréo os que originam as variacoes das fungées de transfor-

macdo. Assim, teremos que

statebiia)) = itattls | [ L (a0 0:¢)at] oo &

ti

= i(a(t1)[dSk.01b(t0))-

Um dos pontos mais importantes no formalismo é a integracdo da expressao anterior,
ja que para isto, precisamos ordenar temporalmente o operador de acédo de tal forma
que possa ser analisado o valor em cada um dos estados. Mas somente podemos
fazer isto se o operador de acédo puder ser ordenado de uma forma clara. Para tal

caso, teremos na sua forma bem ordenada*
T |:St07t1i| = Wio 1

e assim, obteremos

*Aqui a notagdo T [S} , implica o ordenamento temporal na a¢édo dos operadores envolvidos na forma

funcional de S.
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6{a(t1)]b(to)) = i0W, 1, (a(t1)[[b(t0)),

fazendo com que a funcéo de transformacéo! possa se mostrar como

(a(t1)[blto)) = e# Wi,

No capitulo II também sera utilizado o Principio Variacional para derivar as
funcbes de transformacgéo para alguns sistemas simples, analisando algumas apli-
cacoes para o estudo de sistemas como o oscilador harmoénico com freqiiéncia de-
pendente do tempo, no caso que ndo ha um comportamento adiabatico. E proposta
uma forma geral para a funcéo de transformacédo dependendo de forma implicita das
solucbes da equacdo classica do sistema, recuperando as formas dos propagadores
convencionalmente conhecidos. Em seguida, é proposto um ansatz para a solugéo ge-
ral onde se evidencia a possibilidade de tratar sistemas onde a freqiiéncia s6 precisa

ter a sua primeira derivada continua, que evidencia a ndo adiabaticidade do processo.

No capitulo III, voltamos nossa atencédo a modificacdo do Principio Variacional
de Schwinger que permite o calculo de valores esperados sem envolver o calculo de
funcoes de transformacao individuais, mas usa de ciclos temporais por meio da sua
formulacéo para trajetérias temporalmente fechadas. Esta modificacdo do Principio
Variacional chamada de Formalismo de Schwinger para Trajetorias Temporalmente
Fechadas, foi introduzida por Schwinger no ano de 1961 [7] e, permite o calculo do
valor esperado de quantidades fisicas dada uma condi¢édo inicial especifica, como
um estado particular do sistema, ou uma mistura térmica de estados. Esta ultima
consideracdo permite o estudo de processos termodinamicos em nivel quantico. Um
dos primeiros avancos nesta direcéo foi a proposta de Matsubara no ano de 1955 [8]
com o formalismo de tempo imaginario que somente consegue tratar sistemas que se
encontram no equilibrio termodindmico, porem o tratamento de sistemas que pode-
riam estar também fora do equilibrio foi desenvolvido primeiro por Schwinger [7] e
mais tarde por Keldysh [9]. Entre outros formalismos para o tratamento de siste-
mas que estéo fora do equilibrio termodindmico se encontra também o formalismo de
Dindmica de Campos Térmicos que foi desenvolvido por Umezawa e colaboradores
[10]. O formalismo de Trajetéria Temporalmente Fechada é usado para tratar uma
infinidade de problemas en Mecanica Estatistica e Matéria Condensada como siste-
mas com spin [11], Supercontuctividade, [12], laser e tunelamento [13], aplicacées
em Eletrodindmica Quéantica [14], Cosmologia [15], algumas aplica¢ées em dispersao

[16]. Todas estas com a vantagem de, além de conseguir tratar problemas a tempe-

tNesta expressao temos posto 5.
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ratura finita, podem caraterizar a reacdo que pode causar a interacdo de um sistema

com um meio externo.

No Formalismo de Schwinger para Trajetorias Temporalmente Fechadas, calcula-

se o valor esperado de algum observavel, tomando a seguinte funcdo de transformacéo

stol to) = ittald | [ {2 (8 0. (0):8) = L (4 @), 050) bt

to
onde os subindices (+) se referem ao sentido dentro da trajetéria temporalmente

fechada. Se os Lagrangianos quanticos sdo considerados como
Li (a(t).d()3t) = Los ((8),4(1):1) + A (OX (a(8),3(1)31) |

onde as funcgées I:O,i (q (t) ,(j(t) ;t) estdo relacionadas com o Lagrangiano quantico
do sistema livre e
X (q (t),q(t) ;t) que pode ser uma funcéo dos operadores que dao a dindmica do sis-

tema acoplados com uma fonte externa \; (), temos que
t1 R
ol o) =6l | [ de 930 - - 0) X 0)] I
to

o que implica que se fizermos a derivacéo funcional do elemento (ty| o), obtemos o va-

lor esperado da funcéo X (cj (1), g (t); t) , como um pequeno exemplo se X ((j (t), q (t); t)

g (t) temos (tol to)
.0z (to| to il
IANOI 20/ 1y t1) [to) ,
¢ 5)\+(t1) < 0|CI( 1)| 0>
da mesma forma que
Ox (to| to) j
ZM = (tol q(t1) [to) -

OA-(t1)

As aplicagées deste formalismo tratadas aqui, sdo o comportamento de uma mis-
tura térmica de estados proprios do oscilador harmonico e o calculo de algumas quan-
tidades relacionadas com a evolucdo temporal do sistema. A seguir, trataremos o
mesmo oscilador, agora interagindo com um sistema externo, grande o suficiente para
ser considerado classico. Desta forma, e com algumas suposi¢ées poderemos conhecer
como seria o comportamento de um oscilador harménico submetido a interacoes que
sdo estocasticas e como este tipo de sistema tem comportamento que pode modelar o

movimento Browniano.

Por dltimo no capitulo IV, faremos nossas conclusdes e consideracgoes finais e
também mostraremos nossas perspectivas no uso do Formalismo de Schwinger para

Trajetorias Temporalmente Fechadas em ética.
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1 A construcao de uma algebra
partindo de uma medida

1.1 A Medida em um Sistema Fisico

Do ponto de vista classico, uma medida tem como idealizacédo que o efeito do apa-
relho de medicéo sobre o sistema fisico de interesse é desprezivel ou que néo o afeta
de uma maneira apreciavel e se isto ocorrer, tal efeito pode ser compensado em uma

forma estatistica ou em uma forma mecéanica [1].

Mas a interagao entre o sistema e o aparelho de medida toma importancia no
momento que considerarmos sistemas microscopicos; nestes casos ndo ha interacio
que possa ser considerada pequena, o sistema pode ser alterado facilmente e o efeito
da medida nédo pode ser compensado por nenhum meio, ja que dada a sensibilidade do
sistema ante qualquer novo procedimento pode afeta-lo e fazer com que os resultados

obtidos néo o representem mais ou sejam imprevisiveis.

Neste primeiro capitulo um dos objetivos sera mostrar a necessidade do estudo
do comportamento cinematico de um sistema microscépico* frente a medida e, pos-
teriormente, a construcido de uma estrutura matematica ao redor desta. Segundo
esta ordem de idéias, podemos observar que a caracterizacdo da resposta de um tal
sistema tal, diante de determinados estimulos como a acdo de medida, é baseada no
fato de que para obter informacéo do sistema temos que fazer uma troca de energia
com ele. Assim, independentemente da sua escala, precisamos introduzir energia no
sistema e depois observar as formas em que ele reage; como, por exemplo, emitindo

algum tipo de radiacao.

Desta forma, a acdo de obtencao de informacéo, a acdo de medida, pode ser sim-
bolizada pela quantidade R, que é a razéo entre a quantidade de energia necessaria
para induzir uma resposta que sera chamada AF,, e a energia total que possui o

sistema E,

*Exemplo: Um feixe de particulas, um ensemble de sistemas, etc.
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Assim, R dara alguma informacéo sobre a forma em que o sistema sera afetado

pela interagdo com um estimulo externo.

Dada a forma da construcéo de R, classicamente o menor valor que pode tomar
é dado para FE; fixo e, AE,,(min) = 0 e, a partir dai com qualquer flutuacéo deste
valor ha uma variacdo da energia no sistema. Disto, podemos dizer que o estado
do sistema pode mudar depois de uma medicédo ja que sua energia vai mudar de
uma maneira apreciavel e, até agora, s6 podemos caracterizar o sistema por este
valor. Dada a quantizacdo da energia, esta proporcédo deve estar relacionada com
a constante de Planck % e néo pode, portanto, existir um valor de AE,, < ah T, de
tal forma que no nivel microscépico nao pode haver nenhuma medida que nao
afete o sistema. Como temos visto, o raciocinio anterior nos fala somente sobre
a producéo de uma mudanca na energia do sistema originada por uma medicdo, e
portanto, o estudo do problema da medida vai ser caracterizar o que ocorre com o
sistema quando estes procedimentos sdo efetuados por meio dos resultados obtidos
na medida. Assim, quantificar de certa forma a incidéncia de uma medida sobre um
sistema microscépico ao estudar os possiveis resultados e as relagoes que eles tém,

sera o objetivo das proximas secoes.

1.2 Simbologia da Medida

Quando medimos alguma caracteristica especifica de um sistema, por exemplo
a quantidade A, podemos em principio obter uma grande quantidade de resultados,
como {a1,as, a4, as, ...}, classificados pela sua grandeza. Chamaremos genericamente
de observavel a quantidade A com que vai se caracterizar o sistema, e ao conjunto
de nimeros E[A] = {a;} com j como indice do conjunto * o espectro de A. Um sistema
pode ser descrito por um ndmero infinito de observaveis, A, B, C, D, E,..., que terao
espectros E[A], E[B], E[C], E[D],... mas cada uma de estas descricdes representara

de maneira unica o sistema.

Suponhamos um feixe de particulas que pode se considerar como um grande en-
semble de sistemas, em que cada um deles pode ter um valor bem definido a;, de A e,

onde cada sistema pode se separar do ensemble [2] por um processo de filtragem tipo

T 6 uma constante que modifica a expresséo para unidades de energia.
#Note se que conjunto dos indices j ou k com j,k C N, é j = {0,1,2, ...,n}, se o espectro for continuo,
esta notacdo deve ser entendida como fazendo referéncia a um intervalo nos ntimeros reais.
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Stern-Gerlach e cada sub-ensemble resultante com valor a, se diz estar no estado a;,

Feixe emergente de

Feixe ingressante de . particulas no qual os
~ |Medida de A | ~~
particulas dtomos tém o valor ay
de A.

Assim, sobre este tipo de processos construiremos a algebra de medida e designa-

remos o simbolo

M,

ko

para os processo basico de medida sobre um sistema microscépico, que representa o
processo por meio do qual é filtrado (separado) o estado do sistema que tem o valor

perfeitamente definido aj, da quantidade A.

As relacdes entre tais simbolos fixam uma série de operacdes que serdo analisa-

das a seguir.

1.3 Relacoes Entre Medidas Sucessivas

A algebra da medida expressa a esséncia dos processos de selecdo e como estes
se relacionam entre si. Assim, a cada medida realizada sobre o sistema é assinalado
um simbolo M,, que representa uma selecdo dos estados com o valor a;, e rejeitar
aqueles que se encontram em um estado diferente. Como foi visto na secdo anterior,
os simbolos séo rotulados pela quantidade que esta sendo medida. Assim, o nimero
de simbolos de medida que temos corresponde ao valor méaximo do conjunto max [j].
As seguintes relacoes sao deduzidas das caracteristicas dadas para os simbolos de
medida, portanto, expressam somente a forma em que estes operam em conjunto.

Dependendo, assim, da forma com que sdo realizadas as medidas, temos que:

1. A soma de dois simbolos de medida
My, + M,,,

corresponde a medicdo executada sobre o sistema que aceita estados que tém
o valor a; ou as sem fazer distingao alguma. E realizada simultaneamente,
sendo que esta medida é menos seletiva e produz sub-ensembles associados aos

subconjuntos de E[A] para este caso em especial. De uma maneira mais geral,
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também é valida para mais simbolos de medida e, além disso, podemos inferir a
associacao
(Ma1 + Ma2) + May = Ma, + (Ma2 + Ma3) .

Com estas propriedades podemos inferir duas implica¢oes fundamentais: a pri-
meira é assinalar um simbolo para o processo de medicdo que deixa passar todos

os estados sem distingdo, o simbolo para este processo sera 1 (Medida Certa)

N
> M, =1, (1.1)
k=0
e a segunda é dada por completude, podendo ser definido o simbolo 0 que signi-
fica que ha um processo que rejeita qualquer estado.

2. Ao produto de dois simbolos de medida
M, Ma,,

corresponde duas filtragens consecutivas, a leitura de tal simbolo é realizada
da direita para esquerda. Ao ser executada a filtragem M,, todos os sistemas
que tém o valor de a, sdo aceitos e os outros sdo rejeitados. Logo, a medida
realizada pelo segundo processo M,, vai rejeitar os sistemas provenientes do
primeiro processo, assim o resultado sera nulo e podera ser caracterizado pelo
simbolo 0. Entretanto, o que acontece quando as = a; é que o processo néo é

mais nulo e, portanto, temos
My, My, = M,,.

Podemos por meio da seguinte quantidade

Soza)={ ;a : (1.2)
2 1

representar os resultados anteriores como

]\4a1]\4a2 = 5(&2, CL1)Ma2.

Pelas relacoes anteriores podemos resumir na tabela 1 as propriedades dos ele-

mentos de medida.

1.3.1 Medicao de Observaveis Compativeis

Dados dois observaveis A; e As eles sdo ditos compativeis se filtrado do sistema

um estado associado ao valor a; de A; uma filtragem posterior de algum valor as
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Operacao Existéncia

1-M,=M,-1=M, Existeelementoidentidade para o produto
0-My,=M,-0=0 Existe elemento nulo para o produto

M, +0=M, Existe elemento identidade para a soma

Tabela 1: Elementos da Algebra de Medida

pertencente ao observavel A; nao altera a informacao adquirida no primeiro estagio
da medicdo. Desta forma, o sistema possuird, com certeza, os valores a; e ao de uma
maneira bem definida e simultdnea. Um simbolo para uma operagéo como esta pode

ser construido da seguinte forma
Ma2a1 = Ma2Ma1 = MalMag- (1.3)

O fato de que as medicoes efetuadas sejam operacées compativeis permite que comu-

tem, logo temos
max]j]

Magal...amax[j] - H Mak- (1.4)
k=1

O maior conjunto de observaveis {A;, Az, A3, A4...} com que pode se caracterizar um
sistema é chamado de maximal, com este conjunto podemos ter o maximo conheci-
mento do sistema, simultdneo com a sua existéncia. Assim, a medida de qualquer
propriedade que nio pertenca ao conjunto, ou que néo possa ser expressa como uma
combinacdo dos elementos deste, vai alterar o estado do sistema mudando o conheci-
mento ganho antes da dltima medicédo. Estes novos simbolos tém as mesmas proprie-

dades dos simbolos M, 5.

A partir da seguinte secdo usaremos uma notacéo de a, para os elementos a; €
E[A] associado ao observavel A, dado que agora trataremos com operacdes genericas

entre os elementos de diferentes conjuntos.

1.3.2 Medicao de Observaveis nao Compativeis

Depois do que foi tratado nas sec¢oes anteriores, podemos tentar descrever algum

evento mais verossimil levando em conta que, para comparar mais diretamente com a

80 delta de Kronecker para uma medida consecutiva de dois conjuntos de observaveis compativeis é
simbolizada por

max]j]

’ i ! ! / ! ! !
0(@102a3040506...Gmax[j], 010203040506 -Omax[j]) = H 1 (ak,ak)
k=1
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realidade os resultados da Mecanica Quantica, temos que estudar os sistemas quando
eles sdo afetados pelas medidas que podem mudar seu estado. Assim, é necessario o

estudo das medicoes de observaveis néo - compativeis.

Dado que podemos descrever o sistema com ndmero infinito de observaveis, te-
mos que se o sistema estiver descrito por um observavel A com espectro E[A], este
também poderia estar bem descrito por alguma outra propriedade B com espectro
E[B] e simbolos de medida associados M;,. Dadas as caracteristicas dos simbolos
de medida, podemos analisar a possibilidade de construir um novo simbolo que re-
presente duas medidas consecutivas de quantidades que pertencam a conjuntos de
observaveis que ndo sio compativeis com a medida representada por M,M,. Esta
seqiéncia de medidas em especial, escolhe sistemas que tém alguma propriedade b
de B e, em seguida sdo medidas no sistema (feixe) emergente aqueles subsistemas
que tenham o valor ¢ de A. Como foi visto anteriormente, este processo ndo pode ser
representado por meio de um sé6 simbolo de medida, ja que este fato envolve um com-
ponente estatistico. Portanto, nosso conjunto de relagoes tem que ser aumentado em
um novo tipo de simbolos, que escolha um estado com a propriedade b; de B e possa

muda-lo para um estado com o valor a; de A. Tal simbolo podera ser
M,

em que o estado de entrada vai ser b e o estado de saida a. O processo em que nao
haja nenhuma mudanca pode ser simbolizado por M7; este simbolo é equivalente ao

processo M,. Assim, para uma série de medidas consecutivas
by rd
M/MZ,

tomamos um feixe no estado d de D e o transformamos em um feixe no estado ¢
de C. Em seguida é realizada outra medida em que s6 séo aceitos sistemas com o
valor b de B entre aqueles estados que sfo originados na saida do primeiro processo

e transforma - los em estados com o valor bem definido a de A.

Para que uma medida tal como a anterior nfo seja nula, (até agora precisamos
que se tenha ¢ (¢,b) o que vai produzir uma filtragem com sucesso nao nula global-
mente) o resultado final sera o mesmo que M?. Dado que os estados intermediarios

serdo irrelevantes para o resultado final, temos que

MPME =5 (c,b) M2 (1.5)

Contudo, pelas caracteristicas dos simbolos de medida, teremos um resultado
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totalmente distinto se fizermos as medidas anteriores em ordem inversa
dasb b
MM, =6 (a,d) M,

0 que nos mostra que os simbolos de medida para observaveis ndo compativeis néo
sao comutativos
by rd darb
MM # MEM,.

Ainda que os estados intermediarios sejam pouco relevantes, o fato de fazer a
medida seletiva entre os estados que emergem do processo M? aqueles estados que
tenham o valor b de B, implica que alguns destes estados podem nio passar pelo
processo de filtragem, ja que nada garante que todos estejam neste estado, o que
faz a diferenca no sentido de ter uma medida que aceite ou rejeite todos os estado
ingressantes. Do fato anterior, podemos construir um complemento a nossa simbolo-
gia, e assim, inferir um tipo de processo mais geral em que a existéncia de relacées

estatisticas nos processos de medida nos permite criar o seguinte simbolo
MMy = (d |a) M, (1.6)

onde (d |a) expressa a possibilidade de uma medi¢do néo nula da propriedade a sobre
o sistema emergente do processo de filtragem do primeiro estagio de medi¢do que

mostrou o valor d, este é o elemento que contém a relacéo estatistica.’

1.4 Funcoes de Transformacao

Embora as medidas representadas pelos simbolos MM e M? levem ao mesmo
resultado, estas representam procedimentos de obtencéo distintos. Porém, estes dois
procedimentos estdo conectados por meio da relacdo entre as medicoes de observaveis
(1.6) que vao agregar o termo que permite a equivaléncia entre as medicoes realiza-
das. Podemos definir a partir dos simbolos anteriormente mencionados, dois casos
especiais

MM = (a |b) M

Mg M. = (be) Mg,

90 corpo de niimeros associados com os simbolos (d; |a;), podem comutar com os simbolos de medida.
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que por meio das propriedades dos elementos de medida (1.1) estdo relacionados com

os simbolos

> lalbyM; = (ZM) My

a

—1-M{ = Mg,

e também com

> (ble) Mg = My,

c

Os resultados anteriores podem ser interpretados como a transformacéo entre
medidas realizadas sobre um sistema caracterizado por dois ou mais observaveis, ou
seja, que estamos expressando simbolos de medida de um tipo como uma combinacéo
linear de simbolos de medida de outro. Isto se faz com a ajuda dos simbolos que
expressam a medicéo 1, ja que estes implicam a transformacdo sobre cada um dos
estados do espaco do observavel que representam. Assim, as relacées anteriores per-
mitem ver que a medida realizada (preparacéo do sistema) por M? pode ser represen-
tada pela combinacéo linear dos simbolos associados com a medida M? da seguinte

forma
M) = ZZMCMS:Md
= ZZ |a) (b |d) M2.

Onde temos a modificacdo pela inclusio dos estados intermediarios associados
com C e D. Um fato muito importante é a interpretacdo dos simbolos (c |a) como os
que transformam as medig¢oes executadas sobre um mesmo sistema e sdo chamadas
funcoes de transformacao, [1]. Assim, a informacgéo obtida sobre um sistema por
meio da medicdo de uma propriedade genérica qualquer, pode estar relacionada com
uma outra medida e desta forma ser escrita de maneira equivalente. As propriedades

destas func¢oes podem ser obtidas analisando a seguinte combinac¢édo de medidas:
> M = 3 o ) 1)

Pela relacédo de completeza (1.1) temos que

Ma Z Mch = MalMc
b

Y lalb)ple) My = (ale) My,

b
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o que conduz a;

Y (alb)(ble) = (ale). (1.7)

b

Ao mesmo tempo, por uma comparacéo, temos que:
> b (b =1, (1.8)
b
que também, vai nos permitir relacionar o simbolo de medida com
M, = |b) (b]. (1.9

Assim, se a medida é realizada por dois observaveis compativeis vemos que identifi-

cando ¢ = a, obtemos em (1.7)

> (ag 1be) (b lag) = (a;lay)

k
= 6(aj7 a’j)?

que é a delta de Kroeneker, obtida anteriormente em (1.2). As operagdes anteriores
implicam que o numero de estados, assim como o numero de elementos da algebra de
medida, que pode exibir um sistema frente a sua caracterizacdo com dois observaveis

diferentes deve ser equivalente, se os observaveis sdo compativeis.

Agora, mostraremos algumas relacées importantes entre os simbolos de medida
dada a consisténcia dos resultados das medi¢oes com operacoes algébricas. Podemos
observar que o simbolo de medida M, pode ser expresso como combinagéo linear dos

simbolos associados com M}, como,

1M, = (bla) M, (1.10)
b

ou de uma forma equivalente, por meio de (1.9)
1M, = Y |b)(b]a)(al (1.11)
b

= > (bla) My, (1.12)

b

assim, por comparacio agora podemos relacionar o simbolo
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1.5 O Traco

A funcéo de transformacéo (a |b) pode ser considerada como um funcional li-
near do simbolo de medida | M ja que ela esta diretamente relacionada com as
transformacoes das medidas realizadas de quantidades ndo compativeis. Tal corres-

pondéncia é chamada traco e tem a seguinte forma:
Tr {My'} = Tr{[b) (al} = (a |b) ,

esta forma especifica vem do fato de que o corpo numérico trabalhado aqui como
escalares sdo os nimeros complexos **, e o traco é a soma dos elementos da diagonal

da matriz de transformacéao

Tr { M} Tr {Z Mch?zd:Md}
:’I‘r{zczzd:McMgLMd} = {ZZ (a |d) Md}

Dadas as relagées anteriores podemos mostrar pela linearidade do traco que, tem a

forma

Tr {My'}

Tr{ZZ(cU) a |d) Md} ZZ )T { M}
— ZZ |d) (d |¢) (¢ |b) = (a|b).

Assim, podemos demonstrar que
Tr {Mz} = (a|a) = 0 (a,a),

e que
Tr {M,} =1,

A seguir, também pode ser definido o traco de um produto de simbolos de medida,

como:

Tr{MgMy'} = Tr{{c|b) Mg}

(o) Te{Mg} = (c[b){ald),

dado que estes dois niimeros sio considerados escalares, seu produto é comutativo e,

IV pode ser relacionado com a funcdo da mudanca de base |a) (b|, como sera visto nas préximas
secoes
**Pode ser usado um outro corpo de nimeros, como sdo os quaternions que podem ser vistos em [3], e

[4]
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portanto, seu trago néo vai depender da ordem dos elementos no processo, assim

Tr{MiMy'} = (c|b)({al|d)
Te{MyMg}; = Tr{{a|d) My} = {al|d){c|b),

com isto mostramos que embora o produto dos simbolos de medida seja ndo comuta-
tivo, seu trago tem essa propriedade. E importante ver com isto que o traco esta rela-
cionado estreitamente as fungdes de transformacéao que sdo relacionadas as transformacées

entre os observaveis envolvidos em alguma operacéo de medida.

1.6 Interpretacao Estatistica

Dadas as observacgoes nas secdes anteriores, temos claro que existe uma compo-
nente estatistica importante no sentido de como podemos ver o resultado das medicoes
sobre um sistema, e como estas deveriam ser interpretadas. Um dos resultados mais
relevantes, é que se temos duas descri¢bes do mesmo sistema por meio dos estados
{a;} € E[A] e {b;} € E[B] associados com dois observaveis diferentes A e B, estas
duas descrigoes podem ser relacionadas pelo conjunto de fungoes de transformacéo
{(ai|b;) }i ;. Se definimos dois conjuntos de elementos {A(a)} e {A(b)} podemos ver

que, se redefinimos os simbolos de medida como

M — Xa)MENTL(b) (1.13)

e as funcgoes de transformacao como

(a |b) — X"Y(a) (a |b) \(D), (1.14)

as operacgbes entre os elementos da algebra de medida néo séo alteradas. Dado isto,
temos que as funcbes de transformacédo (a |b) ndo podem ter um significado fisico
direto pelo fato de que néo sdo univocamente definidas, dada a arbitrariedade dos

fatores \.

A interpretacéo estatistica se da pelo argumento usado para o entendimento do
significado do simbolo MMJ. Como pode-se ver, no estagio intermediario deste
processo, temos que no feixe com a propriedade d do observavel D, resultante do pro-
cesso inicial Mg, se faz uma nova medida, mas agora da propriedade a do observavel
A, associada ao simbolo M. Assim, este fato pode ser tomado como um processo
estatistico, dado que uma vez temos um conjunto de sistemas num estado d de D, ha

um ato de "escolha”, ao medir entre eles o estado a de A. O que equivale a inter-
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pretar o simbolo (d |a), como alguma quantidade relacionada com a probabilidade de

encontrar um sistema no estado d quando temos um ensemble no estado a.

Para exemplificar um pouco mais a interpretacio anterior, podemos considerar o

seguinte procedimento de medida,

MyM,M, = (bla) My({a |b)
= (b la) (a |b) M,

neste processo, aparentemente, ndo acontece nada no sentido que sio recebidos sis-
temas com a propriedade b de B e os estados de saida tém em principio a mesma
propriedade. Mas a passagem pela filtragem intermediaria, a medicao efetuada pelo
simbolo M,, origina a necessidade de que para obter algum resultado n&do nulo no
estagio final da medida, as transformacoes entre os estados de b — a e, de novo a — b,

tém que ser possiveis, o que pode ser representado pelo simbolo

p(alb) = (ba){ab),

que, nesta primeira abordagem, refere-se a transformacédo sucessiva entre os dois

sistemas. Este novo simbolo é invariante frente a transformacéo (1.14) dado que

p(ald) = (bla){alb) =17 (b) (b la) Ma)A™"(a) (a [b) A(D)
= (bla)(alb),

o que faz deste um objeto que, além de estar univocamente definido, pode ser rela-
cionado diretamente com uma interpretacdo ' estatistica como a probabilidade de
encontrar o sistema no estado a quando é executada uma medicdo sobre um sistema

que se encontra no estado b.

A probabilidade definida desta forma facilita mostrar que se fizermos uma fil-
tragem nao seletiva sobre todos os estados membros do conjunto associado com o

observavel A,
MM, = Y MM M,=> (bla)(a|b)M,

= 3 plal b)Ms,

a

' Interpretacdo que é, basicamente, derivada da selecdo do elemento dentre um conjunto de resulta-
dos possiveis.
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podemos encontrar que a quantidade p(a|b), é normalizada a unidade
S p(alb) = 1.

Uma outra caracteristica deste simbolo é a sua simetria, ou seja, a probabilidade

de que sistema passe de ¢« — b, é a mesma que b — a, assim:
p(alb) = p(bla).

Além das propriedades encontradas para a probabilidade, temos outra apreciacéo.
Dado que os processos estudados anteriormente envolvem a transicdo entre dois es-
tados, a determinacdo de cada um destes estados envolve também dois processos de
medida. Desta maneira, existe a probabilidade de que somente uma fracéo, todos ou
nenhum dos estados envolvidos no primeiro estagio do processo de medida sejam acei-
tos no segundo estagio. O anterior significa que existem dois valores extremos para
a fracdo de estados que passa; que € 1 se passar a totalidade ou, 0 se ndo passar nen-
hum. Tal fato é agora mostrado de outra maneira, no sentido de que a probabilidade

p(a|b) esta entre os dois limites,

0 <p(alb) <1. (1.15)

Supondo que o nimero (b |a) é um nimero complexo e, dado que a probabilidade

é um numero real maior que zero, podemos tomar (b |a) = (a |b), 0 que garante que,

p(alb) = {a [b) (a [b) = |(a [b)]* > 0.
Um fato interessante desta escolha é a de que os conjuntos {\(a)} e {\(b)} devem ser
tais que a probabilidade seja independente deles, assim temos que se
by = A"'(a)(ab) Ab),
by = Ma)la[b)X

(a]
(@]

a probabilidade

p(alb) = (alb)({a[b)

o que significa que
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desta forma podemos ver que pode se associar uma representacéo exponencial a estes

numeros como uma fase da forma:
1p(a
Aa) = €#(@),

dependendo somente do elemento do espectro. O valor assumido pelas fases ¢(a)
é arbitrario e ndo afeta o resultado das medicoes de uma forma direta, ja que as

probabilidades independem desta fase.

1.6.1 O Simbolo de Medida Adjunto

O fato de que as probabilidades p(a|b) = p(b| a), sejam iguais envolve a existéncia
de alguma equivaléncia entre o simbolo de medida M}’ e o simbolo M, b ja que elas sdo
derivadas da forma em que s&o realizadas as medidas. Uma vez que as probabili-
dades sdo simétricas, ao realizar as medidas num sentido ou no outro, obteremos

iguais resultados para as transicoes e, assim, podemos criar a convengao
b f a
(222) = 245
onde o simbolo {(dagger) significa a operacdo adjunta. Temos como um caso especial
a f a
(12) =z,
onde pela igualdade M¢ = §(d, a) M, temos a particularidade que

M} = M,,

a

o que define este simbolo como auto-adjunto, ou seja igual a seu adjunto. Agora, uma

propriedade derivada das consideracdes anteriores é:
barent dara enT b t
(MPME) = MAME = (MS) (M) . (1.16)

Para a soma, e demais operacgoes entre os simbolos de medida pode-se resumir

em

X+YV) =xT+yvt (xy) =vixt (y) =Xvyf
com )\ simbolizando um nimero complexo conjugado.

Podemos ver que em (1.16), o produto dos simbolos de medida podem ser colocados
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da seguinte forma
T N
(MiM5) = (wld) M) = (o laynag
T
MMy = (Mgt (ME) = Mg
= (d ) M,

que, por comparacao, mostra

(b ]a) = (a |b).

1.6.2 Algebra Conjugada

O uso dos numeros complexos como escalares na algebra de medida implica na
existéncia de uma algebra conjugada, uma transformacéo na qual todos os niimeros

sdo trocados pelos seus complexos conjugados, assim

(X+Y) = X+Y, (1.17)
(XY) = X Y, (1.18)
YY) = X Y (1.19)

A formacédo do adjunto dentro da algebra dos simbolos de medida tem a forma

geral de

xT =X =X¥,

que recebe o nome de transposicdo e possui as propriedades de

X+ =xT4+yT (x) =vTXT (v) =avT.

E deve ser diferenciada da operacao de achar o operador adjunto, pois esta operacao

tem o significado fisico da inversio do processo representado pelo operador.

1.7 Representacao Matricial de um Operador

Quando fazemos uma transformacéo entre descri¢ées de um mesmo sistema por
observaveis diferentes, exemplo A e B, o numero de funcées de transformacio exis-
tente dependera da quantidade de elementos de cada um dos conjuntos relacionados.

Assim, os simbolos de medida, em abstrato, podem ser vistos como projetores sobre
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uma base em um espaco vetorial de N elementos .

Individualmente cada uma das funcées de transformacéo pode ser considerada
como um elemento de uma matriz, na transformacdo dos elementos de um espaco
para outro, mas isto também nos fornece a possibilidade de expressar qualquer ope-

rador por meio da sua influéncia sobre cada um dos elementos da base, como podemos

X=>"> {al X [b) M)
a b

em que os elementos da matriz que representa X, na base mista de a, b, sdo

ver

{al X [b)

esta é uma forma do operador chamada representacio matricial. Outra forma é o

produto de dois operadores, equivalente a

XY = 2.0 0 ) (al XY 1d) MM = ZZZZa!X!b ) (el Y |d) (b |e) 21
- ZZZ aleb (OlY |d) M = ZZ a\XY|d

de onde é derivado

(al XY |d) = (al X |b) (b Y |d).
b

Os elementos de matriz de X podem ser representados de uma forma equivalente

pelo traco

Tr{M!X} = (a] X 1),

onde podemos observar o seguinte

Tr{M'X)} = Tr{ZZc|X|a> b|de} ZZ (| X |a) (b d) Tr { }

=> > (el Xla)dld)(dl )= (bl c) (el X |a) = (a] X |b),
c d c

em que um caso particular é dado por

Tr{M,X}=(a| X |a) .

As matrizes que representam os operadores adjuntos sdo matrizes conjugadas

Hge a sua dimensionalidade é finita



29

complexas e transpostas das matrizes representadas na sua base. Nos casos ante-
riores, temos tratado representacdes mistas, ou seja, que fazem a transformacéo entre
duas bases de elementos. Quando os elementos da base pertencem ao mesmo ob-
servavel, a representacéo esta num s6 espaco. Como casos especiais das representacoes
anteriores, temos que se X = 1, em Tr{M?X}, obtemos Tr{ (X = 1) M’} = (a| (X =1)|b) =

(al |b) e, por ultimo, o operador adjunto associado a X é dado por

(a] XT|b) = (B] X |a).

1.8 Valor Esperado

Trataremos do valor esperado ao valor de uma propriedade a de A multiplicada
pela probabilidade de obté-la uma vez que o estado se encontra inicialmente no estado
b de B. Assim, se considerarmos o valor da propriedade A, quando o sistema esta no
estado b, temos que a transicéo a cada subsistema que tenha um valor a € E[4] de A,
aportara um valor especifico a sua soma ponderada pelas probabilidades de medida.

Assim, obtemos que:

(A), =Y _plalb)a,

e usando o fato que a probabilidade é normalizada a unidade (1.6), o valor esperado

sera dado como:

(4), = > plalp)a=> Tr{M,M,M}a

(T - {(Ze)

Aproveitando a idempoténcia do M, a ciclicidade do trago, da mesma forma o

valor esperado pode ser escrito em termos do traco da seguinte forma

(A)y = Tr{AM,}

onde usamos, implicitamente, a expressio A = 3, aM,Assim, uma funcéo f(A) faz

parte também do conjunto completo de observaveis compativeis.
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1.9 A geometria dos estados

No momento que caracterizamos um sistema quéantico por intermédio dos proces-
sos de medida notamos que associado a um observavel A, temos E[A] e um conjunto

de estados um para cada valor que este possui.

Se observarmos com cuidado este raciocinio, podemos ver que um simbolo de me-
dida como M7 = |a) (a|, nos da informacdo sobre a existéncia de um determinado
estado num sistema. Como vimos na sec¢édo anterior estes simbolos de medida pu-
deram ser associados aos projetores sobre um espaco vetorial complexo, que tornam

possivel associacdo com uma estrutura geométrica.

1.9.1 Decomposicao de Uma Medida

Como foi dito anteriormente, a sensibilidade de um sistema quantico a medida,
torna impossivel o seguimento de um estado durante o processo. Desta forma o co-
nhecimento dos estados intermediarios como, por exemplo, na medida representada

por

My = |b) (al , (1.20)

perde sentido no stictus sensu dos resultados fisicos, jA que somente importam os
estados iniciais e finais. Isto, faz com que o processo representado por (1.20), mude
o estado do sistema quantico de um valor ¢ de A para um valor b de B, possa ser

considerado como um bloco indivisivel.

Apesar disto, um outro ponto de vista pode ser adotado, no sentido que uma
interpretacdo um pouco mais abstrata do processo representado possa ser tomada.
Em (1.20), sdo aceitos todos os sistemas que tém a propriedade a de A, o sistema in-
gressante com esse estado quantico é "destruido” (a informacéo é destruida) e depois
é "criado” um sistema no estado b de B. Visto dessa forma o processo de medida pode

ser dividido em duas partes: a destrui¢cdo de um estado e a criacdo de outro.

Assim, o simbolo M} com a algebra dos simbolos criada até este momento, pode

ser visto como equivalente ao produto de dois simbolos,

Mg = |b) (al.

em que o simbolo (a| representa a destruicdo da informacao do sistema que tem a pro-

priedade a de A e, o simbolo |b) representa a criacdo de um sistema com a propriedade
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b de B.

Dada esta nova maneira de interpretar estes simbolos de medida, podemos ver
que no processo combinado
MMy = |d) (c| b) {al,

existe uma funcéo de transformacéo (c| b) no meio, com isto podemos observar, que se
trocamos os estados a,b,c,d , por estados relacionados com o mesmo observavel, a1, as,

ag, a4,

Mngg; = |ag) (a3| a2) (a1
= |a4) (a1] 0 (a3, a2), (1.21)

podemos notar que uma relacéo entre elementos de criacdo e aniquilacdo de informacéo
no sistema tende a se parecer com uma relagéo de ortogonalidade entre vetores de um
espaco vetorial

— — -5
a3 a2 =032,

concordando com isto e, sem perda de generalidade, podemos considerar os elementos

la) e (b| como vetores de um espaco vetorial complexo e o seu dual, respectivamente.

1.9.2 A Reconstrucao da Algebra de Medida

Os simbolos de medida, agora entendidos como operadores de projecdo sobre um
espacgo vetorial complexo, tém propriedades que devem ser derivaveis das proprie-
dades dos novos simbolos de criagédo e destrui¢cdo como as propriedades do produto

definidas em sec¢bes anteriores.

Assim o operador
(M) = () (al)" = |a) (o] = M,

o traco
Te My = Tr(|b) (al) = Tr({al b)) = {a] b) ,

e o produto de dois simbolos
MgMy' = |d) {c| b) (a| = {c[ b) M,

dado que os operadores ), podem ser expressos como combinacéo de operadores de

criacdo e destruicdo, temos que

X =) M XM,=>Y (a| X [b)]a) (B],

a,b a,b

segundo os resultados anteriores, temos que o produto (a| b)) é um niimero complexo
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e que além disso, pode ser relacionado com (a| a/) = §%,.

1.9.3 Algebra Vetorial

As transformagoes entre os conjuntos de estados associados com observaveis dis-
tintos sfo equivalentes a transformacées entre espacos vetoriais, ditas mudancas na
forma de descrever os sistemas estio associadas as func¢ées de transformacio antes
tratadas. Assim, podemos representar um vetor qualquer em funcgao de outros tal e

como descreve a algebra de medida. Desta forma, temos
Lla) =) |b) (b] a).
b

Da mesma maneira,

(al 1= {a|b) (],

b

o que mostra um dos usos das funcées de transformacao.

Desta maneira, as relacées de linearidade impostas pela superposi¢do nas for-
mas em que sdo decompostos os operadores, estabelecem (junto com as operacgoes ja
mencionadas), soma, multiplicacdo por um escalar e mais adiante a norma, o que é

chamado uma ”algebra de estados”.

Como foi visto, um dos elementos principais é que o produto
(a |b),

define um ndmero que pode ser visto como um produto interno entre os elementos
do espacgo vetorial, dado que o produto interno esta relacionado diretamente com a
geometria do espaco, mais diretamente a norma, o elemento (a |b) induzira carac-

teristicas geométricas que podem ajudar a aplicar esta nova algebra.

Na construcédo de um espaco vetorial para um sistema ao nivel quéntico, primei-
ramente devemos ter em conta que ndo conhecemos nada do sistema até que realizar-
mos alguns processos de medicdo. Estes processos nos ajudam a encontrar estados
que sao associados aos observaveis nos quais temos interesse. Tais observaveis po-
dem tomar uma determinada quantidade de valores que sdo associados ao conjunto
que chamamos de espectro, e cada sistema que tem algum desses valores bem defi-
nido, é dito estar nesse estado (Exemplo: o sistema que tem o valor bem definido da
quantidade a de A, se diz estar no estado a), que é representado por um elemento
de um espaco vetorial complexo como |a) ou |b) sdo vetores de tal espaco e, ajudam a

construir um espaco vetorial de dimensdo N , com N o nimero de estados possiveis
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do observavel com que caracterizamos o sistema.

Outras operacoes importantes para se obter tudo o que se referente ao espacgo
vetorial é a acdo de um operador sobre um vetor do espaco (vetor de estado). Desta
forma, se X é um operador que atua em um espaco vetorial de dimenséo N, e |b) é

um vetor de tal espaco, o produto sera dado por
X o) =" la)(al X [b),

porém se o operador é representado na base do espaco que este mesmo gera isto é, a

sua base propria, obtemos o seguinte

A=Y la)(a| A=) la)alal,

em que a acdo de um operador sobre os seus vetores - associados (préprios) é

Ala) = ala),
(alA = {aa,

assim, este espaco vetorial complexo, com o conjunto maximal de observaveis com-

pativeis define totalmente o sistema.

1.9.4 Representacoes Espectrais

Uma vez conhecido o conjunto de vetores associados a um operador, podemos

construir a sua representacéo na sua base prépria, como

A=Y "la)alal,

a
onde temos que,
A = AY la)alal =) (Ala))a(al
a a
= ) la)a*(al.
a

tal decomposicdo em sua base prépria é o que chamamos "decomposicdo espectral”.

Para uma funcéo de um operador, exemplo com f(A) temos que

F(A) =3 "la) f(a){al,
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além disso, dado o elemento a; € E[A] do espectro de A, podemos mostrar que a

decomposicio espectral do operador

A-al = ) la)afa = la)as(a
= > la)(a—a)(al,

agora, se tomarmos outro ponto do espectro, temos que

(A-a)(A—az) = (A-a)(A—a)) la)(a

= Z\ (a —ay) (a—a2)(a|,

de tal forma que quando tomamos todos os pontos do conjunto E [A], temos

H —ag) Z\aHa—akMa\,

k

a anterior expressdo define um polinémio em poténcias em a que tem suas raizes
em cada ponto do conjunto E [A]. Esta equacédo é chamada de valores préprios
ou polinémio caracteristico. Desta forma, levando em conta os desenvolvimentos
anteriores, podemos considerar o seguinte operador,

=TG5

a#a

que tem a seguinte caracteristica: dado que o produto percorre todo o espectro com
excecdo do valor a, tera um valor de zero atuando sobre qualquer elemento do espago
(o vetor de estado) menos aquele que represente o estado que tenha o valor a de A,
onde tera o valor de 1. Esta caracteristica é a mesma que tem o delta de Kronecker,

assim o valor esperado deste operador em um dado estado é

Is]

1 (A),=
0 (A),

IS
ol

Se analisarmos com mais cuidado o significado do operador §(A, a), podemos ver
que por meio da representacéo espectral temos que
A— ag
0(A,a) =
a0 = T w]] =
a (1 a
= Z|a a!H <a—ak>

= Ia>< \—Mzu
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que é o simbolo de medida, o que significa que o operador encontrado tem a possibi-
lidade de selecionar do ensemble o sistema que se encontra no estado desejado, que
é basicamente a acdo do nosso simbolo de medida |a) (a|. Posto assim, este tipo de

operador tem importantes propriedades na solucao de equacgoes funcionais, dado que

(A—a)o(A,a) =9d(A4,a)(A—a) =0,

> 6(Aa) =1

a

temos
f(A)6(Aa) = Zla ) {a| Mg —Zla a) (al

- Zm (a)62 (@l = f (a) M
= f(a)d(4,a).

1.9.5 Funcoes de Onda

O espaco vetorial construido para descrever um sistema qualquer fornece uma
base para representar qualquer estado em que possa estar o sistema. As proprie-
dades destes vetores de estado serdo expressas no conjunto de vetores associados
com a projecdo desse vetor em cada um dos elementos da base do espago vetorial,
esse conjunto de nimeros é conhecido como funcdo de onda. Estes vetores possuem
N numeros (componentes, dependendo da dimensionalidade do sistema), associados
com os N elementos da base. As propriedades abstratas dos vetores sdo realizadas
por estes conjuntos de nimeros. Desta forma, se |¢)) e |¢) sdo dois vetores nos quais

podemos encontrar o sistema, escrevermos na base {|b)}, como

=D 1) (blw) = by (b)
b b

(@l =>_ (¢ b) (o] = Zqﬂ
b

onde

6" (0) = (¢ |b).
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Se 1 e ¢ estdo em relacdo adjunta, ¢ = ¢, a correspondente funcdo de onda esta

conectada pela acdo de encontrar o adjunto como

¢ (b) =" (b).

O produto de dois vetores sera dado por

(ol p1) = D (w2 |b) (b[en)

b

= D U)o (),

b

e, em particular,

Wlvy=>_v® i) >0

b

que caracteriza a geometria dos estados como uma geometria que sera dita unitaria.

O produto [11) (p2| é representado pela matriz

(b 1) (P2] b) = 1 (b) P2 (),

e funcoes de onda que representam X |¢)) e (¢| X séo

(al X |v) =D (| X [b)

b

(@l X [b) =) (al X |b) ¢ (a).

a

Substituindo nas expressoes anteriores o operador X = 1, obtemos a relacfo entre as

funcoes de onda e um vetor em duas diferentes representacoes,
v(@) = Y (al)v®),
b
¢(a) = > 6(b)(alb)
b

Nota-se que a fun¢do de onda que representa |b) na descricao da base {a} é

¥y (a) = (a[b) = ¢a (D).

Desde o ponto de vista da algebra de medida, as funcoes de onda ¢ e i) sdo matrizes
com uma soa fila ou coluna cada uma. Esta é uma afirmacéo conveniente, disser
que qualquer operador Hermiteano simboliza uma quantidade fisica, e que qualquer

vetor unitario simboliza um estado. Entdo o valor esperado da propriedade X no
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estado |¢)) é dado por
(X)y = W X ) = ZW (a] X [b) ¢ (b)-

Em particular, a probabilidade de se observar os valores de « em uma medida rela-

cionada com A realizada sobre o sistema no estado |¢)) é simbolizada por
p(alv) = (¥]a) (al¥) = ¥' (a) ¥ (a) = [¢ (a)?,

que é a nossa definicdo de probabilidade.
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2 Principio Variacional de
Schwinger

A formulacéo da Mecanica Quéntica proposta por Julian S. Schwinger numa série
de artigos [1], foi produto de uma nova exposicédo do tema desde a teoria da medida até
a formulacao de um Principio Variacional [2] para conhecer a dindmica das funcgées de
transformacdo em que néo é necessario, em nenhum instante, o principio de corres-
pondéncia [3, 4], na qual sédo derivadas de maneira inteiramente natural as relac¢des
de comutacéo e a forma da evolugdo tanto das variaveis dinamicas (Representacéo de

Heisenberg) como dos estados quanticos do sistema (Representacdo de Schrodinger).

Em uma primeira aproximacéo na direcdo deste formalismo, teremos que notar
a importéancia das transformacoes unitarias e como estas devem preservar as carac-
teristicas da estrutura do conjunto, ou espaco, onde sdo aplicadas, mantendo entre
outras coisas a probabilidade invariante *. Além disto, observar também como é a
sua relacdo com as transformacées infinitesimais, tanto dos operadores como dos es-
tados e, como podem dar informacéio da reacéo dos estados ante uma mudanca sobre

tudo o sistema.

Cada vez que falamos de algum tipo de transformacéo, também estamos falando
das amplitudes de probabilidade (amplitude de transicdo) dadas pelas relagoes que
permitem uma equivaléncia entre as diferentes descricbes de um mesmo sistema
quéantico. Este tipo de transformacio contém toda a informacdo do sistema sobre
o qual esta sendo realizada a medida, em outras palavras a funcéo de transformacéo
contém a informacéo quantica do sistema, ja que elas carregam a informacéo do que
acontece com o sistema entre uma e outra descricéo e, portanto, poderemos estudar de
alguma forma as respostas do sistema. Dado isto é que o estudo das transformacoes
infinitesimais e a sua influéncia sobre as fun¢ées de transformacéo ao ligar pequenas
mudancas do sistema, permitem definir as variacdes dos estados frente a qualquer

mudanca, ou incluso entre medicées de observaveis de um mesmo sistema mas em

*Falamos que uma probabilidade se mantém invariante se, ao representar os estados envolvi-
dos em func¢édo de qualquer base genérica, ela continua sendo a mesma, ou seja é independente da
representacio, isto exige mais uma caracteristica nas fungées de transformacao.
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tempos diferentes.

Assim, quando fazemos medidas sobre um sistema dindmico de natureza quéntica
[3], embora as mudancas do sistema em general sejam imprevisiveis entre observacgoes,
a causalidade tem que ser aplicada. Tanto em Mecanica Classica como em Mecéanica
Quantica a evolugéo do sistema é governada por variaveis dindmicas que permitem
conectar a situacao do sistema em um tempo ¢, com aquele em um tempo ¢+4dt . Consi-
derando isto, devemos observar que o sistema entre medigcdes geralmente é transfor-
mado entre duas diferentes descri¢ées, e que essas transformacées devem conservar
também a informacéo que temos sobre o sistema [1]. Assim, também podemos in-
ferir que a evolugdo temporal deve ser dada por uma transformacéo infinitesimal
unitaria que tenha as propriedades gerais de preservacéo sobre as caracteristicas do
sistema, mas que tenha relacdo com as suas variaveis dindmicas. Assim, com este
tipo de transformacéo podera ser estudada a evolucdo temporal dos estados do sis-

tema quéantico e a evolucdo dos observaveis pelos quais esta sendo caracterizado.

Nas secoes seguintes, serdo estudadas algumas caracteristicas das transformacoes

unitarias: o Principio Variacional de Schwinger e algumas aplicacées.

2.1 Transformacgoes Unitarias e Infinitesimais para Es-
tados e Operadores

Vimos no final do primeiro capitulo, que na descricdo de um sistema quéntico ao
conjunto de elementos E[A] = {a;, a2, as, ...}, que constituem o espectro do observavel
A, é associado a uma base de vetores unitarios que consideramos completa . Se to-
marmos dois observaveis diferentes e nfo necessariamente compativeis A e B, e os
conjuntos de vetores unitarios que ajudam na descricdo de um mesmo sistema, {|ax)}
e {|bx)}, podemos definir as seguintes transformacdes entre as diferentes bases da

seguinte forma,

N N

Uy =D lax) (bl e Usa=>_|bx) {axl,

k=1 k=1
com

Ul =0 U}

a

= Ug.

Estes operadores realizam um tipo especial de transformacdo que nos permite ter

uma representacéo dos vetores associados a um dos observaveis A, ou B, em funcéo

'Que uma base seja considerada completa, significa que qualquer estado do sistema pode ser ex-
presso por uma combinacio linear seus elementos, analogamente com um espacgo vetorial.
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do outro. Dado o fato anterior podemos mostrar que
UabUsa = UaU, = U Upa,

de onde deduzimos que o produto

abUba:ZZ!ak (O | [br) (et

k=1 =1
N N
=) lak) g (e =1,
h=1 =1
como a que se mostra
_ 7t -
Upa = Uy, = Uab ,

T 1
Uab - U Uba )
e dos fatos anteriores podemos inferir as relagoes

Uba lak) = |bk) , (2.1)
(ag| Ugp = (b -

Portanto, é visto que a transformacéo dada pelo operador U é unitaria. Assim
que se o operador U atua sobre uma base ortonormal, vai transforma-la em uma
outra base, também ortonormal, em que, conseqliientemente, sdo mantidas as relacoes

geométricas dado que o produto interno

(bt bi) = (| UaUpq lar) = {(ar] UanUg" k)

= 6 = (@i ar) ,

é conservado ainda depois da transformacéo e, conseqiientemente, a norma que esta

relacionada com a probabilidade.

Agora que conhecemos como podemos transformar uma base {|a;)}, para outra
{|bj)};, podemos observar que tomando um operador X que atue sobre uma base
qualquer pode ser expresso como o resultado da sua influéncia sobre cada um dos
elementos do espaco, isto é ser decomposto numa base que néo é a gerada pelos seus

vetores proprios, dado que ele expressa um ato de medida, desta forma temos que

N
Z ak\X’al lak) <al|

11=1

M=

X =

i

esta decomposicédo o relaciona com cada um dos eventos seletivos nos estados que
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constituem as bases |a’) e |a), como X pode causar mudancas na forma dos estados,

ele pode representar transformacoes e podemos ver que ele deve cumprir
(XY)™ =¥ Hx.
Das observagoes anteriores podemos inferir que a acdo de um operador como X

sobre algum espaco, produz um outro vetor que pode ser expresso no mesmo espaco

onde ele esta atuando, o que se pode exemplificar com

" _
X‘aa =

N
Z ar) (ax| X [a) (ai | |ac)

szmz

|ar) (ax| X |aly)

i

1

da mesma forma para o seu dual,

N
(o] X = {ax| X |ag) (af

k=1
Assim como expressamos o operador X na base de vetores gerados pelo operador
A, podemos expressar o operador A na base de vetores que sdo gerados por ele mesmo,

desta forma sera representado na base dos estados obtidos pelas medidas efetuadas

sobre o sistema da caracteristica que ele representa , portanto podemos ver que

A = ZZ ak]A]al \ak al\—ZZal akHal |ak> <al]

k=11=1 k=11=1

I
M= T

ar lar) {ail
=1
os valores dados de a; € E[A], e a base de vetores de estado {|a;)}, sdo chamados

valores proprios e vetores proprios de A.

Agora conectaremos o fato de ter duas descricoes de um mesmo sistema, mas
para um caso especial em que dados dois operadores A e B estdo relacionados por
uma transformacéo unitaria (2.1). Se os operadores cumprem as seguintes equacoes
de valores préprios

Ala) =arlar) e, Blby) =blbi),

temos que a representacdo espectral do operador B vai ser dada por

N
B=> bbbl
=1
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temos que usando (2.1) podemos ver que

N N
B = Y bUla) {ar| Uy = Upa (Z a |a) <ak> Uab
=1

=1
= UbaAUalh

se eles compartilharem o mesmo espectro, ou seja b; = q;.

0 que mostra que as duas descri¢oes podem ser equivalentes, além de poder mostrar
que o produto interno entre elementos equivalentes (amplitude de probabilidade),

permanece invariante ainda depois da transformacéo,

(ak| [br) = (br| Uap |br) = (ar| Upq |az) -

2.1.1 Variacoes Infinitesimais das Func¢coes de Transformacao

Como uma parte importante na evolugéo para a compreensao da importancia das

fungées de transformacéo e as representacdes mistas, temos as seguintes definigoes:

(b lam) = (b len) (cnl am) (2.2)

n

(b1 |am) = (am |br). (2.3)
Tomando as variagdes infinitesimais das quantidades acima, temos que:

0 (by lam) = Z [0 (by |en) (cn| am) + (br |en) 6 (cn| am,)] (2.4)

c

5 (b |am) = 8{am |br). (2.5)

Agora, podemos tentar interpretar a variacdo da funcédo de transformag¢édo como o

elemento matricial de um operador na base a, b. Assim,

8 {am b)) =i (am| Wap |by) . (2.6)

Esta sera a defini¢édo do operador infinitesimal 61V,;, em que tomando a expressao
(2.4) temos

<bl| 5Wba |am> = Z [<bl| 5Wbc |Cn> <Cn| CLm> + <bl |Cn> <Cn| Wea |am>} (2.7

= (by] SWpe + Wey |am) (2.8)
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de onde pode ser vista a seguinte equacédo entre tais operadores,
OWhpa = Whe + W,

da qual pode ser deduzida a seguinte igualdade, se fazemos ¢ = a
OWpe = 0Wpq + 0Waq

ou seja,
W =0,

o que pode ser também entendido por

0 (am |lan) =9 (0]") =0.

Portanto, temos também a igualdade
Wpa = —0Wap,
e recorrendo as relacdes derivadas nas se¢oes anteriores nos da como resultado
6t br) = —i (1] W}y lam) = i (am| SW, [b1)

que é igual a
) <bl \am> =1 (bl| 5Wba ]am> s

e, portanto, conservando a forma entre as definicoes anteriores, temos que
_ T
Wiy = W),

0 que mostra que todo operador infinitesimal definido da forma (2.6) é auto-adjunto,
assim, o i anteposto a funcdo de tranformacéo tem o objetivo de fazer que o operador

W seja hermiteano.

2.1.2 Transformacoes Infinitesimais

As transformacoes unitarias estudadas anteriormente realmente poderiam ser

vistas como uma pequena deformacédo da unidade se fizéssemos referéncia a uma
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possivel transformacéo que se pudesse ver como continua!, da seguinte forma

U = 1+iG, (2.9)
Ul = Ut=1-4G,

onde os operadores G sdo operadores hermiteanos infinitesimais. Nesta ordem de

idéias, a transformacao de um vetor vai ser dada por
Ulla) = (1 —1iG)|a) = |a), (2.10)

e a de seu dual por
(a|U = (a| (1+1iG) = (a],

de tal forma que, as transformacées serdo dadas por

—iG]a) = [@) — |a) = & |a)

ila| G = (a| - (a| = {a.

Levando-se em conta os fatos anteriores, podemos derivar a forma da variacéo de
um operador sabendo que uma transformacgéo como a considerada em (2.6) podese ver
refletida como uma mudanca no operador que esta sendo analicado. Para comecar,
podemos tomar a equacéo de valores préprios A |a) = a|a) que associa o conjunto de
vetores ortonormais {|a;)}, com o operador A e o espectro = {a1,az, as, ...}, e suponha-
mos que podemos relacionar este conjunto de vetores aos vetores {|a;)}, relacionados
com A pela equacdo A|a) = @|a), onde temos que pelas relacdes de unitariedade entre

as bases dadas pela transformacéo (2.10) o espectro a é mantido e, portanto, a = a.

Com as consideracoes anteriores podemos notar que se evaluarmos o valor espe-

rado de um operador X em ambas bases, teremos que
@ X|a)=(a|UXU|d),

desta forma, podemos deduzir que as variac¢oes induzidas nos operadores pelas transformacoes

infinitesimais, serio tais que se
§(a| X |a') = (alX|a") — (a| X |a")
= <a|UXUT‘a/>—<a\X|a/>
= i(a|6X |},

Uma transformacéo continua est4 ligada & mudanca de um pardametro que varia de forma continua
em um intervalo de valores, estas transformacoes estdo ligadas com o fato que o valor nulo desse
parametro recobra a unidade. Assim podemos considerar que, para valores pequenos desse parametro,
a transformacéo pode ser considerada uma pequena deformacgio da unidade.
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onde podemos extraer que
i6X =UXUT - X,

assim, que se usarmos a forma onde identificamos a presencia do operador diferencial

(2.9), obtemos que a expressio anterior pode ser escita como

X = (14iG)X(1—iG)—X
— —i(XG—-GX)+GXG
= —i[X,G]+GXG,

tomando o termo de primeira ordem, supondo que G é suficientemente pequeno, te-
mos a forma geral das variacées de um operador, frente a uma transformacéo dife-
rencial

§X = —[X,G], (2.11)

com a definicdo anterior podemos mostrar que, dados dois observaveis X e, Y

§(XY) = —[XY,G]
= —X[V,G] - [X,G]Y
= —{X(Y)+(6X)Y}.

Podemos observar que a variagdo (2.11) tem um papel especial ao ser estes elementos
indispensaveis no analise variacional das quantidades relacionadas com a dindmica

de um sistema fisico, como se vera nas seguintes secoes.

2.2 A Medida e o Tempo

Os processos de medida até agora somente haviam sido estudados sem ter um
lugar no espacgo ou algum instante de tempo, no sentido que somente foi explorado o
efeito da medida sobre o sistema, mas se queremos conhecer como o este evolui, como
é a sua dinamica, temos que encontrar a maneira de levar em conta tais caracteris-
ticas do processo de medida, ja que estes processos realmente acontecem em algum
lugar do espagco e em um tempo bem determinado e, a sua evolucdo dependera das

caracteristicas das interagdes entre os componentes do sistema e seu meio.

Os sistemas geralmente evoluem segundo a mudanca de algum tipo de pardmetro,
que somente marca uma escala. No caso do tempo é considerada homogénea. Tal
mudanca é levada em conta desde um instante de tempo considerado como o tempo
inicial g, e é medida a partir deste até um tempo final. Geralmente temos casos espe-

ciais, quando as dindmicas dos sistemas tém o mesmo comportamento para evolugées
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desde t; e em direcdo a ele, simetria na evolugdo temporal, mas em alguns sistemas é
util definir que a evolugdo em algum dos dois sentidos pode néo ser igual, ou seja as
dindmicas nos sentidos da evolucgdo ty — ¢, ou t — ty sdo diferentes, mas esses casos
serdo estudados mais adiante quando analisarmos a possibilidade da existéncia de

processos com tais propriedades.

Para a caracterizacdo de um sistema e a sua evolucdo dinamica, precisamos de
conjuntos de operadores que nos fornecam informacéo sobre o sistema, dado que eles
representam basicamente os processos de medida e, da mesma forma que os esta-
dos associados ao sistema, eles terdo associado um tempo que nos dira em que mo-
mento foram realizadas tais operagoes. Entao, o estudo da evolugao no tempo para
o sistema implica uma nova medida, ou uma nova caracterizacdo do sistema por um
novo conjunto de observaveis, ndo necessariamente compativeis; que neste caso, sdo
aqueles em que foi efetuada a medida inicial mas evoluida no tempo. Estes dois
conjuntos agora distintos por causa da mudanca do pardmetro tempo, tém relacéo
por meio de uma transformacéo unitaria [2, 3] que, como dito anteriormente, deixa

invariantes as propriedades geométricas do sistema.

O anterior raciocinio pode ser visualizado da seguinte forma: se o sistema no
tempo ¢ esta caracterizado pelo conjunto de quantidades {|b)} ), e num instante pos-
terior, tempo ¢; é caracterizado pelas quantidades {|a)},), a fungdo de transformagéo

entre os dois conjuntos de medidas sera dada pela expresséo

(a(t1)[b(to)), (2.12)

onde cada um dos conjuntos associados sdo estados proprios dos observaveis A(t;) e

B(tp), os quais nao necessariamente sdo compativeis.

2.2.0.1 O Operador de Acao e o Lagrangeano Quantico

As variacgoes infinitesimais das func¢ées de transformacdo podem ser expressas
como as variagoes de um operador auto-adjunto que é um pequeno desvio da unidade
1, que tem a propriedade de ser aditivo frente a transformacoes consecutivas. O
operador que gera tais variagoes, pode ser definido por meio do seguinte postulado

fundamental:

Existe uma classe especial de alteracdes infinitesimais para

a qual os operadores associados 5Sm¢1 sdao obtidos por variacgdes



48

apropriadas de um uUnico operador, o operador de agdo Sy

8(a(t1)|b(to)) = (a(t1)|85¢ 4 [b(to))

onde
5§t0,t1 = 5[Sto,t1]'

Se a transformacéo relaciona as descrigdes dos sistema {|a)}«,) e {|b)}«,) e uma
sucesséo de transformacgées infinitesimais em cada intervalo de tempo At, temos pelo

argumento anterior

t1
Stoty = D _ Seasar, (2.13)
to

entdo, quando temos o limite em que o At é muito pequeno, e a evolugéo é dada

para um periodo de tempo maior que At, podemos expressar a soma anterior como

A~ tl A
Sio = / L(t)dt. (2.14)
to

Na integral anterior é introduzido o operador Lagrangeano L(t) que é um opera-

dor auto-adjunto que tem dependéncia funcional nas variaveis dinamicas do sistema.

2.2.1 Principio Variacional de Schwinger

Pelos argumentos anteriores as mudancas na func¢io de transformacéo séo produ-
zidas por variacoes diretas sobre os estados envolvidos na transicdo e tais variacoes
séo produzidas por mudancas das propriedades fisicas que sdo analisadas, ou por
mudancas no tempo. Como as variagdes infinitesimais nos estados sao dadas por um

operador infinitesimal, pode-se estabelecer que

—iGla,t) = dla,t),
i{a,t|G = d{a,t|,

assim, para poder caracterizar as fungoes de transformacéo e relacionar estas com os
operadores antes mencionados, temos que se analisar as variagées de uma funcéo de

transformacéo, assim, estas variacoes estardo dadas por
6 [(a,t1|[b,t0)] = [0(a,ta]][b,t0) + (a, t1][5]D, t0)]

= i(a, 1| G1|b,to) —i(a,t1| Go b, to)
= z'(a,t1| G1 - GO ‘b, t0> y
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que para um sistema dinadmico havera relacdo com a variacdo desse tnico operador
chamado, L(t), como
) [(a, t1’ ‘b, t0>] = 1 <CL, tl‘ Gl — G() ’b, to) (215)
t1

= (4,2 6845, b t0) = (a, 11| 0 [ L{t)dt b, t0)

to

que sera analisada na seguinte secio.

Observemos a variac¢do do operador S, como fun¢ao dos operadores de posicao e

da sua derivada no tempo ¢, e ¢, que pode ser posta da seguinte forma

R t
55 = 5 dtL(A’ 4 ’)—/tldtL(q,q, )

0

onde as variagoes temporais sdo dadas por

ot=1t —t,
8§ = 0od + dqdit)ét, (2.16)

assim, podemos obter que

5$ /t dtL(” 4 ’)—/ttl dtl (q g, ) /ttl{(d(dt))ﬁ—i—éﬁdt}

0 0

_ /tl {(at+sar)) [L+6L] —arl},

to

que conduz a forma

A~ tl ~ ~ ~ A~ ~
58 = {dtL SV dtSL + 5 (dt) L+ 6 (dt) 0L — dtL} ,

to

assim, tomando o resultado anterior até a variacdo de primeira ordem (6 (dt) 0L ~ 0) ,

conseguimos a seguinte expressao

A~ tl A~ 3 A~
55 / {dt <5OL + ‘”;f”&) 45 (dt) L}
to t
t . dL(t) 5 (dt) -
= dt | 6oL + S5t + L,
/to ( 0 dt dt
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onde dado % = %, reduzimos a forma

. t1 . i, .
58 — / dt <50L+d (t)6t+dgit)L> (2.17)
to

dt

I

na qual tomando §yL como a variacdo convencional (somente na forma funcional)

encontramos que,

Dado que a variagdo §y nao implica em mudan¢a nenhuma sobre o tempo, podemos
ver que &gy (%) = % (00qG), obtendo

. oL oL d
L = G+~ — (606
do 9 doq + o5 dt (004)

_ OLg o od (oL N d (0L

o que produz em (2.17)

) t o d (ﬁ (t) 5t>
0SS = / dt | oL + ——=
to

o termo

(6L
/ dt — | 004,
to 5q
segundo 2.15 tem que se anular®, portanto, uma vez que as variaces de dyg, séo
arbitrarias, temos que
oL
5q

0,

$Este fato estabelece um tipo de equacéo de Euler - Lagrange Quantica.



o que é fornecido pelas equagdes de movimento. Assim, 45 toma a forma

Definindo

temos que a expressdo para G pode ser dada como
G = péG — Hét,
assim, o Principio Variacional assume a seguinte forma
S l(ons| ) = (an ] (950~ )| o).

onde o estado final do sistema pode ser considerado como fixo.

Agora se assumirmos que para um operador as variacgoes sdo dadas por

JA = [21, G} ,
as variacoes para o operador §, podem ser dadas por
6 = —id',G) =~i|d' oq; — ot
= —i[d#oq) +i |d' ) ot
= i [¢',00)) — i [¢',0) 64, +i | @', | o,
e para o operador p,
5pi = —i [pi, 784, — mt}
= i [ 500, + i B, 1] ot

= =i [pi, 03] — i [pis ] 605+ 1 | i, F] O,

51

portanto, se restringirmos a analise para uma das trés coordenadas e um tempo fixo,



52

podemos mostrar facilmente que

0pi = —ip [pi, 8d5] — i [Bi, '] 64;.
Fazendo a escolha da funcdo A = —p - ¢, que em analogia com as transformacdes

canonicas em Mecanica Classica que leva a troca de p por ¢, conduz a analise, agora

da mesma dinamica, mas vista desde o espaco de momentos onde
0A = —6p-G—p-bq,
assim, analisando a mudanca induzida no operador G dado pela transformacéo A,

Eo — Go = 5]\0,
El - él = 5[\17

obtemos as variacdes que déo origem a forma do novo operador G, que é a seguinte

o

G = oA+
= —6p-G—p-0G+p-6G— Hdt
= —0p-G— Hét,

de onde podemos obter as variacées dos operadores p e ¢, na nova descri¢cdo do sis-

tema, que sao
66 = —i | —0p;d; — Hot|
=[G, 0p;q;] +i [%ﬁ} ot

= i6pj [Gi, Gj] + 7 [Gi» OD;| G5 + i [‘fiv H} &2

§p; = —i [ﬁi,—éﬁjq}-—ﬁ&}
= i[ps, 0p;ds) +i [pi, H} 5t
=0y [pis 45] + 3 (B, 03] 45 + 1 | i, 1T .

Segundo as idéias da analise anterior, tomando somente uma das coordenadas

num tempo fixo §¢’ e 6p; resultam da seguinte forma

6G; = 0Py [Gi,dr] + 1 [d", 5Pk] dr,
op; = 0Pk [Ps, Gr) + 1 [Di, ODk] k-
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Os procedimentos anteriores tém gerado um conjunto de relacdes para §¢; e 6p;
em dois espacos diferentes, gerados pelos operadores que descrevem a dinamica do
sistema. Estas variagoes contém informacédo que pode ser analisada designando as
variacoes conforme o espaco onde elas sdo realizadas, i.e. J, para as variacdes no
espaco dos momentos e J, para o espaco das coordenadas, se consideramos elas cine-

maticamente independentes,

temos,
64 = —ip’ i, 6d;] — i [65, ] 64
OpGi = i0p" (G, 4] + 7 Gi, OPk] G = O
dqpi = —ip; [Di, 0G;] — i [Ps, ] 645 = 0
Opbi = 10Dk [Di, Q] + 7 [Ps, 0Dk G-

Assim, deve-se cumprir as seguintes identidades

—ip; i, 645] — (G, D] 0G5 = 64
0Pk [Gi> ] + 0 [Gi, 0] G = O

—ipj [i, 0] — i [Pi, Bl 0G5 = 0O
0Py [Pi, G| + 4 [Pi, 0Ppr] Gr = OPs

entdo, solucionando o anterior sistema temos que
temos que uma possivel solucdo é dada por
[Gi,0pk] = [pi, ;] =0,
obtemos as seguintes relacoes
—1 [251]] (5@] = 5(?1,

ou
i Ad .
[q 7]7]] = Z(sij7

que sdo as relacdes de comutacéo, para as variaveis que descrevem a dindmica do

sistema, os operadores de momento e posicao.
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Porém, supondo que somente uma variacédo na funcéo de transformacéo é gerada
por uma variacdo no tempo, ou seja G = —Hdt, podemos ver que a variacdo de um

operador A, é dada por

assim, obtemos

esta é a equacdo de Heisenberg para a evolugédo temporal de um observavel

2.2.2 Equacao de Schrodinger

Retomando o caso geral, as variacoes da funcéo de transformacao sdo dadas por
. . t2
6 {asz] bu) = i {ans| (p8G — Hot) Ll Ib)

observarmos que se agora deixarmos os operadores ﬁXOS, e nos concentrarmos nas

variacoes dadas apenas no estado final, encontramos

S |be1) =0 — dq (t1) = 0 e ot = 0, (2.18)

ey 750—>5q(t2)75065t2:5t2750,

e a descrigcdo a como a de coordenadas, e o estado |b;1), como um estado arbitrario |),
temos que
. . 2
6 (gl v) = ilg| <p5q = H5t)‘ﬂ %)

= i{q| pog — Flét’ﬂ [v) — i (go] (ﬁ&i - ﬁét) )ﬂ ),

e considerando as condigdes iniciais (2.18) obtemos a seguinte expressio

(g ) = i{qo|pa-0Go — Hots 1)
= i {ga|P2 - 0do [¥) — i (qo| H ) 6t

onde pela algebra deduzida na sec¢éo anterior, [p, G| = 0, a expressao precedente toma

a seguinte forma
8 (qa| V) = 02 - i (qo| Po [¥) — i (qo| H |1) 6t (2.19)
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Entretanto, a variacdo deste termo tendo em conta que a suas varia¢ées também séo

induzidas pelas variaveis dindmicas, temos que

6 (q| V) = dqa - 8%22@ + 5tza<gi|2¢>, (2.20)

0 que por uma simples comparacéo dos dois ultimos resultados (2.19) e (2.20) obtemos
as seguintes equacoes

0
A
e
i ool 7 19) = 2421, @21)

que sdo as equacgdes que estabelecem a evolugédo temporal dos estados do sistema,
além de obter também as representacoes dos operadores de momento no espaco de

coordenadas

0
— — D 2.22
905 P2, ( )

e a segunda equacédo nos d4 uma representacédo similar, mas agora com o Hamilto-
niano. A equagéo, eq.(2.21), tem uma grande importancia, ja que ela é independente
da representacédo do sistema, dependendo somente do pardmetro de evolugéo tempo-

ral, é a equacdo de Schrodinger.

2.3 Integracao do Principio Variacional de Schwinger

Tal como vimos ao longo deste capitulo, o operador que gera as transformacaes,
no Principio Variacional de Schwinger, tém uma forma especial. Nesta se¢cdo mostra-

remos como este operador pode ser integrado.

Se considerarmos o elemento matricial de uma funcéo de operadores da forma
(d'| F(A,B)[b")

onde A e B, representam cada um conjunto de observaveis compativeis, podemos
estabelecer que se estes operadores estiverem ordenados de tal forma que em uma
possivel expanséo da funcao F(A, B) os produtos que contém os termos cruzados fo-
rem ordenados obteriamos uma nova funcédo F (A, B), que nos permitissemos avaliar

o elemento matricial, teriamos que

<a"F(A,B)}b”> = <a".7-"(A,B)‘b">
= (a0 (d] 5.
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A funcao dos operadores F (A, B) recebe o nome de operador bem ordenado [3]. Assim,

se usarmos essa forma para avaliar o operador acdo, temos que
§{a(t)[b(to)) = i(a(t1)[6S,1 b(to))
mas se o operador acéo estiver bem ordenado, temos que
d(a(t1)[b(to)) = Wi, (alt)][b(to))
fazendo com que a fungéo de transformacéo pudesse ser mostrada como
(a(t1)|b(t)) = eMrotr (2.23)

Nas defini¢des anteriores denominou-se o operador bem ordenado de Sy, +, como W ;,;
entdo se conseguissemos por o operador de agdo quantico na sua forma bem ordenada,

obteremos que podemos expressar a amplitude como (2.23).

2.3.1 Equacao de Hamilton

Com os resultados das secoes anteriores, podemos obter uma equacgao analoga a
equacdo de Hamilton-Jacobi, para os sistemas sob estudo, levando em conta que pelo

Principio Variacional obtemos a equacéo de Schrédinger, eq.(2.21), tomando (2.23),

vemos que
i ' _ 8<q| ¢> _ deMWro:t B -aWto,t Wi
de onde )
- 19)4Y
(al = H|9) = (gl =5, ).
similarmente com
Oalv) _ o 9eMot OWy,
Be = ilddpl) = =5 = =il 0
R B MWV, 1,
(glply) = (dql 33 1¥),

assim, pela comparacéo com cada uma das equacgdes anteriores, temos que para qual-

quer tempo t > tg X
aWt()?t
ot

estas equacgées sio fundamentais neste formalismo. Alguns exemplos da aplicag¢éo do

Principio Variacional estao mais adiante.
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2.3.2 Exemplos de Aplicacao do Principio Variacional

Aqui faremos uso do Principio Variacional para encontrar as func¢ées de trans-
formacao para sistemas quanticos simples, tendo como roteiro o uso das solugoes
classicas na integral da acdo classica e a correspondente derivacdo da constante de
integracéo pela introducdo de uma sucesséo de funcoes adequadas que convergem a
delta de Dirac.

2.3.2.1 Acao para a particula livre

A equacao de movimento da particula livre é:

d?q(t)
a2

=0,

podemos ver que com as condi¢des ¢(to) = qo, ¢(t1) = ¢1, obtemos a seguinte solucao

q1 — qo
t p—
(t) P—

(t —to) + o,

a acéo para este sistema entre os tempos t( e t1, é dada por

t1 1 . 2ty 1 - 2
S= [ dtL=-m <q1 qo) dt = L= D)
o 27 \ti—to) Jy 2 1 —tg

usando as equacdes operacionais de Hamilton-Jacobi

p = aav}/’ (2.25)
q
. OW .
H+— =
+= 0,

e se assumirmos a forma do operador principal de Hamilton como
W=S8+6(t), (2.26)

obtemos ) )
) 1 2294
wo L @~ do — 24do
2 t—to

desta forma usando a relagédo candénica entre o momento p dado em (2.25), e a relacéo

+ ¢,

de comutacdo candnica entre o momento e a posi¢do, podemos derivar a relacdo de

comutacdo dos operadores para tempos diferentes,

& 5] = [qmi’:fﬂ = ih,

o que conduz
. . th .
Gog = — (t — to) + 4o,
m
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entéo, o operador Hamiltoniano é expresso como

X H2 m (§—( 2
i - p:<q 0)

2m 2 \t—1tp
_ m S N NP ON
= 20w {¢° + a5 — dod — ddo }

m 9 . .9 th o
S L~ Tt —tg) —2
z(t _ t0)2 {q + qo m ( 0) qqo}a

comparando a expressio anterior com a eq.(2.26) e as equacgdes (2.25), temos
% S 0 -
- 242
ot ot ot
m A2 | A2 N ¢
p— e ———— —_ 2 —_—
2 fo)? {@*+ 45 — 24do} + R
onde obtemos que R R
d¢ _do ik
ot dt  2(t—tg)’

dai que ¢ é dado pela expresséo

N N ih
¢ =¢o+ Eln(t — to),

fazendo que ¢ = ¢o1 e, dando ¢y = % In(A), obtemos a seguinte forma para a funcao

¢ (t)

b) = () + Tn(t—1o)
ih

— Thn(Alt - 1)),

assim WV tem a forma

o1 @ +43— 244 | ih
= -—-m——-——+ —In(A(t -t
W=gm— = + 5 (At —t)),

daqui a evolugdo da amplitude de transicédo é dada por

(¢:t] o, to) = expW]
2
ot lma-w)’
Alt—to) P72 t—t, |’

Para identificar a constante A, podemos usar o fato

lim (q1,t1| qo,t0) =0 (q1 — qo) ,
t1—to
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assim, se usamos a seguinte sucesséo de fungées para a delta de Dirac

lim % exp (—n2y2) =4d(y),

n—oo

podemos ver que se tomarmos,

Y — q1 — qo,

’I’l2 = 77’1
© 2ih(tg —ty)’
a funcao de transformacéo resulta ser,

2

m m (¢ — qo)
t to) =,/ ————— “oF s 1 |-
(@t a0 to) =\ 5 mrs — ) eXp[ 2ih t—tg ]

2.3.2.2 Funcgao de transformacao para uma particula submetida a uma forca
constante

A equacao de movimento é dada pela seguinte expressao

d2q_F

a2~ m’

e a solugdo, para as condic¢oes de fronteira ¢ (tg) = qo € ¢ (t1) = q €,

q(t) = % (tr — t0)* + <Z)0__z> (t —to) — % (t1 —to) (t — to) + qo,

a acdo para este sistema, entre os tempos tg e ¢1, que resulta apds da integracgao é
2

2 2
mq° —q5—2qq F F 3
§=—=_20 == - t—to) — — (t1 — to)°> .
5 r— +2(q+qo)( 0) 24m(1 0)

Como no exemplo anterior, podemos derivar a forma da constante de integracdo na
funcéo de transformacéo, supondo que o operador principal de Hamilton tem a se-
guinte forma
W=5+6(t),
assim, teremos que o momento é dado por
oW S F

—(t—to) +

A m ((j (_?0)
=9 = _ .
= p = 5 (2.27)

to—t1

com os resultados acima o operador Hamiltoniano correspondente,

H

_
2m
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resulta ser

. 2 , F m (¢* + a5 — {4do + dod})
H=>"—(t—t)>-=(G+do) + — .
5, (11— 10)" = 5 (4 +Go) + P

Para obter um Hamiltoniano e A¢do bem ordenados, precisamos considerar o orde-
namento temporal de gy e ¢1, 0 que implica conhecer as suas relagées de comutacéo
no tempo. Para isto, podemos fazer uso da expressdo para o momento em funcdo dos

operadores de posi¢do ¢y e ¢, assim vemos que

05 = |05 () + =0
= oyl =in,
e temos que,
i + ih" =1 = jog,
desta forma
9 22 oas .
H= g:b (t1 — to)® — g (G + Qo) + % (4 (—i;oqi;)iq%) D) (toﬂi t)

Agora, das equacdes de Hamilton-Jacobi

oW 05 94 () A

ot ot ot ’
podemos notar,
s  m@—q@—24p0 F,. .. F? )
i f 4 o — —(t1 — t)?,
ot 2 (tg— t1)2 + 2 (d+ o) 8m (b = o)

portanto, o termo que originara a constante de integracao, sera dada pela expresséao

op(t) _ o 98
ot H ot
B ih

2(tg—t1)’

desta forma temos que
ih
@(t) = glnA(to —tl),

Assim, a funcédo de transformacéo sera dada por

2

+E(Q+QO)(t—to) - L(tl —t0)3+i2hln14(t0—t1)}

t qo,to) = exp~
(@t o to) = expy 5 ) 2 24m

h

1 m (g — q)° iF iF? ,
= e -~ t—to) — t—t
A(to—tl)exp{ 2t —t1) [\ 2R @+ ) (1 =to) = 5y, (1 =t)" ¢

i {qu—qg—Qqqo
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Para determinarmos a constante A, segue-se o mesmo calculo que da particula livre,

resultando com A = , portanto, a funcdo de transformacéo é dada por

__m
Qﬂhi(toftl)

m m(q—q)® iF iF?
t| go,to) = | ———r—— SRRLAN S St t—ty) — t—t0)* b
<Q7 | q0, 0> 2ihm (tO — tl) exp{ 2h (t(] — tl) + 2" (q + qO)( 0) 24hm ( 1 0)

2.3.2.3 Funcao de transformacao para una particula submetida a uma forca
dependente do tempo

Segundo a sec¢éo anterior, a solucdo da equacéo diferencial para o sistema

d’q _ F(t)
W = 7, (2.28)
é dada por
_ q—q t— to
q(t) = (t —to) — — x)dxzdr —|— x)dxdT + qp.
to — 11 t1 — %o t0
(2.29)

A acfo para este sistema vém dada pela seguinte expresséo,

tl tl m dq 2
S = Ldt:/ () Y F(t)q | dt,
0 10 (2 dt (®)

podemos notar que tomando a eq.(2.28) ao considerarmos,
d dq _F()
a\Tat) m T

podemos escrever novamente a acédo da forma,

m dq oy
S=—q— — F(t)q(t)dt
395+, PO
substituindo a expresséo (3.76), o primeiro termo do lado direito da equacgdo anterior
é dado por
m dg (t)[" m dq (t1) dq (to)
—qt)—=| = ={q(t —q(t
5 1) —, i 5 14(0) = —alte) =
o 2 o tl  pT tl
- ml-w —1<q qo)/ F(x)dxdT—i-q/ F(r)dr,
2 to—t 2\ti—to) Jw Juw 2 Jwo

e o segundo termo por

;/;F(t)q(t)dt _ {; (t‘é:fl) ;( _t0>/t / dxdT}/F (t — to) dt

+$ t:F(t){/tO /to F(x )dxdT} dt+5 ’ F(t)dt,
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para obter uma forma util desta expressédo, temos que integrar em partes os seguintes

termos

[ro{ [ [ rewaa= [ roa{ [ [ el [ ] e

e /:F(t) (t—to) dt = (t1 — o) /t:F(t)dH / / -

assim, substituindo na acdo, obtemos uma expressao finalmente da forma

5 = 2(towit1) <(q_%) ~2le- qo/t /
+q/t:1F(T)dT—21n t:{/w F(r )dT} dt
- mJZn<@+%‘%@‘QQ‘%/’/

+q/t;1F(T)dT—271n :{/to Fir )dT} dt.

Tomando a fungéo principal de Hamilton como

dde + {

t0

mF)
) duwdr + {/t: /tOT F:’f)dxdf}2>

W=S8+6(t),

o momento é dado por

L _ o _ o3
YT T 04
m t1
= T——~|q—dq— d7'> +/ F(r)dr,
(to —t1) < 10 t0
entdo a energia cinética do sistema sera dada por,
52 1 _ TR t1 2
o ( m(d—do) _ / / x)dycdr + / F(T)d7‘>
2m (to — tl Ifo — tl t0 t0

2
m(G—d\®  d—do i—d\ [
= — < ) / / d dr + < ) / F(r)dr
2 \ty—t1 to — t1 t0 to =11/ Jiw
1 TR 1 t1 tl TF
—|—7m (/ (z )dxd ) — / F(T)dT/ / ($)dxd7
2 (to —t1) o m (to —t1) Jio 0 Jwo M

T ( ’ F(T)dr)z,

2m t0
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e 0 Hamiltoniano tera a forma de

~2
g =2 peyg

2m
- m<(j_dg>2—m 4= do /1/Tde dr +<Cj_qo>/t1F(7‘)dT
to—t1 t0 Jt0 to—1t1/) Jw
to—t1 </t

)2 jFWT /ﬂf [ doar
+% (/to ()d7> — F(t)q.

Tomando a forma do momento calculamos o comutador para obter um Hamiltoniano

e Acéo bem ordenados, assim podemos notar
t1

~ ~ tl T
. R 4d—qo m F(x) ]
, = ,m — dxdr + F(r)dr
7] [q <t0 - tl) (to —t1) /tO w0 m 10 (")

como na secdo anterior em que as forcas nédo afetam as relacées de comutacio, se

estas ndo dependerem das variaveis dindmicas do sistema, assim temos novamente

i Lto—t1 .
4do + th = qo9,
desta maneira
)
n = - Fy
2m
~ om@P+@E—24 G—dq@ [* —do\ [
= 3 BNV - / t — F(r)dr
(to tl) to tl 0 1 t0

2(t — 1) (/ﬂ/ d“"”) - (toitl)/t:lF(r)dr/t;l /tOT Fs)dasz

o ( /[ <>dT> ~r(pg - ot

2m

se tomarmos as equacgoes de Hamilton-Jacobi

oW _os st _ g

a. — 44

ot ot ot

podemos observar que,

25 _ - ((q +45 — 24do) — 2(4 /tl/ i dods +{/t1/

oty 2 (tg — t1)
ot [ F )

m i
+7) (—2(@—%) ) Flr "

2(to — t1 0
t1 2
rar() - 5 { [P} + 8§t<1 !

0

s
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e, igualmente a secdo anterior, o termo que originara a constante de integracéo, sera

dada pela expressao

99 (t1) . 08

- _g_-==

&tl 8tl
B ih

o 2(tg—t1)’

desta forma temos que
~ ih
gb(tl) = 5 hlA (to — tl) y

assim, a funcéo de transformacéo sera dada pela seguinte expresséao

it = i (o (om0 [ [ £
exp;{ 2 (o — 1) ({/t / dl‘dT} +q ’ F( )d)}
vt foot [{ [ o} s Fuaco-el.

Novamente, para determinarmos a constante A, usamos a a mesma metodologia do

exemplo da particula livre, resultando em A = 52, portanto a funcéo de transformacéo
2ihm

é
(@, t1] qo, to) = M ,M+E(+ ) (t — to) — iF? (t — o)
GG 0 =\ Yk (b0 — 1) TP\ 2ih(tg — t1) | 2n TP O g T (-

2.3.24 Funcao de transformacao para o Oscilador Harmonico com freqiiéncia
constante

A equacio de movimento para o sistema é dada pela seguinte expressédo

2
dd(i(;) — mw2q(t) =0, (2.30)

onde a solugdo genérica da equacéio (2.30) é
q(t) = Acos(wt) + Bsen(wt), (2.31)

entdo com as condicdes iniciais dadas por ¢(tp) = qo e ¢(t1) = ¢1, podemos encontrar

as constantes A e B da seguinte forma:

cos(wtp) sen(wtp) A q

cos(wtl) sen(wtl) B q1
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logo
1 sen(wt;) —sen(wtp) q0 A
sen(w(t1 —t0)) \ —cos(wt;)  cos(wto) a1 B

onde substituindo a expressio anterior em 2.31, obtemos

B 1
~ sen(w(ty —to))

q(t)

{a1sen(w (t —t9)) + qosen(w (t1 — 1))}

A acéo S para o sistema é dada por
D1 fdgt)\t 1,
S = \ {2m <dt > — 5Mwid (t) ¢ dt,

e usando a eq.(2.30) temos que

b1 d dq(t)
= [ & (q)2L ) at
=] 2"a <q<) dt >

e integrando, obtemos finalmente

1 dq(t)
dt

t
! mw

t ~ 2sen(w(t; — tog))

{(g5 + qi) cos(w(ti — t0)) — 2q0q1 } -

Deste resultado podemos observar que a acéo quantica sera dada pela expressio

mw

§ = 2sen(w(t — ty))

{(@ + ¢*) cos(w(t —to)) — 2God} ,

e o momento

a8 mw . A
O e 0 coslelt— o)~ )

3>

Como nos exemplos anteriores, para conhecer as relacées de comutacéo entre gy, §

podemos usar a comutacdo entre as variaveis candnicas, desta forma
4, 9] = |4, sen(w(t —fo)) {q cos(w(t —t0))) — do}|

assim obtemos:
.. ihsen(w(t —tp))

dod = qqo + . (2.32)
mw

Agora, para derivar a forma do operador Hamiltoniano, 0 momento canénicamente

conjugado ao quadrado sera dado pela expressio

2
P = <Sen(:(1f_to))> {§% cos®(w(t — t)) — Gdo cos(w(t —to)) — dod cos(w(t —to)) + G2}

substituindo na expresséo anterior (2.32), temos

o mw 2 ‘ . ihsen(2w(t —tg)) .
= (sanimr;) | # ot — o)~ 20 cosolt —ta) - ) g3}

w(t —to 2mw
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e a partir disto, o operador Hamiltoniano sera

H = 2152 + %muﬂq?
- 2sen2(zlz‘;j — ) {(f cos”(w(t — to)) — 24do cos(w(t — to)) — ihsen(zzwn(lg —t9)) N gg}
+%mw2(j2.
Usando de novo a expressio
=t (2.33)

ot ot Ta

temos que

0 0(  m
ot 0t \ 2sen(w(t —tg))
mw? 1

= - sen2(w(t — to)) {@3 + %) cos®(w(t —tg)) — 240G cos(w(t — to))}

(@ +) coslete — ) ~ 20} )

comparando com a equacéo para }V obtemos o termo

¢ hwcos(w(t—ty))  hw
5 = sz =i cot(w(t — tp))

onde integrando, obtemos finalmente
N h
o= ig In (Asen (w(t — tp)))

desta forma a amplitude de transicdo possui a seguinte forma

(q,t] qo,to) = eXp[W]
= exp[%qb] exp [— 2ihsenZU(Jt ~ ) {(qg +¢*) cos(w(t —tg)) — 26]061}]

1 mw

V/Asen (w(t — tg)) P [_ 2ihsen(w(t — to))

{(qg + ¢%) cos(w(t —tg)) — 2ng}] ,

segundo novamente a mesma metodologia dos exemplos anteriores, exemplo particula

2mih
mw ?

livre, obtemos que a constante A =

assim, a expresséo para a func¢éo de transformacéo

para o oscilador harmonico com freqiiéncia constante sera dada por

pu— X -
¢ " q0:t0 2rihsen (w(t — tg)) P 2ihsen(w(t — to))

{(a8 + ) cos(w(t —to)) — 2(10(1}] :
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2.3.2.5 Funcao de transformacao para o oscilador harmonico com freqiiéncia
dependente do tempo

A diferenca dos exemplos anteriores em que conheciamos as solugdes classicas
das equacoes de movimento de uma forma explicita, nesta secéo, temos que dada a
infinidade de formas funcionais que podem ter as freqiiéncias para este tipo de osci-
lador, ndo podemos apresentar uma solugdo explicita. Embora deste inconveniente,
podemos supor o conhecimento de uma solugéo e derivaremos explicitamente a funcéao
de transformacéo para esta, e depois acharemos explicitamente algumas fungées de
transformacédo para algumas formas especificas da solugéo. A equacédo de movimento

do sistema é dada pela seguinte expressao

+ w?(t)q(t) = 0, (2.34)
propomos uma solugéo geral da forma

q(t) =af () +bg (1),

onde as funcdes f (t) e g (t) sao solugoes da equacao diferencial eq.(2.34), e serdo de-
terminadas uma vez dada a freqiiéncia e as condi¢bes de contorno associadas ao pro-
blema. Assim, como uma generalidade, tomando um par de condi¢ées iniciais dadas
por:

q(to) = qo, q(t1) = qu,

obtemos a solucéo geral ¥

q(t) (qo [ f (t) = frg ()] + a1 [fog (1) — gof (1)])

~ fog1 — fig0
desta forma a acéo para o sistema sera dada por

m o 1

me___ -
2 fog1 — fig0
m

——| ——|
g 1110 fogr — fi90 fogr — f190

Um fato importante a ser considerado, é que dado que consideramos f (¢) e g (¢) como

S = [fogl - gofl} + Zlqgw [flgo - glfo}

. : m
191 — 91f1} — =qoq1

5 fogo — gof'o} :

solucgbes da equacéo diferencial (2.34) podemos obter de forma explicita que o Wrons-

TEstes resultados s&o ao nivel geral obtidos em relacéo & existéncia de valores bem definidos em
tempos to e t1, assim que
lim f(¢t)

im fon (2.35)
lim g(t) = gos- (2.36)

t—to/ty



68

kiano em qualquer tempo é uma constante, assim temos que

F®at) —g@) f(t)=0C,

onde C é uma quantidade que chamaremos como conservada, o mesmo para o termo
fogo — gofo = C.

A versdo quantica da acdo que nos sera util é dada pela seguinte expressao,

m 1

g = 0 ng (t) - gOf (t)] + 5@8 ng (t) — f (t) 9%

m 1
2T Fog () — f(t) g
C

T S — T (a0

Para obter a funcéo de transformacéo e a sua correspondente constante de integracao,

78 30— 9 (®) o]

podemos assumir, como nos exemplos anteriores, que o operador principal de Hamil-
ton tem a forma

W=5+¢,
o momento vai ser dado pela expressido

~

o
p_ an’

que em termos da agéo sera dada por

oS o 1 ' ' A .
04 S ng (t) - f (t) 90 [fog (t) a gof (t)] ~ mqo fog (t) _ f (t) 9%
IO Tf (t) go ((j [fog (t) = g0f (t)} - QUC') ,

2 b 1 2 ~2
H = —+ - t
o T 5w (1) 4
1 m?

. 2 )
T (g ()~ Dol ( [0~ of 0] = @+ ) € [ 103 0) - 0] + aBC?)

1
+§mw2 (t) ¢2.

Para obter um Hamiltoniano bem ordenado precisamos de encontrar as relagoes de
comutacdo para diferentes tempos, isto se faz considerando o ordenamento temporal

dos operadores ¢ e §y. Para isto, podemos usar as relacdes de comutacio canénicas

m

@8 = |,
_ nm o
= fog (t) — f (t) 90 [qaqO} == FL,

(4 [fog ) = 0 (8)] - 400)]
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que conduzem ao
o Jog () = f(t)go | ..
goq = ih B =7 ) + 4do,
nm

assim o operador Hamiltoniano na sua forma bem ordenada é dado por
-2

g o L a2
H = 2m—|—2mw (t) g (2.37)

. 2
am [fog (t) —gof (t)} 2 m o2
o {{fog O R AT IO O
- [foé] (t) — gof (t)] ik [fog (t) — gof (t)
T e (6 — f () g0} 2 Lfog () — F (£ g0}

na expressdo anterior ja foram feitas fatorizacoes adequadas. Se revisarmos cuida-

dosamente as fung¢ées que acompanham aos operadores na expressao (2.38) podemos
ver que podem ser expressas da seguinte forma: se considerarmos que fog (t) — f (t) go
é também uma outra solugéo para o oscilador harménico com freqiiéncia dependente
do tempo, assim

fog (t) — gof (t) i ) [fog (t) — gof (75)} i (fo dzgtgt odzj;gt))
{fog (t) = £ (t) go}* terl) = {fog (1) — f (t) go}>  Jog (t) —gof (t)

_ A fog(t) — g0/ (t)
dt \ fog(t) = f(t)go ]’
e 0s outros termos como

fa () -af 0] 4 ( | )
{fog (t) — F (1) go}*  dt \fog() = () o)’

e, por ultimo, temos que considerar

C = F®g) =g ft)= fogo— glfo,
¢ = (500 -9 ] 1) (fodgo -~ 0fo)

o que conduz ao

2 (f( g @) f(t) ) (fogo - gofo)
{fog (t) — F () g0} {fog (t) — £ () 9o}
(F®d0 =30 Jo) (fog (1) = F W g0) (£ Bd0—9(®) fo) (fo3(8) = 90f 1))
— (o9 (1) — 1 (1) g0} i {fog (1) — £ (1) g0}

__ad fF)go—g(t) fo
fog(t) = f(t)go |’
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portanto o Hamiltoniano fica expresso da seguinte forma

g o= _p2md( fog() —gof (1) _qa@ﬁ F®)go—g() fo
2 dt \ fog (t) — f (t) 90 ©2.dt \ fog(t) - f(t) 9o
.o d C th d
raion G (oS ) = g (0= F(0),

2 dt
€ se compararmos com

08 _ om0 (fi() =) amd (11 —g() s
ot 2 Jog (£) — £ (£) g0 020t \ fog(t) — £ (t) 90

.. 0 C ¢
—QQOm( >+¢

por meio de

encontramos R
d¢ ihd
i Egln (fog (t) = £ () g0)
e integrando temos que
~ ih
¢ = EAlﬂ (fog (t) — f (t) 90) ,

assim, a funcéo de transformacéo para o sistema pode se dada por

7 m

e 2 {
2 (fog (8) — f (D) 90) "
(dg {f (t)go— g (t) f'o} — 20@@0)} .

1
(q,t |qo,to) = eXP{

VAG D) T 0 foi (£) =90 (0) }

m

e {hz (fog (6 — £ (£) 90)

Por ultimo somente fica calcular a constante A, que segundo os procedimentos dos
exemplos anteriores pode ser obtida do calculo do limite da funcdo de transformacao
em tempos iguais, limy, ¢, (¢,t |qo, o). Para garantir a existéncia da constante A de-
vemos exigir que o limite das funcdes f(¢) e g(¢) nos tempos ¢ e ty exista, o que foi

suposto ao considerar

lim f(t = 2.38
tﬂlto/t ( ) to/t ( )
. L‘lgl/tg( ) gto/t ( )

assim, podemos ver que a forma forma funcional da expressdo anterior nos sugere

que ao igual que nos exemplos anteriores obtemos que A = 2’”Ch, desta forma a ex-
m

pressao para a fungéo de transformacéo para o oscilador harmonico com freqiiéncia
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dependente de tempo generalizada é dada por

B mC ox 3 m 2 . o
ol = Vgﬂm(hg@)—fﬁ)%) i@ a0 -l 0]}

X exp {;2 (og (t)ni 00 (ci% [f (t) g0 — g (t) fo] - 277@@0) } . (2.40)

2.3.2.6 Forma da acao para algumas funcoes de freqiiéncia particulares

Podemos recuperar a acéo para o oscilador harménico com freqiiéncia constante,

se tomarmos as solugdes
f (t) = cos|wt] e, g (t) = sin|wt],

originam as seguintes mudancas nas func¢ées envolvidas em 2.40,

fog (t) = gof (t) = weosw(to —1)],
FHao—g®) fo = weoslw(to—1)],
fog(t) = f(t)go = sin[w(t—to)],
¢ = w,
desta forma, temos que
mw

= 5 [w (£ — to)] (¢ cos [w (to = )] + G5 cos [ (to = 1)] = 2ddo) ,

e conseqientemente obtemos

(0.1 1o t0) = —— (s
GO = e (E = to)] D A 2sin w (f — fo)]

6+ ) coslo t0 — 1)~ 240]

Que é a acdo e funcdo de transformacao associadas com o oscilador harmoénico com
freqiiéncia constante. Também, podemos recuperar o resultado tradicional [5], em

que se usa um ansatz para a solucéo da forma

onde segundo 0 mesmo racionamento anterior se originam as seguintes mudancas,

fog (t) = gof (8) = pop (t)siny (£) = 0] + pop () ¥ (¢) cosly () — 7],
F®go—gt)fo = —p(t)posinly(t) = y0] + podop () cosly () — v,
fog @) = f#) g0 = p(t)posin[y(t) — o],

C = Py,
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assim a acdo é dada por

§ = ™ AQ@—Q@ sin —
5= 2sin[’y(t)—’yo]{<qp(t) qu0> or{8) =0l
+ (@570 + % (1)) cosly (t) — 0] — 24Gop” (1) (1)},

e a funcéo de transformacao, sera dada por

_ mp (1) (t) im (5p(t)  2po
(0, lao, to) - = \/2m’hpo sin [y (t) — 0] eXp {hZ <q2p(t) - qu()) }

cexp { & M (@0 + 5 (0) coshy (0 0] — 2dos? (0 (0 .

2.3.3 O operador Hamiltoniano bem ordenado para a derivacao das
funcoes de transformacao

Até agora, construimos as fung¢ées de transformacéo por intermédio do uso da
acdo classica do sistema e, das solugées das equagées de movimento derivadas da
Lagrangiana. Desde o Principio, a Mecanica Quéntica foi criada sob o ponto de
vista de que desde uma dindmica Hamiltoniana também, é possivel encontrar uma
relacdo entre as fungdes de transformacéo e o Hamiltoniano do sistema. Nas secoes

anteriores foram derivadas as equacoes para a dindmica dos estados do sistema

gy i,

~o¢ — mlapl, (2.41)
Lo _ 9{dv)
—pllHW) = —5 =,

como dos operadores

dfl_ i[A A] A (2.42)

@ T
Para esta nova implementacdo implica como um primeiro passo, de uma forma simi-
lar a construcdo das funcbes de transformacéo anterior, achar as equacoes de movi-
mento e construir o operador Hamiltoniano de forma bem ordenada, com ajuda das

relacées de comutacédo em diferentes tempos.

Dadas as equagoes (2.41) e (2.42), podemos entender que as equagdes dindmicas

para os operadores de momento p, e posicéo ¢, sdo dadas por

dp Q.

dt ~ h {q’H] ' (2.43)

dg i 4

il (244
tomando as equacdes anteriores, podemos obter

9algo) _ i, 5 .
T = ﬁ <q| H(Q>q0at) |q0>’
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que também pode ser obtida de maneira simples se fizermos |1)) = |go). Se pusermos o
operador Hamiltoniano na sua forma bem ordenada, H (q,q0;t) — H (¢, q0;t), obtemos
uma equacéo da forma

9(q |qo)

1: ~
= = =3 (alH (g, q03t) o)

1

para a seguir integrar a equacao resultando

t

(alan) = Ag.ao)exp |~ [ Ha.aniv)ar]

to

onde a expressio A (¢, o) provém da integracéo da funcao de transformacéo no tempo,

podendo sempre determina-a com a condigdo
lim (q |qo) = 0 (t — o),
t—to

a constante de normalizacéo A (q, q0), pode ser determinada com a ajuda de da pri-

meira das duas equacgoes em (2.41). Um exemplo da aplicacgio sera visto a continuacéo.

2.3.3.1 Funcao de transformacao para o oscilador harmonico com freqiiéncia
dependente do tempo

Para este exemplo, partiremos de considerar que uma possivel forma de uma
solucéo para a equacéo diferencial para o oscilador harmonico com freqiiéncia depen-

dente do tempo é dada por
d*q(t)
dt?

Aqui, néo seguiremos os resultados padréo, em que se usa um ansatz convancionall,

+w2(t)g(t) = 0. (2.45)

que é usada no exemplo tratado em 2.3.2.6, e usaremos o seguinte,

t
o(t) = A(t) exp [a / w(T)dT] (2.46)
to
desta forma substituindo em (2.45), obtemos
d?A(t) dA(t)  dw(t) 5 5
T+ 20w(t) o ta— Alt) + (14 a®)w(t)*A(t) = 0, (2.47)
e se fizermos a escolha
1+a®=0, (2.48)

IVer discuséo ao final do capitulo
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temos que a = +i, obtendo o seguinte conjunto de equacgées diferenciais

A(t) + 2iw(t)A(t) + iw(t)At) = 0, (2.49)
B(t) — 2iw(t)B(t) — iw(t)B(t) = 0.

Se tomarmos o conjugado da segunda equacgéo em (2.49) podemos notar que

As equacgées (2.49) tém a forma genérica de

d*y(t) dy(t)

a0

+Q(1)y(t) =0,

forma que permite um estudo, em funcao das caracteristicas funcionais de P(t) e Q(¢).
Podemos sublinhar que a diferenca do conjunto de equacgoes (2.49) é que precisamos
somente que a freqiiéncia, w(t), tenha a primeira derivada continua, ou que tenha

um numero finito de descontinuidades (todas elas removiveis).

Uma rescrituracdo das equacoes (2.49), levando em conta que a funcdo S(¢) em
2.3.2.6 é relacionada com a amplitude, assim como A(t), e y(¢) é relacionada com a

fase, é

onde podemos ver claramente que a quantidade
A% (tw(t) # C

nio pode ser uma constante, a diferencia da quantidade anédloga C' = p? (t) ¥ (t), cal-

culada no exemplo onde foi tomado o ansatz 2.3.2.6.

dado que a quantidade C néo pode ser uma constante, ndo temos uma relacéo
direta entre a amplitude e a fase. Este tipo de solucées é 1util para analisar outro
tipo de regime onde a freqiiéncia pode ter variacdes mais bruscas, dado que a relagéao
C = p? (t) % (t) impde um comportamento muito suave a fase. Entéo, levando em conta
as previas consideracoes, podemos formular que solu¢do proposta para o problema
do oscilador harmonico com freqiiéncia dependente do tempo é nova, tendo o anzats

(2.46), temos geralmente que

o) = aA(t)exp [z /t tw(T)dT} L bB(t) exp [—i /t tw(T)dT] (2.50)
A exp [I9(0)] + bB(®) exp[—i0()]

onde a e b, sdo constantes complexas que serdo determinadas pelas condigoes iniciais,



75

Qt) = /t:w(f)df.

Esta nova solucdo pode ser interpretada como a dindmica do operador posi¢éo (se
for estudada na representacdo de Heisenberg), entdo para poder ter a informacéo
completa da evolugdo temporal dos observaveis, precisamos definir o0 momento e a
posicdo no tempo ty, o que implica conhecer a forma das constantes a e b, isto através

da proposta das condig¢des iniciais para as equacgoes diferenciais (2.49) como,
A(to) = AO e B(to) = B[),
A(ty) = Ay e B(ty) = By,

A~

desta forma, temos que para §(t)|,_;, = do

t t
G(t) = ¢=aA(t)exp [1/ w(T)dT] + bB(t) exp [—z/ w(r)dT}
to to
do = adg+bBy,

o ~ dq(t
e para p(t)|,_,, = po =m 41|
=to

mChgl(:) = p=ma [A(t) + iw(r)A(t)} exp [z /t: w(T)dT]

+mb [B(t) - iw(t)B(t)} exp [—i /t:w(T)dT]
p = ma[A(r) +iw(t) A1) exp [z /t:w(T)dT]

+mb [B(t) . iw(t)B@)} exp [—i /t:w(T)dT]
bo = ma [Aoﬂ'wvo} +6[BO—MOBO},

entdo em analogia com o caso do oscilador harmoénico com freqiiéncia constante, os
valores dos operadores a e b, podem ser encontrados usando o mesmo procedimento.

Invertendo a matriz M

Q>
Q>

" B Ao By | @
A\ m [AO + iwvo} m [Bo — iuJoBo} - Do ’

>
N
>

entdo temos que M ~'é dada por

joN

L1 m [Bo — iwoBo} —By Qo
CdetM |\ [AO + iwvo} Ag Do

S

Vemos que esta matriz M atia como uma transformacdo canoénica entre (&, b) e
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(4o, Po) , assim como no caso de freqiiéncia constante o determinante da matriz

det M = Ao Bo (2.51)
m [Ao + iwvo} m [Bo — inBQ:| ’
—m <A0 [BO — inBO} ~ By [AO + iwoAOD — mC(to), (2.52)

representa a regido no tempo da validade desta transformacao entre os operadores, e
tem uma grande importancia** na defini¢céo das condi¢bes iniciais para a convergéncia
da integral de acdo. Segundo os resultados prévios temos que a e b serdo dados pela

seguinte expressao

R ) {Bo - ’L'(.UOB(]i| . BO

a = QOW - pOW,

(A) . [Ao + inAo] . AO
- C(to) +p0m0(t0)’

onde tomamos a definicdo de 2.51 e, assim 2.50 adquire a seguinte forma

A R [BO — ’L'(.UQB()} By
-\ C(to) e mC(to)

A(t) exp [1€2(1)]

{Ao + inA0:|
+ 1 —

A

A
n 0

Clio) el B(t) exp [—i€2(t)]

X [BO — iwoBo}

= QO—C( to)
A [A() + inA()} Ao

~TTCh) *mC(to)

_ C((JEO) {[Bo—iwoBo| At) exp [i2(1)] — [ Ao +iwo Ao B®) exp [-i02(1)]}

Do
mC(to)

By
mC(to)

A(t) exp [i€2(¢)] — o A(t) exp [i0(0)]

B(t) exp [-i2(t)] + p B(t) exp [—i€2(t)]

+ {AoB(t) exp [—i82(t)] — poBoA(t) exp [i€2(¢)]} .

Para ter uma forma mais compacta, definiremos o seguinte conjunto de fungées

Fo(t) = AoB(t)exp[~iQ(t)] - BoA(t) exp [i(t)]
Fi(t) = |Bo— iwoBo| A(t)exp [i1)] — | Ao + iwoAo| B(t) exp [~i(1)],

**A importancia, é dada pelo fato de que no caso de freqiiéncia constante estabelece-se uma escala
para a validade da descrigdo do sistema e, neste caso segue acontecendo um fato similar mas agora no
sentido que ela possui uma independéncia das varidveis no intervalo de tempo no qual o sistema pode
ser descrito
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e com ajuda das equacdes (2.49), as funcoes Fy(t) e Fi(t), satisfazem,

d>Fy(t)
dt2
2
d 5;12@) +WXWFR@E) = 0
dF\(t)  dFo(t)
dt dt
(B(t)A(t) —AWB@®) + 2iw(t)A(t)B(t)) — () (2.54)

+ W) Fy(t) = 0 (2.53)

Fo(t) Rt) = —C(t)C(to)

onde, se pode ver que
dC(t) 0
a7

com o uso das equacoes eq.(2.49)

Que agora pode ser tomado como uma definicdo especial, ja que vem do fato que
agora o det M é relacionado com o Wroskiano das solugdes C(t)|,_, = C(to), e isto
mostra que a quantidade C(¢) é uma constante no tempo, e poderemos tomar sem

perda de generalidade que existe a identidade

C(t) = C(to). (2.55)
Agora, a expressdo para o §(t) é
o Qo Do
q(t) = Clto) tO)FI (t) + mC () tO)Fo(t), (2.56)

e para o momento p é representada por

p=m=2 )+ L0 Fy), (2.57)

por conveniéncia podemos fazer a substituicdo de py em (2.57) usando (2.56), tendo

entao para py,

T A matriz Wroskiana para ¢(t), é
B A(t) exp [z ftto w(T)dT] B(t) exp [—i ftto w(r)dr]
Wi = ( % {A(t) exp {z j:o w(T)dT]} % {B(t) exp [—i ftt@ u.)(’r)d‘r}} )
e o determinante desta det W (t) é dado por

det W (t) = A(t)B(t) — B(t)A(t) — 2iw(t)A(t)B(t) = —C(t)
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e para p,

s om0 gy o Ey(t) Fr(t) AmFo(t)
Po= ey O ey R RO
(

o F(HF(t)  Fot)Fu(t) N AmFO t)
C(to) Fo(t) Fo(t) 1 Fo(t)
C(t) Fo(t)

OFo(t) Fo(t)

= —mq

+ qm

e entdo com estas definicoes podemos conhecer a relacdo entre os operadores de

posicdo para diferentes tempos, usando as rela¢ées de comutacio canonica dos opera-

dores,
S| o) Fo(t) s CO)
Pl = |q,—m +qm = —|q,qo0]m =1h,
(4, D] [q rm TR (4, qo] bE @
para obter "
ihFy(t
o4 = 14 2.
doq mC(t) + 44, (2.58)
Portanto a energia cinética do sistema é dada por
A9 2
o om | RK() . C()
om 2 "B “ @)
m | S F() | C3)  COF() .o
= — |4 +4 — (dod + d4do) |
2 [T R0 T RG T RO
usando (2.58), temos que a expressio anterior pode ser posta como
~2 2 2 : -
p m | o F5(t)  o,C*(t) C(t)Fo(t) (ihFo(t) .
— = — — 2 2.59
om 2 |TF) TOFG) T TR \mo(y A9 (2.59)
m | 2B | LCH) _CORW . | ihFo(t)
2 |7 gt R Fg () 2 Fo(t)

Agora tomando o operador Hamiltoniano para o sistema que é dado por

e substituindo nele 2.59 o operador anterior pode ser expresso da seguinte maneira

E? C?
o UM O gt

H= - =
2 Fo(t) | 2

m Ct)Ep(t) ] ihEp(t) 1
5 0

e usando as relagoes 2.53, temos que com

2
9\ 22 m  d°Fy(t) o
— w t —
mew (1) 2Fy(t)  dt? v
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o operador H pode ser expresso da forma

o=

~ m
2T\ Fe T e ) T0Fe TR 1 T 2 Ry

A2<F3<t> d%(t)) LC2(1)  COR ] ihEy(t)

a primeira funcdo entre os parénteses pode ser posta como uma derivada total do

tempo, assim

d (Fo(t)\  F2(t) d°Fy(t)
dt \ Fo(t) ] — F2(t)  di2

e condicionando a natureza de C(t), temos que

d <C(t)> _dc@) 1 C)R(t) _ C()F()
dt \ Fo(t)

dt  Fy(t) F3(t) F3t)

e a expressao

C* (1) (t0)C(?) dFy(t)  dFy(t)
O cﬂ(mzfg(w{ﬂ’(t) T Fl(t)}
)

C(to)C(t d<F1(t)>
C2(to) dt \ Fo(t))’

também pode ser transformada. Assim, com as anteriores operagées, o operador Ha-

miltoniano toma a seguinte forma

~om | o d [ Fo(t) L C(tg)C(t) d [ Fi(t) d (C)\ .. ih Fy(t)
H‘[‘ dt( <t>>‘% () dt(%(t))”dt <F0<t>>qq°]‘zF3<t>'

A funcao de transformacéo associada (q, t| qo, to), vai ser dada por

o -amenl 3 (505 (5]

() 2 ()2

= A(q,q) { ( t +qO 2 Folt) mqqomiFO(t) t5 In Fy(t)

exp {

entdo podemos dar para C(t) o carater especial de conservada 2.55, podendo usar o

argumento % = 1 0 que permitira recuperarmos a acéo

Dr'

2F0( t) + qgFu(t) — 2qqu(t)> }

S(q,q0,t) =

2FT:(t) (4 Folt) + G Fi(1) — aaom (1))

Para verificar a validade desta expressio podemos recuperar a acdo para o os-

cilador harmonico com freqiiéncia constante, tomando o fato de que nesse regime
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w(t) — wo, e que as funcgdes B(t) = A(t) = K séo constantes, temos

lim Fo(t) = —2iwgK? cos [iwy(t — to)]

lim Fi(t) = —2iwoK? cos [iw(t — to)]
w(t) = wo
B(t)=A(t) =K
lim Fo(t) = KZ%sin[—iwg(t —to)].
w(t) — wo
B(t)=A(t) =K

que conduz ao

lim S(q,qo,t) m

w(t)—wo ~ 2sin [wo(t — fo)] ({a* + a6} cos [wo(t —t0)] — qq0)

Agora temos que determinar a forma da constante A (q,qo) e, para isto temos que

usar a expressao

_ Algq) im g 2
(¢,t] qo,t0) = o) XP\ B 3F () (q Fo(t) + g5 Fa(t) 2quC(t))
A(q, qo) {2 }
= 75 ) 7t )
0 expq & (¢,q0,1)
entao tomando
9a:tl qo,t0) _ 1, .
94 =7 (q,t| P lqo, to) ,
temos
d(q,t| qo, to) 0 | A(g,9) {2 }
o9 = 3 7‘9 ) 7t
B4 90\ Vo Pk (¢, 90, 1)
1 0A(qq0) i Fo(t) i C(t)
= + qm — z4qom 7t 7t 5
(A(q,qo) dq R E@) R R (9,4 g0, t0)

e junto com a equacio para p,

* (gt plaosto) = <qm§3§3 - qomgf(g> (0.t] a0.10)

podemos por uma comparacéo ter

0A(4:0) _
dq ’
ou seja, A (q, qo) ndo tem nenhuma dependéncia de ¢, assim que agora com

9(q,t] qo,t0) _ i ,
D (gt o)
96 7 {4t Bo 40, to)



81

temos que
0 (qangoat@ _ \/}«}T(t)aaqo {A (q,q0) exp {;S(q,qo,t)}}
- <A(q1, ) 8A<§ZE)QO) _% [mqozlz;g _mq;;((?)]) (a,t] qo,t0) ,
da mesma forma o elemento matricial de py, que é dado por
%<q,t!ﬁo g0, to) = —% <mtJo§;8 - mq;;i%) (¢, ] q0,%0) »

mostra que A (g, qo) também néo tera dependéncia de ¢y, entdo temos que

1 aA (CL q0)
A(q,q0)  Oqo

,da mesma forma que com A(q,q)) = K(t), onde K(t) é uma funcio a determinar,

=0

assim a expressido completa para a funcéo de transformacéo é dada por

(¢,t] o, to) = K;Ot()t) exp {;217?@) (qQFo(t) + g Fu(t) — 2qu0(75)) }

agora igualmente que nas secdes onde foram desenvolvidos os exemplos para as
aplicacdes do operador principal de Hamilton, podemos notar que K (t) = 4/ ”’;%t) =

im;;;g” ,portanto, a funcéo de transformacio deve ter a forma de

SRR {;2le(1§) (A0 + BR0 - 20mC () } |

<Q7 t| qo0, t0> =

O resultado anterior, embora, podendo ser derivado desde 2.41, somente é usado
para mostrar uma aplicacéo do uso do operador Hamiltoniano para a derivacédo das
funcoes de transformacdo. Mas um fato interessante ocorre com as caracteristicas
funcionais das solugdes 2.46, ja que elas mostram a possibilidade do estudo de um
comportamento ndo adiabatico das variacées da freqiiéncia e, portanto, uma maior

gama de aplicacgoes [6].

Na literatura [7, 8], é usado o seguinte anzats
q(t) = S(t)e"®, (2.60)

como aquele que é usado em 2.3.2.6, pode-se notar que em [9] os autores acham que
a forma funcional de 2.60 é correta ao tomar em conta as condi¢cdes para obter um
propagador exato para o sistema por meio do Método de Integral de Caminho de
Feynman. A solugéo 2.60 é tomada como padrdo em muitas outras publica¢des poste-

riores como, por exemplo, [10], em que através do Principio Variacional de Schwinger
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conseguem o mesmo propagador que [9] confirmando a utilidade do ansatz ¥, algu-

mas implicacdes deste tipo de solucdo podem ser vistas em [11].

#Este ansatz é considerado ttil, j4 que pensar numa solucdo deste tipo, permite evidenciar a
existéncia de alguns invariantes adiabaticos no sistema, assim é uma solu¢do quando a freqiiéncia
w(t) varia lentamente.
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3 Formalismo para Trajetorias
Temporalmente Fechadas

3.1 Variaveis Nao - Hermitianas

Todo o formalismo tratado até aqui estudou sistemas descritos por observaveis
hermitianos e, portanto, os que possuem um espectro completamente real. N&o obs-
tante uma analise um pouco mais profunda dos problemas que envolvem tais ob-
servaveis permite, em alguns casos, a sua formulacdo em funcédo de novas variaveis,
néo necessariamente hermiteanas, por meio de uma transformacéo canonica [1, 2, 3].
As variaveis ndo hermiteanas podem simplificar os calculos dando lugar a interpretacées
com um alto contetudo fisico. Um exemplo é a descri¢cdo do oscilador harmonico em
funcao dos operadores de criacéo e destruicdo que sédo operadores ndo hermitianos e

que permitem descricdo do sistema em funcéo de seus estados préprios de energia *.

Para dar um exemplo de seu uso, trataremos um sistema simples, como € o osci-
lador harménico com freqiiéncia constante e, a conseqiiente derivagdo da sua funcio
de transformacio associada. Esta funcéo tera posterior utilidade na aplicacdo do

formalismo de trajetéria fechada, propdsito deste capitulo.

Primeiramente definimos o par de variaveis niao hermitianas’

L mwf b S St
y 2h <Q+mwp> &Y 2h <q mu)p>7 (3.1)

que servem para escrever o hamiltoniano do oscilador harmoénico con freqiiéncia cons-

tan-te da seguinte forma

n2
. P 1 2.9 hw{A AT}
H = —+- == 2
om T T WY 8.2)
1
= m{g*g+2},

*As variaveis nao hermitianas auxiliam no entendimento de sistemas oscilantes ou com caracteris-
ticas ondulatérias como também para sistemas cujo espectro de energia é igualmente espacado.

"Dado que estas varidveis representam uma transformacéo candnica, conservam as relacdes de
comutacdo [7,9'] = 1.
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e de onde podemos notar que as equacgdes de movimento sdo dadas pelas seguintes

expressoes
dy 10H dyt 10H =
7dt = %aig,‘_ = —-wy e, — = ——= =wy, (33)

assim, as equacoes (3.3) tém solucoes dadas pelas seguintes fungoes de operadores

§(t) =goe ™" e, gl (t) =gie™". (3.4)

Para se obter a funcéo de transformacéo (y', t|yo) = (37, t|y, 0), podemos usar a equagéio

de Schrodinger?,
Ot 0) =t (0)10) 0t = 1l (194 5 ) n0) o
= —iwly!, gt (Ogoe ™ |y,0) 0t — i (y, t]y, 0)0t
= (y',tly,0) (—inye‘m - Z%) ot,
desta forma depois de integrar, obtemos a fungdo de transformacgao que procuravamos
(i tly,0) = e "2y |exp [—izfzie’m} ly") (3.5)
= e "3lexp [—inye_M} .

Da funcao anterior de transformacao podemos derivar o espectro do sistema; para
isto, podemos observar que fazendo uma expanséo da funcéo de transformacéo numa

série de poténcias de y' e y, temos que (3.5) pode ser expressa como
W'ty 0) = eyt exp [~igtge " ) (3.6)

— e—i%t i (yT)ne—iwnt@
2

Por outro lado, se tomarmos de novo a funcédo de transformacéo (y,t|y,0) sabendo,
que a evolucdo temporal do estado <yT, 0\ até um tempo ¢t é dada pelo hamiltoniano

(ﬂ) do sistema e como este ndo tem uma dependéncia explicita do tempo, temos
(yl,t] = (yF, 0], (3.7)
desta forma a funcéo de transformacéo (3.5) também podera ser escrita como
(y',tly, 0) = (y',0[e" ™ |y,0), (3.8)

onde se inserirmos um conjunto completo de estados préprios do operador H

i=> |n)(nl, (3.9)
n=0

Ver Cap 2, Sec 2.2.2.
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temos que (3.5) pode se expressar da seguinte forma

o0

(' tly, 00 = > (yh 0l ™ [n) (n]y,0) (3.10)

n=0
oo

= Y e Byt 0] n) (n]y,0).

n=0
Dado que ambas séries , (3.6) e (3.10), sdo expressoes equivalentes de (3.5) podemos

fazer uma comparacao termo a termo identificando os termos

" n
<y*n>=% e (nly)="L,

e assim, podemos ver que o termo

nos dé o espectro do sistemas?.

3.2 Formalismo de Trajetoria Temporalmente Fechada.

No capitulo anterior o objetivo principal foi calcular as amplitudes de transicéo
para alguns sistemas de interesse; como foi discutido, as fung¢oes de transformacio
fundamentalmente contém toda a informacédo quéntica do sistema, mas algumas
questoes de carater fisico ndo podem ser respondidas diretamente a partir delas.
Desta forma, se faz necessario o estudo de quantidades tais como valores espera-
dos de alguma propriedade fisica do sistema. Este estudo permite, em principio, por
exemplo, conhecer a evolucdo de alguma propriedade partindo de alguma condicédo
inicial, como um estado especifico, ou mais geral, de uma mistura inicial de estados

que descrevam alguma condicéo fisica desejada.

O Formalismo de Trajetéria Temporalmente Fechada, proposto por Julian Sey-
mour Schwinger em 1961 [4], mostra uma modificacdo do Principio Variacional que
permite, de forma generalizada, o calculo de valores esperados das variaveis dindmicas
do sistema como de fung¢oes das mesmas sem a necessidade do calculo de fungoes de
transicdo individuais; do mesmo modo, dada a possibilidade de dar conta da evolucéao
de qualquer condicéo inicial dada a dindmica estabelecida mas operador Lagrangiano
do sistema é possivel construir estruturas compativeis com as quantidades calculadas
em mecanica estatistica, ao ter como uma condic¢fo inicial algum estado do sistema

em equilibrio termodinidmico e assim, dada a forma em que se constroi a teoria pode-

$Nota-se que se tem agregado o & para evidenciar as unidades de energia, ao longe deste capitulo s6
usaremos dependendo da necessidade.
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se estudar processos em que o sistema sai do equilibrio termodindmico, permitindo
uma maior gama de aplicacdes.

Com ajuda das fungées de transformacéo
(a" ty| ¥ ti),

podem ser calculados valores esperados de quantidades fisicas, dadas condig¢oes in-
iciais especificas para o estado do sistema. Assim, por exemplo, o valor esperado de
um operador X (t) = X (cj (t),q(t) ;t) em um tempo ¢; tendo como condi¢éo inicial o
sistema no estado |b,¢;) pode ser calculado da seguinte forma
(XA, = D Vi d sty (d sty X(tp) [a” t5) (0t V8, (3.11)
G/,,a"

na expressao (3.11) temos que calcular as fungoes de transformacéo individuais do

sistema, cujas variacoes sdo dadas por
t
§{a'ty| U't;)y = i{d'ty| [5/ fdtL] b't;) (3.12)
t;

tr
—i ('t [5/1# dtL] |a'ty) (3.13)

§(b't;| a'ty)

correspondendo cada uma, a forma em que é tomada a evolugdo temporal conside-
rando a versdo adjunta da funcéo de transformacéo como o processo inverso no tempo,
assim as formas em que as mudancas entre os diferentes estados devem ser compara-
das é tal que podemos obter para uma funcéo de transformacéo para (3.11) (v't;| b"t;),
de onde poderiam se obter o valor de (X(ts)),, , mas o problema fundamental é que

dada a estrutura do Principio Variacional, as variagoes de dita func¢éo seriam

O (WLl Vi) =0 | 3 (Whi] a'ty) (a'ty| Vt:)| =0,

que pode ser visto mais diretamente, isto é, dado que temos

St V'Y = [6 (Wts| d'ty) (aty| Vti) + (V't:| a'ty) 6 {a'ty| V't:)]

e usando as relagées (3.12), obtemos
t t
SVt Yty = iy [(b’ti\ a'ty) {a'ty| [5/ fdtL] |b't;) — (V't;] [5/ fdtL] |a'ty) (a'ty| b't;)
/ ti ti
’ ty ty
i ('t [5 / dtL] |b"t;) — i (W't [5 / dtL] |b"t;)
173 t;

tr ty
i ('t [5 / dtL] — {5 / dtL} 6"t;) =0
ti t;
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ja que devemos ter (b't;| b"t;) = §(V', V") e, isto impede uma melhor analise do sistema.
A modificacédo do Principio Variacional que pode ser considerada para obter uma ex-
presséo util, é pensar na possibilidade de que o sistema evolua com uma dindmica
que dependéncia da direcdo em que o tempo é considerado, ou seja, que a dindmica
dependa do sentido em que é tomado o tempo. Assim, para tal caso, podemos pro-
por uma funcéo de transformacéo para um ciclo fechado no tempo, de forma que os

tempos iniciais e finais sejam os mesmos

O (ti| ts) = O[(til tg) x (T ts)] (3.14)
i (| [5 /t _tf dtLJr} _ [5 /t _tf dtL] )

ty iy
- [5/ QL. — 5 dtL] i)

ti t;

Aqui o termo |tf) x (t;| simboliza a soma sobre um conjunto completo de estados do
sistema que s&o usados como intermediarios, se considerarmos os Lagrangianos da
expressio (3.14) dados por L+ = Ay ()X (q (t),q(t) ;t) = A+(t)X (t), indicando pelos

subindices a diferencia das dinamicas segundo a direcao temporal, podemos obter

5 (1] 1) = i (1 [ [ arero - o) X(t)] 1)

assim, pode se ver que se fazermos a derivagao do funcional do elemento (¢;| ¢;), obte-

mos o valor esperado como

O\ (il ti) '
-1 (5)\+(t) - <tl|X(tf) ‘tl> )
da mesma forma que i)
Oy (Gl lta) .

onde \;(¢), podem ser definidas como fontes externas que dependem da direcdo da

direcdo temporal.

3.2.1 Oscilador Harmonico Forcado

Um exemplo que mostra claramente a utilidade da modifica¢édo anterior do Principio
Variacional, para este tipo de ciclos temporais, é considerarmos um oscilador harménico

sujeito a uma forca externa arbitraria, o operador Lagrangeano do sistema é

s dy ha . -
L= zyTE —wi'y — 'K (t) — gK* (1),
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fazendo a variacéo funcional de L com respeito aos operadores §'e, §j temos que

5L = 6y Ccilt —|—zyT52—t — Wity — wijtey — 697K (t) — 6K (t)
= oy (i‘ﬁ —wj—K (t)> + z'yTéZ— —wijtey — K* (t) 63,

fazendo a substituicdo pelo termo

d(at6s)  ait
itsdl _ (9'0g) dg 5.
dt dt dt

obtemos

A 1 dit
0L = 5@T (zig —wy— K (t)> — (zy + wQT + K* (t)> o9,

.. d(9769) o . . .
onde o termo de superficie dado por % foi ignorado. Assim, levando em conta que

as variacgoes 6L = 0, obtemos as equacgoes de movimento para cada um dos operadores

.dy
= — = Kt 3.15
Zdt wy (t), ( )
dyt ~t

% — K*(t

g ),

a solucéo destas equacoes diferenciais, sdo dadas pela integracéo direta

eiwt @

y t +iwety = —iK (t) e,

el uut} — —iK(t)eiwt.

Desta forma, integrando entre um tempo inicial ¢; e qualquer tempo ¢, temos a se-

guinte solucéo
t
@(t) _ e—iw(t—ti)g (tz) - Z/ K (t’) efiw(tft/)dt/
t;

e a evolucdo do operador adjunto, é dada pela seguinte funcéo
ZJT (t) _ ezw(t t;) + ’L/ K* z'o.)(t—t')dt/7

com os anteriores resultados, podemos proceder a construcéo da funcdo de transformacéo

aplicando o formalismo estudado.

3.2.2 Aplicacao do formalismo

Para a construcdo das fungoes de transformacao segundo o formalismo de tra-
jetoria de tempo fechada, precisamos de construir a forma em que os operadores evo-
luem para esta forma especial contorno, assim, precisamos lembrar que o ciclo tem a

seguinte forma

Desta forma, o sistema evolui a partir de um tempo inicial ¢;, até um tempo ¢, para
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Figura 1: A zeta horizontal, indica a evolug¢fo temporal do parametro tempo ¢, e as linhas curvas superior e
inferior indicam os tempos e direcdes nas quais esse parametro temporal ¢ é levada em conta. Em cada um destes

h4 uma forca externa diferente K (¢) ou K_ (t), dependendo do sentido da evolu¢éo temporal.

o sentido positivo da flecha temporal, que é tomado com percorrer o ciclo no sentido
horario; assim, segundo o raciocinio da primeira secdo deste capitulo, teremos duas

dindmicas para cada parte destas trajetoérias:

K (t) na parte superior, setor para o qual temos que t; < ¢ < t; e K_(t) e na parte
inferior, para a qual temos ¢y < ¢t < ¢;. Devido 4 forma em que o ciclo é seguido, para

a evolucdo do operador adjunto, é tomado o sentido anti-horario.

Retornando ao caso do oscilador harmonico, temos que a evolugédo até um tempo

t arbitrario entre ¢; < t < t; (estamos na parte superior do ciclo),

. .
~t—1
o

Figura 2: A metade do ciclo orientado adiante no tempo, é indicada pela for¢a externa
K (t).

é dada pela seguinte expresséo
t
gy (t) = e @G (1) —i / Ky () e g (3.16)
t;
e se definimos a seguinte func¢éo degrau especial

1 t>t

ni(t—t) = ,
0 t<t

podemos ver na figura 3 que no intervalo de valores ¢t > ¢/, teremos o seguinte com-

portamento,
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&
(-t

Figura 3: Fungéo degrau para a orientacdo adiante na evolucdo temporal.

desta forma, a integral em (3.16) podera ser expressa no intervalo de integracio

t; <t <ty da seguinte forma
t ) , ty ) ,
/ Ky (t) e @tgt = / Ky (1) ne(t —t)e @tay (3.17)
ti t;
Assim, finalmente temos que (3.16) pode ser expressa como
) ty ,
go (t) = e @ t)g . (1) — i / e W, (t -t Ky () dt. (3.18)
t;

Para complementar o estudo do ciclo completo, podemos calcular agora o retorno para
o tempo ¢; retornamos para este ponto depois de ter percorrido a parte superior do
ciclo, assim temos que tomar a parte inferior do ciclo, mas partindo de o ponto ¢;, tal
como se mostra no figura abaixo. Assim, usando a solucdo (3.16) para a funcéo
4+ (t), podemos tomar a evolugdo de o tempo ¢; até o ponto ¢, e alcancar de novo o

ponto ¢ segundo a parte inferior da trajetéria marcada pelo ciclo

Figura 4: Nesta figura se evidencia a forma em que o ponto de retorno ¢ é tomado,
assim, observamos que para poder voltar nele precisamos da forca externa K_(t).

para este caso, a solugdo vem dada por
. ty . ’ ty . ’
g (t) = e UG, () —i / e WKL (¢)dt +i / e WK () dt'. (3.19)
t; t

Como no caso anterior, podemos definir uma nova funcédo degrau, contudo, desta vez
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com o propésito de mostrar o sentido que leva a dindmica relacionada com a parte

inferior do ciclo

1 t>t
n-(t—t') =
0 t<t
$ e
0 t :t

Figura 5: Funcio degrau para a orientacéo para atras na evolucédo temporal.

Entéo, a integral indefinida em (3.19) pode ficar expressa como

ty , ty ,
/ e—zw(t—t ),,7_ (t o t/)K_ (t/) dt/ _ / e—zw(t—t )K_ (tl) dt/.
t; t
Assim, a expressao para y_ (t) é

, o /
go(t) = e @ty () —i / e WK () at’ (3.20)

t;
ty ,
+i / e~y _(t —t)K_ () dt'.
t;
Agora, definimos as expressoes conjugadas para a evolucédo dos operadores. Nestes
casos, temos que a evolugéo temporal do sistema é estudada no sentido anti-horario
da trajetéria temporalmente fechada, mas mantendo a dindmica em cada um dos

lados

Figura 6: Mantendo a zeta horizontal indicando a direcdo da evolucdo temporal do pardmetro tempo ¢, o operador

adjunto evolui no sentido oposto do ciclo devido a que este tipo de operador representa sempre a operagdo inversa.
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Desta forma, tomando as expressoes iniciais para a evolugdo do operador adjunto
. t . ’
z)’f (t) _ ew(t_ti)@T (tz) +i K* (t/) ezw(t—t )dt,,
ti
podemos ver de igual maneira que no estudo anterior a evolugéo do operador a partir

do tempo ¢; até um tempo ¢, é dada pela seguinte expressio
t
?]T, (t) _ ew(t_ti)gi (tz) + Z/ K* (t/) €M(t_t/)dt/,
t;

o subindice — indica que a evolugdo temporal é dada no sentido inverso do tempo,
neste caso podemos usar a fun¢édo 7_(t — t’), mas para isto temos que mudar o sinal
do exponencial; a combinacdo destas duas mudancas mantém a forma da funcéo.

Assim, temos que
. t . /
gt () = e =tgt () + z/ e Wty _(t —¢)K* (¢) dt’. (3.21)
t;

» ., ”

Se comparamos yf, (t), podemos ver que a troca do indice "+”por -’

4

, nos sinais dos

operadores dentro do integrando para g (¢), obtemos facilmente
N +o—
Je () =3t ()

assim, temos que

. 123 . , tr . ’
gl () = e tgh (4;) 4 / e WK () dt' / e W=y (¢ — VK (¢) dt'.
ti t;
(3.22)

3.2.3 Construcao da funcao de transformacao

Com as defini¢bes anteriores pode-se construir a fungéo de transformacao referindo-

se ao menor estado de energia do oscilador livre (3.2),
ou, equivalentemente, pelas equacgdes de vetores-proprios

y(t:)10,t;) = 0O, (3.23)
0,t:|y'(t:) = 0.

Para a analise seguinte serdo examinados os efeitos induzidos pelas mudancas em
K_(t) e K. (t) e, de K* (t) e K} (t), ja que os acoplamentos destes termos com as
variaveis dindmicas do sistema sido uma ferramenta para o cdlculo dos valores espe-

rados de funcoes de operadores. Entéo as variacoes nestas quantidades serao refleti-



94

das nas formas como definimos as funcdes dos operadores?. Para dar uso 4 expresséo

(3.14), podemos ver que cada uma das dinamicas é dada pelos Lagrangeanos

ta . A d/\ ~ ~ ~ k
L= gt 2= o —wil g — gL K- () - 9K* (1),
Ly = gl d: wik g — 9L Ko (8) — K7 (1)

Assim, ao realizarmos as variagoes sobre os for¢as externas na funcéo de transformacéo
e levando em conta o fato de que estamos fazendo o calculo com as condicdes (3.23),
temos que
Ly
Kt tye T = —ilti| | dt OKL@®)i4(t) — K" (1)j-(t)) [t:) (3.24)

—itul [ ar (L 0dK (0 — gL 08K () 1)

ti

levando em conta (3.23), se tomarmos

assim, temos as seguintes solugées

ty ,
g+ (t) = —i/ e (t =) Ky () dt!,

t;

t
i) = =i [ O () - K- (¢) }at.
t;
t
i) = i/few(tt/) (K* (1) — na(t — K ()} d,
t;
t
OB / e~y _(t — ") K* (¢) dt,
t;

desta forma temos que o termo K7 (t)74(t) — 6K* (t)y—(t), presente na variacdo de

(3.24) fica expresso por
SE(1)j () — 6K (1§ (1)

tr ,
= —idK%(t) / e W= (t — Ky () dt’
t

i

sk () [ Y ) (e () <t — )R- ()} d

ti

_ —i/ttf o iw(t—t)) < SK%(t) 0K*(t) ) n+(t_; " n_(to— ) gt Ezji at’

i

T Como sera mostrado mas adiante, a funcdo de transformacédo serd igual 4 unidade se K* (t) =
Ki(t), e K (1) = K. (b),
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e da mesma forma o produto Qi(t)dKJr(t) — gt (t)0K_(t) pode ser expresso como
K (t) — 5 (1)5K_(t)

T
gt (
_ / e RS (1) = et — 1)K (¢) } dY'SKC (1)

—i / —tn (¢ —¢)K* (¢) dt'SK_(t)
t

i

Y ) ) ne(t—t) 0 SK, () )
= —/ e (K3 K(t))( o Nt,)) (M{(t,))dt’

que introduzido no integrando inicial da fung¢éo de transformacéo (3.24), é

K (ti ti>Ki

)
ty tf . i} ity [ et —=1) 0
s [ f (o s (0 0
y ( (SK-O— (t/> )dt,dtm),
SK_(¥)

se definirmos
iGo(t —t') = e iw(t=t") ( it —t') 0 )

-1 n-(t-t)

K(o) (K+(t) ) o W)= (K1), K1) ).

temos que a funcéo de transformacao fica dada pela seguinte expresséao
ty iy
(ti] t)&FE = exp [—1/ / dtdt'K* (£)Go(t — t’)K(t’)] . (3.25)
t; t;

Podemos ver que se identificarmos K* = K} = K*,e K_ = K = K, na expressao
K*(t)Go(t — t)K(t)
et { o net—t) 0 K. (#)
= i t)( Ki(t) K*(t) ) , ,
1 -ty )\ K@)
= —ie W (K () KX ()ng (t —t) + KX () K_ () n-(t —t') — K* () K4 ('),

e usamos o fato de que
et —t) +n(t—t) =1,
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obtemos

K (0)Go(t = VK| ic_—xc, 0 =t (1

= —ie” O (K (¢) K1) [ (t =) +0-(t = )] = K*(OK (V') =0,
com 0 que mostramos

(tl mgﬁ) —1. (3.26)
K_ (=K (K" (=K% (1)

Agora uma interpretacdo de G (¢t —t') como uma quantidade que pode ser derivada de
maneira padrédo no formalismo pode ser vista se fizermos duas variagoes consecutivas
a (3.25) para cada um das forcas externas, e depois fazemos as suas fontes zero.

Assim, temos que a primeira variacéo é dada por

ty iy
O (ti] ti)g ™ = —i/ / dt'dtK* (£)Go(t — t')SK (1) (t:] t:)g ™,
t; t;
e uma segunda origina
ty iy
S0 (ti] t)§E = —i/ / dt' dtOK* (1) Go(t — t")TK (1) (t:] i)™

t; t;

_/tf /tf SK*(£)Go(t — t)K(t) /tf /tf K*(t)Go(t — t) K (') (t| t:)y

7 (3

assim se fazemros em

tr rtr
S0 (L] m{fi‘K*:K:O =i /t /t dt' dtoK* (t)Go(t — t') 0K (t). (3.27)

Uma forma geral para a derivacio de (3.27), pode ser tirada dos resultados an-
te-rio-res, se fizermos duas variacées consecutivas na estrutura do Lagrangeano L
em (3.14), mas levando em conta que a dependéncia temporal néo é de forma geral

explicita. Assim, teremos que a primeira variagdo vai ser dada por

t t
s tsle) =ial | [ asse o - [T amo o], (3.28)
ti t;

ao fazer outra variacdo a funcio de transformacéo anterior, temos que levar em conta
uma composicéo dos operadores que fazem a transformacédo infinitesimal, em que o

sinal inferior sugere um ordenamento temporal, assim

ty ty
0102 <ti ’t2> = — <t2| / dt/ dt’ {(51L+ (t) (52L+ (t/) — 6Ly (t) 0oL _ (t/) (3.29)
t; t;

—61L_ (t) 62y (t') 4+ 01L_ (t) S2L_ (t') } [ti),

onde se considerarmos o sentido da evolugdo temporal ¢’ < ¢ rearrajamos os termos
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anteriores para obter agora
by ty
0102 <ti ’tl> = — <t1|/ dt/ dt’ {51L+ (t) (52L+ (t/) — 0oL _ (t/) (51L+ (t) (3.30)
t; t;
—01L_ (t) 52L+ (t/) + 61 L_ (t) 52L7} (t,) |tz>
como vimos no principio, a dependéncia funcional dos Lagrangeanos é dada por

L (t) = La (9, kst (3.31)

assim, podemos ver que cada termo na forma (3.30) em comparacdo com a funcéo

(3.27) derivada para o caso anterior, podemos identificar os valores esperados

( (GO ©),), -G ©i0), )
0

iGo(t—t) =
=0 GOFE), (GO ).

_ e—iw(t—t/)n+ (t _ t/) 0
_p—iw(t=t) e—iw(t—t’)n_ (t — t’) ’

da propriedade que tem os elementos da diagonal de Gy (t — t')

(s03' @), + (pwa' ) = {30.5' ()}
.

j
= g0 ) +9" ()9,

<

—

assim temos que

O (33" () +3' (@) 3®)10) = (0lg@ 3" (#)10)+ (015" (¢) 3 (2)[0)

—1 _/
e iw(t—t")

que é equivalente a ter

O (5@ 3 (¢)), + (E05" @) 10 = o (503 (¢)), 10+ 0l (305 (¢) o)
= et —t) + e y_(t — 1)

= et =t +n-(t =)
e—iw(t—t/).
todos os resultados anteriores foram realizados, considerando o valor esperado do

estado livre do oscilador harménico.

A funcao de transformacao (3.25) ndo é a tnica que pode ser derivada, ja que
podemos construir uma funcéo de transformacgéo para qualquer estado inicial do os-

cilador. Para estes casos, podemos fazer uso do seguinte procedimento: considerando
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as seguintes forcas impulsoras

K, (t) = «'ét—t) (3.32)
K*(t) = —iy"s(t—t)

que introduzem a dependéncia funcional de operadores na fungao de transformacao,
que permitem descrever pequenas mudangas do sistema depois de um ciclo, sendo
reintroduzidas como forgcas externas, e impulso inicial do seguinte, tais efeitos podem

ser vistos nas seguintes relacoes,

y' o= s (t+0) =gy (t), (3.33)
yt = glt+0) -9 @)

NS

com o 0 indicando uma quantidade infinitesimalmente pequena. Assim, partindo
da funcéo anterior, podemos notar que a introdugéo destes forcas externas, induzem
y;Ta t2> e

(y!,t;]. Esta mudanca é provocada basicamente pela presenca do impulso unitario

a mudanca sobre os estados iniciais |0,¢;) e (0,t;| para estados da forma

na forca externa mudando instantaneamente o estado, sendo assim, vemos que se
fizermos a substituicdo das forcas externas (3.32) nas equacoes iniciais (3.15) obtemos

os resultados (3.33), que tém a seguinte influéncia sobre o estado de vacuo
[9+ (ti +0) — G4 ()]0, t5) = G4 (t: +0) |0, 2;) = y" |0, ;)
o que forma uma equacgédo de valores préprios mostrando que em
G+ (ti +0)0,t;) = " [0,t;) .

O estado |0,¢;) €é equivalente ao estado |y”,¢; +0). Assim, teremos que na funcéo
de transformacéo para o estado de vacuo ocorrem mudancgas que originam uma ex-
pressao para uma transicio geral entre qualquer dois estados de energia do oscilador,

que tem a seguinte forma

<y/T7 t’L

tr [ty
Y, ti>Ki = exp [—i / / dtdt' K*(t)G(t — t')K(t’)} ,
t; t;

onde expandindo a expressdo levando em conta que agora os termos das forcas exter-

nas sao:

K@) = (K30 K20 -t ),

Ky ()46 (t—t)
K_(t)



99

o integrando do lado direito da funcéo de transformacéo ficara da seguinte forma

tr
—z/ / dtdt K*()G(t — " K(t') =
tr iy . ,
—/ / dtdt' e~ w(t=t) ( Kx(t) K*(t)—iyTo(t—1t;) )
t; t;

Nt —t) 0 Ko () +ay"s (' — ;)
-1 n(t=t) K_(t)

ty . tr . ’
_ y/Ty// —iy/// dte—zw(t—ti) (K—T- (t) —K* (t)) _Z»y/’f/ dtle—zw(ti—t ) (K+ (t/) _K_ (t/))
ti t;
ty [ty
— z/ / dtdt'K* (t)Go(t — t)K(t').
t; t;

Conseqiientemente, a funcéo de transformacio em nivel geral é dada pela seguinte

expressao:

<y,T7 tz

ty .
y”,ti>Ki = exp [y'Ty” — iy / dtew(t=t) (Ki(t) - K* (t)) (3.34)

ti

—1y T/ dt’ e~ ti=t) (K+ (t) — K- (t))

tr rir
—i / / dtdt'K*(t)Go(t — tK(t')| .
t; t;

Para entender como podemos extrair informacéo, como amplitudes de transicéo

individuais ou espectros, da expresséo (3.34), podemos analisar a forma em como foi
conseguido o espectro do sistema do oscilador harmonico com freqiiéncia constante,
assim que a funcédo de transformacéo obtida para trajetérias temporalmente fechadas
dada pela expresséo (3.34), também pode ser decomposta na base de estados energia
do oscilador harménico com o propdésito de conhecer o espectro do operador Hamilto-
niano e as amplitudes de transicéo entre os estados proprios deste quando uma forca
externa como o suposto ao longo da deducao esta presente. Denotando a fun¢do como

nm
o g \NEE S 2:2: ) 'K:I:(y)
<y a ! ’tz> n=0m=0 n tz‘ m’tl> m

1o n

= exp[y'ly +y’Ta+ﬁy”+V],

(3.35)

com «, 3 e v fungbes do tempo que fazem da expressdo anterior equivalente a (3.34).
Podemos comparar a decomposicéo espectral da funcdo de transformacéo (3.35), com

sua expansido em série de poténcias, que é dada por

oo
exply’ly” +yTa+ By +4] =

n=0m=0

Oznﬂm exp |:yl‘i'y// + 7]
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usando o procedimento mostrado no Apéndice A temos que
<na tl| n, tl>Ki = exp['y]Ln (—Oéﬁ) ) (3.36)

em que as funcoes L, () sdo os polinomios de Laguerre de ordem n. A expressido
(3.36) é particularmente importante, pois expressa o trago da funcdo de transformacéo
nos estados proéprios do oscilador harmoénico forcado, assim, ela sera tutil para a
descricio de alguns sistemas em que um conjunto de sistemas de osciladores estéo
sujeitos a determinados tipos de forcas, dai e considerando a forma original dos ele-

mentos « e 3, temos que

<nat’i|n7ti>Ki = eXp[’y n

| Ln (—aB)
— expli /t _f /t ‘fdtdt’K*(t)Go(t—t’)K(t’)]

t
L, <_/ " dpe—is(i—t:) (K% (t) — K* (1)) / "t emiwttt) (B4 () -

t; t;
3.3 Introducao da Temperatura

Com a informacéo anterior e, principalmente, com a obtencdo da funcédo de trans-
formacéao (n,t;| n, ti>K *+, podemos construir estruturas que serdo uteis para o estudo
de sistemas considerados como um conjunto de osciladores; e dada a versatilidade do
formalismo, a relacdo de um estado inicial tal que seja uma mistura estatistica de
estados proprios do oscilador, poderemos obter informacéo do sistema macroscépico
partindo das caracteristicas de uma das suas partes. Entdo, considerando sistema
definido como uma mistura estatistica de estados préprios do oscilador tal que o n —

ésimo estado tem a probabilidade
<1 . e—ﬁw) e—an’

onde a quantidade

=9,
B
pode ser considerado como a temperatura Il. Temos que tal superposicdo pode ser
representada por
exp[] (1 - e*ﬁw> Z e L, (x) (3.37)
n=0
_ (1 —m) exp|v] %exp[f] B 1% 4
( ¢ i ¢ nzo ¢ el) %

IA temperatura ¢ aqui considerada néo obedece a um valor estatistico do sistema, ela faz referéncia
a energia do nivel.
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segundo a soma de uma série geométrica da forma

o
g 2" =
n=0

temos que considerando

—Bw |1 _ f"’}
e 1 <1,
-
podemos expressar a série do lado direito de (3.37) como
_ o Bw - —pBnw — o —Bw eXp €xp
(1 e );e exp[y] Ly (z) (1 e 57 %5—6_5‘” _x]dﬁ

_ exp[y] z

— “PT § exnlg (5 e 1) da

T
= exp[y] exp[—m],

pode ser obtida uma importante quantidade

t t
(ti] ti)5* = exp [—z/ ! / ! dtdt'K* (t)Gy (t — ') K(t’)} (3.38)
t; t;

na qual temos

Goo(t— ) G_o(t; —t')

iGy (t—t') =iGy (t—1t') + e 1

Gio(t—t;) = e ™07t ;

G_O (ti — t) = €w(ti_t) < —1 ,1 > 5
assim, temos que a nova funcéo iGy (t — t') mas esta vez térmica, tem a forma

N+t —t') + (n)y —(n)y

iGy (t — t/) = e w(t—t))
—1—(n)y n-(t—1t)+{n)y

onde
1
Mo = o7

esta relacionada com a meio do nimero de particulas num dado nivel n de energia,

(distribuicdo de Bose-Einstein).

Podemos ver que os resultados anteriores, resumidos na expresséio (3.38), podem
ser recuperados diretamente resolvendo as equagoes de movimento, na maneira usa-

da para determinar a funcéo (0,#;] 0,,)** = (t;| t; s . Substituindo este pelo valor
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esperado no vacuo de um operador U, podemos ver que
<07 ti| 07 ti>Ki = <Oa ti| U |07 ti) )

assim, mudando a condic¢do inicial dada por (0, ¢;|, pelo média estatistica

(1 - e_5w> i eI (0t m, ) EE = (1 - e—ﬂw) i e (4| U |n, 1) (3.39)

A~

— <1 _ e_ﬁ“’) trlexp [—ﬁwﬁ@] Ul,

isto dado que os estados |n,t;) sdo os estados proprios do oscilador harmonico livre.

Assim, a comparacio da expresséo (3.38) com (3.39) encontramos a seguinte relacéo
G- (ti) = g (t:) €™, (3.40)

em lugar da condigdo inicial ¢ (¢;) = 0. A expressao (3.40) é obtida combinando
a evolucdo temporal dada por um parametro da forma ¢t — ¢ + i3, assim podemos
separar que

exp |~Awi9| 5 (1) exp |Bugty] = ™5 (1),

desta forma, com a propriedade de ciclicidade do traco temos que
tr|exp [~0wilg| 90| = tr [exp |~pwgty| pexp |Bwity)| exp |-Awp'y] O]
= tr[e®jexp [—ngﬁgj} U] = trlexp {—ﬂwgfrg}} Ueley).
Assim, tomando as solugoes dadas em (3.20), avaliadas no tempo ¢;
ty . f ty . ’
g () = G.(t)—i / e~ W= () dt +i / em =y (t; — ¢\ K_ (¢) dt’
ti t;

ty . f ty . ’
= Gy (ti) —i / e @GR () dt +i / e WK (V) dt,
ti t;
e tomando a condi¢io inicial dada em (3.40) obtemos
ty )
9- (i) = 9+ (L) = 9+ (&) (eﬁw - 1) = —i/ dt'e™ () (K (1) — K (1)),

t;

onde finalmente temos

t
"ttt (K, (1) — K_ () (3.41)

ti

g (i) = i

tr ) ,

= —i(n)y / dt' e (K, (1) — K_ (1)) . (3.42)
ti

Conseqiientemente, para os previamente determinados 3+ (¢;) em (3.18), (3.20), (3.21),

(3.22) e trocando o termo (3.41), temos de novo a funcéo de transformacéo térmica
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(3.38)
(] £ 5% = (8] 5% exp [— (), /t ’f /t .fdtdt’ (K () — K= (1) e =) (K, (¢) — K_ (¢))],

o qual reproduz o resultado inicial ao considerar a mistura térmica no sistema.

E interessante notar que o fato de considerar que a evolucdo do sistema agora
num tempo definido no plano imaginario t + i3, da as condi¢oes de ter introduzido
a temperatura considerada na mistura de estados proprios do oscilador harmonico
dada (3.37). Este, é um dos primeiros lugares onde além da caracterizacdo da
evolucdo temporal de um sistema, pode se acompanhar suas mudancas térmicas.
Desta forma, dependendo desses dois parametros, podemos falar do estudo de sis-

temas fora do equilibrio.

Como uma aplicacéo elementar do resultado dado em (3.38), se pode avaliar o
valor esperado da energia do oscilador harmoénico em um tempo ¢; para um sistema
que esta em equilibrio térmico em um tempo ¢; e posteriormente perturbado por uma
forca dependente do tempo. Esta quantidade pode ser calculada como

5 4]
(tilwy'g [ty = YK (t) 0K (t) <

til ta)h

Ky=K_,Kt=K*

Se tomarmos a forma explicita da expressao para (| ¢;) f; * temos

P ty [tr ) ,
(] )5 = exp [— /t /t dtdt' e (K5 @) K7 (1) )

Ky (@) {ne(t =) + (n)g} — K (') (n)y
K (&) {n-(t =) + (n)y} — Ky (') {1 + (n),}

podemos ver que a derivada funcional ﬁ (ti] ti) * nos da
+\*f

s gy O 0T = = [ e U @) = 0+ ()} = K0 ) 1] 105

= [t (K (0) = Gy (5 ()~ K ()]l 05

.. . ~ 5 2
uma subseqiiente derivacéo 5 hos da

) )
OK_ (ty) 0K (ty)

0 b —iw(ty—t
M(/ det(1 )[K+<t>—<n>ﬂ<K+<t>—K<t>>}<ti|ti>f,<i),

(til ti)y = =
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que é
0 0
OK_ (ty) 6K (ty)

[ e O (0 =y (K (1)~ K (0) 5 10

(il ) K- = (n)y (il ti)h ™

i

= (n)g (ti| ti)y

o [Tt 1 () = () (O (0~ K- (0)

i

x / Tate (1) [KE (t)n_ (¢ — tg) + (nhy [ (0) — KL ()] (tal 605,

ti

assim, que quando K = K_, K} = K* temos que iR 5(t )W (t;] ti)gi é dada por
—\tf +\4f
) 0

SE_ (@ ok (@

ty ) ty o
= (n),+ / dte= (=) K (t) x / dt'e= (V=) g+ (¢,
Ki=K_,K:=K* 4 ¢,

2

ty ,
/ dt' e K (t)

t;

= wn)y+w

que é o valor esperado de energia requerido.

Da mesma forma todos os valores esperados das func¢des dos operadores ¢ (t7) e

gt (t t), podem ser derivados do calculo do valor esperado do operador

exp [—i {Ag' () + nir (t1) }].

esta quantidade pode ser obtida adicionando, as forcas K (t) e K7 (), termos impul-

sivos da forma**

Ko(t) = AS(t—tp), (3.43)

Ki() = polt—tp).,
modificando a funcéo (¢;| ¢;) f,( *, da seguinte forma

_ _ ty [ty . ,
t; t;

-t em, =, Ky () + M5 (¢ — )
“1—(n)y (=) + (), K_ (1
(1] )5 exp [—Au ((R)y + 1 (0)) — 1 / "ate () (K (1) — (n) (K (8) — K ()]

+X /t Lt ) (K (-t — 1) — (n)y [K7(6) - Ki(tm] ’

assim, como para todos os valores esperados devemos tomar o caso em que K, =

**Aqui, ndo é usada a conjugacdo-complexa.
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K_,K:=K*
(tilexp [ { A3 () + g (1) } | 11y = (3.44)
_— ti>§i,A6(t—tf),u6(t—tf)

Ki=K_,Kj{=K*

—exp | <M () + 2 ) + 2 tfdte’“(t’tf)K*(t)— " tfdtei‘”(t’tf)K(t) (3.45)
RACETIESY) /

2 t; t;
o qual envolve o valor especial da funcdo degrau 7 (0) = %
Alternativamente, se fizermos a escolha
K. (t) = X(t—ty), (3.46)

Ki(t) = po(t—ts+0),

obtemos da mesma forma que no caso anterior

=) e[ [ [Tt (0 w0 K20)
T ROV O Ko () + 20 (¢ = 17)
t K_(t)

—1=(n)y  n-(E—t)+(n)y
= ({til ti)y * exp [~ ((n)y + 114 (0))

iy .
—p / dte™ (70 (K, (1) — (n), (K () — K_ ()]
ltf .
X [ dte ) (K2 (i (t — t) — (n)y [K=(t) — K2(0)]] ],
t;
a diferenca do caso anterior para as forgcas impulsivas (3.43), o fato da diferenca de
tempos finais em (3.46), manifesta-se no fato de que o termo 7; (—0) = 0, conside-

rando as relagdes de comutagéo [j (t7), 9 (t7)], obtemos como resultado

(t exp | =ixg" (t)| exp [=ini (¢1)] [t:)

ty tr 4
= exp [—/\,u, (n)y + )\/ dte“"(tf_t)K*(t) — u/ dte_“’(tf_t)K(t) . (3.47)
t; t;

Com os resultados obtidos em (3.45) e (3.47), podemos ver que o calculo de valores
esperados néo nos impede de calcular as probabilidades individuais. Na verdade,
pode ser calculada a probabilidade de transicdo para um estado especifico de energia
do oscilador harmonico; temos somente que mostrar os operadores de projecéo sobre
estes estados como funcdes dos operadores i e 7j; desta forma os valores esperados

para os quais as probabilidades sdo requeridas.

Tomando o projetor
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podemos ver que este operador pode ser representado pelo o elemento de matriz

(" )"

WP L) = e o) = =220

LA AN
= (iﬁl(iqleXpP—y”y”Kyﬁly”>;

aqui pode se ver o uso dos operadores de criacdo e aniquilagao

(1) 10) = Vit .

desta forma, levando em conta o anterior, podemos ver facilmente que o proyetor P,

ao estado n pode se ver como

AH\TV 00 At k  \k
P, = (yn!) Z(—Dk(y)k!(*y)(g)” (3.48)
k=0
(4")"

=~ ew[-i9] ()",

e onde também podemos ver que dara a probalidade que o oscilador harmonico este
no estado n — ésimo. Na expresséo (3.48) foi introduzida a notacéo (;) para indicar

que é uma multiplicacdo ordenada de operadores.

Uma func¢édo geradora conveniente para estes operadores de projecdo no caso
térmico é

Z a"P, = exp[— (1 — a)§'; 9], (3.49)
n=0

a expressio anterior pode ser entendida como a fung¢éo generatriz das probabilidades
de transicéo do sistema para cada um dos estados especificos do oscilador harménico,
dado que esta expressa em uma série de poténcias dos elementos (1 — a) §; ¢, que sdo
os projetores a cada um dos estados envolvidos. Assim que o termo da ordem n na
expanséo serd o projetor ao n — ésimo estado. dado que os elementos na expansio 41
e j sdo associados com os elementos acompanhantes dos fatores em (3.47), assim que

se aplicarmos (3.49) sobre (3.47) observamos que

Y

> g 0

np, = 1—a)—— —ixgt (¢ —ipg (t
EE%Of exp k @) 8Aéhi}eXp =g (t)| exp [~in (t)] o
isto se deve 4 derivacéo pelo fator (1 — ) a%% da fungéo exp [—iAgT (tf)] exp [—iug (ty)],

ja que identifica o

9
6)\ y )
0

8,& y?

origina um fator de concordancia com a expansio em série de poténcias (3.49), assim
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cada termo fara com que
(1= a) g exp [N (4)] 5% exp i ()] =
(1= a) =g (¢7)] exp [=irg" ()] (=9 ()] exp (=i (7).

tendo no limy—,_.g

(=19 (t5) 9 (tp),
e, conseqiientemente, a soma de todos os termos conduz a obtencdo da funcéo ge-
neratriz (3.49), que sera equivalente a avaliar as derivac6es sobre o valor esperado
calculado em (3.47) no limy—,_.o, como

SoaptK) = e (1-a) g Lo ol

)

A=pu=0

A /t .tf dte (L) K () — /t ‘tf dte—iw(t—tf)K(t)]

onde o termo p (n,¥, K), é a probabilidade de se-encontrar o oscilador harménico no
n — ésimo estado, depois da aplicacdo de uma for¢a externa arbitraria dependente do
tempo tem atuado. Se o sistema foi inicialmente descrito por uma mistura térmica de

estados, depois de um analise matematica da expressio anterior (ver Apendice B),

temos que
o0
1—€_ﬁw 21—€_ﬁw
n _ _ —
Za p(n, 9, K) = mexp [ vl 1 — qe—Bw (1-a)|,
n=0
onde
iy , 2
b= | [ e o)
t;

e de onde obtemos

g1 = (1 W) esp [ o (1) e, [-ao ot (5]

Além de descrever uma situacéo fisica de um equilibrio térmico inicial, este resultado,
fornece uma funcéo geradora para as probabilidades de transicdo entre cada um dos

estados do oscilador harmoénico,

p(nn/,K) e ™" = exp [— y[? (1 — e‘ﬁ“)} Ly, [—4 |2 sinh? <%">]

exp [~ P (1— )| Lo [l (1 - e7) (1-e*)]

desta forma, temos que o elemento na expanséo é dado por

o0

n/=0

n<! 2\"> "< - 272 2
p(nn' k) =25 (WP) 7 [Lhz " P exn = 1P
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na qual n~. e n. representam o maior e o menor dos dois inteiros n e n'.

Além das derivagoes anteriores podemos calcular outra forma interessante de
encontrar os valores esperados térmicos. Para isto, retornaremos a trajetoéria em
diferentes tempos, dando o tempo ¢; = ¢, — T', e mantendo a funcéo de transformacao
como uma matriz, e computamos a razio dos tragos; assim

tr (t] )"
—_—, (3.50)
tr (t;] &)
podemos ver que esta razio ficara reduzida 4 unidade no caso em que néo se tenham
forcas externas. Podemos ver que por se tratar de um traco o Principio Variacional
de novo descreve a dependéncia sobre K% (t) e K (t) por meio dos operadores yjt (t)
e y+ (t), os quais sao relacionados com as forcas por meio das equacdes de movimento

e, em particular (3.20), temos

i () = g ) = [ R e [ K @ i

ty

T
podemos reconhecer que a estrutura de traco implica em uma condicdo de contorno

da forma

Agora consideremos

tr (8] g () [t:) = {a,ti] 3

a

( ) la, t;) ,
em que requeremos a base {|a)}, sem uma dependéncia temporal. Entao

- (t5) =D _ {alg]a’) (o', ]

a/

ZZ a,tlHat ‘y\a

dada a ndo dependéncia temporal da base escolhlda, podemos ver que é equivalente

s e

tr (¢ 9

somente no caso em que consideramos o trago

ZZ a ’|at ‘y|a —tr<t/‘y i) |ti)

o que implica que neste caso especial

tr (¢

com o qual é estabelecido o resultado.

g (t7) It) = tr (7| G- (t) [ts) ,
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A condicdo inicial efetiva agora aparece como

1 tr . ty )
I+ (t) == [ / dte™ K (1) — / dte "t K_ (1),

t; tfb.
e assim, temos que (3.50) implica no calculo da seguinte razéo:

tf tf 1
exp [—i / / dtdt'K*(t)Go(t — t’)K(t’)} X exp [_e—inl
t; t; -

/t e (KK (1)~ K (1)

|

onde a variavel temporal em K, (t) e K_ (t) toma valores entre t; e, t;, respectiva-
mente. Para resolver o problema fisico dado néo precisamos que K_ (t) possa desapa-
recer no intervalo (t/,¢;), assim, todas as integrais poderiam ser definidas no intervalo

(ti,tr). Entao, dado que
(#] = (et =gl (),

que foi avaliado na mesma forma que

tr (] €T ) F
tr (| e T |t;)

e que esta razdo continua existindo se fazermos a substituicdo
—iT'=[3>0,

a formula desejada resulta como

tr (ti|einn |ti>Ki ./tf /tf / / /
- = — dtdt' K* (t) Gy (t — ') K (¢
I R N A (0 (£~ #) K ()]

que é uma expressio equivalente com (3.38).

3.4 Acoplamento com um Sistema Externo

No desenvolvimento anterior, o estudo do problema do oscilador harmoénico for-
neceu ferramentas que nos permitirdo a analise um problema fisico verdadeiro: um
oscilador sujeito a uma forca externa e debilmente acoplado com um sistema externo.
Para este tratamento, todas as interagdes do oscilador séo consideradas como lineares
nas variaveis de posi¢do, assim o lagrangeano para o sistema pode ser dado como

A L. dy L . N A A
L= zde—‘z —woif'g — K (1) — §K* (t) — V24Q + Les, (3.51)
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no qual o setor L., caracteriza o sistema externo e, Q (t) é um operador hermitiano
desse sistema'T, coloca-se de maneira expressa a dependéncia da variavel hermiteana
¢ dado que o campo externo também poderia estar acoplado a variavel p. Podemos
levar em conta que esta varidvel pode ser expressa em funcdo dos operadores i e §

como em (3.1), fazendo A =m =1, w = wy

i=—(i+i"). (3.52)

No tratamento deste novo sistema, devemos construir uma funcéo de transformacéo
(t;| ti) é(o %79 que descreva o acoplamento entre o sistema descrito, inicialmente, por uma
mistura térmica a uma temperatura 9, para o oscilador acoplado com um sistema
externo descrito por uma mistrura térmica a uma temperatura ¥. A temperatura ¥
pode ser interpretada literalmente ou como um elemento paramétrico para obter os

valores esperados referentes aos estados de energia do oscilador.

Para estudar o efeito do acoplamento do oscilador com o sistema externo é intro-
duzido em (3.51) um parametro variavel \, modificando o termo v/24Q — v/2A§Q, com
o objetivo principal de extrair dentro dos calculos os termos nas expansoes perturba-
tivas, dai que usando o formalismo de trajetoria temporalmente fechada podemos

calcular

o il 0" = —itwl | [ e { VB 0@ 0 - VB 0@ 0} 1, 359

que nos dara em primeiro ordem no acoplamento do oscilador com o sistema externo e,
em que a distin¢do entre as trajetorias, para adiante ou para tras no tempo, provém
da aplicacédo das diferentes forcas externas K (¢) nos dois segmentos do contorno
fechado. A caracterizacdo do sistema externo como essencialmente macroscépico
é incorporada supondo que pelo seu tamanho, a presenca do oscilador ndo produz

nenhum efeito sobre ele.

Assim, em uma primeira ordem na aproximacao, os operadores Q.+ (t) podem ser
trocados por quantidades numéricas efetivas, dependentes da temperatura <Q (t)>19.
Os fendmenos que aparecem nesta ordem de preciséo sao facilmente calculaveis, como
foi visto no capitulo II, tendo estas forcas externas como constantes ou dependentes
do tempo. Assim, por exemplo, para o caso do oscilador harmoénico livre, um for¢a
constante somente produz um corrimento na energia dos niveis do sistema. Desta

maneira a influéncia nesta ordem de aproximacéo destes acoplamentos pode ser com-

Para uma melhor compreenséo, podemos ter que

Lewt = Lewt [Q0),Q(1)]
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parativamente trivial, embora supomos que

<Q (t)>§ —0. (3.54)
De uma nova diferenciacéo de (3.53) com respeito ao A , obtemos
102 , ty . A . .
5 8 = =il | [ {3 )0 (- var- 0)0- }] (3.55)

x[ /tf v {V2a () Qs () — V2i- (t/)Q_(t/)}] )%
- t|/tf/ dtdt’[ i1(H)Q(1)d (’)Q(t’))+

~20 (1 Q- (1) (1) Q () + (q<t>@<t>q(t')@(t'))_]|ti>“

A introducédo da aproximacio é baseada na suposicdo de que o oscilador afeta debil-

mente o sistema externo e transforma a expressio anterior em!' [Ver Anpéndice

C]

2
;aa)\z(ﬂt = ty/ / dtdt{g) gt (t)) Apy (b=t
—g (¢) g4 () Ay (t =) + 97 (1) g (¢) A (1)
()3 ©) A=)l

dada a debilidade do acoplamento do oscilador com o sistema externo, precisamos ter

muitos periodos temporais para que o sistema sinta o efeito acumulado, assim, que
. A . ; / ~ . .

as quantidades com uma dependéncia temporal como e¥«0(t+t) serdo suprimidas em

~ . . 4t
comparacio com aquelas que variam como e*o(t—),

Neste ponto, é introduzida uma
aproximacéo, que permite ter um termo efetivo no operador acio, que faz referéncia a4
trajetoria temporalmente fechada do oscilador, poderia reproduzir o valor aproximado
de 59—/\22 (t;| t;) em A = 0. Assim, a acdo completa que satisfaz este requerimento, com

\? sendo igual 4 unidade, é dada por

+Z/tf/ i’ [ (#) gt (t))+A++ (¢3.58)

S ()AL O Avs (= 0) 303 () A (=0) + (5 ()37 0) A (1) 35D

R ty dy
W = / dt <zdet - UJOZJTZ/ yTK( ) yK* )
t;

A aplicacdo do Principio de Variacional em (3.56), fornece as seguintes equagdes de

#0nde transformamos a varivel § com a ajuda de (3.52).
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movimento que sdo néo locais no tempo

dy ty
1 j;r — wol+ +i/t dt’ [A_H_ (t_t’) o (t/) — A, (t—t/) y_ (tl)] _ K, (43.58)

e =i [T A ) () A () ()] = K- (359

_icg* —wodl +i /t’tf dt [yj_ () Ay (t=t) =yl () Ay (t - t’)} = K7 (#3.60)
deT_ 4 by v ' v / %
_Zdt_woy__zfti dt [y (¢) A (1)~} (1) Ays (1 1)) = K (86D
As tultimas duas equagoes sdo também obtidas combinando formalmente a operacéo
de achar o adjunto com a mudanca dos indices + — —, que acompanham os opera-
dores e forcas externas K (¢). Outras formas de significativo interesse, sdo dadas

pelo par de equacgoes

(8= 0) G- 900 i [0 1A = A () G~ ) () = K- (0 - K2 ),
’ (3.62)

e
(i) G tand e [T @l L - A (=) G- 1 (1) G63)

ty
1/ dt [Ay— — AL ] (t =) (9— — 94) () = K— (t) + K4 (1),
t;
onde os termos

A—adt-1) = ((Q0.Q) ) ~(aW).0w),  @ew

Q
— Ay — A (1) = —<
Q

A=Al (t-) = (QWAE)+Q () Q®)

O carater néo local destas equacées ndo é muito marcado se, por exemplo, a correlacéo
entre Q (t) e Q (') no sistema macroscépico desaparece quando |t — /| < i—g Entao,
se o comportamento de y (¢) sobre um periodo temporal curto, é dado aproximada-

mente por exp [—iwt], a matriz A (t — t’) é efetivamente substituida pela sua transfor-
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mada de Fourier

/_Zd(t—t')exp [iw(t—t)]A(t—t) =A(w),

assim, os aportes desta, se transformam em func¢ées dependentes somente da freqiiéncia

e as equacgbes de movimento (3.62) e (3.63) sdo convertidas em

(15 = 0) G = 8) — 1A = 44-10) G- = 52) = K- (0 - K ().

(th - wg) (- +9+)+i (A — A (- +90)+Hi[A- + Ay (w) (9 — 94) = K- (H)+K4 ().

Assim que definido

1
Wy = wWo— 7 [A++ — A+_] (w) = c~u — 52’)/7 (365)
W = wotilA_ — A, (W) =T+ %m, (3.66)
e
aw)=[A+—+A_1](w), (3.67)

as equacgoes (3.62) e (3.63) podem ser escritas como

(15 o) - i) = K- (0 K0 ). (3.68)
.d . . ) . .
(zdt - w+) (G +90) —ia(@) (G- —94) =K )+ Ki (). (3.69)

No resultado anterior, pode-se mostrar que A,_ (w) e A_; (w) sdo quantidades posi-

tivas e reais, dado que temos que

onde tem se tomado que Q' (t) = Q (), assim, uma conseqiiéncia do fato anterior
temos que se tomarmos (3.67), podemos ver que pela sua simetria se trocamos w —

—w temos
a(~w) = Ase (W) + A (W) = A (@) F Ay (W) =alw),  GTD

e assim teremos que

a(w)=a(-w) >0,
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também podemos ver que a diferencia entre (3.65) e (3.67) é dada por

wy—w- = 1[A A ](w) —i[A - — A | (w)
= i[A - —Ay —24, [(w)

= iy (w),

do que decorre que
(@) = [Als = Ar) () = = (~w), (3.72)

é uma funcao par real. Desta forma podemos ver que se tomarmos a soma de (3.65)
temos que

wy +w_ =2wy+i[A__ — Aii](w) =20, (3.73)
assim que temos que

1.
w=wp— ildys — A W),

onde
Ay —A__J(t—t) = e(t—1) <[Q(t)aQ(t')]>ﬁ
= e(t-t)[Ay-AJ(t-1),

onde
e(t—t)=n (t—t)—n-(t-1),

assim que tomando (3.72) podemos expressar v (w) como

“ilds - A @ =P [ ),

T o W — W

e w emerge como uma quantidade real

w = wo—P/ )
w—w
dw'’

= WO_P/ o2 wz'y( Ww') .

Nao temos realizado nenhuma referéncia 4 natureza do valor esperado do sistema

macroscopico, o que é agora tomado como a média térmica
(X)y = Ctr [e*ﬁHmX}

ct = tr |:6_BH6M:|,

onde H.,; é o operador de energia do sistema externo. A implicacédo para a estrutura

dos valores esperados é contida em

(Qw.Q()) =ctr [ Q1) Q(t)] (3.74)
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que utiliza a propriedade formal
e—ﬁf[@ (1) eﬂﬁ _ 6iﬁ1(t+iﬁ)@ (0) e—iH(t—i—iﬁ)

= Q(t+if),

e a propoedade ciclica do trago. obtemos que

(Qw.0 (1t’)>19 = Ctr[ePTQ (1) Q¢ +iP)|
= <Q ), Q@+ Zﬂ)>ﬁ . (3.75)
Assim que usando (3.70), com a relacao dada en (3.75), temos
Al (@)= A (W),
com o que concluimos que
eTIMA_ () = eTMAL (),

com a definicdo de (3.67) temos que

assim, podemos encontrar
(e_%ﬂw + e%ﬁ”) AL () = e2Pq(w)
1
= 2cosh (26w> A_y (w)

de onde finalmente temos

a(w)

1
—ghw g = V7
c + W) 2 cosh (%ﬁw) ’

a qual é uma funcéo par positiva de w. Como uma conseqiiéncia, temos que pegando
(3.72) temos

Tw) = A (W) —Ar-(w) =44 (w) [1 — efﬁw}

a(w) e3P [1—eAv]

1
= 5ol (%ﬁw) = a (w) tanh <25w)

com [Sw > 0, que pode ser escrito como
1 1
g 2 _— —
0@) =21 | oy + 5]

As relacgbes anteriores permitem, na aproximacédo estabelecida, que uma vez conhe-

cidas as fungdes v (w) possam ser avaliadas algumas caracteristicas do sistema. De
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fato, a funcéo v (w) faz referéncia a

Y(w)=[A4 - A1 ](w),

aos valores esperados térmicos do sistema.

3.5 Movimento Browniano

Como resultado da analise anterior, procuramos remover toda referéncia explicita
ao sistema externo como uma entidade dindmica. Assim, estamos conseguindo
equacoes efetivas de movimento tanto para ¢ (¢), como para ¢_ (t), que contém forcas
externas e trés parametros: a freqiiéncia angular w, v e a, sendo que o ultimo par esta

relacionado com a temperatura do sistema macroscépico.

As condigoes de contorno séo

(G- = 94) (tr) =0,

e, segundo o primeiro exemplo deste capitulo, a escolha de uma mistura térmica in-

icial é originada pela escolha
- (ti) = ™™gy (t:).
Desta forma, encontramos que a condicéo inicial para a equacio (3.68) é
tr ) ,
(- = 9+) (1) =i / di'e=""0n_ (¢ —t) (K4 — K-) (),
t;
o qual supre a condigéo inicial para a solucdo da equacio (3.69),

(9- + y+) (t;) = coth (;ﬂou)) 1/ ! dte™~ =4 (K, — K_) (t)

t;

desta forma, a solugéo requerida é dada por
ty . ,
i(y- +ys) () = / dt'e @+ =p (t —t') (K4 + K_) () (3.76)
t;
1 ty ) , ) ,
— coth <26W> Z/ dt |:ezw+(t7t )77+ (t _ t/) elw—(t ft)n_ (t _ t/):|
t;
) 1 1
X (Ky+K_) (t) + |coth iﬁw — coth iﬁow

ty A
X / dtelw+(t—ti)elw7(t—ti) (K+ _ K_) (t/) ’
t

i

coth <;Bw> e, coth <;ﬂ0w>

tomando os termos
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e comparando a expressdo com (3.3), temos que

1 1 el
_ (148
coth (25w> = e = (1) ),

1 1 efow
- _ _ Bow
coth (2%(‘)) T 1w TP (He )<”>790’

como no exemplo anterior, as solugdes correspondentes yl (t) séo obtidas trocando os

rétulos (+) na equacéo formal adjunta.

A dependéncia diferencial da fun¢éo de transformacéo (¢;| ti) 1]9(0 jf9 sobre a incluséao
de forcas externas é descrita por estes resultados, e a formula explicita obtida sobre

integracdo ao igual que no primeiro caso é
ty [ty
(til ti)y5 = exp [—z/ / dtdtK* (t)Ggp (t — it — ;) K(t') ] ,
t; t;
onde chamamos [ng = (n),, , n = (n),], e assim

n+1l —n

Gygo (t—tit' —t;) = e+, (1 —7) - (3.77)
-n—1 n
o iw— (t—t’)ni (t _ t') n -n n
—n—1 n+1
i (t—t) jiw (' —t) Lo—1
Fe Tl gl ' (ng —n) . (3.78)
-1 1

Podemos observar que se usarmos as defini¢cdes (3.65) temos outra forma de apresen-

tar a matriz (3.77) como

t) = e @t emzhll-r] Ny (t—t)+n —n
D =

Gy (t —t;,t' —
oo (=t -n—1 n-(t—t)+n

+e—ii)(t—t’)ef'y{%(tft’)fti} (no — n)

onde é usado o fato que

e—%WHt—t'\ — e—%’)’(t—t')mr (t _ t/) + 6%7(t_tl)77, (t _ t/) ]

Ao igual que no primeiro exemplo, podemos calcular valores esperados e fungées

dos operadores, como um exemplo disto podemos calcular a relaxacio térmica da
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energia do oscilador é derivada de

1) )
ot . — | \KE
<t1| yy (tf) |t1>19019 5K_ (t) 5Ki (t) <tl| tl>19019

—iGyye (t — tit' — t,-)+77

(3.79)

K+=0

€ expressa por
(n(tg)) = (n)y + ((n)g, — (n)y) e 774,

A técnica previamente empregada de forcas impulsivas aplicadas no tempo t¢, em

(3.45) e (3.47), d& um resultado mais geral

1

(exp =i [\ 4) 4y 0] 100 = exp |- (tn) (00) + 5 ) +

t

tyo ;oo
A dte O () — [ dee (T K (1)

ti t;

para a qual uma variedade de formas funcionais de valores esperados pode ser obtida.

O calculo de (3.79), ilustra uma caracteristica geral da matriz G (¢,t'), que é im-
plicada pela falta de dependéncia do tempo ;. Em verdade, tal tempo final néo
precisa aparecer explicitamente na estrutura da funcéo de transformacéo (¢;] t;)** e
todos os tempos de integracdo podem ir desde ¢; — +o0c. Entéo ¢; é implicito, como o
tempo para o qual K (t) aparece e, a estrutura de G deve ser tal que possa ser remo-
vida qualquer dependéncia de um tempo maior do que ¢t;. Tomando o exemplo que
estamos tradanto, temos que como no caso da adi¢édo de for¢cas impulsoras em (3.43)
que gerou (3.45), na presente situacdo o uso de forcas impulsoras em ¢; produz, por

exemplo o termo.

/ dtG (t —t;,t' — ;) K (1),

ty
no qual K = K, = K. Daqui é necessario que

1
G(t,t) <1> =0, t<t,

e similarmente
( 11 )G(t,t’):O, t>t,

isto é que somando as colunas de G(t,t') fornece as funcoes retardadas de t — ¢/, en-
quanto as somas das filas fornecem as fun¢ées avancadas de t —t'. Em cada instancia,
as duas componentes devem ter uma soma nula. Estas afirmacées sdo imediatamente
verificadas para Gygy (t — t;,t' — t;) e segue uma expressédo mais geral da construgao
operatorial de.
(gt 3" () (@' )y (@)
o g9 N g )y
VA =

, (3.80)
it ) (GO we)_)
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onde notado a conexdo direta com os produtos (3.64) para Q, temos

(103" @) ~3' @) a® = @3 ¢) - (303" )
= e (=) 503 (7)),

assim, nossos resultados mostram que

(b)), = =

+€—iw,(t—t’)n7 (t . t/) + e—i&')(t—t/)e—'y%hf—t’\.

Outra propriedade geral pode ser ilustrada pelo cdlculo da positividade de iG (¢,t') , _,

0 primeiro termo na matriz (3.80) é dado pelo caculo da expressao

tr o [ty
—/ / dtdt' K* (t)iG (t — ti,t' — ;) K(t')
t; t;
t

- al(/ dtK(t)y(zf))T ( / AR OU(0)) 1) > 0,

Assim, encontramos que
. T 1
—iG (t—ti,t —t;), = e exp [—'yQ [(t—1) — ti]] (n)y +

5000 o [o ) - O]

onde é claramente necessario que cada termo obedeca separadamente ao requeri-

mento de positividade. O primeiro termo é trivial,

l ;f /t ;f dtdt' K*(t) exp [—z’w (t—t) - ’y% [(t—1t) — ti]] K(t)
¥ 2
> 0,

t
/ dte™ "+t K (1)
t;

e o requerimento para o segundo termo se consegue da formula

eIt _ rila—t)—t) _ 2 / gy S’ (¢~ ti) sinw’ (¢ — 1)
- . .
T w2+ (37)

Toda a informacdo que tem sido obtida do oscilador é mostrada considerando as
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forgas,

Ki(t) = As()+ K (1)
KL(t) = px(t)+ K (1),

e fazendo explicitamente os efeitos de A1 (¢), pu+ (t) equivalentes aos efeitos de opera-

dores ordenados temporalmente:
2 tr 1%
(ti) (exp [/ dt [A—y“ru—y]D <exp [/ dt [A+y*+u+yH> It:):900
tr [tr
= exp [/ / dtdt' u(t)iG (t — t;, ' — t;) A(t)
t; Jt;
ty iy ) ,
- / / dtdt' K*(t)e =~ =n_ (t — ') (\y — A2) ()
t; Jt;
ty rtr ) ,
+/ / dtdt’ (g — p) (t) e =y, (t—#) K(t’)] .
t; Jt;

Esta é a formula para o calculo direto dos valores esperados de y (¢) e y' (t). Um
resultado menos explicito mas simples, pode ser dado por meio dos valores esperados

para as funcoes de operadores,

[ijt - w+} y(t)—K(t) = Kg(t), (3.81)
[—ijt - w_] y () — K" (t) = KH). (3.82)

Onde daremos desde o principio que os valores esperados de estas quantidades séo

dados como
(K@) =0 e (K}@®)=0,

entdo as flutuagdes de y () e y' (t), podem ser atribuidas ao efeito das forcas K (t)
e K} (t), as quais aparecem como um analogo quéantico das forcas randémicas na
aproximacéo classica de Langevin a teoria do movimento Browniano. A mudanca do

ponto de vista é realizada pela introducéo de

M (t) = [—ijt—w_} ws (1) (3.83)
@) = [ig w20

onde nés supomos, s6 por simplicidade, que as funcées u (¢) e v (¢), intruduidas como
elementos que sdo afetados pelas forcas uy (t) e Ay (t), desaparecem na fronteira.

Desta forma, integracées parciais supriréo os operadores 7 e ¢ com K f(t)e K;E (t).

Para levar isto até o fim, temos que pegando a forma das equacoes (3.81) e, (3.83),
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embora, nés precisemos do seguinte lema sobre produto temporalmente ordenado:

(o] a0+ £20).
- (e [fno]) on{ffu 0]

o qual envolve a suposi¢do essencial que B(t) some nos tempos terminais, e a hipéotese

que [A(t),B(t)] e [%B (t), B (t)] comutam com todos os operadores. A prova é obtida

substituindo B (¢) com AB (t) e diferenciando com respeito ao parametro \,

a% <exp [/t;f dt (A ) + Ath(t)>D+ _ % <exp Mi'f dt...(A,t)D+
_ /t;f dt <exp [/:f dt...()\,t)]>+ %B ) <exp [/:f dt...()\,t)]>+.

Entéo, uma integracédo parcial origina, que

/:f dt <exp [/:f dt...()\,t)]>+ [A (1) + )\%B (), B (t)]
X (exp [/t;f dt...()\,t)} >+

= (exp [ : dt...(A,t)D+ /ttf dt [A (t) + /\%B(t) , B (t)] ,

concordando com a hipétese, e o resultado estabelecido segue-se da integracédo da

equacéo diferencial anterior. A estrutura do lema é dada pelo rearanjamento

—i (4t (1) = i fu (K70 + K (0) + o (K (0) + Ky ()]
o (! 0 - oy ),

e nés imediatamente achamos o comutador que é multiplo do operador unidade,

d

AOAGBO.BO| = i[O+ 0w 0 - v 0]

d
= —i(\v+ pu) — 2iv (Zdt — w) u.

a ultima forma envolve ignorar a derivada temporal total que ndo contribuira no
resultado final. Para avaliar [A, B] devemos referir ao significado de K () e K} (t)

que supridas pela verdadeira equacdo de movimento,

Kp(t) = Q(t)+ (wo—w)y(?) (3.84)
Ei(t) = Q)+ (wo—w )y (t),
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entao

(A1), B@X)] = —i|u(t)(wo—w)y" 1)+
v (t) (wo —wi)y (1), u®)y' (t) —v )y (1)

= 2iv(t)u(t) (w—wp),

o qual também é proporcional ao operador unidade. Concordando com

<exp [ / dt ()\y () + py' (t))D (3.85)

+

_ (exp [/ at (u(t) (K () + K} (6) + v () (K (1) + K (0))])

X exp {z (w—wo) /dtv (t)u (t) —i/dtv (t) (ijt — w> u(t)} ,

e a conjugacdo complexa origina um resultado analogo para o ordenamento temporal

+

no sentido negativo do tempo.

Com a ajuda de (3.84) e das equacdes de movimento (3.81) e (3.83) , podemos ver

que (3.85) pode ser escrito como

(t;] (exp Ut;f dt (u () K} () + v (t) Ky (t))D
(o[t (st K} 0+ e, 0)]) 00

= exp :—i/dtv (t) Ku (t)} ,

n—|—% —-n s 1 0
K=" . +1i (0 —wp)
—n 7’L+§ 0 —1

os elementos desta matriz sdo também expressos por

onde

Y _ Ty
((mrorj@), ) ()@ 0)
~(xr0xp@) (0K ©) )
Tais valores esperados sa entendidos como avaliagoes efetivas que servem para des-

crever as propriedades do oscilador sob circunstancias onde as aproximacées usadas

sao validas.

Observando que quando n é suficientemente grande como para permitir despre-
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zar todos os outros termos,

1 (1 -1 1 !
K= =a —a=vy(n+=
2\ .y ¢ | 277 2) ]

e o sentido da multiplicacdo de operadores ndo tem mais significado. Este é o limite

classico para o qual

0

<exp [—z’ /t Yt (1w (0) K (0) + 0 (1) K. (t))D
~ exp [— / dt%av (t)u(t)}

onde temos colocado uy = u_ = u e, v = v_ = v. Introduzindo os componentes reais

da forca K (t) que é considerada agora randémica como
(K1 (1) +iK2 (1)),

(K (1) —iK2 (1)),

Sl- sl

o resultado no limite classico é

<exp [—i/t;f dt (w1 K1 + uﬂ@)] >19 = exp [—/dt;a (uf + ug)] :

As flutuacoes em diferentes tempos sdo independentes. Se considerarmos a

média temporal das forcas

achamos pela transformada de Fourier que as dupla variacédo
(5(K - K6 (K - Kb)), = 2exp |- 20 (k7 + KP)
v ma a ’

a qual é a distribuicdo gaussiana dada pela probabilidade que a média da forca em
um intervalo At tenha um valor em uma pequena vizinhanca do ponto K’. Neste
limite classico, a constante de flutuacéo a esta relacionada com o amortecimento, ou

a constante de dissipacéo ~ e a temperatura macroscépica ¢ por

- (2)e

Nossas equacgoes implicadas podem ser aplicadas a situagdes nas quais o sistema
externo néo esta em equilibrio térmico. Para ver esta possibilidade retornaremos as

funcoes positivas A_; (w), A;— (w) que descrevem o sistema externo e podemos ver
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que, geralmente

A (-w) _[A @]
A (—w) - [A+ <w>] =0

Estas propriedades podem ser expressadas escrevendo

onde [ (w) é uma funcao real par, que tem dominio de (—o0,o0). Quando somente
um valor de w é de interesse, todas as situacdes concebieis para os sistemas externos
podem ser descritas por o simples parametro 3, o reciproco do qual aparece como uma
temperatura efetiva so sistema macroscépico. Um novo dominio fisico que aparece
caracterizado por uma temperatura negativa 8 < 0 do sistema macroscépico. Dado

que a € intrinsecamente uma constante positiva, isto é v que tera sinal oposta

1 — e_lﬁ‘w

Y= 0

e o efeito do sistema externo sobre o oscilador muda de amortecimento para amplificacio.

Noés discutiremos a seguinte seqiiéncia fisica: no tempo ¢;, o oscilador esta em
uma mistura térmica de estados a uma temperatura vy, é perturbado por uma forca
externa a qual esta presente por um tempo curto em comparacio com ﬁ Depois
de um tempo suficientemente longo, ~ (t; —¢;), tal que o fator de amplificacdo seja
suficientemente maior,

k= eshl(t=t) 5,

as medidas realizadas na vizinhanca do tempo ¢;. A predicdo de todas as medidas é
contida em a formula geral para os valores esperados. Aproximacdes que carregam a

situacao fisica sob consideracdo sao dadas por
/ / dtdt’ (py — p—) () e+ () K (¢)
~ /dt (i — =) (t) ei”t/dt’ei“’t/K (t),

/ / dtdt K* (t) e~ (1) (Ap — A2) ()
/ dtK* (t) et / dt' et (A, —A2) (),

1
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e
i//dtdt’u (t) G (t — to, ' — t2) A (¥')
1 .
~ 2 - o —iwt
= 1 (g, + g ) [ At~ ) (0
X / dt'et (A —A2) ().
A partir das combinagdes py — pu— = p, Ay — A_ = )\, reconhecemos que a nao

comutatividade da multiplicacdo de operadores ndo tem mais significado. Assim,
o movimento do oscilador foi amplificado para o nivel classico. Para expressar as

conseqiiéncias de modo mais simples, escrevemos
Yy (t) = ke ™! (ys + yn)
y (1) = ke (Yl +yn),
com

oo ,
Ys = —i/ dt' et K (t/) ,
t

i

e y, os operadores do sistema, sobre a defini¢cdo
u = k / dte™t\(t),
v = k / dte™ ™ (1),
obtemos um resultado independente do tempo

foxp [ (g + o)) = exp |~ (00, + 1 ) ]

o qual implica que

(Yn) = (yn) =
<|yf§\2> = (n)y, + Hﬁ
> (n>190 + 1.

Assim a coordenada do oscilador y (¢) é a superposicdo amplificada de dois termos
harmonicos, um de amplitude e fase definidas (sinal ), e um outro com amplitude e
fase randoémica (ruido), governados por uma distribui¢cdo Gaussiana dois dimensio-

nal.

Estas consideracdes para manter a amplificacdo podem ser vistas como um mo-
delo primitivo de um dispositivo maser, com o oscilador correspondendo com um

simples modo da cavidade ressoante eletromagnética.
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4 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, conseguiu-se entender como a abstracao dos processos de me-
dida feita pelo Schwinger através dos simbolos de medida, permitiu a construcio
de uma estrutura de relacées entre eles e levou a construcéo dos espacos vetoriais
relacionados a algebra da medida. Também estes fatos permitiram evidenciar a im-
portancia das funcgoes de transformacio e das transformacgoes unitarias. As funcgoes
de transformacédo mostraram sua importancia na interpretacao estatistica das transigoes
entre descricdes de um mesmo sistema e, com o estudo das mudancgas dos estados
entre uma e outra descri¢édo conseguiu-se entender a importancia das transformacées

unitarias.

Assim, o uso dos elementos anteriormente permitiu construir a fundamentacéo
do Principio Variacional e como ele por meio do estudo das mudancas infinitesimais
sobre os estados e os observaveis causadas pela evolucdo temporal do sistema, sabe-
mos que o Principio Variacional de Schwinger é uma caracterizacdo diferencial das
fungées de transformacdo em que o responsavel por causar sua mudancga é o opera-
dor de acdo quéantica, operador construido como funcédo das variaveis dinamicas do

sistema.

Uma das caracteristicas fundamentais deste desenvolvimento é que em nenhum
instante é necessario recorrer ao principio de correspondéncia, o que quer dizer que
a teoria é construida inteiramente quintica desde o principio e, também, que séo
as equacgoes de movimento dos operadores que permitem encontrar a totalidade de
elementos da teoria. Como um fato importante, conseguimos mostrar que tanto a
representacoes de Heisenberg como a de Schrédinger podem ser obtidas variando tao

s6 os observaveis ou os estados.

Os métodos que foram usados para obter as funcdes de transformacédo, dados o
Lagrangeano e o Hamiltoniano do sistema s&o, o método do operador principal de
Hamilton que usa o fato de que a derivada temporal da ac¢éo é igual ao Hamiltoniano
do sistema, assim, uma vez tida a acéo classica do sistema e, com a solucéo achada

para as equacoes de movimento poderiamos ordenar temporalmente os operadores e,
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assim, comparando as dois expressoes podemos encontrar a forma da constante de
normalizacio e achar a func¢éo de transformacéo na sua forma final. Outro método
usado foi o uso do operador Hamiltoniano, que usa agora as equacgoes de Schrodinger

para derivar a forma da constante de normalizacao.

Estes dois métodos sdo usados para estudar varios exemplos simples, em que
conseguimos ver algumas caracteristicas importantes nas fungoes de transformacao.
Como uma primeira caracteristica o uso do operador Lagrangeano exige que as solucoes
das equacgdes de movimento tenham suas condigdes de contorno de Dirichlet, o que
inibe de alguma forma o estudo da dindmica de um sistema a comportamentos es-
pecificos, mas que mostra como caracteristica fundamental o fato da necessidade
da independéncia das solugdes no intervalo temporal de interesse, por meio do in-
verso do determinante da Matriz Wroskiana, presente em todas as constantes de
normalizacio de cada funcéo de transformacéo derivada e que mostra a existéncia de
uma escala de tempo associada com a validade da descricdo. Em tanto, as fungdes de
transformacéo derivadas por meio do operador Hamiltoniano embora sejam as mes-
mas que as derivadas pelo operador principal de Hamiltoniano, podem expressar com
mais facilidade a evolugdo temporal do sistema ao requerer condi¢ées iniciais espe-
cificadas em um tempo s6. Além disso, demonstrou-se implicitamente, que sempre
as relacées de comutacio em diferentes instantes de tempo, estdo relacionadas com
o determinante da matriz Wronskiana das solugdes, porem se existir um termo de
interacdo, ele ndo dependera de alguma forma funcional das variaveis dindmicas do

sistema.

Dos exemplos tratados, destacamos a aplicacdo do oscilador harmoénico com fre-
quiéncia dependente do tempo, neste exemplo se provou o poder do Principio Varia-
cional ao derivar de uma forma geral a funcéo de transformacédo para este sistema
independentemente da forma funcional da solugao, assim, mostramos a possibilidade
de recuperar o resultado padréo da teoria de integral de caminho de Feynman [1], [2]

As aplicagdes na literatura deste tipo de osciladores abarca o estudo de sistemas
adiabaticos, como osciladores paramétricas, aceleradores de particulas e detectores
de particulas gracas a sua viabilidade para descrever sistemas como particulas em
campos eletromagnéticos variaveis no tempo, mas, o comportamento nado adiabatico
destes osciladores também tem aplicacdes importantes como é o estudo do efeito ca-

simir dinamico [3], assim é proposto um anzats de solugéo da forma:
t1
q(t) =A(t)exp {a/ w(7) dT} ,
to

que devido a presenca da integral da freqiiéncia na exponencial, permite o estudo de

sistemas em que ha uma variacdo tal que somente precisamos de uma primeira de-
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rivada continua, facilitando o estudos de sistemas com uma variagdo ndo adiabatica
da freqiiéncia; assim, restando uma equacéo diferencial para a amplitude que pode
ser resultante ou em algumas situac¢oes podem ser estudadas as suas caracteristicas

fundamentais.

Por dltimo, o objetivo final deste trabalho foi o estudo do Formalismo de Schwin-
ger para Trajetorias Temporalmente Fechadas. Este formalismo é derivado de uma
modificacdo do Principio Variacional, cuja principal aplicacdo é o calculo de valores
esperados de sistemas que evoluem com uma dindmica bem definida, dada uma
condicio inicial especifica. Um dos principais fatos é o uso da teoria de fontes, pro-
duto do trabalho de Schwinger [4], que, basicamente, estudou a responsta de um
sistema fisico pela presenca de uma forca (fonte externa) e a sua evolugédo temporal
quando ela é desligada. A modificacdo dada no formalismo permite, de uma maneira
ampla, o estudo de quantidades associadas ao sistema por meio do estudo de valores
esperados de funcgées de operadores calculados de uma forma explicita no sistema,
em que os operadores estdo acoplados a pardmetros servem como fontes externas e,
permitem depois o calculo de fungdes mais complexas, mas agora sé por intermédio de
derivacoes das funcoes de transformacdo com relacio desses pardmetros. Mostrou-se
como podem ser incluidas, de uma forma direta, fun¢ées de operadores mais com-
plexas, através da incluséo de forgcas impulsoras que levam as variaveis dindmicas do
sistema para valores nos quais podemos usar como elementos para derivar fungoes

mais complexas.

Finalmente, no exemplo que trata o acoplamento de um oscilador com um sistema
externo, se mostra que através da suposicdo do acoplamento fraco se da a possibilida-
de de fazer uma expanséo perturbativa de modo que com os primeiros ordens, pode-se
limitar a dependéncia do sistema externo ao conhecimento s6 de alguns funcgoes de
parametros que o caracterizem, desta forma, poder formular a presenca do sistema
externo como um termo efetivo nas equagoes de movimento e, assim, derivar todas
as funcoes de operadores para determinar as caracteristicas do sistema. No exem-
plo que trata o movimento browniano, vimos que reduzindo as fungdes que aproxi-
mam o comportamento do sistema externo a pardmetros e, adicionando forcas de
diferentes caracteres, como o aleatorio, podemos obter equacgdes tipo Langevin. O
anterior segundo o método empregado para deduzir a formula para o calculo genera-
lizado dos valores esperados do sistema que foi usada no primeiro exemplo do capitulo
ITI, agora considerando que as novas forcas sdo funcoes dependentes do tempo mas
que tem uma dependéncia funcional das variaveis dindmicas do sistema fato refle-
tido na consideracdo do ordenamento temporal de tais forcas, podem se induzir uma

variedade de comportamentos no sistema, e a sua sensibilidade as flutuactes destas.
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Como perspectiva de aplicacdo no tratamento de sistemas com o Formalismo de
Schwinger para Trajetorias Temporalmente Fechadas, estudaremos o comportamen-
to de uma particula carregada dentro de uma cavidade na qual interage com os mo-
dos normais de um campo eletromagnético sem usar a hipétese do acoplamento fraco,
estudando primeiro o comportamento de um nimero reduzido de osciladores, e paula-
tinamente aumentar o nimero deles para derivar caracteristicas generais do sistema

completo.
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APENDICE A

Tomando a fungao

n
/T " rt _ — < (y/T> (y//)m nQm /T "
exp +yla+8y" +7| =" '™ exp +7

e definindo a fungéo
Bo, 8] = exp [ay T+ 8y’

podemos ver que as derivadas

0 /
il — T
Bl =y Ba,A),
e
9 Bla,d] = y'Bla. gl
aﬂ ) - y ) )
podem ser associadas diretamente com
0 /
I
Oa Y
e
ﬁ N "
ap Y-
Assim a funcao (3.34) pode ser expressa da forma
/ " / 1" a a
exp [y Ty +oy'+ 8y + 7} = exp [y] exp [885] exp [ay "+ By ]

Agora tomando a expanssdo em séries de poténcias de

o )

n=0m=0

temos que

o 0 /
exp [7] exp [aaw] exploy T+ By'] = exp [y ZZ

n=0m=0



133

analizando a expresséo

007 . =170\ o\,
o [Geas) 0 = 23 (o) 7 (3a)

9 n! m—k _n—k
P [8@8,@] Zk' (m — k Win—k )!5 “ o

onde facilmente podemos ver que a soma é nula quando

k> m,
ou
k> n.
Fazendo duas diferentes substituicoes
1 e’ de — 1 S
omi | 1 T (n—k)! men
1 e’ de — 1 -
o | p(m—k)+1 ro= (m —k)! nem

dado que a série se trunca com o menor deles*. Assim, podemos expressar o resultado

da seguinte forma

ik (=Rl (n . LA %ﬁfﬂ{ﬂ ko pime” <E>idx e

k=0 %f% ?Omk'k'ﬁm (2)" dy m<n
BRI <a+ﬁ) dx n<m
| gy m<n

onde foi tomanda a féormula do bindmio de Newton

() = (e3)
mﬂ" {5 = (4"

*A série é truncada, ja que quando o termo k£ na soma é maior que m, ou que n, os valores dos
fatoriales sdo infinitos. Assim, tomando, por exemplo m = 3 e, n = 10, temos que a série sera truncada
em k = 3,

NE

k

NE

i
o

il ! 10! 13100 1310 1310
k! I(10—k)! —or3r1ol 11209 217

que dai todos os termos serdo nulos.
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Do que temos finalmente que

0 0 o | EFSE(at8) de n<m
exp[a—a—]a g = R . .
o« 0p s fp (B8 Ay m<n

Assim, retomando a nossa expressio inicial para a expanséo da func¢éo de transformacéo

inicial, temos que

exp [yTy +ayt+ 8y + ﬂ =

/_‘. n | x am n n\ ™
55 ) o B () e 6)
B ! n! n |

n=0m=0 n' Tﬂ-'z f Ziil ( + %)mdy m m<n

m
s A/ (2)" T (L41) de n<m
<n,t1’ m,tz> = eXp[’)/] L o oy o n—m aB m
wvad s (5) (Y1) me<n
_ z n
ma ()" "L (L+1) dr n<m
— eXP['Y] Tl (0™ v (af ) m p m<n
A () w5 (Y1)
WL (Z)" " Ln(—aB)  n<m
- exp[] o5\
ol b (373) L, (—ap) m<n
mlabpm=n (—aB) (=3)™"  n<m
= < exp[y] ol e .
mi i L " (—af) (—a) m<mn
L (—aB) (3™ n<m
= qexp[y] Ly (—ap) n=m
ML (—aB) ()" m<n

onde a notagdo n- ou n., é dada para o maior ou menor dos dois elementos. Agora
podemos fazer a comparacdo para o caso especial da diagonal do elemento de matriz,

que é dado quando n = m, de onde temos que

>Ki

(n,ti| n, ;)" = = exp[y]Ln (—aB) = exp[y]Ln () .
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APENDICE B

Tomando a expressao

exp [=Au (n)y + A" — prl, (B.1)

€ se expressarmos

exp [~ A (n)y + Ay — pa] = exp [~ A (n)y] D . (B2

n,m

dado que somente estamos interessados em poténcias da forma (\u)", tomaremos os

elementos da diagonal da expressdo anterior, assim teremos que

exp [~ )] 30 XTI oy 0 CHTE g

n

agora tomando que
1 x 1
¢ - (B.4)

— ¢ ——dx
omi | antl nl’

podemos ver que

explan o) 0 TR~ exp w51 f Sar Y L (0 B

nln!
n

T ()

n

C L e Y,

- (n)y @

levando em conta que os polindmios de Laguerre podem ser escritos como

Lo fe YN, (™
2mi | <1 + (n)y :Jc> = Ln ( (n>19> ’ (B.6)
temos que a expresséo (B.1) na diagonal, (m = n), é dada por
3 (= (n)y Aw) (-2 B.7)
- n! (n)y
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Agora aplicando sobre o elemento anterior o operador exp |(1 — «) 6%%} , podemos

extrair a seguinte informacéo dado que

7;)Oz”p (n,9,K) = exp [(1 —a) 88)\86/:] exp [—Au (n)y (B.8)
ty . ty A
A / dte (L) K () — / dte_’w(t_tf)K(t)]
ti ti A=p=0
onde tomando
ty ,
v = / dteﬂw(t*tf)K(t),
t;
a expressio (B.1) pode se escrever como
ty . ty A
exp [—/\,u (n)y + )\/ dte_w(t_tf)K*(t) — ,u/ dte_w<t_tf)K(t)] , (B.9)
t; t;
assim que
0 0 (= (n)y )" glle! =
— o) — 2 L, (- = "p(n,9,K). (B.10
o |11 =) g | Y 2w (0 K). (B0
n A=p=0 n=0
Da mesma forma que em apéndices anteriores, faremos o calculo de
o 0 2 (1-—a) /8\F d\"
—a) ———| (M) = — | A" = " B.11
exp (1) 2| o) > 05 (5) * (5) (B.11)

assim, temos que

L9 0 (= A" [ Yy _

exp [(1 a) 53 au]zn: ;i Ln< <n>ﬁ> A:M:O_ (B.13)
)" (AN (A
S (<) mar (- L
e da propriedade
pA )
L, |- =1, (B.14)
( (1-a) A=p=0
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obtemos

3 S, (0w o (2|

n =0 n 9
(B.15)
é a funcao geratriz dos polinomios de Laguerre
", e B.16
anz n(@)=7—, (B.16)
assim, que associando
z = —(n)y(l-—a), (B.17)
. = T
<”>197
obtemos
o _ n vy
S a0 K) = 3 (- )y (- )L, (<10 (B.18)
n=0 n Y
1 71—« }
= — , B.19
T T a ) B9
e como
1
(Mo = o7 (B.20)
temos que
[e.e]
n 1—675“) 21—675“)

Para identificar os termos p (n, ¥, K), podemos observar que se tomarmos a expressao

21—€7ﬁw . 21—€7ﬁw
Wi - = =g (1-0) (B.22)
= —y)? (1-e™)—a(l—e™)
7 1— e
_ P (1- 6*5‘”) —a(l- 6*5“’) — ae (1- 6*5“’) + e (1- 6*5“’)
7 1— qe P

: 2 w
4 sinh (%)

e —a
1 — qe=Bw

= |y — (1 - e‘ﬁ“’) :

e sustituindo-a em (B.21) obtemos

1— —Bw 1— —fw
emer] - b - ) (B.23)

1—«ae 1 — aeBw

1 — e—Bw ) ae P4 ginh? (%) )
= el — P (1-e) b

1 — aePw
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e agrupando os termos dependentes de o, podemos notar que

9 aePwyq sinh? (%") }

exp { 2 et
= (1 - 6_5‘”) exp [— | <1 — e_ﬁ“’)}

B.24
1 — qe P ( )
Agora, podemos expressar, com ajuda da integral
1 er 5
— — B.25
ori ) -6 (8.25)
podemos ver que em (B.24) o seguinte termo pode ser substituido
4 sinh? (ﬁ—w) x
2 )|t c
exp | 1l 1—ae P [ 2mi ]{ 9 ae=Awdsinh?(L22)’ (B.26)

| ’ 1—ae—Bw

desta forma, a expressdo completa (B.24) sera

1 xX
(- Hon o (-] f 6
2mi ) g (1 — ce=P) — qe=P |y|* 4 sinh? (%"’)

(B.27)

fatorizando z, no denominador da integral en (B.27), temos

1 e’ 1
_ e Bw 2 (1 e B |
(1 & > exXp |: ‘7‘ (1 e ):| 270 \% T 1 ae*BW—Fae*Bw—"}/PélSinhQ(BT“)) ’ (B.28)

T

agora, usando o fato de que

Z " = 1 (B.29)
n=0

1—2’

a espressdo dentro da integral em (B.28), é dada por

n
o
—fBw 2 —Bw 1 e’ n _—fBnw _
1—e exp |—|y|"(1—e — —g a’e 1+ =
271 T T

(B.30)

|7|2 4 sinh? (%‘J) "

oo
1 X
(1 — e‘ﬁ“’) exp [— Iy[? (1 — e_/@w)} Za e P _—_ j{ S ,
2 T T
n=0
onde podemos encontrar novamente a forma integral dos polinémios de Laguerre

x 2 "
L, [—4 |y|? sinh? (ﬁw)} = L j{ e (1 + msinh2 (ﬁw)) dx, (B.31)
2 2m ) = T 2

desta forma temos

nio:oanp (n,9,K) = ia" (1 - e*@U> e™PY oxp [_ 2 <1 _ e*m)} L [_4 o sinh? (ﬂ;ﬂ |

n=0
(B.32)




139

onde finalmente podemos distinguir

p(n,9,K) = (1 - fﬁ“’) e~ exp [— Iy (1 — e‘ﬁw)} Ly [—4 |y|? sinh? <62w
(B.33)
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APENDICE C

Os operadores de posi¢ao e momento podem ser escritos como

Vans (197) =0 e/ 23° (i =3) =7

assim, podemos ver que os elementos do termo
{V2ar (@4 1) = Vai- Q- O} {V2a: (1) Qs (¢) — Vi (1) Q- (1)} =

244 () Q4 (1) G+ (') Q4 (¢) — 24+ (1) Q+ (1) 4 (') Q- ()
—24- (£) Q- (£) 4+ (') Q+ (¢') + 24— (1) Q- (1) d- (¢') Q- ()

e / / dtdt’ [y () Q1 (1) ds () Qs () — 4 (0 Qs (V- (1) Q- (1)
Q- (1) +( Qs () +a- (1) Q- (- () Q- (¢)] 1t

= ty/ / dtdt’ _((j(t)Q(t)q(t’)Q(t’))

2 00- (03 (1) 0+ () + (10Q @ () Q1)) | 1.

assim, substituindo as quantidades

%:00:() — ((Qwaw),) .
06 () — ((ewaw) ) .
% 00-() — ((ewa®), ) .
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5[5+ W9 (@) + 3k 5L () + 90 9" @)+ 05— (¢)] < (ewa (t')>+> )

9

podemos obter sem uma perda de generalidade que estes elementos pertencem a ma-

triz

A(t—t’) _ ( Apy (t=t) A (t—1) ) _ ( <<Q(UQ(7§’)>+>19 —<Q(t’)Q(t)>19

A-t) A1) (emew), ((emaw) )

9 =/

~ 2
agora temos que a expressdo para —%% (t;| t;) tem a forma de

1 92 1 [t i R . . .
—5 oz il )T = (il o / | dtdt/[[m(t)yi (¢) + 9% 0 (t’)} At (t 1)

onde temos descartado todos os termos que contem os produtos y () y (t') e yt (t) y' ().
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