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RESUMO

A presente pesquisa fundamenta-se na Teoria das Situacdes Didéticas, de Brousseau, e na
Teoria dos registros de Representagdo Semiotica, de Duval, propondo uma interlocugdo com a
Histéria da Matemadtica. Tem por objetivo investigar se o desenvolvimento de uma seqii€éncia
didética que considera o tratamento, a conversdo e a coordenacio de diferentes registros de
representacdo semiltica da pardbola, com o uso diditico da Histéria da Matematica,
possibilita ao estudante compreender que a pardbola caracterizada como se¢do de um cone ou
como lugar geométrico representa 0 mesmo objeto matemdtico. A metodologia empregada
baseia-se nos principios da Engenharia Didatica, envolvendo estudantes da terceira série do
curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de Londrina, estado do
Parand. O confronto entre a andlise a priori e a andlise a posteriori mostrou que o
desenvolvimento da seqiiéncia didatica proposta possibilitou aos estudantes, sujeitos dessa
pesquisa, compreender que a pardbola caracterizada como se¢do de um cone ou como lugar
geométrico, representa 0 mesmo objeto matematico.

Palavras-chave: Pardbola. Registro de Representagdo Semidtica. Histéria da Matemadtica.
Engenharia Didatica. Educacdo Matematica.



PIZA, Cristina A. de Melo. REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA E USO
DIDATICO DA HISTORIA DA MATEMATICA: UM ESTUDO SOBRE PARABOLA,
2009. Dissertacdo (Mestrado em ensino de Ciéncias e Educacdo Matematica) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2009.

ABSTRACT

The present research is well-founded in the Theory of Didactics Situations, by Brousseau,
and the Theory of Records of Representations Semiotic, by Duval, proposing a dialogue with
the History of Mathematics. The objective of this study is to investigate whether the use of a
didactic sequence that considers the treatment, the conversion and coordination of different
records of semiotic representation of the parabola, with the help of the History of
Mathematics, allows students to understand that it characterized as a section of a cone or
characterized as locus represents the same mathematical object. The methodology utilized is
base on the principles of the Didactic Engineering, involving third year students of an
university-level Mathematics teacher-training program at Universidade Estadual de Londrina,
Parand. The confrontation between the previous analysis and a posterior analysis showed that
the development of the didactic sequence applied possibilities that the students of this
research, understanding that the parabola that is characterized like section of a cone or
characterized as locus represents the same mathematical object.

Key words: Parabola. Records of Semiotic Representation. History of Mathematics. Didactic
Engineering. Mathematics Education.
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INTRODUCAO

Esta dissertacdo constitui-se numa pesquisa relacionada ao tema Se¢des Conicas, tema
este que foi também objeto de estudo de minha Monografia apresentada no curso de
Especializacdo em Educagdo Matemdtica, no ano de 2002, na Universidade Estadual de
Londrina, no Parana.

Nas leituras sobre este tema me deparei com um artigo sobre conicas de Teukolsky
(1994), no qual a autora diz ter como objetivo provocar os estudantes com a seguinte questao:
“como € possivel que curvas geradas de maneiras tdo diferentes possam levar as mesmas
secoes conicas?” (TEUKOLSKY, 1994, p.192). Ela estava se referindo as caracterizagdes das
cOnicas como se¢do de um cone como lugar geométrico.

A partir dessa inquietagdo levantamos as seguintes questdes: o tema CoOnicas é
abordado no ensino superior de forma que o futuro professor construa os conceitos,
caracterize as CoOnicas como secdo do cone e como lugar geométrico, estabeleca relacdes
entre as definicdes e tenha autonomia para tragar estratégias de ensino ao lecionar?

Nosso proximo passo foi verificar, por meio das ementas das disciplinas dos Cursos de
Licenciatura em Matematica das universidades estaduais do Parana: UEL, UEM, UEPG,
UNICENTRO e UNIOESTE, em que série ou séries as Conicas sdo trabalhadas e, por meio
da andlise de livros-textos, verificar também quais Conicas sio estudadas, que caracterizagdes
sdo apresentadas, ou seja, como se dd o ensino' deste tema na formacdo de professores. A
principal constatacdo, considerando que as CoOnicas sdo estudadas nos cursos assim como
livros as apresentam, foi que as Conicas como se¢do de um cone e como lugar geométrico sao
sim abordadas, porém, em momentos distintos, sem o estabelecimento de alguma relacio
entre as caracterizagdes, a ndo ser, a nomenclatura das curvas.

Diante deste quadro, decidimos desenvolver um estudo abordando a pardbola, tendo
como sujeitos de pesquisa estudantes de um curso de formacgao de professores de Matematica.
Detemos-nos apenas a pardbola, primeiro porque demandaria um tempo maior para
abordarmos as trés curvas e depois, porque acreditamos que das conicas, a parabola € a curva
mais usual, ja que os estudantes a conhecem desde o Ensino Médio, sendo estudada tanto na

disciplina de Fisica quanto em Matematica, como grafico de uma fun¢do quadratica.

! Apresentamos uma breve anlise do ensino atual das Cénicas na se¢do 3.2 deste estudo.
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Antes, porém, de buscarmos um referencial tedrico ja tinhamos em mente o desejo de
trabalhar com as caracterizacdes da pardbola como secdo de um cone e como lugar
geométrico de forma que o estudante reconhecesse que as duas curvas, porquanto geradas de
maneira bem diferentes, diziam respeito a0 mesmo objeto matematico®.

Na busca, entdo, de um referencial tedrico apropriado, localizamos uma teoria que ia
ao encontro do que pensdvamos, ji que gostariamos de trabalhar com representagdes
algébricas, geométricas e graficas da pardbola possibilitando ao estudante identificar, nos
diferentes registros de representagﬁo3, esta mesma curva.

Esse referencial trata-se da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de
Raymond Duval, que investiga os aspectos cognitivos da aprendizagem analisando os meios
pelos quais o estudante tem acesso ao objeto matematico. O acesso ao objeto matematico se
d4 por meio de seus registros de representacdo (DUVAL, 2003). Segundo o mesmo autor, “ha
uma pluralidade de registros de representacio de um mesmo objeto, e a articulagdo desses
diferentes registros de representacdo € condicdo para a compreensdo em matematica”
(DUVAL, 2003, p. 31).

Decidimos, a seguir, conforme os principios da Engenharia Didatica, elaborar uma
seqiiéncia didatica abordando a parabola, composta por situacdes didaticas, segundo a Teoria
das Situacdes Didaticas de Brousseau, que propiciassem a utilizacio de diferentes registros de
representacdo, a saber, registros de representacdo da pardbola como secdo de um cone e
registros de representacdo da pardbola como lugar geométrico.

Atentando novamente a Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica, vimos que
Duval coloca que a coordenacdo, pelo estudante, dos diferentes registros de representagdo de
um determinado objeto matematico, isto €, a percepcdo de que nos diferentes registros de
representacdo semidtica estd representado o mesmo objeto matemdtico, ndo acontece
espontaneamente devendo ser estimulada durante as aulas. Frente a este fato, notamos que o

uso didético da Histéria da Matematica poderia auxiliar na promocao desta coordenacdo.

? “Objeto matemético é qualquer entidade ou coisa a qual nos referimos ou da qual falamos, seja real, imagindria
ou de qualquer outro tipo, que intervém de algum modo na atividade matemdtica” (FONT et al, 2005, p. 4,
traducdo nossa).

3 Neste trabalho usamos o termo “registro de representacio” com o mesmo significado de “registro de
representacdo semidtica”, conforme caracterizagdo de Duval (2004).
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Pautadas, entdo, pela andlise realizada dos livros-textos e das ementas das disciplinas
dos cursos de licenciatura em Matematica, além de considerar nossos referenciais tedricos,
partimos da hipdtese de que o estudante ndo percebe, nas diferentes caracterizacdes da
parabola, abordadas aqui, 0 mesmo objeto matematico e formulamos o problema de nossa
pesquisa: o desenvolvimento de uma seqiiéncia didatica que considera o tratamento, a
conversdo e a coordenacdo de diferentes registros de representagdo semidtica da parabola,
com o uso didatico da Histéria da Matematica, possibilita ao estudante compreender que a
pardbola caracterizada como sec¢iao de um cone ou como lugar geométrico representa o mesmo
objeto matematico?

Nosso objetivo era verificar se o desenvolvimento de uma seqiiéncia didatica,
elaborada segundo os referenciais tedricos escolhidos, possibilitaria ao estudante realizar uma
articulacao entre diferentes registros de representacao semidtica da pardbola, a saber, registros
de representagdo da pardbola caracterizada como se¢do de um cone e como lugar geométrico,
identificando, nestes diferentes registros de representacdo, o mesmo objeto matematico
representado.

Pretendiamos verificar especificamente:
® e o estudante caracterizaria a pardbola como sec¢do de um cone;
® e o estudante caracterizaria a pardbola como lugar geométrico;
® se o estudante realizaria os tratamentos e conversdes envolvidos no estudo analitico da

pardbola, considerando esta curva com vértice na origem do sistema cartesiano;

e gse o estudante realizaria a coordenacdo entre registros de representacdo da pardbola,
especificamente, registros de representacdo da pardbola como se¢do de um cone e como
lugar geométrico;

® se o estudante relacionaria latus rectum e parametro.

Quanto a releviancia do tema Conicas, hd mais de dois mil anos, filésofos e
matemdticos gregos, como Arquimedes, Menaecmo e Apoldnio estudavam essas interessantes
curvas (KLINE, 1972) e muitas descobertas cientificas importantes estdo relacionadas as
Secdes Conicas. Uma delas é a descoberta de Kepler, no inicio do século XVII, que na sua
obra Astronomia Nova editada em 1609, apresenta uma das principais leis da astronomia que
diz que “os planetas descrevem Orbitas elipticas em torno do Sol, com o Sol ocupando um dos
focos” (BOYER, 1974, p. 238). Ainda por meio das aplicacdes das Conicas dos gregos, surge,
mais tarde, os “Principia” de Isaac Newton. A lei da gravitacdo de Newton e as descobertas

de Kepler possibilitaram “o estudo analitico das Conicas e das suas aplicacdes aos
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movimentos no espago, este, por sua vez, deu aos cientistas de hoje condi¢bes para que a
viagem de ida e volta a Lua fosse possivel” (SATO, 2004, p. 3).
Em sua tese de doutorado, Bongiovanni (2001) justifica o ensino das CoOnicas na
formac@o de professores colocando que:

= ¢ um tépico desconhecido dos professores e muitas vezes, o Unico conhecimento que
eles tém ¢ reduzido as equagdes das conicas;

= ¢ um tema rico em sua constitui¢do, no seu desenvolvimento, e especialmente nos seus
problemas. Seu estudo oferece a possibilidade de formar uma rede de conexdes entre
os conhecimentos de vdrias dreas da geometria;

= aconstru¢do de uma cdnica envolve muitas constru¢des geométricas elementares;

= vdrios problemas classicos de constru¢des podem ser resolvidos por meio das cdnicas;

= a justificacdo das propriedades das cOnicas pode basear uma multiplicidade de
conhecimentos geométricos tais como da geometria das configuragdes, das
transformagdes e da geometria métrica.

Ainda segundo este autor, “em uma palavra, a escolha das cdnicas permite a revisdo e
a conexdo de varios resultados da geometria elementar plana e espacial em diferentes
contextos matematicos” (BONGIOVANNI, 2001, p. 3, tradug@o nossa).

Este fato é confirmado por Teukolsky (1994), quando coloca que o estudo das Sec¢des
Conicas propicia uma rara oportunidade de mesclar Geometria Plana, Geometria Espacial e
Geometria Analitica articulando Geometria e Algebra. Articulacio esta que pode ser
potencializada com a utiliza¢do de diferentes registros de representacdo semidtica do objeto
estudado, especialmente registros de representagdo graficos, geométricos e algébricos como
propomos em nosso trabalho.

Salientamos ainda que, segundo Shulman (1986), além dos tradicionais eixos
conhecimento especifico e conhecimento pedagdgico, faz-se necessdria a introducdo de um
terceiro eixo, denominado pelo autor de conhecimento do contetido no ensino, compreendido
por: conhecimento sobre a matéria a ser ensinada, conhecimento diditico da matéria e
conhecimento curricular da matéria. Nesta pesquisa, destacamos a importincia do
conhecimento sobre a matéria a ser ensinada, neste caso, sobre as Secdes CoOnicas.

Acreditamos que, para o futuro professor, a constru¢do do conhecimento sobre o
conteudo a ensinar interfere fortemente na maneira pela qual este professor abordard o mesmo
em sala de aula. Por isso, como bem coloca Fiorentini (2005):

[...] para ser professor de Matematica ndo basta ter um dominio conceitual e
procedimental da Matemdtica produzida historicamente. Sobretudo,
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necessita conhecer seus fundamentos epistemoldgicos, sua evolugdo
histérica, a relacdo da matemdtica com a realidade, seus usos sociais e as
diferentes linguagens com as quais se pode representar ou expressar um
conceito matemdtico (FIORENTINI, 2005. p. 110).

Dessa forma, em nosso trabalho, sugerimos abordar o tema Conicas na formacgao de
professores, por meio de situagdes didaticas propostas de acordo com a Teoria das Situacdes
Didaticas, com o uso didatico da Histéria da Matematica, além de utilizar diferentes registros
de representacdo da parabola, segundo a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica.

Considerando que aqui colocamos a problemdtica que envolve esta pesquisa, o
problema propriamente dito, nossos objetivos, bem como as justificativas para a realizagio
deste trabalho, apresentaremos a seguir mais cinco capitulos.

No capitulo I trataremos da fundamentacio tedrica discutindo a Teoria das Situagdes
Didaticas e a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica. No capitulo II, abordaremos
uma reconstrucdo histérica para Se¢des Conicas e o papel da Histéria da Matematica em
nossa pesquisa. O capitulo III contemplard os aspectos metodoldgicos, isto €, a Engenharia
Didatica, as andlises preliminares, bem como a constru¢do da seqii€éncia didatica. No
desenvolvimento do estudo, apresentado no capitulo IV, detalharemos a experimentacio, as
andlises a priori, a posteriori e a validagdo. Apresentaremos também uma andlise global. Por

ultimo, no capitulo V, teceremos nossas consideracdes finais.
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CAPITULO 1
FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta pesquisa fundamentamo-nos na Teoria das Situacdes Diddticas de Brousseau, na
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval, além de sugerirmos uma
interlocu¢do com a Histéria da Matemadtica. Sobre esta ultima, trataremos no proximo

capitulo.

1.1 TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

A Teoria das Situagdes Didaticas foi desenvolvida pelo pesquisador francés Guy
Brousseau® e propde uma modelizagdo do processo de ensino e aprendizagem dos conceitos
matematicos (BROUSSEAU, 1996), ou seja, “busca criar um modelo da intera¢do entre o
aprendiz, o saber e o milieu (ou meio) > no qual a aprendizagem deve se desenrolar”
(ALMOULOUD, 2007, p.31).

Para Brousseau (1996), o meio sem intencionalidade didatica é insuficiente para que
ocorra a construgdo de conhecimentos matematicos. E, portanto, responsabilidade do
professor, criar e organizar um meio propondo situagdes didaticas mediante as quais se torne
possivel provocar nos estudantes essas aprendizagens. Segundo Almouloud (2007), “o objeto
central de estudo nessa teoria nfo € o sujeito cognitivo, mas a situacdo diddtica na qual s@o
identificadas as interacdes estabelecidas entre professor, aluno e saber” (ALMOULOUD,
2007, p. 32).

De acordo com Brousseau,

Uma situagdo diddtica € um conjunto de relagdes estabelecidas
explicitamente ou implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos,
num certo meio, compreendendo eventualmente instrumentos e objetos, e
um sistema educativo (o professor) com a finalidade de possibilitar a estes
alunos um saber constituido ou em vias de constituicdo (apud FREITAS,
1999, p. 67).

* Guy Brousseau é professor no IUFM (Instituto Universitdrio de Formagdo de Professores) de Aquitaine e
Diretor do Laboratério Aquitaine de Didatica das Ciéncias e Técnicas da Universidade de Boordeaux I. E autor
de numerosas pesquisas em diddtica da matematica.

5> Almouloud (2007) utiliza o termo milieu ou miliuex em francés em vez de sua traducdo “meio”. Neste trabalho
adotaremos a tradug@o para o portugués.
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Toda situacdo didatica é regida por um contrato diddtico, ou seja, por um conjunto de
obrigagdes implicitas ou explicitas relativas a um saber colocado entre o professor e os
estudantes (FREITAS, 1999). As andlises dessas situacdes didéticas possibilitam investigar
problemas que envolvem a aprendizagem matematica, revelando aspectos presentes durante a
resolucdo e a elaboracdo de conceitos pelos estudantes.

Como parte essencial da situacdo didética € importante destacar a nogdo de situacdo
adiddtica que, segundo Brousseau (1996), acontece quando o estudante é capaz de mobilizar
por si mesmo o conhecimento que estd construindo, em “situacdes com que se depara fora do
contexto do ensino, e na auséncia de qualquer indicacdo intencional” (BROUSSEAU, 1996,
p- 49). Sendo assim, numa situag@o adidatica, ndo € revelada a intencdo de ensinar, a qual foi
imaginada, planejada e construida pelo professor com o intuito de proporcionar condic¢des
favoraveis para que ocorra a construgdo, pelo estudante, do novo saber que se deseja ensinar.
Pode ocorrer uma ou mais situacdes adiddticas em uma situacdo diddtica mais ampla, a qual
se torna mais rica quanto mais favorece o aparecimento dessas situagdes adidaticas.

Cabe aqui colocar também a nocdo de devolucdo que, de acordo com Brousseau
(1996), ocorre quando o professor “devolve” ao estudante um bom problema (uma situacio
adidatica) e o faz aceitar a responsabilidade de resolvé-lo como se fosse seu, trabalhando
autonomamente. Se o estudante aceita participar desse desafio e, além disso, obtém sucesso,
inicia-se entdo o processo de aprendizagem. Estes momentos, para Brousseau, sdo
considerados os mais importantes, pois o sucesso do estudante nas situagdes adiditicas,
significa que ele conseguiu sintetizar um conhecimento devido a seu proprio mérito. Ainda de
acordo com Brousseau (1996), “na diddtica moderna, o ensino € a devolucdo ao aluno de uma
situacdo a-didatica, e a aprendizagem € uma adaptacio a esta situacdo” (BROUSSEAU, 1996,
p-51).

Segundo Freitas (1999), levando em consideracdo as diferentes relagdes do estudante
com o saber em jogo e analisando as principais atividades préprias da aprendizagem
matemadtica, Brousseau classificou as situacdes didaticas em quatro tipos: situacdo de agdo,
situacdo de formulacdo, situacdo de validacdo e situacdo de institucionalizagdo. No entanto,
o autor ressalta que a descricdo que se faz ndo € com o intuito de induzir uma separacio entre
elas, ja que estas se entrelacam fortemente, mas € principalmente para permitir uma anélise
dos aspectos fundamentais.

Na situagdo de agdo o professor fornece alguns dados convenientes para que o

estudante tenha condicdes de agir e buscar a resposta para um dado problema. Nessa busca, o
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estudante, realiza determinadas a¢des imediatas, resultando na produgdo de um conhecimento
mais operacional, predominando quase que exclusivamente, o aspecto experimental do
conhecimento. Normalmente, o estudante apresenta uma solucdo, mas ndo explica como ela
foi elaborada, ndo se preocupando, também, com argumentos tedricos que justifiquem a
validade de sua resposta.

Numa situacdo de formulagdo o objetivo principal € proporcionar ao estudante a troca
de informacdes com uma ou mais pessoas com o intuito de explicitar, escrita ou oralmente,
numa linguagem que todos compreendam, as ferramentas e os procedimentos usados para a
solugdo de um determinado problema. Ainda nesta situacdo, ndo hd debates de provas
(BROUSSEAU, 1996).

As situagdes de validacdo acontecem quando os estudantes utilizam mecanismos de
provas para validar as asser¢Oes formuladas durante as situagdes de acdo e de formulacdo,
incluindo um debate sobre a certeza dessas assercdes (FREITAS, 1999).

Por fim, numa situacdo de institucionalizagdo, cabe ao professor realizar uma
sistematizacdo do conhecimento ja construido e validado, elevando-o a um status de saber,
estabelecendo assim, o cariter de objetividade e universalidade desse conhecimento.
(FREITAS, 1999). A partir de entdo, esse conhecimento deve ser incorporado aos esquemas
mentais dos estudantes, que poderdo disponibilizd-lo para a resolu¢do de problemas
matematicos.

Fundamentadas entdo, na teoria ora vista, € que sugerimos situagdes didaticas,
abordando a pardbola, organizadas numa seqiiéncia didatica segundo os principios da

Engenharia Didatica que discutiremos mais adiante.

1.2 TEORIAS DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Recorrendo a Histéria da Matemdtica, vemos que as representacdes ocuparam um
papel relevante no desenvolvimento da Matemadtica.

De acordo com Flores (2006), durante a Antiguidade Grega e a Idade Média, por
exemplo, usava-se a linguagem para explicar, demonstrar e representar 0 que se pensava
referente a matematica. Quando se utilizava de simbolos além da escrita, estes eram criados
momentaneamente, tendo um significado apenas para aquele que os criara. J4 na Idade
Classica aparece a escrita algébrica e diferentes representacdes vao surgindo até o ponto de

ndo mais ser possivel fazer matematica sem a utilizacdo de representagdes.
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A nocgdo de representacdo torna possivel também o estudo de fendmenos relativos a
construcdo do conhecimento e por isso aparece em estudos psicoldgicos relativos a este
assunto, como na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval®
(DUVAL, 2004). Segundo este autor, as representacdes semidticas sdo relativas a um sistema
particular de signos como a lingua natural, a escrita algébrica, os graficos cartesianos, e
podem ser convertidas em representagdes “equivalentes” em outro sistema semidtico,
podendo ter diferentes significados para quem as utiliza. O termo “registros de representacdo
semidtica” € usado para indicar os diferentes tipos de representacdo semidtica.

Para Duval (2004), as representacdes nao cumprem apenas uma funcdo de
comunicacdo, mas sdo fundamentais para as atividades cognitivas do pensamento. Os objetos
matematicos ndo s@o acessiveis pela percepgdo e por isso, o individuo precisa recorrer a uma
representacdo desse objeto para ter acesso a ele. De acordo com Damm (1999) “[...] ndo existe
conhecimento matematico que possa ser mobilizado por uma pessoa, sem o auxilio de uma
representacdo” (DAMM, 1999, p. 137). Para garantir a compreensdo em matemadtica, segundo
Duval (2003), néo se deve usar um tunico registro de representacdo semidtica para representar
0 mesmo objeto matemdtico, para que este ndo venha a ser confundido com sua
representacdo, e sim, dispor de ao menos duas representacdes de maneira que estas sejam
percebidas como representando o mesmo objeto matemdtico. E necessdrio também que o
estudante transite de uma representacdo a outra, isto €, seja capaz de articular diferentes
registros de representacdo de um mesmo objeto matemaético.

Além das representagdes semidticas, Duval (2004) considera mais dois tipos de
representacdes: as mentais e as computacionais.

De acordo com o autor, as representagdes mentais sdo internas porque nao sdo visiveis
ou observdveis e consistem num conjunto de imagens, crengas, nog¢des, conceitos e
concepgdes que o sujeito pode ter sobre um objeto ou uma situagio ou sobre aquilo que estd
relacionado ao objeto ou a situacdo. Esse tipo de representacdo cumpre a funcdo de
objetivacdo que corresponde a formagdo de representacdes mentais novas e sdo, portanto,
conscientes do sujeito. Tais representacdes estdo associadas a interiorizagdo das
representacdes externas.

As representacdes computacionais sdo também internas, porém ndo conscientes do

sujeito, pois este “acaba executando certas tarefas sem pensar em todos 0s passos necessarios

6 Raymond Duval € filésofo e psicélogo de formagdo. Desenvolveu estudos em Psicologia Cognitiva no Instituto
de Pesquisa em Educacdo Matematica (Irem) de Estrasburgo, na Franga, no periodo de 1970 a 1999.
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para a sua realizac@o (por exemplo, os algoritmos computacionais, ou mesmo os algoritmos
das operagdes)” (DAMM, 1999, p. 139). Realizam a fun¢do de tratamento de uma informacao
que se caracteriza pela execug@o automdtica de uma determinada tarefa com o intuito de
produzir uma resposta adequada a situagao.

Os tipos de representagdes distinguidas por Duval, incluindo as semidticas, ndo sdo
espécies diferentes de representacdes, mas representacdes que realizam diferentes funcdes.
Como ja colocamos, as representacdes mentais desempenham a funcdo de objetivacdo e as
representacdes computacionais a fung¢do de tratamento. J4 as representacdes semidticas sao
externas e conscientes ao individuo e cumprem de modo indissocidvel uma funcdo de
objetivacdo e uma funcdo de expressdo. Apresentam dois aspectos: sua forma (o
representante) e seu contetido (o representado). Realizam também uma fung¢éo de tratamento
ndo automdtico, mas intencional, sendo esta funcdo essencial para a aprendizagem (DAMM,
1999).

Para Duval (2004), as representagdes semidticas ndo se constituem em um suporte
para as representacdes mentais, ou seja, ndo tém apenas a funcdo de comunicar as
representacOes mentais, mas sdo essenciais para as atividades referentes ao funcionamento
cognitivo humano. As representacdes semidticas sdo fundamentais para tornar possivel a
construcdo do conhecimento pelo individuo que aprende.

Cabe aqui, apresentar os termos “semidsis” e “noésis” colocados por Duval (2004). O
primeiro refere-se a apreensio ou a producdo de uma representacio semidtica e o segundo a
apreensio conceitual de um objeto. “Para que ocorra a apreensdo de um objeto matematico é
necessdrio que a noésis (conceitualizacdo) ocorra através de significativas semidsis
(representagdes)” (DAMM, 1999, p. 143). Quanto mais registros de representacdo diferentes
do mesmo objeto matemdtico forem mobilizados pelo sujeito maior serd a expectativa de
apreensdo deste objeto.

Duval (2004) coloca trés atividades cognitivas fundamentais de representacdo ligadas
a semiésis, quais sejam: a formacdo de uma representacdo identificdvel, o tratamento e
conversdo, sendo as duas tltimas, tipos heterogéneos de transformacdo das representacdes
semidticas. Um sistema se signos deve permitir essas trés atividades para que seja
considerado como um registro de representacio.

Uma representagdo € identificivel quando pertence a um sistema de signos
estabelecidos na sociedade, portanto comum a todas as pessoas. Ndo compete ao sujeito cria-

las, mas usa-las para distinguir as representacdes. Um exemplo s@o as placas de trénsito.

Convencionou-se que uma circunferéncia com um trago diagonal sobre a letra “E”, indica que
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€ proibido estacionar. As placas de transito sdo representagcdes identificiveis e permitem a
conversdo, porém ndo s@o consideradas registros de representacdo semidtica, por nao
permitirem o tratamento.

O tratamento de uma representacdo ¢ uma transformagdo interna a um registro, ou
seja, € a transformacdo dessa representacdo em outra conservando o préprio registro de
partida. De acordo com Duval (2003):

Os tratamentos sdo transformagdes de representacdes dentro de um mesmo
registro: por exemplo, efetuar um célculo ficando estritamente no mesmo
sistema de escrita ou de representacdo dos nuimeros; resolver uma equagao
ou sistema de equacGes; completar uma figura segundo critérios de
conexidade e de simetria (DUVAL, 2003, p. 16).

Os tratamentos dependem da forma e ndo do contetido envolvido, existindo regras de
tratamento adequadas a cada registro. Assim, distintas representagdes podem envolver
tratamentos diferentes para 0 mesmo objeto matemadtico, tratamentos estes, que devem ser
compreendidos, construidos, além de estabelecidas normas para seu uso (DAMM, 1999).

A conversdo € a transformacdo da representacdo de um objeto matemético em outro
registro de representacio deste mesmo objeto, conservando totalmente ou em parte as
caracteristicas do objeto representado. Para Duval (2005), “as conversdes s@o transformacdes
de representacdes que consistem em mudar de registro conservando os mesmos objetos
denotados: por exemplo, passar da escrita algébrica de uma equagdo a sua representacio
grafica” (DUVAL, 2003, p. 16).

E importante observar que na conversio de uma representacio a outra nio muda
apenas o modo de tratamento, mas, de acordo com o mesmo autor, podem ser explicadas as
propriedades ou os diferentes aspectos de um mesmo objeto matematico, mudando de fato o
conteido da representacdo. Por este motivo ndo se deve privilegiar um dnico registro, pois
este pode nao contemplar todas as caracteristicas do objeto, resultando numa compreensio
parcial por parte de quem aprende. A solug@o estd em dispor de a0 menos dois registros de
representacdo diferentes para que ndo seja confundido o conteddo de uma representacdo com
o objeto representado (DUVAL, 2003).

Outra observacdo importante estd relacionada ao sentido da conversdo. Privilegia-se
um sentido da conversdo acreditando que automaticamente trabalha-se com a conversdo em
sentido contrério. Isso ndo € verdade e pode haver casos em que realizar uma conversao em
um sentido ndo significa que seja possivel realizd-la em sentido contrario. Por isso o registro

de partida e o de chegada deve ser sempre indicado (ALMOULOUD, 2007).
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Vimos até aqui que, de modo geral, a compreensdo em matemadtica estd ligada a
utilizacdo de diferentes registros de representagdo semidtica e especialmente a atividade de
conversdo entre estes registros de representacdo. De acordo com Damm (1999), Duval destaca
tr€s vantagens ao se trabalhar com diferentes registros de representacdo: a economia de
tratamento, a complementaridade de registros de representacdo e a conceitualizagdo que
implica uma coordenag@o dos registros de representagao.

Quanto a economia de tratamento, na diversidade dos registros de representagdao
podem-se efetuar trocas de registros de representagdo realizando tratamentos de forma mais
econdmica e poderosa, como por exemplo, numa determinada situacdo, decidir operar com
ndmeros fraciondrios ao invés de decimais.

A complementaridade de registros de representacdo torna-se necessaria por conta das
limitacdes de cada registro: como jd colocado, um registro pode ndao contemplar todas as
caracteristicas do objeto estudado.

A coordenacdo acontece quando se identifica, nos diferentes registros de
representacdo, o mesmo objeto matematico representado (DUVAL, 2003). Esta coordenagio
ndo acontece espontaneamente, mas deve ser incitada durante as aulas (DAMM, 1999).
Torna-se importante, entdo, promover um ambiente de ensino no qual surjam diferentes
registros de representagdo para o mesmo objeto matematico e seja necessaria a realizagdo da
conversdo e coordenacdo entre estes registros de representacdo. Acrescentar o q vamos fazer
“H4a uma pluralidade de registros de representacdo de um mesmo objeto, e a articulacdo
desses diferentes registros de representacdo € condi¢do para a compreensdo em matematica...”
(DUVAL, 2003, p. 31).

Considerando a teoria discutida, apresentamos na subseg¢do seguinte, registros de
representacdo semidtica da pardbola que abordaremos neste trabalho e uma possibilidade de

articulacdo entre eles.
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1.2.1 Diferentes Registros de Representacao da Parabola

A pardbola pode ser identificada em diferentes registros de representagdo construidos
desde a antiguidade, sendo vdrios estes registros de representacdo, quando consideradas
distintas caracterizac¢des desta curva.

Em sua tese de doutoramento, Bongiovanni (2001) teve como objetivo construir um
hiperdocumento interativo sobre caracterizagdes das cOnicas para a formagdo continuada de
professores de Matemadtica do Ensino Bdésico, na Franca, visando reativar e estruturar os
conhecimentos em geometria destes professores. Segundo este autor, o tema Conicas foi
escolhido por envolver uma multiplicidade de conhecimentos geométricos em seu estudo. Na

referida tese, podemos distinguir quatro caracterizagcdes para a pardbola:

® apardbola como se¢do plana de um cone;
® apardbola como lugar geométrico;
® apardbola como curva algébrica do 2° grau;

® apardbola como projecdo do circulo.

Diante da diversidade de registros de representagdo para esta curva, nesta pesquisa,
escolhemos abordar os registros de representacdo da pardbola como se¢do de um cone e como
lugar geométrico. No entanto, na elaboracido e aplicagdo da seqiiéncia didatica a pardbola
como curva algébrica do 2° grau também foi abordada, ao conferirmos um tratamento
analitico a curva. Diferentemente de Bongiovanni (2001), temos por objetivo investigar se o
desenvolvimento de uma seqiiéncia diddtica que considera o tratamento, a conversio e a
coordenacdo de diferentes registros de representacdo semiltica da pardbola, com o uso
diddtico da Histéria da Matemadtica, possibilita ao estudante compreender que a pardbola
caracterizada como sec¢do de um cone ou como lugar geométrico representa 0 mesmo objeto
matemadtico.

Apresentamos no quadro 1, na pdgina seguinte, os registros de representacdo
geométricos, em lingua natural, gréficos e algébricos da parabola caracterizada como se¢@o do
cone, bem como desta curva caracterizada como lugar geométrico.

Segundo a Teoria de Duval (2004), os diferentes registros de representacdo da

pardbola apontam suas diversas propriedades e podem contribuir para a constru¢io do
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Registro
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Quadro 1 — Diferentes registros de representacio da Pardbola
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conhecimento do estudante acerca deste objeto matemdtico. Poderiamos discorrer neste
momento sobre as propriedades contempladas nos registros de representagdo semidtica que
destacamos no quadro 1, entretanto, nosso maior objetivo é discutir uma questdo que parece
ser crucial em nosso trabalho: serd que o estudante reconhece nos diferentes registros de
representacdo, de acordo com as caracterizacdes da pardbola distinguidas aqui, o mesmo
objeto matematico?

Na andlise dos livros didéticos, utilizados no Ensino superior, realizada na se¢do 3.2
desta pesquisa, verificamos que todos eles apresentam a definicdo da pardbola tanto como
lugar geométrico quanto como secdo de um cone, contemplando diferentes registros de
representacdo. No entanto, as duas caracterizacdes sdo discutidas cada qual num capitulo e
ndo sdo oferecidas ao leitor situacdes que promovam a articulagdo dos diferentes registros de
representacao referentes a estas caracterizagoes.

Levantamos, entdo, outra questdo: serd que somente a presenga de distintos registros
de representacdo da pardbola como se¢do do cone e da pardbola como lugar geométrico,
estudados separadamente, € suficiente para que o estudante reconhega neles o0 mesmo objeto
matematico representado?

Damm (1999) responde esta pergunta colocando que de maneira alguma a
coordenacdo de diferentes registros de representagdo é espontinea devendo ser estimulada
durante as aulas. Coordenar implica em reconhecer em distintos registros de representacio o
mesmo objeto representado e € condicdo necessdria para a compreensdo em matematica
(DUVAL, 2003).

Considerando que promover esta coordenagdo € o principal objetivo desta pesquisa,
propomos investigar se o uso de uma seqiiéncia didatica que considera ndo sé os registros de
representacdo da pardbola, mas uma articulacdo entre eles, possibilita ao estudante
compreender que as duas caracterizagOes desta cOnica, consideradas aqui, dizem respeito a
mesma curva.

Recorrendo a Histéria da Matematica (BOYER, 1974; EVES, 1997; KATZ, 1998;
KLINE, 1972), identificamos uma possibilidade de promover uma articulacdo entre os
registros de representagdo da pardbola como secdo do cone e da pardbola como lugar
geométrico. A Figura 11 € referente a uma construgdo, presente em nossa seqii€ncia didatica,
na qual, no mesmo sistema cartesiano, sugerimos a representacdo do grafico da pardbola
como lugar geométrico e da propriedade fundamental da pardbola deduzida por Apolonio, que

pode ser vista no segundo capitulo deste trabalho.
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Por meio desta construcio, esperamos que o estudante reconheca que, na parabola
representada como lugar geométrico, a corda que passa pelo foco (pardmetro) é de medida

equivalente ao lado EH do retangulo (latus rectum) proposto por Apolonio.

Fig. 11 — Latus rectum e parametro

Analisando os registros de representacio y°= d4px (da pardbola como lugar
geométrico) e LM*= EH . EM (da pardbola como seciio de um cone), no plano cartesiano,
nossa intencdo € que o estudante compreenda que para qualquer ponto da pardbola
representada tanto no plano cartesiano quanto no cone, o quadrado da ordenada desse ponto é
igual a area do retdngulo formado pela abscissa do mesmo ponto e pelo latus rectum que tem
medida igual a do parametro.

Dessa maneira, acreditamos numa possivel coordenacdo de diferentes registros de
representacdo semidtica da pardbola, a saber, registros de representagdo da pardbola como
secdo se um cone e como lugar geométrico.

No proximo capitulo abordaremos uma reconstrucdo histdrica para as Secdes Conicas

e buscaremos explicitar o papel da Histéria da Matematica em nossa pesquisa.
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CAPITULO 2
SECOES CONICAS: UMA RECONSTRUCAO HISTORICA

Os primeiros trés séculos da matemdtica grega, por volta de 600 a.C. a 200 a.C.,
formam o periodo cldssico e constituem uma época de grande atividade matemdtica com
extraordindrias realizacdes (KLINE, 1972).

Segundo Kline (1972), foi nesta época que surgiu o mais importante tratado sobre
Secdes Conicas. Uma obra composta por oito livros, de Apoldnio de Perga (262 — 190 a.C.),
que foram as maiores e mais significativas contribuicoes.

No entanto, Segundo Boyer (1974), as Secdes Conicas eram conhecidas ja havia cerca
de um século e meio quando surgiu a obra. Foram estudadas por Euclides, Aristeu e também
Arquimedes. Mas acredita-se que foram construidas por Menaecmo (séc. IV a.C.) ao tentar
resolver o problema da Duplicacdo do Cubo’, que consiste em construir um cubo cujo volume
fosse o dobro do volume de um cubo dado.

A hipotese que normalmente se faz € que ele teria obtido as Conicas utilizando trés
tipos de cone de uma folha, que se diferem pelo 4ngulo da se¢do meridiana®. No caso de o
angulo ser agudo, um plano que corta a superficie do cone perpendicularmente a uma geratriz,
produz uma elipse (Fig.1a); se o angulo € reto, a se¢do é uma pardbola (Fig. 1b); e se € um
angulo obtuso, um ramo de hipérbole (Fig. 1c).

Apolonio, no entanto, mostrou sistematicamente que ndo € necessdrio tomar secdes

perpendiculares a um elemento do cone e que apenas variando a inclinag¢@o do plano da segao,

7 Acredita-se que o problema da duplicacido do cubo possa ter surgido nas palavras de um poeta grego antigo,
ignorante em matemadtica, ao escrever sobre a insatisfagdo do rei Minos por conta do tamanho do timulo erguido
para seu filho Glauco. Minos ordenou que o tamanho do timulo fosse dobrado, o que fez com que o poeta
sugerisse a ele que isso fosse feito dobrando-se cada uma das dimensdes do timulo, o que € matematicamente
incorreto. Essa falha matematica levou os gedmetras a abracar o problema de como dobrar um dado sélido
mantendo-se sua forma. Mais tarde, conta-se ainda que para livrar-se de um peste que os assolava, os delianos
foram orientados por seu ordculo a dobrar o tamanho do altar ctibico de Apolo. Por causa desta ultima histéria o
problema da duplicagdo do cubo é também conhecido por problema de Delos (EVES, 1997).

8 ~ . ST . . .
A secdo meridiana de uma superficie € obtida por sua intersec¢do com um plano que passa pelo seu eixo de
rotagdo.
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de um cone, podem ser obtidas as trés espécies de se¢des cOnicas. Provou que o cone nio
precisa ser reto para a obtencdo das curvas, mas pode ser também um cone obliquo ou
escaleno. Substituiu o cone de uma s6 folha por um duplo e foi quem deu os nomes “Elipse”

(Fig. 2a), “parabola” (Fig. 2b) e “hipérbole” (Fig. 2¢) para essas curvas (KATZ, 1998).

Fig. 1a - Elipse

Fig. 1b - Pardbola

Fig. 1c - Hipérbole
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Se o plano de interseccdo passar ainda pelo vértice do cone, obtém-se uma cdnica

degenerada, que pode ser um ponto, uma reta ou um par de retas concorrentes.

W

AN

A

Fig. 2c - Hipérbole
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Segundo Eves (1992), os nomes dados as Conicas se devem a relagdo entre a drea do

quadrado da ordenada de um ponto da curva (y*) e a drea do retingulo formado pelo latus
rectum que corresponde ao valor do pardmetro’ (p) e pela abscissa deste mesmo ponto (x):
* se y’<px,aconicaé uma Elipse ( ellipsis, que indica falta);
* sey’=px, aconica é uma parabola ( parabole, que significa comparagdo, indicando
nem excesso nem deficiéncia);
* se,y’>px,acodnica é uma hipérbole (hyperbole, indicando excesso).

Os nomes elipse, pardbola e hipérbole foram usados anteriormente pelos pitagéricos
por ocasido do método chamado “aplicacdo de areas” 10

Ainda, de acordo com Boyer (1974), para os gedmetras gregos, as Secdes CoOnicas
estavam inseridas numa classe de curvas chamada “lugares s6lidos” por serem obtidas de
se¢Oes de uma figura tridimensional. Apoldnio também obtinha as Conicas de um cone no
espaco tridimensional, mas logo deduziu do cone uma propriedade plana para as secdes e dai
por diante continuou seus estudos no espaco bidimensional, dispensando o cone.

A seguir, examinaremos mais atentamente, como Apoldnio determinou a pardbola
obtida a partir de uma secdo plana do cone e, de acordo com Katz (1998), como Apoldnio
deduziu a propriedade fundamental da pardbola, chamada também de symptrome da parabola.
E possivel descrever este tratamento também para as outras curvas, mas aqui nos deteremos
apenas a parabola, como justificamos anteriormente.

Considerando o cone da figura 3, seja o plano que contém os pontos E, M e L paralelo
ao plano que contém a geratriz AC, entdo a intersec¢do do plano que contém os pontos E, M e

L com o cone é uma curva chamada pardbola.

Fig. 3 — A Parabola como sec¢do de um cone

9 . . . . . o
O comprimento da corda que passa por um foco da conica e que é perpendicular ao eixo principal.

10 . <. . A . < A
Quando os pitagdricos aplicavam um retdngulo a um segmento de reta, isto €, colocavam a base do retangulo
ao longo do segmento de reta, com um vértice do retangulo sobre uma extremidade do segmento, eles diziam
EEENNTS

que se tinha um caso de “ellipsis”, “parabole” ou “hyperbole”, conforme a base do retdngulo ficava aquém do
segmento de reta, coincidia com ele ou o excedia (EVES, 1997).
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Para deduzir a symprome da parabola, Apolonio comeca tomando um ponto arbitrario

L na secdo (Figura 3), passando por L um plano paralelo a base circular. A secdo do cone

obtida por esse plano € um circulo com didmetro PR. Seja M a interseccdo deste plano com o
segmento EG. Entio LM é perpendicular a PR, e, portanto, LM *=PM . MR."

Se EG é paralelo a AC, um lado do tridngulo axial'?, Apolonio deriva a

L / symptome da parabola, ou seja, a relagdo entre EM e LM, a abscissa e

a ordenada, respectivamente, do ponto L da curva. Para isso, ele

desenha EH (latus rectum) perpendicular a EM tal que (Figura 4):

E
M
EH __BC’
EA  BAAC
H
Fig. 4 — Latus rectum
L EH BC BC
que € equivalente a: —_—= ——
EFA BA AC
Por semelhancga de triangulos, temos:
BC_PR_PM _MR BC _PR_PM

= = = e = =
BA PA EP EA AC AR EM

EH MR- -PM
Segue que = .
EA EA-EM
Mas, também: EH = EH . EM . Assim, MR-PM =EH -EM .
EA EA EM

Lembrando que LM *> = PM - MR , logo

IM?=EH - -EM |— symptome da parabola

' Adotamos a notacdo, para a deducdo da symptome da pardbola, usada pelos autores BOYER, 1974 ; EVES,
1997; KATZ, 1998; KLINE, 1972; entre outros.
ZEa regido triangular obtida pela intersec¢do do cone com um plano que contém o eixo do mesmo
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Durante o séc. XVII, as Conicas passam a ter um novo tratamento matematico dado
por Pierre Fermat (1601-1665), um dos precursores da Geometria Analitica. Foi ele quem
descreveu as equacdes mais simples da elipse, pardbola e hipérbole. Antes disso, ndo se
dispunha de uma notacdo algébrica adequada (KLINE 1972).

O tratamento dado por Fermat consiste em definir uma Conica como lugar geométrico,
que € o conjunto de todos os pontos de uma regido (plana ou espacial) que satisfazem uma
determinada propriedade.

Veremos agora, na notacdo atual, como sao definidas as curvas elipse, hipérbole e

pardbola em termos de lugar geométrico (DANTE, 2003).

Elipse: € o lugar geométrico dos pontos de um plano tal que a soma de suas distancias
a dois pontos fixos, denominados F, e F,, seja constante, igual a 2a e maior que a distncia

entre os focos (2a > 2¢).

9.51 cm

3.34cm

a F2 A2

‘PF{+PFy=12.86 cm
2a=12.86 cm

Fig. 6 — A Elipse como lugar geométrico
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Parabola: é o lugar geométrico dos pontos do plano que distam igualmente de uma
reta fixa d, chamada diretriz, e de um ponto fixo F, ndo pertencente a diretriz, chamado foco.

A distancia do vértice ao foco chamamos p.

Fig. 5 — A Parabola como lugar geométrico

Hipérbole: é o lugar geométrico dos pontos de um plano tal que a diferenca (em

modulo) de suas distdncias a dois pontos fixos F, e F, € constante (2a<2c), com

F, F, =2c.
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T
ol

Fig. 7 — A Hipérbole como lugar geométrico

Detendo-nos novamente a pardbola, veremos como deduzir uma equagdo para esta
curva levando em consideracio essa sua nova definicdo, mostrando que ela € coerente com a
symptome da pardbola desenvolvida por Apolonio.

Para deduzirmos a equacgdo, considere o sistema de coordenadas, conforme a figura a

seguir, L (X, y) um ponto da curva e F (p, 0) o foco.

Mt----

P

Fig. 8 - Propriedade foco-diretriz

Pela definicdo da pardbola como lugar geométrico, LN = LF, portanto:
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prx=y(x=p)*+y’ =y’ =4px

Considere também a pardbola representada na figura, segundo o trabalho de Apoldnio:

Fig. 9 — A Pardbola e o latus rectum

Veja agora uma pardbola e seu foco F representados no sistema cartesiano a seguir. O
comprimento da corda que passa pelo foco e é perpendicular ao eixo da curva € o parametro
4p. Introduzindo neste sistema os pontos L, M, E e H da Figura 9, temos LM =yeEM = x.
Sabendo que LM > = EH -EM (symptome), teremos y° =EH-x. Mas y’ =4px, logo
4p =EH . Isto significa que o valor 4p do pardmetro da pardbola definida como lugar

geométrico corresponde ao latus rectum da pardbola definida como se¢ao do cone.

Fig. 10 — Articulagdo entre registros de representacao
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Como queriamos demonstrar, y>=4px ¢é coerente com a symptome

LM* = EH - EM , ou seja, ambas representam a mesma curva.

Sendo assim, tanto numa definicdo quanto na outra, para qualquer ponto da pardbola
representada no plano cartesiano ou no cone, o quadrado da ordenada desse ponto € igual a
area do retdngulo formado pela abscissa do mesmo ponto e pelo valor do pardmetro ou do
latus rectum da curva.

As conicas de Apoldnio constituem um trabalho amplo e extraordinario, mesmo ndo
sendo possivel encontrar alguns elementos fundamentais estudados atualmente como os focos,
a excentricidade e a reta-diretriz (BOYER, 1974). No entanto, € possivel determinar,
geometricamente, os focos de uma conica no cone. Este trabalho foi desenvolvido em 1822,
pelo matemdtico belga G. P. Dandelin (1794 — 1847), mas néo serd discutido aqui.

Ainda, de acordo com Kline (1972), podemos destacar os estudos, envolvendo as
Secdes Conicas, de Johann Kepler (1517-1630), Grégoire de Saint Vicent (1584- 1667),
Desargues (1591-1661), Descartes (1596 - 1650), Blaise Pascal (1623 -1662), John Wallis
(1616 - 1703), Jan de Witt (1629 — 1672), Newton (1643 - 1727), durante o século XVII; os
estudos de Euler (1707 - 1783) durante o século XVIII; no século XIX, o trabalho de
Dandelin (1794 - 1847), entre outros, os quais comprovam a grande contribui¢do da criacdo
destas curvas para o desenvolvimento ndo s6 da Matematica, mas também da Ciéncia.

Nossa inteng@o neste capitulo foi mostrar como se deu, historicamente, a constru¢io
do conceito de Conicas, mais detalhadamente, da pardbola. Mostrar que, mesmo geradas de
maneira bem diferentes, tanto a pardbola como se¢do do cone quanto a pardbola como lugar

geométrico, dizem respeito a0 mesmo objeto matemaético.

2.1 SOBRE O PAPEL DA HISTORIA DA MATEMATICA NESTE ESTUDO

Centros académicos de todo mundo t€m o ensino da matemdtica como uma
preocupacdo bdsica, sendo este, objeto de estudo em trabalhos e pesquisas em Educacio
Matemadtica. Grande parte destes estudos sugere diferentes estratégias que podem ser
incorporadas a pritica do professor com vistas a garantir uma melhoria na qualidade do
referido ensino (MENDES, 2001).

Dentre estas estratégias o uso didético da Histéria da Matemdtica vem ganhando seu
lugar nas aulas de matemadtica em qualquer que seja o nivel. E € sob este aspecto que

consideramos a Histéria da Matematica em nossa pesquisa.
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Na primeira metade da década de noventa vemos alguns autores ji defendendo a
utilizacdo diddtica da Histéria da Matematica, como Vianna (1995), que coloca uma lista das
funcdes pedagogicas atribuidas a Histéria da Matematica por diversos autores, elaboradas por
Miguel (1993). As principais fungdes que os textos revelaram véem na histéria:

1) uma fonte de motivacdo para o ensino-aprendizagem (Histéria-
Motivacdo);

2) uma fonte de selecdo de objetivos para o ensino-aprendizagem
(Histéria-Objetivo);

3) uma fonte de métodos adequados para o ensino-aprendizagem
(Histéria-Método);

4) uma fonte para a selecdo de problemas praticos, curiosos ou
recreativos a serem incorporados de maneira episddica nas aulas de
matematica (Histéria-Recreacao);

5) um instrumento que possibilita a desmistificacdo da matematica e a
desalienacdo do seu ensino (Histéria-Desmistificacdo);

6) um instrumento na formalizacdo de conceitos matematicos (Histéria-
Formalizacao);

7) um instrumento na construcdo de um pensamento independente e
critico (Histéria-Dialética);

8) um instrumento unificador dos vdrios campos da matemética
(Histéria-Unificagao);

9) um instrumento promotor de atitudes e valores (Historia-Axiologia);
10) um instrumento de conscientizacdo epistemoldgica (Histéria-
Conscientizacdo);

11) um instrumento de promog¢do da aprendizagem significativa e
compreensiva (Histéria-Significagdo);

12)  um instrumento de resgate da identidade cultural (Histéria-Cultura);
13) um instrumento revelador da natureza da matematica (Historia-
Epistemologia). (MIGUEL, 1993, p. 106-107).

Queremos destacar neste trabalho, o uso da Histéria da Matematica no ensino,
especialmente na formagdo de professores, na qual se encontram o0s nossos sujeitos de
pesquisa.

Brito (2007), coloca que por meio de sua prética docente e de diversos trabalhos sobre
a Histdéria da Matemética na formagdo de professores (BRITO, 1995; MIGUEL E BRITO,
1996; BRITO E MIORIM, 1999) que desenvolveu, tem observado que se faz necessdria a
organizacdo de um projeto pedagdgico no qual a Histéria da Matematica esteja presente, ndo
como disciplina isolada, mas articulada dentro das préprias disciplinas do contetdo.

A mesma autora ainda coloca que a utilizagdo didética da Histéria da Matematica na
formacdo de professores “colabora no aprofundamento de conceitos e procedimentos
matemdticos, pois impde um outro/novo olhar sobre tais conceitos e procedimentos, olhar este
necessdrio para a compreensdo da matematica dos antigos” (BRITO, 2007, p. 15). Além

disso, “contribui para articular teorias educacionais, uma vez que colabora na reflexdo sobre
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aspectos curriculares e metodoldgicos presentes no ensino atual de mateméatica” (BRITO,
2007, p. 15).

Considerando, entdo, o uso didatico da Historia da Matematica neste trabalho,
queremos explicar também de que forma isto nos auxiliard no estudo da pardbola, curva que
abordamos em nossa pesquisa.

Instigadas por um artigo de Teukolsky (1994), no qual a autora diz ter como objetivo
provocar os estudantes com a seguinte questdo: “como € possivel que curvas geradas de
maneiras tao diferentes possam levar as mesmas secdes conicas?”’ (TEUKOLSKY, 1994, p.
192), fomos buscar na literatura uma resposta.

Por meio da reconstrucio histérica das se¢des cOnicas, presente no primeiro capitulo
deste trabalho, vimos que, apesar da abordagem de Apolonio com respeito a estas curvas, ser
inicialmente tridimensional, ele as estudou como figuras planas, deduzindo para cada uma
delas uma propriedade. Vimos também que é possivel mostrar que a propriedade deduzida por
Apolonio a partir do cone € equivalente as equacdes que temos hoje para estas curvas
caracterizadas como lugar geométrico.

Ao tomar como referencial a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica e a
Teoria das Situacdes Didaticas, elaboramos uma seqii€éncia didatica contemplando diferentes
registros de representacdo da pardbola, definida como se¢do de um cone e como lugar
geométrico, encontrando na Histéria da Matemdatica uma possibilidade de articular estes
registros de representacdo. Esta se tornou para nds, uma forte aliada no ensino, pois utilizando
a Histéria podemos mostrar ndo sé diferentes registros de representacdo semidtica da
pardbola, mas possibilitar ao estudante a compreensdo de que representam o mesmo objeto
matematico. Lourdes sugeriu falar tabém sobre o papel da t.da sit. Did.

No préximo Capitulo trataremos de aspectos metodolégicos desta pesquisa, abordando
a Metodologia propriamente dita, as Andlises Preliminares e a constru¢do da Seqiiéncia

Didatica.
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CAPITULO 3
ASPECTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo abordaremos a Engenharia Didatica, como metodologia, as andlises

preliminares e explicaremos como se deu a constru¢do da seqiiéncia didatica.

3.1 METODOLOGIA: ENGENHARIA DIDATICA

A Metodologia utilizada nesta pesquisa é a Engenharia Didética proposta por Artigue
(1996), desenvolvida na escola francesa de Diditica da Matematica. Tal metodologia
possibilita investigar aspectos dos processos de aprendizagem de matemadtica, interessando-se
pela concepcgdo, realizacdo, observacdo e andlise de seqii€ncias de ensino. Caracteriza-se
ainda pela forma de validacdo que consiste no confronto entre a andlise a priori, que se apdia
no referencial tedrico, e a andlise a posteriori baseada nos resultados de experimentagdo.
Segundo Machado (1999), “torna-se importante ressaltar que a singularidade da engenharia
didética ndo repousa sobre seus objetivos, mas sobre suas caracteristicas de funcionamento
metodolégico” (MACHADO, 1999, p.200).

A investigacdo se desenvolveu de acordo com as quatro fases da Engenharia Didética

caracterizadas por Artigue (1996):

= Andlise Preliminar

Nesta fase busca-se analisar as possiveis causas do problema a ser pesquisado, bem
como subsidios para o tratamento desse problema, com vistas a embasar a concepc¢io da
engenharia diddtica. As andlises sdo feitas levando-se em consideracdo o quadro tedrico
sobre o qual o pesquisador se apdia e os conhecimentos diddticos ja adquiridos sobre o
tema em estudo. Além disso, dependendo do objetivo da pesquisa, pode constar anélise
epistemoldgica dos contetidos contemplados pelo ensino, andlise do ensino atual e seus
efeitos, andlise da concepcdo dos estudantes, das dificuldades e obstidculos que

determinam sua evolugao.

= Concepcao e Andlise a priori
Tomando como base as andlises preliminares e o referencial tedrico, € nesta fase que o

pesquisador elabora a seqiiéncia diddtica que serd aplicada, além de decidir agir sobre um
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determinado niimero de varidveis relacionadas ao problema estudado. Sdo previstas as acoes e
comportamentos dos estudantes durante a experimentacdo, indicando de que modo as
atividades propostas propiciardo a aprendizagem desejada. J4 nesta fase, fundamentada em
hipdteses, estabelece-se o processo de validacdo que ocorre na confrontagdo entre as andlises

a priori € a posteriori.

= Experimentacdo

E nesta fase que se dd o contato pesquisador/professor/observadores com a populacio
de estudantes, sujeitos da pesquisa, e sdo explicitados os objetivos e condi¢des em que se
realizard a investigacio (MACHADO, 1999). Neste momento ocorre a aplicagdo da
seqiiéncia didatica, esta, segundo Pais (2002), “formada por um certo nimero de aulas
planejadas e analisadas previamente com a finalidade de observar situagdes de
aprendizagem...” (PAIS, 2002, p. 102). Ainda de acordo com este autor, essas aulas
também podem ser chamadas sessdes, por serem especificas para pesquisa. Nesta fase, ha
de se escolher também os meios de registros dos dados colhidos na experimentacdo, que
vai depender das varidveis priorizadas na andlise a priori. Os dados podem ser coletados
mediante observagdes feitas nas sessdes de ensino e pelas producdes dos estudantes, com
a utilizacdo de gravagdes de dudio e video e anotacdes do didrio de campo. Além disso,
para uma melhor compreensdo do ocorrido, estes dados podem se completados com o uso
de questiondrios, entrevistas e testes, individuais ou em pequenos grupos, realizados

durante a experimentag@o ou no final dela.

= Andlise a posteriori e Validacio

Na fase da andlise a posteriori acontece o tratamento dos dados obtidos durante a
experimentacdo, por meio da andlise da producdo dos estudantes e de tudo o quanto se
pode registrar. Ha o confronto da anélise a priori e da andlise a posteriori, com o intuito
de validar ou refutar as hip6teses levantadas na andlise a priori. O processo de validagdo é

interno, permanecendo no Ambito da experiéncia realizada (PAIS, 2002).

3.2 SOBRE AS ANALISES PRELIMINARES

As andlises preliminares constituem-se na primeira fase da Engenharia Didéatica e tém

como objetivos investigar as possiveis causas do problema a ser pesquisado, bem como
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buscar subsidios para o tratamento desse problema, com vistas a embasar a concep¢do da
Engenharia Didatica.

Ainda no inicio deste estudo, levantamos as seguintes questdes: o tema Conicas é
abordado no ensino superior de forma que o futuro professor construa os conceitos,
caracterize as Conicas como secdo do cone e como lugar geométrico, estabeleca relacoes
entre as definicdes e tenha autonomia para tracar estratégias de ensino ao lecionar?

A procura por respostas a estas questdes decidimos verificar nas ementas das
disciplinas dos cursos de licenciatura em Matemadtica das universidades estaduais do estado
do Parand, em que série ou séries as Conicas sdo trabalhadas e, por meio da andlise de livros-
textos, verificar também quais Conicas sdo estudadas, que caracterizagdes sdo apresentadas,
ou seja, como se dd o ensino deste tema na formagao de professores.

Escolhemos as universidades estaduais pela facilidade no acesso a dados para esta
pesquisa e livros-textos presentes nas bibliografias dos programas das disciplinas que
abordam o tema CoOnicas, ministradas nas licenciaturas em Matematica destas universidades,
com excecdo de Venturi (1994). Este foi escolhido por abordar especificamente o tema
Conicas.

Olhamos as ementas das disciplinas dos cursos de licenciatura em Matematica das
seguintes instituicdes: Universidade Estadual de Londrina (UEL), Universidade Estadual de
Maringa (UEM), Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG), Universidade Estadual do
Oeste do Parand (UNIOESTE), Universidade Estadual do Centro-Oeste (UNICENTRO) e
constatamos o seguinte:

e na UEL, este tema € estudado somente na /“ série, em apenas uma disciplina:
“Geometria Analitica e Algebra Linear”;

¢ na UEM, as cdnicas s@o abordadas também somente na /“ série em apenas uma
disciplina: “Geometria Analitica’;

® as curvas cOnicas sdo estudadas, na UEPG, em duas séries do curso: na /“ série
nas disciplinas de “Geometria Analitica” e “Geometria Plana e Desenho Geométrico”; e na
2° série, na disciplina de “Algebra Linear”;

¢ na UNIOESTE, Campus de CASCAVEL, as cOnicas sdo trabalhadas na /¢
série, nas disciplinas de: “Geometria Analitica e Vetorial” e “Desenho Geométrico”; e na 2¢

série, na disciplina de “Geometria Euclidiana II”’;
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¢ na UNIOESTE, Campus de FOZ DO IGUACU, as coOnicas sao trabalhadas na
1° série, nas disciplinas de: “Geometria Analitica” e “Geometria Euclidiana”; e na 2“ série,
na disciplina de “Desenho Geométrico”;

e por fim, na UNICENTRO, tanto no Campus SANTA CRUZ quanto no
Campus IRATI, o tema Conicas é abordado apenas na 1* série em duas disciplinas: “Desenho
Geométrico e No¢des de Geometria Descritiva” e “Vetores e Geometria Analitica”.

Frente a esta anélise, verificamos que as cOnicas sdo estudadas, geralmente, somente
na 1* série ou, nesta e também na 2° série. Este fato nos motivou a tomarmos estudantes da 3?
série da licenciatura como sujeitos de pesquisa, pois gostariamos de trabalhar com estudantes
que ja tivessem estudado as coOnicas. Dessa forma, poderiamos investigar se eles conheciam,
matematicamente, que as diferentes caracterizagdes, em particular, da pardbola, que ja haviam
estudado, diziam respeito a0 mesmo objeto matematico.

Quanto aos livros-textos, numa primeira analise, notamos logo que as Cdnicas como
secdo de um cone e como lugar geométrico sdo sim abordadas, porém, em momentos
distintos, sem o estabelecimento de alguma relacdo entre as caracterizagdes, a nao ser, a
nomenclatura das curvas. Isso foi suficiente para que propuséssemos esta pesquisa,
contemplando numa seqiiéncia didética, das trés curvas, a pardbola, caracterizando-a como
secdo de um cone e como lugar geométrico, além de mostrar, matematicamente, que as duas
caracterizacOes referem-se a0 mesmo objeto matematico.

Em seguida, ja definidas nossas bases tedricas, estabelecemos algumas categorias -
que estdo organizadas no Quadro 2 - sob a dtica desses referenciais, com o intuito de realizar
uma analise mais cuidadosa dos livros-textos escolhidos. Tais categorias foram estabelecidas
com base nos aspectos relacionados a pardbola que abordarfamos em nossa seqiiéncia
didatica.

As categorias Definicdo da pardbola como lugar geométrico e Definicdo da pardbola
como se¢do de um cone, foram colocadas para que verificissemos se os livros contemplavam
registros de representacdo referentes a estas duas caracterizagdes, que poderiam ser registros
de representacdo gréficos, algébricos, geométricos ou em lingua natural.

Por meio da categoria Tracado manual com régua e compasso verificarifamos se os
livros abordavam ou nio, especificamente, o registro de representacdo geométrico da pardbola
definida como lugar geométrico.

A categoria Estudo de equacoes cartesianas da pardbola foi elaborada para que
constatassemos ou ndo, a presenca de registros de representacdo algébricos e graficos da

curva.
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Referéncia a curva como lugar geométrico é uma categoria, por meio da qual
pretendiamos averiguar se nos livros a pardbola é chamada de “lugar geométrico” ou apenas
de “um conjunto de pontos”.

A categoria Deducdo da propriedade fundamental da pardbola foi posta para que
identificdssemos se constava, nos livros, algum registro de representacdo da propriedade
fundamental da parabola.

Por meio da categoria Mostra que as duas definicoes da pardbola dizem respeito ao
mesmo objeto matemdtico verificariamos se os livros mostram matematicamente que as duas
definicdes sdo referentes ao mesmo objeto matematico.

Por fim, a categoria Presenca da historia das Conicas foi estabelecida para que
olhdssemos o quanto da histéria das Conicas apareceriam nos livros e se estes apresentavam o
uso didatico da Histéria da Matemadtica para mostrar que as duas caracterizagcdes da pardbola,
distinguidas aqui, representam o mesmo objeto matematico.

Escolhemos para andlise os seguintes livros:

1. BOULOS, P. e CAMARGO, I. Geometria analitica: um tratamento vetorial. 3* ed.
Séao Paulo: Prentice Hall, 2005.

2. LEITHOLD, L. O calculo com Geometria analitica. v. 1. Sdo Paulo: Harbra,
1986.

3. STEINBRUCH, A.; WINTERLE, P. Geometria analitica. 2* ed. Sdo Paulo:
McGrawHill, 1987.

4. VENTURI, J. J. Conicas e Quadricas. Curitiba: Artes Graficas e Ed. Unificado,
1994.

O quadro 2, a seguir, mostra na primeira linha, os livros analisados e, na primeira

coluna, quais aspectos relacionados a pardbola eles contemplam ou nio.

BOULOS | LEITHOLD | STEINBRUCH | VENTURI
Presenca da histéria das Conicas sim sim nao sim
Tracado manual com régua e sim nao nao sim
compasso
Definicdo da parabola como lugar | sim sim sim sim
geométrico
Referéncia a curva como lugar sim nao sim sim
geométrico
Estudo de equacoes cartesianas da | sim sim sim sim
parabola
Definicio da parabola como secio | sim sim sim sim
de um cone
Deducio da propriedade nao nao nao nao
fundamental da parabola
Mostra que as duas definicoes da | nio nao nio nao
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parabola dizem respeito a0 mesmo
objeto matematico

Quadro 2: Analise de livros-textos

Apesar do quadro 2 explicitar que aspectos da pardabola os livros contemplam ou nio,
algumas consideragdes sdo pertinentes.

Notamos que todos eles mostram registros de representacdo da pardbola como lugar
geométrico e como secdo de um cone, mais especificamente, registros de representacdo
algébricos, graficos e em lingua natural da pardbola como lugar geométrico e registros de
representacdo geométricos e em lingua natural da pardbola como sec@o de um cone. Também
identificamos a presenca da Histéria da Matemdtica em todos, com exce¢do do Steinbruch
(1987), mas em nenhum deles o uso diddtico da Histéria da Matemadtica. Na defini¢cdo da
pardbola como lugar geométrico apresentada nos livros, somente Leithold (1986) ndo se
refere a esta curva como “lugar geométrico” e sim como a “um conjunto de pontos”. Apenas
Venturi (1994) apresenta o tracado manual da pardbola com régua e compasso, e Boulos
(2005) exibe os procedimentos para a construcdo da elipse e da hipérbole, sugerindo ao
estudante que escreva os procedimentos para a construcdo da pardbola com instrumentos de
desenho. Somente Boulos (2005) comenta que as codnicas definidas como lugar geométrico
sdo equivalentes as cOnicas como se¢do de um cone, acrescentando que uma prova para isso
foi descoberta por Dandelin (1794 — 1847). Boulos (2005) também fala da origem dos nomes
das conicas, mas ndo se refere ao latus rectum e nem ao parametro, nesta ocasido.
Observamos que nenhum deles deduz a propriedade fundamental da pardbola a partir do cone,
e, portanto, ndo apresentam os registros de representacdo algébrico e grafico da pardbola
como sec¢do de um cone.

De modo geral, como ja esperdvamos, verificamos que os livros-textos analisados
tratam as cOnicas como secdo de um cone e as cOnicas como lugar geométrico, em capitulos
distintos, ou seja, separadamente, ndo estabelecendo nenhuma relagdo entre elas, a ndo ser a
mesma nomenclatura. Somente Boulos (2005) comenta, timidamente, que se trata da mesma
curva. Vemos entdo que a literatura analisada ndo garante que, por meio dela, o estudante
identificard, matematicamente, que as duas caracterizacdes referem-se a mesma curva.
Pressupondo que nos cursos de formacdo de professores as conicas s@o trabalhadas tal qual a
literatura sugere, acreditamos que sozinho o estudante ndo compreende que as diferentes
caracterizacdes de uma mesma cOnica, dizem respeito & mesma curva, necessitando de
alguma intervencdo para que este conhecimento seja construido. Segundo Bongiovanni

(2001),
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[...] a apropriagdo de um conceito amplo como o de conicas envolve uma
rede complexa de relagdes, baseadas ao mesmo tempo, sobre a apropriagdo
de suas diferentes representagdes em varios meios de expressdo e sobre a
constru¢cdo da conex@o entre suas diferentes representagdes.
(BONGIOVANNI, 2001 , p. 13, tradug@o nossa).

Também, de acordo com Damm (1999) a coordenacdo diferentes registros de
representacdo semidtica pelo estudante ndo € espontanea, mas deve ser estimulada durante as
aulas. Coordenar significa reconhecer em distintos registros de representa¢do, o mesmo objeto
matematico (DUVAL, 2003).

Dessa forma, sugerimos o uso didatico da Histéria da Matemadtica para oportunizar tal
coordenacio da seguinte maneira: deduz-se a equacio da pardbola como lugar geométrico e a
propriedade fundamental da parabola como secdo de um cone (deduzida por Apolénio'), e
mostra-se, matematicamente, que estes dois registros de representacdo algébricos sdo
equivalentes, ou seja, representam o mesmo objeto matematico.

Considerando as andlises realizadas nesta secdo, partimos da hipdtese de que o
estudante ndo percebe nas diferentes caracterizacdes da pardbola, abordadas aqui, 0 mesmo
objeto matematico para formularmos o problema de nossa pesquisa. Nosso objetivo era
investigar se o desenvolvimento de uma seqii€ncia didatica, que considera o tratamento, a
conversdo e a coordenacdo de diferentes registros de representa¢do semidtica da pardbola,
com o uso didatico da Histéria da Matematica, possibilita ao estudante compreender que a
parabola caracterizada como secdo de um cone ou como lugar geométrico representa 0 mesmo
objeto matematico.

Acreditamos que as andlises, discutidas nesta secdo, foram essenciais para que esta
pesquisa fosse proposta. Além da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica e do uso
didatico da Histéria da Matematica, nos fundamentamos na Teoria das Situacdes Didaticas.

Discorreremos, a seguir, sobre a construcdo de nossa seqiiéncia didética.

3.3 CONSTRUCAO DA SEQUENCIA DIDATICA™

As questdes que compde a seqii€ncia didatica dizem respeito ao conceito de parabola,
mais especificamente, as caracterizagdes desta curva como secdo de um cone e como lugar
geométrico. Nosso objetivo era que o estudante reconhecesse a pardbola nos diferentes

registros de representacdo, referentes a estas caracterizacdes. Para isso, elaboramos questdes

1 Veja deducgdo da propriedade fundamental da pardbola no Capitulo 2 deste trabalho.

14 . PN ~ oA s . c 1zt
Referimos-nos, aqui, a concepg¢do da seqiiéncia, de acordo com a Engenharia Didética.
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que permitiram a utilizagdo desses registros de representacdo e utilizamos a Historia da
Matematica com o intuito de promover a articulacdo entre eles.

Mesmo tendo como sujeitos de pesquisa individuos que ja haviam estudado as
coOnicas, em especial a pardbola, decidimos trabalhar com a definicdo desta como se¢do de um
cone e como lugar geométrico, além de propor o tratamento analitico considerando a curva
com vértice na origem do sistema cartesiano. Com isso, pretendiamos constatar se eles
realmente tinham construido o conhecimento acerca destas duas caracteriza¢des da parabola.
Caso ndo o tivessem, ofereceriamos a eles a oportunidade de fazé-lo para que pudéssemos
verificar se o uso dessa seqiiéncia didética possibilitaria ao estudante compreender que as
duas caracterizacdes abordadas referem-se ao mesmo objeto matemdtico. Propomos o
tratamento analitico para que o estudante observasse que a equagdo da curva, caracterizada
como lugar geométrico é equivalente a propriedade fundamental da curva caracterizada como
secdo de um cone, tratando-se, portanto, do mesmo objeto matematico.

Apds a aplicagdo da seqiiéncia didatica, esperdvamos que os estudantes fossem
capazes de:

= caracterizar a pardbola como se¢do de um cone;

= caracterizar a pardbola como lugar geométrico;

= realizar os tratamentos e conversdes envolvidas no estudo analitico da parabola,
considerando a curva com vértice na origem do sistema cartesiano;

= realizar a coordenacdo entre os registros de representacio da parabola,
especificamente, os registros de representacdo da pardbola como secdo de um cone e
como lugar geométrico,

= relacionar latus rectum e parametro.

Fundamentamo-nos, para a constru¢do de nossa seqiiéncia didética, na Teoria das
Situacdes Didéticas, por considerarmos relevante para a aprendizagem a relacdo entre o
professor, o estudante e o meio, proposta nesta teoria. Na Teoria dos Registros de
Representacao Semiética’>  encontramos apoio para trabalhar com as diferentes
caracterizacOes da pardbola e justificar a importancia de se reconhecer em diferentes registros
de representacio o mesmo objeto matemdtico. Além disso, vimos nesta teoria, que a
articulacdo entre esses diferentes registros de representacdo ndo € espontinea, por isso,
sugerimos uma interlocu¢cdo com a Histéria da Matematica para que esta articulacio fosse

estabelecida.

!5 Teorias discutidas no Capitulo 1 deste trabalho.
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Apresentaremos no Capitulo seguinte, o desenvolvimento de nossa pesquisa, no qual
constam a experimentacdo, a andlise a priori, a andlise a posteriori e validacdo e também uma

andlise global.
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CAPITULO 4
DESENVOLVIMENTO DO ESTUDO

Apresentaremos aqui o desenvolvimento do estudo, ou seja, como ocorreu a
experimentacdo, as andlises a priori, as andlises a posteriori e a validacdo, além de uma

andlise global.

4.1 A EXPERIMENTACAO

A experimentacio ocorreu no 2° semestre de 2008, numa turma de 19 estudantes da 3*
série do Curso de Matematica — Habilitacdo Licenciatura (noturno), da Universidade Estadual
de Londrina, durante aulas da disciplina Tépicos de Educacdo Matematica II, ministrada pela
professora orientadora desta pesquisa.

Decidimos que a experimentagdo aconteceria nesta turma por dois motivos. Primeiro,
porque gostariamos que a seqiiéncia fosse aplicada a estudantes que ja tivessem estudado
coOnicas, como justificamos na secdo 3.2 e, segundo, pelo acesso aos estudantes intermediado
pela professora orientadora deste trabalho.

Antes, porém, de iniciarmos a aplicacdo da seqiiéncia esclarecemos aos estudantes que
se tratava de uma pesquisa e que ao participarem suas identidades seriam preservadas.
Solicitamos, a cada um, que lesse e assinasse um Termo de Consentimento'® para que
pudéssemos usar todo o material produzido por eles durante o desenvolvimento da seqiiéncia
didatica.

Dos 19 estudantes, 16 resolveram as questdes de pelo menos alguma parte da
seqiiéncia didatica, mas apenas 8 concluiram a resolucdo de todas as questdes propostas. Isso
ocorreu porque nos trés encontros nos quais desenvolvemos a seqii€ncia didética, alguns
estudantes faltaram em um ou mais deles, o que consideramos normal. Contudo, em um dos
encontros tivemos problemas com a falta de energia elétrica por conta do mau tempo,
impossibilitando alguns estudantes de comparecerem.

Ainda, desses 8 estudantes, 5 participaram no hordrio normal das aulas e os demais

foram atendidos conforme a disponibilidade de cada um. Os 3 estudantes que participaram

16
Presente no Anexo A.
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fora do horario das aulas levaram em média, para a resolu¢do de cada questio, o mesmo
tempo que os estudantes que resolveram em sala.
As questdes da seqii€ncia didatica resolvidas por esses 8 estudantes, foram, entdo,

separadas para andlise.

A aplicagao da seqii€ncia didatica foi dividida em duas etapas.

Parte I

A primeira parte da seqiiéncia didatica, constituida de 9 questdes, foi aplicada durante
10 aulas: um encontro com 2 aulas e dois encontros com 4 aulas cada. As questdes ficaram
assim distribuidas:

= ]1°encontro — questdo 1;

= 2°encontro — questdes 2, 3,4 e 5;

= 3°encontro — questdes 6, 7, 8 € 9.

A cada encontro disponibilizamos o material preparado com as questdes da seqii€ncia
didética, que foram resolvidas pelos estudantes e devolvidas ao final do mesmo. Além disso,
durante os encontros anotamos qualquer fato ocorrido, em relagdo ao desenvolvimento do
trabalho, que nos chamasse atencao.

A principio, pedimos aos estudantes que se organizassem em duplas, mas ji no
segundo encontro alguns estudantes faltaram e as duplas se desfizeram. Por este motivo,
decidimos deixar os estudantes a vontade que, naturalmente se organizaram em duplas, trios
ou grupos maiores, 0 que promoveu interacdo entre eles. Nesta primeira etapa, procuramos
interferir o menos possivel durante a resolucdo das questdes, mas auxilidvamos os estudantes
sempre que necessario.

Além da seqiiéncia diddtica, utilizamos em alguns momentos outros materiais
impressos”. Descreveremos a seguir como foram as situacdes de institucionalizagdo,
conforme caracterizamos na secdo 2.1 deste trabalho, e em que ocasido usamos material
impresso.

Apoés a resolugdo da questdo 1, numa situacdo de institucionalizagdo, utilizamos
material impresso com a representacio geométrica e a defini¢do como lugar geométrico nio

s0 da pardbola, mas também da elipse e da hipérbole.

'7 Materiais disponiveis no Apéndice B, deste trabalho.
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Depois da resolugdo da questdo 2, também houve um momento de institucionalizacgao,
quando alguns estudantes colocaram na lousa os registros de representacdo graficos e
algébricos estudados naquela ocasido.

Antes da resolugcdo da questdo 6, concedemos aos estudantes um resumo impresso a
respeito do desenvolvimento histdrico das conicas, sobre o qual tecemos alguns comentarios.
A seguir, também com o uso de material impresso, mostramos os cones seccionados,
resultando nas cOnicas: elipse, pardbola e hipérbole.

Uma outra situacdo de institucionalizacdo aconteceu apds a resolucdo da questdao 7,
quando relacionamos o latus rectum da symptome da pardbola com o parametro da pardbola
definida como lugar geométrico.

Ao final da resolucdo da questdo 9, utilizando novamente material impresso,
explicamos aos estudantes que procuramos facilitar a descricio de uma pequena parte do
trabalho de Apoldnio, relativo a pardbola, por meio de termos e simbolos atuais e
aproveitamos este momento para colocar também a provadvel origem dos nomes elipse,

parabola e hipérbole dados as conicas.

Parte 11

A segunda parte da seqiiéncia didatica, composta por 6 questdes, foi aplicada em
apenas 1 aula. Os estudantes receberam o material preparado e trabalharam individualmente,
sem acesso as anotagdes anteriores e sem nossa interferéncia.

Participaram desta segunda parte somente os 8 estudantes que concluiram a resolucéo
da primeira parte da seqii€ncia.

Além das questdes da seqii€ncia, neste mesmo encontro, os estudantes responderam a

um breve question:&irio18 a respeito da participagdo dos mesmos na pesquisa.

4.2 ANALISE A PRIORI

Nesta sec@o, apresentamos as questdes tanto da primeira quanto da segunda parte da
seqiiéncia diddtica, seguidas de suas respectivas andlises. Procuramos detalhar cada questio
explicitando seus objetivos, os conhecimentos necessdrios a sua resolugdo, as possiveis
estratégias e/ou dificuldades encontradas pelos estudantes e demais comentdrios. A seqiiéncia

didética consta no Apéndice A.

18 I . A
Questiondrio disponivel no Apéndice C
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4.2.1 Analises das Questoes — Parte 1

Questao 1
Construa uma parabola, por meio de tracado manual, conhecidos a Diretriz d e o Foco F
(Extraido de GIONGO, 1975, adaptado).
Procedimentos:
= Por F tragar a reta t perpendicular a d da seguinte maneira:
- com centro do compasso em F e raio qualquer marcar os pontos B e C em d;
- com centro em B e raio qualquer tracar arcos acima e abaixo de d;
- com centro em C e mesmo raio obter a perpendicular t a reta d.
= Chamar A o ponto de interseccdo entre d e t;
= Marcar o ponto médio O entre A e F;
= O ¢é o vértice da pardbola;
= Sobre areta t, a partir de O, na direcdo de F, marcar dois pontos D e D’, quaisquer;
= Por D, tracar a perpendicular r a reta t;
= Por D’, tragar a perpendicular s a reta t;
= Com centro em F e raio AD, cortar a perpendicular r em M e M’, que sdo pontos da
parabola;
= Com centro em F e raio AD’, cortar a perpendicular s em N e N’, que sdo pontos da
parabola;

= Analogamente, obtém-se outros pontos da curva que unidos representardo a pardbola.

Ao concluir a construgio, responda: considerando um ponto qualquer da pardabola, que relagdo

ha entre a distancia deste ponto a diretriz e a distancia deste mesmo ponto ao foco? Por meio

de que procedimentos da construcio sua resposta pode ser justificada?
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Analise a priori

Nesta questao, propomos inicialmente o tracado manual de uma pardbola, com auxilio
de régua e compasso, conhecidos a diretriz e o foco.

Os procedimentos para o tracado estio registrados em linguagem natural e o estudante
deverd fazer a conversdo desse registro de representacdo para o registro geométrico da
parabola.

A seguir s@o propostas duas perguntas que deverdo ser respondidas com base na
construcdo. A primeira diz respeito a relagcdo existente entre um ponto da curva e o foco e
entre este mesmo ponto e a diretriz. Na segunda, pedimos ao estudante que justifique sua
resposta por meio dos procedimentos da construgdo.

Para a resolucdo desta questdo € necessario que o estudante tenha os seguintes
conhecimentos disponiveis: ponto, ponto de intersec¢do, ponto médio, reta, reta
perpendicular, além de habilidade para manusear régua e compasso.

Nosso objetivo é que ao fazer a conversdo do registro de representagdo em lingua
natural para o registro de representacdo geométrico e, ao analisar a construcdo, o estudante
caracterize a pardbola como lugar geométrico.

Durante a conversdo do registro em linguagem natural para o registro geométrico,
esperamos que algumas dificuldades aparecam por conta da falta de atencdo aos
procedimentos do desenho. No entanto, corrigindo-se a falha, a construcdo podera ser
retomada.

Acreditamos que alguns estudantes possam usar a régua para responder a primeira
pergunta, mas quando confrontados na segunda pergunta, tentardo encontrar uma justificativa
fundamentada na construg¢do, como desejamos.

Esperamos que ao usar o compasso para encontrar os pontos que definem a pardbola, o
estudante perceba que a distancia de um determinado ponto da curva a diretriz é equivalente a
distancia deste mesmo ponto ao foco. Pretendemos que perceba também, que todos os pontos
do “desenho” que ele construiu possuem uma mesma propriedade que € usada para definir tal
objeto matematico.

Finalizando a questdo, numa situacdo de institucionaliza¢do, definiremos
primeiramente “lugar geométrico” e caracterizaremos como lugar geométrico, ndo sO a
parabola, mas também a elipse e a hipérbole, com o objetivo de classificar também estas

curvas como conicas.
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Questao 2
Vamos agora estudar alguns registros de representacio da pardbola caracterizada como lugar

geométrico a partir do plano cartesiano:

a) Seja o sistema de coordenadas, conforme a figura seguinte, L (X, y) um ponto da curva e

F (p, 0) o foco. Pela definicdo da pardbola como lugar geométrico, LN = LF . Encontre a

equacdo da pardbola em funcdo de x.

N._____

b) Esboce o grifico e, como no item anterior, determine a equagdo da pardbola que tem como

diretriz a reta de equacdo x = p e como foco o ponto F(-p, 0).

¢) Compare as equacdes e seus respectivos graficos encontrados nos itens a e b e escreva suas

conclusdes.

d) Esboce o grifico e determine a equagdo da pardbola que tem como diretriz a reta de

equacdo y = -p e como foco o ponto F(0, p).

e) Esboce o grafico e encontre a equag@o da pardbola que tem como diretriz a reta de equacio

y = p e como foco o ponto F(0, -p).

f) Escreva suas conclusdes, depois de comparar as equacdes e seus respectivos graficos dos

itensd e e.
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Analise a priori

Trabalhamos, nesta questio, com a caracterizacdo da parabola como lugar geométrico,
propondo um breve estudo analitico da curva, com o vértice da pardbola na origem do sistema
cartesiano. Esperamos que os estudantes nao encontrem muitas dificuldades ao resolverem
esta questdo, visto que ji estudaram este tema anteriormente e, pela andlise do ensino das
Conicas, apresentada na secdo 3.2, vemos que a pardbola recebe tratamento
predominantemente analitico quando abordada.

Para resolver esta questdo, o estudante precisa ter os seguintes conhecimentos
disponiveis: defini¢do da pardbola como lugar geométrico, plano cartesiano, coordenadas de
pontos no plano cartesiano, cdlculo algébrico da distincia entre dois pontos no sistema
cartesiano, produtos notdveis, saber resolver equacoes.

No item a, apresentamos o grafico da pardbola no plano cartesiano, contendo um
ponto da curva, o foco e a diretriz paralela ao eixo dos y. Nosso objetivo € que o estudante
faca a conversdo do registro de representacdo grafico da pardbola para o registro de
representacdo algébrico. Esta questdo envolve também tratamentos ja que o estudante devera
trabalhar dentro do mesmo registro de representacdo para chegar a equacao reduzida da curva.
Acreditamos que a maior parte dos estudantes utilizard apenas o cdlculo da distancia entre
dois pontos para a resolucdo, porém alguns poderdo utilizar também o calculo da distancia
entre ponto e reta. Para nés, qualquer uma das duas formas cumpre o propdsito.

No item b, nosso objetivo é que o estudante converta o registro de representacio
algébrico da diretriz para registro de representacdo gréfico e, juntamente com as coordenadas
do foco, construa o registro de representacio grifico da paribola. Em seguida, realize a
conversdo do registro de representacdo grafico para o registro de representacio algébrico da
parabola.

A proposta do item ¢ € que o estudante compare os registros de representacdo graficos
e algébricos dos itens anteriores colocando suas conclusdes, que esperamos que sejam as
seguintes: estando a equacdo da pardbola em funcdo de x com o vértice na origem, a diretriz é
paralela ao eixo y e, portanto, a pardbola € simétrica em relacdo ao eixo x. Além disso, na
equacdo, o parametro 4p € positivo quando o foco tem abscissa positiva; e o pardmetro 4p é
negativo quando o foco tem abscissa negativa.

Nos itens d e e repetem-se as propostas e os objetivos do item b.

A diferenca aparece no item f quando ao estudante € pedido que compare os registros
de representacdo graficos e algébricos dos referidos itens d e e, além de escrever suas

conclusdes. Agora, estando a equacdo da pardbola em func¢do de y com o vértice na origem,
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esperamos que o estudante conclua que a diretriz é paralela ao eixo x e, portanto, a pardbola é
simétrica em relacdo ao eixo y. Na equagdo, o parametro 4p é positivo quando o foco tem
ordenada positiva; e o pardmetro 4p € negativo quando o foco tem ordenada negativa.

Ao final da resolugéo desta questio, numa situacdo de institucionalizagdo, proporemos
uma discussdo e a sistematizacdo dos registros de representagdo grificos e algébricos
estudados, levantando a questdo do significado do parametro 4p da pardbola. Estas
generalizacOes serdo uteis na resolugdo das trés proximas questdes e por conta delas,

acreditamos que os estudantes nao terdo muitas dificuldades.

Questao3

Esboce o grifico da parabola de equacdo y*= 4x. Dé as coordenadas do foco, do vértice e a

equacdo da diretriz.

Analise a priori

Continuando o estudo da pardbola caracterizada como lugar geométrico, propomos,
nesta questdo, que o estudante realize a conversdo do registro de representacdo algébrico para
o registro de representacdo grafico da pardbola. A partir do registro de representacdo
algébrico, € necessario que se determinem as coordenadas do foco, do vértice e equacdo da
diretriz para que se faca o registro de representacdo grafico pedido.

Na resolucdo desta questdo, é necessdrio que o estudante disponibilize alguns dos
conhecimentos ja requeridos na questdo 2, como definicdio da pardbola como lugar
geométrico, plano cartesiano, coordenadas de pontos no plano cartesiano, além das
generalizacOes feitas no final da referida questdo. Se o estudante, porém, seguir por outro
caminho, indagaremos a respeito do significado do pardmetro da pardbola, ja discutido na

questdo anterior, pois, a partir deste valor, podemos determinar o foco e representar a pardbola

graficamente.

Questao 4
Dada a equagio da diretriz y = %, determine a equacdo e as coordenadas do foco da pardbola

representada no grafico seguinte:
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Analise a priori

Ainda considerando a caracterizac¢do da pardbola como lugar geométrico, nosso intuito
agora é que o estudante faca a conversdo do registro de representacdo grifico para o
algébrico. No registro de representacdo grafico, além da pardbola, é dada a diretriz e seu
respectivo registro de representacao algébrico.

E preciso que o estudante tenha disponivel os conhecimentos citados na questio
anterior, além de recorrer as generalizacdes da questdo 2. Esperamos que o estudante
determine o valor de p e, consequentemente, o valor 4p do parametro, para entdo apresentar o

registro de representacdo algébrico da curva.

Questao 5
Escreva a equag@o da pardbola que tem como diretriz a reta de equagdo y = -2 e como foco o

ponto F (0,2). Esboce o gréfico.

Analise a priori
O propésito desta questdo, mais uma vez tomando a defini¢do da pardbola como lugar
geométrico, € que o estudante converta o registro de representacdo algébrico da diretriz para
registro de representacdo grafico e, juntamente com as coordenadas do foco, construa o
registro de representacdo grafico da parédbola.

Aqui também esperamos que o estudante tenha disponiveis os conhecimentos
utilizados nas duas questdes anteriores e use as generalizacdes da questdo 2, a fim de realizar
a conversdo do registro de representacdo gréfico encontrado para o registro de representacio

algébrico da parébola.
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Questao 6

Historicamente, vemos que apesar da abordagem de Apoldnio, com respeito as cOnicas, ser
inicialmente tridimensional, ele estudou estas curvas como figuras planas (BOYER, 1998).
Veremos agora, de acordo com Katz (1998), como Apolonio determinou a propriedade
fundamental da pardbola, chamada também de symptome da parabola.

Ele comeca tomando um ponto arbitrario L na secdo (veja figura seguinte), passando por L
um plano paralelo a base circular. A secdo do cone obtida por esse plano € um circulo com

didametro PR. Seja M a interseccdo deste plano com o segmento EG. Entdo LM ¢é

perpendicular a PR, e, portanto, LM*=PM . MR

/ Se EG ¢ paralelo a AC, um lado do tridngulo axial'®, Apol6nio
L deriva a symptome da pardbola, ou seja, a relagdo entre EM e
LM, a abscissa e a ordenada, respectivamente, do ponto L da curva.

Para isso, ele desenha EH (latus rectum) perpendicular a EM tal que

E
M
EH__BC’
FA BAAC
H
a) Verifique as igualdades e justifique sua resposta:
BC_PM  BC_MR

= e =
AC EM BA FEA

19 ¢ o . . ~ . .
E a regido triangular obtida pela intersec¢do do cone com um plano que contém o eixo do mesmo
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b
E
P R
B o
b) Mostre que
EH _ MRPM
EA EAEM

¢) Verifique se é valida a igualdade e justifique sua resposta:

EH _ EH.EM
EA  EAEM

d) Utilizando os itens anteriores e lembrando que LM?’= PM . MR, mostre que

LM*=EH .EM

e) Dé, com suas palavras, uma interpretacdo geométrica para a propriedade fundamental da

pardbola LM = EH . EM.

Analise a priori

Nesta questdo, com o objetivo de trabalhar com a caracterizacdo da pardbola como
secdo de um cone, pretendemos ver como Apoldnio, a partir de uma se¢do do cone,
determinou a propriedade fundamental da pardbola, chamada também de symptome da
pardbola. Esta propriedade consiste numa relacio entre a abscissa e a ordenada, na

nomenclatura atual, de um determinado ponto da curva. E nossa intencéo que o estudante veja
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o tratamento que Apolonio deu a curva para relaciond-lo, nas préximas questdes, ao
tratamento analitico que temos hoje.

Antes, porém, da questdo propriamente dita, utilizando material impresso, faremos
uma breve exposicdo oral sobre o desenvolvimento histérico do tema Conicas além de
mostrar os cones seccionados, resultando nas conicas: elipse, pardbola e hipérbole. Dessa
forma, os estudantes terdo acesso aos registros de representacdo geométricos € em lingua
natural destas trés cOnicas caracterizadas como sec¢io do cone.

Os conhecimentos que os estudantes precisam ter disponiveis para resolver esta
questdo sdo: definicio da pardbola como secdo de um cone, nogdo de paralelismo e
perpendicularismo, intersecdo, circulo, diametro, tridngulo, abscissa e ordenada, relacdes
métricas no tridingulo retangulo, semelhanca de tridngulos, no¢des de razio e propor¢ao.

Inicialmente, é dado o registro de representacdo geométrico da pardbola como secdo
do cone e nomeados os elementos necessarios para a deducdo da symptome da pardbola, ou
seja, para realizacdo da conversdo do registro de representagdo geométrico para o registro de
representacdo algébrico da pardbola, neste caso.

Apolonio deduziu a symptome da pardbola, utilizando basicamente a semelhanca de
tridingulos. Propomos entdo, alguns itens nesta questio, para que, como Apoldnio, o estudante
deduza esta propriedade da pardbola. Acreditamos que os estudantes ndo terdo dificuldades
com os tratamentos utilizando a semelhanga de tridingulos.

No dultimo item propomos ao estudante que escreva com suas palavras uma

interpretacdo geométrica da propriedade LM’=EH. EM, chamada symptome da parédbola.

Na propria questdo o estudante tem condi¢des de saber o que cada termo desta propriedade

representa. Temos interesse em verificar se o estudante relacionard LM ?com a drea do
quadrado da ordenada de Le EH . EM com a drea do retangulo formado pela abscissa de L e
pelo latus rectum EH. Além disso, se observard a equivaléncia das dreas. Ndo acreditamos
que isso fique claro para a maior parte dos estudantes até aqui, por isso propomos um trabalho

com a interpretacdo geométrica da referida propriedade na préxima questao.

Questao 7
Vamos analisar a propriedade LM’=EH. EM, deduzida por Apoldnio, aplicada a pardbola

de equagdio y*= x. Para isso, construa, no plano cartesiano, o grafico da paribola y*= x,

encontre o foco F e faca o seguinte:
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= trace o segmento AB perpendicular ao eixo de simetria da pardbola em F com os

pontos A e B pertencentes a curva;

= determine o comprimento AB ;

= marque o ponto L (4, 2) sobre a curva ;

= construa sobre o eixo x, a direita da abscissa 4, o quadrado da ordenada de L;

= construa um retdngulo de drea equivalente a do quadrado, sendo um de seus lados, a

abscissa de L.

a) Qual a relagdo entre o comprimento AB e o coeficiente de x na equacdo da pardbola?

Como € denominado o comprimento AB entio?

b) Como Apoldnio denominava o comprimento do lado do retangulo construido sobre o eixo

y? Compare o comprimento deste lado com o comprimento AB . O que vocé conclui?

Analise a priori

Propomos primeiramente nesta questdo, que o estudante faca a conversdo do registro
de representacdo algébrico de uma pardbola dada para o registro de representacio grafico no
plano cartesiano, localizando o foco. Em seguida, sugerimos alguns “passos” para que a partir
do registro de representacdo grafico da pardbola seja encontrado o comprimento da corda
focal minima® e sejam construidos o quadrado da ordenada de um determinado ponto da
curva dada e o retangulo de drea equivalente a do quadrado, sendo um de seus lados, a
abscissa de L. Por fim colocamos algumas perguntas relacionadas aos termos latus rectum e
parametro, que deverdo ser respondidas apds a construcao.

Nosso objetivo é oportunizar ao estudante a realizacdo de uma articulagdo entre
diferentes registros de representacio da pardbola, desta como se¢do de um cone e também

como lugar geométrico. Para tal, propomos a realizacio da conversdo do registro de

representacdo algébrico da pardbola como secdo de um cone (LM2: EH . EM) para um
registro de representacdo grifico, bem como a conversio do registro de representacdo
algébrico da pardbola como lugar geométrico (y’>= x) para o registro de representacio
gréfico. Estes dois registros de representagdo graficos serdo apresentados no mesmo sistema

cartesiano.

20 Corda que passa pelo foco da pardbola e é perpendicular ao eixo principal.
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Temos também a intencdo de possibilitar ao estudante verificar que se considerando
um ponto na pardbola e construindo-se o quadrado e o retingulo com pede a questdo, o
comprimento do segmento AB (comprimento da corda que passa pelo foco da pardbola e é
perpendicular ao eixo principal) representa o coeficiente de x, chamado parametro, na
equacdo da curva dada e € igual ao comprimento de um dos lados do retangulo (latus rectum)
construido.

Sao necessdrios os seguintes conhecimentos disponiveis para responder esta questao:
conversdo do registro algébrico da pardbola para o registro grifico no plano cartesiano,
segmento, coordenadas do foco, eixo de simetria, nocdo de perpendicularismo, abscissa e
ordenada, quadrado e retingulo e cdlculo de suas respectivas dreas.

Esperamos que o estudante ndo tenha dificuldades para realizar a conversdo do
registro de representacdo algébrico da pardbola dada para o registro de representagcdo gréfico
no plano cartesiano, bem como para localizar o foco, por ja termos trabalhado com isso nas
questdes anteriores.

Nos “passos” para a constru¢do do desenho pedimos ao estudante que calcule o

comprimentoﬁ. Serd preciso encontrar as ordenadas de A e B e o cdlculo do comprimento
pedido pode ser feito pela “distidncia entre dois pontos”. Alguns estudantes podem resolver
dessa forma, no entanto, acreditamos que a maioria deles, visualizard o valor do comprimento
no préprio grafico. Esperamos que ndo encontrem dificuldades ao construir o quadrado e o

retdngulo pedidos.

Acreditamos que os estudantes notardo que o valor do comprimento AB representa o
coeficiente de x na equagdo da pardbola dada nesta questdo, sendo, portanto, denominado
parametro. Acreditamos também que o estudante observard que Apolonio chamava latus
rectum o lado do retdngulo construido sobre o eixo y, retomando a questdo 6, se necessario,
porém que, a maioria deles, sendo todos, nunca tenham relacionado o parimetro ao
comprimento da corda focal minima.

Ainda, cremos que, por meio da resolugdo desta questdo, os estudantes construirdo
mais facilmente, a interpretacdo geométrica da equacdo da pardbola, pedida na préxima
questdo, a interpretacdo geométrica da symprome da pardbola, pedida na questdo 6, bem
como estabelecerdo a relagdo entre o latus rectum da pardbola definida como secdo de um

cone, e o parametro, da pardbola definida como lugar geométrico.
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Questao 8

Dé, com suas palavras, uma interpretacio geométrica para a equagio da pardbola y* = 4px.

Compare sua resposta com a interpretagio geométrica dada para a propriedade

LM’ =EH. EM, no item e da questdo 6.

Analise a priori
Pedimos ao estudante, nesta questdo, que dé com suas palavras uma interpretacio

geométrica para a equacdo da pardbola y*= 4px. Além disso, que compare sua resposta a

interpretacdo geométrica dada para a propriedade LM *=EH.EM, no item e da questdo 6.

Nossa inten¢do é que, por meio da interpretacdo geométrica pedida, o estudante realize
a coordenag@o dos registros de representacio semidtica abordados nesta questdo. Em outras
palavras, que o estudante identifique nestes diferentes registros de representagdo, o mesmo
objeto matematico representado.

Pretendemos também verificar se ele relacionard y* 2 drea do quadrado da ordenada
de um determinado ponto da curva e 4px a area do retdngulo formado pela abscissa desse
ponto e pelo pardmetro 4p. Além disso, se observard a equivaléncia das dreas.

Ao propor que compare sua resposta a interpretacdo geométrica dada para
2 ~ ~
LM ™= EH . EM, esperamos que o estudante retome esta questdo e estabeleca uma relagio

A 2
entre latus rectum (EH) e pardmetro (4p), entre LM "e y’ e entre EM € x.
Acreditamos que os estudantes alcancardo nossas expectativas porque ja terdo
resolvido a questdo 7, a qual aborda registros de representacdo algébricos e graficos

referentes as duas caracterizacdes da parabola estudadas neste trabalho.

Questao 9
A pardbola caracterizada como secdo de um cone e a parabola caracterizada como lugar
geométrico representam exatamente a mesma curva? Para responder essa questio, considere a

parabola representada no cone a seguir:
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a) Introduza num sistema de coordenadas cartesianas a pardbola e os pontos L, M, Ee H e
verifique, algebricamente, se a symptome da pardbola LM*= EH . EM , é equivalente 2
equacdo da pardbola y” = 4px definida analiticamente.

Analise a priori

Iniciamos esta questdo perguntando se a pardbola caracterizada como se¢do de um
cone e a pardbola caracterizada como lugar geométrico representam exatamente a mesma
curva. Nosso objetivo é, agora de maneira mais explicita na questdo, que o estudante veja que
mesmo sendo geradas de maneiras diferentes, as duas curvas, provenientes das duas
caracterizacgOes, representam o mesmo objeto matemaético. Além disso, colocar que, apesar da
abordagem de Apol6nio, com respeito as Conicas, ser inicialmente tridimensional, ele estudou
estas curvas como figuras planas.

Apresentamos ao estudante o registro de representacio geométrico da pardbola no
cone e pedimos que faca a conversdo para o registro de representacio grafico da pardbola no

plano cartesiano. Em seguida, colocamos o registro de representacdo algébrico da parabola

como se¢do do cone, LM’=EH . EM, e o registro de representacdo algébrico da pardbola
como lugar geométrico, y* = 4px, propondo que o estudante verifique se estes dois registros
de representacdo sdo equivalentes, ou seja, se representam o mesmo objeto matemético.

O estudante precisa mostrar algebricamente, que o latus rectum EH, da propriedade
deduzida por Apoldnio, € equivalente ao valor 4p do parametro da equacdo da pardbola
definida analiticamente, e que EM e LM, representam, respectivamente, a abscissa e a
ordenada na equacdo.

Vale ressaltar que, enquanto nas questdes 7 e 8 privilegiamos aspectos geométricos
tanto da symptome da pardbola quanto de sua equacdo para que o estudante compreendesse a
equivaléncia entre elas, na questdo 9, continuamos com este mesmo propdsito, porém agora,

sugerindo que o estudante mostre, algebricamente, esta equivaléncia.
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Ao final da resolug@o da questdo, utilizando material impresso, pretendemos explicar
aos estudantes que procuramos facilitar a descricdo de uma pequena parte do trabalho de
Apolonio, relativo a parabola, por meio de termos e simbolos atuais.

Aproveitaremos este momento para colocar também a provavel origem dos nomes das
conicas: elipse, pardbola e hipérbole, com o objetivo de que o estudante saiba da possibilidade
de se verificar geometricamente a relacdo entre abscissa, ordenada e latus rectum da elipse,
bem como da hipérbole.

Acreditamos que, se por meio da seqiiéncia diddtica tivermos cumprido nossos
objetivos, o estudante ndo encontrard dificuldades para resolver esta questdo, realizando, com
sucesso, a coordenacdo entre diferentes registros de representagdo semidtica referentes as

caracterizacOes da pardbola tratadas neste trabalho.

4.2.2 Analise das questdes — Parte 11

Recordemos que na aplicacdo dessa parte da seqiiéncia diddtica, os estudantes

trabalharam individualmente, sem acesso as anotagdes anteriores, durante uma aula.

Questao 1

Quais conicas vocé conhece? Por que sdo chamadas “conicas”?

Analise a priori

Nesta questdo, perguntamos ao estudante quais cOnicas conhece e porque sdo
chamadas conicas. Queremos verificar se o estudante classifica como coOnicas a elipse, a
pardbola e a hipérbole, além de verificar se ele reconhece que estas curvas sdo provenientes
de cortes do cone.

Esperamos como resposta que o estudante cite pelo menos a elipse, a pardbola e a
hipérbole como conicas e explique que recebem essa nomenclatura por serem se¢des de um

cone.

Questao 2

Considere o ponto P pertencente a parabola representada no plano cartesiano da figura

seguinte:
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- - ———

Na figura, qual € a relacdo entre a distancia do ponto P ao foco F e a distancia de P a diretriz

d? Justifique.

Analise a priori

Trabalhamos, nesta questdo, com o registro de representagdo grafico da parabola,
indicando um ponto da curva, o foco e a diretriz.

Nosso objetivo é verificar se o estudante caracteriza a pardbola como lugar
geométrico, questionando-o a respeito da propriedade comum a todos os pontos desta curva.

Esperamos que estudante responda que a distancia do ponto P ao foco F e a distancia

de P a diretriz d sdo iguais.

Questao 3
Como ¢ chamado o valor representado pelo comprimento do segmento de reta que passa pelo
foco de uma pardbola, tem extremidades nos pontos desta curva e é perpendicular ao seu

eixo?

Analise a priori
Perguntamos, nesta questdo, como é chamado o comprimento da corda focal minima.
Desejamos verificar se o estudante associou a medida deste comprimento com o

parametro da pardbola. Esperamos, entdo, que a resposta dada seja “parametro”.
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Questao 4
Esboce o gréfico da parabola de equagiio y*= - 12x. Determine as coordenadas do foco e a

equacdo da diretriz.

Analise a priori

Tomando a defini¢do da pardbola como lugar geométrico, nesta questdo, propomos
que o estudante realize a conversdo do registro de representagdo algébrico para o registro de
representacdo gréfico da pardbola.

Temos como objetivo verificar se o estudante realiza os tratamentos e as conversdes
que se apresentam no estudo analitico da pardbola com vértice na origem do sistema
cartesiano.

Consideraremos satisfatéria a resolucdo que contemplar o registro de representacdo

gréafico da parabola, com diretriz x = 3 e foco (-3,0).

Questao 5
Dado o ponto F (0,1/2), determine a equagéo da diretriz e a equag@o da pardbola representada

no seguinte grafico:

Analise a priori

Ainda considerando a defini¢do da pardbola como lugar geométrico, propomos aqui
que o estudante realize a conversdo do registro de representacdo grafico da pardbola para o
registro de representacio algébrico.

Como na questdo anterior, queremos verificar se o estudante realiza os tratamentos e

as conversdes que se apresentam no estudo analitico da parabola com vértice (0,0).
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Esperamos como resposta os registros de representacdo algébricos x*= 2y, da

parabolae y =-1/2, da diretriz.

Questao 6

Considere o grafico da equacdo y > = 4px representado na figura abaixo:

do
1
F1
\p x

P

Considere também a propriedade LM *=EH. EM, da curva representada a seguir:

LM =EH.EM e y* = 4px representam a mesma curva? Justifique sua resposta.

Analise a priori

Nesta questdo apresentamos, primeiramente, os registros de representacdo algébrico e
grifico da pardbola, no plano cartesiano, seguidos da symptome da pardbola (registro de
representacdo algébrico) e seu registro de representagdo geométrico no cone. Em seguida,
perguntamos se os registros de representacdo tratam do mesmo objeto matematico e pedimos

uma justificativa.
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Nosso objetivo € verificar se o estudante compreende que estes registros de
representacdo algébricos s@o equivalentes, mostrando que o valor do parametro na equacio
(4p) corresponde ao latus rectum (EH) no cone e vice-versa.

Esperamos que articulando estes diferentes registros de representagdo, a saber,
registros de representacdo da pardbola caracterizada como lugar geométrico e registros de
representacdo da parabola caracterizada como secdo de um cone, o estudante conclua que,

ambas as caracterizacdes, referem-se a0 mesmo objeto matematico.
4.3 ANALISE A POSTERIORI E VALIDACAO

Apresentamos, nesta sec¢do, a andlise a posteriori de cada questdo da seqii€ncia
didética juntamente com a validacdo, que se deu no confronto entre andlise a priori e andlise a

posteriori, segundo a Engenharia Didatica.
4.3.1 Analises das Questoes — Parte I

Questao 1

A resolugdo desta questdo ocorreu no nosso primeiro encontro que durou cerca de 60
minutos. Propusemos inicialmente o tragado manual de uma pardbola, com auxilio de régua e
compasso, dados a diretriz e o foco.

Nosso objetivo era que, ao fazer a conversdo do registro de representacdo em lingua
natural (os procedimentos) para o registro de representagdo geométrico e, analisando a
construcdo, os estudantes caracterizassem a parabola como lugar geométrico.

Organizados em duplas e de posse de régua e compasso, os estudante iniciaram a
construgdo.

Como previsto, algumas dificuldades foram encontradas por conta da falta de atencéo
aos procedimentos do desenho, mais precisamente no tracado das retas perpendiculares
pedidas. Alguns estudantes precisaram de ajuda para prosseguirem.

Concluido o desenho, os estudantes foram interrogados, na prépria questdo, a respeito
da relagdo entre a distdncia de um ponto da pardbola a diretriz e a distdncia deste mesmo
ponto ao foco. Antes mesmo de pensar em justificar a resposta por meio dos procedimentos
da construg@o, como propusemos na questdo, a maioria deles, conforme previsto, utilizou a
régua para medir as distdncias pedidas. Ficaram com dudvidas, pois as distancias pareciam

iguais, mas ndo tinham certeza por causa da imprecisdo no desenho.
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Confrontados, entdo, com a segunda pergunta, retomaram a construgdo para justificar
a resposta, como esperdvamos. A alguns estudantes, porém, foi preciso reforcar que
buscassem a justificativa nos procedimentos do desenho. A maior parte deles localizou quais
procedimentos justificavam a resposta, mas ndo sabiam como escrever isso. Refletiram por
um tempo, escreveram e todos tiveram éxito.

Queremos destacar a seguir, a resolucdo do estudante E6, na qual podemos ver a

justificativa pedida na dltima parte da questao.
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Consideramos que esta ultima parte da questdo foi um momento crucial para que o estudante

fosse agente na construcdo do conhecimento. A construcdo da pardbola por meio dos
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procedimentos dados ndo seria suficiente para tal. A justificativa pedida contribuiu, pois,
analisando passo a passo a construcdo do registro de representagdo geométrico da parabola, os
estudantes identificaram em que momentos tomaram, utilizando o compasso, distincias iguais
para encontrarem pontos dessa curva. Compreenderam, dessa forma, que todos os pontos de
tal curva t€ém a mesma propriedade, ou seja, que a pardbola € o lugar geométrico dos pontos
que distam igualmente da diretriz e do foco. O diferencial nesta questdo foi justamente
analisar os procedimentos da construgao.

Finalizando esta questdo, definimos primeiramente “lugar geométrico”, nos baseando
na propriedade dos pontos da pardbola que eles construiram. Em seguida, caracterizamos
como lugar geométrico, ndo sé a pardbola, mas também a elipse e a hipérbole, como
planejado.

Por meio desta questdo, os estudantes se envolveram, segundo a Teoria das Situagcdes
Diditicas®': em situacdes de acfio, ao tracarem o desenho pedido; em situacdes de formulagdo,
ao responderem o item a; em situagdes de validagdo, quando confrontados pelo item b; e
também em uma situagdo de institucionalizacdo, na qual, fizemos uma sistematizacio
definindo lugar geométrico a parabola, a elipse e a hipérbole. Estes estudantes se tornaram

participantes na construg¢do desse conhecimento.

Questao 2

Esta questdo foi resolvida em cerca de 70 minutos, pelos estudantes organizados em
duplas ou trios, no nosso segundo encontro. Trabalhamos com a caracteriza¢do da pardbola
como lugar geométrico e propusemos um breve estudo analitico da curva, com o vértice da
parabola na origem do sistema cartesiano. Esperdvamos que os estudantes nio tivessem
muitas dificuldades por terem visto o tratamento analitico das cnicas anteriormente, porém,
esta foi a questdo que eles mais encontraram dificuldades, as quais procuraremos explicitar,
ao abordarmos cada item da questdao, no decorrer desta anélise.

Nosso objetivo no item a era que o estudante fizesse a conversdo do registro de
representacdo grafico da pardbola para o registro de representacdo algébrico. Como
apontamos na andlise a priori, esta questdo ndo envolve apenas a conversdo, mas também
tratamentos, pois o estudante devera trabalhar dentro do mesmo registro de representacio para
chegar a equacdo reduzida da curva. Como previsto, a maioria optou por utilizar o cdlculo da

distancia entre dois pontos para a resolucdo, sendo que isto ndo foi imediato. Tiveram que

2L A partir desta secdo, nos referiremos as situacdes de acdo, formulagdo, validagdo e institucionalizacdo,
segundo a Teoria das Situacdes Diddticas discutida na secdo 1.1 deste trabalho.
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pensar um pouco para lembrarem que poderiam assim proceder. As dificuldades apareceram
quando precisaram converter registros de representacdo graficos de determinados pontos para
registros de representacdo algébricos, ou seja, quando precisaram escrever coordenadas de
pontos do grafico da pardbola para calcularem a distincia entre dois pontos. Pelo menos
metade dos estudantes precisou de ajuda para prosseguir. Vencida esta etapa, as dificuldades
apareceram novamente por conta dos tratamentos, ao substituirem as abscissas e as ordenadas
dos pontos na férmula do cdlculo da distincia entre dois pontos, para chegarem ao registro de
representacdo algébrico da curva. Outra vez, alguns necessitaram de auxilio para concluirem a
questao.

No item b, nosso objetivo era que o estudante fizesse a conversdo do registro de
representacdo algébrico da diretriz para registro de representacdo grafico e, juntamente com as
coordenadas do foco, construisse o registro de representacio grafico da pardbola. Em seguida,
realizasse a conversdo do registro de representacdo grafico para registro de representacio
algébrico da pardbola. A tarefa pedida no item b, parecia ser um tanto mais complexa do que
a proposta no item a porque pedimos a constru¢do do registro de representacdo grafico da
curva. No entanto, por se basearem no item anterior, a maioria dos estudantes teve sucesso na
resolucdo da questdo. Mesmo assim, o estudante E8 ainda teve dificuldades semelhantes as

que apareceram no itema. A resolucdo deste estudante, ilustrada a seguir, mostra um

b) Esboce o grafico e, como no item anterior, determine a equagdo da pardbola que tem como

diretriz a reta de equagio x = p e como foco o ponto F(-p, 0). [ha &

equivoco na escrita das coordenadas do ponto L, que deveria ter abscissa negativa, e

problemas na realizacdo dos tratamentos para encontrar a equacdo da curva. Todos os



74

estudantes realizaram os tratamentos para chegar a equagdo da curva, ou, ao registro de
representacdo algébrico da pardbola, com excegdo dos estudantes E3 e E5, que omitiram os
tratamentos, pois pelas caracteristicas da diretriz e do foco ja notaram como seria a equagao.

A proposta do item ¢ era que o estudante comparasse os registros de representacio
grificos e algébricos dos itens anteriores colocando suas conclusdes. Esperdvamos que os
estudantes notassem que estando a equag@o da pardbola em fungdo de x com o vértice na
origem, a diretriz € paralela ao eixo y e, portanto, a pardbola é simétrica em relag@o ao eixo Xx.
Entretanto, apenas o estudante El escreveu estas duas observacdes. Os estudantes E2 e E6
escreveram: “os gréficos sdo simétricos entre si em relagdo ao eixo y”, o que d4 a entender
que, se representados no mesmo sistema cartesiano, os graficos sdo simétricos ao eixo y, o
que esta correto, apesar da escrita estar equivocada. O estudante ES observou que se o foco
tem abscissa positiva, a concavidade da pardbola estd voltada para a direita e se foco tem
abscissa negativa, a concavidade estd voltada para a esquerda. Esperdvamos ainda, o que nio
ocorreu, que os estudantes concluissem que, na equacio, o pardmetro 4p € positivo quando o
foco tem abscissa positiva; e o pardmetro 4p € negativo quando o foco tem abscissa negativa.

Nos itens d e e repetimos as propostas e os objetivos do item b e, novamente, 0s
estudantes E3 e ES5, pela mesma razdo, omitiram os tratamentos. Os demais tiveram ainda
algumas dificuldades, mas com o nosso auxilio, todos conseguiram concluir estes itens.

Outra vez, no item f, propusemos aos estudantes que comparassem os registros de
representacdo graficos e algébricos encontrados nos itens d e e, além de escrever suas
conclusoes. Estas foram andlogas as tiradas no item c, desta questao.

Ao final da resolucdo desta questdo, alguns estudantes colocaram os graficos e suas
respectivas equacdes na lousa e em seguida, sugerimos uma discussao e a sistematizacio dos
registros de representacdo graficos e algébricos estudados. Nenhum dos estudantes conhecia
que 4p ¢ referente ao valor do pardmetro da pardbola.

Por meio do trabalho com esta questdo, foram proporcionadas aos estudantes:
situagdes de agdo, nos itens a, b, d e e; situagcdes de formulag@o e validagdo, nos itens c e f e

uma situacio de institucionalizaco, ao final da resolucio da questdo.

Questao 3

Continuando o estudo da pardbola caracterizada como lugar geométrico, propusemos,
nesta questao, a realizacdo da conversao do registro de representacio algébrico para o registro
de representacdo grifico da pardbola. A partir do registro de representacdo algébrico, era

necessdrio que se determinassem as coordenadas do foco, do vértice e a equagdo da diretriz
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para que se chegasse ao registro de representacdo grafico da curva. O trabalho com esta
questdo ocorreu ainda no segundo encontro, com os estudantes em grupos, durando cerca de 8
minutos.

Como esperdavamos, todos os estudantes utilizaram as generalizagdes feitas a partir da
questdo 2 e a maioria deles ndo encontrou dificuldades. Apenas os estudantes E4 e ES, dos
quais as resolucgdes estdo, respectivamente, ilustradas a seguir, encontraram dificuldades no

registro de representacio algébrico da diretriz. O estudante E4 demonstrou incerteza na escrita

3. Esboce o gréfico da parabola de equagdo y* = 4x. Dé as coordenadas do foco, do vértice ¢ a

equagdo da diretriz.

1

\ e

e o estudante E5, deveria ter registrado x = - 1.
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3. Esboce o gréfico da parabola de equagéo yi= 4x. D€ as coordenadas do foco, do vértice e a

equagdo da diretriz.

Questao 4

Ainda considerando a caracterizac¢io da pardbola como lugar geométrico, nosso intuito
era que o estudante fizesse a conversao do registro de representacdo grafico para o algébrico.
No registro de representacdo grifico, além da pardbola, foi dada a diretriz e seu respectivo
registro de representacdo algébrico. Esta questdo foi resolvida em nosso segundo encontro,
com os estudantes organizados em grupos e durou cerca de 8 minutos.

Novamente, como esperado, os estudantes utilizaram as generalizacdes feitas na
questdo 2 e ndo tiveram dificuldades. Outra vez o estudante ES teve problemas, agora para
representar as coordenadas do foco, como podemos ver a seguir. Ele deveria ter escrito

F (0,-14).
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4. Dada a equagdo da diretriz|y = %, determine a equacgdo e as coordenadas do foco da

parabola representada no grafico seguinte:

o~

LN

Questao 5

A resolucdo desta questdo aconteceu em nosso segundo encontro, pelos estudantes
organizados em grupos e durou cerca de 8 minutos. Nosso propdsito, mais uma vez tomando a
definicdo da pardbola como lugar geométrico, era que o estudante convertesse o registro de
representacdo algébrico da diretriz para registro de representacdo grafico e, juntamente com as
coordenadas do foco, construisse o registro de representacdo grafico e também o algébrico da
parabola.

Como nas questdes anteriores, os estudantes usaram as generalizacdes feitas na

questdo 2, mas nesta, todos tiveram éxito.

Questao 6
Nesta questdo, com o objetivo de trabalhar com a caracteriza¢do da pardbola como
secdo de um cone, pretendiamos que os estudantes vissem como Apoldnio, a partir da secio

do cone, determinou a propriedade fundamental da pardbola, chamada também de symptome
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da parabola. Os estudantes, organizados em grupos, resolveram esta questao em nosso terceiro
encontro e levaram cerca de 75 minutos.

Antes, porém, da questdo propriamente dita, utilizando material impresso, fizemos
uma breve exposicao oral sobre a histéria das Conicas, além de mostrar os cones seccionados,
resultando nas conicas: elipse, hipérbole e pardbola, como planejamos. Assim, os estudantes
tiveram acesso aos registros de representacio geométricos e em lingua natural destas trés
cOnicas caracterizadas como sec¢do do cone. Apesar dos nossos sujeitos de pesquisa ja terem
estudado este tema, no questionairio22 que responderam depois da aplicagdo da seqiiéncia
didatica, somente o estudante E5 afirmou conhecer a histéria das Conicas e apenas o
estudante E3 disse ter visto um tratamento da parabola diferente do analitico.

Inicialmente, foi dado o registro de representagdo geométrico da parabola como secdo
do cone e nomeados os elementos necessarios para a deducdo da symptome da pardbola, ou
seja, para realizacdo da conversdo do registro de representagdo geométrico para o registro de
representacdo algébrico da parabola, neste caso. Propomos entdo, alguns itens nesta questao,
para que, como Apolonio, o estudante deduzisse, utilizando semelhanga de tridngulos, a
referida symptome da pardbola. Acreditivamos que os estudantes ndo teriam dificuldades com
os tratamentos utilizando a semelhanga de tridngulos. Realmente a maioria nio teve grandes
dificuldades, entretanto, alguns estudantes demoraram um pouco a notar que deveriam utilizar
seus conhecimentos sobre semelhancga de tridngulos e também a identificar um tridngulo que
ndo estava tdo evidente. Somente o estudante E5, ndo alcangou o objetivo no item d, que era,
finalmente, chegar ao registro de representacdo algébrico ou symptome da parabola.

No ultimo item propusemos ao estudante que escrevesse com suas palavras uma
. ~ . . 2 .
interpretacio geométrica da propriedade LM ~ = EH . EM, symptome da pardbola. Interessava-

nos verificar se o estudante relacionaria LM’ com a drea do quadrado da ordenada de L
e EH . EM com a drea do retdngulo formado pela abscissa de L e pelo latus rectum EH. Além

disso, se observaria a equivaléncia das areas. Metade dos estudantes ndo escreveu nada que

demonstrasse isso. Dos restantes, o estudante E4 anotou que “LM *dd idéia de drea e
EH . EM, base x altura.” e o estudante E5 escreveu “EH . EM ¢ uma multiplicacdo de
niimeros diferentes podendo formar um retdngulo.” Ji o estudante E1 explicou “Area do

quadrado = drea do retangulo/ LM . LM = EH . EM” e, por fim, E8 interpretou “Podemos

- 2 P . ;
observar com a equacdo que LM~ representa a drea de duas figuras, onde um dos lados é EH

e o outro é EM em uma figura e na outra figura um lado é LM e outro lado é LM. Sendo

2 Disponivel no Apéndice C.
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assim possuimos duas figura de dreas iguais e lados diferentes.” Analisando estas respostas,

- . 2,
verificamos que os estudantes demonstraram relacionar, cada qual a seu modo, LM ~ a drea de
um quadrado e EH . EM a drea de um retangulo, com apenas dois deles atentando para a

equivaléncia destas dreas. Como esperdvamos, a interpretacdo geométrica da propriedade

LM =EH. EM, nio ficou clara para os estudantes, pois nenhum deles relacionou LM com a
ordenada de L (um ponto da parabola), EH com o latus rectum e EM com a abscissa de L.
Dessa forma, vemos que se fez realmente necessario o trabalho com a préxima questdo para
oportunizar ao estudante a constru¢do do conhecimento acerca da interpretacdo geométrica
mencionada.

Ainda, por meio desta questdo, os estudantes se envolveram, especialmente, em
situacdes de formulagdo, quando na troca de informagdes com os colegas para chegarem a
deducdo da propriedade fundamental da pardbola; e em situacdes de validacdo, ao buscarem
verificar a validade de suas respostas. Cada um tornou-se, assim, ativo na constru¢cdo do

préprio conhecimento.

Questao 7

O trabalho com esta questdo se desenvolveu também em nosso terceiro encontro, com
os estudantes organizados em grupos, por cerca de 45 minutos. Propusemos, primeiramente,
que o estudante fizesse a conversdo do registro de representacio algébrico de uma pardbola
dada para o registro de representacdo grafico no plano cartesiano, localizando o foco. Em
seguida, sugerimos alguns “passos” para que a partir do registro de representacio grafico da
parabola fosse encontrado o comprimento da corda focal minima e fossem construidos o
quadrado da ordenada de um determinado ponto da curva dada e o retingulo de darea
equivalente a do quadrado, sendo um de seus lados, a abscissa de L. Por fim colocamos
algumas perguntas relacionadas aos termos latus rectum e parimetro, que deveriam ser
respondidas apds a construgao.

Nosso objetivo era oportunizar ao estudante a realizacdo de uma articulacdo entre
registros de representacdo da parabola como sec¢do de um cone, assim como da pardbola como
lugar geométrico.

Tinhamos também a intencdo de possibilitar ao estudante verificar que, se
considerando um ponto na parabola e construindo-se o quadrado e o retingulo com pedia a
questdo, o comprimento do segmento AB (comprimento da corda que passa pelo foco da

parabola e é perpendicular ao eixo principal) representava o coeficiente de X, chamado
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parametro, na equacdo da curva dada e era igual ao comprimento de um dos lados do
retdngulo (latus rectum) construido.

Esperdvamos que os estudantes nio tivessem dividas ao realizar a conversdo do
registro de representacdo algébrico da pardbola dada para o registro de representagcdo grafico
no plano cartesiano por ja termos trabalhado com isso nas questdes anteriores, no entanto, a
maioria deles ainda necessitou de nossa ajuda, especialmente para achar as coordenadas do
foco.

Na constru¢do do desenho pedido os estudantes ndo tiveram dificuldades, e todos
visualizaram o valor do comprimento do segmento AB no préprio grafico, como
esperavamos.

A seguir, destacamos a resolug@o do estudante El, o tnico que construiu o retdngulo
no IV quadrante do sistema cartesiano, considerando que os outros estudantes construiram

este retangulo no I quadrante.

Pas) e

Ay 2 :=4

Analisando o desenho construido, todos os estudantes notaram que o valor do

comprimento AB é o mesmo valor do coeficiente de x na equacdo da pardbola, mas alguns

nio se lembravam da palavra “parametro” que denomina ambos os valores. Retomando a
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questdo 6, os estudantes identificaram a que medida Apolonio chamava latus rectum, como
esperavamos. Como previamos, também, os estudantes nunca haviam relacionado o
parametro ao comprimento da corda focal minima.

Apesar de, nesta questdo, apresentarmos ‘“passos” para a construgcdo pedida, isso ndo
fez com que o trabalho se tornasse desinteressante. Ao contrdrio, durante a constru¢do os
estudantes se mostraram entusiasmados, mais ainda, ao término desta, quando notaram que o
valor do pardmetro correspondia ao latus rectum e vice-versa. Outra vez, os estudantes se

tornaram agentes na constru¢do do conhecimento.

Questao 8

Pedimos aos estudantes, nesta questdo, que escrevessem, com suas palavras, uma
interpretacdo geométrica para a equacdo da pardbola y’>= 4px e que comparassem sua

resposta a interpretacdo geométrica dada para a propriedade LM’=EH . EM, no item e da
questdo 6. O trabalho com esta questdo durou cerca de 10 minutos, ainda durante nosso
terceiro encontro, com os estudantes organizados em grupos.

Como pensdavamos, por meio da resolucdo desta questdo, foi possivel verificar que os
estudantes relacionaram y* 2 drea do quadrado da ordenada de um determinado ponto da
curva, 4px a area do retangulo formado pela abscissa desse ponto e pelo pardmetro 4p, além

de observarem a equivaléncia das &4reas. Quando propomos que comparassem estas

conclusdes com a interpretagdo geométrica que deveriam ter dado para LM’=EH. EM, na
questdo 6, eles ndo s6 notaram que o [atus rectum, da parabola caracterizada como sec¢do de
um cone, correspondia ao valor do parametro, da pardbola caracterizada como lugar
geométrico, como também realizaram corretamente a referida interpretacio geométrica pedida
na questdo 6. Assim, verificamos que a resolucdo desta questdo possibilitou aos estudantes
enxergarem nos diferentes registros de representacdo abordados, 0 mesmo objeto matemaético.

Como previamos, a resolugdo da questdo 7, possibilitou aos estudantes construirem
mais facilmente a interpretacdo geométrica da equagdo da pardbola, pedida nesta questdo, a
interpretacdo geométrica da symptome da pardbola pedida na questio 6, bem como
estabelecerem a relacdo entre latus rectum e parametro.

Um momento interessante na resolucdo desta questdo aconteceu quando os estudantes

foram convidados a retomarem a interpretacdo geométrica realizada na questio 6, se
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envolvendo numa situacdo de validagdo. Novamente, a construcdo do conhecimento foi

devido ao préprio mérito de cada um.

Questao 9
Esta foi a dltima questdo, desta parte da seqiiéncia diddtica, desenvolvida em nosso
terceiro encontro, por cerca de 20 minutos, com os estudantes organizados em grupos.
Apresentamos ao estudante o registro de representacdo geométrico da pardbola no
cone e pedimos que fizesse a conversdo para o registro de representagdo grafico da pardbola

no plano cartesiano. Em seguida, colocamos o registro de representacdo algébrico da pardbola

como secdo do cone, LM’=EH. EM, e o registro de representacdo algébrico da parabola
como lugar geométrico, y > = 4px, propondo que o estudante verificasse se estes dois registros
de representacdo eram equivalentes, ou seja, se representavam o mesmo objeto matematico.

O estudante precisava mostrar algebricamente, que o latus rectum EH, da propriedade
deduzida por Apoldnio, era equivalente ao valor 4p do parimetro da equacdo da pardbola
definida analiticamente, e que EM e LM, representavam, respectivamente, a abscissa e a
ordenada na equacdo. Todos os estudantes resolveram corretamente esta questao.

Como na andlise a priori, queremos ressaltar que, enquanto nas questdes 7 e 8
privilegiamos aspectos geométricos, tanto da symptome da parabola quanto de sua equagao,
para que o estudante compreendesse a equivaléncia entre elas, nesta questdo, continuamos
com este mesmo propdsito, porém agora, sugerindo que o estudante mostrasse,
algebricamente, esta equivaléncia. Acreditamos que o trabalho com a interpretacdo
geométrica nas questdes 7 e 8, facilitou a realizacdo da coordenagdo, pelo estudante, dos
diferentes registros de representagdo algébricos mencionados. Mostrando a equivaléncia
destes dois registros de representagdo, o estudante conseguiu identificar, nas diferentes
caracterizacOes da pardbola, o mesmo objeto matematico representado.

Ao final da resolucdo desta questdo, utilizando material impresso, como planejado,
explicamos aos estudantes que procuramos facilitar a descrigdo de uma pequena parte do
trabalho de Apoldnio, relativo a pardbola, por meio de termos e simbolos atuais.

Aproveitamos este momento para colocar também a provavel origem dos nomes das
coOnicas: elipse, pardbola e hipérbole, com o objetivo de que o estudante soubesse da
possibilidade de se verificar, geometricamente, a relacdo entre abscissa, ordenada e lafus

rectum da elipse, bem como da hipérbole.
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Somente nesta dltima questio, lancamos aos estudantes a pergunta que norteou grande
parte de nossas escolhas na elaboracio da seqiiéncia didatica: “A pardbola caracterizada como
secdo de um cone e a pardbola caracterizada como lugar geométrico representam exatamente
a mesma curva?”. Apds a resolucdo, o estudante E1 respondeu: “Sim, pois acabamos de ver
que a propriedade deduzida por Apoldnio LM *=EH . EM com a secdo do cone é equivalente
a equacio da pardbola caracterizada como lugar geométrico, y > = 4px.” Analisando estas e as
outras repostas verificamos que, realmente, os estudantes tiveram éxito, além de terem sido
participantes na construcdo do préprio conhecimento, quando envolvidos nas situacdes

didéticas propostas.

4.3.2 Analises das Questoes — Parte 11

Questao 1
Nosso objetivo era verificar se o estudante classificaria como coOnicas a elipse, a
parabola e a hipérbole e se reconheceria que estas curvas sdo provenientes de cortes do cone.
Todos os estudantes responderam como esperdvamos, com excecdo de dois deles. O
estudante E3 classificou como conicas a elipse, a pardbola e a hipérbole, contudo nio
explicou que as curvas citadas eram resultantes de cortes ou se¢des do cone. Ja o estudante E7
também ndo explicou que as curvas resultavam de cortes do cone e apresentou apenas a

pardbola como conica.

Questao 2

Nesta questdo, tinhamos como objetivo verificar se o estudante caracterizaria a
pardabola como lugar geométrico, questionando-o a respeito da propriedade comum a todos os
pontos desta curva.

Os estudantes responderam corretamente, verificando no registro de representagdo
gréfico dado que a distancia do ponto P ao foco F e a distincia de P a diretriz d eram iguais.
Somente o estudante E7 respondeu de maneira incorreta, realizando uma conversdo para o
registro de representacdo algébrico, ao invés de responder a pergunta, demonstrando assim,

que pode nao ter compreendido o que pedia a questao.

Questao 3



84

Desejavamos verificar se os estudantes associariam a medida do comprimento da

corda focal minima ao pardmetro. Todos tiveram éxito.

Questao 4

Pretendiamos verificar, nesta questio, se o estudante realizaria a conversio do registro
de representacdo algébrico da pardbola para o registro de representacdo grafico, além dos
tratamentos que se apresentam no estudo analitico da pardbola com vértice na origem do
sistema cartesiano.

Durante a aplicacdo da primeira parte da seqiiéncia diddtica, pudemos observar
dificuldades, muito além do que esperdvamos, no estudo analitico proposto. Dificuldades que,
para alguns estudantes, permaneceram mesmo apods terem concluido a primeira parte da
seqiiéncia desenvolvida.

Dos 8 estudantes participantes desta pesquisa, 3 resolveram esta questdo exatamente
como esperavamos. Em relacdo aos demais, os estudantes E4 e E7 encontraram, mas nao
escreveram as coordenadas do foco e a equacdo da diretriz pedidas. Também tiveram
problemas no esboco do grifico. O estudante E8 teve dificuldades nos tratamentos, néo
conseguindo achar o valor de p, e, consequentemente, ndo encontrando as coordenadas do

foco e equagdo da diretriz. Veja a resolugéo deste estudante a seguir:

4. Esboce o grafico da parabola de equagéo y2=- 12x. Determine a coordenadas do foco e a

equacdo da diretriz.

4p = 12

4
| po3
A LR
o —-2+(=-3)
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O estudante ES apenas encontrou o valor de p e esbocou o grifico sem indicar as coordenadas
do foco e a equagdo da diretriz. O estudante E1 esbocou o griafico sem indicagdo da diretriz e
de algum valor numérico. Verificamos que estes 5 estudantes, ao esbogar o grafico, mesmo se
equivocando em alguns momentos, demonstraram saber que o enunciado da questdo estava se
referindo a uma pardbola com vértice na origem do sistema cartesiano, além de saber

identificar o foco e a diretriz de tal curva.

Questao 5

Como na questdo anterior, tinhamos interesse em verificar se o estudante realizaria os
tratamentos e as conversdes que se apresentam no estudo analitico da pardbola com vértice
(0,0), mais especificamente, se realizaria a conversdo do registro de representacdo grafico da
pardbola para o registro de representacio algébrico.

Novamente, dos 8 estudantes, sujeitos desta pesquisa, 3 resolveram esta questdo
exatamente como esperavamos. Os estudantes E4, E5 e E8, tiveram dificuldades na realizagio
dos tratamentos e ndo chegaram ao registro de representacdo algébrico da pardbola. Os
estudantes E1, ES e E7 ndo escreveram o registro de representacio algébrico da diretriz da
parabola dada.

Verificamos que os 5 estudantes que apresentaram duvidas na questdo anterior,
apresentaram também nesta, no entanto, demonstraram saber que tratava-se de uma pardbola

com vértice na origem do sistema cartesiano além de identificarem o valor p.

Questao 6

Nosso intuito, nesta questdo era verificar se o estudante compreenderia que os
registros de representagdo algébrico e grifico, da pardbola como lugar geométrico e, os
registros de representacdo algébrico e geométrico, da pardbola como secdo de um cone,
representavam a mesma curva. Também, se justificariam a resposta, mostrando que o valor do
parametro na equacgao (4p) corresponde ao latus rectum (EH) no cone ou vice-versa.

Verificamos que metade dos estudantes afirmou que os registros de representacdo,
constantes na questio, representavam a mesma curva, além de ndo s6 mostrar que o valor do
parametro correspondia ao latus rectum, mas também, que os registros de representacdo
algébricos, referentes as duas caracterizagdes da pardbola, eram equivalentes.

A outra metade, também afirmou que os registros de representacio diziam respeito a

mesma curva, porém, apenas indicou, corretamente, a que cada termo de um registro de
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representacdo algébrico da pardbola correspondia no outro. Consideramos esta resposta
valida, mesmo porque, na questdo, pediamos somente uma justificativa para a resposta.
Acreditamos que esta questdo oportunizou, mais uma vez, ao estudante, a realizacdo
da coordenacdo de diferentes registros de representagcdo semiotica da pardbola, de acordo com
as caracterizagdes desta curva abordadas aqui, ou seja, possibilitou ao estudante compreender
que a pardbola caracterizada como se¢do de um cone ou como lugar geométrico representa o

mesmo objeto matematico.

4.4 UMA ANALISE GLOBAL

As andlises, apresentadas até o momento, encaminharam-se no sentido de estabelecer
relacdes entre a andlise a priori e a andlise a posteriori, realizadas para cada uma das questdes
desenvolvidas na seqiiéncia didatica. O confronto entre estas andlises, diz respeito a validagio
interna da metodologia Engenharia Didatica, empregada nesta pesquisa.

Pretendemos, nesta secdo, apresentar uma andlise um pouco mais geral, considerando
aspectos da Teoria das Situacdes Didaticas, da Teoria dos Registros de Representacdo
Semidtica e da utilizac@o didatica da Historia da Matemadtica, discutidas no capitulo 2, deste
trabalho. Buscamos, também, destacar alguns pontos identificados no desenvolvimento da
seqiiéncia didatica e nas andlises concluidas até entdo, que estejam de acordo com os
objetivos desta pesquisa, tratados na introducao deste estudo.

Um dos nossos objetivos era elaborar uma seqiiéncia didatica, segundo os principios
da Engenharia Diddtica, composta por situacdes diddticas, de acordo com a Teoria de
Brousseau, que contemplassem diferentes registros de representagdo semidtica da parabola,
com a utilizacdo didatica da Histéria da Matemética articulando esses diferentes registros de
representacdo. Elaboramos entdo, a seqiiéncia diddtica, como planejamos, contemplando
registros de representacdo da pardbola caracterizada como lugar geométrico e como se¢do de
um cone.

Na primeira questdo, durante a experimentacdo, ao abordarmos especificamente a
pardbola como lugar geométrico, verificamos que nenhum dos estudantes se lembrava o que
era um lugar geométrico e menos ainda da propriedade que fazia da pardbola um lugar
geométrico. Eles se mostraram surpresos e entusiasmados com as constatagdes feitas por meio
da resolugdo da questdo. Apods a aplicagdo da seqiiéncia didatica, verificamos que os
estudantes caracterizavam a pardbola como lugar geométrico, por meio de seu registro de

representacdo geométrico e em lingua natural.
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Nas questdes de nimero 2 a 5, constantes na primeira parte da seqiiéncia didatica,
ainda consideramos a pardbola como lugar geométrico, agora conferindo um tratamento
analitico com o vértice da curva na origem do sistema cartesiano. Como apontamos nas
andlises realizadas até entdo, foi nas resolucdes destas questdes que os estudantes encontraram
mais dificuldades, sendo que isto ndo era esperado por nés. Nao esperdvamos, pois, por meio
das andlises preliminares, verificamos que o estudo das coOnicas € predominantemente
analitico, nas licenciaturas em Matemadtica, as quais consideramos. Durante a primeira parte
da experimentagdo, a maioria dos estudantes, precisou de ajuda para realizar os tratamentos e
as conversdes envolvidos especialmente na questdo 2. A sistematizacio ocorrida ao final da
resolucdo da referida questdo, fez com que os estudantes ndo tivessem muitas dificuldades
para resolverem as questdes 3, 4 e 5. Ja na segunda parte da experimentacdo, justamente nas
duas questdes que abordavam o tratamento analitico da parabola, as dividas reapareceram. De
8 estudantes, apenas 3 as resolveram corretamente. Apesar da maioria dos estudantes ndo
realizar de maneira satisfatoria os tratamentos e as conversoes propostos no estudo analitico
aqui tratado, isso ndo nos impediu de continuar o trabalho, pois verificamos que eles
reconheciam a pardbola no registro de representacio algébrico y*>= 4px, realizando a
conversdo deste, para o registro de representacio grafico e até em lingua natural. As maiores
dificuldades apareciam mesmo, quando lidavam com valores numéricos.

A pardbola, caracterizada como secio de um cone, foi abordada na primeira parte da
seqiiéncia diddtica, quando, com o uso didatico da Histéria da Matemaética, elaboramos a
sexta questdo, na qual, como Apoldnio, o estudante deduziria a symptome da pardbola, ou
seja, a propriedade fundamental da pardbola. No trabalho com esta questdo o estudante teve
acesso a um breve estudo da histéria das Conicas, contemplando, especialmente, as cOnicas
como se¢do de um cone. No questiondrio aplicado apds a experimentagdo, pudemos constatar
que apenas um estudante disse ter ouvido falar na histdria das conicas. Também, somente um
estudante disse ter visto um tratamento da pardbola, diferente do analitico. Destacamos os

depoimentos dos estudantes E1 e E2, a seguir:
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2. Deixe, se achar conveniente, um depoimento sobre sua participago nesta pesquisa (o que

pensa sobre as questdes, pontos positivos, pontos negativos...).

| | 3 + ]
( \ SN o 1 TR { X
AACANDOACAD Caniiunla

ALLA Y DAk o ol !

) . PN undley
e imhe, ¢ \“t l__k(\‘(w de o O ‘," ' X"'{ o [
\

) -
o o O A

ot armentdis

1 s : 7 . ;f‘F:r - .
a2l oy /éf A rﬁ’t{ Ml )’I»/é ) Q/VWO(/ LYY /‘Z(;L{/ﬂf(ﬁ O& J?,LJ\/(LH 4 LZO"B
,M:’}’l (/M‘ N g wlﬂm ".1*'” LeA . (/jf‘,{( LYV /CM ) oquiem oL r‘&"«(-t-’zf s e
f'}i;!]'-i,’ o1 LM [ mj"z}o.-é»*fiﬁ!/o CMEe Lo ‘/(ﬁ 5& ALY f'v/f‘m@
# /

; . /] ‘ 3
9 A L@NL ﬂd/&cf»u mows Lo/l ha s /f ")’?LE7{P O

[j@c;f\,(x,{ﬁ s oZa /T{?/}ﬂj'd;.-éﬁ 7%07%/{!« wﬁ%” AMeie é{;’ !/)a/},'c.; Q2 CotinCols
j G g

/

Nesta questdo o estudante trabalhou com os registros de representacdo geométricos,
algébricos e em lingua natural da pardbola como se¢do de um cone. Apds a aplicagdo da
seqiiéncia didética verificamos que os estudantes caracterizavam a pardbola como se¢do de
um cone.

Por meio das questdes 7, 8 e 9, presentes na primeira parte da experimentacdao, com o
uso didatico da Histéria da Matemadtica, oportunizamos aos estudantes a realizagdo da
coordenacdo de diferentes registros de representacio semidtica da pardbola como secdo de um
cone e como lugar geométrico. Consideramos isto um aspecto relevante em nossa pesquisa,
pois Damm (1999) explica que de maneira alguma a coordenacdo de diferentes registros de
representacdo é espontdnea devendo ser estimulada durante as aulas. Coordenar implica em
reconhecer em distintos registros de representacio o mesmo objeto representado e € condicao
necessdria para a compreensdo em matematica (DUVAL, 2003). Mediante a aplicagdo do
questiondrio, somente dois estudantes disseram ter verificado, matematicamente, que a
pardbola caracterizada como secdo de um cone e a pardbola caracterizada como lugar
geométrico representavam a mesma curva. Apds a experimentacdo verificamos que os

estudantes realizavam a coordenacdo entre os registros de representacdo da pardbola,
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especificamente, os registros de representagcdo da pardbola como se¢do de um cone e como
lugar geométrico, além de relacionarem latus rectum e pardmetro.

Seguindo para a parte final desta andlise, recordamos que, no inicio desta pesquisa,
baseadas nas andlises preliminares realizadas, partimos da hipétese de que o estudante néo
reconhece nas diferentes caracterizacdes da pardbola o mesmo objeto matemadtico para
formularmos o problema de nossa pesquisa. Tinhamos como objetivo investigar se o
desenvolvimento de uma seqiiéncia didética, que considera o tratamento, a conversdo e a
coordenacdo de diferentes registros de representacdo semiltica da pardbola, com o uso
diddtico da Histéria da Matemadtica, possibilita ao estudante compreender que a pardbola
caracterizada como se¢do de um cone ou como lugar geométrico representa 0 mesmo objeto
matematico. Primeiramente, podemos concluir, com base nos resultados obtidos, que os
estudantes que desenvolveram esta seqii€éncia didatica, identificaram a pardbola nos diferentes
registros de representacdo semidtica tratados aqui. Entretanto, o que promoveu esta
coordenacdo foi o uso didatico da Histéria da Matemadtica, possibilitando ao estudante
compreender que pardbola caracterizada como secdo de um cone ou como lugar geométrico
representa o mesmo objeto matemético. Em relacdo a hipotese levantada, comprovamos sua
validade, pois verificamos no inicio da aplicacdo da seqiiéncia diddtica e por meio do
questiondrio, que os estudantes, sujeitos desta pesquisa, realmente ndo reconheciam, nas
diferentes caracterizagdes da pardbola, o mesmo objeto matematico.

Mediante as andlises realizadas até, verificamos a constru¢do de conhecimentos
matemadticos, por parte dos estudantes, durante todo o desenvolvimento da seqiiéncia didatica.
Isso ocorreu também, por conta das interagdes estabelecidas, neste caso, entre as professoras,
os estudantes, e o saber, proporcionadas pelas situagdes didaticas propostas, como discutimos
na secdo 1.1 deste trabalho.

A seguir, faremos nossas consideracoes finais.
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CAPITULO 5
CONSIDERACOES FINAIS

Na introducdo desta pesquisa, destacamos que Shulman (1986) discorre, em um de
seus artigos, sobre a necessidade de se conhecer o conteido a ser ensinado. Aqui,
concordamos com o autor sobre esta necessidade, especialmente, nos cursos de licenciatura
em Matematica. Quando este autor fala sobre “conhecer o contetido a ensinar”, ele ndo esta se
referindo ao conhecimento especifico e nem ao conhecimento pedagégico deste conteudo,
mas em conhecé-lo de forma a incluir também um sentido educativo/formativo. Fiorentini
(2005) coloca que o professor

[...] precisa conhecer e avaliar potencialidades educativas do saber
matemadtico; isso ajudard a problematizad-lo e mobilizd-lo de forma mais
adequada, tendo em vista a realidade escolar onde atua e os objetivos
pedagdgicos relativos a formacg@o dos estudantes tanto no que respeita ao

N .

desenvolvimento intelectual e a possibilidade de compreender e atuar
melhor no mundo (FIORENTINI, 2005, p. 109).

Neste sentido, propusemos um estudo sobre o tema Sec¢des Conicas, de maneira que o
estudante conhecesse a evolucdo histdrica deste tema, bem como diferentes formas com as
quais se podem representar ou expressar o conceito de Pardbola. Acreditamos que assim,
contribuimos, positivamente, para a formag¢do dos futuros professores, sujeitos de nossa
pesquisa, no que se refere “ao desenvolvimento intelectual e a possibilidade de compreender e
atuar melhor no mundo”, como coloca Fiorentini (2005). Contribuimos para o
desenvolvimento intelectual, quando oportunizamos aos estudantes a construgdo de
conhecimentos acerca do conceito de Pardbola. Quanto a possibilidade de compreender e
atuar melhor no mundo, permitimos ao estudante observar que o conhecimento matemético
ndo € pronto, acabado e a-histérico, mas que foi e continua sendo construido pelos individuos
ao longo do tempo. Esta concepcao pode interferir na maneira pela qual este futuro professor
compreende o processo de aprendizagem, sendo que esta compreensdo pode direcionar
também sua pratica.

Em relacdo a futuras pesquisas, sugerimos que, exatamente como neste trabalho,
podem ser abordadas a Elipse e também a Hipérbole. Sugerimos ainda, a realizagdo de
pesquisas, sobre conteidos matemadticos, especialmente nas licenciaturas, observando as
potencialidades educativas do saber matemdatico como aponta Fiorentini (2005), citado nesta

secdo. Um desses contetidos poderia ser a Geometria Analitica, considerando que, em nossa
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pesquisa, os sujeitos apresentaram dificuldades no trabalho com a mesma. Recomendamos
também a realizacdo de mais trabalhos com a utilizagdo didética da Histéria da Matematica,
que pode ser enriquecedora e fascinante, além de poder suscitar uma reflexdo sobre as
concepgdes epistemoldgicas do professor em formagdo, como ja apontamos.

Finalmente, esperamos que este estudo possa provocar reflexdes sobre o ensino da
Matematica na formacdo de professores e oferecer subsidios para o trabalho do docente ao

abordar as Sec¢des Conicas.
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APENDICE A - A SEQUENCIA DIDATICA

Apresentamos a seguir, as questdes da seqii€ncia didatica.

PARTE 1

1. Construa uma parabola, por meio de tracado manual, conhecidos a Diretriz d e o Foco F

(Extraido de GIONGO, 1975, adaptado).

Procedimentos:

= Por F tragar a reta t perpendicular a d da seguinte maneira:

- com centro do compasso em F e raio qualquer marcar os pontos B e C em d;

- com centro em B e raio qualquer tracar arcos acima e abaixo de d;

- com centro em C e mesmo raio obter a perpendicular t a reta d.

= Chamar A o ponto de interseccdo entre d e t;

=  Marcar o ponto médio O entre A e F;

= O € o vértice da pardbola;

= Sobre areta t, a partir de O, na direcdo de F, marcar dois pontos D e D’, quaisquer;

= Por D, tragar perpendicular r a reta t;

= Por D’, tragar perpendicular s a reta t;

= Com centro em F e raio AD, cortar a perpendicular r em M e M’, que sdo pontos da
parabola;

= Com centro em F e raio AD’, cortar a perpendicular s em N e N’, que sdo pontos da
pardbola;

= Analogamente, obtém-se outros pontos da curva que unidos representardo a pardbola.

Ao concluir a construcéo, responda: considerando um ponto qualquer da parabola, que relagdo

ha entre a distancia deste ponto a diretriz e a distancia deste mesmo ponto ao foco? Por meio

de que procedimentos da construcao sua resposta pode ser justificada?



97

2. Vamos agora estudar alguns registros de representacdo da pardbola caracterizada como

lugar geométrico a partir do plano cartesiano:

a) Seja o sistema de coordenadas, conforme a figura a seguir, L (x, y) um ponto da curva e

F (p, 0) o foco. Pela definicdo da pardbola como lugar geométrico, LN = LF . Encontre a

equacdo da pardbola em funcéo de x.

N._____

b) Esboce o grifico e, como no item anterior, determine a equagdo da pardbola que tem como

diretriz a reta de equacdo x = p e como foco o ponto F(-p, 0).

¢) Compare as equagdes e seus respectivos graficos encontrados nos itens a e b e escreva suas

conclusoes.
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d) Esboce o grafico e determine a equacdo da pardbola que tem como diretriz a reta de

equacdo y = -p e como foco o ponto F(0, p).

e) Esboce o grafico e encontre a equagdo da pardbola que tem como diretriz a reta de equacio

y = p e como foco o ponto F(0, -p).

f) Escreva suas conclusdes, depois de comparar as equacdes e seus respectivos graficos dos

itens d e e.

3. Esboce o gréfico da pardbola de equagdo y* = 4x. D& as coordenadas do foco, do vértice e a

equacdo da diretriz.

4. Dada a equagdo da diretriz y = %, determine a equacio e as coordenadas do foco da

parabola representada no grafico seguinte:

5. Escreva a equagdo da pardbola que tem como diretriz a reta de equagdo y = -2 e como foco

o ponto F (0,2). Esboce o griéfico.

6. Historicamente, vemos que apesar da abordagem de Apolonio, com respeito as Conicas, ser

inicialmente tridimensional, ele estudou estas curvas como figuras planas (BOYER, 1998).
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Veremos agora, de acordo com Katz (1998), como Apolonio determinou a propriedade

fundamental da parabola, chamada também de symptome da parabola.

Ele comeca tomando um ponto arbitrario L na secdo (veja figura seguinte), passando por L

um plano paralelo a base circular. A se¢do do cone obtida por esse plano € um circulo com

didametro PR. Seja M a interseccdo deste plano com o segmento EG. Entdo LM ¢é

perpendicular a PR, e, portanto, LM 2=PM . MR

Se EG ¢ paralelo a AC, um lado do tridngulo axial®, Apolonio
deriva a symptome da pardbola, ou seja, a relacdo entre EM e
LM, a abscissa e a ordenada, respectivamente, do ponto L da curva.

Para isso, ele desenha EH (latus rectum) perpendicular a EM tal que

EH __BC’
EA BAAC

a) Verifique as igualdades e justifique sua resposta:

BC_PM _ BC_MR
AC EM BA EA

23 ¢ L . . = < .
E a regido triangular obtida pela intersec¢do do cone com um plano que contém o eixo do mesmo
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A
E
P R
B c
b) Mostre que
EH _ MRPM
EA EAEM

¢) Verifique se € valida a igualdade e justifique sua resposta:

EH _ EH.EM
EA  EAEM

d) Utilizando os itens anteriores e lembrando que LM’= PM.MR, mostre que

LM’=EH .EM

7. Construa, no plano cartesiano, o grifico da pardbola y*= x, encontre o foco F e faca o
seguinte:
= marque o ponto L (4, 2) sobre a curva;
= trace o segmento AB perpendicular ao eixo de simetria da pardbola em F com os
pontos A e B pertencentes a curva (o comprimento do segmento AB era chamado

latus rectum);
= determine o comprimento AB ;

= construa sobre o eixo x, a direita da abscissa 4, o quadrado da ordenada de L.

= calcule a drea do quadrado;
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= construa um retdngulo sendo um dos lados a abscissa de L e o outro, sobre o eixo y, de
comprimento AB ;

= calcule a drea do retangulo;

a) Compare as areas do quadrado e do retangulo. O que vocé conclui?
b) Qual a relagéo entre o comprimento AB e o coeficiente de x na equacdo da pardbola?

c¢)Vocé percebeu que o comprimentoﬁ € igual ao comprimento de um dos lados do
retingulo?

d) Como denominamos o latus rectum hoje?

8. D¢, com suas palavras, uma interpretacdio geométrica para a equagdo da pardbola

y > = 4px. Compare sua resposta com a interpretacio geométrica dada para a propriedade

LM’ =EH. EM, no item e da questdo 6.

9. A parabola caracterizada como se¢do de um cone e a pardbola caracterizada como lugar
geométrico representam exatamente a mesma curva? Para responder essa questdo, considere a

parabola representada no cone a seguir:

a) Introduza num sistema de coordenadas cartesianas a pardbola e os pontos L, M, Ee H e
verifique se a symptome da pardbola LM*>= EH . EM , é equivalente a equacio da pardbola

y 2= 4px definida analiticamente.
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PARTE 11

1. Quais conicas vocé conhece? Por que sdo chamadas “conicas”?

2. Considere o ponto P pertencente a pardbola representada no plano cartesiano da figura

seguinte:

- - ———

Na figura, qual € a relacdo entre a distancia do ponto P ao foco F e a distancia de P a diretriz

d? Justifique.

3. Como ¢é chamado o valor representado pelo comprimento do segmento de reta que passa
pelo foco de uma pardbola, tem extremidades nos pontos desta curva e € perpendicular ao seu

eixo?

4. Esboce o grifico da pardbola de equacdo y* = - 12x. Determine a coordenadas do foco e a

equacdo da diretriz.

5. Dado o ponto F (0,1/2), determine a equacdo da diretriz e a equacdo da pardbola

representada no seguinte grafico:
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-

-
—
—
Paa

6. Considere o grafico da equacdo y > = 4px representado na figura abaixo:

2 . e
LM =EH.EM e y’=4px representam a mesma curva? Justifique sua resposta.



APENDICE B - MATERIAIS IMPRESSOS UTILIZADOS DURANTE OS ENCONTROS

Caracterizacao das Conicas como lugar geométrico24 (DANTE, 2003).

J N g
Y LI
p Fq F1 Vi 1 "~ f F2
Vi op 5 Al Hi 0 a v X
B2 / B2

Parabola: é o lugar geométrico dos pontos do Elipse: é o lugar geométrico dos pontos de um Hipérbole: é o lugar geométrico dos pontos de um
plano que distam igualmente de uma reta fixa d, plano tal que a soma de suas distancias a dois plano tal que a diferenca (em moédulo) de suas
chamada diretriz, ¢ de um ponto fixo F, ndo pontos fixos, denominados F, e F,, seja distancias a dois pontos fixos F, e F, ¢é constante
pertencente a diretriz, chamado foco.

S . ; constante, igual a 2a e maior que a distincia entre (23 < 2¢). com F. F. =2c
A distancia do Vértice ao Foco chamamos p. £ q ( ), =2 ’

os focos (2a > 2c¢).

 Consiste no conjunto de pontos do espago que gozam de uma determinada propriedade matematica qualquer.
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Conicas: sintese historica

Segundo Kline (1972), por volta de 600 a.C. a 200 a.C., surgiu o mais importante
tratado sobre Se¢des Conicas. Umas obras compostas por oito livros, de Apoldnio de Perga,
que foram as maiores e mais significativas contribui¢des daquele tempo.

No entanto, Segundo Boyer (1947), as Se¢des Cdnicas eram conhecidas ja havia cerca
de um século e meio quando surgiu a obra. Foram estudadas por Euclides, Aristeu e também
Arquimedes. Mas acredita-se que foram construidas por Menaecmo (séc. IV a.C) ao tentar
resolver o problema da Duplica¢do do Cubo®, que consista em construir um cubo cujo
volume fosse o dobro do volume de um cubo dado.

A hipotese que normalmente se faz € que ele teria obtido as Conicas utilizando trés
tipos de cone de uma folha, que se diferem pelo 4ngulo da se¢do meridiana®®. No caso de o
angulo ser agudo, um plano que corta a superficie do cone perpendicularmente a uma geratriz,
produz uma elipse (Fig.1); se o angulo é reto, a secdo é uma pardbola (Fig. 2); e se € um
angulo obtuso, um ramo de hipérbole (Fig. 3).

Fig. 1 - Elipse Fig. 2 - Parabola Fig. 3 - Hipérbole

Apol6nio, no entanto, mostrou sistematicamente que nao € necessirio tomar secdes
perpendiculares a um elemento do cone e que apenas variando a inclinag¢@o do plano da segao,
de um cone, podem ser obtidas as trés espécies de se¢des conicas (Fig. 2). Provou que o cone
ndo precisa ser reto para a obtencdo das curvas, mas pode ser também um cone obliquo ou
escaleno. Substituiu o cone de uma sé folha por um duplo e foi quem deu os nomes “elipse”,
“hipérbole” e “pardbola” para essas curvas (Katz, 1998).

Apolonio obtinha as Cdnicas de um cone no espaco tridimensional, mas logo deduziu
do cone uma propriedade plana para as secdes e dai por diante continuou seus estudos no
espaco bidimensional, dispensando o cone.

Somente durante o séc. XVII, com o inicio da criacio da Geometria Analitica por
Pierre Fermat (1601-1665), as Conicas passaram a ter um novo tratamento matematico, que
consistia em definir uma Conica como lugar geométrico.

BIBLIOGRAFIA

BOYER, Carl B.. Histéria da Matematica. (1° ed. 1968) Trad. Elza F. Gomide. 2* ed. Brasil: Edgard Bliicher,
1998.

KATZ, Victor J. The History Mathematics: an Introduction. 2* ed. Editora Addison Wesley Longman, 1998.
KLINE, Morris. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Nova York, Oxford:
Oxford.University Press, 1972.

2 Segundo a lenda, uma peste assolou Atenas, por volta de 430 a.C.: Através do ordculo de Delfos, Zeus
anunciou que a peste somente cessaria se fosse construido um altar a Apolo, cujo tamanho fosse o dobro do que
14 existia. O problema também € conhecido como “problema de Delos” (EVES, 1997).

26 ~ . qe . Py . . ~ .
A secdo meridiana de uma superficie é obtida por sua intersec¢do com um plano que passa pelo seu eixo de
rotacao.
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Caracterizacio das Conicas como secio de um cone

Se o plano é paralelo a uma geratriz do cone temos uma parabola.

Se o plano intersecta apenas uma folha do cone temos uma elipse.

Se o plano intersecta as duas folhas do cone temos uma hipérbole.
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Os nomes das curvas

Segundo Eves (1992), “todo trabalho de Apoldnio foi apresentado sob a forma
geométrica regular, sem a ajuda da notagdo algébrica analitica de nossos dias.” (EVES, 1992,
p. 61). Porém, este autor também coloca que é mais facil descrever o trabalho de Apoldnio
por meio do uso de termos e simbolos atuais, como fazemos na construgao da questdo 7.

Os nomes dados as Cdnicas se devem a relacdo entre a drea do quadrado da ordenada
de um ponto da curva (y*) e a drea do retAngulo formado pelo latus rectum que corresponde
ao valor do parﬁmetro27 (p) e pela abscissa deste mesmo ponto (X):

* se y’<px,aconicaé uma Elipse ( ellipsis, que indica falta);

* sey’=px, acdnica é uma pardbola ( parabole, que significa comparacdo, indicando
nem excesso nem deficiéncia);

* se,y’>px,acodnica é uma hipérbole (hyperbole, indicando excesso).
Os nomes elipse, pardbola e hipérbole foram usados anteriormente pelos pitagéricos

. c C s . 28
por ocasido do método chamado “aplicacdo de dreas” ~.

7 0 comprimento da corda que passa por um foco da conica e que é perpendicular ao eixo principal.

28 . <. . A . < A
Quando os pitagdricos aplicavam um retdngulo a um segmento de reta, isto €, colocavam a base do retangulo
ao longo do segmento de reta, com um vértice do retangulo sobre uma extremidade do segmento, eles diziam
EEENNTS

que se tinha um caso de “ellipsis”, “parabole” ou “hyperbole”, conforme a base do retdngulo ficava aquém do
segmento de reta, coincidia com ele ou o excedia. (EVES, 1997)
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APENDICE C - QUESTIONARIO

1. Antes de resolver as questdes da Seqiiéncia Didatica:

a) Voce ja conhecia ou tinha ouvido falar na histéria das Conicas?

b) J4 havia estudado as Cdnicas, especialmente a pardbola? Se sim, em que momento do

curso?

¢) Ja tinha visto um tratamento da pardbola diferente do tratamento analitico?

d) Vocé ja havia verificado matematicamente que a parabola caracterizada como secdo de um

cone e a parabola caracterizada como lugar geométrico representam a mesma curva?

2. Deixe, se achar conveniente, um depoimento sobre sua participagdo nesta pesquisa (o que

pensa sobre as questdes, pontos positivos, pontos negativos...).
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ANEXOS
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ANEXO A - TERMO DE CONSENTIMENTO

Eu,

portador (a) do RG n° , SSP/ , autorizo a professora Cristina

Aparecida de Melo Piza, a utilizar, parcial ou integralmente minhas anotacdes, respostas a
questiondrios, bem como registros de entrevistas, para fins de pesquisa, sem restricdes de
prazo e citagdes, desde a presente data. Estes dados também poderdo ser divulgados
integralmente ou em partes em publicacdes, congressos e eventos da drea com a condigdo de
que meu nome seja citado apenas como participante da pesquisa, garantido o anonimato no
relato desta.

Declaro ainda, que fui devidamente informado (a) e esclarecido (a) quanto a investigacdo que
serd desenvolvida.

Abdicando direitos meus e de meus descendentes, subscrevo o presente termo.

Londrina, 08 de outubro de 2008.
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