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RESUMO 

 
Este trabalho aborda aspectos relacionados à análise e ao desenvolvimento de 

controladores preditivos multivariáveis baseados em multi-modelos bilineares. O Controlador 

Preditivo Generalizado (GPC) Monovariável e Multivariável para o caso linear é apresentado, 

sendo destacadas suas propriedades, características principais e aplicações na indústria. O 

GPC bilinear, que é o controlador base de todo o desenvolvimento desta Tese, é apresentado 

através da abordagem da quasilinearização por degrau de tempo. Alguns resultados 

empregando este controlador são apresentados de forma a evidenciar o melhor desempenho 

do mesmo, quando comparado ao GPC linear, visto que os modelos bilineares representam 

melhor a dinâmica de determinados processos. A quasilinearização por degrau de tempo, 

devido ao fato de ser uma aproximação, provoca um erro de predição, que limita o 

desempenho deste controlador à medida que seu horizonte de predição aumenta. Devido ao 

referido erro de predição, o GPC bilinear com compensação iterativa é mostrado de forma a 

minimizar o referido erro, buscando um melhor desempenho que o GPC bilinear clássico. 

Alguns resultados utilizando o algoritmo de compensação iterativa são mostrados. O emprego 

dos multi-modelos é abordado nesta Tese, buscando suprir a deficiência existente em 

controladores baseados em modelo único, quando os mesmos são aplicados em processos 

com grandes faixas de operação. Formas de mensuração de distância entre modelos, também 

chamadas de métricas, consistem na principal contribuição desta Tese. Diversos resultados de 

aplicação em colunas de destilação simuladas, que se aproximam bastante do comportamento 

real das mesmas, foram realizados, e os resultados se mostraram satisfatórios. 
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ABSTRACT 
 

This work addresses issues related to analysis and development of multivariable 

predictive controllers based on bilinear multi-models. Linear Generalized Predictive Control 

(GPC) monovariable and multivariable is shown, and highlighted its properties, key features 

and applications in industry. Bilinear GPC, the basis for the development of this thesis, is 

presented by the time-step quasilinearization approach. Some results are presented using this 

controller in order to show its best performance when compared to linear GPC, since the 

bilinear models represent better the dynamics of certain processes. Time-step 

quasilinearization, due to the fact that it is an approximation, causes a prediction error, which 

limits the performance of this controller when prediction horizon increases. Due to its 

prediction error, Bilinear GPC with iterative compensation is shown in order to minimize this 

error, seeking a better performance than the classic Bilinear GPC. Results of iterative 

compensation algorithm are shown. The use of multi-model is discussed in this thesis, in 

order to correct the deficiency of controllers based on single model, when they are applied in 

cases with large operation ranges. Methods of measuring the distance between models, also 

called metrics, are the main contribution of this thesis. Several application results in simulated 

distillation columns, which are close enough to actual behaviour of them, are made, and the 

results have shown satisfactory. 
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Capítulo 1 

 

Introdução 

 

1.1. Motivação e Relevância do Trabalho 
 

Estratégias de controle avançado vêm sendo desenvolvidas durante os últimos anos 

com o objetivo de suprir algumas deficiências existentes nos controladores clássicos. A 

indústria moderna, devido à necessidade de competitividade e lucratividade, vem aos poucos 

abrindo seus espaços para a entrada de novas técnicas. No entanto, tais técnicas avançadas 

ainda não são tão difundidas em ambientes industriais devido a sua complexidade ser 

relativamente alta quando comparada à das técnicas clássicas. Além disso, o custo mais alto 

de implantação e a falta de mão-de-obra qualificada também são fatores preponderantes que 

influenciam na pouca utilização destas estratégias na indústria. 

Os controladores baseados na teoria de sistemas lineares e invariantes no tempo, 

aplicados ao controle de processos, têm tido grande aceitação no meio acadêmico e industrial. 

A receptibilidade de tais controladores se dá pelo fato de ser possível escolher uma região de 

operação do processo na qual o comportamento do mesmo seja, aproximadamente, linear. 

Mesmo com o aumento da complexidade dos recursos de automação aplicados ao controle de 

processos (rede de dados, instrumentação inteligente etc), as não-linearidades presentes nesses 

ambientes ainda é alvo de preocupação dos Engenheiros de Controle, e têm motivado a 

academia a pesquisar temas relativos aos sistemas não-lineares. Tais preocupações são 

perfeitamente pertinentes, visto que controladores lineares, geralmente, produzem resultados 

insatisfatórios quando aplicados: a sistemas com não linearidades acentuadas, ou; a plantas 

não-lineares que operam em uma larga faixa de operação, como pode ser visto em (Santos, 

2007). 

Um fato bastante comum em um ambiente industrial é a mudança, ocasionada por 

motivos previstos ou não, do ponto em que o processo opera. Como estes processos, na 

maioria das vezes, possuem somente controladores lineares que atuam em nível regulatório, 

ao acontecer a situação citada, tais controladores não irão desempenhar tão bem seus papéis, 

visto que são lineares e sintonizados para aquele ponto de operação. Este fato pode ser 

comprovado por meio do gráfico mostrado na Figura 1.1. 
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Figura 1.1 – Vazão de carga de uma unidade de produção de gás natural 

 

A Figura 1.1 apresenta a vazão da carga de uma unidade de produção de gás natural 

em milhões de metros cúbicos por dia. Observa-se, no gráfico, um aumento na vazão durante 

certo período do dia. Nesse caso, o ponto de operação em que a unidade se encontrava não é 

mais o mesmo. Usualmente, nessas situações, todo o controle em nível regulatório é colocado 

em malha aberta pelos operadores, que tentam conduzir a unidade para uma situação estável e 

segura. 

Percebe-se, então, que os controladores que atuam em nível regulatório (que são 

lineares e usualmente do tipo Proporcional, Integral e Derivativo - PID) não são capazes de 

atuar de forma completamente satisfatória em situações como esta.  

O controle PID ainda é amplamente empregado em nível regulatório, conforme 

(Almeida, 2002), por: 

• apresentar uma estrutura simples; 

• possuir reduzido número de parâmetros de ajuste; 

• levar em consideração o conhecimento heurístico e intuitivo do usuário e, 

• não necessitar de profundos conhecimentos matemáticos. 

 

Os controladores PID, no entanto, apesar de possuírem as vantagens citadas, possuem 

algumas desvantagens, de forma que sua aplicação é dificultada em processos (Oliveira et al., 

2000): 

• multivariáveis; 

• de ordem elevada; 

• com grande atraso de transporte. 

 

Em relação às desvantagens citadas, podemos ainda ressaltar que: 
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• em sistemas multivariáveis, usualmente, as estratégias de controle clássicas 

consistem em utilizar compensadores de desacoplamento para empregar um 

conjunto de PIDs monovariáveis, o que nem sempre é realizável; 

• em sistemas de ordem elevada, cuja dinâmica dominante não pode ser 

representada por sistemas de ordem mais baixa, o PID não oferece um alto 

grau de liberdade; 

• em sistemas com grande atraso de transporte (muito maiores que a constante de 

tempo do processo) o termo derivativo não consegue “prever” adequadamente 

o comportamento futuro do erro, não possuindo, portanto, bom desempenho. 

 

As técnicas de controle avançado, principalmente o controle preditivo, tanto lineares 

como não-lineares, surgiram com intuito de suprir as lacunas deixadas pelo controle PID 

clássico. No entanto, o que se tem observado é que as técnicas de controle preditivo baseadas 

em modelos não-lineares são empregadas, na maioria das vezes, linearizando, em um ponto 

de operação, o modelo não-linear obtido e se projetando um controlador adequado para aquele 

ponto (Henson e Seborg, 1997; Hapoglu et al., 2001). Neste caso, mais uma lacuna é deixada 

aberta, visto que o processo pode mudar seu ponto de operação tanto pela própria forma de se 

operar o processo, como até mesmo por motivos não desejados pelo operador. 

A relevância deste trabalho consiste na apresentação de soluções para tratar não-

linearidades provenientes da mudança da faixa de operação dos processos. São apresentadas 

técnicas que buscam preencher as lacunas citadas. 

 

1.2. Controle Preditivo 
 

O controle preditivo (Model Based Predictive Control, MPC) é uma técnica que faz 

uso explicito de um modelo do processo para calcular a seqüência futura ótima de ações de 

controle. As ações de controle são oriundas de um processo de otimização de uma função de 

custo que envolve a previsão do sinal de saída do processo e o esforço de controle necessário 

para atuar no mesmo. Em muitos casos, a otimização incluindo restrições é imposta por 

razões de segurança. As técnicas de controle preditivo ganham destaque em relação às outras 

técnicas por (Fontes, 2002; Almeida, 2002): 

• serem robustas a erros de modelagem; 

• possuirem fácil extensão para o caso multivariável; 
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• poderem ser aplicadas em processos de fase não-mínima, instáveis em malha 

aberta e com atraso de transporte; 

• permitirem incorporar o tratamento de restrições. 

 

A teoria de controle preditivo surgiu das necessidades das indústrias de refino de 

petróleo na década de 70. Porém, suas aplicações vêm se estendendo em diversas outras áreas 

como a indústria aeroespacial (Silva, 2006), a engenharia biomédica (Figueiredo, 2004), a 

geração de energia elétrica (Sansevero, 2006), entre outras. 

 

1.3. Modelos Bilineares 
 

O modelo não linear no qual este trabalho se baseia é o bilinear. Algumas vantagens 

destes modelos em relação aos demais, de acordo com Fontes (2002), se baseiam no fato de 

que: 

• embora pertençam a uma classe de sistemas bilineares, apresentam a vantagem 

de serem mais simples que os demais modelos não lineares e mais 

representativos que os lineares; 

• são mais tratáveis matematicamente que os demais modelos não lineares; 

• a bilinearidade está presente em muitos sistemas físicos, especialmente em 

processos químicos, onde se apresenta de forma intrínseca; 

• são lineares nos parâmetros, o que permite aplicar quase a totalidade das 

técnicas de identificação desenvolvidas para sistemas lineares. 

 

O emprego de modelos bilineares em controle preditivo foi proposto inicialmente em 

(Svoronos, 1981). Neste trabalho, o autor apresentou uma extensão de controlador de 

variância mínima, proposto por (Aström, 1970), empregando modelos bilineares. Anos mais 

tarde, (Yeo & Williams, 1987) apresentaram um controlador preditivo também baseado em 

modelos bilineares. Goodhart et al., 1994 apresentaram uma abordagem por meio de modelos 

bilineares do algoritmo GPC proposto por (Clarke et al., 1987). Neste trabalho, foi utilizada a 

técnica de quasilinearização por degrau de tempo, método que é enfatizado nesta Tese. O 

modelo empregado naquele trabalho é o NARMAX. No entanto, para que se tenha garantia de 

erro de regime nulo, se emprega neste trabalho o modelo NARIMAX, que introduz uma ação 

integral no controlador. 
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Várias pesquisas, como (Fontes et al., 2002), (Fontes et al., 2004) e (Fontes & Ângelo, 

2006), têm proposto melhorias no desempenho do algoritmo apresentado por (Goodhart et al., 

1994), visto que tal algoritmo possui um erro de predição que aumenta com o aumento do 

horizonte de predição devido à quasilinearização por degrau de tempo. Em (Fontes et al., 

2002), os autores propõem um termo de compensação com o objetivo de minimizar o erro de 

predição produzido pela quasilinearização. Em (Fontes et al., 2004) os autores propõem uma 

forma adaptativa do termo de compensação, o que melhora ainda mais o desempenho do 

controlador proposto em (Fontes et al., 2002). Em (Fontes & Ângelo, 2006) e (Fontes & 

Laurandi, 2006) os autores propõem um algoritmo de compensação iterativa para minimizar o 

erro de predição. 

 

1.4. Abordagens Multi-Modelo 
 

Alguns processos operam em uma larga faixa, como os processos em batelada, de 

acordo com (Foss et al.,1995). Nestes casos, o grau de não linearidade é muito mais alto em 

relação aos casos em que o processo trabalha na vizinhança de um ponto de equilíbrio. Em um 

sistema não-linear, quando a faixa de operação do processo é muito ampla, possivelmente um 

modelo linear, ou até mesmo um modelo com bilinearidade local, não é suficiente para 

representar o processo em toda a faixa. Com o objetivo de resolver este problema, a idéia do 

controle baseado em múltiplos modelos é proposta, a qual consiste basicamente em 

selecionar, na faixa de operação de interesse, alguns pontos de equilíbrio do processo e 

identificar vários modelos válidos para as vizinhanças de cada um destes pontos. Em todos os 

casos, métodos que avaliam distância entre modelos ou de estruturas de controle são 

utilizadas para a construção de uma estrutura global, seja esta estrutura apenas um modelo, 

seja um conjunto modelo e controlador. Estes métodos de medida serão chamados de 

métricas no decorrer desta Tese. 

São duas as abordagens sobre multi-modelos encontradas na literatura. A primeira 

abordagem (chamada de abordagem 1) consiste em encontrar um modelo ponderado por meio 

de métricas. O modelo ponderado é utilizado como base para o projeto de um controlador 

único como em (Cavalcanti et al., 2007a), (Foss et al., 1995), (Azimzadeh et al., 1998), 

(Pickhardt, 2000) e (Constantine & Dumitrache, 2002). A segunda abordagem (chamada de 

abordagem 2) utiliza métricas para a ponderação das ações de diversos controladores como 

em (Cavalcanti et al., 2007b), (Cavalcanti et al., 2008a) e (Arslan et al., 2004). 
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1.4.1. Revisão Bibliográfica da Abordagem 1 

 

O trabalho apresentado por (Foss et al., 1995) utiliza um conjunto de modelos não 

lineares em espaço de estados que são ponderados, por uma métrica, para gerar um único 

modelo. O referido modelo serve como base para um controlador preditivo não linear. Em 

(Azimzadeh et al., 1998) e (Constantine & Dumitrache, 2000), os autores propõe a construção 

de um modelo ponderado em espaço de estados, a partir de modelos lineares, utilizando 

métricas baseadas em informações estatísticas do processo. Em (Pickhardt, 2000), o autor 

utiliza teoria de conjuntos nebulosos para calcular o modelo ponderado mais adequado para o 

projeto de um controlador preditivo. 

Em (Cavalcanti et al., 2007a), os autores empregam uma métrica multivariável 

baseada em normas euclidianas para calcular o modelo bilinear ponderado mais adequado 

para ser utilizado em um controlador preditivo quasilinear. Esta abordagem será apresentada 

nesta Tese. 

1.4.2. Revisão Bibliográfica da Abordagem 2 

 

Em (Arslan et al., 2004) e (Wen et al., 2006), uma métrica baseada em norma H∞ é 

proposta para medir a distância da função de transferência em malha fechada, considerando 

um modelo linearizado e a função de transferência em malha fechada com os modelos dos 

pontos de equilíbrio tabelados. Naqueles casos, um controlador do tipo PI (Proporcional 

Integrativo) é projetado para cada ponto de equilíbrio. 

Em (Cavalcanti et al., 2007b), os autores empregam a mesma métrica que (Cavalcanti 

et al., 2007a), porém para calcular a saída ponderada entre um conjunto de controladores 

projetados (um para cada ponto de operação tabelado). A métrica proposta em (Cavalcanti et 

al., 2008a) é baseada em uma abordagem multivariável de margem de fase. As propostas 

empregadas em (Cavalcanti et al., 2007b) e (Cavalcanti et al., 2008a) serão mostradas nesta 

Tese.  Outro caso multivariável é apresentado por (Raiss et al., 2001). Neste trabalho, os 

autores subdividem os modelos multivariáveis em um conjunto de modelos monovariáveis 

para a construção de uma métrica baseada em normas.  

 

1.5. Destaque das Contribuições 
 

As contribuições desta Tese consistem: 

• na proposta das métricas baseadas em norma e margem de fase; 
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• na proposta dos controladores baseados nas métricas apresentadas; 

• na aplicação dos controladores desenvolvidos em processos simulados e que 

são comuns na indústria petroquímica. 

 

 

1.6. Estrutura da Tese 
 

Esta tese está organizada da seguinte forma: 

 

• O capítulo 2 apresenta o controlador preditivo generalizado, tanto para o caso 

SISO quanto para o caso MIMO; 

• O capítulo 3 apresenta o controlador preditivo generalizado quasilinear, tanto 

para o caso SISO quanto para o caso MIMO; 

• O capítulo 4 apresenta uma abordagem baseada em compensação iterativa para 

o controlador preditivo quasilinear, tanto para o caso SISO como para o caso 

MIMO; 

• O capítulo 5 apresenta as métricas propostas por esta tese (baseadas em norma 

euclidiana e margem de fase), bem como os controladores advindos destas 

métricas e a aplicação em um processo clássico da indústria química; 

• O capítulo 6 trás as conclusões e as perspectivas do trabalho. 

 



Capítulo 2 – Controlador Preditivo Generalizado Linear 

 

8 

Capítulo 2 

 

Controlador Preditivo Generalizado Linear 
 

2.1. Introdução 
 

O controlador preditivo generalizado (GPC) foi proposto por (Clarke et al., 1987) com 

o intuito de suprir deficiências apresentadas pelos controladores preditivos existentes. Este 

controlador é apresentado nesta Tese pelo fato de ser a base para todas as estruturas de 

controladores apresentadas no decorrer da mesma. O GPC vem se tornando um dos 

controladores mais populares tanto na indústria quanto na academia devido ao sucesso em 

aplicações industriais (Volk et al., 2004) e (Richalet, 1993), principalmente em sua 

abordagem multivariável e com tratamento de restrições. 

O GPC utiliza um modelo paramétrico do tipo Auto-regressivo, integral, média móvel, 

com sinal exógeno (ARIMAX) e seu algoritmo calcula uma seqüência de ações de controle 

que minimiza certa função objetivo multi-passo. Esta função objetivo é definida dentro de um 

horizonte de predição, com ponderação da ação de controle. O conceito de horizonte móvel 

(ou horizonte retrocedente) é empregado neste controlador. Este capítulo irá apresentar a 

formulação clássica do GPC tanto na sua forma monovariável, como na forma multivariável e 

sem restrições. 

 

2.2. GPC Linear: caso monovariável e sem restrições 
 

Um modelo linear descreve o comportamento de um sistema dinâmico não-linear em 

torno de um determinado ponto de operação. Existem diversas formas de representação de um 

sistema dinâmico por meio de modelos lineares. O GPC se baseia no modelo ARIMAX o 

qual, sua forma (SISO), é como segue: 

 

∆
+−= −−−− )(

)()1()()()( 111 ke
qCkuqBqkyqA d  

(2.1) 

 
 

em que: 



Capítulo 2 – Controlador Preditivo Generalizado Linear 

 

9 

• 
1−q  representa o operador de atraso; 

• )(ky  representa a saída do sistema no instante k ; 

• )(ku  representa a entrada do sistema no instante k ; 

• ∆  representa o operador de integração, sendo dado por 11 −−=∆ q ; 

• d  representa o atraso natural, em múltipos do período de amostragem; 

• )(ke  representa a presença, no instante k , de um ruído branco de média zero e 

variância 2σ . 

 

Os polinômios )( 1−qA , )( 1−qB  e )( 1−qC  são dados por: 

 

na

na qaqaqA −−− +++= K
1

1
1 1)(  (2.2) 

nb

nbqbqbbqB −−− +++= K
1

10
1)(  (2.3) 

nc

ncqcqcqC −−− +++= K
1

1
1 1)(  (2.4) 

 

em que na , nb  e nc  são os graus dos polinômios )( 1−qA , )( 1−qB  e )( 1−qC , 

respectivamente. 

O modelo apresentado em (2.1) ainda pode ser representado da seguinte forma: 

 

)()()1()()()(
~ 111 keqCkuqBqkyqA d −−−− +−∆=  (2.5) 

 

em que )()(
~ 11 −− ∆= qAqA . 

Por uma questão de simplicidade, nesta Tese, apenas o caso particular em que 

1)( 1 =−qC  é implementado. Neste caso, o modelo apresentado em (2.5) se resumiria a: 

 

)()1()()()(
~ 11 kekuqBqkyqA d +−∆= −−−  (2.6) 

 

2.2.1. Formulação do Controlador GPC SISO 

 

A partir do modelo definido em (2.6), uma predição i-passos à frente do sinal de saída 

do sistema é definida multiplicando (2.6) por iq : 
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)()1()()()(
~ 11 ikeikuqBqikyqA d ++−+∆=+ −−−  (2.7) 

 

Na equação apresentada em (2.7), )( iky +  depende de valores passados e futuros das 

variáveis, ou seja, entrada, saída e ruído. Em contrapartida, é sabido que a melhor estimativa 

de )( iky + , ou seja, )(ˆ iky + , deve satisfazer a seguinte condição: 

 

[ ]{ }2)(min)(ˆ rikyiky
r

−+=+ ε  (2.8) 

 

cuja solução é dada por: 

 

{ })()(ˆ ikyiky +=+ ε  (2.9) 

 

O estimador apresentado é conhecido como estimador de Bayes, ou estimador de risco 

quadrático mínimo. Assim, quando )(ke  é um ruído branco, gaussiano, de média zero, a 

melhor estimativa de )( iky + , é o seu valor determinístico. Dessa forma, com o objetivo de 

separar a dependência de )( iky + , das informações passadas e futuras, introduz-se a seguinte 

identidade polinomial, conhecida como equação Diofantina: 

 

)(
~

)(
)(

)(
~

1
1

1
1

1 −

−
−

−
+=

qA

qF
qqE

qA

ii

i  (2.10) 

 

sendo: 

 

)1(
1,

1
1,0,

1 )( −−
−

−− +++= i

iiiii qeqeeqE K  (2.11) 

)1(
,

1
1,0,

1)( −−−− +++= na

naiiii qeqffqF K  (2.12) 

 

Substituindo (2.10) em (2.7) tem-se: 

 

)()()()()1()()()( 1111 ikeqEkyqFikuqEqBqiky iii

d ++−+∆=+ −−−−−  (2.13) 

 

Devido ao fato do grau de )( 1−qEi  ser 1−i , então o termo referente ao ruído, na 

expressão anterior, refere-se ao futuro, de forma que e melhor predição de )( iky +  é: 
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)()()1()()()(ˆ 111 kyqFikuqEqBqiky ii

d −−−− +−+∆=+  (2.14) 

 

Fazendo )()()( 111 −−− = qBqEqH ii , tem-se: 

 

)()()1()()(ˆ 11 kyqFidkuqHiky ii

−− +−+−∆=+  (2.15) 

 

Fazendo )()()( 1
,

1
,

1 −−−− += qHqqHqH ip

i

ifi  tem-se que: 

 

)()()1()()1()()(ˆ 11
,

1
, kyqFdkuqHidkuqHiky iipif

−−− +−−∆+−+−∆=+  (2.16) 

 

A equação diofantina mostrada na equação (2.10) possui uma solução recursiva, a qual 

é mostrada no Anexo I. 

Obtida a equação de predição (2.16), o GPC ainda tem definida uma função objetivo 

multi-passo dentro um horizonte de predição, com ponderação no sinal de controle e de erro: 

 

[ ] [ ]∑∑
==

−+∆++−+=
NU

i

NY

Ni

ikuiikyikriJ
1

22 )1()()(ˆ)()(
1

λρ  (2.17) 

 

em que: 

 

• 1N  é o horizonte mínimo de predição; 

• NY  é o horizonte de predição; 

• NU  é o horizonte de controle; 

• )(iρ  e )(iλ  são seqüência de ponderações sobre o sinal de erro e o de 

controle, respectivamente; 

• )( ikr +  é a trajetória de referência futura. 

 

Sem perda de generalidade, (Clarke et al., 1987) consideram 1)( =iρ  e )(iλ  

constante. Levando em conta que o sistema possui um atraso natural de d  períodos de 

amostragem, então a saída do mesmo será influenciada pela entrada )(ku  após 1+d  períodos 

de amostragem. Dessa forma, os parâmetros da função objetivo podem ser definidos como 

11 += dN , NdNY +=  e NNU = . A seqüência de predições definidas em (2.17) pode ser 

escrita da seguinte forma: 



Capítulo 2 – Controlador Preditivo Generalizado Linear 

 

12 

 

)()()1()()()()(ˆ

)()()1()()1()()2(ˆ

)()()1()()()()1(ˆ

11
,

1
,

1
2

1
2,

1
2,

1
1

1
1,

1
1,

kyqFdkuqHaNkuqHNdky

kyqFdkuqHkuqHdky

kyqFdkuqHkuqHdky

NdNdpNdf

ddpdf

ddpdf

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

+−−∆+−+∆=++

+−−∆++∆=++

+−−∆+∆=++

MMMM
 (2.18) 

 

Reescrevendo (2.18) de forma matricial, tem-se: 

 

UHFY ∆+=ˆ  (2.19) 

 

em que: 

 



















=





















+−−∆

+−−∆

+−−∆

=



















−+∆

+∆

∆

=∆



















++

++

++

=

−−
−

+
−

+

−
+

−
+

−
+

−
+

021

01

0

11
,

1
2

1
2,

1
1

1
1,

00

000

;

)()()1()(

)()()1()(

)()()1()(

)1(

)1(

)(

;

)(ˆ

)2(ˆ

)1(ˆ

ˆ

hhh

hh

h

H

kyqFdkuqH

kyqFdkuqH

kyqFdkuqH

F

Nku

ku

ku

U

Ndky

dky

dky

Y

NNNdNdp

ddp

ddp

L

MOMMM

MM

 (2.20) 

 

O termo F  referido em (2.19) depende, como pode ser observado em (2.20), apenas 

de termos passados da variação do sinal de controle. Este termo é conhecido como resposta 

livre do sistema, ou seja, a resposta natural do sistema a partir das condições atuais, 

considerando-se uma seqüência nula de incrementos futuros de controle. O termo UH∆ , 

também referido em (2.19), depende apenas de termos futuros da variação do sinal de 

controle. Este termo é conhecido como resposta forçada do sistema, ou seja, a resposta obtida 

da consideração de condição inicial nula, com o sistema sujeito à uma seqüência de futuras 

ações de controle. No decorrer desta Tese, o termo condição inicial nula sempre se referirá ao 

sistema em um ponto de equilíbrio.  Um detalhe interessante a se observar é que, aplicando-se 

no sistema um sinal do tipo degrau unitário no instante k , tem-se: 1)( =∆ ku , 0)1( =+∆ ku , 

..., 0)1( =−+∆ Nku , de forma que a seqüência de saída esperada da resposta forçada UH∆  

é igual primeira coluna da matriz H . A conclusão que se chega é que não é necessário utilizar 

a equação Diofantina para a obtenção da matriz H , visto que a mesma pode ser obtida a 

partir da resposta ao degrau unitário do sistema. 



Capítulo 2 – Controlador Preditivo Generalizado Linear 

 

13 

A função objetivo mostrada na equação (2.17) pode ser reescrita da seguinte forma 

matricial: 

UUYRYRUJ TT ∆∆+−−=∆ λ)ˆ()ˆ()(  (2.21) 

 

em que [ ]T
NYkrkrkrR )()2()1( +++= L . 

Substituindo (2.19) em (2.21) tem-se: 

 

UUUHFRUHFRUJ TT ∆∆+∆−−∆−−=∆ λ)()()(  (2.22) 

 

A equação (2.22) ainda pode ser reescrita da seguinte forma: 

 

cUfUGUUJ TT +∆+∆∆=∆
2

1
)(  (2.23) 

 

em que: 

 

• )(2 IHHG T λ+= ; 

• GFRf TT )(2 −= ; 

• )()( FRFRc T −−=  

 

A solução analítica de (2.23), na ausência de restrições, é obtida a partir do cálculo do 

gradiente UJ ∆∂∂ / . O gradiente apresentado é igualado a zero, o que produz a seguinte 

solução ótima: 

 

)()( 11 FRHIHHfGU T −+==∆ −− λ  (2.24) 

 

É importante observar que a matriz )( IHH T λ+  é sempre inversível para 0>λ  e que 

o parâmetro λ  de sintonia que regula a “agressividade” do controlador. Outro detalhe 

importante a ser observado é que se 0)( =− FR , ou seja, se a evolução livre do sistema 

atinge o objetivo, não há incrementos de controle calculados. 

Como o GPC faz uso do princípio do horizonte móvel, apenas o primeiro elemento da 

seqüência U∆  é enviado ao processo. O primeiro elemento da referida seqüência pode ser 

calculado da seguinte forma: 
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)()( FRKku −=∆  (2.25) 

 

em que K  é a primeira linha da matriz HIHH T 1)( −+ λ . 

Consideraremos a trajetória de referência R  como constante, podemos reescrever 

(2.25) da seguinte forma: 

 

[ ]





















−∆−−

−∆−−

−∆−−

=∆

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

)1()()()(

)1()()()(

)1()()()(

)(

1
,

1

1
2,

1
2

1
1,

1
1

21

kuqHkyqFR

kuqHkyqFR

kuqHkyqFR

kkkku

NdpNd

dpd

dpd

N
M

L  (2.26) 

 

ou ainda: 

 

)1()()()(

)1()()()()(
1

,
1

1
1,1

1
111

−∆−−

−−−∆−−=∆

−−

−
+

−
+

kuqHkkyqFkRk

kuqHkkyqFkRkku

NpNNNN

dpd L
 (2.27) 

 

Colocando R  em evidência, tem-se que: 

 

)()1()()()( 11 −− −∆−−=∆ qHkukyqFKRku ss  (2.28) 

 

em que: 

 

∑
=

−
+

− =
N

i

diis qFkqF
1

11 )()(  (2.29) 

∑
=

−
+

− =
N

i

dipis qHkqH
1

1
,

1 )()(  (2.30) 

∑
=

=
N

i

ikK
1

 (2.31) 

 

Escrevendo (2.28) no domínio da transformada z  e em função de )(zu  temos que: 

 

[ ]11

1
1

)(1

)()(
)(

−−

−
−

+∆

−
=

zzH

zyzFKR
zu

s

s  (2.32) 
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O diagrama de blocos da Figura 2.1 representa a equação (2.32). 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.1 – Diagrama de blocos do GPC 
 

A partir do diagrama de blocos da Figura 2.1, observa-se que o GPC é formado por um 

pré-compensador estático K  e que a saída realimentada é filtrada por )(zFs
. A pré-

compensação K  é um ganho para que o sinal realimentado se adeque ao ganho estático do 

filtro )(zFs . A ação integral é mostrada de forma explícita na figura em questão. 

 

2.2.2.  Exemplo do GPC Linear: caso SISO 

 

Considerando um sistema cujo modelo linear que o descreve é: 

 

6703.0646.1

07434.009878.0
)(

2 +−

−
=

zz

z
zG  

 

Neste caso, sua representação por meio de um modelo ARIMAX é dada pelos 

seguintes polinômios: 

 

211 6703.0646.11)( −−− +−= qqqA  

11 07434.009878.0)( −− −= qqB  

 

O modelo em questão mostra que o sistema possui atraso de um período de 

amostragem, sendo que este período é devido ao segurador de ordem zero. Dessa forma, 

considera-se 0=d  e pode-se definir os seguintes parâmetros para predição: 111 =+= dN , 

NNY =  e NNU = . Para essa simulação, foi escolhido 6=N . As Figura 2.2 e Figura 2.3 

mostram a simulação utilizando o controlador GPC apresentado. Uma ponderação 1=λ  

sobre o sinal de controle foi escolhida. A referência aplicada foi um degrau unitário 1=R . 

+ )(zu  )(zy  R  
K  

- 

)(zFs
 

[ ]1)(1

1
−+∆ zzH s

 
PROCESSO 

+ 
ZOH 
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Figura 2.2 – Sistema SISO controlado com GPC Linear 

 

 
Figura 2.3 – Sinal de controle do sistema SISO controlado com GPC Linear 

 

 

Em malha fechada, os parâmetros apresentados na Figura 2.1 são: 

 

8264,0=K  

2

2 3,7970 10,4630-7,4924
)(

z

zz
zFs

+
=  

4211,0)( −=zH s  
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O ganho estático de )(zFs
 é igual a K , ou seja, 8264,0 . A partir das expressões 

mostradas na Figura 2.1, calcula-se os pólos introduzidos pelo controlador no sistema, que 

são: 1=z  e 4211,0=z . O pólo em 1=z  garante erro de rasteamento nulo para referências 

constantes. A função de transferência de malha fechada é dada por: 

 

0,4928z - z 1,84 + z 2,327 - z

0,06144 -0,08163z
)(

2340 =zg  

 

Os pólos e zeros em malha aberta e malha fechada são mostrados nas Figura 2.4 e 

Figura 2.5. 

 
Figura 2.4 – Localização dos Pólos e Zeros do sistema em malha aberta dentro do círculo unitário 

 
Figura 2.5 – Localização dos Pólos e Zeros do sistema em malha fechada dentro do círculo unitário 
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2.3. GPC Linear: caso multivariável e sem restrições 
 

As aplicações de controle preditivo no meio industrial são, na maioria dos casos, em 

sistemas multivariáveis (MIMO). Em um ambiente industrial, uma das etapas cruciais num 

projeto de controle preditivo multivariável é a escolha adequada das variáveis manipuladas 

(PVs) e das variáveis controladas (MVs). Um detalhe muito importante a se observar é o 

acoplamento existente entre essas variáveis. Apesar de o acoplamento ser algo intrínseco em 

processos industriais, algumas abordagens são baseadas em compensadores de 

desacoplamento, ou seja, em calcular compensadores de forma a tratar o sistema como vários 

processos monovariáveis (SISO) separados. A técnica citada, além de requerer que o número 

de entradas seja igual ao número de saídas, nem sempre é realizável. 

O GPC trata o acoplamento existente entre as variáveis de forma natural. O tratamento 

dos atrasos, que não são necessariamente iguais entre os pares entrada-saída, é feito por meio 

da abordagem da matriz de interação do sistema (Wolovich, 1974). 

O modelo linear ARIMAX multivariável, para um sistema com p entradas e q saídas é 

dado por: 

 

)()()1()()()()()( 11111 keqCkuqqBkyqqA pq

−−−−− +−∆=∆  (2.33) 

 

em que: 

• 
1−q  representa o operador de atraso; 

• 
qRky ∈)(  representa o vetor de saídas do sistema no instante k ; 

• 
pRku ∈)(  representa o vetor de entradas do sistema no instante k ; 

• )( 1−∆ qj  representa a matriz de operadores de integração, dada por 

jj Iqq )1()( 11 −− −=∆ ; 

• 
qRke ∈)(  representa, no instante k , o vetor de ruídos brancos de média zero e 

variância )( 2σdiag . 

As matrizes polinomiais qqRqA ×− ∈)( 1 , pqRqB ×− ∈)( 1  e qqRqC ×− ∈)( 1  são dadas por: 

 

na

naq qAqAIqA −−− +++= K
1

1
1)(  (2.34) 

nb

nbqBqBBqB −−− +++= K
1

10
1)(  (2.35) 

nc

ncq qCqCIqC −−− +++= K
1

1
1 )(  (2.36) 
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Por uma questão de simplicidade, nesta Tese, também para o caso MIMO, apenas o 

caso particular em que qIqC =− )( 1  é apresentado e implementado. Neste caso, o modelo 

apresentado em (2.33) se resume a: 

 

)()1()()()()()( 1111 kekuqqBkyqqA pq +−∆=∆ −−−−  (2.37) 

 

2.3.1. Matriz de Interação 

 

O conceito de matriz de interação, introduzido por (Wolovich, 1974), é descrito da 

seguinte forma: seja qpRzG ×∈)(  a matriz de transferência estritamente própria de um sistema 

multivariável, com 0))(det( ≠zG , para 0≠z , então existe uma matriz polinomial 

)()()( zDzHz =ξ  em que: 

 





















=

1)()(

)()(

01)(

001

)(

21

3231

21

L

MO

L

L

zhzh

zhzh

zh
zH

qq

 (2.38) 

 

sendo )(zhij  divisível por z  ou nulo e: 

 

[ ]





















==

q

q

f

f

f

fff

z

z

z

zzzzD

L

MO

L

L

K

00

00

00

00

)(
2

1

21  (2.39) 

 

tal que KzGz
z

=
∞→

)()(limξ , com K  uma matriz não-singular. Em (Fontes, 2002) é mostrado 

que o polinômio )(zξ  está diretamente relacionado ao atraso de transporte do sistema 

monovariável. É comum assumir que a matriz de interação tenha, desde que 

KzGz
z

=
∞→

)()(limξ , com K  não-singular, uma das seguintes formas: 

• atrasos iguais entre os pares entrada/saída, ou seja: 

 

q

d Izz =)(ξ , com )(min ,
,

ji
ji

dd =  (2.40) 
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O polinômio mostrado em (2.40) representa o atraso único do sistema como sendo o 

menor atraso entre os pares entrada/saída. Dessa forma, o modelo do sistema seria dado por: 

 

)()1()()()()()( 1111 kekuqqBkyqqA pq +−∆′=∆ −−−−  (2.41) 

 

em que )()( 11 −−− =′ qBqqB d . 

 

• atrasos diferentes entre os pares entrada/saída, ou seja: 

 

[ ]
qddddiagz K21)( =ξ , sendo )(min , ji

j
i dd =  (2.42) 

 

O polinômio mostrado em (2.48) considera o menor atraso de cada saída. Dessa forma, 

o modelo do sistema seria dado pela equação (2.41), porém com 

[ ] )()( 1
21

1 −− =′ qBddddiagqB qK . 

 

2.3.2. Formulação do Controlador GPC Linear MIMO 

 

De maneira similar ao caso SISO, a predição da saída, i-passos à frente, é calculada 

pré-multiplicando (2.47) por i

i qqE )( 1− : 

 

)()()1()()()()()(
~

)( 111111 ikeqEikuqqBqEikyqAqE ipii ++−+∆′=+ −−−−−−  (2.43) 

 

em que o polinômio )( 1−qEi  é obtido a partir da seguinte equação matricial Diofantina: 

 

)()(
~

)( 111 −−−− += qFqqAqEI i

i

iq  (2.44) 

 

Substituindo (2.44) em (2.43), fazendo as devidas manipulações, tem-se que: 

 

)()()1()()()()()()( 11111 ikeqEikuqqBqEkyqFiky ipii ++−+∆′+=+ −−−−−  (2.45) 
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Como o grau de )( 1−qEi
 é igual a 1−i , então o termo referente ao ruído, na expressão 

anterior, refere-se ao futuro, de forma que a melhor predição de )( iky +  é como segue: 

 

)1()()()()()()(ˆ 1111 −+∆′+=+ −−−− ikuqqBqEkyqFiky pii  (2.46) 

 

Fazendo )()()()( 1111 −−−−− +=′ qHqqHqBqE
ii pa

i

fi  tem-se que: 

 

)1()()()1()()()()()(ˆ 11111 −+∆+−∆+=+ −−−−− ikuqqHkuqqHkyqFiky pfppai ii
 (2.47) 

 

A equação diofantina matricial mostrada em (2.46), devido ao fato de )(
~ 1−qA  ser 

diagonal, ou seja, uma saída não depende da outra, pode desmembrada em apenas q  equações 

Diofantinas polinomiais. 

A função objetivo para o caso MIMO é dada por: 

 

∑∑
==

−+∆++−+=
NU

i
Q

NY

Ni
P

ikuikyikrJ
1

22
)1()(ˆ)(

1

 (2.48) 

 

em que: 

 

• 1N  é o horizonte mínimo de predição; 

• NY  é o horizonte de predição; 

• NU  é o horizonte de controle; 

• P e Q são matrizes positivas definidas de ponderações sobre os vetores sinal de 

erro e o de controle, respectivamente; 

• 
qRikr ∈+ )(  é  o vetor de trajetória de referência futura. 

 

A norma mostrada em (2.48) é dada por: 

 

XRRX T

R
=

2
 (2.49) 

 

Considerando uma seqüência ótima de N  predições, obtém-se a seguinte expressão: 

 



Capítulo 2 – Controlador Preditivo Generalizado Linear 

 

22 

)1()()()1()()()()()(ˆ

)1()()()1()()()()()2(ˆ

)()()()1()()()()()1(ˆ

11111

11111
2

11111
1

22

11

−+∆+−∆+=+

+∆+−∆+=+

∆+−∆+=+

−−−−−

−−−−−

−−−−−

NkuqqHkuqqHkyqFNky

kuqqHkuqqHkyqFky

kuqqHkuqqHkyqFky

pfppaN

pfppa

pfppa

NN

MMMM
 (2.50) 

 

Como: 

 

)1(
1

1
10

1)( −−
−

−− +++= i

if qHqHHqH
i

L  (2.51) 

 

então o conjunto de predições pode ser escrito da seguinte forma: 

 

FUHY p +∆=ˆ  (2.52) 

 

em que: 

 



















=
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










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



−+∆

+∆

∆

=∆



















+

+

+

=

−−
−−−

−−−

−−−

−

−

−

021

01

0

111

1
2

11

1
1

11

1

1

1

0

00

;

)()()1()()(

)()()1()()(

)()()1()()(

)1()(

)1()(

)()(

;

)(ˆ

)2(ˆ

)1(ˆ

ˆ

2

1

HHH

HH

H

H

kyqFkuqqH

kyqFkuqqH

kyqFkuqqH

F

Nkuq

kuq

kuq

U

Nky

ky

ky

Y

NNNpa

pa

pa

p

p

p

p

N
L

MOMM

L

L

M

MM

 (2.53) 

 

O termo F  referido em (2.52) depende, como pode ser observado em (2.53), apenas 

de termos passados da variação do sinal de controle. Este termo é conhecido como resposta 

livre do sistema, ou seja, a resposta natural do sistema a partir das condições atuais, 

considerando-se seqüências nulas de ações futuras de controle. O termo UH∆ , também 

referido em (2.56), depende apenas de termos futuros da variação do sinal de controle. Este 

termo é conhecido como resposta forçada do sistema, ou seja, a resposta obtida da 

consideração de condição inicial nula e sujeita à seqüência de futuras de incrementos de 

controle. Um detalhe interessante a se observar é que, aplicando-se no sistema um sinal do 

tipo degrau unitário, na primeira entrada, no instante k  então: [ ]Tku 01)( K=∆ , 

[ ]Tku 00)1( K=+∆ , ..., [ ]TNku 00)1( K=−+∆ , de forma que a seqüência de saída 
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esperada da resposta forçada UH∆  é igual primeira coluna da matriz H . A conclusão que se 

chega é que não é necessário utilizar a equação Diofantina para a obtenção da matriz H , visto 

que a mesma pode ser obtida a partir da resposta do sistema quando se aplica isoladamente 

degraus unitários nas p entradas. A i-ésima coluna de H , de forma análoga, também pode ser 

obtida aplicando-se um degrau unitário na i-ésima entrada. 

Como a função objetivo definida em (2.48) estabelece horizontes mínimos de 

predição, e o sinal de controle é mantido constante após o horizonte de controle NU , então o 

conjunto de predições que afetam a função objetivo é expresso da seguinte forma: 
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)(ˆ

 (2.54) 

 

em que o vetor de resposta livre é dado por: 

 

)1()()()()( 111 −∆+= −−− kuqqHkyqFY ppaili i
 (2.55) 

 

ou ainda: 

 

ylNNUpNN YUHY
yuy 111

+∆=  (2.56) 

 

em que: 

 

[ ]TN NYkyNkyNkyY
y

)(ˆ)1(ˆ)(ˆ 111
++++= L  (2.57) 
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1
 (2.58) 





















−+∆

+∆

∆

=∆

−

−

−

)1()(

)1()(

)()(

1

1

1

NUkuq

kuq

kuq

U

p

p

p

NUp
M

 (2.59) 
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

















=
+

lNY

lN

lN

lN

Y

Y

Y

Y
y M

11

1

1
 (2.60) 

 

Reescrevendo a função objetivo (2.48) de forma matricial, tem-se que: 

 

NUpNU
T

plNNUpN

T

lNNUpN UQUYUHRPYUHRJ
yyuyyu

∆∆+−∆−−∆−= )()(
1111

 (2.61) 

 

em que: 

 

],,[ 1 NYqPPdiagP ×= L  e ],,[ 1 NUpQQdiagQ ×= L  (2.62) 

TNYkrNkrR ])()([ 1 ++= L  (2.63) 

 

A minimização de (2.61), na ausência de restrições, é dada por: 

 

)()(
1111

1

yyuyuyu lN

T

NN

T

NNUp YRPHQHHU −+=∆ −  (2.64) 

 

Conforme já mencionado, de acordo com o princípio do horizonte móvel, o vetor sinal 

de controle efetivamente enviado ao processo corresponde aos p primeiros elementos de 

NUpU∆ . Dessa forma, tem-se que: 

 

)()()(
1

1

ylNp YRKkuq −=∆ −  (2.65) 

 

em que K  corresponde aos p primeiras linhas da matriz PHQHH T

NN

T

N yuyuyu 111

1)( −+ . 

Reescrevendo (2.65), para fins de análise em malha fechada, tem-se que: 
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 (2.66) 
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Vale lembrar que q

ji RK ×∈ 1
, , 1×∈ qRR , qq

i RqF ×− ∈)( 1  e pq

pa RqH
i

×− ∈)( 1 . 

Reescrevendo (2.66), tem-se: 
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 (2.67) 

 

ou ainda: 
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em que: 

 

∑
−

=

=
1

1
,

NNY

j

jii KK  (2.69) 

∑
−

=

−− =
1

1

1
,

1 )()(
NNY

j

jjis qFKqF
i

 (2.70) 

∑
−

=

−− =
1

1

1
,

1 )()(
NNY

j

spajispa qHKqH
ji

 (2.71) 

 

A equação (2.68) ainda pode ser representada, para fins de análise em malha fechada, 

no domínio da transformada z, da seguinte forma: 

 

11111111 )()()()()()()( −−−−−−−− ∆−−=∆ zzuzzHzyzFRKzuz pTTTp  (2.72) 

 

em que: 
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Dessa forma, tem-se que: 

 

[ ] )()()()()( 111111 −−−−−− −=∆+ zyzFRKzuzzzHI TTpT  (2.74) 

 

visto que )( 1−∆ zp  é uma matriz simétrica. 

Pré-multiplicando os dois membros de (2.74) por [ ]{ } 1111 )()(
−−−− ∆+ zzzHI pT  tem-se 

que: 

[ ]{ } { })()()()()( 1111111 −−−−−−− −∆+= zyzFRKzzzHIzu TTpT  (2.75) 

 

ou ainda: 

 

)()()()( 1111 −−−− −= zyzSRzTzu  (2.76) 

 

em que: 

 

[ ]{ } TpT KzzzHIzT
11111 )()()(

−−−−− ∆+=  (2.77) 

[ ]{ } )()()()( 111111 −−−−−− ∆+= zFzzzHIzS TpT  (2.78) 

 

A Figura 2.6 mostra o diagrama de blocos do GPC MIMO. 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.6 – Diagrama de blocos do GPC MIMO 
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2.3.3. Exemplo para o caso MIMO 

 
Considerando um sistema MIMO de 2 entradas e 2 saídas, cujo modelo linear que o 

descreve é dado por: 

 










++−

+−
=

−−−

−−
−

321

21
1

00180,0174,059,010

003,04,01
)(

qqq

qq
qA  










−−

+−+
=

−−

−−
−

11

11
1

87,043,055,096,0

78,021,062,045,0
)(

qq

qq
qB  

 

Foram definidos, de forma heurística, os seguintes parâmetros de sintonia 5=NY  

(para as duas saídas), 1,0=λ  (para as duas entradas) e foi aplicado o seguinte vetor de 

referência [ ]TR 01= . 

A Figura 2.7 e a Figura 2.8 mostram a atuação do controlador GPC linear MIMO 

sobre o sistema apresentado anteriormente. 

 

 

 
Figura 2.7 –Sistema MIMO controlado com GPC Linear 
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Figura 2.8 - Sinais de controle do sistema MIMO controlado com GPC Linear 

 

2.4. Conclusão 
 

Apesar de a idéia central desta Tese estar focada em modelos bilineares, o 

entendimento do caso linear é de extrema importância, visto que a extensão para o caso 

bilinear é mais facilmente efetuada com a compreensão do caso linear. Devido a este fato, foi 

apresentado o GPC linear tanto o caso SISO como o caso MIMO. Mostrou-se que este 

controlador adveio a partir de lacunas deixadas pelos controladores existentes à sua época, e 

que o mesmo possui certo grau de robustez, e ainda pode ser empregado em sistemas com 

atraso, de fase não-mínima e instáveis em malha aberta. 

A análise de malha fechada mostrada propiciou um entendimento mais detalhado 

sobre a estrutura interna deste controlador, permitindo, por meio da compreensão das análises 

feitas, a proposição de melhorias ao mesmo. O caso bilinear, que é uma extensão do 

desenvolvimento mostrado neste capítulo, será mostrado nos capítulos seguintes. 
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Capítulo 3 

 

Controlador Preditivo Generalizado Bilinear 
 

3.1. Introdução 
 

Diversas pesquisas (Henson e Seborg, 1997; Hapoglu et al., 2001) mostram que, em 

processos com não-linearidades acentuadas, um controlador baseado em um modelo linear, 

frequentemente pode apresentar problemas de desempenho. Em (Fontes et al. 2005) mostra-se 

um processo de separação de benzeno e ciclohexano em que, mesmo operando-se próximo ao 

ponto de equilíbrio determinado, o controlador preditivo baseado em um modelo linear 

identificado não apresentou um desempenho satisfatório. Este problema vem sendo resolvido 

por técnicas de controle que empregam modelos não-lineares.  

No caso particular desta Tese, serão abordados os modelos bilineares, que são um tipo 

importante de sistemas não-lineares, com estrutura relativamente simples, e que descrevem 

muitos processos industriais. Dessa forma, diversos métodos focados nesses sistemas estão 

emergindo (Bloemen et al., 2001; Fontes et al., 2004; He et al., 1999; Lakhdari et al., 1995; 

Liu and Li, 2004; Yao and Qian, 1997). A importância desse tipo de modelo, além do mesmo 

descrever diversos tipos de processos industriais, também reside no fato de este: 

• ser relativamente mais simples que os demais modelos não-lineares; 

• ser linear em parâmetros (Fontes, 2002), permitindo que técnicas lineares de 

estimação sejam empregadas. 

A minimização de um critério quadrático sujeito a um modelo bilinear consiste em um 

problema de otimização não-linear e uma solução análitica não pode ser obtida (Yeo & 

Williams 1987). A solução para este entrave é abordada em duas linhas de pesquisa. A 

primeira linha utiliza algoritmos de otimização não-linear como Gradiente Reduzido 

Generalizado (GRG) e a Programação Quadrática Sucessiva (PQS). A segunda linha utiliza 

técnicas de linearização como a linearização por degrau de tempo, que será tratada nesta Tese. 

A linearização por degrau de tempo proposta por (Goodhart et al., 1994) é aplicada em uma 

planta industrial. Os resultados se mostraram bastante satisfatórios e vem motivando a 

academia a investir em pesquisa dentro desta linha. Este capítulo mostrará o GPC quasilinear 

tanto para o caso SISO como para o caso MIMO. 
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3.2. GPC Quasilinear: caso monovariável e sem restrições 
 

O controlador GPC quasilinear utiliza um modelo bilinear, o qual é quasilinearizado 

para obtenção da predição da saída para ser utilizada no processo de otimização. O modelo 

NARIMAX bilinear é dado por: 

  

∆
++−−−+−= −

= =
−

−−− ∑∑
)(

)()1()()1()()()( 1

1 1
,

11 ke
qCjikuikykuqBqkyqA

na

i

m

j

jdi

d η  (3.1) 

 

em que: 

• 
1−q  representa o operador de atraso; 

• )(ky  representa a saída do sistema no instante k ; 

• )(ku  representa a entrada do sistema no instante k ; 

• ∆  representa o operador de integração, sendo dado por 11 −−=∆ q ; 

• d  representa o atraso natural, em múltipos do período de amostragem; 

• )(ke  representa a presença, no instante k , de um ruído branco de média zero e 

variância 2σ ; 

• 0,0, <∀= ijiη . 

 

Os polinômios )( 1−qA , )( 1−qB , )( 1−qC  são dados por: 

 

na

na qaqaqA −−− +++= K
1

1
1 1)(  (3.2) 

nb

nbqbqbbqB −−− +++= K
1

10
1)(  (3.3) 

nc

ncqcqcqC −−− +++= K
1

1
1 1)(  (3.4) 

 

em que na , nb  e nc  são os graus dos polinômios polinômios )( 1−qA , )( 1−qB  e )( 1−qC , 

respectivamente. 

Como já mencionado, para que seja efetuada a predição linear, o modelo bilinear 

apresentado em (3.1) é quasilinearizado. A quasilinearização é dada, por meio da reescrita de 

(3.1), por: 
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)()()1()()()1()( 11

1 1
),( keqCkuqBqikyjikudaky d
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−−−

= =
− +−+−





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



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Definindo: 

 

∑ ∑
= =

− 









+−−−−=

na

i

m

j

jdiii jikudaua
1 1

),( )1()(~  (3.6) 

 

O modelo quasilinar por degrau de tempo, após a reescritura efetuada em (3.5), é dado 

por: 

 

∆
+−= −−−− )(

)()1()()(),(
~ 111 ke

qCkuqBqkyuqA d  (3.7) 

 

em que: 

 

na

na quaquauqA −−− +++= )(~)(~1),(
~ 1

1
1

K  (3.8) 

 

ou ainda: 

 

)()()1()()(),( 111 keqCkuqBqkyuqA d −−−− +−∆=  (3.9) 

 

em que: 

 

),(
~

),( 11 uqAuqA −− ∆=  (3.10) 

 
Um detalhe importante que se observa, reside no fato de que os parâmetros do 

polinômio ),(
~ 1 uqA −  dependem do sinal de entrada. No entanto, dentro do horizonte de 

predição, os parâmetros não são corrigidos pelos valores futuros do sinal de entrada. Portanto, 

esta aproximação quasilinear produz um erro de predição, que aumenta com o horizonte de 

predição, o que degrada o desempenho do controlador. Algumas propostas têm sido 

apresentadas pela academia (Fontes et al., 2002), (Fontes et al., 2004), (Fontes & Ângelo, 

2006) e (Fontes & Laurandi, 2006) na tentativa de atenuar a referida degradação. 
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Por uma questão de simplicidade, nesta Tese, apenas o caso particular em que 

1)( 1 =−qC  é apresentado e implementado. Também por questões de simplicidade, somente os 

termos bilineares do tipo )()( dikuiky −−−  serão tratados. 

 

3.2.1. GPC Quasilinear: caso monovariável e sem restrições 

 

A partir do modelo definido em (3.9), uma predição i-passos à frente do sinal de saída 

do sistema é definida multiplicando a referida equação por iq : 

 

)()1()()()( 11 ikeikuqBqikyqA d ++−+∆=+ −−−  (3.11) 

 

Considerando a seguinte equação diofantina: 

 

),(

),(
),(

),(

1
1

1
1

1 uqA

uqF
quqE

uqA

jj

j −

−

−−

−
+=  

(3.12) 

 

em que: 

 

)1(
1,

1
1,0,

1 ),( −−
−

−− +++= j

jjiii qeqeeuqE L  (3.13) 

)1(
,

1
1,0,

1 ),( −−−− +++= na

najiii qfqffuqF L  (3.14) 

 

obtém-se a seguinte expressão: 

 

)(),()(),()1(),()()( 1111 ikeuqEkyuqFdikuuqEqBiky iii +++−−+∆=+ −−−−  (3.15) 

 

Visto que o grau de ),( 1 uqEi

−  é 1−i , então o termo referente ao ruído na expressão 

(3.15) refere-se ao futuro, de forma que a melhor predição da referida expressão é dada por: 

 

)(),()1(),()(ˆ 11 kyuqFdikuuqHiky ii

−− +−−+∆=+  (3.16) 

 

em que ),()(),( 111 uqEqBuqH ii

−−− = . 

Fazendo ),(),(),( 1
,

1
,

1 uqHquqHuqH ip

i

ifi

−−−− +=  tem-se que: 
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)()()1(),()1(),()(ˆ 11
,

1
, kyqFdkuuqHidkuuqHiky iipif

−−− +−−∆+−+−∆=+  (3.17) 

 

Definida a equação de predição (3.17), o GPC quasilinear ainda tem definida uma 

função objetivo multi-passo dentro do horizonte de predição, com ponderação no sinal de 

controle e de erro: 

 

∑∑
==

−+∆++−+=
NU

i

NY

Ni

ikuiikyikrJ
1

2

1

2 )]1()[()](ˆ)([ λ  
(3.18) 

 

em que: 

 

• 1N  é o horizonte mínimo de predição; 

• NY  é o horizonte de predição; 

• NU  é o horizonte de controle; 

• )(iρ  e )(iλ  são seqüência de ponderações sobre o sinal de erro e o de 

controle, respectivamente; 

• )( ikr +  é a trajetória de referência futura. 

 

A predição da saída )(ˆ iky +  das equações (3.17) e (3.18) é uma predição sub-ótima 

visto que o modelo quasilinear (3.11) é uma aproximação do modelo bilinear apresentado em 

(3.1). De forma semelhante ao caso linear, sem perda de generalidade, (Clarke et al., 1987) 

consideram 1)( =iρ  e )(iλ  constante. Considerando que o sistema possui um atraso natural 

de d  períodos de amostragem, então a saída do mesmo será influenciada pela entrada )(ku  

após 1+d  períodos de amostragem. Dessa forma, os parâmetros da função objetivos podem 

ser definidos como 11 += dN , NdNY +=  e NNU = . A seqüência de predições definidas 

em (3.18) pode ser escrita da seguinte forma: 
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Reescrevendo (2.18) de forma matricial, tem-se: 

 

UuHuFY ∆+= )()(ˆ  (3.20) 

 

em que: 
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 (3.21) 

 

O termo )(uF  referido em (3.20) depende, como pode ser observado em (3.21), 

apenas de termos passados da variação do sinal de controle. Este termo é conhecido como 

resposta livre do sistema, ou seja, a resposta natural do sistema a partir das condições atuais, 

considerando-se uma seqüência nula de ações futuras de controle. O termo UuH ∆)( , também 

referido em (2.19), depende apenas de termos futuros da variação do sinal de controle. Este 

termo é conhecido como resposta forçada do sistema, ou seja, a resposta obtida da 

consideração de condição inicial nula e sujeita à seqüência de futuras ações de controle.  

A função objetivo mostrada na equação (3.18) pode ser reescrita da seguinte forma 

matricial: 

UUYRYRUJ TT ∆∆+−−=∆ λ)ˆ()ˆ()(  (3.22) 

 

em que [ ]T
NYkrkrNkrR )()2()( 1 +++= L . 

Substituindo (3.20) em (3.22) tem-se: 

 

UURUuHuFRUuHuFUJ TT ∆∆+−∆+−∆+=∆ λ))()(())()(()(  (3.23) 

 

A solução analítica de (3.23), na ausência de restrições, é obtida a partir do cálculo do 

gradiente UJ ∆∂∂ / . O gradiente apresentado é igualado a zero, o que produz a seguinte 

solução analítica sub-ótima: 
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))()(())()(( 1 uFRuHIuHuHU T −+=∆ −λ  (3.24) 

 

Como o GPC quasilinear também faz uso do princípio do horizonte móvel, apenas o 

primeiro elemento da seqüência U∆  é enviado ao processo. O primeiro elemento da referida 

seqüência pode ser calculado da seguinte forma: 

 

))()(()( uFRuKku −=∆  (3.25) 

 

em que )(uK  é a primeira linha da matriz )())()(( 1 uHIuHuH T −+ λ . 

Consideraremos a trajetória de referência R  como constante, podemos reescrever 

(3.25) da seguinte forma: 

 

[ ]





















−∆−−

−∆−−

−∆−−

=∆

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

)1(),()(),(

)1(),()(),(

)1(),()(),(

)()()()(

1
,

1

1
2,

1
2

1
1,

1
1

21

kuuqHkyuqFR

kuuqHkyuqFR

kuuqHkyuqFR

ukukukku

NdpNd

dpd

dpd

N
M

L  (3.26) 

 

ou ainda: 
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Colocando R  em evidência, tem-se que: 
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−− −∆−−=∆  (3.28) 

 

em que: 
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Escrevendo (3.28) no domínio da transformada z  e em função de )(zu  temos que: 
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s
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O diagrama de blocos da Figura 3.1 representa a equação (3.32). 

 

 

 
 
 
 

 
Figura 3.1 - Diagrama de blocos do GPC Quasilinear 

 
 

O diagrama de blocos da Figura 3.1 mostram que o filtro de resposta livre ),( uzFs
, o 

ganho de pré-compensação )(uK  e a malha de realimentação de laço direto possuem 

parâmetros que dependem do sinal de controle e, por conseguinte, do tempo. 

3.2.2. Exemplo do GPC Quasilinear: caso SISO 

 

O exemplo desta seção consiste de uma aplicação em uma coluna de destilação do tipo 

1,3 butadieno. A coluna de purificação da Unidade de Butadieno tem como função a retirada 

de componentes com menor ponto de ebulição, isto é, maior volatilidade relativa, do que o do 

butadieno 1,3 (BD 1,3). O principal componente retirado pelo topo desta coluna é o metil-

acetileno (MAC) e a corrente de destilado no estado vapor produzida no topo. Estes 

componentes podem ser considerados como sendo uma mistura binária de MAC e BD 1,3. A 

corrente de fundo possui 97% de BD 1,3 sendo que o restante é, na sua maioria, constituído 

por componentes com menores volatilidades relativas do que o BD 1,3. A correta operação 

desta coluna é essencial para garantir a especificação do produto de fundo. 

Essa coluna possui 31 pratos reais, representados por 20 estágios teóricos, e uma 

elevada vazão de refluxo interno, com uma pequena retirada de topo. Como conseqüência, a 

dinâmica do topo torna-se muito mais lenta do que a dinâmica de fundo. O produto de fundo 
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tem uma rigorosa especificação em relação ao metil-acetileno, neste caso o valor máximo 

aceitável é de (8) oito ppm massa. A coluna foi simulada com o software comercial HYSYS 

da empresa HYPROTECH. 

A coluna purificadora de Butadieno 1,3 é composta das malhas de controle mostradas 

na Figura 3.1: 

• nível do fundo da coluna - controlado pela vazão de retirada do produto de 

fundo; 

• nível do tambor de refluxo - toda a corrente líquida acumulada no tambor de 

refluxo é retornada como refluxo líquido de topo, manipulando-se desta forma 

a vazão do refluxo (L) para se manter o nível do tambor de refluxo; 

• pressão da coluna - controlada pelo calor do condensador, manipulando-se a 

vazão da água de resfriamento (AR), ou seja, a troca térmica no condensador, 

para se controlar a pressão da coluna. 

 

 
Figura 3.2 – Coluna purificadora 1,3 butadieno 

 

O processo em questão é multivariável, existindo pouco acoplamento entre as malhas 

de topo e fundo o que possibilitou a implementação e análise dos controladores 

monovariáveis. O GPC Quasilinear foi utilizado somente para a malha de concentração de 

topo, tendo em vista que esta malha apresenta uma dinâmica bilinear que justifica a aplicação 

pretendida. A malha de topo tem como variável manipulada (MV) a vazão de topo e como 

variável de processo (PV) a concentração de MAC. 
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Como já mencionado, os modelos bilineares são lineares em parâmetros, de forma que 

a sua estimação foi obtida por meio do algoritmo de mínimos quadrados recursivo (RLS). 

Este algoritmo foi escolhido com o objetivo de minimizar as dimensões das matrizes 

envolvidas, que são muito grandes no caso não-recursivo. O modelo obtido foi obtido por 

meio da aplicação de um sinal pseudo aleatório no processo em um determinado ponto de 

operação. O período amostragem foi escolhido como sendo 1/30 do tempo de resposta ao 

degrau. Como o tempo de resposta foi de 1500 minutos, o período escolhido foi de 50 

minutos. O modelo é dado por: 

 

)1()1(0.002798)1(0.00001622)1(0.8188)( −−−−−−= kukykukyky  

 

Os resultados, mostrados na Figura 3.3 e Figura 3.4, são comparados com o GPC 

linear que emprega o seguinte modelo identificado, também com tempo de amostragem de 50 

minutos: 

 

)1(0.00002138)1(0.8479)( −−−= kukyky  

 

O modelo linear foi obtido da mesma forma que o bilinear, sendo mudado apenas o 

regressor do algoritmo mínimos quadrados recursivo. 

Um desvio de referência de 0.1691 é aplicado para ambos controladores, que também 

tiveram como parâmetros de sintonia 11 =N , 5=NY , 5=NU  e 6103 −×=λ . 

 

 
Figura 3.3 – Comparação da saída do sistema (GPC linear e GPC Bilinear) – Concentração de M-Acetileno 
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Figura 3.4 – Comparação do esforço de controle (GPC linear e GPC Bilinear) – OP% da válvula 

 
 

Objetivando avaliar quantitativamente o desempenho do controlador preditivo bilinear 

quando aplicado a coluna de butadieno 1,3, utilizou-se o índice de desempenho apresentado 

em (Goodhart, 1994). Este índice considera a ponderação de três parcelas: 

• o esforço de controle médio total realizado para se atingir uma dada resposta, 

representado por: 

 

Nku /)(1 ∑=ε  (3.33) 

 

em que N é um número inteiro e representa a quantidade de ações de controle tomadas para se 

obter a resposta desejada; 

 

• a variância do sinal de controle em torno da média que é calculado conforme 

mostrado a seguir: 

 

Nku /))(( 2
12 ∑ −= εε  (3.34) 

 

• o desvio médio com relação ao valor do setpoint desejado calculado como 

segue: 

 

Nkykr /)()(3 ∑ −=ε  (3.35) 
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em que r(t) é o valor da referência. Deve-se observar que ε3 influencia diretamente na 

qualidade do produto a ser obtido, tendo grande importância na análise qualitativa do 

processo. O índice de desempenho, representado por ε, e mostrado a seguir, combina ε1, ε2 e 

ε3, o que possibilita uma avaliação única: 

 

332211 εαεαεαε ++=  (3.36) 

 

em que α1, α2 e α3 são os pesos atribuídos individualmente a cada índice e que ponderam o 

custo da energia usada pelo sistema, o uso do atuador e a qualidade do produto.  

Um detalhe importante a ser observado é que, quanto menor o índice, melhor o 

desempenho do controlador. Devido às diferentes ordens de grandeza das variáveis 

envolvidas nos processos, os índices, no decorrer de toda a Tese, serão normalizados de forma 

que um índice mais próximo a 1 representa um pior comportamento. A Tabela 3.1 mostra a 

comparação entre os índices mostrados para o GPC linear e o GPC bilinear, considerando os 

pesos α1=0,25, α2 =0,25 e α3 =0,5. A escolha dos pesos leva em consideração, como maior 

importância, a qualidade do produto. Observa-se, pela análise da Tabela 3.1, que o GPC 

bilinear apresentou um melhor desempenho em todos os índices, ou seja, em menor energia 

usada pelo sistema, em menor uso do atuador e a melhor qualidade do produto. 

 

Controlador ε1 ε2 ε3 ε3 

GPC Linear 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

GPC Bilinear 0,9812 0,9464 0,9883 0,9760 
Tabela 3.1 - Índices de desempenho normalizados do GPC SISO linear e quasilinear para N=22 

 

3.3. GPC Quasilinear: caso multivariável e sem restrições 
 

Este seção descreve o controlador preditivo genralizado bilinear multivariável 

(CPGBM). O modelo bilinear multivariável (Fontes, 2002) é dado por: 

 

)()(

)1()()()]1([)()1()()()()()(
1

1111111

keqC

kyqqDkuDqDkuqqBkyqqA qdepq

−

−−−−−−− +−∆−+−∆=∆
 (3.37) 

 

em que qRky ∈)(  é vetor de saída do processo, pRku ∈)(  é o vetor de entrada do processo e 

qRke ∈)(  é o vetor de ruído branco gaussiano de média zero e variância )( 2σdiag . As 
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matrizes )( 1−qA , )( 1−qB  e )( 1−qC  são matrizes polinomiais no operador de atraso 1−q  e são 

definidas por: 

 

na

naqq qAqAIqA −−
×

− +++= L
1

1
1)(  (3.38) 

nb

nbqBqBBqB −−− +++= L
1

10
1)(  (3.39) 

nc

ncpp qCqCIqC −−
×

− +++= L
1

1
1 )(  (3.40) 

d

d

nd

nddddd qDqDDqD
−−− +++= ,

1
1,0,

1 )( L  (3.41) 

e

e

nd

ndeeee qDqDDqD
−−− +++= ,

1
1,0,

1)( L  (3.42) 

 

em que qqRqA ×− ∈)( 1 , pqRqB ×− ∈)( 1 , qqRqC ×− ∈)( 1 , pq

e RqD
×− ∈)( 1 , qp

d RqD
×− ∈)( 1  e a 

matriz )]1([ −kuD  é definida como: 

 

[ ])1()1()1()]1([ 21 −−−=− kukukudiagkuD pL  (3.43) 

 

O modelo não linear apresentado em (3.37) é quasilinearizado com o objetivo de ser 

empregado no Controlador Preditivo Generalizado Multivariável Quasilinear. A 

quasilinearização, de forma semelhante ao caso SISO, pode ser obtida reescrevendo o modelo 

bilinear multivariável da seguinte forma: 

 

)()()1()()()()(),( 11111 keqCkuqqBkyquqA pq

−−−−− +−∆=∆  (3.44) 

 

em que: 

 

)()]1([)()(),( 11111 −−−−− −−= qDkuDqDqqAuqA de  (3.45) 

 

A matriz polinomial ),( 1 uqA −  é calculada considerando o sinal de entrada constante 

em todo o horizonte de predição. De forma semelhante ao caso linear, a matriz polinomial 

),( 1 uqA −  é considerada diagonal neste trabalho, visto que não haverá correlação entre saídas. 

O conceito de matriz de interação é análogo ao mostrado, seção  2.3.1, para o caso linear. 
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3.3.1. Formulação do Controlador GPC Bilinear MIMO 

 

A saída predita i-passos à frente pode ser obtida fazendo: 

 

)()()1()()()(),(
~ 1111 ikeqCikuqqBikyuqA p ++−+∆=+ −−−−

 (3.46) 

 

em que )(),(),(
~ 111 −−− ∆= quqAuqA q . Neste caso, a matriz )( 1−qC  é considerada como 

ppIqC ×
− =)( 1 . Considerando a seguinte equação diofantina, tem-se: 

 

),(),(
~

),( 111 uqFquqAuqEI i

i

ipp

−−−−
× +=  (3.47) 

 

em que: 

 

)1(
1,

1
1,,

1 )()()(),( −−
−

−− +++= i

iiioii quEquEuEuqE L  (3.48) 

na

naiioii quFquFuFuqF −−− +++= )()()(),( ,
1

1,,
1

L  (3.49) 

 

Pré-multiplicando (3.46) por ),( 1
uqEi

− , considerando ppIqC ×
− =)( 1 , obtemos: 

 

)(),()1()()(),()(),(
~

),( 111111 ikeuqEikuqqBuqEikyuqAuqE ipii ++−+∆=+ −−−−−−
 (3.50) 

 

Substituindo (3.47) in (3.50) obtemos: 

 

)(),()1()()(),()(),()( 11111 ikeuqEikuqqBuqEkyuqFiky ipii ++−+∆+=+ −−−−−
 (3.51) 

 

Como o grau de ),( 1 uqEi

−  é 1−i , então a predição sub-ótima de )( iky +  é: 

 

)1()()(),()(),()(ˆ 1111 −+∆+=+ −−−− ikuqqBuqEkyuqFiky pii  (3.52) 

 

Fazendo ),(),()(),( 1111 uqHquqHqBuqE
ii pa

i

fi

−−−−− +=′  tem-se que: 

 

)1()(),()1()(),()()()(ˆ 11111 −+∆+−∆+=+ −−−−− ikuquqHkuquqHkyqFiky pfppai ii
 (3.53) 
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Conforme já mencionado, o algoritmo GPC consiste em calcular uma seqüência de 

ações de controle de forma a minimizar uma função objetivo multi-passo definida sobre um 

horizonte de predição, com ponderação da ação de controle e do erro de predição. A função 

objetivo para o caso MIMO é dada por: 

 

∑∑
==

−+∆++−+=
NU

i
Q

NY

Ni
P

ikuikyikrJ
1

22
)1()(ˆ)(

1

 (3.54) 

 

em que: 

 

• 1N  é o horizonte mínimo de predição; 

• NY  é o horizonte de predição; 

• NU  é o horizonte de controle; 

• R e P são matrizes positivas definidas de ponderações sobre os vetores sinal de 

erro e o de controle, respectivamente; 

• 
qRikr ∈+ )(  é  o vetor de trajetória de referência futura. 

 

Considerando uma seqüência uma seqüência ótima de N predições, se obtem a 

seguinte expressão: 

 

)1()(),()1()(),()(),()(ˆ

)1()(),()1()(),()(),()2(ˆ

)()(),()1()(),()(),()1(ˆ

11111

11111
2

11111
1

22

11

−+∆+−∆+=+

+∆+−∆+=+

∆+−∆+=+

−−−−−

−−−−−

−−−−−

NkuquqHkuquqHkyuqFNky

kuquqHkuquqHkyuqFky

kuquqHkuquqHkyuqFky

pfppaN

pfppa

pfppa

NN

MMMM
 (3.55) 

 

Como: 

 

)1(
1

1
10

1 )()()(),( −−
−

−− +++= i

if quHquHuHuqH
i

L  (3.56) 

 

então o conjunto de predições pode ser escrito da seguinte forma: 

 

)()(ˆ uFUuHY p +∆=  (3.57) 

 

em que: 
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(3.58) 

 

O termo )(uF  referido em (3.57) é conhecido como resposta livre do sistema, ou seja, 

a resposta natural do sistema a partir das condições atuais, considerando-se seqüências nulas 

de ações futuras de controle. O termo UuH p∆)( , também referido em (3.57), é conhecido 

como resposta forçada do sistema, ou seja, a resposta obtida da consideração de condição 

inicial nula e sujeita à seqüência futura de incrementos de controle. 

Como a função objetivo definida em (3.54) estabelece horizontes mínimos de 

predição, e o sinal de controle é mantido constante após o horizonte de controle NU , então o 

conjunto de predições que afetam a função objetivo é expresso da seguinte forma: 
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 (3.59) 

 

em que o vetor de resposta livre é dado por: 

 

)1()(),()(),( 111 −∆+= −−−
kuquqHkyuqFY ppaili i

 (3.60) 

 

ou ainda: 

 

ylNNUpNN YUuHY
yuy 111

)( +∆=  (3.61) 

 

em que: 
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[ ]TN NYkyNkyNkyY
y

)(ˆ)1(ˆ)(ˆ 111
++++= L  (3.62) 
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 (3.63) 
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=
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11
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 (3.65) 

 

Reescrevendo a função objetivo (3.54) de forma matricial, tem-se que: 

 

NUpNU
T

plNNUpN

T

lNNUpN UQUYUuHRPYUuHRJ
yyuyyu

∆∆+−∆−−∆−= ))(())((
1111

 (3.66) 

 

em que: 

 

],,[ 1 NYqPPdiagP ×= L  e ],,[ 1 NUpQQdiagQ ×= L  (3.67) 

TNYkrNkrR ])()([ 1 ++= L  (3.68) 

 

A minimização de (3.66), na ausência de restrições, é dada por: 

 

)()())()((
1111

1

yyuyuyu lN

T

NN

T

NNUp YRPuHQuHuHU −+=∆ −  (3.69) 

 

Conforme já mencionado, de acordo com o princípio do horizonte móvel, o vetor sinal 

de controle efetivamente enviado ao processo corresponde aos p primeiros elementos de 

NUpU∆ . Dessa forma, tem-se que: 

 

))(()()(
1

1

ylNp YRuKkuq −=∆ −  (3.70) 
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em que )(uK  corresponde aos p primeiras linhas da matriz 

PuHQuHuH T

NN

T

N yuyuyu
)())()((

111

1−+ . 

Reescrevendo (3.70), para fins de análise em malha fechada, tem-se que: 
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(3.71) 

 

Vale lembrar que q

ji RuK ×∈ 1
, )( , 1×∈ qRR , qq

i RuqF ×− ∈),( 1  e pq

pa RuqH
i

×− ∈),( 1 . 

Reescrevendo (3.71), tem-se: 
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ou ainda: 
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em que: 
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A equação (3.73) ainda pode ser representada, para fins de análise em malha fechada, 

no domínio da transformada z, da seguinte forma: 

 

11111111 )()(),()(),()()()( −−−−−−−− ∆−−=∆ zzuzuzHzyuzFRuKzuz pTTTp  (3.77) 

 

em que: 
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Dessa forma, tem-se que: 

 

[ ] )(),()()()(),( 111111 −−−−−− −=∆+ zyuzFRuKzuzzuzHI TTpT  (3.79) 

 

visto que )( 1−∆ zp  é uma matriz simétrica. 

Pré-multiplicando os dois membros de (3.79) por [ ]{ } 1111 )(),(
−−−− ∆+ zzuzHI pT  tem-

se que: 

[ ]{ } { })(),()()(),()( 1111111 −−−−−−− −∆+= zyuzFRuKzzuzHIzu TTpT  (3.80) 

 

ou ainda: 

 

)(),(),()( 1111 −−−− −= zyuzSRuzTzu  (3.81) 

 

em que: 

 

[ ]{ } )()(),(),(
11111 uKzzuzHIuzT TpT

−−−−− ∆+=  (3.82) 

[ ]{ } ),()(),(),( 111111 uzFzzuzHIuzS TpT

−−−−−− ∆+=  (3.83) 

 

A Figura 3.5 mostra o diagrama de blocos do GPC MIMO Quasilinear. 
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Figura 3.5 – Diagrama de blocos GPC MIMO Quasilinear 
 

 

3.2.3. Exemplo do GPC Quasilinear: caso MIMO 

 

Esta seção mostra o exemplo de aplicação em uma coluna de destilação do tipo 

debutanizadora. A coluna de destilação debutanizadora é normalmente utilizada para remover 

os componentes leves da corrente de gasolina para produzir gás liquefeito de petróleo (GLP), 

como mostrado em (Fontes, et al., 2006). A estratégia de controle mais comum consiste em 

definir como variáveis manipuladas a taxa de refluxo e a temperatura do refervedor de fundo e 

como variáveis controladas as concentrações dos produtos de topo e fundo, como visto em 

(Almeida, et al., 2000).  

As variáveis de processo escolhidas são: concentração do i-pentano na corrente de 

butanos (y1) e a concentração de i-buteno na corrente de C5+ (y2). A coluna em estudo é 

mostrada na Figura 3.6. 

 

 
Figura 3.6 – Coluna de destilação do tipo debutanizadora 
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A taxa de refluxo (dada em m3/h) é manipulada por meio da modificação do set-point 

do controlador FIC-100 e a temperatura (dada em ºC) no refervedor de fundo é controlada 

pela modificação no set-point do controlador TI-100. 

Na seguinte simulação, um desvio de 0.00072065, aproximadamente 5%, foi aplicado 

como referência para a primeira saída (y1). A saída (y2) não foi perturbada. Os resultados de 

simulação são mostrados na Figura 3.7, Figura 3.8, Figura 3.9 e Figura 3.10. 

 

 
Figura 3.7 – Comparação da saída do sistema (GPC linear e GPC Bilinear) – Concentração de i-pentano 

 
 
 

 
Figura 3.8 - Comparação da saída do sistema (GPC linear e GPC Bilinear) – Concentração de i-buteno 
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Figura 3.9 - Comparação do esforço de controle (GPC linear e GPC Bilinear) – Setpoint do FIC100 

 

 
Figura 3.10 - Comparação do esforço de controle (GPC linear e GPC Bilinear) – Setpoint do TIC100 

 
 

Percebe-se, pelos gráficos analisados, que o GPC Bilinear apresentou um desempenho 

razoavelmente melhor, quando comparado com o GPC Linear. De forma semelhante ao caso 

SISO, com o objetivo de avaliar o desempenho desses controladores de forma quantitativa, 

será apresentada a extensão para o caso multivariável dos índices definidos em (Goodhart et 

al., 1994). 

Os referidos índices podem ser extendidos para o caso multivariável da seguinte 

forma:  

 

Nku ii /)(,1 ∑=ε  (3.84) 
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em que  pi ,,1 L=  e N  é a quantidade de esforços de controle aplicados ao processo para 

que o mesmo atinja a resposta desejada. O índice apresentado em (3.84) avalia o esforço de 

control total para atingir uma dada resposta. A variância dos atuadores é dada por: 

 

Nku iii /))(( 2
,1,2 ∑ −= εε  (3.85) 

 

O desvio do processo, em termos da integral do erro absoluto (IAE), é dado por: 

 

Nykr jjj /)(,3 ∑ −=ε  (3.86) 

 

em que qj ,,1 L= . 

O índice conjunto é definido como: 

 

j

p

i

jiiiij ,3
1

,2,1 )( ερεβεαε ∑
=

++=  (3.87) 

 

em que  qj ,,1 L= . Os fatores iα , iβ  e jρ  são pesos escolhidos para refletirem o custo da 

energia usada, o uso dos atuadores e a qualidade dos produtos, respectivamente. 

 

i Modelo 
i,1ε  i,2ε  i,3ε  

iε  

1 Linear 0,9995 1,0000 1,0000 0,9799 
1 Quasilinear 1,0000 0,5758 0,8775 0,8751 
2 Linear 0,9994 0,8669 1,0000 0,9799 
2 Quasilinear 1,0000 1,0000 0,5404 0,7066 

Tabela 3.2 – Índices de desempenho normalizados do GPC MIMO linear e quasilinear para N=250 
 

O que se observa na Tabela 3.2 é que os índices de desempenho para o caso 

quasilinear são, em sua maioria, melhores, quando comparados com o caso linear. Esta 

melhora diz respeito tanto ao menor consumo de energia, menor uso dos atuadores e melhor 

qualidade dos produtos. 

 

3.4. Conclusão 
 

Este capítulo apresentou o controlador preditivo generalizado bilinear, que é o objeto 

central desta Tese. O problema de otimização foi abordado em sua forma analítica por meio 
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da quasilinearização por degrau tempo. A linearização referida vem apresentando resultados 

muito promissores conforme (Fontes, 2002) e (Goodhart et al., 1994). 

O bom desempenho do GPC bilinear, tanto no caso SISO como no caso MIMO, foi 

comprovado, quando comparado com o caso linear, pelos exemplos apresentados. O melhor 

desempenho do GPC bilinear foi quantificado pelos índices de desempenho apresentados, e se 

referem a menor quantidade de energia gasta pelo sistema, menor uso dos atuadores e melhor 

qualidade do produto. O capítulo seguinte mostra uma interessante abordagem para a 

minimização do erro de predição produzido pela aproximação quasilinear. Esta abordagem 

também servirá de base para as abordagens multi-modelo desta Tese. 
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Capítulo 4 

 

Controlador Preditivo Generalizado Bilinear com Compensação 
Iterativa 
 

4.1. Introdução 
 

Este capítulo mostra o Controlador Preditivo Generalizado Bilinear com Compensação 

Iterativa (BGPCCI) ou (CPGBCI). A abordagem do CPGBCI foi proposta inicialmente por 

(Fontes & Ângelo, 2006) e sua extensão para o caso multivariável foi apresentada em (Fontes 

& Laurandi, 2006).  O controlador em questão é baseado no Controlador Preditivo 

Generalizado Bilinear (CPGB) (Goodhart et al., 1994) mostrado no capítulo anterior. 

Conforme já mencionado, a abordagem de (Goodhart et al., 1994), devido ao modelo 

utilizado, produz um erro de predição, o qual aumenta com o horizonte de predição, 

degradando o desempenho deste controlador. O preditor do CPGB é uma solução sub-ótima, 

cuja predição se distancia do real valor na medida em que o horizonte de predição aumenta. 

Além do mais, deve-se considerar os desvios devido ao ruído e/ou erros de medição. 

A idéia da compensação iterativa, que será detalhada no decorrer desse capítulo, 

surgiu da necessidade de diminuição do referido erro de predição, com a consequente 

melhoria de desempenho do CPGB. O algoritmo de compensação iterativa é mostrado, 

juntamente com suas condições de aplicação e critérios de parada. 

 

4.2. GPC Bilinear com compensação iterativa: caso 
monovariável e sem restrições 

 

O desenvolvimento do CPGB  da seção  3.2 mostrava que a predição da saída i-passos 

à frente, no instante k, é realizada utilizando o modelo quasilinear, o qual considera os 

coeficientes do polinômio ),(
~ 1 uqA −  como dependentes dos valores de entrada disponíveis até 

o instante k-1. Essa abordagem, como já mencionado, gera um erro de predição que aumenta 

com o horizonte de predição, o que degrada o desempenho do controlador. 

O modelo bilinear mostrado na equação (3.1) pode ser escrito, simplificadamente, da 

seguinte forma: 
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O processo de quasilinearização de (4.1) pode ser escrito da seguinte forma: 

 

∆
++−++−+−−−−−=

)(
)1()1()()(~)1()(~)( 01

ke
nbkubkubnakyuakyuaky nbna LL  (4.2) 

 

em que: 

 

)()(~ ikudaua iii −−=  (4.3) 

 

A predição i-passos à frente do modelo quasilinear mostrado em (4.2) é dada por: 

 

∆

+
++−+

++−++−+−−−+−=+

)(
)1(

)1()()(~)1()(~)( 01

ike
nbikub

ikubnaikyuaikyuaiky

nb

na LL

 (4.4) 

 

Constata-se, pela análise de (4.4), que a predição é calculada considerando os 

coeficientes naiuai ,,1),(~
L=  como constantes dentro do horizonte de predição, ou seja, 

são consideradas apenas as entradas disponíveis até o instante k-1. No caso da 

quasilinearização por degrau de tempo não ser utilizada, ou seja, no caso da predição 

utilizando o modelo bilinear (4.1), o seguinte conjunto de predições deveria ser definido: 
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 (4.5) 

 

A partir da equação (4.5), se observa que os parâmetros equivalentes a 

naiuai ,,1),(~
L=  deveriam ser corrigidos por valores futuros do sinal de entrada. A idéia 
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do algoritmo de compensação iterativa consiste em utilizar as entradas futuras 

)(,),( NUkuku +L  calculadas pelo algoritmo GPC quasilinear. Como o GPC quasilinear 

calcula uma seqüência )(,),( NUkuku +∆∆ L  de ações de controle, as referidas ações futuras 

são utilizadas para o cálculo dos sinais de entrada futuros que corrigem o modelo quasilinear. 

Os referidos sinais de entrada são dados por: 

 

∑
=

+∆+−=+
i

t

tkukuiku
0

)()1()(  (4.6) 

 

Efetuado o ajuste descrito, obtém-se um novo polinômio ),(
~ 1 uqA −  com os valores 

corrigidos. Este polinômio, por sua vez, permite que o GPC quasilinear calcule uma nova 

seqüência de ações de controle que o corrigirá novamente. Este procedimento é repetido, 

iterativamente, até que um critério de parada seja satisfeito. 

É importante se observar que, como o polinômio ),(
~ 1 uqA −  é atualizado a cada 

iteração, os polinômios ),( 1 uqEi

−  e ),( 1 uqFi

−  precisam ser recalculados por meio da 

equação diofantina (3.12). Por sua vez, a matriz de resposta forçada )(uH  também é 

recalculada. Percebe-se, portanto, que há um incremento significativo no esforço 

computacional do algoritmo. 

 

4.2.1. Critério de convergência e de parada do caso SISO 

 

Para que o processo iterativo descrito não se repita indefinidamente, alguns critérios 

de parada precisam ser estabelecidos. O primeiro critério é baseado na norma da variação do 

vetor [ ])()( NUkukuU +∆∆=∆ L . A referida norma indica a convergência ou não do 

algoritmo em descrição, ou seja, quando não há variação significativa de incrementos de 

controle entre as iterações. Em uma determinada iteração r , a norma é dada por: 

 

)()( 11 −− ∆−∆∆−∆=∆ rr

T

rr UUUUUV  (4.7) 

 

As iterações do algoritmo devem parar quando a norma definida em (4.7) for menor 

que uma determinada tolerância estabelecida: 
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ε<∆UV  (4.8) 

 

Dependendo da sintonia pretendida para o controlador preditivo, isto é, dependendo do 

horizonte de predição e do fator ponderação do esforço de controle, a taxa de convergência do 

algoritmo pode tornar-se pequena ou, até mesmo, o algoritmo pode não convergir.  

O segundo critério de parada é adotado para o caso de o algoritmo não convergir, ou 

levar muitas iterações para a convergência. Nesse caso, um número máximo maxN  de 

iterações é estabelecido: 

 

maxNr <  (4.9) 

 

Outro detalhe importante a ressaltar é que, caso o algoritmo não convirja, utiliza-se 

para esse instante a ação de controle determinada pelo pelo GPC quasilinear.  

 

4.2.2. Exemplo do GPC Quasilinear com compensação iterativa: caso 
SISO 

 

O exemplo desta seção é o mesmo da seção  3.2.2. Neste caso, o controlador com 

compensação iterativa utilizou uma tolerância de 1310−=ε  e um número máximo de iterações 

de 400max =N  e os mesmos parâmetros de sintonia da referida seção.. A Figura 4.1 e a Figura 

4.2 mostram o sinal de saída e o esforço de controle, respectivamente. 

 
Figura 4.1 – Comparação da saída do sistema (GPC linear, GPC Bilinear, GPC Bilinear com compensação 

iterativa) – Concentração de M-Acetileno 
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Figura 4.2 – Comparação do esforço de controle (GPC linear, GPC Bilinear e GPC Bilinear com compensação 

iterativa) – OP% da válvula 
 

 

Também para o controlador com compensação iterativa foi feita a análise de 

desempenho baseada nos índices das equações (3.33), (3.34), (3.35) e (3.36). Os resultados 

são mostrados na Tabela 4.1. 

 
 
Controlador ε1 ε2 ε3 ε3 

Linear 
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

Bilinear 
0,9812 0,9464 0,9883 0,9760 

Comp. Iterativa 
0,9780 0,9371 0,9852 0,9714 

Tabela 4.1 – Índices de desempenho normalizados do GPC linear, bilinear e bilinear com compensação iterativa 
para N=22 

 
 

Percebe-se, pelos índices mostrados na Tabela 4.1, que o controlador baseado no 

algoritmo de compensação iterativa diminui significativamente o esforço de controle e o uso 

do atuador. Além do mais, a qualidade do produto é superior, visto que o mesmo se desviou 

menos da especificação desejada. Observa-se que, no exemplo em questão, a variação do sinal 

de controle é significativa, permitindo que o algoritmo de compensação iterativa tenha um 

maior espaço de correção. Nos casos em que não haja uma grande variação do esforço de 

controle, o espaço de correção é menor e, por conseqüência, o algoritmo em questão vai se 

tornando menos indicado, conforme apresentado em (Cavalcanti et al., 2008b) e (Fontes e 

Laurandi, 2006). 
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4.3. GPC Bilinear Multivariável com compensação 
iterativa: caso multivariável e sem restrições 

 

O desenvolvimento do CPGBM da seção  3.3 mostra, de forma semelhante ao caso 

SISO, que a predição da saída i-passos à frente, no instante k, é realizada utilizando o modelo 

quasilinear multivariável, o qual considera os coeficientes do polinômio ),(
~ 1 uqA −  como 

dependentes dos valores de entrada disponíveis até o instante k-1. Essa abordagem, como já 

mencionado, gera um erro de predição que aumenta com o horizonte de predição, o que 

degrada o desempenho do controlador. 

O modelo bilinear multivariável com p-entradas e q-saídas mostrado na equação (3.43) 

pode ser escrito, simplificadamente, da seguinte forma: 
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 (4.10) 

 

O processo de quasilinearização de (4.10) pode ser escrito da seguinte forma: 
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Capítulo 4 – Controlador Preditivo Generalizado Bilinear com Compensação Iterativa 

 

59 

As expressões mostradas em (4.11) ainda podem ser escritas da seguinte forma: 
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em que natqitkudauua
p

j

jtijtipti ,,1,,,1)(),,(~
1

,,1, LLL ==−−= ∑
=

. 

A predição i-passos à frente do modelo quasilinear multivariável mostrado em (4.11) é 

dada por: 
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Constata-se, pela análise de (4.12), que a predição é calculada considerando os 

coeficientes najqiua ji ,,1,,,1),(~
, LL ==  como constantes dentro do horizonte de 

predição, ou seja, são consideradas apenas as entradas disponíveis até o instante k-1.  

A partir da equação (4.13), se observa que os parâmetros equivalentes a 

natqiuua pti ,,1,,,1),,,(~
1, LLL ==  deveriam ser corrigidos por valores futuros do sinal 

de entrada. A idéia do algoritmo de compensação iterativa consiste em utilizar o vetor de 

entradas futuras [ ]T
ppNU NUkuNUkukukuU )()()()( 11 ++= LLL  calculadas pelo 

algoritmo GPC quasilinear multivariável. Como o GPC quasilinear multivariável calcula um 

vetor de seqüências [ ]TppNUp NUkuNUkukukuU )()()()( 11 +∆+∆∆∆=∆ LLL  de ações de 
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controle, as referidas ações futuras são utilizadas para o cálculo dos sinais de entrada futuros 

que corrigem o modelo quasilinear multivariável. Os referidos sinais de entrada são dados 

por: 

 

∑
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=+∆+−=+
i

t

jjj pjtkukuiku
0

,,1),()1()( L  (4.14) 

 

Efetuado o ajuste descrito, obtém-se uma nova matriz polinomial ),(
~ 1 uqA −  com os 

valores corrigidos. Essa matriz polinomial, por sua vez, permite que o GPC quasilinear 

multivariável calcule uma nova seqüência de ações de controle que o corrigirá novamente. 

Este procedimento é repetido, iterativamente, até que um critério de parada seja satisfeito. 

É importante se observar que, como o a matriz polinomial ),(
~ 1 uqA −  é atualizada a 

cada iteração, as matrizes polinômiais ),( 1 uqEi

−  e ),( 1 uqFi

−  precisam ser recalculadas por 

meio da equação diofantina (3.53). Por sua vez, a matriz de resposta forçada )(uH  também é 

recalculada. Percebe-se, portanto, que há um incremento significativo no esforço 

computacional do algoritmo. 

 

4.2.3. Critério de convergência e de parada do caso MIMO 

 

Para que o processo iterativo descrito não se repita indefinidamente, alguns critérios 

de parada precisam ser estabelecidos. O primeiro critério é baseado na norma da variação do 

vetor [ ]TppNUp NUkuNUkukukuU )()()()( 11 +∆+∆∆∆=∆ LLL . A referida norma indica a 

convergência ou não do algoritmo em descrição, ou seja, que não há mais variação de 

incrementos de controle entre as iterações. Em uma determinada iteração r , a norma é dada 

por: 

 

)()( 11 −−
∆−∆∆−∆=∆

rNUprNUp

T

rNUprNUp UUUUUV  (4.15) 

 

As iterações do algoritmo devem parar quando a norma definida em (4.15) for menor 

que uma determinada tolerância estabelecida: 

 

ε<∆UV  (4.16) 
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De maneira análoga ao caso SISO, dependendo da sintonia pretendida para o 

controlador preditivo, isto é, dependendo do horizonte de predição e da ponderação do esforço 

de controle, a taxa de convergência do algoritmo pode tornar-se pequena ou, até mesmo, o 

algoritmo não convergir.  

O segundo critério de parada é adotado para o caso de o algoritmo não convergir, ou 

levar muitas iterações para a convergência. Nesse caso, um número máximo de iterações é 

estabelecido: 

maxNr <  (4.17) 

 

Outro detalhe importante a ressaltar é que, caso o algoritmo não convirja, utiliza-se 

para esse instante as ações de controle determinadas pelo pelo GPC quasilinear multivariável.  

 

4.2.4. Exemplo do GPC Quasilinear com compensação iterativa: caso 
MIMO 

 

Nesta seção, para fins de simulação, será utilizada a mesma coluna de destilação 

mostrada na  3.2.3. No entanto, um grande desvio em relação ao ponto de operação foi 

aplicado. O referido desvio foi aplicado com o intuito de provocar grandes variações do 

esforço de controle e, dessa forma, demonstar a eficiência do controlador com compensação 

iterativa. O exemplo dessa seção não faz comparações com o caso quasilinear simples ou o 

caso linear, visto que esses casos não obtiveram um desempenho satisfatório, o que justifica 

ainda mais a aplicação da compensação iterativa. A Figura 4.3, Figura 4.4, Figura 4.5 e a 

Figura 4.6 mostram os sinais de saída e os esforços de controle, respectivamente. 

 
Figura 4.3 – Concentração de i-pentano – GPC Quasilinear Multivariável com Compensação Iterativa 
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Figura 4.4 - Concentração de i-buteno – GPC Quasilinear Multivariável com Compensação Iterativa 

 

 
Figura 4.5 – Taxa de refluxo – GPC Quasilinear Multivariável com Compensação Iterativa 

 
Figura 4.6 – Temperatura de Fundo – GPC Quasilinear Multivariável com Compensação Iterativa 
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Os resultados da aplicação do GPC Quasilinear Multivariável com Compensação 

Iterativa revelam um bom desempenho desse controlador, visto que, para a aplicação em 

questão, o mesmo conseguiu suprir uma lacuna deixada pelos controladores quasilinear e 

linear. 

 

4.4. Conclusões 
 

Este capítulo mostrou o algoritmo de compensação iterativa, tanto para o caso 

monovariável quanto para o caso multivariável. A técnica, como já mencionado, consiste em 

minimizar o erro de predição gerado pela quasilinearização do modelo bilinear. A correção é 

efetuada a partir da própria seqüência futura de ações de controle calculada pelo controlador 

quasilinear multivariável proposto por (Goodhart et al., 1994). 

O algoritmo em questão se mostrou bastante eficiente quando aplicado em processos 

em que há uma variação significativa do sinal de controle, permitindo que, dessa forma, se 

tenha um maior espaço para correção do erro de predição. Vale salientar que o esforço 

computacional devido à compensação iterativa é algo que deve ser analisado na fase de 

projeto do controlador. No caso de processos petroquímicos, devido às grandes constantes de 

tempo, o esforço computacional não se torna um problema. Para o exemplo do caso 

monovariável apresentado neste capítulo, o tempo médio de convergência do algoritmo, 

considerando um computador com processador Intel® Core 2 Duo com 1,6GHz, memória 

cache L2 de 2MB e memória principal de 1GB, foi de 0,0125s. Para o exemplo do caso 

multivariável apresentado neste capítulo, com a mesma máquina citada, o tempo médio de 

convergência do algoritmo foi de 1,75s. 

O capítulo subseqüente apresentará as principais contribuições desta tese, destacando 

as técnicas multi-modelo, bem como as métricas propostas. 
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Capítulo 5 

 

Controle Preditivo Baseado em Multi-Modelos Bilineares 

 

5.1. Introdução 
 

Este capítulo trata do principal tema desta Tese: os controladores baseados em multi-

modelos. Conforme já mencionado, freqüentemente são encontrados, na indústria, processos 

que trabalham em largas faixas de operação. Nesses casos, não é possível encontrar um único 

modelo linear ou bilinear local que represente bem toda a dinâmica do processo. Uma 

alternativa seria a obtenção de um modelo não-linear mais complexo, o que requereria, no 

caso do emprego de controle preditivo, um processo de predição e otimização não-linear, o 

que não é trivial (Camacho & Bordons, 1999). Outro caso, também comumente encontrado na 

indústria, é a mudança, programada ou não, do ponto de operação do processo. O exemplo 

que podemos citar é o da Unidade de Produção de Gás Natural III (UPGN-III) da Petrobras, 

na cidade de Guamaré/RN. A UPGN-III recebe gás e petróleo de três fontes: das plataformas 

existentes nos campos de Ubarana e Agulha, das plataformas dos campos de Pescada e 

Arabaiana; e dos campos da região de Mossoró; chegando até a ECUB (Estação de 

Compressores de Ubarana). O petróleo é fornecido à TRANSPETRO, após tratamento, 

enquanto o gás constitui a carga nominal total de 3.500.000 m3/dia a 1,033 kgf/cm2 abs e 

20°C. A ECUB eleva a pressão para 70 kgf/cm2 para processamento nas três UPGN's. A carga 

nominal da UPGN-III é de 1.500.000 m3/dia. Em certas situações, como de manutenção, por 

exemplo, alguma das fontes pode se tornar, por certo período, indisponível, fazendo com que 

a carga nominal diminua e o processo seja conduzido a outro ponto de operação. Nesse caso, 

havendo algum controle preditivo baseado em um modelo válido para uma região ao redor 

daquele ponto de operação, este não será mais válido. 

Nesta Tese buscou-se, no intuito de suprir as lacunas mencionadas acima, uma solução 

conhecida no meio acadêmico como abordagem multi-modelos. A referida abordagem busca 

decompor a faixa de operação em diversos pontos de operação e identificar um modelo, neste 

caso bilinear, para cada um destes pontos. Conforme já mencionado, existem duas abordagens 

multi-modelo, as quais serão detalhadas a seguir. 

A primeira abordagem emprega uma métrica que calcula um peso para cada modelo. 

A partir do modelo global, um único controlador é projetado para o modelo global (Foss et 
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al., 1995), (Azimzadeh et al., 1998), (Constantine & Dumitrache, 2000), (Pickhardt, 2000) e 

(Cavalcanti et al., 2007a). 

A segunda abordagem projeta um controlador adequado para cada modelo de cada 

ponto de operação. Uma métrica é definida para calcular qual peso será atribuído a cada 

controlador, de forma que o sinal de controle enviado ao processo seja uma soma ponderada 

das contribuições de cada controlador (Cavalcanti et al., 2007b), (Cavalcanti et al., 2008a), 

(Arslan et al., 2004), (Wen et al., 2006) e (Raiss et al., 2001). 

Este capítulo apresenta propostas para ambas as abordagens, empregando algumas 

métricas que serão utilizadas no cálculo dos pesos citados. 

 

5.2. Descrição do multi-modelo multivariável bilinear: 
ponderação para o modelo 

 

Considerando um modelo multivariável bilinear com p-entradas e q-saídas, em termos 

de equações diferenças, da seguinte forma: 

 

[ ]ii nakynakukykunbkukunakykyfky θ),()(,),1()1(),(,),1(),(),1()( −⊗−−⊗−−−−−= LLL  (5.1) 

 

em que qRky ∈)(  é o vetor de saídas no instante k, qRtky ∈− )(  é o vetor de saídas passadas 

no instante tk − , pRtku ∈− )(  é o vetor de entradas passadas no instante tk −  e 

)....( naqpnbpnaqq

i R ++×∈θ  é a matriz de parâmetros que descreve o sistema em torno de um 

determinado ponto de operação i . O produto de Kronecker )()( tkytku −⊗−  é definido 

como: 

 

















−−

−−

=−⊗−

)1()(

)1()(

)1()(
1

kytku

kytku

kytku

p

M  (5.2) 

 

O modelo bilinear multivariável local descrito em (5.1) é valido em um ponto de 

operação e se torna menos válido na medida em que o sistema afasta-se deste ponto. Um 

determinado ponto de operação é denotado por uma função φ  e a faixa completa de operação 

do processo que pretende ser descrito é denotada por um conjunto de pontos de operação Φ . 
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Um regime de operação é definido como um subconjunto de Φ⊂Φ i  em que o modelo 

descrito por (5.1) é adequado para a descrição do sistema. 

A escolha de quais variáveis serão escolhidas para a descrição do problema, φ , 

depende do tipo de problema a ser abordado. Tipicamente, φ  contém um subconjunto de 

saídas e entradas, ou seja, ),( uyH=φ , mas podem conter outras variáveis. Nesta Tese, as 

perturbações mensuráveis não são modeladas. 

Assume-se que existe uma métrica [ ]1,0: →Φiρ  que é projetada de tal forma que seu 

valor é próximo a um para pontos de operação em que o modelo local i  é uma boa descrição 

do sistema e próximo a zero, caso contrário. Se a faixa de operação do sistema é decomposta 

em NPO  pontos de operação, de forma que Φ⊂ΦΦ NPO,,1 L , então, para cada modelo local 

é definida uma métrica iρ  com NPOi ,,1L= . Dessa forma, pode-se determinar um modelo 

global para a faixa de operação, da seguinte forma: 

 

[ ] )(),()(,),1()1(),(,),1(),(),1()(
1

φθ i

NPO

i

ii wnakynakukykunbkukunakykyfky ∑
=

−⊗−−⊗−−−−−= LLL  (5.3) 

 

em que: 

∑
=

=
NPO

j

j

i

iw

1

)(

)(
)(

φρ

φρ
φ  

(5.4) 

 

Os pesos [ ]1,0:)( →Φφiw  são a normalização da métrica iρ  e têm a seguinte 

propriedade definida: 

∑
=

=
NPO

j

jw
1

1)(φ  (5.5) 

 

5.3. Descrição do multi-modelo multivariável bilinear: 
ponderação para o controlador 

 

Nessa abordagem considera-se que, para cada regime de operação Φ⊂ΦΦ NPO,,1 L  

existe um controlador quasilinear 
NPOuu ,,1 L  que o estabiliza. Nesse caso, o controlador pode 

ser dado por: 
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[ ])(,),(,),1(),(),1()( uRnbkukunakykyhku iii Ω−−−−= LL  (5.6) 

 

em que qRtky ∈− )(  é o vetor de saídas passadas no instante tk − , pRtku ∈− )(  é o vetor 

de entradas passadas no instante tk − , qRR ∈  é o vetor de referências e )..( nbpnaqq

i R +×∈Ω  é a 

matriz de parâmetros que descreve o sistema em torno de um determinado ponto de operação 

i . A mesma métrica [ ]1,0: →Φiρ  descrita na seção  5.2 pode ser utilizada para o cálculo da 

ponderação da ação de controle a ser efetivamente enviada ao processo. 

 

[ ] )()(,),(,),1(),(),1()(
1

φi

NPO

i

ii wuRnbkukunakykyhku ∑
=

Ω−−−−= LL  (5.7) 

 

5.4. Controlador baseado no multi-modelo com ponderação 
para o modelo 

 

Considerando um conjunto com NPO  modelos multivariáveis bilineares como o 

descrito em (3.43), teria-se que: 

 

)()(

)1()()()]1([)()1()()()()()(
1

1111111

keqC

kyqqDkuDqDkuqqBkyqqA

i

qidiepiqi

−

−−−−−−− +−∆−+−∆=∆
 (5.8) 

 

em que NPOi ,,1L= . A quasilinearização de (5.8) forneceria o seguinte modelo 

multivariável quasilinear por degrau de tempo: 

 

)()()1()()()()(),( 11111 keqCkuqqBkyquqA ipiqi

−−−−− +−∆=∆  (5.9) 

 

em que: 

 

)()]1([)()(),( 11111 −−−−− −−= qDkuDqDqqAuqA
idieii  (5.10) 

 

O modelo global, que cobre a faixa de operação em questão, é calculado a partir da 

métrica definida na seção  5.2 e é dado por: 
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)()()1()()()()(),( 11111 keqCkuqqBkyquqA ipgqg

−−−−− +−∆=∆  (5.11) 

 

em que: 

 

∑
=

−− =
NPO

i

iig wuqAuqA
1

11 )(),(),( φ  (5.12) 

∑
=

−− =
NPO

i

iig wqBqB
1

11 )()()( φ  (5.13) 

∑
=

−− =
NPO

i

iig wqCqC
1

11 )()()( φ  (5.14) 

 

Dessa forma, todo o desenvolvimento do controlador quasilinear multivariável é feito 

por meio das matrizes polinoniais ),( 1 uqAg

−  e )( 1−qBg . 

A saída predita j-passos à frente pode ser obtida fazendo: 

 

)()()1()()()(),(
~ 1111 jkeqCjkuqqBjkyuqA gpgg ++−+∆=+ −−−−

 (5.15) 

 

em que )(),(),(
~ 111 −−− ∆= quqAuqA qgg . Neste caso, em todos os pontos de operção, a matriz 

)( 1−qCi  é considerada como ppi IqC ×
− =)( 1 , de forma que ppg IqC ×

− =)( 1 . Considerando a 

seguinte equação diofantina: 

 

),(),(
~

),( 111 uqFquqAuqEI j

j

gjpp

−−−−
× +=  (5.16) 

 

em que: 

 

)1(
1,

1
1,,

1 )()()(),( −−
−

−− +++= i

jjjojj quEquEuEuqE L  (5.17) 

na

najjojj quFquFuFuqF −−− +++= )()()(),( ,
1

1,,
1

L  (5.18) 

 

Pré-multiplicando (5.15) por ),( 1 uqE j

− , considerando ppg IqC ×
− =)( 1 , se obtém: 

 

)(),()1()()(),()(),(
~

),( 111111 jkeuqEjkuqqBuqEjkyuqAuqE ipjj ++−+∆=+ −−−−−−
 (5.19) 
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Substituindo (5.16) em (5.19) obtemos: 

 

)(),()1()()(),()(),()( 11111 ikeuqEikuqqBuqEkyuqFjky jpgjj ++−+∆+=+ −−−−−
 (5.20) 

 

Como o grau de ),( 1 uqE j

−  é 1−j , então a predição sub-ótima de )( jky +  é: 

 

)1()()(),()(),()(ˆ 1111 −+∆+=+ −−−−
ikuqqBuqEkyuqFjky pgjj  (5.21) 

 

Fazendo ),(),()(),( 1111 uqHquqHqBuqE
jj pa

i

fgj

−−−−− +=′  tem-se que: 

 

)1()(),()1()(),()()()(ˆ 11111 −+∆+−∆+=+ −−−−− jkuquqHkuquqHkyqFjky pfppaj jj
 (5.22) 

 

Conforme já mencionado, o algoritmo GPC consiste em calcular uma seqüência de 

ações de controle de forma a minimizar uma função objetivo multi-passo definida sobre um 

horizonte de predição, com ponderação da ação de controle e do erro de predição. A função 

objetivo para o caso MIMO é dada por: 

 

∑∑
==

−+∆++−+=
NU

j
Q

NY

Nj
P gg

jkujkyjkrJ
1

22
)1()(ˆ)(

1

 (5.23) 

 

em que: 

 

• 1N  é o horizonte mínimo de predição; 

• NY  é o horizonte de predição; 

• NU  é o horizonte de controle; 

• gQ  e gP  são matrizes globais positivas definidas de ponderações sobre os 

vetores sinal de erro e o de controle, respectivamente; 

• 
qRikr ∈+ )(  é  o vetor de trajetória de referência futura. 

 

Considerando uma seqüência ótima de N predições, obtém-se a seguinte expressão: 
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)1()(),()1()(),()(),()(ˆ
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1

22
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MMMM
 (5.24) 

 

Como: 

 

)1(
1

1
10

1 )()()(),( −−
−

−− +++= j

jf quHquHuHuqH
j

L  (5.25) 

 

então, o conjunto de predições pode ser escrito da seguinte forma: 

 

)()(ˆ uFUuHY p +∆=  (5.26) 

 

em que: 
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(5.27) 

 

O termo )(uF  referido em (5.27) é conhecido como resposta livre do sistema, ou seja, 

a resposta natural do sistema a partir das condições atuais, considerando-se seqüências nulas 

de ações futuras de controle. O termo UuH p∆)( , também referido em (5.26), é conhecido 

como resposta forçada do sistema, ou seja, a resposta obtida da consideração de condição 

inicial nula e sujeita à seqüência de futuras ações de controle. 

Como a função objetivo definida em (5.23) estabelece horizontes mínimos de 

predição, e o sinal de controle é mantido constante após o horizonte de controle NU , então o 

conjunto de predições que afetam a função objetivo é expresso da seguinte forma: 
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 (5.28) 

 

em que o vetor de resposta livre é dado por: 

 

)1()(),()(),( 111 −∆+= −−−
kuquqHkyuqFY ppajlj j

 (5.29) 

 

ou ainda: 

 

ylNNUpNN YUuHY
yuy 111

)( +∆=  (5.30) 

 

em que: 
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Y

Y

Y

Y
y M

11

1

1
 (5.34) 

 

Reescrevendo a função objetivo (5.23) de forma matricial, tem-se que: 

 

NUpgNU
T

plNNUpNg

T

lNNUpN UQUYUuHRPYUuHRJ
yyuyyu

∆∆+−∆−−∆−= ))(())((
1111

 (5.35) 

 

em que: 
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],,[ ,,1 gNYqgg PPdiagP ×= L  e ],,[ ,,1 gNUpgg QQdiagQ ×= L  (5.36) 

TNYkrNkrR ])()([ 1 ++= L  (5.37) 

 

É importante observar que, nessa proposta, para cada ponto de operação, uma matriz 

de ponderações sobre a ação de controle e sobre o erro de referência é definida. Dessa forma, 

a métrica definida na seção  5.2 também é utilizada para calcular as matrizes gQ  e gP  globais 

de ponderação. O cálculo das matrizes ponderadas é dado por: 

∑
=

− =
NPO

i

iig wPqP
1

1 )()( φ  (5.38) 

∑
=

− =
NPO

i

iig wQqQ
1

1 )()( φ  (5.39) 

 

A minimização de (5.35), na ausência de restrições, é dada por: 

 

)()())()((
1111

1

yyuyuyu lNg

T

NgN

T

NNUp YRPuHQuHuHU −+=∆ −  (5.40) 

 

Conforme já mencionado, de acordo com o princípio do horizonte móvel, o vetor sinal 

de controle efetivamente enviado ao processo corresponde aos p primeiros elementos de 

NUpU∆ . Dessa forma, tem-se que: 

 

))(()()(
1

1

ylNp YRuKkuq −=∆ −  (5.41) 

 

em que )(uK  corresponde aos p primeiras linhas da matriz 

PuHQuHuH T

NgN

T

N yuyuyu
)())()((

111

1−+ . 

 

5.5. Controlador baseado no multi-modelo com ponderação 
para o controlador 

 

Conforme já mencionado, a métrica proposta na seção  5.3 é utilizada para ponderar as 

ações de controle dos NPO  controladores projetados. É válido lembrar que o vetor de ações 

de controle, para um controlador projetado em um ponto de operação, é dado por: 
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)(),(),()( 1111 −−−− −= zyuzSRuzTzu iii  (5.42) 

 

em que: 

 

[ ]{ } )()(),(),(
11111 uKzzuzHIuzT TipTii

−−−−− ∆+=  (5.43) 

[ ]{ } ),()(),(),( 111111 uzFzzuzHIuzS TipTii

−−−−−− ∆+=  (5.44) 

 

Assim, o controlador global pode ser dado por: 

 

)(),(),()( 1111 −−−− −= zyuzSRuzTzu ggg  (5.45) 

 

em que: 

 

∑
=

−− =
NPO

i

iig wuqTuqT
1

11 )(),(),( φ  (5.46) 

∑
=

−− =
NPO

i

iig wuqSuqS
1

11 )(),(),( φ  (5.47) 

 

Dessa forma, a análise de malha fechada para esta abordagem multi-modelo pode ser 

realizada por meio das matrizes polinomiais mostradas (5.46) e (5.47). 

 

5.6. Métricas propostas 
 

As seções anteriores mostraram a formulação matemática das duas abordagens multi-

modelo tratadas nesta Tese. Conforme mencionado, assume-se que existe uma métrica 

[ ]1,0: →Φiρ  que é projetada de tal forma que seu valor é próximo a um para pontos de 

operação em que o modelo local i  é uma boa descrição do sistema e próximo a zero caso 

contrário. Dessa forma, esta seção apresentará métricas baseadas em normas vetoriais e 

margem de fase. 
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5.6.1. Métrica baseada em norma vetorial 

 

Esta métrica considera a saída do sistema multivariável com p-entradas e q-saídas 

como um vetor no espaço qR . O conceito de norma é oriundo da álgebra linear e tem como 

objetivo expressar diferentes formas de se medir distâncias entre pontos em um espaço 

vetorial. A norma 
2

⋅ , também conhecida como norma euclidiana ou distância euclidiana, é 

uma das mais intuitivas normas da álgebra linear e, em muitos casos, é empregada em 

sistemas de controle com o objetivo de expressar distância entre pontos (principalmente em 

abordagens em espaço de estados). Uma norma q de um vetor x  pode ser entendida, de forma 

geral, como: 

 

( ) /q1

∑=
q

iq
xx  (5.48) 

 

sendo 1>q . A cada instante de amostragem, são calculadas as distâncias do ponto em que o 

processo está até cada um dos pontos de operação escolhidos Φ∈ΦΦ NPO,,1 L . Em uma 

trajetória escolhida, a distância do primeiro ao último ponto de operação, pode ser expressa 

por: 

 

21,1 yyd NPONPO −=  (5.49) 

 

em que NPOiRy q

i ,,1, K=∈  é o vetor de saída no regime de operação 

NPOii ,,1, K=Φ⊂Φ  e NPOd ,1  é a distância entre os pontos correspondentes aos vetores 

qRy ∈1  e q

NPO Ry ∈ . 

A distância expressa em (5.49) servirá de base para o cálculo da distância do ponto em 

que o processo está até o ponto de operação tabelado: 

 

NPOi
yky

d

i

NOP

i ,,1;
)(

2

,1
L=

−
=ρ  (5.50) 

 

em que iyky ≠)( . No caso de iyky =)( , considera-se 1)( =φiw . 

Vale ressaltar que esta métrica só é bem aplicada quando se tem pontos de operação 

que obedecem a trajetórias com comportamento monotônico. 
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5.6.2. Métrica baseada em margem de fase 

 

A margem de fase é um indicador baseado na resposta em freqüência do sistema. Este 

indicador é formulado, em princípio, para sistemas contínuos e reflete a configuração de pólos 

e zeros do sistema em malha fechada considerado. Para o caso discreto, no mapeamento entre 

os planos s e z, o período de amostragem é levado em conta. Será considerado, inicialmente, o 

caso da margem de fase definida para um sistema SISO. Considerando o diagrama do GPC 

quasilinear mostrado na Figura 5.1, supondo que o modelo bilinear pode ser tratado como 

linear variante no tempo, com parâmetros variando em função da entrada, teríamos, a cada 

instante de amostragem, o seguinte diagrama de blocos: 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.1 – Diagrama de blocos do GPC quasilinear SISO 
 
 

em que 
K

uzF
uzF S

SK

),(
),( =  

Fazendo: 

 

[ ]1),(1

1
),(

−+∆
=

zuzH
uzC

s

 (5.51) 

 

 A função de transferância de malha fechada o sistema mostrado na Figura 5.1 é dada 

por: 

 

),(),(),(1

),(),(
),(

uzFuzGuzC

uzGuzC
uzG

SK

MF
+

=  (5.52) 

 

A estabilidade nominal do sistema (5.52) é avaliada por meio das raízes de 

),(),(),(1 uzFuzGuzC s+  que é a equação característica do sistema realimentado. As raízes da 

referida equação característica devem estar no interior do círculo unitário para que o sistema 

seja estável. O cálculo das raízes da equação característica é dado por: 

)(zy  
+ )(zu  R  

- 
),( uzG  

[ ]1),(1

1
−+∆ zuzH s

 

),( uzFSK
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1),(),(),( −=uzFuzGuzC SK
 (5.53) 

 

Considera-se que o sistema de controle da Figura 5.1 não tem funções de transferência 

com pólos fora do círculo unitário. Sendo h  o período e amostragem escolhido e sejam as 

freqüências 0ω  e πω  definidas como aquelas que satisfazem cada uma das equações a seguir: 

 

1),(),(),( 000 =ueFueGueC
hj

SK

hjhj ωωω  (5.54) 

ππππ ωωω −=∠ ),(),(),( ueFueGueC
hj

SK

hjhj  (5.55) 

 

Se  

 

ππ ωωω <<− ),(),(),( 000 ueFueGueC
hj

SK

hjhj  (5.56) 

 

e 

 

1),(),(),( <ueFueGueC
hj

SK

hjhj πππ ωωω  (5.57) 

 

então o sistema é estável. Como é sabido, as funções de transferência citadas são modelos 

linearizados para o sistema real e constituem aproximações para seu comportamento. Dessa 

forma, pode-se afirmar que trabalhar nos limites de estabilidade é algo não desejável para um 

sistema de controle. Dessa forma, podem-se estabelecer margens de segurança de forma que o 

sistema opere suficientemente longe da condição de instabilidade. A distância da condição 

limite de estabilidade pode ser quantificada na resposta em freqüência de duas formas: 

Margem de Fase e Magem de Ganho.  

Se o valor do módulo em resposta em freqüência, na freqüência πω , for inferior a 1, 

então o sistema é estável. Se o valor for próximo a 1, o sistema está próximo do limite de 

estabilidade. Por outro lado, se esse valor for muito menor que 1, o sistema está longe deste 

limite, e pode-se ter mais confiança de que o sistema real efetivamente terá comportamento 

estável. Assim, a relação entre o valor limite 1),(),(),( =ueFueGueC
hj

SK

hjhj πππ ωωω  e o valor 

do módulo na freqüência πω  é uma medida de distância à instabilidade e, portanto, da 

robustez do sistema. Essa medida é conhecida na teoria de sistemas de controle como Margem 

de Ganho. Podemos então afirmar que a margem de ganho pode ser calculada pela expressão: 
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),(),(),(

1

ueFueGueC
MG

hj

SK

hjhj πππ ωωω
=  (5.58) 

 

Outra medida de robustez pode ser obtida em função da fase da resposta em 

freqüência. Levando em conta a freqüência em que o módulo da resposta em freqüência é 

igual a 0ω , o sistema estará no limite da estabilidade se a fase for igual -180º nesta mesma 

freqüência. Se, nessa freqüência, a fase for menos negativa do que -180º, então o sistema será 

estável. Esta diferença entre o valor da fase e seu valor limite para instabilidade é chamada 

Margem de Fase. O cálculo da margem de fase pode ser obtido da seguinte expressão: 

 

º180),(),(),( 000 −∠= ueFueGueCMF
hj

SK

hjhj ωωω  (5.59) 

 

A métrica proposta nesta seção tem por objetivo verificar, quantitativamente, a 

distância entre modelos. Assim sendo, para efeitos de medição de distância entre modelos, 

será considerado que o sistema em malha fechada terá 1),( =uzC  e 1),( =uzFSK  em todos os 

pontos de operação. 

Como o escopo desta Tese reside em sistemas multivariáveis, é necessário buscar uma 

forma de calcular a Margem de Fase para um sistema multivariável. Considerando o modelo 

bilinear quasilinearizado em um ponto de operação i : 

 

)1()()(),( 11 −= −− kuqBkyuqA ii  (5.60) 

 

em que: 

 

)()]1([)()(),( 11111 −−−−− −−= qDkuDqDqqAuqA
idieii  (5.61) 

 

Pré-multiplicando (5.60) por 11 ),( −− uqAi , tem-se que: 

 

)()(),( )( 1111 kuqqBuqAky ii

−−−−=  (5.62) 

 

Dessa forma, a matriz função de transferência pode ser obtida a partir de (5.62) como 

sendo: 
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11 )(),( ),( −−= zzBuzAuzG iii  (5.63) 

 

Com a matriz função de transferência é possível calcular qp ×  margens de fase e, por 

conseguinte, se obter qp×  trajetórias. Uma abordagem consiste em utilizar as qp×  

trajetórias e calcular uma métrica da forma [ ]1,0:, →Φjtiρ  em que NPOi ,,1K= , pj ,,1K=  

e pt ,,1K= . Sendo a matriz função de transferência representada da seguinte forma: 

 

qppqipi

qii

i

uzguzg

uzguzg

uzG

×










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



=
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,1,

1,11,
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 (5.64) 

 

consideraremos º180),( 0)()( −∠= uegMF
hji

jt

i

jt

ω  como sendo a Margem de Fase, em iΦ , da 

função de transferência da j-ésima linha e t-ésima coluna. Como no caso multivariável há 

acoplamento, a distância entre os modelos de um ponto de operação i para um ponto i+1 deve 

ser relacionada com a menor Margem de Fase do ponto i e a menor Margem de Fase do ponto 

i+1. Esta relação indicará a dificuldade do controlador em relação aos pontos em questão. 

Dessa forma, )min( )()( i

jt

i MFMMF =  com NPOi ,,1K= , pj ,,1K=  e pt ,,1K=  é a menor 

Margem de Fase do ponto i. 

Assim sendo, é definida a seguinte métrica: 

 

)min()max(
1

)()(

)()(

ii

ik

i
MMFMMF

MMFMMF

−

−
−=ρ  (5.65) 

 

em que )(kMMF  é a menor Margem de Fase de uma matriz de funções de transferência 

interpolada. A interpolação é efetuada considerando os parâmetros dos polinômios das 

matrizes polinomiais discretas do modelo bilinear multivariável (3.43) como uma função de 

vetores saída nos pontos de operação. Um detalhe a ser ressaltado consiste no caso de haver 

extrapolação, ou seja, se calcule parâmetros para o modelo quando a saída do sistema estiver 

fora dos limites de operação estabelecidos. Neste caso, o algoritmo proposto assumirá a 

margem de fase limite. 
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5.7. Resultados de Aplicação 
 

Foram apresentados os controladores preditivos multivariáveis GPC Linear, GPC 

Quasilinear e GPC Quasilinear com Compensação Iterativa. Juntamente com os referidos 

controladores, foram apresentadas as abordagens multi-modelo baseadas na ponderação do 

modelo e na ponderação do controlador. Da mesma forma, foram apresentadas métricas 

baseadas em norma e em Margem de Fase. Com o universo de técnicas apresentadas, pode-se 

combinar os controladores com as abordagens e as métricas, produzindo uma gama bastante 

ampla de algoritmos possíveis. Esta Tese não apresenta todas as combinações possíveis, mas 

apenas algumas escolhidas de forma a demonstrar o desempenho destas abordagens quando 

comparadas entre si e quando comparadas ao caso mono-modelo tradicional.  

Todos os resultados são baseados na coluna de destilação apresentada na seção  3.2.3. 

A coluna é dividida em três pontos de operação, conforme mostrado na Tabela 5.1. 

    

Ponto de Operação Entrada Saída 
(Frações de Massa) 

u1 = 40 m3/h y1 = 0,014413 
1 

u2 = 147 oC y2 = 0,001339 
u1 = 37 m3/h y1 = 0,017581 

2 
u2 = 147.5 oC y2 = 0,001161 
u1 = 34 m3/h y1 = 0,021994 

3 
u2 = 148 oC y2 = 0,001004 

Tabela 5.1 – Pontos de operação escolhidos 
 

Os modelos bilineares identificados nos pontos de operação tiveram seus parâmetros 

estimados por meio do algoritmo de mínimos quadrados recursivo multivariável. Esta 

estimação foi possível visto que, conforme já mencionado, os modelos bilineares são lineares 

nos parâmetros. Para cada um dos pontos  de operação foram aplicados degraus em cada par, 

isoladamente, para a análise da resposta. A partir da resposta ao degrau, que foi em média de 

120 minutos para cada par em todos os pontos de operação, foi estabelecido o período de 

amostragem de 4 minutos, ou seja, 1/30 do tempo de resposta. Os modelos são dados por: 

 

o Modelo no ponto de operação 1 
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)4()4(0.0016506 )3()3(0.00018083

)2()2(0.0002971)1()1(0.00126900 

)4()4(0.0006597)3()3(0.00005739 

)2()2(0.0008130)1()1(0.00092470

)4(70.00000789)3(0.00001250 )2(0.00002120 )1(60.00000585 

)4(0.00001591 )3(00.00000385)2(0.00001999)1(80.00000675

)4(0.3844)3(0.7234 )2(0.3983)1(1.7230)(
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kykykykyky

 

 

)4()4(0.0057750)3()3(0.014940

)2()2(0.00041450)1()1(0.011950

)4()4(0.00670500)3()3(0.010850

)2()2(70.00000845)1()1(0.006967

)4(0.00001015)3(80.00000771)2(60.00000699 )1(00.00002998

)4(50.00000894)3(40.00000243)2(70.00000868)1(40.00000840 

)4(0.1237)3(0.4484 )2(0.1432)1(1.3941)(
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o Modelo no ponto de operação 2 

 

)4()4(0.0014000 )3()3(0.00005463

)2()2(80.00000246)1()1(0.0008329 

)4()4(0.0005625)3()3(0.0002701 

)2()2(0.0004891)1()1(0.0006632

)4(0.00001061)3(0.00001383 )2(0.00002328 )1(00.00000605 

)4(0.00001847 )3(60.00000276)2(0.00002249)1(00.00000862

)4(0.4083)3(0.7133 )2(0.5365)1(1.8325)(
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)4()4(0.006100)3()3(0.004506

)2()2(0.004174)1()1(0.01351

)4()4(0.013810)3()3(0.007570

)2()2(0.003230)1()1(0.008887

)4(50.00000275)3(70.00000337)2(60.00000222 )1(00.00002833

)4(600.00000884)3(40.00000173)2(0.00001041)1(00.00000522 

)4(0.04242)3(0.2089 )2(0.006979)1(1.1313)(
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2222
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1111

22222
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−−+−−+

−−−−−+−−

−−−+−+−+

−−−−−−−=

kukykuky

kukykuky

kukykuky

kukykuky

kukukuku

kukukuku

kykykykyky

 

o Modelo no ponto de operação 3 
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)4()4(0.001222 )3()3(0.00001743

)2()2(0.0001294)1()1(0.0005392

)4()4(0.0005225)3()3(0.0003817 

)2()2(0.0001234)1()1(0.0004911

)4(0.00001138)3(0.00001553)2(0.00002535 )1(20.00000643 

)4(0.00002145 )3(50.00000231)2(0.00002612)1(0.00001041

)4(0.4024)3(0.6474 )2(0.6789)1(1.9174)(
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)4()4(0.01430)3()3(0.008300

)2()2(0.008279)1()1(0.01046

)4()4(0.02345)3()3(0.01265 

)2()2(0.0008421)1()1(0.007057

)4(0.00001262)3(70.00000356)2(5300.00000001)1(10.00002800

)4(00.00000103)3(90.00000712)2(0.00001441)1(40.00000356  

)4(0.0992)3(0.1031 )2(0.08909)1(0.9538)(
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5.7.1. Aplicação empregando GPC Quasilinear, abordagem baseada na 

ponderação no controlador e métrica baseada em norma 

 

Nesta simulação o processo se encontra no terceiro ponto de operação e um desvio de 

referência é aplicado ao controlador, de forma que o mesmo conduza o processo para próximo 

ao primeiro ponto de operação. O controlador proposto é comparado com GPC quasilinear 

com modelo único. Os resultados são mostrados na Figura 5.2, Figura 5.3, Figura 5.4 e Figura 

5.5. Os resultados desta seção foram publicados em (Cavalcanti et al., 2007b). 

 

 
Figura 5.2 – Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

normas) e mono-modelo - Concentração de i-pentano 
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Figura 5.3 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

normas) e mono-modelo - Concentração de i-buteno 
 

 
Figura 5.4 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

normas) e mono-modelo – Taxa de Refluxo 
 

 
Figura 5.5 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

normas) e mono-modelo – Temperatura no fundo da coluna 
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Os gráficos apresentados evidenciam um melhor resultado da abordagem multi-

modelo quando comparada com a abordagem clássica de modelo único. A referida melhoria 

será mostrada de forma quantitativa nas seções subseqüentes. A Figura 5.6 mostra a variação 

dos pesos no decorrer da simulação. 

 
Figura 5.6 – Pesos dos controlador multi-modelo modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e 

métrica de normas) 
 

5.7.2. Aplicação empregando GPC Quasilinear, abordagem baseada na 
ponderação no modelo e métrica baseada em norma 

 

Nesta simulação as mesmas condições da seção  5.7.1 são utilizadas. O controlador 

proposto é comparado com GPC quasilinear com modelo único. Os resultados são mostrados 

na Figura 5.7, Figura 5.8, Figura 5.9 e Figura 5.10. 

Os resultados desta seção foram publicados em (Cavalcanti et al., 2007a). 

 
Figura 5.7 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no modelo e métrica de normas) e 

mono-modelo - Concentração de i-pentano 
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Figura 5.8 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no modelo e métrica de normas) e 

mono-modelo - Concentração de i-buteno 
 

 
Figura 5.9 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no modelo e métrica de normas) e 

mono-modelo – Taxa de Refluxo 
 

 
Figura 5.10 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no modelo e métrica de normas) e 

mono-modelo – Temperatura no fundo da coluna 
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A Figura 5.11 mostra a variação dos pesos no decorrer da simulação. 

 
Figura 5.11 – Pesos dos controlador multi-modelo modelo (GPC Quasilinear, ponderação no modelo e métrica 

de normas) 
 

Os gráficos apresentados, também para esta simulação, evidenciam um melhor 

resultado da abordagem multi-modelo quando comparada com a abordagem clássica de 

modelo único. A referida melhoria será mostrada de forma quantitativa nas seções 

subseqüentes. 

5.7.3. Aplicação empregando GPC Quasilinear, abordagem baseada na 
ponderação no controlador e métrica baseada em Margem de Fase 

 

Nesta simulação as mesmas condições da seção  5.7.1 são utilizadas. O controlador 

proposto é comparado com GPC quasilinear com modelo único. Os resultados são mostrados 

na Figura 5.12, Figura 5. 13, Figura 5.14 e Figura 5.15. 

 
Figura 5.12 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

margem de fase) e mono-modelo - Concentração de i-pentano 
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Figura 5. 13 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

margem de fase) e mono-modelo - Concentração de i-buteno 
 

 
Figura 5.14 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

margem de fase) e mono-modelo – Taxa de Refluxo 
 

 
Figura 5.15 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

margem de fase) e mono-modelo – Temperatura no fundo da coluna 
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A Figura 5.16 mostra a variação dos pesos no decorrer da simulação. 

 

 
Figura 5.16 - Pesos dos controlador multi-modelo modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e 

métrica de margem de fase) 
 

 

Os gráficos apresentados, também para esta simulação, evidenciam um melhor 

resultado da abordagem multi-modelo quando comparada com a abordagem clássica de 

modelo único. A referida melhoria será mostrada de forma quantitativa nas seções 

subseqüentes. Os resultados desta seção foram publicados em (Cavalcanti et al., 2008a). 

 

5.7.4. Aplicação empregando GPC Quasilinear com compensação 
iterativa, abordagem baseada na ponderação no controlador e 
métrica baseada em norma 

 

Nesta simulação, para que o empregado do controlador com compensação iterativa 

fosse justificado, o processo partiu do ponto de operação u1 = 31 m3/h, u2 = 148,5 oC, 

y1=0,028125 e y2=0,000874 e foi aplicado os desvios -0,01371 e   0,000465 no controlador. 

Dessa forma, houve uma variação significativa no esforço de controle, o que proporcionou um 

maior espaço de correção ao algoritmo. Este controlador foi comparado, por meio dos 

gráficos, com o controlador GPC Quasilinear com abordagem baseada na ponderação no 

controlador e métrica baseada em norma. 

Os resultados desta simulação são mostrados na Figura 5.17, Figura 5.18, Figura 5.19 

e Figura 5.20. Os referidos resultados foram publicados em (Cavalcanti et al., 2008b). 
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Figura 5.17 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear com compensação iterativa, ponderação no 
controlador e métrica de norma) e multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

norma)- Concentração de i-pentano 

 
Figura 5.18 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear com compensação iterativa, ponderação no 
controlador e métrica de norma) e multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

norma)- Concentração de i-buteno 

 
Figura 5.19 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear com compensação iterativa, ponderação no 
controlador e métrica de norma) e multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

norma)- Taxa de Refluxo 
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Figura 5.20 - Comparação entre multi-modelo (GPC Quasilinear com compensação iterativa, ponderação no 
controlador e métrica de norma) e multi-modelo (GPC Quasilinear, ponderação no controlador e métrica de 

norma)- Temperatura de Fundo 
 

5.7.5. Avaliação quantitativa das simulações 

 

A avaliação quantitativa das simulações apresentadas é efetuada pelos índices 

mostrados nas equações (3.90), (3.91), (3.92) e (3.93). Vale lembrar que os índices (3.90), 

(3.91) e (3.92) representam a energia dispendida pelo sistema, o uso dos atuadores e a 

qualidade dos produtos, respectivamente. Neste trabalho foi considerado 1.0=iα , 15.0=iβ  

e 5.0=jρ , dada a maior importância da qualidade dos produtos. A Tabela 5.2 apresenta a 

avaliação comparativa dos índices de desempenho. 

 
i Controlador 

i,1ε  i,2ε  i,3ε  
iε  

1 Controlador Mono-modelo 1,0000 1,0000 0,9969 0,9895 
2 Controlador Mono-modelo 1,0000 0,9403 1,0000 0,9910 5.7.1 
1 Controlador com ponderação no controle, 

quasilinear e métrica de norma 
0,9575 0,1236 0,9750 0,8313 5.7.1 

2 Controlador com ponderação no controle, 
quasilinear e métrica de norma 

0,9968 0,8657 0,7779 0,7327 5.7.2 

1 Controlador com ponderação no modelo, 
quasilinear e métrica de norma 

0,9706 0,2008 0,9387 0,8463 5.7.2 

2 Controlador com ponderação no modelo, 
quasilinear e métrica de norma 

0,9978 1,0000 0,8988 0,8263 5.7.3 

1 Controlador com ponderação no controle, 
quasilinear e métrica de margem de fase 

0,9560 0,0888 1,0000 0,8474 5.7.3 

2 Controlador com ponderação no controle, 
quasilinear e métrica de margem de fase 

0,9967 0,9254 0,7935 0,7441 

Tabela 5.2 – Avaliação Comparativa dos índices de desempenho normalizados das simulações das seções 5.7.1,  
5.7.2 e 5.7.3 
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Vale lembrar que um menor índice reflete em um desempenho melhor no critério 

avaliado. De uma maneira geral, o desempenho dos controladores baseados em multi-modelo 

foi superior quando comparados com o mono-modelo. O controlador que apresentou menor 

energia gasta na excursão da válvula de refluxo 9560,01,1 =ε  e na válvula de temperatura de 

fundo 9967,02,1 =ε  foi o baseado na métrica de margem de fase. O menor uso do atuador da 

válvula de refluxo 0888,01,2 =ε  é obtido pelo controlador baseado na métrica de margem de 

fase, e o menor uso do atuador da válvula de temperatura de fundo 8657,02,2 =ε  é obtido 

pelo controlador com ponderação no controle e métrica de norma. 

Em relação à melhor qualidade do produto de topo 9387,01,3 =ε , o controlador com 

melhor desempenho foi o baseado na ponderação do modelo e métrica de norma. A melhor 

qualidade no produto de fundo 7779,02,3 =ε  foi apresentada pelo controlador com 

ponderação no controle e métrica de norma. O melhor índice global para a malha de topo 

8313,01 =ε  e para a malha de fundo 7327,02 =ε  foi obtido pelo controlador com 

ponderação no controle e métrica de norma. Vale lembrar que estes índices globais foram 

calculados levando em conta que o critério mais significante a ser avaliado é a qualidade dos 

produtos, ou seja, 1,0=iα , 15,0=iβ  e 5,0=jρ . Em uma coluna do tipo desbutanizadora, 

como a que foi exemplificada, estes critérios de qualidade dos produtos devem ser rigorosos, 

visto que existem especificações legais para o GLP a ser vendido. 

A avaliação da simulação da seção  5.7.4 é apresentada separadamente visto que foi 

feita em condições diferentes das simulações anteriores. A Tabela 5.3 apresenta a avaliação 

comparativa dos índices de desempenho das simulações das seções 5.7.1 e  5.7.4. 

 

i Controlador 
i,1ε  i,2ε  i,3ε  

iε  

1 Controlador com ponderação no 
controle, quasilinear e métrica de norma 

1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

2 Controlador com ponderação no 
controle, quasilinear e métrica de norma 

1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

1 Controlador com ponderação no 
controle, quasilinear com compensação 

iterativa e métrica de norma 
0,8066 0,8744 0,7804 0,7337 

2 Controlador com ponderação no 
controle, quasilinear com compensação 

iterativa e métrica de norma 
0,9929 0,2163 0,2267 0,4569 

Tabela 5.3 - Avaliação Comparativa dos índices de desempenho normalizados das simulações das seções 5.7.1 e  
 5.7.4 
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Percebe-se, pela observação da Tabela 5.3, que o controlador multi-modelo baseado 

no algorimo de compensação iterativa apresentou um desempenho bastante superior quando 

comparado ao controlador multi-modelo baseado em modelo único. Como já mencionado, o 

que explica esta diferença significativa de desempenho entre os citados controladores é que, 

neste caso, por ser elevada a variação do esforço de controle, a predição utilizando o modelo 

quasilinear apresenta erro acentuado. Isto permite que o procedimento da compensação 

iterativa encontre um maior espaço para correção da predição, como mostrado em (Cavalcanti 

et al., 2008b). 

 

5.8. Conclusões 
 

Este capítulo apresenta uma avaliação das principais contribuições desta Tese. Foram 

propostas duas métricas que buscam definir qual controlador ou qual modelo é o mais 

apropriado dentre um dado universo de operação. Em decorrência das métricas propostas, 

quatro contribuições são apresentadas que combinam controladores (quasilinear e 

compensação iterativa), abordagens multi-modelo e métricas. De uma forma geral, os 

resultados foram encorajadores no sentido da aplicação destas contribuições em aplicações 

que envolvam processos com largas faixas de operação. A melhoria obtida em relação à 

abordagem quasilinear tradicional vem reforçar a necessidade de aprofundamento desta 

pesquisa, de forma a se conceber controladores robustos e com garantia de estabilidade, o que 

não foi o alvo desta Tese. 

O controlador com compensação iterativa representou um desempenho bastante 

promissor quando aplicado em processos com grande variação no esforço de controle. 

Esforços conforme apresentado em (Fontes et al., 2008) vem sendo dispendiados para 

conseguir um algoritmo com garantia de estabilidade robusta para o algoritmo de 

compensação iterativa, o que já seria um passo inicial para a generalização para o caso multi-

modelos.  

Uma síntese destas contribuições foi publicada como capítulo do livro “Robotics, 

Automation and Control” da editora I-Tech Education and Publishing, Viena, Áustria, pp. 

283-300, ISBN 978-953-7619-16-9. 
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Capítulo 6 

 

Conclusões e Perspectivas 

 
Nesta Tese, foi mostrada a teoria dos controladores preditivo, suas origens, aplicações 

e metodologias de projetos. Mostrou-se que os principais desafios de um bom projeto de 

controle preditivo reside: na obtenção de um modelo, na escolha da função objetivo e nos 

parâmetros de sintonia que a envolvem, na obtenção de uma predição e na solução do 

problema de otimização. Em todo o decorrer deste trabalho, apenas soluções analíticas foram 

consideradas. As bases para o entendimento dos conceitos envolvidos no trabalho foram 

estabelecidas, inicialmente, na apresentação do Controlador Preditivo Generalizado (GPC) 

tanto em sua forma monovariável como em sua forma multivariável, tendo sido mostrada uma 

análise em malha fechada do referido controlador. 

Como o tema central da tese residia no tratamento do Controlado Preditivo 

Generalizado Bilinear (BGPC), e por conseqüência no tratamento de modelos bilineares, foi 

apresentado o referido controlador para o caso monovariável e multivariável. Mostrou-se que 

resultados bastante promissores vem sendo obtidos pela academia, a qual vem mostrando que 

os modelos bilineares possuem alto grau de representação de dinâmicas que não podem ser 

representadas por modelos lineares. Os referidos resultados mostram, também, que diversos 

processos, principalmente colunas de destilação, possuem características intrínsecamente 

bilineares. A abordagem para o BGPC foi dada a partir da quasilinearização do modelo 

bilinear, onde foi obtida uma predição sub-ótima. É importante destacar que, embora a 

predição obtida tenha sido sub-ótima, com a conseqüente solução analítica sub-ótima, a 

referida abordagem mostrou bons resultados quando comparados com GPC linear. 

Conquanto os resultados obtidos pela abordagem quasilinear tenham se mostrado 

satisfatórios, diversos esforços vêm sendo empregados para melhorar seu desempenho, 

conforme foi mostrado no decorrer deste trabalho. Nesse sentido, foi mostrado o algoritmo de 

compensação iterativa. O referido algoritmo tem se mostrado eficiente para minimizar o erro 

de predição que advém da quasilinearização por degrau de tempo. Critérios de convergência 

foram estabelecidos para fins de obtenção de seqüências de esforços controle mais próximas à 

solução ótima. Resultados promissores, envolvendo a compensação iterativa, vêm sendo 

apresentados pela academia e também foram apresentados neste trabalho. 
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A principal contribuição deste trabalho residiu na proposição das métricas baseadas 

em norma e em Margem de Fase. Como conseqüências das métricas referidas, foram 

concebidos quatro controladores diferentes, combinando as diversas abordagens citadas no 

decorrer do trabalho. As métricas são índices calculados de forma a mensurar a distância entre 

os pontos de operação tabelados e o ponto em que o processo se encontra em um determinado 

instante de tempo. As métricas são utilizadas para o cálculo de pesos que são associados às 

saídas dos controladores ou aos modelos dos pontos de operação escolhidos. Os controladores 

propostos foram aplicados a uma coluna de destilação do tipo desbutanizadora, a qual é um 

processo típico em Unidades de Produção de Gás Natural. Este tipo de processo produz o gás 

GLP como produto de topo e a gasolina natural (C5+) como produto de fundo. Os resultados 

qualitativos das simulações com a desbutanizadora se mostraram favoráveis às propostas 

apresentadas nesta pesquisa, quando comparadas ao caso quasilinear com modelo único. A 

combinação do controlador com compensação iterativa se mostrou uma alternativa bastante 

interessante a ser aplicada em processos com largas faixas de operação e que possuem grande 

variação do esforço de controle, conforme já mencionado. 

Por fim, com relação aos trabalhos que podem ser continuados a partir desta pesquisa, 

sugere-se: 

o a implementação de outras combinações entre controlador, abordagem multi-

modelo e métrica não implementadas; 

o o desenvolvimento de uma métrica mista que englobe Margem de Fase e 

Margem de Ganho; 

o o desenvolvimento de um algoritmo multi-modelos que garanta a estabilidade 

robusta; 

o o desenvolvimento de um algoritmo multi-modelo robusto a partir 

desigualdades matriciais bilineares. 
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Anexo I – Solução recursiva da equação diofantina 
 

Considerando a seguinte equação diofantina: 
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em que: 
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Uma solução recursiva para a referida equação pode ser obtida da seguinte forma: 

 

o Solução (para 1=i ): 

o 1)( 1
1 =−qE  

o [ ]qqAqF )(
~

1)( 11
1

−− −=  

o Solução (para 1>i ): 

o 0,1−= ij fR  

o ( )( )1
1,1, ,,1,~ −

−− =−= qAgraujaRff jjijji K  

o 
)1(1

1
1 )()( −−−

−
− += i

jii qRqEqE  
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