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RESUMO

Neste trabalho investigamos as propriedades criticas do processo de contato
por par (PCP) unidimensional usando o método Monte Carlo, simulando-o
para varios tamanhos de rede e diferentes tempos de relaxacao, e utilizando
trés tipos de atualizacao: aleatoria, sequéncial e paralela. Em nossas sim-
ulagoes acrescentamos uma pequena modificagao ao modelo PCP a qual de-
nominamos Método de Monte Carlo com Ressuscitamento (MCR). Ela con-
siste em ressuscitarmos uma particula do sistema quando o parametro de
ordem (densidade de pares de particulas) se anula. Fazemos isto porque em
muitos modelos de nao equilibrio, como é o caso do PCP, na vizinhanca do
ponto critico, o parametro de ordem se anula rapidamente, dificultando a
identificagao precisa deste ponto. Com o ressuscitamento de uma particula
do sistema contornamos este problema, pois a curva do parametro de ordem
vai a zero de forma mais suave durante a transi¢ao, onde produz um ponto de
inflexao que equivale ao ponto critico. Desta forma podemos aplicar algumas
relacoes de escala para estimarmos o ponto e os expoentes criticos. Apli-
camos a técnica de andlise de escala de tamanho finito para determinamos o
ponto critico e estimarmos os expoentes criticos 3, v e z. Nossos resultados
mostram-se consistentes com os ja estabelecidos na literatura para o modelo
PCP, mostrando que o fato de ressuscitarmos uma particula nao faz o sistema
mudar o seu comportamento critico, mas facilita a determinagao do ponto
critico e dos expoentes criticos do modelo. Esta extensao ao método Monte
Carlo também tem sido usada com sucesso no estudo de outros modelos de
processos de contato. Por esta razao acreditamos que ela seja 1til para estu-

dar uma grande variedade de modelos de nao equilibrio.



ABSTRACT

We study the critical behavior of the one-dimensional pair contact process
(PCP), using the Monte Carlo method for several lattice sizes and three differ-
ent updating: random, sequential and parallel. We also added a small mod-
ification to the model, called “Monte Carlo com Ressucitamento” (MCR),
which consists of resuscitating one particle when the order parameter goes
to zero. This was done because it is difficult to accurately determine the
critical point of the model, since the order parameter(particle pair density)
rapidly goes to zero using the traditional approach. With the MCR, the
order parameter becomes null in a softer way, allowing us to use finite-size
scaling to determine the critical point and the critical exponents 3, v and
z. Our results are consistent with the ones already found in literature for
this model, showing that not only the process of resuscitating one particle
does not change the critical behavior of the system, it also makes it easier
to determine the critical point and critical exponents of the model. This
extension to the Monte Carlo method has already been used in other contact
process models, leading us to believe its usefulness to study several others

non-equilibrium models.

vi



Sumario

Introducao Geral

Simulacao Computacional com o método de Monte Carlo
2.1 Introducao . . . . . . . . . ...
2.2 Implementacao do método Monte Carlo . . . . . . . . ... ..
2.2.1 Processos markovianos . . . . . ... ... ...
2.2.2  Descrigao matematica do método . . . . . . . ... ..
2.2.3 Algoritmo de Metropolis e de Glauber . . . . . . . ..
2.3 Um exemplo de aplicacao do método Monte Carlo . . . . . . .
231 OmodelodelIsing . ... ... ... ... ... ...

2.4 Método de Monte Carlo com Ressuscitamento . . . . . . . ..

Transigcoes de fase, relagoes de escala e classes de universali-

dade

3.1 Imtroducao . . . . . . . . . ..

3.2 Transicoesdefase . . . . . . . ... ... ... ... .. ...,
3.2.1 Parametrodeordem . . ... ... ...........
3.2.2 Relagoes de escala e expoentes criticos . . . . . . . ..

3.3 Expoentes criticos de modelos de nao-equilibrio . . . . . . ..
3.3.1 Percolacao dirigida e sua classe de universalidade

3.3.2 Classe de universalidade da conservacao da paridade

Comportamento Critico do Processo de Contato por Par

4.1 Introdugdo . . . . . . . . ..
411 OModelo . .. ... .. ... ... .
4.1.2 Simulagbes . . . . . ...

4.2 Resultados e Discussao . . . . . . . . . ...

Conclusoes e Perspectivas

vil

22
22
24
26
26
29
32
35

37
37
38
40
41

56



Bibliografia

viil

58



Capitulo 1

Introducao Geral

O estudo de sistemas de muitas particulas é provavelmente a area de
pesquisa mais ativa da fisica moderna fora do dominio da fisica de altas
energias; e a Mecanica Estatistica é a ciéncia que aborda o problema de
deduzir as propriedades macroscopicas desses sistemas a partir de uma visao
microscépica dos mesmos. A ME também foi a primeira das teorias fisicas
fundamentais na qual conceitos e explanagoes probabilisticas tiveram um
papel essencial [1, 2, 3, 4].

O desenvolvimento formal da ME comecou na metade do século XIX e se
deve, principalmente, aos trabalhos teéricos de J. W. Gibbs (1844-1906), J.
C. Maxwell (1831-1879) e L. Boltzmann (1844-1906) [5].

Maxwell e Boltzmann demonstraram que nao era necessario conhecer a
trajetéria de cada atomo para determinar o estado de um sistema com um
grande ntimero deles; era apenas necessario conhecer o comportamento médio
desses atomos. Entao, grandezas como temperatura e pressao de um gas cor-
responderiam, por exemplo, a energia média do movimento dos atomos e a
intensidade do choque destes com as paredes do recinto no qual estavam con-
finados, respectivamente. Esses resultados, junto a algumas hipdteses relati-
vas ao comportamento médio dos atomos do gas, permitiram que Maxwell e
Boltzmann encontrassem alguns resultados ja conhecidos na Termodinamica
como, por exemplo, as leis de Boyle-Mariotte e Charles, que exprimiam
relagbes entre a temperatura, a pressao e o volume de um gas [6].

Boltzmann, em um dos seus trabalhos de 1877 [7], apresentou uma ex-
pressao probabilistica para a entropia. Ele pde mostrar que a entropia S é

proporcional ao volume do espaco de fase 6N-dimensional €2, ocupado pelo



macroestado correspondente de um sistema de N particulas:
S x log (2

Esta expressao ¢ atualmente conhecida na notagao escrita por Max Planck
em 1901:

S = klogW

onde k é chamada constante de Boltzmann e W é o niimero de microestados
acessiveis ao sistema. Esta expressao foi chamada Principio de Boltzmann
por Albert Einstein em 1905, ja que pode ser usada como o fundamento da
Mecanica Estatistica.

J. Willard Gibbs formalizou a ME tal qual nés a conhecemos hoje. Foi
ele quem cunhou o termo Mecanica Estatistica em uma conferéncia da As-
sociacao Americana para o Avanco da Ciéncia, na Filadélfia, em 1884 e o
apresentou formalmente em seu livro publicado em 1902 [8].

Gibbs se baseia no conceito de ensembles, que significa colegoes. Esse
conceito torna possivel a definicao de macroestados em funcao do nimero
de microestados a que correspondem. Ele estudou maneiras diferentes de

calcular estes estados macroscdpicos, sao eles:

Ensemble micro-candnico - que corresponde a um ensemble de sistemas
isolados os quais possuem a mesma energia. Nesse caso, cada constitu-
inte do ensemble corresponde a um microestado, e todos os microesta-
dos possuem igual probabilidade. Este é o ensemble mais béasico, mas
nao o mais pratico, ja que requer a investigacao do espectro de energia

do Hamiltoniano, o que geralmente é um problema complicado.

Ensemble candénico - que corresponde a sistemas em contato com um
reservatério de calor. Nesse caso, a temperatura se mantém fixa, mas
a energia individual dos sistemas pode flutuar em torno do valor médio
E. Esse ensemble é de grande importancia pratica, ja que é mais con-

veniente para os calculos que o micro-canonico.

Ensemble grande-candnico - no qual nao apenas a energia, como também
o numero de particulas dos sistemas individuais pode flutuar em torno

do valor médio N; a temperatura mantém-se fixa. Ele é bastante



pratico, e pode ser aplicado, inclusive, a sistemas os quais é impossivel
fixar o nimero de particulas como, por exemplo, gases formados por

quase-particulas.

Gibbs, portanto, foi quem formalizou a ME dentro de uma estrutura clara
e pratica. Mesmo assim, sua teoria dos ensembles sé teve aceitacao definitiva
a partir da década de 40.

Outro grande cientista que contribuiu de forma significativa para o de-
senvolvimento da ME foi Albert Einstein; principalmente no que diz respeito
analise de flutuagoes. Em 1924, ele chegou a formulagao de uma nova dis-
tribuicao de probabilidades, que passou a ser chamada de Bose-Einstein, que
descrevia sistemas formados por particulas idénticas, que podem acumular-se
em um mesmo nivel de energia. Ele inclusive chegou a prever o fenémeno da
condensacao de Bose-Einstein, que sé fora comprovado experimentalmente
em 1995, 40 anos apds sua morte.

A ME é uma teoria bem desenvolvida, e se divide em duas grandes areas: a
Mecanica Estatistica de equilibrio e a Mecanica Estatistica de nao-equilibrio.
A ME de equilibrio ja estd bem fundamentada, descrevendo com éxito as
propriedades termodinamicas de sistemas em equilibrio. Ja a ME de nao-
equilibrio esta atualmente em grande desenvolvimento, e tem como objetivo
principal o estudo dos processos irreversiveis.

A ME de nao-equilibrio comecou seu desenvolvimento nas primeiras décadas
do século XX. Podemos destacar como contribuicoes pioneiras para essa
teoria a conceituagao de caminhada aleatoéria, como também sua utilizacao
na andlise do movimento browniano (descrito pela primeira vez por Robert
Brown, em 1827).

Outras contribuicoes importantes foram os trabalhos de Lars Onsager
9, 10] e Ilya Prigogine. Onsager obteve uma grande classe de teoremas de
flutuacao-dissipacao para estados de nao-equilibrio préximos ao equilibrio
termodinamico. Ele obteve uma série de expressoes que relacionam correntes
- térmicas, elétricas, etc. - aos gradientes de energia, também conhecidos
como forcas ou fluxos. Ja Prigogine fez a andlise de sistemas que se mantin-
ham afastados do equilibrio observando que, quando estes se mantém afasta-
dos em razao de alguma forga externa, podem originar quebras espontaneas

de simetria, que se manifestam em nivel macroscépico. Ele caracterizou o



estado longe do equilibrio termodinamico com o termo estrutura dissipativa,
salientado a importancia da dissipacao para os fenomenos de nao-equilibrio.

Uma das atividades que mais cresce dentro da ME é o estudo das pro-
priedades criticas de sistemas termodinamicos. Dentro deste estudo, temos
duas abordagens que se destacam: a abordagem analitica, onde as pro-
priedades fisicas dos sistemas sao obtidas através das relacoes estabelecidas
pela ME, e as simulagoes numeéricas.

Entre os métodos de simulagao computacional mais conhecidos estao o
método de Monte Carlo (MC) [11] e a Dinamica Molecular (DM) [12]. A
DM trata os problemas de modo deterministico, buscando resolver numeri-
camente as equacoes de Newton de um sistema de muitos corpos. O MC
trata os problemas de modo estocéstico, sem a necessidade de se escrever as
equacoes diferenciais que descrevem o comportamento do sistema, sendo ape-
nas necessario que este seja descrito por funcoes densidade de probabilidade.
O MC tem se mostrado bastante util e é atualmente o método mais utilizado
no estudo de transicoes de fase e fenomenos criticos dentro da abordagem de
simulagbes numéricas [13, 14, 15].

O método de Monte Carlo, desde a sua utilizagao na simulagao de pro-
cessos nucleares e na resolugao aproximada de integrais de alta ordem pelos
cientistas que desenvolveram a primeira bomba atmica (1942), tem se tor-
nado uma ferramenta bastante poderosa para investigar sistemas de pratica-
mente todas as areas da ciéncia. Por isso, sempre existiu uma busca perma-
nente para aumentar sua eficiéncia, tanto do ponto de vista de buscar mel-
hores resultados, bem como de diminuir os esforgos computacionais (tempo
e memoéria). Neste sentido varias extensoes vém sendo feitas ao método
de MC, como por exemplo: algoritmos de Metropolis [16], Glauber [17],
Swendsen-Wang (SW) [18], Wolff [19], etc. [20, 21, 22, 23]. Recentemente,
foi introduzido o Método de Busca Automaética (MBA) [24, 25], como mais
uma tentativa de melhorar a eficiéncia do MC. Esse método foi inspirado na
teoria da criticalidade auto-organizada, segundo a qual o sistema evolui de
acordo com alguma dinamica espontaneamente ao ponto critico.

Uma técnica bastante simples para facilitar a determinacao do ponto
critico em modelos de nao-equilibrio que exibem transicoes de fase de esta-
dos ativos para estados absorventes foi introduzida recentemente [26, 27]. Ela

consiste em ressuscitar uma particula do sistema toda vez que o parametro
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de ordem (densidade de particulas) se anula, fazendo com que a curva car-
acteristica deste parametro tenha uma ida mais lenta ao ponto critico, facil-
itando assim a determinacao do mesmo.

Neste trabalho aplicamos a técnica de ressuscitar uma particula, que aqui
denominamos Método Monte Carlo com Ressuscitamento (MCR), para in-
vestigarmos o comportamento critico do modelo processo de contato por
par (PCP). Este modelo foi proposto inicialmente por Jenssen [28] em 1993
e desde entdao tem sido largamente estudado [29, 30, 31, 32, 33, 34]. O
modelo PCP envolve a criacao e aniquilacao de particulas aleatoriamente a
partir dos pares, exibindo transigao de fase continua de um estado ativo (pre-
senga de pares de particulas) para estados absorventes (auséncia de pares de
particulas). Deste modo o modelo pode exibir multiplos estados absorventes
(IMAS), pois qualquer configuracao com densidade nao nula de particulas
isoladas é um deles.

Nosso principal objetivo com o presente trabalho é mostrar que o fato de
ressuscitarmos uma particula do sistema quando o parametro de ordem vai
a zero é 1util para estimarmos o ponto de transicao e conseqiientemente os
expoentes criticos de modelos que evoluem para estados absorventes, em par-
ticular os diversos tipos de processos de contato e, desse modo, estabelecer
o MCR como mais uma maneira eficiente de se estudar propriedades criticas
dentro da Mecanica Estatistica de nao-equilibrio. Estudamos o modelo PCP
para varias redes com diferentes tempos de relaxacao. Usamos trés tipos de
atualizacgoes: aleatdria, seqiiencial e paralela, pois, também, estavamos inter-
essados em verificar qual o efeito que um dado tipo de atualizagao provoca
ou nao no comportamento critico de modelos de nao-equilibrio e quais as
vantagens ou desvantagens de se optar por uma ou por outra dentre as trés.

Escolhemos estudar o modelo PCP porque ele é considerado o protétipo
para modelos que exibem muiltiplos estados absorventes, também porque ele é
um dos modelos mais simples e um dos mais conhecidos dentro da ME de nao-
equilibrio. Desse modo podemos fazer comparacoes de nossos resultados com
resultados do modelo PCP estabelecidos na literatura e assim verificarmos a
eficiencia do MCR.

Agora vamos apresentar as demais etapas deste trabalho que estao orga-
nizadas como segue:

No capitulo 2 apresentaremos o método Monte Carlo, iniciaremos com



uma breve retrospectiva histérica, em seguida falaremos um pouco sobre
processos markovianos e por ultimo utilizaremos o modelo de Ising como um
exemplo de aplicacgao.

No capitulo 3 trataremos um pouco sobre transi¢oes de fase entre es-
tado ativo e absorvente. Para isto iniciaremos com uma breve retrospectiva
histérica sobre o estudo de transicoes de fase de um modo geral, explicaremos
sucintamente o que é uma transicao de fase, como também alguns conceitos
bésicos, por exemplo: parametro de ordem, expoentes criticos e classes de
universalidade.

No capitulo 4 explicaremos o modelo PCP em detalhes. Iniciaremos o
capitulo falando um pouco sobre as classes de universalidades Percolagao
Direcionada e Conservacao da Paridade. Em seguida explicaremos o modelo,
descrevendo o algoritmo definido para simulé-lo e por iltimo apresentaremos
nossos resultados e discussoes.

No ultimo capitulo apresentaremos nossas conclusoes e perspectivas para

este trabalho.



Capitulo 2

Simulacao Computacional com
o método de Monte Carlo

2.1 Introducao

Os métodos de simulacao computacional representam um conjunto de
técnicas fundamentais amplamente empregadas em diversas areas da fisica e,
devido a sua grande flexibilidade, vém sendo utilizadas com sucesso também
por outras ciéncias, como a matemadtica, a quimica e a biologia [35].

O método de Monte Carlo (MC) é um dos métodos numéricos mais con-
hecidos, senao o mais utilizado, para a realizacao de simulagoes estatisticas
[11, 36, 37, 38, 39]. Entre suas primeiras aplicagdes estd sua utilizagdo para
simular reacoes nucleares, durante o Projeto Manhattan na Segunda Guerra
Mundial, pelos cientistas Von Newman, Ulan, Fermi e Metropolis. Este
ultimo, inclusive, foi quem cunhou o nome Monte Carlo, originado de uma
cidade do principado de Monaco, que era o centro de jogos de sorte na época,
devido a semelhanca das simulacoes estatisticas com estes.

Atualmente o método MC é utilizado rotineiramente em diversos campos
de pesquisa, para simular fenémenos criticos complexos, como o transporte de
radiagdo na atmosfera [40], reagdes quimicas [41, 42, 43|, dindmicas popula-
cionais [44], proliferacao de epidemias [45], criac@o e aniquila¢ao de particulas
46, 47], entre outros [48, 49, 50, 51, 52, 53].

O método MC pode ser usado tanto na resolucao de problemas de for-



mulacao intrinsecamente analitica quanto na simulacao de problemas pu-
ramente estatisticos. Ele é usado especialmente naqueles casos em que o
numero de fatores incluidos no problema é tao grande que a sua solugao
analitica é demorada ou, em termos praticos, impossivel [54].  Contudo,
existem algumas dificuldades que podem inviabilizar a sua aplicacao. As
principais dificuldades que encontramos nas simulagoes com o método de
MC sao as limitagoes computacionais e os erros estatisticos que sao inerentes
ao método. Dependendo do problema, a simulagao pode durar dias, semanas,
meses, etc., podendo tornar-se impraticavel. O erro estatistico aparece como
uma caracteristica das simulacoes e, dependendo do nimero de amostras
geradas, pode macular nossos resultados.

Devido a essas dificuldades, para podermos implementar o método MC
na simulacao de algum sistema fisico temos que fazer, antes, algumas aprox-
imagoes: uma delas é representa-lo por um sistema finito (factivel a capaci-
dade de processamento do computador); outra forma é representé-lo, quando
definido em um meio continuo, por outro definido em um meio discreto — o
mais comum € representa-lo por um modelo definido em uma rede geométrica
L* (onde d é a dimensao espacial) dividida em N sitios.

Em modelos assim definidos o estado do sistema é caracterizado pelo
conjunto de valores de variaveis, geralmente discretas, definidas nos sitios
da rede (1,2,3,..., N) em consideragao. Essa varidvel pode assumir qualquer
valor, por exemplo, o = 0,+1,£2, etc. O caso mais simples é quando ela
assume dois valores: o0 = (0 caso o sitio esteja vazio ou ¢ = 1 caso o sitio
esteja ocupado. Ao longo deste trabalho denotaremos o sitio vazio por @); e
o sitio ocupado por A.

Para se obter resultados mais préximos aos do sistema fisico no limite
termodinamico, trabalha-se com redes de vérios tamanhos com condigoes de
contorno apropriadas e verifica-se a sua convergéncia ou analisa-se como as
grandezas de interesse se escalonam com o tamanho das redes [55, 56, 57, 58,
59].

Mesmo com essas aproximacoes, ainda fica dificil realizarmos célculos
que envolvam todas as configuragoes (estados) do sistema. Por exemplo,
considere o modelo de Ising [60]. Neste modelo cada dtomo da rede tem
momento de dipolo magnético (spin) com dois possiveis estados. Suponha

que temos inicialmente uma rede quadrada com L = 3, desse modo teremos



9 sitios ao todo (cada um com um atomo). Como cada spin pode tomar duas
configuracoes, existem s = 2% = 512 possiveis estados para o sistema. Agora
suponha que tenhamos uma rede com L = 10, assim teremos 100 sitios.
Logo o nimero de estados possiveis é s = 219 ~ 10%°. Um computador
que seja capaz de operar 10° pontos por segundo gastard aproximadamente
10! segundos para operar esta informacao, cerca de 1000 vezes a idade do
universo!

Portanto, nos deparamos com um problema: para melhorar os resultados
temos que aumentar o tamanho das redes, mas quando fazemos isso o niimero
de estados s calculado para o sistema, cresce exponencialmente de acordo com
o seu tamanho. Logo fica inviavel fazer qualquer calculo que envolva todos
os estados possiveis. Por isso o que os estudiosos tem feito é desenvolver
métodos que estimem as propriedades termodinamicas mediante a escolha
de pequenos subconjuntos de todos os estados possiveis.

Entre estes métodos os mais famosos sao: algoritmos de atualizacao local,
como por exemplo, de Metropolis e de Glauber [16, 17]; algoritmos de “clus-
ters”, como Swendsen-Wang (SW) [18], Wolff [19], o algoritmo de Machta et
al ou “invaded cluster” (IC) [20, 21], entre outros.

Agora vamos fazer uma breve descrigao matemaética de alguns conceitos
importantes, em seguida apresentamos um exemplo de aplicacao do método
MC e finalizando este capitulo descreveremos o Método de Monte Carlo com
Ressuscitamento (MCR).

Observagao: convém lembrar que, embora o método MC seja baseado
no carater aleatorio do problema que se deseja resolver, ele também pode
ser aplicado para resolver outros tipos de problemas, como por exemplo,
integracoes numéricas, cdlculos de niimeros transcendentais, entre outros. O
que se tem de fazer é traduzir o problema que se quer resolver de um jeito

que dé para aplica-lo.

2.2 Implementacao do método Monte Carlo

O método MC trata os problemas de modo estocéstico. Isto significa que
em uma simulacao com este método tentamos seguir a dependéncia tempo-

ral de um modelo que evolui segundo taxas estocasticas, que dependem de



uma sequencia de ntumeros aleatérios, os quais sao gerados durante a sim-
ulagao. Como esse método é mais usado em processos que geram sequéncias
markovianas vamos a partir de agora apresentar uma rapida abordagem sobre

sequencias de Markov.

2.2.1 Processos markovianos

Muitos sistemas estao em constante evolucao ao longo do tempo. Estes
sistemas sao dinamicos e sofrem diversas transformagoes devido a fatores in-
ternos e/ou externos. Em um dado momento eles sdo caracterizados pelo
estado nos quais se encontram. Sistemas, cujo estado em um dado momento
depende tnica e exclusivamente do estado no momento imediatamente ante-
rior, sao ditos obedecer a um processo markoviano — que é um tipo particular
de processo estocastico. Por processo estocastico entende-se um processo no
qual surge um fenomeno aleatério que evolui ao longo do tempo e que de
alguma forma pode ser controlado por leis de probabilidades.

Matematicamente isto implica em termos um conjunto de variaveis aleatorias

dependentes do tempo indexadas num conjunto U, isto é
{X;,teU} (2.1)

Nao ha restricoes quanto a natureza do conjunto U, porém, dois casos
importantes sao: U = {...,—2,—1,0,1,2,...} ou U = {0,1,2,...} (processo
estocdstico de parametro discreto), e U = R ou U = [0, 00] (processo es-
tocastico de parametro continuo). Vamos comentar s6 o primeiro caso.

Para um dado sistema fisico, obedecendo a certas leis de probabilidades
podemos enunciar o seguinte principio: a probabilidade de que um sistema
fisico esteja num determinado estado no momento ty pode ser deduzido a
partir do conhecimento do seu estado num dado momento anterior ti, e nao
depende da historia do sistema antes do momento t;. Este é o Principio de
Markov e o processo estocastico que representa observacoes de um sistema
fisico que satisfaga este principio é um processo markoviano.

Um caso especial de um processo markoviano é uma sequéncia ou cadeia
de Markov, que pode ser definida como um processo estocastico cujo de-
senvolvimento pode ser tratado como uma série de transicoes entre certos

estados.
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Em termos matematicos, dizemos que um processo estocastico de parametro
discreto {X;,t =0, 1,2,...} ou de parametro continuo {X;,¢ > 0} é um pro-
cesso markoviano se, para qualquer conjunto de n momentos t; < to < ... <t,
do conjunto U do processo, a distribui¢ao condicional de X, , para dados
valores de , Xj,..., X, _, , depende apenas de x;,_, (o valor conhecido mais

recente); mais precisamente, para quaisquer valores reais i, ...,

P(Xy, <z, | Xy, =21, ., Xy, , =x01) = P(Xy, <z | Xy, = Tu1)
(2.2)
A expressao 2.2 mostra que, dado o “presente” do processo, o “futuro” é
independente do passado.
Em sequéncias de Markov de parametro discreto as variaveis aleatérias
Xo, X1, ..., X,, sdo discretas, o conjunto U é discreto (U = {0,1,2,...,n}),
o numero de estados pode ser finito ou infinito e a equagao 2.2 pode ser

substituida por
P(Xm = Ty | XO = T,y -y mel) = P<Xm = Tm ‘ mel = xmfl) (23)

Um processo markoviano é descrito pela funcao de probabilidade de tran-
sicao. Se o sistema estiver num estado s, no momento m, existe uma proba-
bilidade fixa de ele no momento n esta no estado s’. A funcao probabilidade

de transicao é dada por

pss(m,n) =P(X,=5|X,,=s) (2.4)

A melhor forma de escrever as probabilidades de transicao de uma cadeia

de Markov com espago de estados {0,1,2,...} é através da matriz de transigao
a n passos

P(n) = [ps.s(n)] (2.5)

os elementos desta matriz safisfazem, para todo s e s, as seguintes pro-

priedades:
ps,s’(n) 2 0 (26)
> p(s,s)=1 (2.7)
Sl
Note que a equacao 2.7 é normalizada. Ou seja os elementos da matriz
p devem ser nao negativos e a soma dos elementos de uma coluna qualquer

deve ser igual a unidade. Qualquer matriz quadrada que possua essas duas

propriedades é chamada de matriz estocastica [61].
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2.2.2 Descricao matematica do método

Dentro da ME, as propriedades de um sistema em equilibrio termodinamico
sao obtidas a partir de uma distribuicao de probabilidades , conhecida a pri-
ori, e definida para possiveis estados (microscépicos) s do sistema. Seja f(s)

uma propriedade, isto é, uma funcao de estado [61]. A média (f) é dada por
(f) =>_f(s)P(s) (2.8)

onde
P(s) = o exp{~04(5)} (29)

e Z é a funcao de particao dada por
Z =Y exp{—pBH(s)} (2.10)

onde JZ ¢ o hamiltoniano.
O método Monte Carlo fornece uma estimativa para qualquer média (f)
e consiste no seguinte. Suponha que um certo nimero M de estados seja

gerado de acordo com a probabilidade P(s); entao a média aritimética

1 M
sz(si) (2.11)

=1

serd uma estimativa para (f) onde sy, S, s3, ..., Spr s@o os estados gerados. A
estimativa serd tanto melhor quanto maior for o valor de M. Em seguida,
devemos resolver o problema de gerar estados com a probabilidade P(s). A
solucao se encontra na construcao de um processo markoviano cuja probabili-
dade estaciondria seja P(s). Isto é, devemos construir uma matriz estocéstica
T(s,s') tal que

> T(s,s")P(s',s) = P(s) (2.12)

"

Diferente de processos markovianos, onde T' é dada e desejamos determinar
P, aqui é dado P e desejamos obter 7. A maneira mais utilizada para
construir a matriz estocastica é fazer uso da condicao de balanceamento

detalhado, ou seja, construimos 1" tal que

T(s,s")P(s') =T(s',s)P(s) (2.13)
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A equacao 2.13 fica automaticamente satisfeita desde que
Y T(s,s)=1 (2.14)

Um dos algoritmos mais utilizados para construir a matriz estocéstica
2.14 é o de Metropolis, o qual passaremos a descrever. Juntamente com ele

apresentaremos de forma suscinta o algoritmo de Glauber.

2.2.3 Algoritmo de Metropolis e de Glauber

O algoritmo de Metropolis foi elaborado por Metropolis et al [16] para
simulagao em dinamica molecular. Ele é o mais usado em processos marko-
vianos para sistemas de spins e o mais rapido quando comparado com outras
dinamicas, pois tem poucas instrucoes.

O algoritmo de Metropolis consiste no seguinte: para cada estado s defin-
imos um conjunto V'(s) de estados vizinhos a s ¢ adotamos T'(s", s) = 0 para o
caso em que s’ nao pertenca a essa vizinhanca. Desta maneira faz-se com que
a transicao de s para estados fora de sua vizinhanca seja proibida. E impor-
tante escolher as vizinhancas dos diversos estados de modo que se um dado
estado ¢’ ndo pertenca a vizinhanca de um estado s, entao s nao pertence a
vizinhanca de s’. Por simplicidade, todas as vizinhancas sao escolhidas com
o mesmo numero de estados que denotamos por N.

Para um estado s’ que pertenca a vizinhanca de s, a matriz estocastica ¢é

definida por

T(s',5) = - exp{—BLA(S) — #(s)]) (2.15)
se (') > H(s) e X
T(s',s) = 7 (2.16)

se H(s') < H(s) desde que s seja distinto de s

O elemento diagonal é dado por

T(s,s)=1— > T(s,s) (2.17)
s (#5)

Se as vizinhancas forem escolhidas de forma que qualquer estado possa ser

alcancado a partir de qualquer outro, temos uma matriz estocastica regular
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e, portanto, para ¢ suficientemente grande, o estado s, serd escolhido com a
probabilidade de equilibrio P(sy).

Para implementarmos o algoritmo de Metropolis em um programa de
computador, comecamos por um estado qualquer, digamos sy e a partir dele
geramos uma sequéncias de estados s, s9, ...5,, da segunite forma. Suponha
que no {—énesimo instante o estado seja s,. No instante seguinte escolhemos
aleatoriamente um estado da vizinhanca de s,. Suponha que o estado de
equifbrio escolhido seja s;. Calculamos entao a diferenca A = J(s)) —
H(8y).

a) Se A <0, entdao o novo estado serd sj, ou seja, Spy1 = S

b) Se A > 0, calculamos p = exp{—BAI} e geramos um nimero
aleatério ¢ distribuido no intervalo [0,1]. Se & < p entao sy41 = ), se nao
Ser1 = S¢, que significa que o estado escolhido nao se altera.

Descartamos os primeiros D estados (correspondentes a termaliza¢ao do
sistema), e usamos os M estados seguintes para estimar a média (f) para

qualquer funcao de estado dada por

1 M
37 2 o) (2.13)

O algoritmo de Glauber é uma variante do de Metropolis e descreve a
interacao de um sistema tipo Ising com um reservatorio térmico a uma dada
temperatura. Por reservatério térmico subtende-se o meio no qual variagoes
de temperatura de sistemas nele contido nao provoca mudancas significativas
em sua temperatura, sendo um exemplo tipico a atmosfera terrestre.

O algoritmo de Glauber pode ser interpretado como o método Monte
Carlo para a simulagao do modelo de sistemas em equilibrio. Para tempos
longos as configuragoes serao escolhidas de acordo com a probabilidade de
Gibbs dada por
= ;exp{K (2:) 0i0;} (2.19)

(]

a soma em parénteses se estende sobre os pares de sitios que sejam vizinhos

P(o)

mais proximos.
A diferenca com o algoritmo de Metropolis, é que aqui usamos a proba-
bilidade dada por

Wi(o) = ;{1 — o tanh[K Y 045} (2.20)
5
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A idéia central desses algoritmos é construir uma sequéncia de configuragoes
01,09, ..., 04, Tit1, ..., Op €M que 0; seja construida a partir de o;_; através de

uma probabilidade de transicao.

2.3 Um exemplo de aplicacao do método Monte
Carlo

Agora para um melhor entendimento e introducao de alguns conceitos
bésicos sobre simulacao computacional com o método MC vamos utiliza-lo
para simular um dos modelos bastante conhecido dentro da literatura da
Mecanica Estatistica. Trata-se do modelo de Ising.

Este modelo foi introduzido em 1920 [62] por W. Lenz e proposto para
E. Ising, seu aluno de doutorado, como uma representacao simples de um
ferromagneto. O modelo inicial consistia em uma cadeia linear de momen-
tos magnéticos interagentes. Lenz acreditava existir uma transicao de fase a
uma temperatura critica acima (abaixo) da qual haveria (ndo haveria) orde-
namento de toda a cadeia. Ising resolveu o modelo em 1925 [60], que para
decepcao de seu idealizador, nao encontrou transicao de fase. O resultado
encontrado por Ising nao deve ser visto como um fracasso, pois esta correto.
O pecado de Ising foi na verdade extrapolar este resultado para as demais
dimenoes. O que foi desmentido por Peirls ao demonstrar que o modelo de
Ising em duas dimensoes apresenta transi¢ao de fase em temperatura nao nula
[63]. Lars Onsager estudou o modelo de Ising em duas dimensoes mostrando
que, para este caso, de fato ha transicao de fase e chegou a expressoes exatas
para a funcao de particdao, energia média, magnetizacao e calor expecifico
para o modelo na auséncia de campo externo [64].

Para o caso do modelo bidimensional na presenca de campo externo e o
caso tridimensional nao existe ainda solu¢ao analitica até o presente. Para

esses casos existem apenas solugoes numéricas.

2.3.1 O modelo de Ising

Ha muito tempo se sabe que certos materiais magnéticos como o ferro

e o niquel possuem uma magnetizacao permanente que desaparece quando
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o material é aquecido até uma temperatura caracteristica (temperatura de
Curie). Esta situacao sugere que os spins dos dtomos (ou moléculas) que
constituem o material tenham uma certa tendéncia a se alinhar uns aos
outros, dando origem a uma magnetizacao espontanea para temperaturas
abaixo da temperatura de Curie. A descricao mais simples de tal fendmeno
¢ dada pelo modelo de Ising.

Para entendermos o modelo de Ising consideremos uma rede bidimen-
sional com cada ponto da rede ocupado por um atomo magnético. O estado
de um atomo é caracterizado pela dire¢cao do momento dipolo magnético. O
momento do dipolo magnético se encontra na dire¢ao do eixo z ou contraria

a z (Figura 2.1) e é dado pela equacao
i = YO (2.21)

onde v é uma constante e g; é a variavel que assume os valores +1 caso o
momento de dipolo magnético aponte na direcao z ou —1 em caso contrario.
O estado total, ou configuracao do sistema, fica completamente especifi-
cado pelas variveis o1, 09,, 03, ..., oy onde N é o nimero total de atomos
magnéticos. Como cada varidvel toma dois valores, existem 2 configuracoes

para este sistema.
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Figura 2.1: Esquema de um modelo de spin para um antiferromagneto [65].
Para o caso dos spins apontando para cima (T) o; = 1 e o caso dos spins
apontando para baixo (]) o; = —1

No equilibrio termodinamico a uma temperatura 7', a probabilidade P(o)

de encontrar o sistema na configuragao o é dada por

P(o) =  exp{~PE(0)) (2:22)

onde # = 1/kgT, sendo kp a constante de Boltzmann, e Z é a fungao de

particao dada por
7= exp{—0E(0)} (2.23)
esta soma se estende sobre todas as 2V configuracoes

Entre as quantidades macroscopicas que sao de interesse fisico temos:

a) a magnetizagao média

M= (M(c)) (2:24)

17



onde
M(o)=>o; (2.25)

b) a suscetibilidade

1

X = () — M) (2.2
c) a energia média
U= (E(0)) (2.27)
d) a capacidade térmica
1 2 2
O = mUEEN) -U7 (2.28)

Conhecido o modelo de Ising vamos agora descrever um algoritmo para
simulé-lo utilizando o MC.

Para simularmos o modelo de Ising inicialmente definimos o tamanho da
rede que vai representar nosso sistema, por exemplo L = 16, L = 32, etc,
(aqui por simplicidade vamos considerar uma rede quadrada). Em seguida
preenchemos cada reticulado ¢ da rede com um &tomo com orientagao do
momento de dipolo magnético escolhida aleatoriamente. Usamos condicao
de contorno periddica, isto é, fazemos com que os atomos magéticos das
bordas interajam com os atomos magéticos das bordas opostas a rede.

Temos agora uma configuragao inicial aleatéria o = (01,09, ...,0,). A

partir dela as demais configuracoes serao geradas como segue:

1. Escolhemos aleatoriamente um sitio ¢ da rede no qual o momento de

dipolo magnético do dtomo presente tentaremos inverter (p; — —p;).

2. Suponhamos que a inverao ocorra, o que implica a termos a con-
figuragao o' = (0y,09, ..., —0j, ..., 0,), calculamos a variagao da energia

AE(o") — E(0) para uma possivel inversao. Que é dada por

AE =2Jo{> o5+ H} (2.29)
)

onde a soma ¢ feita sobre todos os atomos vizinhos ao atomo do sitio 7

escolhido e H é o campo externo.
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. Determinamos a probabilidade de inversao, que depende da dinamica

utilizada. No algoritmo de Metropolis é dada por p = exp{—[SAE}.

. Sorteamos um nimero aleatério £ uniformemente distribuido num in-

tervalo unitario.

. Comparamos a probabilidade de inversao do momento de dipolo do
atomo magnético com o niumero aleatorio &

Dependendo do valor de £ teremos

a) Se £ < p, a nova configuragao do sistema serd o';

b) Se £ > p, a configuragdo do sistema continuard a mesma, ou seja,

sera o.

. Repetimos as etapas descritas acima para todos os atomos da rede. Isto

é o que chamamos de um passo de Monte Carlo.

. Repetimos este procedimento iniimeras vezes até que o sistema se es-
tabilize para entao calcularmos as médias para as grandezas desejadas,

como por exemplo a magnetizacao M (o), a energia F(o), etc.

. Voltemos ao passo 1 para uma nova realizagao; a cada nova etapa
temos uma trajetoria distinta, porque temos uma sequéncia de ntimeros
aleatorios diferentes, o que configura uma nova realizacao, embora

comecemos de uma mesma condi¢ao inicial.

. Fazemos as médias sobre o niimero de realizacoes geradas.

2.4 Meétodo de Monte Carlo com Ressuscita-

mento

Quando simulamos modelos de equilibrio como é o caso do modelo de

Ising e suas generalizagdes (Potts, XY e Heisenberg), existe uma correlacao

temporal forte préximo a temperatura de transicao, de modo que o tempo

de relaxacao aumenta rapidamente com o tamanho do sistema. Isto significa

que préximo a temperatura critica o sistema vai ao equilibrio lentamente,
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devido a dificuldade de se gerar configuracgoes totalmente independentes. Este
fenémeno é conhecido como amortecimento critico (critical slowing down).

Em modelos de nao equilibrio, como é o caso de automatas celulares e
processos de contato, por exemplo, nao ocorre o amortecimento critico. Na
vizinhanga do ponto critico o parametro de ordem (densidade de sitios ativos)
se anula rapidamente e, uma vez nulo, o sistema nao tem mais como evoluir.
Neste caso se diz que o sistema atingiu o estado absorvente, no qual ele é
capturado sem nenhuma chance de escapar. Esta ida rapida para o estado
absorvente dificulta a determinacao do ponto critico e consequentemente dos
expoentes criticos. De modo que para se obter resultados confidveis na viz-
inhanga do ponto critico é necessario simular o modelo para varios tamanhos
de redes, longos tempos de relaxacao e efetuar as médias das grandezas de
interesse sobre as amostras sobreviventes (aquelas em que o parametro de
ordem nao se anula completamente).

Uma técnica para facilitar a determinacao do ponto e expoentes criticos de
processos de contato investigados com o método MC foi lancada recentemente
24, 25]. Trata-se de um algoritmo que introduz uma pequena modificagao
na dinamica evolutiva de modelos de nao equilibrio que exibem transicao de
fase entre estado ativo e absorvente. De forma mais especifica, esta modi-
ficagao consiste em se reativar um sitio (apenas um) do sistema sempre que
o parametro de ordem se anula. Como reativamos apenas um sitio, o sistema
nao muda o seu comportamento critico. O que ocorre é o aparecimento de
uma cauda amortecida na curva do parametro de ordem préximo do ponto
critico, de forma que ela nao vai a zero'. Esta modificacio na curva do
parametro de ordem mostrado no diagrama de fases é de grande utilidade
para podermos calcular as propriedades criticas utilizando os métodos con-
hecidos. Desta forma podemos, por exemplo, aplicar a técnica de analise de
escala de tamanho finito para estimar o ponto critico e os expoentes criticos
do modelo que se deseja estudar .

Neste trabalho pretendemos formalizar esta técnica, que chamamos Método
de Monte Carlo com ressuscitamento (MCR), como mais uma maneira de se

estudar propriedades criticas de modelos de nao equilibrio, em particular os

1O ressuscitamento produz no grafico do pardmetro de ordem dos modelos de processos
de contato fendomeno semelhante ao efeito de tamanho finito que se observa em sistemas
magnéticos
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diversos modelos de processos de contato. Para testar a eficiencia do MCR
o utilizamos na investigagdo do modelo processo de contato por par (PCP)

(descrito em detalhes no capitulo 4).
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Capitulo 3

Transicoes de fase, relacoes de
escala e classes de
universalidade

3.1 Introducao

A Mecanica Estatistica procura explicar as propriedades macroscépicas
dos sistemas fisicos partindo da idéia que eles sao constituidos por um nimero
muito grande de sistemas menores (d4tomos, moléculas, etc). De acordo com
esta teoria tais propriedades sao devidas a efeitos cooperativos destes diversos
subsistemas que interagem continuamente. Um exemplo tipico destes efeitos
cooperativos é a magnetizacao espontanea que alguns materiais apresentam
a baixas temperaturas, como o ferro e o niquel, por exemplo. Ela é resultante
da ordenacao dos momentos de dipolos magnéticos de diversos atomos. Outro
exemplo é a pressao que um gas exerce sobre as paredes de um recinto fechado
que o contenha. A pressao é resultante da aplicacao da forca que diversas
moléculas exercem nestas paredes.

Entre as primeiras teorias bem sucedidas que buscam explicar as transicoes
de fase, temos a introduzida por van der Waals, antes do surgimento da
Mecanica Estatistica, para a transicao liquido-vapor; a teoria de Weiss para
o ferromagnetismo e a teoria de Bragg-Williams para a transicao ordem-
desordem em ligas metalicas. Essas teorias sao ditas de campo médio ou
classicas e foram unificadas na teoria de Landau [66, 67].

A teoria de van der Waals introduziu a idéia inédita de que um 1nico tipo

de interagao entre moléculas poderia descrever distintas fases termodinamicas
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[68]. Com a comprovagao experimental da caracteristica discreta da matéria e
com o surgimento da Mecanica Estatistica essa idéia de van de Walls tornou-
se o ponto de partida na compreensao das transicoes de fase e fendomenos
criticos.

Estas teorias tiveram sucesso inicial, contudo, com o tempo desvios dos
resultados classicos foram observados experimentalmente e obtidos teorica-
mente através da técnica de expansao em série introduzida por Domb e outros
(69, 70, 71, 72, 73]. Em particular os expoentes criticos determinados por essa
técnica e pelas solucoes exatas comecaram a diferir dos resultados classicos.
Criou-se o clima de que essas teorias estavam erradas, entretanto, as teorias
classicas possuem uma consisténcia prépria e a conciliagao entre elas e os
novos resultados foi alcancada por Wilson com o método de grupo de renor-
malizacao baseado na idéia de invariancia de escala, introduzida por Widom
e Kadanoff, e no principio de universalidade [74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82].

Universalidade é um conceito observado primeiramente na ME de equilibrio.
Préximo ao ponto critico de uma transicao de fase continua em um sistema de
equilibrio, as quantidades mensuraveis do sistema seguem leis de poténcia,
governadas por expoentes criticos. Acontece que sistemas completamente
diferentes podem ter um conjunto de expoentes criticos que € idéntico. Esse
conceito é o que chamamos de universalidade, e é explicado pela teoria de
grupo de renormalizacao. Os expoentes criticos dependem apenas de algumas
propriedades muito fundamentais das transicoes de fase: dimensionalidade,
leis de conservagao e simetrias. Como um resultado disso, mesmo transigoes
de fase de processos que na natureza aparentemente pouco ou nada tém a ver
um com o outro, como o magnetismo e a transigao de fase liquido-gés, podem
compartilhar os mesmos expoentes. Isso nos permite classificar transicoes de
fase continuas em sistemas de equilibrio em um numero limitado de classes
de universalidade, cada uma com seu proprio conjunto de expoentes criticos,
provendo um valioso insight nesse tipo de transigoes de fase [83].

Atualmente o estudo de transicao de fase é feito principalmente através
de simulacao numérica, onde se destaca o método MC, e através de técnicas
estocdsticas baseadas na equagao de Langevin [61].

A partir de agora vamos falar um pouco sobre transicao de fase de um
modo geral introduzindo alguns conceitos bésicos, em seguida falaremos

sobre transi¢oes de fase em modelos de nao equilibrio definidos em redes
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geométricas e sobre algumas classes de universalidade.

3.2 Transicoes de fase

Uma transicao de fase caracteriza-se basicamente por uma mudanca global
entre os estados fisicos de equilibrio do sistema a medida que variamos
seus parametros externos, como por exemplo, temperatura, pressao, campo
magnético, etc. Exemplos classicos de transicoes de fase sao a transicao
liquido-vapor, a transicao ferromagnética-paramagnética e transicao ordem-
desordem em ligas metalicas. Ela é caracterizada por uma nao analiticidade
dos potenciais termodinamicos, refletida em divergéncias de suas derivadas
que, como se sabe estao diretamente relacionadas as respostas termodinamicas
(calor especifico, suscetibilidade magnética, etc.) [75, 76, 77, 78, 79, 80].

Para esclarecer este conceito e outras idéias considere o modelo de Ising
(60, 61] (descrito no capitulo 2) que é um exemplo cldssico no estudo das
transicoes de fase. Todas as propriedades macroscopicas do modelo de Ising
podem ser obtidas a partir do conhecimento da energia livre, que é proporcio-
nal ao logaritmo da funcdo de partigdo candnica F(T,H) = —kIln Z(T, H),

onde T é a temperatura e H é o campo magnético . Elas sao obtidas como

segue:
a) energia interna
_19WF
goop
b) entropia
OF
S=—( T )u
¢) magnetizagao
OF
M = —( ar )T
d) calor especifico
oS 0*F
Cr =T(50)n =T(55)
e) suscetibilidade
oM O*F
Xr = (ﬁ)T = (8H2)T
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Sistemas que apresentam descontinuidade da primeira derivada da energia
livre exibem transicoes de fase de primeira ordem, caracterizadas pela pre-
senca de calor latente. No entanto, se as primeiras derivadas forem continuas,
mas as derivadas de segunda ordem (ou maiores) apresentarem singularidade,
entao dizemos que o sistema sofre uma transicao de fase continua ou de se-
gunda ordem.

O ponto critico representa o término de uma linha de coexisténcia de fases
ou linha de transicao de primeira ordem. Como exemplo, temos a curva de
coexisténcia liquido-gas que acaba em um determinado ponto do diagrama
P — T (figura 3.1) e também a linha H = 0 do diagrama H — T (figura
3.2) de um ferromagneto. Neste ponto as duas fases tornam-se idénticas e a

transicao é de segunda ordem.

Curva de fusdo

s61ido Liquido

Pc

urva de vaporizag¢do
Gas
Curva de Sublimag¢do

Tc :1:

Figura 3.1: Diagrama de fase tipico de um fluido, mostrando as fases liquida,
gasosa e sélida [63]. Todas as transi¢oes de fase sdo de primeira ordem, exceto
no ponto C. Além do ponto C(T" > T'c), pode-se passar continuamente de
liquido para gas.
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6—%)
0 T, T

Figura 3.2: Diagrama de fase de um ferromagneto simples [63]. A linha de
primeira ordem a campo zero termina no ponto critico a temperatura T’ = Tc.

3.2.1 Parametro de ordem

No estudo das transicoes de fase a grandeza que caracteriza as difer-
entes fases de um sistema é chamada parametro de ordem. Uma de suas
caracteristicas principais é ser nao nulo para temperaturas abaixo de T, e
nulo para temperaturas acima deste valor. Na transicao liquido-gas ele é a
diferenca entre as densidades do liquido e do gas p; — p,, na transicao fer-
romagnética-paramagnética é a magnetizacao espontanea M e na transicao
ordem-desordem em ligas bindarias a diferenca da densidade dos dois tipos de
atomos dos elementos quimicos que as constituem.

A maneira mais comum de se identificar ou classificar uma transicao de
fase é através da observacao do comportamento do parametro de ordem en-
quanto ela ocorre. Nas transicoes de primeira ordem ele varia descontinua-

mente, enquanto nas transi¢oes de segunda ordem ele varia suavemente.

3.2.2 Relagoes de escala e expoentes criticos

O estudo das singularidades termodinamicas que ocorrem proximas ao

ponto critico mostram que um conjunto de expoentes criticos caracteriza
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as fungoes termodinamicas na regiao critica. Os diversos expoentes criticos

associados a estas quantidades sao definidos como segue:

1. Expoente «, associado ao calor especifico
c~lel™® (3.1)
onde e =T —T,
2. Expoente (3, associado ao parametro de ordem
m~|e|? (3.2)
valido para temperaturas abaixo da critica (7' < T¢)

3. Expoente 7, relativo a suscetibilidade

X ~le|™ (3.3)

4. Expoente § associado a relagao entre a magnetizacao e o campo magnético

calculado ao longo da isoterma critica

m ~| e |V (3.4)

5. Expoente v, relacionado ao comprimento de correlagao
§~lel™ (3.5)

6. Expoente n associado a fun¢ao de correlagao de pares, calculada no
ponto critico
1
pr) ~ o (3.6)
7. Expoente z, que mostra a relagao entre o tempo de relaxacao e o com-

primento de correlagao

T~ & (3.7)

8. Expoente (, relativo ao decaimento temporal da magnetizacao no ponto
critico

m ~ t° (3.8)
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Os expoentes criticos definidos acima nao sao todos independentes ex-

istindo certas desigualdades entres eles. Citamos as seguintes:

a+20>2 (Rushbrooke, 1963),

a+pB(146)>2 (Grif fiths, 1965a; 1965b),

o-1
S+1

—_

d >(2—-mn) (Buckinghan — Gunton, 1969),

2—nv >~y (Fisher,1969),

dv > 2 —« (Josephson, 1967a; 1967b)

Segundo a hipdtese de escala introduzida por Windom [84, 85, 86] pode-se

mostrar que estas desigualdades tornam-se igualdades. Duas delas sao

2-nv=y

204y =dv

onde esta ultima é valida para dimensoes d abaixo de uma dimensao critica
d.. Para valores d maiores ou igual a d. ela se torna 20 + v = d.v.

Como os expoentes criticos nao sao independentes basta se conhecer o
valor de dois deles para se determinar os demais.

Algo que é importante no estudo dos expoentes criticos é o seu carater
universal, ou seja, seus valores sao bastante proximos para sistemas bastante
diferentes, como por exemplo, um ferromagneto anisotrépico e um fluido.
Este fato indica uma manifestacao do principio de universalidade do com-
portamento critico [68]. De acordo com este principio, o comportamento
critico depende apenas de um nimero pequeno de propriedades como: a)
dimensionalidade espacial do sistema, b) dimensionalidade do parametro de
ordem e c¢) simetria [64, 75, 76, 77, 87, 88, 89.

Estas observacoes sobre a semelhanca entre os expoentes criticos de di-
versos sistemas motivou os pesquisadores a agrupa-los em classses de uni-

versalidades. Isto significa que sistemas com expoentes criticos semelhantes
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podem ser agrupados em uma mesma classe de universalidade. Para sis-
temas de equilibrio temos, por exemplo, a classe de universalidade de Ising
[90], de Potts [91, 92] e do modelo XY [93]. Para sistemas de nao equilibrio as
classes de universalidade mais conhecidas sao percolagao direcionada [94, 95,
96, 97, 98] e conservagao da paridade conhecida também como Ising dirigido
(99, 100, 101].

3.3 Expoentes criticos de modelos de nao-
equilibrio

O estudo de sistemas de muitas particulas fora do equilibrio tem se
tornado um campo de intensa pesquisa dentro da Fisica, da Biologia, da
Quimica, da Sociologia, entre outras. Para estudar esses sistemas vérios
modelos foram propostos como: processos epidémicos [102], catalise cinética
(103, 104], avalanches [105], crescimento em superficies [101], criticalidade
auto organizada [106], entre outros [107, 108, 109, 110, 111].

Entre estes modelos os mais conhecidos sao os pertencentes a classe de uni-
versalidade percolagao direcionada [94, 95, 96, 97]. Estes modelos descrevem
fenomenos de espalhamento resultante da competicao entre dois processos:
criagdo (contaminagao) e aniquilagdo (cura) de particulas (ser). Eles sao
luteis para representar algumas situagoes que ocorrem na natureza como pro-
liferacao de epidemias, fogos em florestas, fluxo de um fluido em um meio
poroso, etc.

Dependendo do parametro de controle a competicao entre os processos
mencionados acima podem levar o sistema a sofrer uma transi¢ao de fase de
um estado ativo (densidade nao nula de sitios ocupados do sistema) para um
ou mais estados absorventes (todos os sitios do sistema vazios). De modo
mais claro, o estado absorvente corresponde a uma configuracao atingida por
um sistema a partir da qual ele nao mais pode evoluir. Este estado é por
definicao irreversivel, isto significa que a transicao a partir dele para demais
estados jamais ocorre, embora a transicao de outros estados para ele possa
ocorrer. Para exemplificar melhor o significado fisico de estado absorvente
consideremos o modelo processo de contato [102]

Esse modelo foi introduzido por Harris para representar um processo
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epidémico sem imunizagao. Ele é definido em uma rede geométrica onde
em cada sitio reside um individuo que pode estar sadio ou infectado. Os
individuos sadios podem tornar-se infectados se seus vizinhos mais proximos
estiverem infectados, caso contrario ele se mantém sadio. Os individuos infec-
tados podem se curar tornando-se sadios com uma probabilidade p, contudo
a cura nao lhes tornam imunes a novas infecgoes. Desse modo temos um
processo dinamico onde individuos sao infectados e se curam continuamente.
Na sua evolucao temporal, o sistema exibe uma transicao de fase de um
estado ativo, com a presenca de individuos sadios e infectados interagindo,
para um estado absorvente, onde todos os individuos infectados tornaram-se
sadios. Neste estado o sistema nao mais pode evoluir, porque estando todos
os individuos sadios a epidemia nao tem mais como se espalhar.

Nos modelos de processo de espalhamento a transicao entre estado ativo
e absorvente, assim como em modelos de equilibrio, geralmente, é continua e
caracteriza um comportamento universal [112] . No estudo das transigoes de
fase, para a maioria dos modelos de processos de espalhamento, o parametro

de ordem mais adequado é a densidade de sitios ativos definida como

p(t) = (7 2 si(t); (3.9)

onde s;(t) = 1 sitio ativo ou s;(t) = 0 sitio inativo e (...) denota uma média
termodinamica. Consideremos primeiro o caso de um sistema infinito. Na
fase ativa p(t) decai e eventualmente satura em algum valor estaciondrio p**.
Préximo a transicao de segunda ordem o parametro de ordem varia de acordo

com
Pt~ (p = pe)’ (3.10)

onde 3 é o expoente critico associado ao parametro de ordem e (p — p.) a
distancia do ponto critico. O valor deste expoente depende da dimenao do
sistema, em 1 + 1 dimensao seu valor é 3 ~ 0.277 e em 2 + 1 dimensoes é
(£ ~ 0.58. Escrevemos d+ 1 porque, diferentemente de modelos de equilibrio,
em modelos de nao equilibrio o tempo também é considerado como uma
dimensao.

Os processos de espalhamentos também sao caracterizados por certos
comprimentos de correlagao. Como comprimentos de correlagao de escala

espacial £, e temporal §|. Perto do ponto critico essas quantidades divergem
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da seguinte forma
&~ p—pe [ (3.11)

§ ~lp—pe ™ (3.12)

onde v, também conhecido apenas como v é o expoente critico associado a
correlacao espacial e v o expoente critico associado a correlagao temporal.
No regime de escala os dois comprimentos de correlacao estao relacionados
por &) ~ fﬁ ,onde z = v, /yj. z é o chamado expoente dinamico porque estd
relacionado a evolucao espacial e temporal do sistema na vizinhanca de p..

Em muitos modelos os trés expoentes ((3,v,z) formam o conjunto dos
expoentes fundamentais que indica a classe de universalidade. Os demais
expoentes criticos estao relacionados com estes trés e podem ser obtidos
através de relagoes de escalas [112, 113].

Vimos que a densidade estaciondria na fase ativa escalona com p**@t ~ AP,
onde A = p—p, é a distancia para o ponto critico. Uma quantidade similar é
a probabilidade de maxima sobrevivéncia P,,, que mede a probabilidade da
escolha aleatoria de um sitio pertencer a um cluster infinito. Na fase ativa

esta probabilidade é finita e escalona com algum expoente critico [
Py ~ A7 (3.13)

Este expoente, no caso da percolagao direcionada, coincide com (3, emb-
ora eles sejam diferentes em um contexto mais geral, como por exemplo em
modelos que exibem multiplos estados absorventes. Por esta razao, transicoes
de fase em modelos com estados absorventes sao geralmente caracterizadas
pelos quatro expoentes criticos 3, 3, v, e v [112].

O comportamento critico de p e P,, para tempos longos é descrito por
p(t) oc t7Of (ALY, P(t) oc tPg(ALYM1) (3.14)
que comparada com as Eqgs. 3.10 e 3.13 produz
a=0/v, §=05/y

Outro expoente critico para modelos definidos em redes geométricas rep-
resentativos de processos de espalhamento, é o expoente 6 associado ao cresci-

mento médio do ntimero de sitios ativos em funcao do tempo
N(t) oc t? (3.15)
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Estes expoentes criticos, assim como em modelos de equilibrio, nao sao
todos independentes, mas existem certas relagoes de igualdade entre eles,

algumas delas sao:

(L +0) = v +dvy — 3 — 3, (3.16)
y(1=08) =v -0, (3.17)
vi(d/z —0)=dv, — 3, (3.18)
I/H(d/z +1-96) = v +dvy — o (3.19)

Estas relacoes sao obtidas através da derivacao de propriedades de escalas
cuja demonstracao foge de nossos objetivos e as apresentamos aqui apenas
para fudamentar este trabalho. (O leitor interessado em um texto mais
completo e didatico sobre relacoes de escala de modelos de nao equilibrio

definidos em redes geométricas deve buscar a referéncia [112])

3.3.1 Percolacgao dirigida e sua classe de universalidade

A percolagao direcionada imita a passagem de um liquido em um material
poroso em d dimensoes, onde o liquido esta limitado a fluir em apenas uma
direcao devido a, por exemplo, gravidade. Definindo as trajetérias possiveis
do liquido fluir com reagdes entre as particulas (sitios molhados), podemos
descrever esse modelo nessa classe de universalidade com um sistema reagao-
difusao. Um dos modelos mais simples de reagao-difusao pertencente a classe
de universalidade da DP ¢ o processo de contato (CP). Suas reac¢oes em 1+1

dimensoes sao as seguintes [83]:
® e
OO @
SRON R
P —
® - O
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onde os sitios em claro representam individuos sadios e os escuros represen-
tam os doentes.

A taxa p é a probabilidade de se criar um novo sitio ativo por unidade
de tempo e, variando-se esse parametro, revela-se uma transicao de fase no
sistema. Para valores pequenos de p, a reacao de aniquilagao dominara,
e o niamero de particulas ird diminuir. Eventualmente, nao restarao mais
particulas, deixando o sistema em um estado absorvente (um estado do qual o
sistema nao pode escapar). Contudo, se p for maior que seu valor critico p., a
criagao de novas particulas vai manter o sistema longe do estado absorvente.
Nessa fase ativa, o sistema ird, eventualmente, atingir uma densidade de
equilibrio baseada na distancia até o ponto critico p — p.. O comportamento
numérico da densidade p e do comprimento de correlacao & do modelo é
regido por leis de poténcia. A partir da configuracao inicial no ponto critico,

a densidade dependente do tempo do sistema sera dada por:

Pp=pe ~ t7° (3.20)

Na fase ativa, onde p < p., a densidade de equilibrio que o sistema al-

cancarda também segue uma lei de poténcia, dada por:

Do ~ P (3.21)

onde ¢ = |p — p.| é a distancia até o ponto critico. O comprimento de
correlagao, definido como a distancia maxima entre dois sitios que ainda
podem se influenciar, cresce com o tempo no ponto critico, obedecendo a

seguinte lei de poténcia:

Ep=pe ™~ £ (3.22)

Existem mais dessas leis de poténcia, com outros expoentes criticos, mas
para sistemas desse tipo, apenas trés dos expoentes criticos sao indepen-
dentes. Os outros podem ser encontrados através de relagoes de escala. Por

exemplo:

0= ﬂ/l/H (323)

2=y /vy (3.24)
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Portanto, apenas trés expoentes, por exemplo, d, 3 e z sao necessarios
para determinar a classe de universalidade de um sistema. No geral, o sistema
obedecera a essas leis de poténcia apenas no limite termodinamico, onde o
tamanho do sistema L — oo, p — 0 e t — oo. Em qualquer medicao real
ou simulacao, efeitos de tempo e tamanho finitos farao com que os dados
desviem-se um pouco dessas relagoes.

De acordo com a conjectura de Jenssen e Grassberger [112] todos os sis-
temas exibindo uma transicao de fase continua para um unico estado ab-
sorvente, sem alguma outra simetria ou lei de conservacao, pertence a classe
de universalidade DP. Segundo estes pesquisadores os modelos que pertencem

a classe de universalidade DP devem atender as seguintes condigoes:

1. O modelo exibe uma transicao de fase de um estado ativo para um

unico estado absorvente;

2. A transicao é caracterizada por um parametro de ordem positivo de

um unico componente;
3. As regras da dinamica envolve apenas processos de curto alcance;

4. O sistema nao tem atributo especial semelhante a simetrias adicionais

ou congelamento aleatério.

E preciso lembrar que estas condi¢des niao sao bem rigorosas, no sen-
tido em que nao sao derivadas de relagoes analiticas, mas, elas sao baseadas
principalmente em evidéncias numericas. Especialmente a quarta condicao,
pois estudos revelam que ela é violada para alguns modelos, por exemplo em
certos modelos com mais de um estado absorvente.

Alguns trabalhos tem mostrado que a abrangéncia da classe de univer-
salidade de DP pode ser estendida para sistemas com mais de um estado
absorvente. Um exemplo tipico é o modelo Processo de Contato por Par
(PCP). O PCP é considerado o protétipo de modelos que exibem multiplos
estados absorventes, ou seja, o nimero desses estados cresce com o tamanho
do sistema indo ao infinito no limite ternodinamico.

Vaérios outros modelos com multiplos estados absorventes tém sido intro-

duzidos recentemente [114]. A dinamica desses modelos é bastante complexa
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se comparada com a de modelos com um tnico estado absorvente. Eles apre-
sentam comportamento critico novo com os expoentes criticos que governam
sua dinamica descrevendo dependéncia temporal dependendo da configuragao

inicial do sistema.

3.3.2 Classe de universalidade da conservacao da pari-
dade

A classe de universalidade Conservacgao da Paridade (PC)' ou Ising Di-
rigido engloba os modelos que conservam a paridade do niimero de particulas
98, 99, 110, 115]. Entre estes modelos temos os que sao governados por pro-

cessos de reagao-difusao com dinamicas semelhante a:

1. criacao de duas particulas

0 — AA (3.25)
2. difusao de uma particula
AD — DA (3.26)
ou
DA — A

3. aniquilacao de duas particulas

AA — 00 (3.27)
4. criagao de uma particula
00 — AD (3.28)
ou
0 — DA

Neste tipo de processo particulas podem ser aniquiladas aos pares e
a transicao para o estado absorvente é caracterizada por um decaimento

algébrico do parametro de ordem (concentracao de pares) com o tempo. Os

1Sigla derivada inglés Parity-conserving

35



modelos pertencentes a esta classe de universalidade conservam a paridade do
numero de particulas, isto significa dizer que em cada instante o ntimero de
particulas é sempre par ou é sempre impar. Se uma dada configuracao inicial
tiver um numero par (impar) de particulas, em qualquer instante posterior o
numero serd par (impar). Alguns exemplos de modelos que pertencem a esta
classe de universalidade sao modelo Ising cinético [116], versoes generalizadas
do modelo Domany-kinzel e modelos de processos de contato que apresentam
dois estados absorventes simétricos - estado com a rede vazia e o estado com
uma unica particula difundindo-se por ela [117, 118].

Fora estas duas classes de universalidade existem outras ja estabelecidas,
mas, menos conhecidas, e existem candidatas a novas classes de universali-
dade como é o caso do processo de contato por par com difusao (PCPD) [119],
mas acredita-se que o nimero dessas possiveis classes de universalidade, es-
pecialmente em 14 1 dimensao, pode ser finita [120, 113]. (Para uma leitura
mais completa sobre as diversas classes de universalidade atualmente bem

estabelecidas ver referéncia [113]).
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Capitulo 4

Comportamento Critico do
Processo de Contato por Par

4.1 Introducao

O modelo original do processo de contato por par (PCP) foi introduzido
por Jenssen em 1993 [28]. Ele demonstrou que o modelo PCP sem difusao
ou acréscimo de particulas de alguma fonte externa pertence a classe de
universalidade DP. Desde entao véarias modificacoes vém sendo feitas a esse
modelo. Dickman, Rabélo e Odor [117] estudaram o PCP com uma fonte de
particulas e demonstraram que a fonte altera o ponto critico, mas os valores
dos expoentes criticos, com excecao de (3 que aparece com um desvio de 4%
do valor de DP, sao consistentes com os valores de DP. Trabalhos recentes
acrescentaram difusao ao modelo e alguns sugerem o processo de contato
por par com difusdo (PCPD) na classe de universalidade de PC [121] outros
dizem que nao, e que talvez ele pertenca a uma nova classe de universalidade
[120, 122, 123, 124]. Trabalhos recentes mostram que de fato o PCPD forma
uma distinta classe de universalidade, pois os expoentes criticos 3, n e z
dependem da taxa de disfusao, com excecao de v, que parece independer
deste parametro [124].

Neste trabalho estudamos o modelo PCP via simulagao computacional
com o método Monte Carlo. Acrescentando uma pequena modificagao na
dinamica original do modelo, que consiste em ressuscitarmos uma particula
do sistema quando a concentracao de pares vai a zero. Aplicamos esta mod-

ificacao para obtermos uma estimativa precisa do ponto critico do modelo.
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Nosso objetivo neste trabalho é estudar o comportamento critico e o dia-
grama de fase do modelo e comparar nossos resultados com os ja estabelecidos
na literatura para mostrar que o fato de ressuscitarmos uma particula do sis-
tema nao altera de maneira significativa o seu comportamento critico, mas
facilita a determinacgao do ponto e consequentemente o calculo dos expoentes
criticos. Na analise de nossos dados aplicaremos a técnica de analise de escala
tamanho finito [55, 56, 57, 58] para estimar os valores dos expoentes criticos
B, vez

Descreveremos a partir de agora o modelo em detalhes, em seguida apre-

sentaremos nossos resultados e discussao.

4.1.1 O Modelo

O modelo PCP [28] é um dos modelos mais simples com multiplos es-
tados absorventes que exibe uma transicao de fase continua. Ele envolve
a aniquilagao de pares de particulas e a criacao de particulas individuais a
partir dos pares aleatoriamente [28, 29].

No modelo PCP estabelecido na literatura cada sitio i da rede L? est4
vazio ou ocupado por uma particula. Cada duas particulas vizinhas mais
préximas formam um par tendo uma probabilidade p de se aniquilarem mu-
tuamente e uma probabilidade 1 — p de gerar uma nova particula no sitio
vizinho mais préximo, da direita ou da esquerda, que estiver vazio. Esque-

maticamente, para o caso unidimensional, temos:

,l’ ", o e
| i | '| i A ! i
[ ] .. \t_:) L] Iua]IEH)ll:uJ D
e gt .-' \"—.r '\_\_F,/
l"u‘n 'nn" LR
ll . . \-\-Ff l Ilr\\.-j.l . . .

'lln" ':il' \'.lu1
t-h_.-/.' l,

1-p

No processo de aniquilacao um par é removido dos sitios i e i + 1. O

processo de criacao envolve os sitios ¢ — 1 e ¢+ 2, com a particula gerada, po-
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dendo ser colocada (com igual chance) no sitio i — 1 ou i+ 2 desde que ambos
estejam vazios, caso contrario ela automaticamente ocupa o sitio que estiver
vazio. Como resultado desta competicao o modelo exibe uma transigao de
fase continua em uma probabilidade critica p. de um estado ativo (carac-
terizado pela presenga de pares de particulas no sistema) para um estado
absorvente (caracterizado pela presenga de apenas particulas isoladas no sis-
tema). Na literatura, as estimativas para a probabilidade critica confirmam
que p. = 0.07709(1), para o caso aleatério [28, 29, 30], o niimero em paréntese
indica a incerteza na estimativa.

A concentragao de pares p é o parametro de ordem adequado para o
modelo. Durante a evolucao do sistema ele decai assintoticamente de acordo

com a relagao
p o< (pe—p)° (4.1)

quando p — p., onde 3 é o expoente critico associado ao parametro de ordem
e p. a probabilidade critica.

Como em transicoes de fase de segunda ordem de modelos de equilibrio,
na vizinhanga do ponto critico onde a correlagao é forte o sistema fora do
equilibrio, também caracteriza um comprimento de escala, o qual diverge na

criticalidade conforme a relacao:

§ox (pe—p)™" (4.2)

onde v é o expoente associado ao comprimento de correlacao espacial. Al-
gumas quantidades mensuraveis depende fortemente do tamanho do sistema
assim que o comprimento de correlacao £ torna-se comparavel com o tamanho
L do sistema.

Atingido o estado absorvente nao temos mais pares, mas temos uma den-
sidade ¢ de particulas isoladas em alguns sitios espalhadas no sistema. No
modelo PCP puro (sem difusdo ou acréscimo de particulas de uma fonte ex-
terna) ¢ = 0.25. Esta densidade nao nula de particulas isoladas é que faz com
que o modelo PCP exiba multiplos estados absorventes, pois qualquer estado
sem pares é absorvente. O nimero de tais estados é > 2" em uma dimensao,
onde N é quantidade de sitios da rede. Sistemas finitos eventualmente caem
em algum desses estados. Em adi¢do a estes estados o sistema (no limite

de tamanho infinito) apresenta um estado “ativo” nao trivial com uma con-
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centragao p nao nula de pares quando a probabilidade p é suficientemente

pequena.

4.1.2 Simulacoes

Estudamos o modelo PCP simulando a sua evolu¢ao dinamica com o
método Monte Carlo. Para isto inicialmente criamos uma rede L com N
sitios em uma dimensdo com condigdo de contorno periédica (fazendo da
rede um toroide). Em seguida preenchemo-na completamente colocando uma
particula em cada sitio (p = 1.0). Feito isto damos as regras dinamicas
do modelo e construimos nosso algoritimo como segue: (1) escolhemos o
processo (aniquilagdo com probabilidade p, criagdo com probabilidade 1 —p);
(2) escolhemos aleatoriamente um par de particulas da rede; (3) deletamos
este par, no caso da aniquilacao, ou, adicionamos uma particula no sitio
adjacente ao par, no caso de criagao, se possivel. De forma mais especifica,
no caso de criagao, passo (3), a nova particula pode ser colocada (com uma
mesma chance) no sitio da direita ou da esquerda; (4) observamos a evolugao
do parametro de ordem p em fungao da probabilidade p; (5) quando p atingir
o valor zero ressucitamos uma particula em um dos sitios que estiver vazio e
monitoramos novamente a sua evolugao tanto temporal como em funcao da
probabilidade p.

Simulamos este processo para varios tamanhos de redes. Usamos trés
tipos de atualizagoes: aleatéria — que como o préprio nome sugere consiste
em modificarmos os estados dos sitios aleatoriamente, sequencial — onde os
estados dos sitios sao alterados seguindo uma sequéncia previamente deter-
minada, e paralela — neste tipo de atualizacao geramos inicialmente duas
matrizes para representar o sistema em um dado momento, aplicamos as re-
gras do modelo em uma delas e atualizamos os estados dos sitios na outra
(nova). O numero de passos de Monte Carlo t e o nimero de diferentes
amostras independentes S variaram de ¢ = 1000, S = 20000, para L = 50 a
t = 10000, S = 1000, para L = 800. Armazenamos todas as observacoes de

nossas simulagoes para posterior analise dos dados coletados.
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4.2 Resultados e Discussao

Usamos o algoritmo descrito acima para produzir o grafico do parametro
de ordem. Em todas as nossas simulagoes iniciamos a dinamica do modelo
com todas as redes completamente cheias. Monitoramos continuamente o
parametro de ordem p(p), a probabilidade p(t), e a densidade isolada de
particulas ¢, em particular no estado absorvente.

Para estimarmos a probabilidade critica p. consideramos que o parametro

de ordem p satisfaz a relacao de escala:

p(p, L) = L~ FIL™V"(p — )] (4.3)

A equacao precedente implica em termos a funcao auxiliar

oL L) = (1.4

que aplicada ao grafico do parametro de ordem de alguns tamanhos de rede
produz a intersecgao das curvas cujo ponto comum ¢é (p,, 5/v) [26, 27].

Na figura 4.1 mostramos a concetragao p de pares como uma funcao de
p para varios tamanhos de rede. Na figura 4.2, mostramos g(L, L', p) em
funcao de p para varios tamanhos de redes e diferentes passos de tempo
para a simulacao com atualizacao aleatéria. Da interseccao das diversas
curvas estimamos a probabilidade critica p. = 0.0771(2) e o expoente rela-
cionado a correlagdo espacial /v = 0.25(1) (Figura 4.3), onde o nimero
entre parénteses representa a incerteza na estimativa. Esses valores estao de
acordo com os obtidos para o modelo PCP (p. = 0.0771(2) e /v = 0.255(5)).

Nas figuras 4.4 e 4.5 mostramos o mesmo grafico da funcao g(L, L, p) em
funcao de p para diversos tamanhos de redes sé que agora usando atualizagoes
sequencial e paralela, respectivamente. Do ponto comum as diversas curvas
obtemos p. = 0.0938(2) (Figura 4.3), 8/v = 0.24(1) (Figura 4.4) para a atu-
alizacdo sequencial e p. = 0.1165(3)(Figura 4.3), §/v = 0.26(1) (Figura 4.5)
para a atualizagao paralela. Observamos que o ponto critico muda conforme
o tipo de atualizacao aplicado na simulacao. Este resultado mostra que a
atualizacao aleatéria leva o sistema mais rapidamente ao estado absorvente
relativamente ao parametro de controle, que no nosso caso é a probabilidade

de criagao-aniquilacgao.
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Podemos determinar [ através da relagao [3/v, conhecendo o expoente
v que pode, por sua vez, ser estimado por (1/p.)dp./dpl,, oc L'*. Dos
resultados descritos na figura 4.3, podemos estimar, para o caso aleatério,
1/v = 0.89(2) que produz § = 0.28 (Fig.4.6), em concordancia com [ =
0.28(1). Para o caso sequencial temos 1/v = 0.89(2) (Fig. 4.6) que nos da
B = 0.27 e no caso da atualizacdo paralela temos 1/v = 0.89(2) (Fig.4.6) e
0 =0.28.

As figuras 4.7, 4.8 e 4.9 mostram a média sobre o niimero das amostras
sobreviventes da densidade de pares como funcao do tempo no ponto critico
para os trés tipos de atualizagoes. Dado um estado inicial em que todos
os individuos estdo no estado ativo, esperamos observar p(pc,t) oc =5/,
onde z é o expoente dinamico critico que governa a evolugao temporal do
comprimento de correlacao tipico no ponto critico € oc t¥/%. Como resultado,
obtivemos (3/zv = 0.181(1) (atualizacao aleatéria Fig. 4.7), 5/zv = 0.160(1)
(atualizagao sequencial Fig. 4.8) and §/zr = 0.181(1) (atualizagao paralela
Fig. 4.9). Estimamos também o expoente z, acompanhando a evolucao
temporal da flutuacao relativa do parametro de ordem, usando a relacao
U(pe,t) oc tY/#, obtendo 1/z = 0.61(1) (atualizacio aleatéria Fig. 4.10),
1/z = 0.61(1) (atualizacdo sequencial Fig. 4.11) e 1/z = 0.66(1) (atualizagao
paralela Fig. 4.12).
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Figura 4.1: Concentragao p de pares do modelo PCP como funcao da prob-
abilidade p de aniquilagdo para varios tamanhos de redes L (atualizacao
aleatéria). A regidao do grafico para p < p. é chamada supercritica cor-
respondente ao estado ativo e a regiao para p > p. é chamada subcritica
correspondente ao estado absorvente.
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Figura 4.2: Funcao ¢(L,L',p) versus p para varios pares de (L,L’).
A intersecgdo das diversas curvas corresponde ao ponto (p.,[/v) =
(0.0771(2),0.25(1)). Para este caso utilizamos atualizacao aleatéria.
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Figura 4.3: Grafico Log-log de p(p., L) versus L. A inclinagao das curvas
correspondem a (/v = 0.24(1) (atualizac@o sequencial), 5/v = 0.25(1) (atu-
alizagao aleatéria) /v = 0.26(1) (atualizacao paralela).
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Figura 4.4: Funcao ¢(L,L',p) versus p para varios pares de (L,L’).
A intersecgdo das diversas curvas corresponde ao ponto (p.,[3/v)
(0.0938(2),0.24(1)). Para este caso utilizamos atualiza¢ao sequencial.
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Figura 4.5: Funcao ¢(L,L',p) versus p para véarios pares de (L,
A intersecgdo das diversas curvas corresponde ao ponto (p.,[3/v)
(0.1165(3),0.26(1)). Para este caso utilizamos atualizacao paralela.
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Figura 4.6: Célculo de v para as trés atualizagoes.
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Figura 4.7: Célculo de (3/zv = 0.181(1) para atualizagao aleatoria.
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Figura 4.8: Célculo de 3/zr = 0.160(1) para atualizacao sequencial.
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Figura 4.9: Célculo de 3/zv = 0.181(1) para atualizagao paralela.
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Figura 4.10: Célculo do expoente 2z para atualizacao aleatoéria.
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Figura 4.11:
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Figura 4.12: Calculo do expoente z para atualizacao paralela.
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De B/v v z Blvz Blv @
aleatoria | 0.0771(2) | 0.25(1) | 1.12(2) | 1.64(4) | 0.161(1) | 0.26(1)

(2) ( (
sequencial | 0.0938(2) | 0.24(1) | 1.15(3) | 1.64(4) | 0.160(1) | 0.25(1)
paralela | 0.1165(3) | 0.26(1) | 1.12(2) | 1.52(4) | 0.181(1) | 0.27(1)
literatura | 0.0771(2) | 0.251 | 1.10 | 1.8 0.251

?Calculado a partir dos valores dos outros expoentes.

Tabela 4.1: Comparacao entre os valores dos expoentes criticos (3, v e z na
literatura [1] e para os trés tipos de atualizagao.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Estados absorventes sao, por definicao, irreversiveis. Em modelos de
processos de contato o parametro de ordem, geralmente, é a densidade de
sitios ativos, o qual é zero no estado absorvente. Nestes modelos durante
a transicao de fase para tais estados, na vizinhanca do ponto critico, o
parametro de ordem se anula rapidamente, o que dificulta a determinacao
do ponto critico e consequentemente dos expoentes. Para a determinacao do
ponto critico e dos expoentes criticos de tais modelos o que os pesquisadores
fazem ¢ simular grandes sistemas com longos tempos de relaxacao desprezando,
em suas médias, as amostras para os quais o parametro de ordem se anula
completamente.

O MCR busca, exatamente, contornar esta dificuldade, pois com a reativagao
de um sitio inativo fazemos com que o grafico do parametro de ordem tenha
uma queda mais suave sofrendo uma inflexao na vizinhanga do ponto critico.
Com a queda mais suave da curva do parametro de ordem podemos aplicar
a técnica de andlise de escala de tamanho finito para estimarmos o ponto e
os expoentes criticos do modelo em consideragao.

Esta nova extensao ao método MC tem sido aplicada com sucesso para
estudar processos de reagao-difusao para modelos que exibem um unico es-
tado absorvente [26, 27]. Com este trabalho querfamos nos certificar que ela
também ¢ 1util para se ivestigar propriedades criticas de modelos com mais
de um estado absorvente. Motivados pela questao que o modelo PCP é um
dos modelos mais conhecido na literatura da ME que exibe multiplos estados
absorventes o escolhemos para tal fim.

Analisando os valores dos expoentes criticos e do ponto critico calculados
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a partir do MCR vemos que ele nos da bons resultados, em excelente acordo
com os valores estabelecidos na literatura para o modelo PCP [28, 29]. Assim,
mostramos claramente que o ato de ressuscitarmos uma particula do sistema
nao altera o seu comportamento critico. Com isto concluimos que o MCR
é util para estudar propriedades criticas de modelos de nao equilibrio que
apresentam multiplos estados absorventes.

Com relagao aos trés tipos de atualizacgao utilizados em nossas simulagoes
percebemos que elas alteram o valor do ponto critico sem modificar a classe
de universalidade. Em nosso trabalho os pontos criticos determinados para as
atualizagoes aleatéria, sequéncial e paralela foram, respectivamente: 0.0771(1),
0.0938(2) e 0.1165(3).

Entre as pespectivas para este trabalho esta o estudo do comportamento
critico do modelo PCP com difusao de particulas, ja que esta muda com-
pletamente o seu comportamento critico, utilizando o MCR. O PCP com
difusao é caracterizado por um processo de reagao-difusao no qual particulas
difundem-se na rede com uma certa velocidade e sao criadas e aniquiladas a
partir dos pares (se tivermos um ou mais pares de particula em um sitio qual-
quer tentamos aniquila-los um a um com probabilidade p, caso a aniquilagao
nao ocorra, uma nova particula é criada com probabilidade 1 — p).

A difusao tira o modelo PCP da categoria de modelos com IMAS, ja que o
modelo pode exibir apenas dois estados absorventes: um deles correspondente
a rede totalmente vazia e o outro correspondente a rede com uma unica
particula difundindo-se por ela. A difusao provoca uma mudanca tamanha
no comportamento critico do modelo PCP que por algum tempo criou-se
uma polémica entre os pesquisadores a cerca de qual classe de universalidade
o assim chamado processo de contato por par com difuso (PCPD) pertence.
Atuamente varios trabalhos mostram que o PCPD constitui-se como uma
nova classe de universalidade [120, 113, 122, 123, 124].
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