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Resumo

Neste trabalho, estudamos a propagação de fônons acústicos no interior das super-

redes periódicas e quasiperiódicas do tipo Fibonacci. Estas estruturas são constitúıdas

por cristais fonônicos cuja periodicidade permite o surgimento de regiões conhecidas co-

mo “stop bands”, as quais impedem a propagação do fônon acústico na estrutura para

determinados valores de freqüências. Este fenômeno possibilita a construção de filtros

acústicos de grande potencial tecnológico. O nosso modelo teórico baseia-se no método

da matriz transferência, que descreve as propriedades de propagação dos modos normais

e longitudinais no interior de uma célula unitária, relacionando-os com as propriedades

da célula precedente na estrutura de multicamadas. A matriz transferência é constrúıda

levando-se em conta as condições de contorno elásticas e eletromagnéticas nas interfaces

da super-rede, e corresponde às soluções das equações diferenciais acopladas (elásticas e

eletromagnéticas) que descrevem cada modelo em estudo. Investigamos as propriedades

piezoelétricas dos nitretos GaN e AlN, de grande importância na indústria dos dispositivos

semicondutores. O cálculo das propriedades que caracterizam o sistema piezoelétrico, de-

pende fortemente das simetrias cúbicas (zinc-bend) e hexagonal (wurtzite), descritas pela

forma dos tensores elásticos e piezoelétricos. Uma abordagem dos sistemas ĺıquidos Hg

(mercúrio), Ga (gálio) e Ar (argônio) nas condições estáticas é feita, usando-se a teoria

clássica da elasticidade, juntamente com a equação de Euler da mecânica dos fluidos no

interior das interfaces sólido/ĺıquido e ĺıquido/ĺıquido. Vários resultados são obtidos e

discutidos, com ênfase novamente nos filtros acústicos obtidos a partir destas estruturas.
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Abstract

In this work, we have studied the acoustic phonon wave propagation within the pe-

riodic and quasiperiodic superlattices of Fibonacci type. These structures are formed

by phononic crystals, whose periodicity allows the raise of regions known as stop bands,

which prevent the phonon propagation throughout the structure for specific frequency val-

ues. This phenomenon allows the construction of acoustic filters with great technological

potential. Our theoretical model were based on the method of the transfer matrix, th-

ery acoustics phonons which describes the propagation of the transverse and longitudinal

modes within a unit cell, linking them with the precedent cell in the multilayer structure.

The transfer matrix is built taking into account the elastic and electromagnetic boundary

conditions in the superllatice interfaces, and it is related to the coupled differential equa-

tion solutions (elastic and electromagnetic) that describe each model under consideration.

We investigated the piezoelectric properties of GaN and AlN the nitride semiconductors,

whose properties are important to applications in the semiconductor device industry.

The calculations that characterize the piezoelectric system, depend strongly on the cubic

(zinc-bend) and hexagonal (wurtzite) crystal symmetries, that are described the elastic

and piezoelectric tensors. The investigation of the liquid Hg (mercury), Ga (gallium)

and Ar (argon) systems in static conditions also using the classical theory of elasticity.

Together with the Euler’s equation of fluid mechanics they one solved to the solid/liquid

and the liquid/liquid interfaces to obtain and discuss several interesting physical results.

In particular, the acoustical filters obtained from these structures are again presented and

their features discussed.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Por volta de 1970, Esaki e Tsu [1] propuseram, pela primeira vez, um sistema formado

por multi-camadas compostas por dois (ou mais) materiais diferentes (semicondutores ou

outros materiais), construidos de forma periódica. Tais estruturas foram chamadas de

super-redes. Desde então o interesse pela investigação de suas propriedades f́ısicas tem

aumentado consideravelmente, devido as suas inúmeras aplicações na área tecnológica.

Por outro lado nos últimos anos, devido aos avanços na fabricação de dispositivos

eletrônicos, foi observado um grande interesse nos nitretos [2] devido ao seu grande po-

tencial tecnológico [3]. Isto se deve principalmente porque os nitretos possuem bandas

de energia com gap largo o suficiente para a fabricação de lasers de semicondutores com

comprimentos de onda no azul e no ultra-violeta, bem como na produção de dispositivos

eletrônicos capazes de trabalhar em condições de altas temperaturas. Esses nitretos ocor-

rem tanto em estruturas cúbicas tipo zinc-blende quanto em hexagonais tipo wurtzite

[4, 5] (ver Fig. 1.1). A estrutura wurtzite possui uma ligação tetraédrica e pode ser

gerada, a partir da estrutura zinc-blend, através de uma rotação de 60◦ nos eixos comuns

entre elas [6].

Sabemos que é do conhecimento geral que a energia de vibração dos átomos numa rede

cristalina é quantizada, e o quantum dessa vibração é chamado de fônon. Fônon, cuja

denominação vem da analogia com o nome fóton (quantum da radiação eletromagnética), é

o quantum do deslocamento iônico do campo eletromagnético que, para certas freqüências,

descreve o movimento dos átomos numa estrutura cristalina [7]. Os fônons podem ser

observados por meio de uma experiência bem simples: considere um nêutron que incide
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sob um cristal com dois ou mais átomos por célula primitiva. Essa interação fará com

que o nêutron perca ou (ganhe) energia em forma de emissão ou (absorção) de fônons.

Eles podem ser de dois tipos: fônons ópticos e fônons acústicos, sendo o segundo de

fundamental importância em nosso trabalho devido ao fato deles possuirem vetores de

onda incomparáveis aos da luz (não acoplando-se facilmente com esta).

Estas excitações coletivas possuem propriedades distintas em estruturas artificiais tipo

super-rede, ou seja, considerando uma estrutura periódica formada por dois materiais

diferentes. A excitação de um fônon na primeira camada do sistema produz campos

elásticos que se propagam através das interfaces das camadas. Estes campos podem se

acoplar com excitações das outras camadas produzindo assim excitações coletivas em toda

a estrutura. Esses modos são caracterizados pelo vetor de onda de Bloch [8, 9] que se

propaga na direção normal às interfaces, dando origem aos chamados modos de volume.

Se considerarmos uma estrutura finita ou semi-infinita quebramos a simetria translacional

do sistema, e isso faz com que apareçam os chamados modos de superf́ıcie.

Alguns cristais, quando submetidos a um gradiente de força por unidade de área

(“stress”), geram correntes elétricas (devido a polarização). Esse fenômeno é denominado

piezoeletricidade e permite a transformação da energia mecânica das ondas sonoras (no

caso da utilização de tecnologia ultra-som) em energia elétrica (o funcionamento de alguns

tipos de microfone se baseia neste efeito). Assim, quando atingidos pela pressão (“stress”)

exercida por ultra-sons, esses cristais geram pequenas correntes elétricas, que, interpre-

tadas por dispositivos eletrônicos, se transformam em imagens na tela de um monitor.

Esse é o principio da ultra-sonografia. Um feixe de ultra-sons, de freqüência de cerca de

MHz , propaga-se pelo corpo humano e reflete-se nos órgãos internos. O som refletido é

interpretado eletronicamente, formando imagens pasśıveis de interpretação [10]

A propagação de ondas acústicas em materiais compostos periódicos e quasiperiódicos

conhecidos como cristais fonônicos tem sido um tema de considerável interesse nos últimos

anos[11, 12, 13, 14]. Devido a periodicidade da estrutura, podem surgir regiões de

freqüências (“stop bands”) em que a onda acústica não pode propagar-se. Estes cristais

fonônicos (o material não precisa ser um cristal) são os análogos elásticos dos cristais

fotônicos para a interação da luz com os pares elétron-buraco no interior do cristal fotônico.

A origem do interesse pelos cristais fonônicos vem da f́ısica dos sistemas acústicos, em
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que tanto a densidade e velocidade afetam a dispersão e a propagação das ondas na es-

trutura. Uma potencial aplicação dos cristais fonônicos é o controle dos rúıdos sonoros

com a construção de filtros para ondas acústicas . Vários trabalhos e experimentos en-

volvendo estruturas fonônicas dos tipos piezoelétricas [15], sólido-ĺıquido [16, 17, 18] e

ĺıquido-ĺıquido [19] foram feitos na literatura.

Neste trabalho estudamos o comportamento dos fônons acústicos no interior das super-

redes fonônicas periódicas e quasiperiódicas de Fibonacci [20]. Consideramos as soluções

de campo acoplado, usadas na construção da matriz transferência via condições de con-

torno elásticas e eletromagnéticas (no caso dos sistemas piezoelétricos). Este trabalho

divide-se nos seguintes caṕıtulos:

No caṕıtulo 2, descrevemos de maneira sucinta a teoria do fônon tanto ótico como

acústico dando uma descrição de sua teoria através do uso de sistemas simples envolvendo

cadeias monoatômica e diatômicas de átomos, conduzindo aos cálculos das expressões

para a relação de dispersão em cada caso. Também será discutido o fato de tais entidades

(fônons) possúırem momentum linear associado a sua propagação nas estruturas, gerando

regras de seleção para o caso da interação com cristais (espalhamento inelástico) dando

origem a uma resposta contida inteiramente na função dielétrica.

No caṕıtulo 3 [21], vamos estudar o confinamento dos fônons acústicos em semi-

condutores fonônicos da famı́lia dos nitretos, considerando suas estruturas cristalinas

“zinc-blend”(cúbica) e “wurtzite”(hexagonal). Levamos em conta efeitos de “strain-

stress”nos fônons acústicos, aqui caracterizados pela indução do acoplamento campo

eletromagnético-campo elétrico via as componentes do tensor piezoelétrico de terceira

ordem eijk.

Vamos considerar também dois tipos de estruturas: inicialmente consideraremos a

super-rede periódica formada a partir de dois blocos de construção α e β, onde cada

bloco é constitúıdo por materiais diferentes A e B, sendo que um deles exibe propriedades

piezoelétricas (material B) , o outro (material A) sendo um isolante. Posteriormente

iremos considerar um arranjo quasiperiódico dos blocos de construção α e β, segundo a

seqüência constitucional de Fibonacci.
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No caṕıtulo 4 [22], investigaremos o espectro de transmissão do fônon acústico em

estruturas de multicamadas compostas pela famı́lia III-V dos nitretos semicondutores

AlN/GaN, onde o arranjo das camadas é feito de forma periódica e quasiperiódica de

acordo com a seqüência de Fibonacci. Os nitretos III-V, como o GaN e AlN, exibem in-

fluentes campos de polarização piezoelétricos sob condições de stress e são de importância

óbvia no estudo de diversos dispositivos piezoelétricos baseados nos nitretos e em estru-

turas de multicamadas. Em particular, o conhecimento destas propriedades nos permite

compreender o tratamento da polarização e dos campos elétricos resultantes de stress

nas super-redes compostas por nitretos. Estes podem cristalizar-se em duas estruturas

cristalinas: hexagonal wurtzite ou cúbica zinc-blend

No capitulo 5 [23], descrevemos o espectro de transmissão para os fônons acústicos

propagando-se em uma estrutura fonônica quasiperiódica de Fibonacci composta pelo

sólido cristalino (cristal de quartzo) e o ĺıquido Ar. A dinâmica dos fônons é descrita pelas

equações diferenciais acopladas dentro do modelo de aproximação do campo estático, cujas

soluções para os deslocamentos elásticos são obtidas e usadas na construção da matriz

transferências que simplifica bastante os cálculos anaĺıticos.

No caṕıtulo 6 [24], resolvemos a equação de Euler da fluido-dinâmica no volume da

célula unitária ĺıquida composta dos matérias metálicos Hg e Ga (na temperatura ambi-

ente) que compõe a nossa super-rede periódica e quasiperiódica de Fibonacci. Como foi

descrito nos caṕıtulos anteriores desenvolveremos os cálculos anaĺıticos com o objetivo de

obter a matriz transferência (neste caso 2x2) calculada com o auxilio das condições de

fronteiras elásticas nas interfaces da nossa super-rede. Esta matriz relaciona as ampli-

tudes dos campos elásticos presentes no meio ĺıquido (Hg) com aqueles presentes no meio

ĺıquido (Ga), toda a informação elástica que se propaga através da super-rede é descrita

por tal matriz

As nossas principais conclusões e pespectivas para futuros trabalhos estão no Caṕıtulo

7.
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Figura 1.1: As estruturas cristalinas tipo zinc-blende e wurtzite. Em (A) temos a estrura

zinc-blende, em (B) temos a estrutura (A) girada de 60◦ e em (C) mostramos a estrura wurtzite.
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CAPÍTULO 2

Fônons

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, apresentaremos considerações básicas e gerais sobre a teoria dos fônons

bem como considerações teóricas sobre seu espalhamento que servirá de base conceitual

para o andamento desta tese. Também discutiremos o conceito de função dielétrica que

será amplamente utilizada nos cálculo dos próximos dois caṕıtulos.

O espalhamento de ondas eletromagnéticas pela matéria é um assunto amplo, extensi-

vamente descrito em livros textos e artigos cient́ıficos. Fundamentalmente, diversos pro-

cessos de interação entre o campo eletromagnético e a matéria dão origem ao espalhamento

devido às vibrações de rede em um sólido (fônons), caracterizado experimentalmente pelo

espalhamento de luz tipo Raman e Brillouin [26]. O primeiro refere-se à interação da luz

com fônons ópticos, e o segundo com fônons acústicos que serão descritos logo a seguir. A

importância destes fenômenos ultrapassa os limites da ciência fundamental, sendo também

amplamente aplicado em diversas áreas tecnológicas.

O espalhamento Brillouin também tem diversas aplicações práticas. Dispositivos como

chaves e moduladores acusto-ópticos, lasers Brillouin e sensores de temperatura e pressão

são alguns exemplos tecnológicos baseados neste efeito [27, 28, 29]. Os espalhamentos

Raman e Brillouin são processos de espalhamento inelásticos, ou seja, a energia (ou a

freqüência) do fóton espalhado (Stokes ou anti-Stokes) é diferente da energia do fóton

incidente. Esta diferença é, por conservação, exatamente igual à energia do fônon criado

ou absorvido. A conservação de momentum linear também é necessária para o processo
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ocorrer como será descrito a seguir.

2.2 Vibrações em Redes Monoatômicas

De uma maneira geral definimos o fônon como sendo o quantum de energia associ-

ado com a vibração da rede cristalina. Para exemplificar este conceito, consideraremos

um conjunto de N ı́ons idênticos, todos de massa m, distribuidos ao longo de uma rede

unidimensional monoatômica, cujo vetor translação assume a forma ~R = naẑ, com n assu-

mindo valores inteiros e a denotando a distância entre dois ı́ons adjacentes. O movimento

vibracional aqui está confinado ao longo da direção-z (ver Fig. 2.1). Assumimos un como

sendo o deslocamento dos ı́ons oscilantes em torno da posição de equiĺıbrio z = na ao

longo da cadeia linear. O número N é tomado como sendo suficientemente grande de

tal forma que os efeitos de borda serão ignorados (i.e. a cadeia é efetivamente infinita).

Assumindo que só os ı́ons mais próximos interagem, a equação de movimento de Newton

tem a seguinte forma [25]:

md2un/dt2 = C[(un+1 − un)− (un − un−1)], (2.1)

onde C é a constante de força elástica entre os ı́ons (esta, depende do fato da onda gerada

na cadeia linear ser longitudinal ou transversal).

Considerando agora somente os modos normais de propagação (com freqüência angular

ω) em uma cadeia, podemos encontrar as soluções para un que podem ser representadas

em termos de ondas planas :

un = u exp[i(kna− ωt)], (2.2)

de acordo com o teorema de Bloch unidimensional [30, 31]. Substituindo (2.2) em (2.1)

encontraremos:

ω2 = (2C/m)(1− cos ka) = (4C/m) sin2(ka/2), (2.3)
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Figura 2.1: Cadeia linear monoatômica formada por N ı́ons de masa m separados por uma

distâcia a.

A Fig. 2.2 ilustra este espectro aqui representado pela freqüência reduzida Ω =

ω/(4C/m)1/2 contra o vetor de onda ka.

De (2.2), a razão entre dois deslocamentos sucessivos é dado por:

un+1

un

= exp (ika). (2.4)

Os valores de ka fisicamente segnificantes para ondas elásticas são aqueles que se

encontram na primeira zona de Brillouin, pois o intervalo −π ≤ ka ≤ π, que a define

na rede linear, cobre todos os valores fisicamente posśıveis para o vetor de onda ka [32].

Neste caso não há necessidade de atribuir a dois ı́ons uma diferença de fase maior que π.

Perceba que os valores de ka fora da primeira zona reproduzem os movimentos da rede

descritos pelos valores dento dos limites ka = ±π. Note também que quando ka tende a

zero, ω é proporcional a |k|, e a velocidade de grupo definida como dω/dk, tende a zero

nas fronteiras da primeira zona de Brillouin (ka = ±π).

2.3 Rede com Dois Íons por Célula Primitiva

Consideramos agora uma rede unidimensional com dois tipos de ı́ons alternados com

massas m1 e m2 por célula primitiva, caracterizando a cadeia diatômica descrita na Fig.

2.3. Ela tem 2N ı́ons (N para cada tipo de massa), e para todos os pares de ı́ons as-

sumimos a mesma constante de força elástica C. A equação de movimento é levemente

diferente quando comparada ao caso anterior para cada tipo de ı́on, ou seja:
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Figura 2.2: Relação de dispersão para fônons na primeira zona de Brillouin considerando uma

cadeia linear monoatômica.

m1d
2undt2 = C[(vn − un)− (un − vn−1)], (2.5)

m2d
2vn/dt2 = C[(un+1 − vn)− (vn − un)]. (2.6)

A simetria de cada par de ı́ons tem um modo normal representado por uma onda plana

similar a da Eq. (2.2), mas com diferentes amplitudes u e v para ambos os ı́ons. Deste

modo as Eqs. (2.5) e (2.6) assumem a forma:

−ω2m1u = Cv[1 + exp(−ika)]− 2Cu, (2.7)

−ω2m2v = Cu[1 + exp(ika)]− 2Cv. (2.8)
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Figura 2.3: Cadeia linear diatômica formada por 2N ı́ons com massas m1 e m2 separadas pela

distância a.

Este par de equações para as amplitudes possui soluções encontradas igualando-se a

zero o determinante secular. Este determinante nos fornece a seguinte equação para ω:

ω2 = C(m−1
1 + m−1

2 )± C[(m−1
1 + m−1

2 )2 − 4 sin2(ka/2)/m1m2]
1/2. (2.9)

A razão entre as amplitudes u e v é dada por:

u

v
=

2C cos(ka)

2C −m1ω2
=

2C −m2ω
2

2C cos(ka)
. (2.10)

É fácil ver que quando ka = ±π (fronteiras da zona de Brillouin), as soluções para ω2

na Eq.(2.9) são 2C/m1 e 2C/m2. Além disso, quando ka −→ 0 (término da zona central

de Brillouin), as duas soluções são aproximadamente:

ω2 = 2C(m−1
1 + m−1

2 ), (2.11)

ω2 = [2C/(m1 + m2)]k
2a2. (2.12)

Para cada valor de ka temos duas soluções separadas, surgindo assim dois ramos. Estes

ramos que aparecem na relação de dispersão são ilustrados na Fig 2.4. O ramo inferior

tem a mesma forma qualitativa que o único ramo encontrado no caso anterior (a rede

monoatômica unidimensional). O ramo inferior é conhecido como ramo acústico devido

ao fato da relação de dispersão apresentar para pequenos valores de ka a forma ω = vk,

que é caracteŕıstica das ondas sonoras.

O ramo superior é conhecido como ramo óptico devido ao fato do longo comprimento

de onda transversal do modo óptico nos cristais iônicos poder interagir com a radiação

eletromagnética.
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Figura 2.4: Fônons ópticos e acústicos na primeira zona de Brillouin para uma cadeia diatômica

linear.

A classificação dos modos de vibração em ramos acústico e óptico pode ser estendido

a um sólido em três dimensões com uma base poliatômica. Para um cristal com p átomos

em cada célula primitiva, ocorrerão 3p ramos na relação de dispersão: 3 ramos acústicos e

3(p−1) ramos ópticos. O número de ramos é função da quantidade de graus de liberdade

dos átomos. Considerando N células primitivas e p átomos por célula primitiva, existirão

pN átomos no sistema. Cada átomo possui três graus de liberdade, um para cada direção

x, y, z, totalizando 3pN graus de liberdade para o cristal (desconsiderando-se rotações).

O número de valores de k permitidos num único ramo é, portanto, N para uma zona de

Brillouin. Assim o ramo logitudinal acústico (LA) e os dois ramos transversais acústicos

(TA) possuem um total de 3N modos, respondendo por 3N do total de graus de liberdade

do sistema. Os (3p−3)N graus de liberdade restantes são acomodados pelos ramos ópticos

[ transversais ópticos (TO) e longitudinais ópticos (LO)].
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2.4 Momentum Linear dos Fônons

A energia de vibração da rede é quantizada e um quantum desta vibração denomina-se

fônon. As vibrações térmicas nos cristais produzem fônons termicamente excitados, da

mesma forma que a radiação eletromagnética no interior de uma cavidade é constitúıda

por fótons termicamente excitados no corpo negro [33].

Um fônon com um vetor de onda ~k em uma rede cristalina pode interagir com

part́ıculas tais como, fótons, nêutrons e elétrons como se ele tivesse momentum linear

~~k. Entretanto, um fônon não transporta momentum linear fisicamente devido ao fato de

sua coordenada envolver somente posições relativas dos átomos. Por exemplo, em uma

molécula de hidrogênio a coordenada vibracional internuclear ~r12 = ~r1 − ~r2 é uma coor-

denada relativa e não deve transportar momentum linear. Ao passo que a coordenada do

centro de massa ~rCM = (1/2)(~r1 + ~r2) corresponde a um modo uniforme podendo assim

transportar momentum linear. Para um cristal, o momentum linear f́ısico assume a forma:

~p = m(d/dt)
∑

~un. (2.13)

Usando ~un = ~u exp (in~ka) teremos:

~p = m(d~u/dt)
[1− exp (iN~ka)

1− exp (i~ka)

]
, (2.14)

onde usamos o seguinte resultado: ∑
xs =

(1− xN)

(1− x)
. (2.15)

Podemos mostrar a partir de (2.14) que

~p = 0, (2.16)

excetuando-se o caso em que ~k = 0, para o qual ~un = ~u, de modo que ~p = Nm(∂~u/∂t).

Este modo representa a translação uniforme de um cristal como um todo, e esta translação

transporta momentum linear. De modo análogo, para muitos propósitos práticos, um

fônon atua como se seu momentum linear fosse ~~k, algumas vezes denominamos de mo-

mentum linear do cristal. Nos cristais existem regras de seleção para os vetores de onda e
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para as transições permitidas entre os estados quânticos. Por exemplo, a regra de seleção

para o espalhamento elástico de um fóton de raio X por um cristal assume a forma:

~K ′ = ~K + ~G, (2.17)

onde ~G é um vetor da rede rećıproca, ~K é o vetor de onda de um fóton incidente, e ~K ′ é

o vetor de onda do fóton espalhado. Neste processo, o cristal recua como um todo com

momentum linear −~~G. Um fato importante é que momentum linear como um todo deve

ser rigorosamente conservado no processo.

Se o espalhamento do fóton for inelástico, com a criação de um fônon com vetor de

onda ~k, a regra de seleção tornar-se:

~K ′ + ~k = ~K + ~G. (2.18)

Se um fônon com vetor de onda ~k for absorvido no processo, a regra de seleção assume

a forma:

~K ′ = ~K + ~G + ~k. (2.19)

A informação inerentemente contida no espalhamento está presente na função

dielétrica que funciona basicamente como uma resposta à interação eletromagnética da

luz com o sólido em estudo. Esta resposta, que é descrita matematicamente por um tensor

será discutida em detalhes a seguir.

2.5 Função Dielétrica

A função dielétrica é a resposta de um sistema a um campo elétrico externo, e a

sua interpretação possui um importante papel no estudo dos modos eletromagnéticos

acoplados, tais como polaritons de fônons, plasmons e excitons [34, 35]. Para um meio

com invariância translacional, a dependência na posição e no tempo da função dielétrica
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é definida em termos do campo elétrico ~E(~r, t) e do vetor deslocamento elétrico ~D(~r, t)

por:

~D(~r, t) = ε0

∫
ε(~r − ~r′, t− t′) ~E(~r, t′)d3~tdt′, (2.20)

em que ε é função da diferença ~r − ~r′ e não de ~r e ~r′ separadamente. A Eq. (2.20) pode

ser escrita de uma maneira mais conveniente em termos da transformada de Fourier para

o vetor de onda ~k e freqüência ω como:

~D(~k, ω) = ε0ε(~k, ω) ~E(~k, ω). (2.21)

Portanto, em geral ε é uma função do vetor de onda ~k e da freqüência ω. O regime de

polariton corresponde a pequenos vetores de onda (ou grandes comprimentos de onda),

devido essencialmente ao fato de que, o fóton e a excitação cristalina possuem energias

comparáveis (como necessário para a formação do modo acoplado) somente para pequenos

valores de |~k|, por causa da grande velocidade de fase da luz. Este regime eletromagnético

é descrito pelas equações de Maxwell [36] com retardamento (tipicamente com |~k| ≤

103m−1). Neste caso, a dependência da função dielétrica ε sobre o vetor de onda ~k

(denominada dependência espacial) pode ser usualmente desprezada. Assim podemos

trocar ε(~k, ω) por ε(0, ω), assumindo a forma simples ε(ω). Além disso, nos casos de

anisotropia onde os vetores ~D e ~E não têm a mesma direção, ε(ω) é descrita por um

tensor (ou matriz) em vez de um escalar. Em particular, para um material uniaxial, ela

tem a seguinte forma:

ε(ω) =


εxx(ω) 0 0

0 εxx(ω) 0

0 0 εzz(ω)

 , (2.22)

em termos dos eixos principais. As funções εxx(ω) e εzz(ω) descrevem, respectivamente a

resposta dielétrica para um campo elétrico transversal e longitudinal ao eixo z, respecti-

vamente.
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Determinaremos agora a função dielétrica para um cristal iônico [37, 38] através de um

modelo simples. Consideraremos uma rede diatômica infinita unidimensional com massas

m1 e m2 alternadas como mostrado na seção anterior. O vetor polarização ~P envolve um

termo proporcional ao deslocamento relativo ~u e outro proporcional ao campo elétrico ~E,

i.e.

~P = ε0(α~u + χ~E), (2.23)

onde χ é a susceptibilidade eletrônica. Aqui ~E é o campo elétrico macroscópico médio,

cujo valor é encontrado tomando uma média local ~Eloc sobre muitas células unitárias. Os

cálculos das constantes de proporcionalidade α e χ depende de detalhes da dinâmica da

rede. Logo a equação de movimento para ~u tem a forma:

(−ω2 − iωΓ)~u = −ω2
T~u + β ~Eloc, (2.24)

onde incluimos o termo de amortecimento Γ. Aqui ωT denota a freqüência transversal

óptica (TO) dos fônons (é nesta freqüência que o polariton surge ) e ωL é a freqüência

longitudinal óptica (LO) que não se acopla com a luz no interior do cristal. Como a

relação entre ~E e ~Eloc é linear [39], a Eq. (2.24) assume a forma:

(ω2 + iωΓ)~u = ω2
T~u− γ ~E. (2.25)

Resolvendo as Eqs. (2.23) e (2.25) em relação a ~P encontraremos:

~P = ε0

[ αγ ~E

ω2
T − ω2 − iωΓ

+ χ~E
]
. (2.26)

Usando (2.26) juntamente com a equação para o deslocamento elétrico

~D = ε0
~E + ~P = ε0ε(ω) ~E, (2.27)

encontraremos a forma de ε(ω) para cristais iônicos:

ε(ω) = ε∞

(
1 +

ω2
L − ω2

T

ω2
T − ω2 − iωΓ

)
, (2.28)

onde

ε∞ = 1 + χ, (2.29)
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e

ω2
L − ω2

T =
αγ

1 + χ
. (2.30)

O valor da função dielétrica para freqüência nula é:

ε(0) = ε∞
ω2

L

ω2
T

, (2.31)

conhecida como relação de Lyddane-Sachs-Teller (LST) [40]. Para o limite Γ → 0, o

zero de ε(ω) define sua freqüência longitudinal-óptica ωL do fônon, ao passo que no limite

ω →∞ definimos a freqüência transversal óptica ωT . A Fig. 2.5 mostra o comportamento

de ε(ω) em função da freqüência reduzida (ω/ωT ) para ε(0) = 4 e ε∞ = 1.

-8

-4

0

4

8

ω / ωT

ε (ω) 

2 4

Figura 2.5: Gráfico de ε(ω) para cristais iônicos com Γ = 0 (sem amortecimento)
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2.6 Conclusão

Em resumo, neste caṕıtulo descrevemos de maneira sucinta a teoria do fônon tanto

ótico como acústico dando uma descrição de sua teoria através do uso de sistemas simples

envolvendo cadeias monoatômica e diatômicas de átomos, conduzindo aos cálculos das

expressões para a relação de dispersão em cada caso. Também foi discutido o fato de tais

entidades (fônons) possúırem momentum linear associado a sua propagação em estruturas,

gerando regras de seleção para o caso da interação com cristais (espalhamento inelástico)

dando origem a uma resposta contida inteiramente na função dielétrica. Consideraremos

nesta tese apenas a propagação dos modos de baixa freqüência (fônons acústicos) cujos

cálculos para os nossos modelos levarão em conta sua teoria, bem como o uso da função

dielétrica nos dois primeiros caṕıtulos. A cada novo caṕıtulo surgirão novos conceitos que

serão ali discutidos quando necessário. Esperamos que este caṕıtulo 2 sirva de introdução

aos demais.
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CAPÍTULO 3

Confinamento de Fônons Acústicos em Estruturas

Piezoelétricas Fonônicas Cúbicas e Hexagonais

3.1 Introdução

O ińıcio da década de 70 foi supreendido com o surgimento de estruturas artificiais

conhecidas como super-redes, estruturas compostas de camadas alternadas de diferentes

materiais [42]. Nos anos 80, as propriedades vibracionais em super-redes atráıram muita

atenção, e foram extensivamente investigadas em trabalhos teóricos e experimentais [43,

44, 45, 46, 47]. Entre outras coisas, foi observado que as propriedades dessas vibrações

não dependem só de parâmetros f́ısicos como a freqüência e a constante dielétrica dos

materiais utilizados para formar a super-rede, mas também de propriedades estruturais,

tais como suas densidades e espessuras.

Neste caṕıtulo, estudamos o confinamento de fônons acústicos em super-redes

periódicas e quasiperiódicas (Fibonacci) levando em conta a influência piezoelétrica

(strain) no sistema. Nossa super-rede é composta pelo isolante SiO2 (material A) e os

nitretos GaN e AlN (material B), caracterizados por estruturas cristalinas zinc-blende

(cúbica) e wurtzita (hexagonal).
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3.2 Modelo Teórico para Simetria Cúbica

Nesta seção, introduzimos o modelo teórico para a simetria cúcica do nosso trabalho.

Vamos considerar dois blocos de construção distintos (ver Fig. 3.1), e arranjá-los de
 
 
 

      
     A 

 

     α   = 
 
 
                          a 
 

    
          B 

 
     β   =  
 
 

                     b 

Figura 3.1: Os blocos de construção α e β.

maneira periódica αβαβ · · · ·.

Estes blocos de construção, α e β, são representados pelos materiais SiO2 (representan-

do o bloco A) e os nitretos GaN e AlN (representando cada um separadamente, o bloco B)

caracterizados pelas funções dielétricas εA(ω) e εB(ω), e espessuras a e b, respectivamente.

Com o objetivo de estudar os modos de volume para fônons acústicos confinados,

consideraremos uma estrutura infinita de células unitárias αβ, onde os eixos cartesianos

são escolhidos de tal forma que o eixo z esteja na direção normal ao plano das camadas

(ver Fig. 3.2).

Os nitretos, quando submetidos a um stress externo, desenvolvem um potencial

elétrico φ proporcional a magnitude do stress aplicado, devido a influência piezoelétrica.
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Figura 3.2: Representação esquemática de uma super-rede periódica cuja célula unitária tem

espessura L=a+b.

Sua equação de movimento é descrita pelo conjunto de equações [48, 49, 50]:

ρ
∂2uj

∂t2
− Cijkl

∂2uk

∂ri∂rl

− ekij
∂2φ

∂ri∂rk

= 0, (3.1)

eikl
∂2uk

∂ri∂rl

− εik
∂2φ

∂ri∂rk

= 0, (3.2)

onde i, j, k e l podem ser x, y ou z e uk denota o deslocamento elástico. Além disso, Cijkl

é o tensor elástico de quarta ordem, eikl é o tensor piezoelétrico de terceira ordem, εik

a constante dielétrica e ρ a densidade do material. A solução das equações (3.1) e (3.2)

podem ser dadas por:

uj = αj exp (ikz) exp (iqxx− iωt), j = x, y, z (3.3)

φ = α4 exp (ikz) exp (iqxx− iωt), (3.4)

onde α representa as amplitudes para as diferentes componentes e qx é a componente x

do vetor de onda.
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Para um meio piezoelétrico com simetria cúbica [70], as Eqs. (3.1) e (3.2) juntamente

com a Eq. (3.3) dão o seguinte par de equações diferenciais acopladas:

−ρω2uy − C44

(∂2uy

∂z2
+

∂2uy

∂x2

)
− 2ex4

∂2φ

∂x∂z
= 0, (3.5)

2ex4
∂2uy

∂x∂z
− εxx

(∂2φ

∂z2
+

∂2φ

∂x2

)
= 0, (3.6)

onde C44 e ex4 são respectivamente as componentes dos tensores elástico e piezoelétrico

para a simetria cúbica do cristal piezoelétrico envolvido. Aqui usamos a notação abreviada

CIJ e eiJ para o tensor elástico e piezoelétrico [70, 51]. O termo εxx é a função dielétrica

dos fônons no meio piezoelétrico.

Usando (3.3), a Eq. (3.5) pode ser escrita como:

∂2uy

∂z2
+ q2

Tzuy = −2iqx
ex4

C44

∂φ

∂z
, (3.7)

onde

q2
Tz =

( ω

vT

)2

− q2
x, (3.8)

é a componente z do vetor de onda e vT =
√

C44/ρ a velocidade transversal no meio

considerado. A Eq. (3.6) pode ser escrita como:

∂2φ

∂z2
− q2

xφ = 2iqx
ex4

εxx

∂uy

∂z
. (3.9)

Derivando-se (3.9) encontramos:

∂3φ

∂z3
− q2

x

∂φ

∂z
= 2iqx

ex4

εxx

∂2uy

∂z2
. (3.10)

Substituindo a E.q. (3.7) em (3.10) obteremos

∂3φ

∂z3
− q2

x

∂φ

∂z
− 4q2

xp
∂φ

∂z
= −2iqxq

2
Tz

ex4

εxx

uy, (3.11)

onde

p =
e2

x4

εxxC44

. (3.12)

Derivando a Eq. (3.11) e usando:

∂uy

∂z
=

εxx

2iqxex4

(∂2φ

∂z2
− q2

xφ
)
, (3.13)
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obtida de (3.9), encontramos:

∂4φ

∂z4
+

[
q2
Tz − q2

x(1 + 4p)
]∂2φ

∂z2
− q2

Tzq
2
xφ = 0. (3.14)

A equação diferencial acima tem como solução geral:

φβ = (ex4/εxx)[B1 exp (ik1z) + B2 exp (−ik1z)]

+B3 exp (ik2z) + B4 exp (−ik2z)
, (3.15)

onde k1 = ±(k+) e k2 = ±(k−), com

k2
± =

[
q2
Tz − q2

x(1 + 4p)±∆
]
/2, (3.16)

e ∆ dado por

∆ =
[
(q2

Tz + q2
x)

2 + 8q2
xp(2q2

xp− q2
Tz + q2

x)
]1/2

. (3.17)

A Eq. (3.15) é o potencial elétrico para a camada piezoelétrica com simetria cúbica.

A solução para uy é determinada isolando-se uy em (3.11), ou seja:

uy =
1

2iqxq2
Tz

εxx

ex4

[
− ∂3φ

∂z3
+ q2

x(1 + 4p)
∂φ

∂z

]
. (3.18)

Substituindo φ dado pela equação (3.15) em (3.18), encontraremos a forma do desloca-

mento elástico no cristal piezoelétrico com simetria cúbica:

uy = L(k1)[B1 exp (ik1z)−B2 exp (−ik1z)]

+(εxx/ex4)L(k2)[B3 exp (ik2z)−B4 exp (−ik2z)]
, (3.19)

onde

L(k) =
k[k2 + q2

x(1 + 4p)]

2qxq2
Tz

. (3.20)

Dentro da camada isolante (não piezoelétrica) da n-ésima célula, os campos elástico e

eletromagnético são desacoplados, cujas equações diferenciais tem soluções bem conheci-

das:

uy = An
1 exp (iqTzz) + An

2 exp (−iqTzz), (3.21)

φα = An
3 exp (−qxz) + An

4 exp (qxz). (3.22)
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O tesor de stress Sij é definido por [70]:

Sij = Cijklskl − ekijEk, i, j, k, l = x, y, z (3.23)

onde Cijkl é o tensor elástico, ekij é o tensor piezoelétrico, Ek é o campo elétrico e skl é o

strain definido como:

skl =
1

2

(∂uk

∂rl

+
∂ul

∂rk

)
, (3.24)

de modo que na condição de fronteira o tensor S32 assume a forma:

S32 = C44
∂uy

∂z
− iqxex4φ. (3.25)

O vetor deslocamento elétrico é definido como:

Di = εikEk + eiklskl, (3.26)

de modo que na condição de contorno a componente normal do deslocamento elétrico Dz

assume a forma:

Dz = −εc
∂φ

∂z
c= (α, β). (3.27)

Aplicando-se as condições de contorno elásticas e eletromagnéticas nas duas interfaces

da n-ésima célula unitária, isto é, nas interfaces z = nL + a e z = (n + 1)L da Fig. 3.2,

sendo L a espessura da célula unitária, teremos:

(a) continuidade do deslocamento transversal uy:

A
(n)
1 fa + A

(n)
2 f̄a = L(k1)[B

(n)
1 −B

(n)
2 ] + p−1

2 L(k2)[B
(n)
3 −B

(n)
4 ], (3.28)

A
(n+1)
1 + A

(n+1)
2 = L(k1)[B

(n)
1 fb1 −B

(n)
2 f̄b1] + p−1

2 L(k2)[B
(n)
3 fb2 −B

(n)
4 f̄b2]. (3.29)

(b) continuidade do potencial elétrico φ:

A
(n)
3 fx + A

(n)
4 f̄x = p2[B

(n)
1 + B

(n)
2 ] + B

(n)
3 + B

(n)
4 , (3.30)

A
(n+1)
3 + A

(n+1)
4 = p1[B

(n)
1 fb1 −B

(n)
2 f̄b1] + B

(n)
3 fb2 + B

(n)
4 f̄b2. (3.31)
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(c) continuidade do tensor de stress transversal S32:

qTzµ[A
(n)
1 fa − A

(n)
2 f̄a]− qxp1[A

(n)
3 fx + A

(n)
4 f̄x] =

L(k1)k1[B
(n)
1 + B

(n)
2 ] + p−1

2 L(k2)k2[B
(n)
3 + B

(n)
4 ],

(3.32)

qTzµ[A
(n+1)
1 − A

(n+1)
2 ]− qxp1[A

(n+1)
3 + A

(n+1)
4 ] =

L(k1)k1[B
(n)
1 fb1 + B

(n)
2 f̄b1] + p−1

2 L(k2)k2[B
(n)
3 fb2 + B

(n)
4 f̄b2].

(3.33)

(d) continuidade da componente normal do deslocamento elétrico Dz:

A
(n)
3 fx − A

(n)
4 f̄x = − iεβ

qxεα

[p2k1(B
(n)
1 −B

(n)
2 ) + k2(B

(n)
3 −B

(n)
4 )], (3.34)

A
(n+1)
3 − A

(n+1)
4 = − iεβ

qxεα

[p2k1(B
(n)
1 fb1 −B

(n)
2 f̄b1) + k2(B

(n)
3 fb2 −B

(n)
4 f̄b1)]. (3.35)

Nas equações acima definimos os termos:

fm = exp (iqTzm) = 1/f̄m, m = a, b (3.36)

fx = exp (−qxa) = 1/f̄x, (3.37)

fbj = exp (ikjb) = 1/f̄bj, (j = 1, 2) (3.38)

p1 = ex4/C44β, (3.39)

p2 = ex4/εβ, (3.40)

µ = C44α/C44β. (3.41)

Definindo os kets:

|A(n)〉 =


A

(n)
1

A
(n)
2

A
(n)
3

A
(n)
4

 , (3.42)
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e

|B(n)〉 =


B

(n)
1

B
(n)
2

B
(n)
3

B
(n)
4

 , (3.43)

e usando-se as equações (3.28), (3.30), (3.32) e (3.34), podemos construir uma equação

matricial da forma:

M1|A(n)〉 = N1|B(n)〉, (3.44)

onde

M1 =


fa f̄a 0 0

qα
Tzµfa −qα

Tzµf̄a −qxp1fx −qxp1f̄x

0 0 fx f̄x

0 0 fx −f̄x

 , (3.45)

e

N1 =


L(k1) −L(k1) L(k2)/p2 −L(k2)/p2

k1L(k1) k1L(k1) k2L(k2)/p2 −k2L(k2)/p2

p2 p2 1 1

− iεβk1p2

εαqx

iεβk1p2

εαqx
− iεβk2

εαqx

iεβk2

εαqx

 . (3.46)

De maneira análoga as equações (3.29), (3.31), (3.33) e (3.35), podem ser escritas na

forma:

M2|A(n+1)〉 = N2|B(n)〉. (3.47)

onde

M2 =


1 1 0 0

qα
Tzµ −qα

Tzµ −qxp1 −qxp1

0 0 1 1

0 0 1 −1

 , (3.48)

e

N2 =


L(k1)fb1 −L(k1)f̄b1 L(k2)p

−1
2 −L(k2)p

−1
2

L(k1)k1 L(k1)k1 L(k2)p
−1
2 k2 L(k2)p

−1
2 k2

p2 p2 1 1

− iεβk1p2

εαqx

iεβk1p2

εαqx
− iεβk1

εαqx

iεβk1

εαqx

 . (3.49)
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Aqui Mj e Nj (j = 1, 2), são matrizes 4× 4 obtidas das condições de contorno.

Usando-se as equações (3.42) e (3.45), encontraremos

|A(n+1)〉 = T |A(n)〉, (3.50)

onde T é dada por:

T = M−1
2 N2N

−1
1 M1. (3.51)

A equação (3.50) relaciona os coeficientes do potencial elétrico e do deslocamento

elástico (estes coeficientes formam um vetor coluna do tipo 1× 4) de uma célula unitária

com os de sua precedente através de uma matriz T (chamada matriz transferência) de

modo que det(T )=1 (unimodular).

3.3 Modos de Volume

Para encontrarmos a relação de dispersão para os fônons acústicos no volume, devemos

considerar a Eq. (3.50) escrita na forma:

|A(n+m)〉 = Tm|A(n)〉. (3.52)

Levando em conta a periodicidade do sistema podemos aplicar o teorema de Bloch

[52].

|A(n+1)〉 = T |A(n)〉 = exp (iQiL)|A(n)〉, (3.53)

satisfazendo a seguinte equação de autovalores

[T − exp (iQiL)I]|A(n)〉 = 0, (3.54)

onde I é a matriz identidade.

Como det(T )=1, os autovalores de T devem satisfazer a relação

t1t2t3t4 = 1. (3.55)
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Esta relação é satisfeita quando t2 = t−1
1 e t4 = t−1

3 de tal forma que o vetor de onda

de Bloch toma a forma simplificada:

exp (iQiL) = ti, i = 1, 2. (3.56)

Resolvendo (3.54), encontraremos uma equação caracteŕıstica da forma:

t4 + (XX)t3 + (BB)t2 + (Y Y )t + (CC) = 0, (3.57)

onde

XX = Y Y = −Tr(T ), (3.58)

BB = T11T22 + T33T44 + (T11 + T22)(T33 + T44)− T24T42 − T34T43 − T23T32

−T12T21 − T13T31 − T14T41,
(3.59)

CC = 1. (3.60)

Aqui, Tij são os elementos da matriz transferência. Dividindo (3.57) por t2 e reagrupando

os termos, encontraremos:

H2 + (XX)H + (BB − 2) = 0, (3.61)

onde Hi = ti + t−1
i . Este fato juntamente com a Eq. (3.53) nos fornece as bandas de

volume para a propagação dos fônons acústicos na super-rede, isto é:

cos(Q1L) = H1/2 e cos(Q2L) = H2/2, (3.62)

onde

H1 =
−XX +

√
XX2 − 4(BB − 2)

2
, (3.63)

e

H2 =
−XX −

√
XX2 − 4(BB − 2)

2
. (3.64)

3.4 Modos de Superf́ıcie
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O cálculo da relação de dispersão para os modos de superf́ıcie dos fônons acústicos, é

feito considerando-se um truncamento da estrutura infinita de células unitárias em z = 0.

Como pode ser visualizado na Fig. 3.2, este plano está na interface da célula unitária

rotulada por n = 0. A região z < 0 é considerada ser ocupada por um meio transparente

à luz (vácuo), cuja constante dielétrica é εV = 1.

Esta super-rede semi-infinita não possui simetria translacional na direção z e, portanto,

não podemos considerar o teorema de Bloch como no caso dos fônons ópticos de volume

[25].

O potencial no vácuo é dado por:

φvac = C exp (qxz), (3.65)

onde C é uma constante. Aplicando-se as condições de contorno em z = 0, teremos:

(a) continuidade do potencial: φ

C = A0
3 + A0

4, (3.66)

(b) continuidade de Dz :

εV C = −εα(A0
3 + A0

4), (3.67)

(c) continuidade de S32 :

A0
1 − A0

2 = 0. (3.68)

A substituição de (3.66) em (3.67), nos dá:

A0
4

A0
3

= λ =
εA + εV

εA − εV

. (3.69)

Por outro lado a equação matricial

T |A(0)〉 = exp (−βL)|A(0)〉, (3.70)

com β = iQ e Re β > 0 (condição necessária para que haja modos localizados), nos

fornece:

(T31 + T32)
A0

1

A0
3

− (T41 + T42)
A0

1

A0
4

+ T33 − T44 + T34λ− T43λ
−1 = 0, (3.71)

36



juntamente com
A0

1

A0
3

= −
[
(T13 − T23) + (T14 − T24)λ

(T11 + T12 − T21 − T22)

]
, (3.72)

e
A0

1

A0
4

= −
[
(T13 − T23)λ

−1 + (T14 − T24)

(T11 + T12 − T21 − T22)

]
. (3.73)

Substituindo as Eq. (3.72) e (3.73) em (3.71) encontraremos:

(T11 + T12 − T21 − T22)(T33 − T44 + T34λ− T43λ
−1)

+(T41 + T42)[(T13 − T23)λ
−1 + (T14 − T24)]

−(T31 + T32)[T13 − T23 + (T14 − T24)λ] = 0,

(3.74)

que é a equação para os modos de superf́ıcie dos fônons. Estes modos de superf́ıcie

encontram-se localizados nos planos das interfaces entre os materiais dielétricos, e são

caracterizados por uma decaimento exponencial com fator de atenuação β. Deste modo

o número de modos de superf́ıcie depende do número de interfaces na célula unitária.

3.5 Estrutura Quasiperiódica Tipo Fibonacci

Em nosso trabalho usaremos uma super-rede tipo Fibonacci usando o isolante SiO2

(representado aqui por α), e os nitretos GaN e AlN (representados aqui por β). A estru-

tura de Fibonacci pode ser crescida experimentalmente pela superposição dos blocos de

construção α e β, de modo que o n-ésimo estágio da super-rede Sn é dado pela regra de

recorrência Sn = Sn−1Sn−2, sendo n ≥ 2, com S0 = β e S1 = α. A estrutura de Fibonacci

é também invariante sob as transformações α → αβ e β → α. As gerações da super-rede

de Fibonacci são:

S0 = [β], S1 = [α], S2 = [αβ], S3 = [αβα], etc. (3.75)

O número de blocos de construção desta estrutura aumenta de acordo com o número

de Fibonacci, cuja relação de recorrência é:

Fl = Fl−1 + Fl−2, (3.76)
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com F0 = F1 = 1. A razão entre o número de blocos de construção α e o número de blocos

de construção β, tende para o chamado “golden mean number”τ = 1
2
(1 +

√
5), quando o

número de geração tende para infinito [53].

α   β 

α   β α 

α   β α α   β 

α   β α α   β α α   β 

α   β α α   β α   β α α   β α α   β 

n = 2 

  n = 3 

  n = 4 

  n = 5 

  n = 6 

 
Figura 3.3: Evoluçao da célula unitária da super-rede de Fibonacci em função do número de

geração n.

As matrizes transferência para as gerações da super-rede de Fibonacci podem ser

determinadas através do método indutivo. Deste modo, observando o crescimento da

célula unitária na Fig. (3.3), podemos calcular estas matrizes da seguinte forma:

(1) para S0 = [β] ou S1 = [α], temos que

TS0 = M−1
2 N2 e TS1 = N−1

1 M1; (3.77)

(2) para S2 = [αβ]

TS2 = M−1
2 N2N

−1
1 M1; (3.78)

(3) para S3 = [αβα]

TS3 = N−1
1 M1M

−1
2 N2N

−1
1 M1; (3.79)

(3) generalizando para (n ≥ 1), temos

TSn+2 = TSnTSn+1 . (3.80)
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De posse destas três matrizes TS0 , TS1 e TS2 podemos determinar qualquer geração

Fibonacci para a matriz transferência [54].

3.6 Modelo Teórico para Simetria Hexagonal

Para um meio piezoelétrico com simetria hexagonal, as Eqs. (3.1) e (3.2) juntamente

com a Eq. (3.3) dão o seguinte par de equações diferenciais acopladas:

−ρω2uy − C44

(∂2uy

∂z2
+

∂2uy

∂x2

)
− ex5

(∂2φ

∂z2
+

∂2φ

∂x2

)
= 0, (3.81)

ex5

(∂2uy

∂z2
+

∂2uy

∂x2

)
− εxx

(∂2φ

∂z2
+

∂2φ

∂x2

)
= 0, (3.82)

onde C44 e ex5 são respectivamente as componentes dos tensores elástico e piezoelétrico

para a simetria hexagonal do cristal piezoelétrico envolvido. Aqui usamos a notação

abreviada CIJ e eiJ para o tensor elástico e piezoelétrico. O termo εxx é a função dielétrica

dos fônons no meio piezoelétrico.

Derivando-se as Eqs. (3.3) e (3.4) e substituindo-se em (3.81) e (3.82), teremos:

−ρω2uy − C44

(∂2uy

∂z2
− q2

xuy

)
− ex5

(∂2φ

∂z2
− q2

xφ
)

= 0, (3.83)

ex5

(∂2uy

∂z2
− q2

xuy

)
− εxx

(∂2φ

∂z2
− q2

xφ
)

= 0. (3.84)

Podemos organizar os termos em (3.83) e (3.84) para obter

∂2uy

∂z2
+ q2

Tzuy = − ex5

C44

( ∂2

∂z2
− q2

x

)
φ, (3.85)

∂2φ

∂z2
− q2

xφ =
ex5

εxx

( ∂2

∂z2
− q2

x

)
uy, (3.86)

onde

q2
Tz =

( ω

vT

)2

− q2
x, (3.87)
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é a componente z do vetor de onda e vT = C44/ρ a velocidade transversal no meio

considerado.

A equação diferencial (3.86) pode ser escrita como:

( ∂2

∂z2
− q2

x

)
φ =

ex5

εxx

( ∂2

∂z2
− q2

x

)
uy, (3.88)

onde podemos encontrar

φ =
ex5

εxx

uy. (3.89)

Substituindo (3.89) em (3.85) e organizando os termos encontramos:

∂2uy

∂z2
+ k2uy = 0, (3.90)

onde

k2 =
q2
Tz − p′q2

x

1 + p′
, (3.91)

e

p′ =
e2

x5

εxxC44

. (3.92)

A solução geral de (3.90) é:

uy = B1 exp (ikz) + B2 exp (−ikz). (3.93)

Esta solução dá o deslocamento elástico das part́ıculas na camada piezoelétrica com

simetria hexagonal.

Resolvendo a equação homogênea em (3.86) e usando (3.89), encontramos a solução

para o potencial elétrico dado por:

φβ =
ex5

εxx

[B1 exp (ikz) + B2 exp (−ikz)] + B3 exp (qxz) + B4 exp (−qxz)]. (3.94)

Esta solução descreve o potencial na camada piezoelétrica hexagonal.

Dentro da camada isolante (não piezoelétrica) da n-ésima célula, o desacoplamento

elástico e eletromagnético das equações diferenciais dão as soluções conhecidas:
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uy = An
1 exp (iqTzz) + An

2 exp (−iqTzz), (3.95)

φα = An
3 exp (−qxz) + An

4 exp (qxz). (3.96)

Aplicando-se as condições de contorno elásticas e eletromagnéticas nas duas interfaces

da n-ésima célula unitária, isto é, nas interfaces z = nL + a e z = (n + 1)L da Fig.

3.2, sendo L a espessura da célula unitária, teremos: (a) continuidade do deslocamento

transversal uy:

A
(n)
1 fa + A

(n)
2 f̄a = B

(n)
1 + B

(n)
2 , (3.97)

A
(n+1)
1 + A

(n+1)
2 = B

(n)
1 fb + B

(n)
2 f̄b. (3.98)

(b) continuidade do potencial elétrico φ:

A
(n)
3 fx + A

(n)
4 f̄x = p′2[B

(n)
1 + B

(n)
2 ] + B

(n)
3 + B

(n)
4 , (3.99)

A
(n+1)
3 + A

(n+1)
4 = p′1[B

(n)
1 fb + B

(n)
2 f̄b] + B

(n)
3 fx + B

(n)
4 f̄x. (3.100)

(c) continuidade do tensor de stress transversal S32:

qTzµ[A
(n)
1 fa − A

(n)
2 f̄a] =

k(1 + p′)[B
(n)
1 −B

(n)
2 ]− iqxp

′
1[−B

(n)
3 + B

(n)
4 ],

(3.101)

qTzµ[A
(n+1)
1 − A

(n+1)
2 ] =

k(1 + p′)[B
(n)
1 fb −B

(n)
2 f̄b]− ip′1qx[−B

(n)
3 fx + B

(n)
4 f̄x].

(3.102)

(d) continuidade da componente normal do deslocamento elétrico Dz:

A
(n)
3 fx − A

(n)
4 f̄x =

εβ

εα

(B
(n)
3 −B

(n)
4 )], (3.103)

A
(n+1)
3 − A

(n+1)
4 =

εβ

εα

(B
(n)
3 fx −B

(n)
4 f̄x)]. (3.104)
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Nas equações acima usamos os termos:

p′1 = ex5/C44β, (3.105)

p′2 = ex5/εβ, (3.106)

µ = C44α/C44β. (3.107)

Definindo, como no caṕıtulo anterior, os kets |A(n)〉 e |B(n)〉 e usando as equações

(3.97), (3.99), (3.101) e (3.103), podemos construir uma equação matricial da forma:

M ′
1|A(n)〉 = N ′

1|B(n)〉, (3.108)

onde

M ′
1 =


fa f̄a 0 0

qα
Tzµfa −qα

Tzµf̄a −qxp1fx −qxp1f̄x

0 0 fx f̄x

0 0 fx −f̄x

 , (3.109)

e

N ′
1 =


1 1 0 0

k(1 + p′) −k(1 + p′) iqxp
′
1 −iqxp

′
1

p′2 p′2 1 1

0 0
εβ

εα
− εβ

εα

 . (3.110)

De maneira análoga as equações (3.98), (3.100), (3.102) e (3.104), podem ser escritas

na forma:

M ′
2|A(n+1)〉 = N ′

2|B(n)〉. (3.111)

onde

M ′
2 =


1 1 0 0

qα
Tzµ −qα

Tzµ 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1

 , (3.112)
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e

N ′
2 =


fb f̄b 0 0

k(1 + p′)fb −k(1 + p′)f̄b iqxp
′
1fx −iqxp

′
1f̄x

p′2fb p′2f̄b fx f̄x

0 0
εβ

εα
fx − εβ

εα
f̄x

 . (3.113)

Aqui M ′
j e N ′

j (j = 1, 2), são matrizes 4× 4 obtidas das condições de contorno.

Usando-se as equações (4.40) e (4.43), encontraremos

|A(n+1)〉 = T ′|A(n)〉, (3.114)

onde T ′ é dada por:

T ′ = M ′
2
−1N ′

2N
′
1
−1M ′

1, (3.115)

definindo a matriz transferência para o caso hexagonal.
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3.7 Resultados Numéricos para as simetrias Cúbicas e Hexag-

onais

Nesta seção vamos apresentar alguns resultados numéricos do espectro dos fônons

confinados em uma super-rede tipo Fibonacci. Vamos considerar que a função dielétrica

dependente da freqüência no meio β é dada por:

εxx(ω) = ε∞

(
1 +

ω2
L − ω2

T

ω2
T − ω2 − iωΓ

)
. (3.116)

e consideraremos a razão entre as camadas da nossa super-rede a/b = 2.0. Por sim-

plicidade vamos desprezar o fator de amortecimento, Γ. Os valores de freqüências são

mostrados na tabela abaixo juntamente com outros parâmetros f́ısicos de importância

[55, 56, 57, 58]:

ωLO ωTO ε∞ ρ C44 ex4

AlN 916 673 4.68 3.32 2.00 1.46

GaN 743 561 5.29 6.25 1.54 0.73

SiO2 —- —– —- 2.20 3.12 —

Aqui as unidades de freqüências são cm−1, as constantes elásticas estão em unidades

de 109N/m2, as densidades estão em 103Kg/m2 e as constantes piezoelétricas estão em

C/m2.

Consideramos a constante dielétrica do meio α (meio isolante) assumindo o valor

εα = 3.8. Nos resultados numéricos que apresentamos aqui, em vez de utilizarmos a

freqüência ω, preferimos substitui-la pela frequência reduzida ω/Ω com a intenção de

facilitar os cálculos numéricos. Aqui Ω é dado por:

Ω = vTα/a, (3.117)

onde vTα é a velocidade transversal no meio α.

Nas figuras a seguir apresentamos os espectros dos fônons acústicos para a super-rede

de Fibonacci considerando os nitretos AlN (Figs. 3.4 e 3.5) e GaN ( Figs. 3.6 e 3.7).
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Comparamos os espectros com strain com aqueles sem strain, ou seja primeiro consider-

amos a influência piezoelétrica e comparamos os resultados com aqueles espectros onde

foi desconsiderada a influência pizoelétrica. Os espectros são representados graficamente

como funções da freqüência reduzida ω/Ω versus o vetor de onda adimensional qxa. Nestes

espectros os modos de superf́ıcie são representados por linhas pontilhadas, enquanto que

os modos de volume são representados por áreas sombreadas, que são limitadas pelas

curvas correspondentes aos valores de QiL = 0 e QiL = π (i=1, 2.). Em ordem cres-

cente na freqüência, estas curvas são limitadas em valores de QiL arranjados da seguinte

maneira: QiL = π, 0, 0, π, π, 0, ...0,, sempre iniciando-se com Qi=1L = π e terminando

com Qi=1L = 0 para todas as gerações. Note que os modos de superf́ıcie estão na maioria

dos espectros, muito próximos as bandas de volume de tal forma que em alguns casos,

tais modos não podem ser visualizados. Comparando os espectros mostrados para o ma-

terial AlN, podemos observar que no caso periódico ilustrado na Fig. 3.4(a) existe uma

ligeira separação das bandas a medida que qxa aumenta. Já na Fig. 3.4(b) percebemos

uma junção completa das bandas assim como uma acentuada curvatura. Podemos notar

também um aumento na espessura da primeira banda na Fig. 3.4(b) com o aumento de

qxa. No caso quasiperiódico podemos observar os mesmos efeitos que o caso periódico nas

figuras 3.4(a) e 3.4(b), diferenciado destas apenas pela quantidade de bandas no mesmo

intervalo de freqüências.

Comparando os espectros para o material GaN, podemos observar uma ńıtida sepa-

ração das bandas. Além disso, observa-se também uma curvatura dos espectros sobre a

influência do strain evidenciado ser esta uma caracteŕıstica de todos os espectros. Com-

parando as Figuras 3.6(a) e 3.6(b), observamos o acentuado aparecimento do modo de

superf́ıcie (Fig. 3.6(b)) em relação ao modo de superf́ıcie na Fig. 3.6(a). Notamos ainda

o surgimento de outro modo de superf́ıcie próximo a segunda banda na Fig. 3.6(b). Para

o caso quasiperiódico, representados nas Figuras 3.7(a) e 3.7(b), podemos destacar além

das caracteŕısticas observadas nos espectros anteriores (curvatura, aumento das espessur-

as das camadas com qxa, etc. ) um maior número de bandas no mesmo intervalo de

freqüências, e a falta de visibilidade dos modos de superf́ıcies na figura 3.7(b).

Podemos dizer que um espectro de energia fractal é a assinatura básica de sistemas
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quasiperiódicos. Vamos descrever esta fractalidade de forma quantitativa investigando a

localização das bandas de volume dos fônons acústicos. Para altas energias elas formam

um conjunto de Cantor, tradicionalmente conhecido pela retirada do terço central de um

segmento unitário, e em seguida o terço central dos segmentos restantes ad infinitum.

As figuras 3.8(a) e 3.8(b) mostram as freqüências (energias) permitidas e proibidas das

larguras de banda, do espectro do fônons acústicos na super-rede de Fibonacci, versus o

número de geração N , até a sexta geração da seqüência de Fibonacci, para um valor fixo

do vetor de onda no plano qxa = 1.0. Uma estrutura de bandas muito semelhante a esta

foi obtida nos trabalhos de Hofstadter [59], Kadanoff, et. al [60, 61], e Ostlund et. al [62].

Notamos claramente que a medida que avançamos na geração da seqüência, as regiões

de bandas se tornam mais e mais limitadas, com um aspecto t́ıpico de um conjunto de

Cantor , indicando uma localização cada vez mais forte.

As figuras 3.9(a) e 3.9(b) são obtidas de 3.8(b) e 3.8(b) somando-se as larguras das

regiões permitidas (ou bandas). De fato esta soma, que representamos por ∆, escala de

acordo com a lei de potência ∆ ∼ F−δ
N , onde FN é o número de Fibonacci e δ é um ı́ndice

de escala, que é função de qxa, e que pode ser interpretado como uma medida do grau de

localização da excitação [63, 64].

Vamos apresentar agora alguns resultados numéricos do espectro dos fônons acústicos

confinados em super-redes para a simetria hexagonal. Os parâmetros f́ısicos são os mesmos

utilizados na tabela anterior com exceção dos valores do tensor ex5 que assume o valor

0.60C/m2 para o AlN e 0.49C/m2 para o GaN.

De maneira análoga, apresentamos os espectros dos fônons acústicos para a super-

rede de Fibonacci considerando os nitretos AlN (Figs. 3.10 e 3.11) e GaN ( Figs. 3.12 e

3.13). Novamente comparamos os espectros com strain com aqueles sem strain, ou seja

primeiro consideramos a influência piezoelétrica e comparamos os resultados com aque-
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les espectros onde foi desconsiderada a influência pizoelétrica. Podemos perceber que

desconsiderando a influência do strain, os espectros tanto no caso cúbico como no caso

hexagonal são iguais. Isto se deve ao fato de considerarmos em nossos cálculos apenas

a função dielétrica transversal εxx. Como no caso cúbico as bandas são limitadas pelas

curvas correspondentes aos valores de QiL = 0 e QiL = π (i=1, 2.). Em ordem cres-

cente na freqüência, estas curvas são limitadas em valores de QiL arranjados da seguinte

maneira: QiL = π, 0, 0, π, π, 0, ...0,, sempre iniciando-se com Qi=1L = π e terminando

com Qi=1L = 0 para todas as gerações. Para i = 2 constatamos que as bandas se formam

para altos valores de freqüências (ω/Ω → 18.5). O modo de superf́ıcie, que é viśıvel no

final da primeira banda na Fig 3.10(a) (qxa → 1.5), desaparece na Fig 3.10(b). Na Fig

3.10(b), o inicio da primeira banda (qxa → 0.0) sofre um relativo aumento de tamanho

para valores maiores de freqüências e quando o valor de qxa aumenta notamos um grande

aumento na inclinação das bandas. Para o espectro quasiperiódico mostrado para o mes-

mo intervalo de freqüências na Fig 3.11(b), temos um número de bandas menor em relação

à Fig 3.11(a). Podemos perceber ainda na Fig 3.11(a) uma ńıtida separação das bandas

no mesmo intervalo de freqüências em relação à Fig 3.11(b). O modo de superf́ıcie que é

praticamente inviśıvel no final da primeira banda na Fig 3.11(a) (qxa → 1.5) é bem per-

ceptivo na Fig 3.11(b). Vemos ainda claramente um maior número de bandas no mesmo

intervalo de freqüência na Fig 3.12(a) em relação à Fig 3.12(b). Além disso há o surgimen-

to de um modo de superf́ıcie entre as duas bandas de volume na Fig 3.12(b). Comparando

as figuras 3.13(a) e 3.13(b) podemos observar para o mesmo intervalo de freqüências a

diminuição do numero de bandas na Fig 3.13(b) em relação à Fig 3.13(a). Observamos

também na Fig 3.13(b) um alto grau de afastamento no intervalo de freqüências que vai

de 1.0 a 2.5. Além da curvatura que é caracteŕıstica de todos os espectros, observa-se o

surgimento de um modo de superf́ıcie no intervalo de freqüências que vai de 1.75 a 2.5 em

qxa = 1.0.

As figuras 3.14(a) e 3.14(b) mostram a distribuição das larguras de bandas para

qxa = 1.0. Nela podemos observar as regiões de freqüências permitidas e proibidas para a

propagação dos fônons acústicos no volume, em função do número de geração N , até a sex-

ta geração da seqüência de Fibonacci. Notamos claramente que a medida que avançamos

47



na geração da seqüência, as gerações de bandas permitidas se tornam mais e mais limi-

tadas, com um aspecto t́ıpico de um conjunto de Cantor, indicando uma localização cada

vez mais forte.

As figuras 3.15(a) e 3.15(b) são obtidas de 3.14(a) e 3.14(b) somando-se as larguras

das regiões permitidas (ou bandas). Como hav́ıamos discutido acima, a fractalidade é a

assinatura de sistemas quasiperódicos, e portanto possui uma lei de escala bem definida.

Esta lei é obtida quando somamos as regiões de freqüências permitidas nas figuras 3.14(a)

e 3.14(b), e se deve ao fato de nas figuras 3.14(a) e 3.14(b), o sistema se desfragmentar

para altas gerações do número de Fibonacci, fazendo com que tal sistema convirja para

um conjunto de Cantor. De fato esta soma, que representamos por ∆, escala de acordo

com a lei de potência ∆ ∼ F−δ
N , onde FN é o número de Fibonacci e δ é um ı́ndice de

escala, que é função de qxa, e que pode ser interpretado como um tipo de coeficiente

de difusão ou uma medida do grau de localização da excitação. Nas figuras 3.15(b) e

3.15(b) mostramos dois gráficos log-log para demostrar esta lei de escala para três valores

diferentes de qxa, (para os materiais AlN e GaN) considerando a influência piezoelétrica.
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(a)

(b)

Figura 3.4: (a) Espectro de fônons acústicos para a simetria cúbica considerando a freqüência

reduzida ω/Ω versus qxa, para uma super-rede periódica. Aqui usamos o nitreto de alumı́nio

(AlN) desconsiderando a influência piezoelétrica (strain). (b) O mesmo que em (a), considerando

a influência piezoelétrica.
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(a)

(b)

Figura 3.5: (a)Espectro de fônons acústicos para a simetria cúbica considerando a freqüência

reduzida ω/Ω versus qxa, para uma super-rede de Fibonacci na quarta geração, desconsiderando

a influência piezoelétrica. (b) O mesmo que em (a), considerando a influência piezoelétrica.
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(a)

(b)

Figura 3.6: (a)Espectro de fônons acústicos para a simetria cúbica considerando a freqüência

reduzida ω/Ω versus qxa, para uma super-rede periódica. Aqui usamos o nitreto GaN descon-

siderando a influência piezoelétrica (strain). (b) O mesmo que em (a), considerando a influência

piezoelétrica.
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(a)

(b)

Figura 3.7: (a)Espectro de fônons acústicos para a simetria cúbica considerando a

freqüência reduzida ω/Ω versus qxa, para uma super-rede de Fibonacci na quarta geração.

Aqui usamos o nitreto GaN desconsiderando a influência piezoelétrica (strain). (b) O mes-

mo que em (a), considerando a influência piezoelétrica.
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(a)

(b)

Figura 3.8: (a)Distribuição das larguras de bandas para os fônons acústicos em função do

número de geração da estrutura de Fibonacci considerando a simetria cúbica do nitreto AlN

(qxa = 1). (b)Distribuição das larguras de bandas para os fônons acústicos em função do

número de geração da estrutura de Fibonacci considerando a simetria cúbica do nitreto GaN

(qxa = 1).
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(a)

(b)

Figura 3.9: (a) Gráfico log-log para a largura total das regiões permitidas ∆ versus o número

de Fibonacci. Este gráfico é obtido para a simetria cúbica do nitreto AlN. (b)Gráfico log-log

para a largura total das regiões permitidas ∆ versus o número de Fibonacci. Este gráfico é

obtido para a simetria cúbica do nitreto GaN.54



(a)

(b)

Figura 3.10: (a) Espectro de fônons acústicos para a simetria hexagonal considerando a

freqüência reduzida ω/Ω versus qxa, para uma super-rede periódica. Aqui usamos o nitreto

AlN desconsiderando a influência piezoelétrica (strain). (b)O mesmo que em (a), considerando

a influência piezoelétrica.
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(a)

(b)

Figura 3.11: (a) Espectro de fônons acústicos para a simetria hexagonal considerando a

freqüência reduzida ω/Ω versus qxa, para uma super-rede de Fibonacci na quarta geração,

desconsiderando a influência piezoelétrica. (b)O mesmo que em (a), considerando a influência

piezoelétrica.
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(a)

(b)

Figura 3.12: (a) Espectro de fônons acústicos para a simetria hexagonal considerando a

freqüência reduzida ω/Ω versus qxa, para uma super-rede periódica. Aqui usamos o nitreto

GaN desconsiderando a influência piezoelétrica (strain). (b)O mesmo que em (a), considerando

a influência piezoelétrica.
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(a)

(b)

Figura 3.13: (a) Espectro de fônons acústicos para a simetria hexagonal considerando a

freqüência reduzida ω/Ω versus qxa, para uma super-rede de Fibonacci na quarta geração. Aqui

usamos o nitreto GaN desconsiderando a influência piezoelétrica (strain). (b)O mesmo que em

(a), considerando a influência piezoelétrica.
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(a)

(b)

Figura 3.14: (a) Distribuição das larguras de bandas para os fônons acústicos em função do

número de geração da estrutura de Fibonacci considerando a simetria hexagonal do nitreto

AlN (qxa = 1). (b)Distribuição das larguras de bandas para os fônons acústicos em função do

número de geração da estrutura de Fibonacci considerando a simetria hexagonal do nitreto GaN

(qxa = 1). 59



(a)

(b)

Figura 3.15: (a) Gráfico log-log para a largura total das regiões permitidas ∆ versus o número

de Fibonacci. Este gráfico é obtido considerando a simetria hexagonal do nitreto AlN. (b)Gráfico

log-log para a largura total das regiões permitidas ∆ versus o número de Fibonacci. Este gráfico

é obtido considerando a simetria hexagonal do nitreto GaN .60



3.8 Conclusões

Neste caṕıtulo apresentamos uma teoria geral para a propagação dos fônons acústicos

confinados em super-redes periódicas e quasiperiódicas obedecendo à seqüência de Fi-

bonacci levando-se em conta a influência piezoelétrica (strain) dos nitretos AlN e GaN

envolvidos. Utilizamos o material isolante SiO2 como um dos constituintes da super-rede.

Além disso, consideramos as duas estruturas cristalinas dos nitretos a saber: cúbicas tipo

zinc-blende e hexagonal tipo würtizite. O nosso resultado teórico fornece a relação de

dispersão para os modos de volume e de superf́ıcie, encontrados no presente caṕıtulo para

os sistemas cúbico e hexagonal respectivamente. Com efeito, uma vez que a matriz trans-

ferência T foi obtida nos dois casos para a seqüência de Fibonacci, todo o espectro de

geração foi obtido sem dificuldades.

Neste caṕıtulo mostramos os espectros dos fônons acústicos confinados em estruturas

cristalinas fonônicas cúbicas e hexagonais considerando o efeito piezoelétrico no sistema

e comparando tais espectros com aqueles obtidos para o mesmo sistema sem a influência

piezoelétrica. Fizemos ainda uma análise das leis de escala das bandas de volume do

espectro de fônons acústicos nas super-redes periódicas e quasiperiódicas. Mostramos que

a medida que o número da geração de cada sequência aumenta, as bandas de volume

se tornam mais e mais limitadas, indicando uma forte localização, e no limite N � 1

estas bandas formam um conjunto de Cantor. Além disso, a largura total de bandas

permitidas, para um valor fixo de qxa, obedece a uma lei de escala cujo expoente não possui

dependência com qxa. O comportamento deste expoente pode prontamente indentificar

a sequência quasiperiódica em questão, como também pode ser interpretado como uma

medida da localização da excitação. Podemos ainda concluir que:

a) Para o espectro dos fônons acústicos confinados nas estruturas cúbicas, observou-se

uma acentuada curvatura dos espectros em relação aqueles sem strain, o que nos leva

a concluir que as excitações sobre a influência piezoelétrca são confinadas com energias

maiores em comparação com as excitações sem influência do strain.

b) Para o espectro dos fônons acústicos confinados nas estruturas hexagonais, observou-se
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além de uma acentuada curvatura dos espectros, um afastamento das bandas para maiores

valores de freqüências. Pontanto as excitações neste tipo de estrutura são confinadas com

valores ainda maiores de energia.

c) Podemos ainda observar neste caṕıtulo, que o gráfico log-log obtido da soma das

espessuras das bandas permitidas nos espectros de energia em função do número de Fi-

bonacci tem uma caracteŕıstica linear. Sendo assim, podemos inferir que a influência

piezoelétrica não “quebra”a fractalidade dos sistemas.

d) Desconsiderando a influência do strain, podemos observar que os espectros de ban-

das tanto para simetria cúbica como para hexagonal são os mesmos. Isto se deve porque

em nossos cálculos consideramos apenas a função dielétrica transversal εxx = εzz ou seja,

estamos apenas considerando as propriedades no plano xy.
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CAPÍTULO 4

Estudo do Espectro de Transmitância em

Super-redes Fonônicas do tipo AlN/GaN

4.1 Introdução

O estudo dos cristais fonônicos, que são materiais compostos periódicos com es-

paçamentos comparáveis aos comprimentos de onda da onda acústica que se propaga

pelo seu interior, recebeu crescente atenção na última década devido à construção de dis-

positivos acústicos eletrônicos aplicados a sistemas de comunicação modernos [66]. Eles

oferecem um controle da propagação de ondas acústicas ou elásticas em escala com seus

comprimentos de onda, sendo os análogos acústicos para os cristais fotônicos no estudo

da óptica e no caso de ondas eletromagnéticas. Eles consistem de dois ou mais arran-

jos periódicos tridimensionais de materiais com diferentes constantes elásticas, podendo

dar origem a absoluta inexistência de bandas devido as condições geométricas presentes

na estrutura. Estes materiais compostos podem exibir várias propriedades f́ısicas in-

teressantes para os fônons acústicos, como a filtragem de ondas sonoras, construção de

transformadores e sistemas acústicos [67].

Além disso, estas camadas compostas podem suportar novos tipos de ondas, com

freqüências dependentes não encontradas em substratos homogêneos, um assunto antigo

em f́ısica do estado sólido [68]. Está claro, em substratos gerais, que em um modelo

constitúıdo de camadas alternadas com espessura a para um material A e espessura b

para um material B, a periodicidade produz no limite da zona de Brillouin um vetor
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de onda rećıproco do tipo Q = π/(a + b). Um efeito do limite da zona de Brillouin é

que a curva de dispersão do fônon acústico torna-se dobrada em um zig-zag no interior

da primeira zona, surgindo assim gaps de freqüências na relação de dispersão do fônon,

permitindo assim a ação de filtragem de fônons para cada intervalo de freqüência nula (stop

band). Como os valores t́ıpicos dos espaçamentos das camadas são da ordem de 20 nm,

as extremidades da zona de Brillouin ocorrem a valores de Q/2π = [2(a + b)]−1 em torno

de 10−5 cm−1, evidenciando que uma fração significativa da zona de Brillouin é acesśıvel

a técnica de espalhamento inelástico da luz. Entretanto, foram propostos recentemente

cristais fonônicos hipersônicos para controlar a emissão e propagação de fônons de alta

freqüência usando litografia de interferência, cuja medida direta das estruturas de banda

fonônicas é posśıvel devido ao espalhamento da luz Brillouin [69].

Dispositivos fonônicos baseados em materiais piezoelétricos são extensivamente usados

como filtros de rádio freqüência em sistemas de telecomunicação: a integração dos “band

gaps”fonônicos na estrutura para tais dispositivos aumentaria suas caracteŕısticas bem

como alargaria sua gama de aplicações. De um ponto de vista fundamental, os cristais

fonônicos piezoelétricos permitem experimentos em que as fontes e os detectores de ondas

acústicas podem ser embutidos com o próprio cristal fonônico [70]. A intensa anisotropia

de propagação da onda acústica inerente ao material piezoelétrico, combinada com uma

mistura das polarizações longitudinais e transversais, afeta fortemente a onda espalha-

da, abrindo assim uma nova perspectiva para a construção de uma geração de cristais

fonônicos baseados em diversos processos de sinais acústicos. Por outro lado, os cristais

quasiperiódicos formam um único tipo de estrutura com falta de simetria translacional

de longo alcance mas possuindo uma certa ondem de orientação. Uma motivação para o

estudo destas estruturas é que a sua ordem estrutural situa-se no limite entre a invariância

translacional do cristal e sua estrutura randômica v́ıtrea. Além disso, estes exibem um

espectro de energia altamente fragmentado apresentando um padrão de auto-similaridade.

De fato, de uma perspectiva estritamente matemática, foi provado que estes espectros

formam um conjunto de Cantor no limite termodinâmico. Recentemente, estados polari-

tônicos em estruturas piezoelétricas quasiperiódicas de Fibonacci e Thue-Morse foram
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investigadas, considerando-se a dinâmica das ondas eletromagnéticas e acústicas tratadas

em condição de igualdade [71].

Neste caṕıtulo investigaremos o espectro de transmissão do fônon acústico em es-

truturas de multicamadas compostas pela famı́lia III-V dos nitretos semicondutores

AlN/GaN, onde o arranjo das camadas é feito de forma periódica e quasiperiódica de

acordo com a seqüência de Fibonacci. Os nitretos III-V, como o GaN e AlN, exibem in-

fluentes campos de polarização piezoelétricos sob condições de stress e são de importância

óbvia no estudo de diversos dispositivos piezoelétricos baseados nos nitretos e em es-

truturas de multicamadas [72]. Em particular, o conhecimento destas propriedades nos

permite compreender o tratamento da polarização e dos campos elétricos resultantes de

stress nas superredes compostas por nitretos. Estes podem cristalizar-se em duas estru-

turas cristalinas: hexagonal wurtzite ou cúbica zinc-blend [73].

Os cristais wurtzite tem uma diferente estrutura de célula unitária (quatro átomos

por célula unitária com nove fônons ópticos e três fônons acústicos para um dado ve-

tor de onda), bem como uma baixa simetria quando comparada com a estrutura cúbica

zinc-blend, conduzindo a diferentes interações entre fônons e portadores. Embora avanços

significantes no crescimento, dopagem e aplicações diversas dos nitretos do grupo III-V

foram obtidos com a fase estável da estrutura hexagonal wurtzite [74], menos proges-

so foi alcançado por sua estrutura metaestável cúbica zinc-blend. Porém, dispositivos

constrúıdos levando-se em conta a estrutura zinc-blend são também importantes. Isto

é particularmente verdade para o GaN devido a alta velocidade de arraste dos elétrons

de saturação, facilmente divididos, e reduzidos nas bandas de energia [75, 76]. Espera-se

também que os nitretos com simetria cúbica tenham uma alta mobilidade, devido a uma

diminuição do número de fônons para uma alta simetria estrutural. Conseqüentemente, a

informação das propriedades vibracionais de ambas as simetrias (hexágona e cúbica) são

de grande interesse.

As estruturas hexagonais do tipo wurtzite são cristais uniaxiais com o eixo óptico

coincidindo com o eixo z cartesiano, que é perpendicular aos hexágonos que formam o

plano xy. É a estrutura com maior simetria compat́ıvel e sua polarização, como no caso

da estrutura cúbica, possui um campo piezoelétrico induzido δ ~P pela deformação (strain),
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dado por [77]

δPi = eijksjk, (4.1)

o qual deverá ser considerado também a polarização espontânea no equiĺıbrio estrutural.

Na expressão acima, bem como em todas as equações tensoriais vistas adiante, consider-

amos uma soma dos ı́ndices repetidos ijk que representam nada mais que as componentes

cartesianas x, y, z. Além disso, eijk é o tensor piezoelétrico de terceira ordem, e skl, é

tensor de deformação (strain), que é definido pela equação:

sjk =
1

2
(
∂uj

∂rk

+
∂uk

∂rj

), (4.2)

onde uk é o deslocamento elástico presente ao longo dos eixos coordenados rk. A presença

dos componentes de polarização piezoelétricos sugere o uso de equações de continuidade

mais simples

ρ
∂2ui

∂t2
=

∂Sij

∂rj

(4.3)

para a descrição da dinâmica do fônon acústico. Na equação (4.3), ρ é a densidade do

material que no presente caṕıtulo trata-se dos nitretos GaN e AlN, e Sij é tensor de

stress (gradiente de força por unidade de área), representado por Sij = Cijklskl, onde

Cijkl é tensor elástico de quarta ordem. Empregamos neste caṕıtulo a técnica da ma-

triz transferência que simplifica bastante os cálculos, e também calculamos as expressões

anaĺıticas para o coeficiente de transmissão do fônon acústico na super-rede. Trabalhos

anteriores neste assunto consideraram a estrutura de banda elástica [78] e o coeficiente de

acoplamento eletromecânico das ondas acústicas de superf́ıcie [79] em um cristal fonônico

bidimensional contendo material piezoelétrico.

4.2 Modelo Teórico para Simetria Hexagonal e Cúbica

Nesta seção utilizamos os fundamentos vistos no caṕıtulo anterior, melhorando o nosso

modelo, ou seja, nós consideramos o componente do tensor dielétrico εzz 6= εxx. Neste

caso o conjunto de equações tensoriais (3.1) e (3.2) podem ser reescritas nas formas vistas

abaixo para o meio elástico piezoelétrico fonônico (com simetria hexagonal):
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−ρω2uy − C44

(∂2uy

∂z2
+

∂2uy

∂x2

)
− ex5

(∂2φ

∂z2
+

∂2φ

∂x2

)
= 0, (4.4)

ex5

(∂2uy

∂z2
+

∂2uy

∂x2

)
− εxx

∂2φ

∂x2
− εzz

∂2φ

∂z2
= 0. (4.5)

O nosso objetivo é encontrar as soluções deste conjunto de equações acopladas como

visto no caṕıtulo anterior, procuramos soluções do tipo onda plana nas formas:

uj = αj exp (ikz) exp (iqxx− iωt), j = x, y, z (4.6)

φ = α4 exp (ikz) exp (iqxx− iωt). (4.7)

As soluções acima substitúıdas nas equações (4.4) e (4.5) nos fornece um novo sistema

de equações acopladas:

−ρω2uy − C44

(∂2uy

∂z2
− q2

xuy

)
− ex5

(∂2φ

∂z2
− q2

xφ
)

= 0, (4.8)

ex5

(∂2uy

∂z2
− q2

xuy

)
− εzz

∂2φ

∂z2
+ εxxq

2
xφ = 0. (4.9)

Podemos organizar os termos em (4.8) e (4.9) para obter

(d2uy

dz2
+ q2

Tzuy

)
+

ex5

C44

(d2φ

dz2
− q2

xφ
)

= 0 (4.10)

−ex5

ezz

(d2uy

dz2
− q2

xuy

)
+

(d2φ

dz2
− k2

xφ
)

= 0 (4.11)

onde

q2
Tz =

( ω

vT

)2

− q2
x, (4.12)

e

k2
x =

ezz

exx

q2
x, (4.13)
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são respectivamente o componente z do vetor de onda com vT =
√

C44/ρ sendo a veloci-

dade transversal no meio considerado e kx uma função do vetor de onda qx.

Utilizando o sistema de equações (4.10) e (4.11) juntamente com a solução tipo onda

plana (equações (4.6)e (4.7)) chegamos a uma relação matricial do tipo:

Ax = 0, (4.14)

onde

A =

 [−k2 + q2
Tz]

ex5

C44
[−k2 − q2

x]

− ex5

εzz
[−k2 − q2

x] [−k2 − k2
x]

 , (4.15)

e

x =

 uy

φ

 . (4.16)

A solução não trivial de (4.14) é encontrada, quando o determinante da matriz A for

igual a zero, ou seja,

det(A) = 0, (4.17)

esta operação nos leva a obter uma equação caracteŕıstica na seguinte forma:

[k2 − q2
Tz][k

2 + k2
x] + p′[k2 + q2

x]
2 = 0, (4.18)

onde

p =
e2

x5

εzzC44

. (4.19)

O desenvolvimento algébrico da relação caracteŕıstica acarreta o surgimento de uma

equação do tipo biquadrática:

k4(1 + p′)− k2(q2
Tz − k2

x − 2q2
xp
′) + q4

xp
′ − k2

xq
2
Tz = 0, (4.20)

Esta equação biquadrática possui quatro soluções da forma:

k1 = ±
√

k+, (4.21)
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k2 = ±
√

k−, (4.22)

e

k± =
(q2

Tz − k2
x − 2q2

xp
′)±

√
∆

2(1 + p′)
, (4.23)

com

∆ = (k2
x + q2

Tz)
2 + 4p′(q2

x + q2
Tz)(k

2
x − q2

x). (4.24)

Com o intuito de obter as soluções para o potencial elétrico e para o deslocamento

elástico no meio piezoelétrico fonônico, devemos substituir as soluções (4.21) e (4.22) na

relação matricial (4.14) e escrever as soluções de φ e uy (para o sistema com simetria

hexagonal) como segue:

φ =
ex5

εzz

L(k1)[B1 exp(ik1z) + B2 exp(−ik1z)] + B3 exp(ik2z) + B4 exp(−ik2z), (4.25)

uy = B1 exp(ik1z) + B2 exp(−ik1z)− ex5

C44

L(k2)[B3 exp(ik2z) + B4 exp(−ik2z)], (4.26)

onde os fatores L(k1) e L(k2) são respectivamente escritos como:

L(k1) =
k2

1 + q2
x

k2
1 + k2

x

, (4.27)

L(k2) =
k2

2 + q2
x

k2
1 − q2

Tz

. (4.28)

Para o modelo cúbico não esboçaremos os cálculos, pois, estes são efetuados de maneira

semelhante aos feitos no caṕıtulo anterior, com a ressalva de que εxx 6= εzz. Assim, as

soluções para o nosso modelo são (sistema cúbico):

φ =
ex4

εzz

L(k′1)[B
′
1 exp(ik′1z) + B′

2 exp(−ik′1z)] + B′
3 exp(ik′2z) + B′

4 exp(−ik′2z), (4.29)
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uy = L(k′1)[B
′
1 exp(ik′1z)−B′

2 exp(−ik′1z)]+
L(k′2)

p′2
[B′

3 exp(ik′2z)−B′
4 exp(−ik′2z)], (4.30)

onde

L(k′i) =
k′3i + k′iq

2
x(

εxx

εzz
+ 4p′)

2qxq2
Tz

. (4.31)

Note que o ı́ndice i assume os valores (1, 2) e de forma análoga ao sistema hexagonal,

resolvemos uma equação do tipo biquadrática cujas soluções são do tipo:

k′1 = ±
√

k′+, (4.32)

k′2 = ±
√

k′−, (4.33)

e

k′± =
(q2

Tz − k2
x − 4q2

xp
′)±

√
∆′

2
, (4.34)

com

∆′ = (q2
Tz + k2

x)
2 + 8q2

xp
′(k2

x + 2q2
x − q2

Tz). (4.35)

Nas equações apresentadas para o sistema cúbico os termos p′, p′1 e p′2 são obtidos de

p, p1 e p2 pela simples troca das componentes ex5 por ex4. Observe que todas as soluções

e equações do caṕıtulo anterior são recuperadas no limite em que εxx = εzz
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4.3 Cálculo da Matriz Transferência para o modelo Hexagonal

e Cúbico

De maneira idêntica ao caṕıtulo anterior, podemos aplicar as condições de contorno

elásticas e eletromagnéticas nas duas interfaces da n-ésima célula unitária, isto é, nas

interfaces z = nL + a e z = (n + 1)L da Fig. 3.2, sendo L a espessura da célula unitária.

Assumimos agora α = AlN, β = GaN. Para a simetria hexagonal teremos:

(a) Continuidade do deslocamento transversal uy:

An
1f1a + An

2f 1a − p1aL2aA
n
3f2a − p1aL2aA

n
4f 2a =

Bn
1 + Bn

2 − p1bL2bB
n
3 − p1bL2bB

n
4 ,

(4.36)

An+1
1 + An+1

2 − p1aL2aA
n+1
3 − p1aL2aA

n+1
4 =

Bn
1 f1b + Bn

2 f 1b − p1bL2bB
n
3 f2b − p1bL2bB

n
4 f 2b.

(4.37)

(b) Continuidade do potencial elétrico φ:

p2aL1a(A
n
1f1a + An

2f 1a) + An
3f2a + An

4f 2a =

p2bL1b(B
n
1 + Bn

2 ) + Bn
3 + Bn

4 ,
(4.38)

p2aL1a(A
n+1
1 + An+1

2 ) + An+1
3 + An+1

4 =

p2bL1b(B
n
1 f1b + Bn

2 f1b) + Bn
3 f2b + Bn

4 f2b.
(4.39)

(c) Continuidade do tensor de stress transversal S32:

uk1aΓ1a[A
n
1f1a − An

2f 1a] + p1auk2aβ2a[A
n
3f2a − An

4f 2a] =

k1bΓ1b[B
n
1 −Bn

2 ] + p1bk2bβ2b[B
n
3 −Bn

4 ],
(4.40)

uk1aΓ1a[A
n+1
1 − An+1

2 ] + p1auk2aβ2a[A
n+1
3 − An+1

4 ] =

k1bΓ1b[B
n
1 f1b −Bn

2 f 1b] + p1bk2bβ2b[B
n
3 f2b −Bn

4 f 2b].
(4.41)
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(d) Continuidade da componente normal do deslocamento elétrico Dz:

p2a
k1a

k2b
α1a[A

n
1f1a − An

2f 1a] + k2a

k2b
Γ2a[A

n
3f2a − An

4f 2a] =

p2b
εzzb

εzza

k1b

k2b
α1b[B

n
1 −Bn

2 ] + εzzb

εzza
Γ2b[B

n
3 −Bn

4 ],
(4.42)

p2a
k1a

k2b
α1a[A

n+1
1 − An+1

2 ] + k2a

k2b
Γ2a[A

n+1
3 − An+1

4 ] =

p2b
εzzb

εzza

k1b

k2b
α1b[B

n
1 f1b −Bn

2 f 1b] + εzzb

εzza
Γ2b[B

n
3 f2b −Bn

4 f 2b].
(4.43)

Nas equações acima usamos os termos:

pa =
e2

x5a

C44aεzza

, (4.44)

pb =
e2

x5b

C44bεzzb

, (4.45)

u = C44a/C44b, (4.46)

p1a =
ex5a

C44a

, (4.47)

p2a =
ex5a

εzza

, (4.48)

p2b =
ex5b

εzzb

, (4.49)

p1b =
ex5b

C44b

, (4.50)

f1a = exp(ik1aa), (4.51)

f2a = exp(ik2aa), (4.52)

f1b = exp(ik1bb), (4.53)

f2b = exp(ik2bb), (4.54)

f 1a = exp(−ik1aa), (4.55)

f 2a = exp(−ik2aa), (4.56)

f 1b = exp(−ik1bb), (4.57)

f 2b = exp(−ik2bb), (4.58)
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Γ1a = 1 + paL1a, (4.59)

Γ1b = 1 + pbL1b, (4.60)

Γ2a = 1 + paL2a, (4.61)

Γ2b = 1 + pbL2b, (4.62)

β2a = 1− L2a, (4.63)

β2b = 1− L2b, (4.64)

α1a = L1a − 1, (4.65)

α1b = L1b − 1, (4.66)

onde nas equações, os termos a e b denotam as camadas α = AlN e β = GaN respectiva-

mente.

Definindo, como no caṕıtulo anterior, os kets |A(n)〉 e |B(n)〉 e usando respectivamente

as equações (4.36), (4.38), (4.40) e (4.42), podemos construir uma equação matricial da

forma:

M1|A(n)〉 = N1|B(n)〉, (4.67)

onde

M1 =


f1a f̄1a −p1aL2af2a −p1aL2af̄2a

uk1aΓ1af1a −uk1aΓ1af̄1a up1ak2aβ2af2a −up1ak2aβ2af̄2a

p2aL2af1a p2aL2af̄1a f2a f̄2a

p2a
k1a

k2b
α1af1a −p2a

k1a

k2b
α1af̄1a

k2a

k2b
Γ2af2a −k2a

k2b
Γ2af̄2a

 , (4.68)

e

N1 =


1 1 −p1bL2b −p1bL2b

k1bΓ1b −k1bΓ1b p1bk2bβ2b −p1bk2bβ2b

p2bL1b p2bL1b 1 1

p2b
εzzb

εzza

k1b

k2b
α1b −p2b

εzzb

εzza

k1b

k2b
α1b

εzzb

εzza
Γ2b − εzzb

εzza
Γ2b

 , (4.69)
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De maneira análoga, as equações (4.37), (4.39), (4.41) e (4.43) podem ser escritas na

forma:

M2|A(n+1)〉 = N2|B(n)〉, (4.70)

onde

M2 =


1 1 −p1aL2a −p1aL2a

uk1aΓ1a −uk1aΓ1a up1ak2aβ2a −up1ak2aβ2a

p2aL2a p2aL2a 1 1

p2a
k1a

k2b
α1a −p2a

k1a

k2b
α1a

k2a

k2b
Γ2a −k2a

k2b
Γ2a

 , (4.71)

e

N2 =


f1b f̄1b −p1bL2bf2b −p1bL2bf̄2b

k1bΓ1bf1b −k1bΓ1bf̄1b p1bk2bβ2bf2b −p1bk2bβ2bf̄2b

p2bL1bf1b p2bL1bf̄1b f2b f̄2b

p2b
εzzb

εzza

k1b

k2b
α1bf1b −p2b

εzzb

εzza

k1b

k2b
α1bf̄1b

εzzb

εzza
Γ2bf2b − εzzb

εzza
Γ2bf̄2b

 , (4.72)

Aqui Mj e Nj (j = 1, 2), são matrizes 4× 4 obtidas das condições de contorno.

Usando-se as equações (4.67) e (4.70), encontraremos

|A(n+1)〉 = T |A(n)〉, (4.73)

onde T , dada por:

T = M−1
2 N2N

−1
1 M1, (4.74)

define a matriz transferência para o sistema hexagonal.
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Para obter a matriz transferência do sistema cúbico devemos seguir os mesmos passos

anteriormente vistos, ou seja, partindo das condições de contorno (a), (b), (c) e (d) apli-

cadas às soluções (4.29) e (4.30), podemos obter semelhantemente as seguintes equações

matriciais

M ′
1|A(n)〉 = N ′

1|B(n)〉, (4.75)

M ′
2|A(n+1)〉 = N ′

2|B(n)〉, (4.76)

onde

M ′
1 =


L′1bf

′
1b −L′1af̄

′
1a

L′
2a

p′
2a

f ′2a −L′
2a

p′
2a

f̄ ′2a

u′Θ1af
′
1a u′Θ1af̄ ′1a u′Θ2af

′
2a u′Θ2af̄2a

p′2af
′
1a p′2af̄

′
1a f ′2a f̄ ′2a

p′2ak
′
1af

′
1a −p′2ak

′
1af̄

′
1a k′2af

′
2a −k′2af̄

′
2a

 , (4.77)

N ′
1 =


L′1b −L′1b

L′
2b

p′
2b

−L′
2b

p′
2b

Θ1b Θ1b Θ2b Θ2b

p′2b p′2b 1 1

εzzb

εzza
p′2bk

′
1b − εzzb

εzza
p′2bk

′
1b

εzzb

εzza
k′2b − εzzb

εzza
k′2b

 , (4.78)

M ′
2 =


L′1b −L′1a

L′
2a

p′
2a

−L′
2a

p′
2a

u′Θ1a u′Θ1a u′Θ2a u′Θ2a

p′2a p′2a 1 1

p′2ak
′
1a −p′2ak

′
1a k′2a −k′2a

 , (4.79)

e

N ′
2 =


L′1bf

′
1b −L′1bf̄

′
1b

L′
2b

p′
2b

f ′2b −L′
2b

p′
2b

f̄ ′1b

Θ1b Θ1b Θ2b Θ2b

p′2bf
′
1b p′2bf̄

′
1b f̄ ′2b f̄ ′2b

εzzb

εzza
p′2bk

′
1bf

′
1b − εzzb

εzza
p′2bk

′
1bf̄

′
1b

εzzb

εzza
k′2bf

′
2b − εzzb

εzza
k′2bf̄

′
2b

 . (4.80)
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Aqui usamos os seguintes fatores:

p′a =
e2

x4a

C44aεzza

, (4.81)

p′b =
e2

x4b

C44bεzzb

, (4.82)

u′ = C44a/C44b, (4.83)

p′1a =
ex4a

C44a

, (4.84)

p′2a =
ex4a

εzza

, (4.85)

p′2b =
ex4b

εzzb

, (4.86)

p′1b =
ex4b

C44b

, (4.87)

f ′1a = exp(ik′1aa), (4.88)

f ′2a = exp(ik′2aa), (4.89)

f ′1b = exp(ik′1bb), (4.90)

f ′2b = exp(ik′2bb), (4.91)

f ′1a = exp(−ik′1aa), (4.92)

f ′2a = exp(−ik′2aa), (4.93)

f ′1b = exp(−ik′1bb), (4.94)

f ′2b = exp(−ik′2bb), (4.95)

Θ1a = L′1ak
′
1a + qxp

′
a, (4.96)

Θ1b = L′1bk
′
1b + qxp

′
b, (4.97)

Θ2a =
k′2a

p′2a

L′2a + qxp
′
1a, (4.98)

Θ2b =
k′2b

p′2b

L′2b + qxp
′
1b. (4.99)

A combinação entre as equações 4.75 e 4.76 gera à relação matricial que fornece a

matriz transferência para o sistema cúbico

T ′ = M ′
2
−1N ′

2N
′
1
−1M ′

1. (4.100)

76



4.4 Espectro de Transmissão do Fônon

Como explicado anteriormente, para materiais piezoelétricos com simetria hexago-

nal (6mm) e cúbica, as relações (4.6) e (4.7) produzem equações diferenciais acopladas

para os pares (ux,uz) (ondas de cisalhamento vertical) e (uy, φ) (ondas de cisalhamento

horizontal), respectivamente, onde o último acoplamento se deve diretamente ao tensor

piezoelétrico. Sob tais circunstâncias, para obter o espectro de transmissão temos que

relacionar as amplitudes dos campos elásticos num meio transparente (vácuo) z < 0 com

aquelas na região z > LQPS, sendo LQPS o tamanho da estrutura quasiperódica, para

sucessivas aplicações da equação (4.73) que relaciona as amplitudes An+a
i da onda elástica

na camada n + 1 com aquelas An
i associadas com a n-ésima camada.

 

Figura 4.1: Representação esquemática da super-rede mostrando a geometria do sistema de

multicamadas quasiperiódicas consideradas neste caṕıtulo como uma sequência alternada dos

constituintes AlN e GaN formando uma estrutura de Fibonacci.

A geometria de transmissão é mostrada na figura 4.1, onde o vetor de onda do fônon

faz um ângulo θ com a direção de crescimento da estrutura quasiperiódica (eixo z).

Reorganizando-se a equação (4.73) e levando em conta as condições de contorno nas

interfaces z < 0 e z < LQPS [80], podemos escrever:


An

1

An
2

An
3

An+1
4

 = D−1D′


An+1

1

An+1
2

An+1
3

An
4

 , (4.101)
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onde

D =


T11 T12 T13 0

T21 T22 T23 0

T31 T32 T33 0

T41 T42 T43 −1

 , (4.102)

e

D′ =


1 0 0 −T14

0 1 0 −T24

0 0 1 −T34

0 0 0 −T44

 . (4.103)

Resolvendo a equação matricial (4.101) podemos obter algebricamente o coeficiente de

transmissão na forma:

T =
| An+1

1 |2

| An
1 |2

. (4.104)

Neste caṕıtulo bem como no próximo usaremos a relação 4.104 para a obtenção dos

espectros teóricos de transmissão do fônon acústico na superrede exibida na figura 4.1.
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4.5 Resultados Numéricos

Apresentamos agora os resultados numéricos de nossas simulações para a trans-

missão do fônon acústico através da estrutura quasiperiódica formada por multicamadas

piezoelétricas cúbicas e hexagonais constitúıdas pelos nitretos AlN/GaN. Os parâmetros

f́ısicos usados para os nitretos são os mesmos usados no caṕıtulo anterior, ou seja:

(i) para o AlN: ωLO,E1 = 113.02, ωTO,E1 = 83.13, ε∞ = 4.68, ρ = 3.32, C44 = 2.00,

ex4 = 1.46 e ex5 = 0.60;

(ii) para o GaN: ωLO,E1 = 94.06, ωTO,E1 = 73.22, ε∞ = 5.29, ρ = 6.25, C44 = 1.54,

ex4 = 0.73 e ex5 = 0.49.

Nestes parâmetros, as freqüências estão em unidades de meV , os termos elásticos

estão em unidades de 1011N/m2, os termos piezoelétricos em unidades de C/m2, e as

densidades em unidades de 103kg/m3. Representamos aqui a espessura da camada AlN

por a = 10nm , e a razão a/b = 0.5. Novamente, como no caṕıtulo anterior, usamos a

freqüência reduzida ω/Ω com Ω = vT /a em vez de ω simplesmente (esta escolha simplifica

bastante os nossos cálculos numéricos).

O espectro de transmissão mostrado na figura 4.2a apresenta uma ação filtrante dos

fônons ao redor da freqüência reduzida ω/Ω = 2.375, correspondendo a um gap proibido

(stop band). Além disso, a estrutura é transparente ao fônon (o coeficiente de transmissão

é próximo ou igual a 1.0) para vários valores da freqüência reduzida. A condição de

transparência implica que as camadas A (AlN) e B (GaN) são equivalentes do ponto de

vista da onda. Além disso, os espectros de transmissão tem uma propriedade de escala

notável com respeito ao número de geração da seqüência de Fibonacci. Para entender tais

propriedades de escala, consideremos a figura 4.2b, que mostra o espectro de transmissão

óptico da figura 4.2a para uma região de freqüências reduzidas 1.38 < ω/Ω < 2.48. Este

espectro é o mesmo, mostrado na figura 4.2c, para uma representação da décima quinta

geração (987 camadas) da seqüência quasiperiódica de Fibonacci (isto é, o espectro é

recuperado a cada cinco gerações de Fibonacci), para uma gama de freqüências reduzidas

por um fator de escala f aproximadamente igual a 10 (2.852 < ω/Ω < 2.946). Assim,

f dá a mudança de escala do vetor de onda acústico entre os espectros T [Sj] e T [Sj+5],
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sendo Sj a j-ésima geração da seqüência de Fibonacci. De fato, para a vigésima geração,

que possui 10946 camadas e cujo espectro é mostrado na figura 4.3, temos novamente

um notável padrão auto-similar surgindo novamente na região de freqüências 2.979 <

ω/Ω < 2.998, que é reduzida por um fator de escala igual a f 2 (aproximadamente 100).

Conseqüentemente, a quasi-localização da onda acústica nas multicamadas fonônicas de

Fibonacci é demonstrada pela auto-similaridade dos coeficientes de transmissão dados

pelas condições de fronteiras vistas.

Analogamente, o espectro de transmissão dos fônons acústicos com incidência normal

para a décima geração da seqüência de Fibonacci, como uma função da freqüência reduzida

ω/Ω, é mostrado na figura 4.4a, para a simetria cúbica. Podemos constatar o aparecimento

de duas regiões de filtragem para os fônons nos seguintes intervalos de freqüências reduzida

1.249 < ω/Ω < 1.40 e 2.585 < ω/Ω < 2.710, definindo assim dois “stop bands”. Como no

caso da simetria hexagonal, o espectro de transmissão do fônon é transparente a várias

freqüências reduzidas, com as mesmas propriedades notáveis de escala com respeito ao

número de geração da seqüência de Fibonacci. Isto pode ser visto na figura 4.4b, que

mostra uma ampliação óptica do espectro de transmissão visto na figura 4.4a para uma

região de freqüências dado pelo intervalo 1.10 < ω/Ω < 1.46. Como é descrito na figura

4.4c, o espectro repete-se a cada cinco gerações de Fibonacci, isto é, o espectro mostrado na

figura 4.4b ressurge a cada cinco gerações por um fator de escala de 10. Isto é percebido

olhando-se a região de freqüências 1.622 < ω/Ω < 1.660 na figura 4.4c, e também, a

figura 4.5 que mostra a ampliação óptica da vigésima geração de Fibonacci na região de

freqüências 0.9137 < ω/Ω < 0.9164.

Para o caso de incidência obĺıqua, a figura 4.6 mostra um espectro totalmente diferente

do caso da simetria hexagonal. O espectro de transmissão mostra agora uma estreita ban-

da proibida (“stop band”) para um ângulo de incidência de 10◦ (linha cheia) para o valor

de freqüência reduzida ω/Ω = 1.65. Esta estreita banda proibida desenvolve-se dentro de

uma banda mais larga, com o aumento do ângulo de incidência, alcançando uma região

de freqüências 1.5 < ω/Ω < 1.65 para o ângulo de incidência de 45◦ (linha pontilhada).

Observamos também o surgimento de uma nova banda proibida também estreita na figura

4.6 na região de baixa freqüência para ω/Ω = 0.409. Bastante interessante, é que agora

a estrutura não é mais auto-similar, indicando que a transmissão do fônon é bastante
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senśıvel ao ângulo de incidência.

Por outro lado, a simetria cúbica, mostra o espectro de transmissão, como no caso

da incidência normal, dois “stop bands”para diferentes regiões de freqüências, e distintos

ângulos de incidência. Para regiões de baixa freqüência (descrito na figura 4.7) vemos uma

estreita região com ω/Ω = 0.572 para o ângulo de incidência de 45◦ (linha tracejada), e

ω/Ω = 1.648 para θ = 10◦ (linha cheia).

Para uma melhor compreensão da dependência angular do espectro de transmissão,

mostramos na figura 4.8 a dependência angular do espectro de transmissão do fônon na

estrutura fonônica para a sétima geração de Fibonacci com uma função do sin2(θ), para

um valor fixo da freqüência reduzida ω/Ω = 1.0, considerando as duas simetrias: hexag-

onal (linha cheia) e cúbica (linha tracejada). Esta dependência angular da transmissão

do fônon para uma freqüência fixa proporciona uma informação complementar acerca

das caracteŕısticas vibracionais do fônon no sistema de multicamadas quasiperiódicas. A

simetria hexagonal (linha cheia) apresenta um suave contorno para o espectro de trans-

missão, com dois ligeiros picos (bandas proibidas) para ω/Ω = 0.335 e 0.980. Comparado

com o caso hexagonal, a simetria cúbica (linha tracejada) apresenta três regiões de pico

para a transmissão, indicando posśıveis ressonâncias. Ambas as simetrias são bastante

senśıveis a escolha dos ângulos de incidência, com diferenças interessantes no comporta-

mento das transmissões. A forte dependência do espectro de transmissão do fônons em

relação ao ângulo de incidência é devido a presença do “intermode Bragg reflection”[81],

alem do “intramode Bragg reflection”também apresentado no caso da incidência normal

[82]. Além disso, “intermode Bragg reflection”produz um gap de freqüências para o es-

pectro dentro dos limites da zona de Brillouin da estrutura de multicamadas, quebrando

o padrão auto-similar presente no caso da incidência normal. Além disso, a opacidade

ou transparência da estrutura de multicamadas pode ser controlada usando um ângulo

de incidência apropriado. Esperamos que os resultados obtidos neste caṕıtulo sirvam de

ajuda a trabalhos experimentais na área.
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Figura 4.2: Espectro de transmissão do fônon acústico para uma incidência normal na estrutura

quasiperiódica formadas por multicamadas fonônicas de Fibonacci para a simetria hexagonal:

(a) o coeficiente de transmissão T como uma função da freqüência reduzida ω/Ω, com Ω =

vT /a, para a décima geração da seqüência de Fibonacci; (b) o mesmo como em (a), mas agora

ampliamos o espectro na região de freqüências 1.38 < ω/Ω < 2.48; (c) o mesmo que em (b),

mas para a décima quinta geração da seqüência de Fibonacci, ampliando o espectro na região

de freqüências 2.852 < ω/Ω < 2.946.
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Figura 4.3: Ampliação do espectro de transmissão do fônon para a vigésima geração da

seqüência quasiperiódica de Fibonacci na região de freqüências 2.979 < ω/Ω < 2.988.
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Figura 4.4: Espectro de transmissão do fônon acústico para uma incidência normal na estrutura

quasiperiódica formadas por multicamadas fonônicas de Fibonacci para a simetria cúbica: (a) o

coeficiente de transmissão T como uma função da freqüência reduzida ω/Ω, com Ω = vT /a, para

a décima geração da seqüência de Fibonacci; (b) o mesmo como em (a), mas agora ampliamos

o espectro na região de freqüências 1.10 < ω/Ω < 1.46; (c) o mesmo que em (b), mas para a

décima quinta geração da seqüência de Fibonacci, ampliando o espectro na região de freqüências

1.622 < ω/Ω < 1.660.
84



 

Figura 4.5: Ampliação do espectro de transmissão do fônon para a vigésima geração da

seqüência quasiperiódica de Fibonacci na região de freqüências 0.9137 < ω/Ω < 0.9164.
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Figura 4.6: Espectro de transmissão do fônon acústico incidindo obliquamente na estrutura

fonônica de Fibonacci para a simetria hexagonal na sétima geração: (a) θ = 10◦ (linha cheia);

(b) θ = 45◦ (linha tracejada).

 

Figura 4.7: 4-5 O mesmo que na figura 4-6, mas pra a simetria cúbica.
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Figura 4.8: Espectro de transmissão para a sétima geração de Fibonacci para a estrutura

fonônica, como uma função de sin2(θ), para um valor fixo da freqüência reduzida ω/Ω = 1.0:

simetria hexagonal (linha cheia); simetria cúbica (linha tracejada).

4.6 Conclusões.

Em resumo, neste caṕıtulo descrevemos o espectro de transmissão para o fônon

acústico que se propaga através de um cristal fonônico semicondutor periódico e

quasiperiódico (tipo Fibonacci) usando um modelo teórico que vai além da aproximação

elástica cont́ınua. Além disso, consideramos o arranjo ou empilhamento das estruturas

semicondutoras hexagonal (wurtzite) e cúbica (zinc blende) para os materiais GaN e AlN.

Nossos resultados são de caráter promissor e abrem caminho adicional para a construção de

dispositivos fonônicos explorando as propriedades sugeridas pelos “band-gaps”fonônicos,

por exemplo, o potencial para projetar filtros de fônons para combinações adequadas dos

números de geração das estruturas quasiperiódicas de Fibonacci. Surpreendentemente

descobrimos que os “band-gaps”fonônicos são bastante senśıveis a mudança no ângulo de

incidência, com uma diferença bastante interessante nos espectros de transmissão.

A opacidade ou transparência pode ser controlada usando um ângulo de incidência

apropriado, e acreditamos que as informações descritas neste caṕıtulo estimularão

posśıveis trabalhos experimentais neste tema espećıfico.
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A técnica experimental mais importante usada para a investigação dos fônons é o

espalhamento de Brillouin, e de fato esta tem sido previamente aplicada com êxito para

os substratos do GaN do tipo high-quality e free-standing [83] como também os filmes

finos do GaN em substratos da safira [84].
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CAPÍTULO 5

Propagação de Ondas Acústicas em Estruturas

Fonônicas do Tipo Sólido/Ĺıquido.

5.1 Introdução.

Como resultado dos recentes avanços nas técnicas de fabricação, sistemas de multica-

madas com impressionante qualidade são agora sintetizados considerando-se filmes finos

compostos por uma grande variedade de cristais. Eles formam uma nova classe intrigante

de materiais, em que suas propriedades macroscópicas são sujeitas ao desenho ou ao con-

trole das variações das espessuras ou composições dos filmes constituintes. Na realidade

algumas destas propriedades podem ser únicas para a estrutura de multicamadas, gerando

assim um novo modo de descobrir suas modernas caracteŕısticas[85].

Além das propriedades eletrônicas e ópticas destes sistemas de multicamadas, existe

um crescente interesse no estudo das suas propriedades vibracionais, com várias ordens

de empilhamento periódico, quasiperiódicos e randômico, investigadas teoricamente e ex-

perimentalmente [86, 87, 88, 89]. Por exemplo, o funcionamento de diversos sistemas

modernos de comunicação acústico-eletrônicos exigem o confinamento da luz e das ondas

sonoras, que alteram fortemente as caracteŕısticas do espalhamento Brillouin [90]. Além

disso, a reflexão de Bragg ocorre quando a periodicidade é comparável aos comprimentos

de onda, permitindo assim gaps de freqüências (“stop bands”) para a relação de dispersão

do fônon. Assim, eles exibem uma ação filtrante para os fônons nas regiões de “stop

bands”levando as freqüências permitidas a entrarem em bandas continuas separadas por

gaps proibidos.
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Embora a estrutura de bandas seja a assinatura para a f́ısica do estado sólido, como

é bem conhecido usando uma aproximação quântica para o espectro de energia para

elétrons em potenciais periódicos [91], o mesmo fenômeno ocorre, em prinćıpio, para ondas

planas do tipo, acústicas, eletromagnéticas e oceanográficas. Por exemplo, a existência de

regiões de freqüências proibidas para a propagação da luz e a emissão óptica resultante do

espalhamento de Bragg para ondas eletromagnéticas em sólidos cristalinos, denominados

“band gaps”fotônicos, tem permitido um grande número de analogias com as propriedades

eletrônicas para a f́ısica de semicondutores.

A técnica de microestruturação para materiais ópticos de alta qualidade dispońıveis

atualmente dão uma notável flexibilidade na fabricação dos chamados cristais fotônicos,

resultando na ligação da relação de dispersão eletromagnética e o modo estrutural aproxi-

madamente conveniente a cada necessidade, abrindo uma nova perspectiva para ambos os

fundamentos e interesses práticos [92, 93, 94]. A comparação entre fótons e fônons sugere

a consideração de compostos elástico periódicos de dois ou mais materiais vibracionais,

denominados cristais fonônicos ou redes fonônicas. Para uma modulação adequada das

propriedades dos materiais elásticos constituintes, os gaps de freqüências proibidas (“stop

bands”acústicos) que se estendem por toda a zona de Brillouin, podem ser percebidos.

Uma posśıvel aplicação de tais cristais fonônicos é a construção de filtros para fônons

ou isoladores térmicos, selecionando os fônons espalhados nas regiões de freqüências de-

sejáveis, bem como uma variedade de dispositivos ópticos e acústicos baseados em fônons

usando uma ou múltiplas estruturas de super-redes [95, 96, 97]. Para investigar as es-

truturas de banda acústicas destes materiais, experimentos envolvendo transmissão de

ultra-som no volume e na superf́ıcie das estruturas tem sido realizados [98, 99, 100, 101].

A dimensão dos cristais fonônicos utilizados nos experimentos são da ordem de miĺımetros

e uma estrutura composta é fabricada perfurando em um substrato sólido uma rede

periódica de cilindros. Estas simples estruturas devem ter um vácuo ou buracos ciĺındricos

contendo ar. Intuitivamente, estes buracos devem espalhar fortemente a onda acústica,

e a transmissão do ultra-som através desta estrutura deve ser pequena ou até mesmo

proibida de atravessar grande parte dos cilindros. Outra estrutura interessante é aquela

em que tais cilindros são enchidos com um ĺıquido ou um poĺımero de baixo ponto de

fusão [102]. Por outro lado, do ponto de vista teórico, uma das mais eficazes ferramentas
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matemáticas para o estudo anaĺıtico de diversos fenômenos envolvendo ondas em meios

compostos por camadas é o método da matriz transferência baseada no formalismo de

Bloch.

Contudo, os efeitos dos cálculos anaĺıticos diretos tornam-se um pouco complicados

uma vez que a dimensão da matriz transferência obtida é superior 2 (isto se deve aos efeitos

dos modos acoplados). Ocorre, adicionalmente, uma mistura sagital dos modos acústicos

numa simetria plana para meios elásticos puramente estratificados, ou cisalhamento hor-

izontal (SH) para a propagação de ondas na presença de acoplamento eletromecânico.

O tratamento teórico nestes casos é basicamente numérico, com os resultados anaĺıticos

restritos a obtenção da relação de dispersão de Bloch da equação caracteŕıstica para o

propagador matricial, considerando-se que o cálculo anaĺıtico direto desta relação foi dis-

cutida sob certas aproximações bastantes restritivas e suposições.

Acreditamos que este assunto é de importância prática não só por se poderem ajustar

as estruturas de bandas do cristal fonônico, mas também porque se poderá, assim, con-

trolar o comportamento da propagação de ondas elásticas intencionalmente introduzindo

a quasiperiodicidade. Novamente empregamos neste caṕıtulo a técnica da matriz trans-

ferência que simplifica bastante nossos cálculos teóricos. Como foi feito no caṕıtulo anteri-

or, vamos usar esta matriz transferência obtida para calcular os coeficientes de transmissão

como uma função de seus elementos, bem com também escrever os expoentes de Lyapunov

para a nossa estrutura fonônica periódica e quasiperiódica de Fibonacci. Neste caṕıtulo

investigaremos como o fato da ausência da componente transversal do vetor deslocamen-

to ~u nos ĺıquidos [103] que são um dos constituintes da nossa super-rede influencia na

propagação da onda acústica.
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5.2 Modelo Teórico para o Sistema Sólido com Simetria

Cúbica.

O nosso modelo neste capitulo é baseado na figura 5.1 onde investigamos o efeito da

propagação de uma onda acústica pelo interior de um super-rede quasiperódica binária

de Fibonacci do tipo · · ·Quartzo/Argonio · ·· cercada por um substrato que pode ser um

meio transparente à luz (vácuo). Para descrição do meio sólido (quartzo) vamos usar a

equação de movimento do meio elástico que compõe o cristal com uma certa simetria[104]:

ρ
∂2uj

∂t2
− Cijkl

∂2uk

∂ri∂rl

= 0, (5.1)

onde os ı́ndices i, j, k e l assumem as componentes cartesianas x, y ou z, Cijkl é o tensor

elástico de quarta orden, ρ é a densidade do sólido cristalino em estudo e uj é o deslo-

camento elástico ao longo dos eixos coordenados ri e rl. Queremos obter duas equações

diferenciais acopladas para o par (ux, uz) que é o mais conveniente para o nosso estudo

pelo simples fato de que o ĺıquido não permite a existência da componente uy e isso acar-

retaria problemas nas condições de contorno elásticas sólido/ĺıquido. Devemos notar que

a equação de movimento 5.1 é uma soma de Einstein sobre todas as componentes posśıveis

dos envolvidos, sendo, portanto útil para o sistema cúbico o uso da forma matricial do

tensor elástico :

Cijkl =



C11 C12 C12 0 0 0

C12 C11 C12 0 0 0

C13 C12 C11 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C44


. (5.2)

92



A forma matricial anterior juntamente com a equação 5.1 dá origem ao par de equações

diferenciais acopladas de segunda ordem para as componentes ux e uz mostradas abaixo;

ρ
∂2ux

∂t2
= C11

∂2ux

∂x2
+ C44[

∂2ux

∂y2
+

∂2ux

∂z2
] + (C12 + C44)[

∂2uy

∂x∂y
+

∂2uz

∂x∂z
], (5.3)

ρ
∂2uz

∂t2
= C11

∂2uz

∂z2
+ C44[

∂2uz

∂y2
+

∂2uz

∂x2
] + (C12 + C44)[

∂2uy

∂z∂y
+

∂2ux

∂z∂x
], (5.4)

lembrando que aqui não levamos em conta a influência piezoelétrica que levaria a equações

diferenciais ainda mais complicadas. Assumindo que a onda se propaga no interior da

estrutura na direção x com uma velocidade de fase igual a ω/qx, uma solução para a

equação 5.1 na forma de ondas planas é escrita como:

uj = αj exp (ikz) exp (iqxx− iωt), j = x, y, z. (5.5)

onde αj são coeficientes que representam as amplitude dos campos para diferentes com-

ponentes. Substituindo a solução representada pela equação 5.5 no sistema de equações

diferenciais acoplados representados pelas equações 5.3 e 5.4 obtemos uma forma mais

simplificada deste sistema;

−ρω2ux = C11
∂2ux

∂x2
+ C44

∂2ux

∂z2
+ λ

∂2uz

∂x∂z
, (5.6)

−ρω2uz = C11
∂2uz

∂z2
+ C44

∂2uz

∂x2
+ λ

∂2ux

∂z∂x
, (5.7)

onde λ = C11 + C44. De maneira análoga ao que foi feito no caṕıtulo 4 podemos resolver

uma equação caracteŕıstica envolvendo o sistema acima cuja solução não trivial (a solução

trivial não nos interessa pois tal solução equivale ao sistema em repouso) é obtida com o

determinante dos coeficientes sendo nulo. A solução assim obtida é mostrada abaixo na

forma (note que omitimos o fator exp(iqxx));

ux = L(k1)[A1 exp(ik1z)− A2 exp(−ik1z)] + L(k2)[A3 exp(ik2z)− A4 exp(−ik2z)],(5.8)

uz = A1 exp(ik1z) + A2 exp(−ik1z) + A3 exp(ik2z) + A4 exp(−ik2z). (5.9)
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Figura 5.1: Representação esquemática mostrando a geometria do sistema de multica-

madas quasiperiódicas consideradas neste caṕıtulo, como uma sequência alternada dos

constitúıntes sólido Quartzo e ĺıquido Argonio formando uma estrutura de Fibonacci.

Nestas duas soluções As (s = 1, 2, 3, 4) são coeficientes desconhecidos que representam

as amplitudes dos campos elasticos é podem ser determinados por condições de contorno

, e k1,2 = (k±)1/2, onde

k± =
q2
xα

2 + q2
Lzγ

−1 + q2
Tzγ ±∆

2
(5.10)

e também,

∆ =
[
(αq2

x + q2
Lzγ

−1 + q2
Tzγ)2 − 4q2

Lzq
2
Tz

]1/2

, (5.11)

q2
Tz = (ω/vT )2 − q2

x, (5.12)

q2
Lz = (ω/vL)2 − q2

x, (5.13)

L(ki) = (
λ

C11

qxki)/(q
2
Lz − γk2

i ), (5.14)

λ = C11 + C44, (5.15)

α = λ2/(C11C44), (5.16)

γ = C44/C11. (5.17)

Nas equações acima, qTz e qLz representam respectivamente a componente z do vetor

de onda elástico ~k e a componente longitudinal deste mesmo vetor, correspondendo as

velocidades transversal vT e longitudinal vL para a onda elástica cujas expressões anaĺıticas
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são vT = (C44/ρ)1/2 e vL = (C11/ρ)1/2 obtidas diretamente nos cálculos.

5.3 Modelo Teórico para o Sistema Ĺıquido.

O cálculo das soluções ux e uz na camada ĺıquida (Ar) (lembrando que uy = 0 no

ĺıquido pois este não suporta cisalhamento nesta direção) é realizado partindo da equação

de Euler da fluido dinâmica expressa em termos do deslocamento elástico no meio ĺıquido

[105]:

−ρω2~u− [ρv2
L − iω(ζ +

4

3
η)]∇(∇ · ~u)− iωη∇×∇× ~u = 0, (5.18)

onde ζ e η representam a viscosidade no volume do ĺıquido e o cisalhamento no mesmo

respectivamente, e vL =
√

C11/ρ é velocidade longitudinal da onda acústica. Esta forma

da equação de Euler ignora qualquer ligação entre o calor ou a densidade de entropia,

que são somente importantes quando consideramos o espectro de flutuação de densidades

do fluido. Observe também que aqui não consideramos a componente transversal da ve-

locidade no ĺıquido vT l já que este não a admite. Considerando-se novamente soluções do

tipo onda plana, a substituição da equação 5.5 na equação 5.18, resulta no fato de poder-

mos reescrevê-la na forma de duas equações diferenciais acopladas (sistema de equações)

usando as expressões para os operadores diferenciais ∇(∇ · ~u) e ∇×∇× ~u:

−ρω2ux − [ρv2
L − iω(ζ +

4

3
η)][

∂2ux

∂x2
+

∂2uz

∂x∂z
]− iωη[

∂2uz

∂z∂x
− ∂2ux

∂z2
] = 0, (5.19)

−ρω2uz − [ρv2
L − iω(ζ +

4

3
η)][

∂2uz

∂z2
+

∂2ux

∂z∂z
]− iωη[

∂2ux

∂x∂z
− ∂2uz

∂x2
] = 0. (5.20)

Para a resolução deste sistema de equações diferenciais empregamos a mesma técnica

usada no caṕıtulo 4, de sorte que a solução encontrada para o par (ux, uz) é neste caso

para o ĺıquido dada por

ux = B1 exp(iLz) + B2 exp(−iLz)], (5.21)

uz = B3 exp(iLz) + B4 exp(−iLz). (5.22)
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onde Bs (s = 1, 2, 3, 4) podem ser determinados via condições de fronteira , e

L2 = q2
L − q2

x, (5.23)

q2
L = ρω2/(ρv2

L − iω(ζ +
4

3
η)). (5.24)

As expressões para o tensor de stress na interface da camada ĺıquida serão usadas nas

condições de contorno e possuem a forma abaixo [106]:

σij = [ρv2
L − iω(ζ − 2η

3
)]∇ · ~uδij − iωη(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

). (5.25)

5.4 Matriz Transferência para o Modelo.

Consideramos neste caṕıtulo uma super-rede binária do tipo /Quartzo/Ar · ··/vácuo.

A célula unitária possui uma espessura L = a+b , onde a é a espessura da camada formada

pelo Quartzo e b a espessura da camada ĺıquida Ar. Para os modos de volume da super-

rede, as soluções das equações de campo acoplado, definidas pelas equações (5.8), (5.9),

(5.21) e (5.22) juntamente com as condições de contorno elásticas para n-ésima célula

unitária, isto é, nas interfaces z = nL + a (Quartzo/Ar) e z = (n + 1)L (Ar/Quartzo),

teremos:

(a) continuidade do deslocamento transversal ux:

L(k1)A
n+1
1 fa1 − L(k1)A

n+1
2 f̄a1 + L(k2)A

n+1
3 fa2 − L(k2)A

n+1
4 f̄a2 = Bn

1 + Bn
2 , (5.26)

L(k1)A
n
1 − L(k1)A

n
2 + L(k2)A

n
3 − L(k2)A

n
4 = Bn

1 fb + Bn
2 f̄b.(5.27)

(b) continuidade do deslocamento uz:

An+1
1 fa1 + An+1

2 f̄a1 + An+1
3 fa2 + An+1

4 f̄a2 = Bn
3 + Bn

4 , (5.28)

An
1 + An

2 + An
3 + An

4 = Bn
3 fb + Bn

4 f̄b. (5.29)

(c) continuidade do tensor de stress σ13:
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iC44a

2
χ1fa1A

n+1
1 +

iC44a

2
χ1f̄a1A

n+1
2

iC44a

2
χ2fa2A

n+1
3 +

iC44a

2
χ2f̄a2A

n+1
4 =

ωηLBn
1 − ωηLBn

2 + ωηqxB
n
3 + ωηqxB

n
4 , (5.30)

iC44a

2
χ1A

n
1 +

iC44a

2
χ1A

n
2

iC44a

2
χ2A

n
3 +

iC44a

2
χ2A

n
4 =

ωηLBn
1 fb − ωηLBn

2 f̄b + ωηqxB
n
3 fb + ωηqxB

n
4 f̄b. (5.31)

(d) continuidade do tensor de stress σ33:

iC11ak1afa1A
n+1
1 − iC11ak1af̄a1A

n+1
2 + iC11ak2afa2A

n+1
3 − iC11ak2af̄a2A

n+1
4 =

iC11bqxB
n
1 + iC11bqxB

n
2 + iC11bLBn

3 − iC11bLBn
4 (5.32)

iC11ak1aA
n
1 − iC11ak1aA

n
2 + iC11ak2aA

n
3 − iC11ak2aA

n
4 =

iC11bqxfbB
n
1 + iC11bqxf̄bB

n
2 + βLfbB

n
3 − βLf̄bB

n
4 (5.33)

as seguintes definições são válidas para as condições de contorno acima (j = 1, 2):

faj = exp (ikjada) = 1/f̄aj, (5.34)

fb = exp (iLdb) = 1/f̄b, (5.35)

β = iC11b + 2ωη, (5.36)

χj = kjaL(kja)− qx. (5.37)

Podemos definir os kets envolvendo as amplitudes nas soluções nas condições de fronteiras

em cada meio material, como

|A(n)〉 =


A

(n)
1

A
(n)
2

A
(n)
3

A
(n)
4

 , (5.38)
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e de maneira similar, a expressão |B(n)〉 assume a mesma estrutura. A reunião das

equações (5.26)a (5.33) gera duas relações matriciais da forma:

M1|A(n+1)〉 = N1|B(n)〉, (5.39)

M2|A(n)〉 = N2|B(n)〉, (5.40)

onde

M1 =


L(k1a)fa1 −L(k1a)f̄a1 L(k2a)fa2 −L(k2a)f̄a2

fa1 f̄a1 fa2 f̄a2

iC44a

2
χ1fa1

iC44a

2
χ1f̄a1

iC44a

2
χ2fa2

iC44a

2
χ2f̄a2

iC11ak1afa1 iC11ak1af̄a1 iC11ak2afa2 iC11ak2af̄a2

 , (5.41)

e

N1 =


1 1 0 0

0 0 1 1

ωηL −ωηL ωηqx ωηqx

iC11bqx iC11bqx Lβ −Lβ

 . (5.42)

Também consideramos no sistema de equações matriciais acima as matrizes:

M2 =


L(k1a) −L(k1a) L(k2a) −L(k2a)

1 1 1 1

iC44a

2
χ1

iC44a

2
χ1

iC44a

2
χ2

iC44a

2
χ2

iC11ak1a iC11ak1a iC11ak2a iC11ak2a

 , (5.43)

e

N2 =


fb f̄b 0 0

0 0 fb f̄b

ωηLfb −ωηLf̄b ωηqxfb ωηqxf̄b

iC11bqxfb iC11bqxf̄b Lβfb −Lβf̄b

 . (5.44)

A combinação do sistema de equações matriciais (5.39) e (5.40), da origem a relação

que descreve as propriedades da n-ésima célula com as da sua subseqüente via a matriz T
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(indicada abaixo) chamada matriz transferência. Na próxima seção discutiremos nossos

resultados numéricos, muito do que já foi usado no caṕıtulo anterior será apenas citado

como por exemplo as expressões para o coeficiente de transmissão e etc.

|A(n+1)〉 = T |A(n)〉, (5.45)

com

T = M−1
1 N1N

−1
2 M2. (5.46)
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5.5 Resultados Numéricos.

Apresentamos agora os resultados numéricos de nossas simulações para a transmissão

do fônon acústico através da estrutura quasiperiódica formada por multicamadas consti-

tuidas dos materiais Quartzo/Ar. Os parâmetros f́ısicos usados são os seguintes:

(i) para o Ar[107]: ρ = 1.41, C11 = 1.02, ζ = 1.9 e η = 2.8;

(ii) para o Quartzo [108]: ρ = 2.65, C44 = 58.2, C66 = 39.9 e C12 = 70.0.

Aqui, as frequencias estão em unidades de kHz, os termos elásticos em unidades de

109 N/m2, os coeficientes de cisalhamento e viscosidade estão em unidades de 10−4 kg

m−1s−1 e as densidades em unidades de 103 kg/m3. Representamos o espaçamento do

quartzo que constitui a camada A pelo śımbolo a igual a 1 mm e a razão a/b = 1.0. A

incidência normal (θ = 0) para o espectro de transmissão do fônon acústico como uma

função da freqüência ω para a segunda (AB), nona (89 camadas) e a décima primeira

(233 camadas) geração do número de Fibonacci são mostrados nas figuras 2a, 2b e 2c

respectivamente. Não existe qualquer “stop band”para o caso de duas camadas. Isto

é esperado já que a estrutura neste caso não é robusta o suficiente para suportar “stop

bands”. Sua transmissão é caracterizada por um espectro linear em torno de T = 0.8.

Observamos que até a sétima geração (37 camadas) da seqüência de Fibonacci não

surge “stop bands”para o espectro de transmissão dos fônons transmitidos ao longo da

estrutura. Esta situação será mudada apenas a partir da oitava geração do número de Fi-

bonacci (55 camadas), com o surgimento de duas regiões de “stop bands”para a freqüência

8.0 kHz< ω <9.20 kHz e 17.31 kHz< ω <18.45 kHz (veja a figura 5.3). Com o objeti-

vo de enfatizar o surgimento destas “stop bands”, mostramos o espectro de transmissão

quasiperiódico de Fibonacci na nona geração (ver figura 5.2b). De fato, a partir deste

valor do número de geração podemos ver claramente a formação de uma estrutura de

bandas para o espectro de transmissão com quatro “stop bands”e bandas de transmissão

para vários intervalos de freqüências.

Uma análise detalhada da curva mostra que o espectro de transmissão apresenta uma

ação filtrante sobre os fônons em torno de duas amplas faixas de freqüências, ou seja,
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8.0 kHz< ω <9.2 kHz e 17.2 kHz< ω <18.4 kHz e outras duas bandas um pouco mais

estreitas nas regiões 4.7 kHz< ω <5.4 kHz e 14.1 kHz< ω <14.8 kHz, o que corresponde

a um gap proibido (“stop band”), devidos à reflexão de Bragg. Além disso, a estrutura

é transparente (o coeficiente de transmissão é igual a 1.0) para várias freqüências. A

condição de transparência implica que as camadas A (Quartzo) e B (Ar) são ambas

equivalentes do ponto de vista da onda acústica. Observe que o aumento da freqüência

reduz a propagação do número de fônons na estrutura (“pass-band”), conforme pode ser

visto no gráfico o aumento da espessura das bandas com o aumento da freqüência. Na

figura 5.2c, que foi constrúıda levando em conta a décima primeira geração da seqüência

quasiperiódica de Fibonacci, temos um espectro mais fragmentado com um número maior

de bandas e “pass-bands”caracterizando um perfil de informação mais rico. Portanto, se

queremos ter um perfil bem definido para as bandas, precisamos ter um maior número de

camadas.

Uma caracteŕıstica notável no espectro é que o “pass-band”na região de freqüências

8.0kHz < ω < 9.2kHz não muda de uma geração para a outra significando a inde-

pendência desta região com relação ao número de geração de Fibonacci. A figura 5.3

mostra com mais detalhe o perfil dos “stop bands”medidos para freqüências em kHz co-

mo uma função do número de geração N , até a décima segunda geração da seqüência

de fibonacci (significando 377 camadas). Constatamos que, como esperado, os “stop

bands”apresentam um perfil fragmentado no espectro energético para grandes valores de

N , com uma indicação de maior localização dos modos devido à competição entre as or-

dens aperiódicas de longo alcance, que é induzida pela quasiperiodicidade da estrutura,

e a desordem de curto alcance, cuja importância depende criticamente do comprimento

total da estrutura.

Para estudarmos este efeito, uma análise quantitativa será feita considerando agora o

comportamento dos chamados expoentes de Lyapunov, que é a taxa exponencial média

de convergência ou divergência do sistema em estudo, e também uma medida do grau de

desordem dos sistemas dinâmicos[109]. E é definido por:

γN(ω) =
1

2N
ln[|TN(ω)|], (5.47)
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sendo TN(ω) o coeficiente de transmissão para a N -ésima geração de Fibonacci. Estes

expoentes para sistemas desordenados se relacionam com o comprimento de localização

λ(ω) por [110]

λ(ω) =
[

lim
N→∞

γN(ω)
]−1

, (5.48)

mostrado como uma função da freqüência ω na figura 5.4 para três gerações da seqüência

de Fibonacci. Nesta figura a linha cheia representa o caso periódico (para o número de

geração de Fibonacci N = 2), enquanto que a linha pontilhada representa a nona geração

de Fibonacci e a linha tracejada e pontilhada representa a décima primeira geração da

seqüência quasiperiódica de Fibonacci. Podemos observar que as bandas de transmissão

nos espectros tornam-se cada vez mais fragmentadas com o aumento do número de geração

de Fibonacci. Esta caracteŕıstica esta intimamente ligada à natureza localizada dos auto-

estados dos fônons na cadeia desordenada, e reflete o número de “passbands”em cada

estrutura (quando o fator de localização é zero, os intervalos de freqüências correspon-

dentes são conhecidos como “passbands”). Para o caso periódico (N = 2) não se verifica

“passbands”no intervalo de freqüências consideradas, como era de se esperar, o que vemos

é uma simples reta paralela ao eixo das freqüências. Aumentado-se o número de geração de

Fibonacci até N = 11, o número de “passbands”aumenta drasticamente, surgindo “pass-

bands”para os intervalos de energia 6.73 kHz< ω <7.72 kHz, 4.02 kHz< ω <4.54 kHz e

2.29 kHz< ω <2.68 kHz. Além disso, é importante ressaltar que a presença de correlações

de longo alcance na distribuição desordenada, demonstra ser um posśıvel mecanismo para

induzir deslocalização em sistemas de baixa dimensão [110]. No entanto, a presente cor-

relação em nosso modelo não é forte o suficiente para produzir esta transição de correlação

induzida, assim, os estados estacionários permanecem todos localizados no nosso modelo.

Para uma melhor compreensão da dependência do espectro de transmissão em relação

ao ângulo de incidência θ, mostramos duas figuras 5.5 e 5.6. Na figura 5.5 mostramos

uma figura plotada para a sétima geração da seqüência quasiperiódica de Fibonacci para

três diferentes ângulos de incidência θ = 5◦ (linha cheia), θ = 10◦ (curva tracejada e

pontilhada) e θ = 15◦ (linha pontilhada). Podemos notar nesta figura o claro surgimento

de uma região de freqüências de “stop bands”para quase todo o intervalo de freqüências

à medida que a incidência afasta-se da normal (curva pontilhada). Esta figura é interes-
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sante, pois mostra o surgimento de “stop bands”para uma geração de Fibonacci que até

então não possúıa stop bands (caso da incidência normal). Já na figura 5.6 mostramos

a dependência angular para o espectro de transmissão do fônon para a sétima geração

(linha cheia: trata-se da ultima geração do número de Fibonacci que não gera stop band)

bem como a oitava (linha pontilhada: a primeira geração a gerar stop band) de Fibonacci

para a estrutura fonônica como uma função se sin2(θ), para um valor fixo da frequência

ω =1.0 kHz. Esta dependência angular fornece informações complementares sobre as car-

acteŕısticas ressonantes dos fônons na estrutura de multicamadas quasiperiódica. O es-

pectro de transmissão, embora caracterizado por um suave contorno, é fortemente senśıvel

à escolha do ângulo de incidência, principalmente quando surgem “stop bands”no esboço

do gráfico para a transmitância do fônon (linha pontilhada). A forte dependência do

espectro de transmissão sobre o ângulo de incidência é devida à presença do “intermode

Bragg refletion”, além do “intramode Bragg reflection”normal presente também no caso

da incidência normal. Além disso, o “intermode Bragg refletion”gera gaps de freqüências

para o espectro no interior dos limites da zona de Brilouin para a estrutura de multi-

camadas, quebrando a possibilidade do espectro apresentar comportamento auto-similar.

Além disso, a opacidade ou transparência da estrutura de multicamadas pode ser con-

trolada usando um ângulo de incidência apropriado, esperamos que os resultados obtidos

neste caṕıtulo sirvam de ajuda a trabalhos experimentais na área.
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Figura 5.2: Espectro de trsnsmissão do fônon acústico para uma estrutura fonônica de

multicamadas quasiperiódica de Fibonacci para a incidência normal (θ = 0): (a) a trans-

mitância como uma função da freqüência ω, para a segunda geração da seqüência de

Fibonacci; (b) o mesmo que (a), mas para a nona geração da seqüência de Fibonacci; (c)

o mesmo que em (a), mas agora para a décima primeira geração.
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Figura 5.3: Distribuição de “stop bands”de freqüências para a transmissão do fônon

acústico como uma função do número de geração quasiperiódica de Fibonacci N .

 

Figura 5.4: Fator de localização para várias gerações da seqüência de Fibonacci. A linha

cheia representa a segunda geração N = 2, enquanto que a linha pontilhada representa a

nona geração e a pontilhada e tracejada representa a décima primeira geração do número

de Fibonacci.
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Figura 5.5: Incidência obliqua da onda acústica na estrutura de multicamadas

quasiperiódicas de Fibonacci para três diferentes ângulos de incidência θ = 5◦ (linha

cheia), θ = 10◦ (curva tracejada e pontilhada) e θ = 15◦ (linha pontilhada) .

 

Figura 5.6: Espectro de transmissão para a sétima geração da estrutura de fibonacci, que

é a ultima geração sem “stop bands”(linha cheia), e para a oitava geração da estrutura de

Fibonacci, sendo esta a primeira geração que possui stop band (linha pontilhada), como

uma função de sin2(θ), para um valor fixo da freqüência ω = 1.0kHz.
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5.6 Conclusões.

Em resumo, descrevemos o espectro de transmissão para os fônons acústicos

propagando-se em uma estrutura fonônica quasiperiódica de Fibonacci composta pelo

sólido cristalino (cristal de quartzo) e o ĺıquido argonio (Ar). A dinâmica dos fônons é

descrita pelas equações diferenciais acopladas dentro do modelo de aproximação do campo

estático. Mostramos que a super-rede quasiperiódica funciona com um filtro para fônons

nas regiões de stop bands, como foi indicado nas figuras 5.2 e 5.3. Aumentando o número

de geração de Fibonacci (em prinćıpio a partir da oitava geração), mais fônons em uma

camada (digamos a camada A) param nas bandas, podendo também ser transmitidos na

estrutura não periódica, criando novos stop bands como pode ser visto na figura 5.3. O

espectro de transmissão, conseqüentemente, tem uma forte intensificação, sugerindo a pos-

sibilidade de se construir melhores dispositivos acústicos. Podemos ajustar a freqüência

do fônon e a largura dos seus stop bands alterando os materiais constituintes, isto é,

mudando o mismatch (desacordo) acústico entre as camadas constituintes (por exemp-

lo, substituindo o cristal de quartzo por outro material ĺıquido). Além disso, a nitidez

do espectro de transmissão para a estrutura de multicamadas de Fibonacci, poderia ser

utilizada para gerar ou detectar fônons de alta freqüência termicamente excitados.

Experimentalmente, fônons ou o ultra-som são geralmente lançados na forma de um

pulso ou pacote de ondas planas monocromáticas estudadas teoricamente. Assim para

uma verificação experimental dos espectros de transmissão previstos e mostrados aqui, é

importante analisar o comportamento de pulsos ou pacotes de fônons que são fônons em

intervalos finitos de freqüências (incluindo uma freqüência ressonante) e não a de uma

única freqüência do fônon. Outra possibilidade para verificar nossos resultados é usar um

método de pulso de luz de picosegundos ou a técnica de imagens de ultra-som.

Concluindo, calculamos o espectro de transmissão e a distribuição de stop bands de

fônons acústicos propagando-se em uma super-rede quasiperiódica fonônica constitúıda

pelo sólido cristalino Quartzo e pelo ĺıquido (Ar). Esperamos que nossos resultados possam

abrir uma perspectiva adicional para os dispositivos fonônicos explorando as propriedades

dos band gaps fonônicos.
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CAPÍTULO 6

Propagação de Ondas Acústicas em Estruturas

Fonônicas do Tipo Ĺıquido/Ĺıquido.

6.1 Introdução.

Desde muito cedo os materiais ĺıquidos tem sido estudados de modo exaustivo, sendo

muitos trabalhos publicados sobre o assunto nas décadas de setenta e oitenta. Atual-

mente, podemos notar na literatura um grande número de publicações sobre o tema

[111, 112, 113]. O sucesso da aplicação da técnica de ultra-som Doppler na investigação

da propagação de ondas acústicas em ĺıquidos são usados neste processo[114].

Além disso, observa-se um estudo crescente dos chamados cristais fonônicos que são os

análogos dos cristais fotônicos para as ondas eletromagnéticas. Nestes materiais o com-

primento de onda da onda acústica é da mesma ordem de grandeza que os espaçamentos

dos arranjos ordenados do tipo periódico e quasiperiódicos, dando origem aos fenômenos

de difração e reflexão de Bragg e também o surgimento dos “stop bands”fonônicos (nos

espectro transmissão) que são regiões de filtro para a onda elástica incidente na estrutura

periódica e quasiperiódica. Estes “stop bands”dependem fortemente do t́ıpico arranjo

ordenado. Um experimento bastante interessante envolvendo tais estruturas fonônicas é

realizado incidindo uma onda ultra-sônica em uma estrutura composta por cilindros de

aço imersos em ĺıquido [115].

Atualmente muitos estudos envolvendo a propagação dos fônons acústicos nas

chamadas estruturas periódicas e quasiperiódicas fonônicas ainda despertam interesse
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[116, 117], pelo simples fato de que em tais estruturas surgem os “band gaps”fonônicos

(regiões no espectro) por onde o fônon acústico não pode se propagar. Estes tipos de

estrutura artificiais podem ser usadas em aplicações industriais, como na construção de

filtros ou dispositivos de isolamento acústico dos rúıdos indesejáveis.

Os ĺıquidos em geral, bem como qualquer estrutura elástica, possuem modos coletivos

de vibração que se estendem por todo o limite do sistema, podendo ser descritos pela

teoria clássica da elasticidade em que o sistema é tratado como um cont́ınuo que possui

constantes elásticas. Assim, nos ĺıquidos, ocorre o surgimento acentuado dos modos lon-

gitudinais que são sempre observados mediante as técnicas de ultra-som ou por meio de

técnicas de espalhamento inelástico. No entanto, os modos transversais geralmente não

são detectados pelo ultra-som nos ĺıquidos (isto se deve ao baixo cisalhamento), podendo

surgir tais modos em regiões de frequências da ordem de THz [118].

Neste caṕıtulo resolvemos a equação de Euler da fluido-dinâmica no volume da célula

unitária ĺıquida composta dos matérias metálicos Hg e Ga (na temperatura ambiente) que

compõe a nossa super-rede periódica e quasiperiódica de Fibonacci. Como foi descrito

nos caṕıtulos anteriores, desenvolveremos os cálculos anaĺıticos com o objetivo de obter a

matriz transferência (neste caso de dimensão 2x2) calculada com o auxilio das condições

de fronteiras elásticas nas interfaces da super-rede. Esta matriz relaciona as amplitudes

dos campos elásticos presentes no meio ĺıquido I (Hg) com aqueles presentes no meio

ĺıquido II (Ga) de tal maneira que, toda a informação elástica que se propaga através da

super-rede é descrita por tal matriz, cujo determinante deve ser igual a unidade (matriz

unimodular).

A matriz transferência pode ser multiplicada N vezes reproduzindo o que chamamos

de seqüência de Fibonacci para a multiplicação matricial, onde N é o número de geração

da seqüência. A taxa de transferência de energia durante o crescimento da estrutura de

Fibonacci, é calculada usando a chamada matriz de transmisividade que é obtida da matriz

transferência fazendo considerações a respeito das amplitudes dos campos de entrada e

sáıda da estrutura. Investigaremos também os espectros de transmitância e o posśıvel

surgimento dos “stop bands”fonônicos bem como a análise dos expoentes de Lyapunov

discutidos no caṕıtulo anterior. Esperamos que este assunto seja de importância prática,

não só pelo fato de podermos ajustar as estruturas de bandas do cristal fonônico, mas

109



também pelo fato de podermos controlar a propagação de ondas elásticas intencionalmente

introduzindo a quasiperiodicidade.

6.2 Modelo Teórico para o Sistema Ĺıquido.

O nosso modelo neste capitulo é baseado na figura 6.1 onde investigamos o efeito da

propagação de uma onda acústica pelo interior de um super-rede quasiperódica binária

de Fibonacci do tipo · · ·Hg/Ga · ·· cercada por um substrato que pode ser um meio

transparente a luz (vácuo).

 
 

 

 
  Hg   Ga 

 

 

 

0=z  QPSLz =

 θ 
  Ga AlN

x 

z 

k  

y 

  Hg 

Figura 6.1: Representação esquemática mostrando a geometria do sistema de multica-

madas quasiperiódicas consideradas neste caṕıtulo, como uma sequência alternada dos

constitúıntes ĺıquidos Hg e Ga formando uma estrutura de Fibonacci.

Neste caṕıtulo vamos detalhar o cálculo das soluções ux e uz nas camadas ĺıquidas

(Hg) e (Ga) (lembrando que uy = 0 no ĺıquido pois este não suporta cisalhamento nesta

direção). Ele será realizado (como discutido anteriormente) usando-se a equação de Euler

da fluido dinâmica expressa em termos do deslocamento elástico no meio ĺıquido:

−ρω2~u− [ρv2
L − iω(ζ +

4

3
η)]∇(∇ · ~u)− iωη∇×∇× ~u = 0. (6.1)
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Aqui ζ e η representam a viscosidade no volume do ĺıquido e o cisalhamento no mesmo

respectivamente, e vL =
√

C11/ρ é velocidade longitudinal da onda acústica.

Esta forma da equação de Euler ignora qualquer ligação entre o calor ou a densidade

de entropia, que são somente importantes quando consideramos o espectro de flutuação

de densidades do fluido. Observe também que aqui não consideramos a componente

transversal da velocidade no ĺıquido vT l já este não a suporta.

Admitindo novamente soluções do tipo onda plana, a substituição da equação 5.5

na equação 5.18, resulta no fato de podemos reescrevê-la na forma de duas equações

diferenciais componentes acopladas (sistema de equações). Usando as expressões para os

operadores diferenciais ∇(∇ · ~u) e ∇×∇× ~u em função de suas coodenadas cartesianas,

teremos:

∇(∇ · ~u) = î
∂

∂x
[
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z
] +

ĵ
∂

∂y
[
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z
] +

k̂
∂

∂z
[
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z
], (6.2)

e

∇×∇× ~u = î[
∂

∂y
(
∂uy

∂x
− ∂ux

∂y
)− ∂

∂z
(
∂ux

∂z
− ∂uz

∂x
)] +

ĵ[
∂

∂z
(
∂uz

∂y
− ∂uy

∂z
)− ∂

∂x
(
∂uy

∂x
− ∂ux

∂y
)] + k̂[

∂

∂x
(
∂ux

∂z
− ∂uz

∂x
)− ∂

∂y
(
∂uz

∂y
− ∂uy

∂z
)].(6.3)

Substituindo as duas relações acim na equação de Euler (equação 6.1) levando-se em

conta o fato (uy = 0) teremos o sequinte sistema de equações diferenciais:

−ρω2ux − [ρv2
L − iω(ζ +

4

3
η)][

∂2ux

∂x2
+

∂2uz

∂x∂z
]− iωη[

∂2uz

∂z∂x
− ∂2ux

∂z2
] = 0, (6.4)

−ρω2uz − [ρv2
L − iω(ζ +

4

3
η)][

∂2uz

∂z2
+

∂2ux

∂z∂z
]− iωη[

∂2ux

∂x∂z
− ∂2uz

∂x2
] = 0, (6.5)
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onde juntamente com as soluções tipo onda plana (equações 4.6 e 4.7) podemos construir

o seguinte sistema

−(
ρ

η2
)L2ux + (

ρ

η2
)qxKuz +

q2
T

β′
qxKuz −

q2
T

β′
qxux = 0, (6.6)

−(
ρ

η2
)q2

Luz + (
ρ

η2
)[K2uz + Kqxux] +

q2
T

β′
[qxKux − q2

xuz] = 0. (6.7)

Para resolver este sistema de equações diferenciais, empregamos a mesma técnica usada

no caṕıtulo 4 rescrevendo o sistema acima numa forma matricial;

Dx = 0, (6.8)

onde

D =

 α11 α12

α21 α22

 , (6.9)

com

α11 = −(
ρL2

η2
)− q2

T q2
x

β′
], (6.10)

α12 = (
ρqxK

η2
)− q2

T qxK

β′
, (6.11)

α21 =
ρKqx

η2
+

q2
T Kqx

β′
(6.12)

α22 =
ρ

η2
[−q2

L + K2]− q2
T q2

x

β′
. (6.13)

(6.14)

Desprezando os efeitos do vetor de onda transversal qT , a matriz D assume a forma

D’ indicada abaixo:

D′ =

 (ρL2

η2 ) ρqxK
η2

ρKqx

η2
ρ
η2 [−q2

L + K2]

 , (6.15)
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onde a solução da equação caracteŕıstica é obtida quando det(D’)=0. Assim

−ρ2L2

η4
(−q2

L + K2)− ρ2q2
xK

2

η4
= 0. (6.16)

Resolvendo-se a relação acima em termos de K obtemos K = ±L. Logo a solução

geral para o par (ux, uz) no nosso modelo é:

ux = qx[A1 exp(iLz) + A2 exp(−iLz)], (6.17)

uz = L[A1 exp(iLz)− A2 exp(−iLz)]. (6.18)

onde os coeficientes As [s = (1, 2)] podem ser determinados via condições de fronteira , e

L2 = q2
L − q2

x, (6.19)

q2
L = ρω2/(ρv2

L − iω(ζ +
4

3
η)). (6.20)

6.3 Matriz Transferência.

Consideramos neste caṕıtulo uma super-rede binária do tipo /Hg/Ga · ··/vácuo. A

célula unitária possui uma espessura L = a+ b , onde a é a espessura da camada formada

pelo Hg e b a espessura da camada ĺıquida Ga. Devido a simplicidade do nosso modelo

usaremos apenas as continuidades das componentes ux e uz nas interfaces da n-ésima

célula unitária, isto é, nas interfaces z = nL+a (Hg/Ga) e z = (n+1)L (Ga/Hg). Assim:

(a) continuidade do deslocamento transversal ux:

An+1
1 fa + An+1

2 f̄a = Bn
1 + Bn

2 , (6.21)

An
1 + An

2 = Bn
1 fb + Bn

2 f̄b. (6.22)

(b) continuidade do deslocamento uz:

Lab[A
n+1
1 fa − An+1

2 f̄a] = Bn
1 −Bn

2 , (6.23)

Lab[A
n
1 − An

2 ] = Bn
1 fb −Bn

2 f̄b. (6.24)
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As seguintes definições são válidas para as condições de contorno acima :

fa = exp (iLa) = 1/f̄a, (6.25)

fb = exp (iLb) = 1/f̄b, (6.26)

Lab = La/Lb. (6.27)

Podemos definir os kets envolvendo as amplitudes nas soluções nas condições de fronteiras

em cada meio material, como

|A(n)〉 =

 A
(n)
1

A
(n)
2

 , (6.28)

e de maneira similar, a expressão |B(n)〉 assume a mesma estrutura. A reunião das

equações (6.21)a (6.24) gera duas relações matriciais da forma:

M1|A(n+1)〉 = N1|B(n)〉, (6.29)

M2|A(n)〉 = N2|B(n)〉, (6.30)

onde

M1 =


fa f̄a

Labfa Labf̄a

 , (6.31)

e

N1 =


1 1

1 −1

 , (6.32)

M2 =


1 1

Lab Lab

 , (6.33)
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e

N2 =


fb f̄b

fb −f̄b

 . (6.34)

A combinação do sistema de equações matriciais (6.29) e (6.30), dá origem a relação

que descreve as propriedades da n-ésima célula com as da sua subseqüente via a matriz

T (indicada abaixo) chamada de matriz transferência.

|A(n+1)〉 = T |A(n)〉, (6.35)

com

T = M−1
1 N1N

−1
2 M2. (6.36)

Para o cálculo do coeficiente de transmissão para este modelo, deve ser considerado

a relação matricial 6.35. Neste caso as amplitudes possuem significados interessantes do

ponto de vista f́ısico. Assim, por exemplo, An
1 representa toda a amplitude incidente e

fazemos seu valor assumir a unidade (chamamos isto de normalização), An+1
2 é nulo já que,

não existe onda elástica vindo da direita (na figura 6.1), restando apenas os valores de An+1
1

que chamaremos de Tr pois esta é fisicamente a amplitude transmitida. Analogamente

An
2 assume o valor R da refletância (amplitude refletida no interior da estrutura). Desta

maneira, a equação matricial acima assume a forma: An+1
1

An+1
2

 =

 T11 T12

T21 T22

  An
1

An
2


ou  Tr

0

 =

 T11 T12

T21 T22

  1

R
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,

Da relação acima tiramos o sistema envolvendo Tr e R na forma:

Tr = T11 + T12R, (6.37)

0 = T21 + T22R, (6.38)

cuja solução é

Tr =
1

T22

, (6.39)

R = −T21

T22

. (6.40)

No cálculo do coeficiente de transmissão Tr levamos em conta o fato da matriz trans-

ferência ser unimodular (det(T)=1). Além disso, usaremos a expressão 6.39 para obter

os espectros de transmissão para o nosso modelo teórico na super-rede de F́ıbonacci.
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6.4 Resultados Numéricos.

Apresentamos agora os resultados numéricos de nossas simulações para a transmissão

do fônon acústico através da estrutura quasiperiódica formada por multicamadas consti-

tuidas dos materiais Hg/Ga e Ga/Hg. Os parâmetros f́ısicos usados são os seguintes:

(i) para o Hg[119, 106]: ρ = 13.6, vL = 1.5, ζ = 7.02 e η = 15.6;

(ii) para o Ga [120, 121]: ρ = 6.1, vL = 2.86, ζ = 11.82 e η = 19.7.

Aqui, as frequencias estão em unidades de MHz, as velocidades longitudinais estão em

unidades de 103 m/s, os coeficientes de cisalhamento e viscosidade estão em unidades de

10−4 kg m−1s−1 e as densidades em unidades de 103 kg/m3. Representamos o espaçamento

do mercúrio, que constitui a camada A, pelo śımbolo a igual a 1 mm e a razão a/b = 2.0.

A incidência normal (θ = 0) para o espectro de transmissão do fônon acústico como uma

função da freqüência ω para a sétima (34 camadas ), nona (89 camadas) e a décima

primeira (233 camadas) geração do número de Fibonacci são mostrados nas figuras 6.2a,

6.2b e 6.2c respectivamente para a estrutura do tipo Hg/Ga.

Uma análise detalhada das curvas mostram que os espectros de transmissão apresen-

tam uma ação filtrante sobre os fônons em torno das faixas de freqüências. Como podemos

observar na figura 6.2a, existem três regiões de “stop band”para os seguintes intervalos

1.1 MHz < ω <1.26 MHz, 1.72 MHz < ω <2.1 MHz e 4.19 MHz < ω < 4.35 MHz.

Note que tais regiões permanecem quase que inalteradas na figura 6.2b sofrendo apenas

pequenos acréscimos como pode ser observado para os novos intervalos de freqüências

1.0 MHz < ω < 1.3 MHz, 1.71 MHz < ω < 2.2 MHz e 4.10 MHz < ω < 4.4 MHz na

figura 6.2b. Além disso, na figura 6.2b surgem picos de freqüências em torno dos valores

ω =0.68 MHz, ω =1.4 MHz, ω = 1.6 MHz, ω = 2.3 MHz, ω =3.73 MHz, ω =4.6 MHz e

ω =4.7 MHz. Estes picos funcionam como “embriões”para o surgimento de novas regiões

de “stop bands”com o aumento da geração de Fibonaci (como pode ser visualizado na

figura 6.2c).

Na figura 6.2c podemos perceber o caráter inalterado das três regiões de “stop

bands”vistas nas figuras 6.2a e 6.2b funcionando como regiões proibidas para a propagação

do fônon (como pode ser visualizado na figura 6.4a, onde mostramos uma distribuição de
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“stop bands”para vários números de geração da seqüência quasiperiódica de Fibonacci

até a décima terceira geração (610 camadas)). Observe na figura 6.4a que o aumento do

número de geração acarreta uma superposição de picos de freqüências dando origem a

compridas regiões de “stop bands”a partir da décima primeira geração (isto se deve ao

maior número de interferências destrutivas no interior da super-rede).

Nas figuras 6.3a, 6.3b e 6.3c, investigamos o comportamento dos espectros de trans-

missão para incidência normal considerando agora a inversão da ordem geométrica dos

constituintes da super-rede, ou seja, investigamos o sistema Ga/Hg.

Como primeira análise mostramos na figura 6.3a o espectro de transmissão para a

sétima geração da seqüência quasiperiódica de Fibonacci. Podemos notar neste espectro

o claro surgimento de um número acentuado de “stop bands”nas regiões 0.61 MHz < ω <

0.68 MHz, 1.13 MHz < ω < 1.19 MHz , 2.11 MHz < ω < 2.19MHz, 2.61 MHz < ω <2.69

MHz, 3.67 MHz < ω < 3.76 MHz e 4.31 MHz < ω <4.41 MHz, em comparação com os

espectros anteriores (figuras 6.2a, 6.2b e 6.2c) nas mesmas condições.

Estas regiões permanecem quase inalteradas para os espectros na nona geração (figura

6.3b) e décima primeira (figura 4.3c) geração de Fibonacci embora sejam de comprimento

menor que os espectros anteriores para o caso Hg/Ga.

Com o objetivo de verificar como ocorre a distribuição do “stop bands”para as várias

gerações da seqüência de Fibonacci constrúımos a figura 6.4b. Observe que algumas faixas

permanecem fixas (por exemplo, a faixa em torno de ω = 3.7 MHz) até a décima primeira

geração, surgindo um alargamento do “stop band”devido a superposição de picos (a partir

da décima segunda geração). Além disso, a estrutura é transparente (o coeficiente de

transmissão é igual a 1.0) para várias freqüências. A condição de transparência implica

que as camadas A (Hg) e B (Ga) são ambas equivalentes do ponto de vista da onda

acústica.

Para investigar a dependência do fator de localização que fisicamente indica o grau de

desordem na estrutura, plotamos este fator como uma função da freqüência ω nas figuras

6.5a (representando a geometria Hg/Ga) e 6.5b (representando a geometria Ga/Hg). Aqui

consideramos três diferentes gerações da seqüência quasiperiódica de Fibonacci (para am-

bos os casos), sendo a sétima (linhas cheias), nona (linhas pontilhadas) e a décima primeira

geração (linhas pontilhadas e tracejadas). Podemos observar que as picos de máxima des-
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ordem (maior valor do fator de localização) ocorrem para a geometria Ga/Hg em relação a

Hg/Ga. Além disso, observamos um número maior de “passbands”(regiões de freqüências

para as quais o fator de localização é nulo) para a mesma geometria (Ga/Hg). Isto se deve

ao fato da baixa densidade do gálio em relação ao mercúrio, oferecer uma alta velocidade

de propagação dos fônons na estrutura quasiperiódica.

Para uma compreensão mais detalhada acerca da dependência angular do espectro

de transmissão do fônon para o nosso modelo, mostramos nas figuras 6.6a (geometria

Hg/Ga) e 6.6b (Ga/Hg) a representação do espectro de transmissão (esta dependência an-

gular fornece informações complementares sobre as caracteŕısticas ressonantes dos fônons

na estrutura de multicamadas quasiperiódica), como uma função de sin2(θ) para um

valor fixo da freqüência ω = 1.0 MHz para a décima primeira geração da seqüência

quasiperiódica de Fibonacci. Analisando a figura 6.6a notamos o claro surgimento de

regiões de ”stop band”para os seguintes valores 0.0 < sin2(θ) < 0.1, 0.32 < sin2(θ) < 0.46

e 0.65 < sin2(θ) < 0.79. Por outro lado, na figura 6.6b vemos uma enorme região de “stop

band”no intervalo 0.27 < sin2(θ) < 1.0, sugerindo que a partir deste valor a estrutura fica

totalmente impenetrável (para ω = 1 MHz). Isto está intimamente ligado a difração de

Bragg.

Para investigar a dependência angular do espectro de transmissão com a freqüência ω,

mostramos respectivamente para o ângulo de incidência θ = 45◦ nas figuras 6.7a e 6.7b

a distribuição de “stop bands”de freqüências como uma função do número de geração de

Fibonacci N e a dependência do fator de localização em relação a freqüência.

No estudo teórico do nosso modelo, constatamos que a incidência da onda elástica

em nossa estrutura (Hg/Ga) a baixos ângulos ( θ < 15◦) não provocou alterações acen-

tuadas no espectro de transmissão (conseqüentemente nos demais resultados). Porém,

para ângulos acima de 30◦ (como está representado nas figuras 6.7a e 6.7b), notamos um

aumento nas larguras dos “stop bands”para cada número de geração, bem como, uma

desordem do sistema comprovada pela figura 6.7b com o deslocamento dos picos máximos

do fator de localização. No entanto, analisando as figuras 6.8a e 6.8b que representam

respectivamente os mesmos espectros vistos anteriormente (figuras 6.7a e 6.7b), só que

agora, considerando θ = 15◦ e levando-se em conta a geometria Ga/Hg, notamos que a

estrutura Ga/Hg é mais senśıvel a uma mudança no ângulo de incidência em comparação
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com a geometria Hg/Ga. Além disso, verificamos na figura 6.8a uma pequena variação

nas faixas de “stop bands”sendo que não existe alteração na largura das faixas em torno

da freqüência ω = 4 MHz.

Constatamos também na figura 6.8b um aumento considerável dos picos máximos

para o fator de localização, indicando uma maior sensibilidade a uma pequena mudança

no ângulo de incidência (fato este que não ocorre com a estrutura Hg/Ga).

Finalizando nossa análise, descrevemos na figura 6.9 o espectro de localização para

a décima primeira geração da seqüência quesiperiódica de Fibonacci para θ = 15◦, con-

siderando a estrutura Ga/Hg (linha pontilhada) e a estrutura Hg/Ga (linha cheia). Como

esperado a geometria Ga/Hg possue número maior de “passbands”bem como, uma maior

desordem evidenciada pela posição dos picos máximos do fator de localização.

Esperamos que nossos resultados de alguma forma contribuam a literatura já existente

no sentido de enriquecer trabalhos futuros na área.
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(a)
 

(b)
 

(c)
 

Figura 6.2: (a) Espectro de trsnsmissão do fônon acústico para uma estrutura fonônica de

multicamadas quasiperiódica de Fibonacci considerando a geometria Hg/Ga para a incidência

normal (θ = 0) na sétima geração da seqüência de Fibonacci. (b) O mesmo que em (a), só que

agora na nona geração de Fibonacci. (c) O mesmo que em (a), considerando a décima primeira

geração de Fibonacci.
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(a)
 

(b)
 

(c)
 

Figura 6.3: (a) Espectro de trsnsmissão do fônon acústico para uma estrutura fonônica de

multicamadas quasiperiódica de Fibonacci considerando a geometria Ga/Hg para a incidência

normal (θ = 0) na sétima geração da seqüência de Fibonacci. (b) O mesmo que em (a), só que

agora na nona geração de Fibonacci. (c) O mesmo que em (a), considerando a décima primeira

geração de Fibonacci.
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(a)

 

(b)

 
Figura 6.4: (a) Distribuição de “stop bands”de freqüências para a transmissão do fônon acústico

como uma função do número de geração quasiperiódica de Fibonacci N considerando a geometria

Hg/Ga. (b) O mesmo que em (a), só que agora, considerando a geometria Ga/Hg.
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(a)

 

(b)

 
Figura 6.5: (a) Fator de localização para várias gerações da seqüência de Fibonacci considerando

a geometria Hg/Ga. A linha cheia representa a sétima geração, enquanto que a linha pontilhada

representa a nona geração e a pontilhada e tracejada representa a décima primeira geração do

número de Fibonacci. (b) O mesmo que em (a), só que agora, considerando a geometria Ga/Hg.
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(a)
 

(b)
 

Figura 6.6: (a) Espectro de transmissão para a décima primeira geração da estrutura de fi-

bonacci(considerando a geometria Hg/Ga) como uma função de sin2(θ), para um valor fixo da

freqüência ω = 1.0MHz. (b) O mesmo que em (a), só que agora, considerando a geometria

Ga/Hg.
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(a)

 

(b)

 
Figura 6.7: (a) Distribuição de “stop bands”de freqüências para a transmissão do fônon acústico

como uma função do número de geração quasiperiódica de Fibonacci N considerando a geometria

Hg/Ga e incidência obĺıqua (ω = 45◦). (b) Fator de localização para várias gerações da seqüência

de Fibonacci considerando a geometria Hg/Ga e incidência obĺıqua (ω = 45◦). A linha cheia

representa a sétima geração, enquanto que a linha pontilhada representa a nona geração e a

pontilhada e tracejada representa a décima primeira geração do número de Fibonacci.
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(a)

 

(b)

 
Figura 6.8: (a) O mesmo que em (6.7a), só que agora, considerando a geometria Ga/Hg e

o ângulo de incidência θ = 15◦. (b) O mesmo que em (6.7b), só que agora, considerando a

geometria Ga/Hg e o ângulo de incidência θ = 15◦.
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Figura 6.9: Fator de localização para várias gerações da seqüência de Fibonacci, con-

siderando as duas geometrias Hg/Ga (linha cheia) e Ga/Hg (linha pontilhada) e a in-

cidência obĺıqua (teta=15). .

6.5 Conclusões.

Em resumo, descrevemos o espectro de transmissão para os fônons acústicos

propagando-se em uma estrutura fonônica quasiperiódica de Fibonacci composta por

dois ĺıquidos metálicos (Hg) e (Ga). A dinâmica dos fônons é descrita pelas equações

diferenciais acopladas dentro do modelo de aproximação do campo estático. Mostramos

que a super-rede quasiperiódica funciona com um filtro para fônons nas regiões de “stop

bands”, como foi indicado nas figuras 6.2, 6.3 e 6.4. Aumentando o número de geração

de Fibonacci (em prinćıpio a partir da sétima geração), mais fônons em uma camada

(digamos a camada A) param nas bandas, criando novos stop bands como pode ser visto

na figura 6.4.

O espectro de transmissão, sugere fortemente a possibilidade de se construir melhores

dispositivos atuando na região de MHz. Podemos ajustar a freqüência do fônon e a

largura dos seus “stop bands”alterando os materiais constituintes, isto é, mudando o
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“mismatch”(desacordo) entre as camadas constituintes (por exemplo, substituindo ĺıquido

metálico por outro material ĺıquido). Além disso, a nitidez do espectro de transmissão

para a estrutura de multicamadas de Fibonacci, poderia ser utilizada para gerar ou de-

tectar fônons de alta freqüência termicamente excitados. Experimentalmente, fônons ou

o ultra-som são geralmente lançados na forma de um pulso ou pacote de ondas planas

monocromáticas estudadas teoricamente.

Assim para uma verificação experimental dos espectros de transmissão previstos e

mostrados aqui, é importante analisar o comportamento de pulsos ou pacotes de fônons

que são fônons em intervalos finitos de freqüências (incluindo uma freqüência ressonante)

e não a de uma única freqüência do fônon.

Outra possibilidade para verificar nossos resultados é usar um método de pulso de luz

de picosegundos ou a técnica de imagens de ultra-som. Para os nossos resultados, con-

clúımos que a estrutura quasiperiódica formada pelos matérias Ga/Hg deram resultados

mais satisfatórios do ponto de vista da aplicabilidade na construção de filtros. por duas

razões:

1) A estrutura Ga/Hg apresenta um número maior de “stop bands”nas mesma região

de freqüências em relação a geometria Hg/Ga.

2) A estrutura Ga/Hg é mais senśıvel a uma variação do ângulo de incidência da onda

elástica.

Esperamos que nossos resultados possam abrir uma perspectiva adicional para os

dispositivos fonônicos explorando as propriedades dos band gaps fonônicos.
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CAPÍTULO 7

Conclusões e Perspectivas

Neste capitulo, fazemos um resumo geral dos trabalhos cient́ıficos originais desta tese

de doutorado, bem como a discussão dos principais resultados encontrados para cada

modelo e as perspectivas futuras.

No Capitulo 3 [21], apresentamos uma teoria geral para a propagação dos fônons

acústicos confinados em super-redes fonônicas periódicas e quasiperiódicas obedecendo à

seqüência de Fibonacci levando em conta a influência piezoelétrica (strain) dos nitretos

AlN e GaN envolvidos. Utilizamos o material isolante SiO2 como um dos constituintes da

super-rede. Além disso, consideramos as duas estruturas cristalinas dos nitretos a saber:

cúbicas tipo zinc-blende e hexagonal tipo würtizite. O nosso resultado teórico fornece a

relação de dispersão para os modos de volume e de superf́ıcie, encontrados nos sistemas

cúbico e hexagonal respectivamente. Com efeito, uma vez que a matriz transferência T

foi obtida nos dois casos para a seqüência de Fibonacci, todo o espectro de geração foi

obtido sem problemas. Mostramos os espectros dos fônons acústicos confinados em es-

truturas cristalinas cúbicas e hexagonais, considerando o efeito piezoelétrico no sistema

e comparando tais espectros com aqueles obtidos para o mesmo sistema sem a influência

piezoelétrica. Fizemos ainda uma análise das leis de escala das bandas de volume do

espectro de fônons acústicos nas super-redes periódicas e quasiperiódicas. Mostramos que

a medida que o número da geração de cada sequência aumenta, as bandas de volume

se tornam mais e mais limitadas, indicando uma forte localização, e no limite N � 1

estas bandas formam um conjunto de Cantor. Além disso, a largura total de bandas
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permitidas, para um valor fixo de qxa, obedece a uma lei de escala cujo expoente nâo

possui dependência com o vetor de onda adimensional na direção x qxa. O comportamen-

to deste expoente pode prontamente indentificar a sequência quasiperiódica em questão,

como também pode ser interpretado como uma medida da localização da excitação. Os

principais resultados teóricos encontrados no capitulo 3, foram:

a) Para o espectro dos fônons acústicos confinados nas estruturas cúbicas, observou-se

uma acentuada curvatura dos espectros em relação aqueles sem strain, o que nos leva

a concluir que as excitações sobre a influência piezoelétrca são confinadas com energias

maiores em comparação com as excitações sem influência do strain.

b) Para o espectro dos fônons acústicos confinados nas estruturas hexagonais, observou-se

além de uma acentuada curvatura dos espectros, um afastamento das bandas para maiores

valores de freqüências. Pontanto as excitações neste tipo de estrutura são confinadas com

valores ainda maiores de energia.

c) Podemos ainda observar, que o gráfico log-log obtido da soma das espessuras das

bandas permitidas nos espectros de energia em função do número de Fibonacci tem uma

caracteŕıstica linear. Sendo assim, podemos inferir que a influência piezoelétrica não “que-

bra”a fractalidade dos sistemas.

d) Desconsiderando a influência do strain, podemos observar que os espectros de ban-

das tanto para simetria cúbica como para hexagonal são os mesmos. Isto se deve porque

em nossos cálculos consideramos apenas a função dielétrica transversal εxx = εyy ou seja,

estamos apenas considerando as propriedades no plano xy.

e) Considerando os gráficos log-log tanto para as estruturas cúbicas como para hexago-

nais, nota-se que os coeficientes de localização nas leis de escala possuem variação apenas

na segunda casa decimal indicando a independência deste coeficiente com o vetor de onda

qxa [65].
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No capitulo 4 [22], investigamos a propagação dos fônons acústicos na super-rede

quasiperiódica fonônica de Fibonacci composta pelos nitretos GaN e AlN. Consideramos

suas propriedades piezoelétricas expressas pelo tensor piezoelétrico de terceira ordem ex4

(simetria cúbica) e ex5 (simetria hexagonal), que surgem na construção das equações difer-

enciais acopladas para cada tipo de simetria. A solução de interesse para o nosso modelo, é

aquela que caracteriza as propriedades elásticas e eletromagnéticas, solução esta, atribúıda

ao par (uy, φ). Usando tais soluções, foi posśıvel construir a matriz transferência para

a geometria AlN/GaN, usando-se as condições de contorno elásticas e eletromagnéticas

nas interfaces da estrutura. Fazendo-se considerações sobre as amplitudes dos campos de

entrada e sáıda na super-rede, podemos escrever a matriz transmitância, que para este

modelo, tem dimensão 4x4. Os resultados teóricos fornecem basicamente os espectros

de transmissão da onda acústica para ambos os tipos de simetria (cúbica e hexagonal),

considerando-se incidências normal e obĺıqua do vetor de onda na estrutura de multi-

camadas periódicas e quasiperiódicas. Os principais resultados obtidos no capitulo 4,

foram:

a) Em todos os resultados mostrados, observamos regiões de freqüências proibidas para

a propagação dos fônons acústicos (”stop bands”) na estrutura quasiperiódica.

b) O modelo é 3D, ou seja, consideramos nos cálculos anaĺıticos a função dielétrica

transversal εzz diferente da componente εyy.

c) O espectros para incidência normal (θ = 0), apresentam curiosas regiões de

freqüências que repeten-se em escala (a cada geração impar), para os dois tipos de simetria

(cúbica e hexagonal), caracterizando uma importante auto-similaridade do espectro.

d) O importante fenômeno analisado em (c) simplesmente desaparece, quando consid-

eramos a incidência obĺıqua (isto se deve a reflexão de Bragg).

e) A simetria cúbica apresenta um maior número de “stop bands”para qualquer ângulo

de incidência em relação a simetria hexagonal.

No capitulo 5 [23], desenvolvemos o modelo teórico para as vibrações elásticas
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no interior das estruturas periódicas e quasiperiódicas fonônicas de Fibonacci do tipo

sólido/ĺıquido, na qual representamos a camada sólida (com simetria cúbica) pelo cristal

de quartzo e a camada ĺıquida pelo argônio (Ar). O cálculo das vibrações na estrutura

sólida foi realizado considerando a equação dinâmica para meios elásticos, que possuem

certa simetria. Já as vibrações elásticas na camada ĺıquida foram descritas pela teoria

clássica da elasticidade, resolvendo a equação de Euler da fluido dinâmica. Não consider-

amos nos cálculos anaĺıticos a influencia piezoelétrica do quartzo (simplificando o nosso

modelo). Sendo assim, as condições de contorno nas interfaces da estrutura são de caráter

puramente elásticas, envolvendo as soluções ux e uz (a componete uy=0 devido a ausência

de cisalhamento do ĺıquido) em ambas as camadas da super-rede. Novamente a matriz

transferência é obtida das condições de contorno e conseqüentemente a matriz transmis-

sividade (matriz de ordem 4). Os nossos resultados teóricos obtidos com este modelo são

basicamente os espectros de transmissão do fônon acústico (para a incidência normal e

obĺıqua), distribuição de “stop bands”para várias gerações do número de Fibonacci, e es-

tudo dos expoentes de Lyapunov através do fator de localização. Os principais resultados

obtidos no capitulo 5, foram:

a) Em todos os resultados mostrados, observamos regiões de freqüências proibidas para

a propagação dos fônons acústicos (“stop bands”) na estrutura quasiperiódica.

b) Os espectros quasiperiódicos apresentam regiões de “passbands”.

c) Os “stop bands”surgem drasticamente para pequenos valores do ângulo de in-

cidência.

d) O número de “stop bands”parece aumentar de acordo com o número de Fibonacci

(a partir da sétima geração).

No caṕıtulo 6 [24], resolvemos a equação de Euler da fluido-dinâmica no volume da

célula unitária ĺıquida composta dos ĺıquidos metálicos Hg e Ga (na temperatura ambi-

ente) que compõem a nossa super-rede periódica e quasiperiódica de Fibonacci. Como foi

dito acima, desenvolvemos os cálculos anaĺıticos com o objetivo de obter a matriz trans-

ferência (neste caso 2x2) calculada com o auxilio das condições de fronteiras elásticas nas

interfaces da estrutura ĺıquido/ĺıquido. Esta matriz relaciona as amplitudes dos campos

133



elásticos presentes no meio ĺıquido (Hg) com aqueles presentes no meio ĺıquido (Ga), e

portanto todas as informações elásticas que se propagam através da super-rede é descrita

ela. Os resultados obtidos neste caso são constitúıdos dos espectros de transmissão para

os dois tipos de geometria Hg/Ga e Ga/Hg, bem como, a distribuição de “stop bands”para

diversas gerações do número de Fibonacci. Os expoentes de Lyapunov representados pelo

fator de localização foram obtidos e discutidos. Os principais resultados do caṕıtulo 6,

são:

a) A presença dos “stop bands”é confirmada em todos os espectros para as geometrias

Hg/Ga e Ga/Hg.

b) Neste modelo, os “stop bands”surgem para baixas gerações (a partir da quinta) de

Fibonacci.

c) A geometria Ga/Hg é mais senśıvel a uma mudança no ângulo de incidência do que

Hg/Ga.

d) A geometria Ga/Hg apresentou um maior número de “stop bands”bem com, de

“passbands”em relação a estrutura Hg/Ga.

e) O crescimento quasiperiódico da geometria Ga/Hg é mais desordenado que da

Hg/Ga.

Finalmente, algumas perspectivas para futuros trabalhos são:

a) Considerar outros tipos de seqüências quasiperiódicas.

b) Considerar outros tipos de materiais e isolantes acústicos como poĺımeros (através

de outros modelos matemáticos) e etc.

c) Estudar os efeitos de camadas piezoelétricas em estruturas do tipo sólido/ĺıquido.

d) Considerar os aspectos térmicos das vibrações elásticas nas super-redes do tipo

ĺıquido/ĺıquido e sólido/ĺıquido.
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Abstract. We study the acoustic-phonon spectra in periodic and quasiperiodic (Fibonacci type) superlat-
tices made up from III–V nitride materials (GaN) intercalated by sapphire (Al2O3). Due to the misalign-
ments between the sapphire and the GaN layers that can lead to threading dislocation densities as high as
108−1010 cm−1, and a significant lattice mismatch (∼14%), the phonon dynamics is described beyond the
continuum elastic model using coupled elastic and electromagnetic equations, stressing the importance of
the piezoelectric polarization field in a strained condition. We use a transfer-matrix treatment to simplify
the algebra, which would be otherwise quite complicated, allowing a neat analytical expressions for the
phonon dispersion relation. Furthermore, a quantitative analysis of the localization and magnitude of the
allowed band widths in the phonon’s spectra, as well as their scale law and the parametric spectrum of
singularities f(α), are presented and discussed.

PACS. 63.20.Pw Localized modes – 63.22.+m Phonons or vibrational states in low-dimensional structures
and nanoscale materials – 68.65.Cd Superlattices – 71.55.Eq III-V semiconductors

1 Introduction

The III–V nitride materials, such as GaN, display impor-
tant piezoelectric polarization fields in a strained condi-
tion and can crystallize in both hexagonal wurtzite or cu-
bic zinc-blend structures [1]. The wurtzite crystals have
a different unit cell structure (four atoms per unit cell
with nine optical and three acoustic phonons for a given
wavevector), as well as a lower symmetry when com-
pared to the cubic zinc-blende counterpart, leading to a
different carrier-phonon interaction. Although significant
advances in growth, doping, and device applications of
group III–V nitride materials have been achieved with
their stable wurtzite hexagonal phase, less progress has
been made with their metastable zinc-blend cubic struc-
ture. However, devices with a zinc-blend structure would
have considerable advantages. This is particularly true for
GaN due to its higher saturated electron drift velocity,
easy cleavage, and lower band energy [2,3]. Also cubic ni-
trides are expected to have higher mobility, due to the
decrease of the phonon number for the higher symme-
try structure. Therefore, information on the vibrational

a e-mail: eudenilson@dfte.ufrn.br

properties of both structures (hexagonal and cubic) are
strongly desirable.

The hexagonal wurtzite structures are uniaxial crys-
tals with the optical axis coinciding with the Cartesian
z-axis, which is perpendicular to the hexagons (forming
the xy-plane). On the contrary to their hexagonal counter-
parts, the cubic structures can be grown free from modu-
lation due to spontaneous polarization and strain-induced
piezoelectric fields. The spatial separation of the carriers
wave function, induced by the quantum-confined Stark ef-
fect in the hexagonal phase, is avoided in the cubic struc-
ture [4].

On the other hand, the discovery of quasiperiodic
structures has fired up a new field of condensed-matter
physics and given rise to many practical application (for
an up to date review of this field see Refs. [5,6]). For exam-
ple, the multiwavelength second-harmonic generation [7]
and the direct third-harmonic generation [8] have been
realized in a Fibonacci superlattice. In the field of pho-
tonic crystals, the complete photonic band gap in 12-fold
symmetric quasicrystals has been recently reported [9].

It is our aim in this work to investigate the acoustic-
phonon spectra in multilayer structures composed of
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Abstract. We study the acoustic-phonon transmission spectra in periodic and quasiperiodic (Fibonacci
type) superlattices made up from the III-V nitride materials AlN and GaN. The phonon dynamics is
described by a coupled elastic and electromagnetic equations within the static field approximation model,
stressing the importance of the piezoelectric polarization field in a strained condition. We use a transfer-
matrix treatment to simplify the algebra, which would be otherwise quite complicated, allowing a neat
analytical expressions for the phonon transmission coefficients. Numerical results, for the normal incidence
case, show a strike self-similar pattern for both hexagonal (class 6 mm) and cubic symmetries crystalizations
of the nitrides.

PACS. 63.20.Dj Phonon states and bands, normal modes, and phonon dispersion – 63.22.+m Phonons
or vibrational states in low-dimensional structures and nanoscale materials – 77.65.-j Piezoelectricity and
electromechanical effects

1 Introduction

The study of phononic crystals, which are periodic com-
posite materials with lattice spacings comparable to the
acoustic wavelength, has received increasing attention
during the last decade driven by acoustoelectronic devices
in modern communication systems (for an up to date re-
view see [1]). They ultimately offer control of the propa-
gation of acoustic or elastic waves on a wavelength scale,
being the acoustic analogues of photonic crystals for the
case of optical and electromagnetic waves. They consist
of two- or three-dimensional periodic arrangements of two
materials with differing elastic constants that can give rise
to absolute acoustic stop bands under well-chosen geomet-
rical conditions.

These composite materials can exhibit several inter-
esting acoustic phonons physical properties, such as their
possible role in sound filters, transducer design and acous-
tic mirrors, to cite just a few [2]. Besides, layered compos-
ites may support novel types of waves, with specific fre-
quency dependence not found in homogeneous substrates,
an old subject of solid state physics [3].

It is clear, on general grounds, that in a specimen
consisting of alternate layers of thickness da of material
A and thickness db of material B, the periodicity pro-
duces a Brillouin zone boundary at reciprocal wavevector

a e-mail: eudenilson@dfte.ufrn.br

Q = π/(da + db). One effect of this zone boundary is that
the acoustic phonon dispersion curve becomes folded to a
zig-zag within the first Brillouin zone, yielding frequency
gaps (i.e. stop bands) in the phonon dispersion relation,
thus allowing a phonon-filtering action in the stop bands.
As typical values of the layers thicknesses are 20 nm, the
Brillouin zone edge at Q/2π = [2(da + db)]−1 occurs at
around 105 cm−1, meaning that a significant fraction of
the Brillouin zone is accessible to inelastic light scattering
techniques. Indeed, it was recently proposed hypersonic
phononic crystals to control the emission and propagation
of high frequency phonons by using interference lithog-
raphy, whose direct measurement of their phononic band
structure is possible via Brillouin light scattering [4].

Phononic devices based on piezoelectric materials
are attractive since they are extensively used as radio-
frequency filters in wireless telecommunication systems:
the integration of a phononic band gap structure to such
devices would enhance their characteristics and widen
their application range. From a fundamental point of
view, piezoelectric phononic crystals enable experiments
in which the sources and detectors of acoustic waves can be
embedded with the phononic crystal itself [5]. The strong
anisotropy of acoustic wave propagation inherent to piezo-
electric materials, combined with the mixing of shear and
longitudinal polarizations, strongly affect wave scattering,
opening up further prospects for designing a generation of
phononic-crystal-based acoustic signal processing devices.
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We study the acoustic-phonon transmission spectra in quasiperiodic (Fibonacci type) superlattices
made up from the solid crystal quartz and the liquid Ar. The phonon dynamics is described by
a coupled elastic equations within the static field approximation model. We use a transfer-matrix
treatment to simplify the algebra, which would be otherwise quite complicated, allowing a neat
analytical expressions for the phonon transmission coefficients. Numerical results, for the normal
and oblique incidence cases, are presented and discussed for both the transmittance spectra as
well as the localization factor derived from the Lyapunov exponent, showing that the quasiperiodic
superlattice acts as a filter for the phonon’s transmission spectra.

PACS numbers: 43.20.+g; 43.40.+s; 63.20.Dj; 63.22.+m; 77.65.-j

I. INTRODUCTION

As a result of recent advances in fabrication techniques, multilayered systems of impressive quality are now syn-
thesized from thin films composed of a wide variety of crystals. They form an intriguing new class of materials, in
that their macroscopic properties are subject to design or control by varying the thickness or composition of the
constituent films. In fact, some of these properties may be unique to the multilayer structure, providing a new way
to reveal novel features of such structure (for a review see Ref. [1]).

In addition to the electronic and optical properties of these multilayered systems, there is recently a growth interest
to study also their vibrational properties, with various stacking order such as the periodic, quasiperiodic and random
one, been investigated both theoretically and experimentally [2–5]. For instance, implementation of acoustoelectronic
devices in modern communication systems requires tight confinement of light and sound wave, which strong alter their
Brillouin scattering characteristics [6]. Besides, Bragg reflection occurs when the periodicity matches their wavelength,
yielding frequency gaps (i.e. stop bands) in the phonon dispersion relation. Thus, they exhibit a filtering action on
phonons in the stop bands leading the allowed frequencies to fall into continuous bands separated by forbidden gaps.

Although band structure is practically the signature of solid state physics, as it is well known using a quantum
approach for the energy spectrum of electrons in periodic potentials [7], the same phenomenon occurs, in principle,
for mechanical, acoustical, electromagnetic, and even oceanographic waves. For instance, the existence of forbidden
frequency regions for light propagation and optical emission resulting from the Bragg scattering of electromagnetic
waves in solid crystals, the so-called photonic band gaps, have permitted quite a number of analogies with the
electronic properties of semiconductor physics. The microstructuring techniques of high quality optical materials
available nowadays yield to a remarkable flexibility in the fabrication of these so-called photonic crystals, resulting
in the tailoring of the electromagnetic dispersion relation and mode structure to suit almost any need, opening new
perspectives for both fundamental and practical interest [8–10].

The analogy between photons and phonons suggests the consideration of periodic elastic composites of two or more
vibrating materials, called phononic crystals or phononic lattices. By appropriate modulation of the elastic properties
in the constituent materials, forbidden frequency gaps (acoustic stop bands) extending throughout the Brillouin zone
can also be realized. A possible application of such phononic crystals is designing phonon filters or heat insulators,
which selectively reflect phonons in desirable frequency ranges, as well as a variety of phonon optics and acoustic
devices by using single- or multiple-superlattice structures [11–13].

To probe the acoustic band structure of these composites, ultrasound transmission experiments in both the bulk
and on the surface of the structures have been performed [14–17]. The dimension of the phononic crystals used
in the experiments is typically in the range of millimeters and a composite structure is made by drilling in a solid
substrate a periodic array of cylinders. The simplest structure should be the one with vacuum or air-filled cylindrical
holes. Intuitively, these holes should scatter acoustic waves strongly, and the transmission of ultrasound through the
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