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Resumo

Na presente tese investiga-se uma versao estendida da eletrodinamica quantica,
onde se introduz um termo de acoplamento axial renormalizavel nao invariante,
dando énfase a quebra dinamica das simetrias de Lorentz e CPT no setor de gauge
e a ambigiiidade no coeficiente do termo do tipo Chern-Simons, induzido através de
correcoes radiativas e outros métodos nao perturbativos. Aspectos da teoria efetiva
de Euler-Kockel-Heisenberg a temperatura finita também sao investigados a luz do

formalismo conhecido como Thermo Field Dynamics.
Palavras Chaves: QED, simetrias de Lorentz e CPT, correcoes radiativas, tem-
peratura finita, Thermo Field Dynamics

Area do conhecimento: 1.05.03.00-5, Fisica das Particulas Elementares e Cam-

pos.
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Abstract

In the present thesis it is investigated an extended version of quantum elec-
trodynamics where a renormalized non-invariant axial coupling term is introduced,
emphasizing the dynamic violation of the Lorentz and CPT symmetries in the gauge
sector of the theory as well as the ambiguity of the coeficient of the Chern-Simons-like
term, induced through radiative corrections and other non-perturbative methods.
Some aspects of the Euler-Kockel-Heisenber effective theory at finite temperature

have also been addressed in the context of the Thermo Field Dynamics formalism.
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Capitulo 1

Introducao

O Teorema CPT [1] afirma que se uma teoria de campo satisfaz os axiomas de:

1. localidade,

2. invariancia de Lorentz,

3. analiticidade das representacoes do grupo de Lorentz com rela¢ao aos parametros
de “boost”,

a transformacao CPT é uma simetria dessa teoria. Neste contexto, a invariancia
sobre o grupo de Lorentz constitui um axioma fundamental para a construgao con-
sistente de uma teoria quantica de campos relativistica, onde se inclui o modelo
padrao das particulas elementares.

Apesar de inimeros experimentos, nao ha, até o momento, evidéncias conclusivas
de que o axioma 2, acima citado, seja violado. No entanto, a possibilidade de que
a natureza apresente uma pequena violacao da simetria de Lorentz (e CPT) vem
sendo objeto de uma intensa atividade de pesquisa que, nos tltimos anos, envolveu
diversas areas da Fisica, da Optica Quantica a Fisica de Neutrinos.

A pergunta que se coloca é: em que medida a simetria de Lorentz, cerne da Teo-
ria da Relatividade Especial (Restrita) é, por alguma razao desconhecida, somente
aproximada?

Experimentos envolvendo Penning traps, espectroscopia de hidrogénio e anti-
hidrogénio, oscilagoes de mésons neutros, observacoes associadas a oscilagao de neu-
trinos, entre outros [2], tém procurado sinais mensurdveis que possam confirmar ou
impor limites aos parametros relacionados a uma possivel violacao da simetria de

Lorentz e/ou CPT.
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Vale lembrar que uma tal violacdo estaria associada a violacao do axioma 2 e,
por isso, nao deve interferir em propriedades mais fundamentais da teoria, tais como
a microcausalidade, a qual estd intimamente associada ao axioma 1.

Do ponto de vista teodrico, diferentes abordagens podem ser evocadas para se
estudar tal fenomeno. Um cendrio natural onde se verifica a violagdo da simetria
de Lorentz é encontrado em teorias a temperatura finita. Em linhas gerais, a in-
troducao de graus de liberdade térmicos em uma teoria quantica de campos modifica
as condigoes de contorno da teoria original (i.e., & temperatura zero), levando a uma
viola¢ao do axioma 2 [3]-[5].

Mesmo quando um tratamento covariante a temperatura finita é empregado [6],
a violacao da simetria de Lorentz pode ser constatada devido a presenca do quadri-
vetor velocidade do banho térmico (u), o qual atribui ao espago-tempo uma diregao
privilegiada. Uma discussao deste assunto, no contexto da teoria efetiva de Euler-
Kockel-Heisenberg (E-K-H) [7],[8], serd apresentada no préximo capitulo®, onde a
incorporagao da temperatura sera efetuada utilizando o formalismo de H. Umezawa,
conhecido como Thermo Field Dynamics (TFD) [14]-[15].

Neste formalismo, a média estatistica quantica de um observavel num certo en-
semble é identificada, em teoria quantica de campos, com o valor esperado do mesmo
num vacuo térmico. Assim, a temperatura é introduzida de primeiros principios,
através de uma transformacao de Bogoliubov nos estados de vacuo do sistema. No
Apéndice A, uma breve introdugao ao Formalismo TFD ¢ oferecida.

Um ponto crucial do estudo da teoria de E-K-H a temperatura finita reside no
tratamento consistente que deve ser empregado para se controlar os diferentes graus
de divergéncias intrinsecos a teoria. Com isso em mente, utilizaremos a regularizacao
analitica [16] para tratar o caso spinorial e, no caso escalar, mostraremos como a

prescrigdo de Pauli-Villars-Rayski (P-V-R) [17] permite uma abordagem mais ade-

*Para isso, utilizaremos a abordagem devido a V. Weisskopf [9], a qual estd apresentada de
maneira elegante no texto de V. B. Berestetskii et al [10]. Cabe aqui lembrar que a teoria de
E-K-H foi rederivada em 1951 por J. Schwinger usando o método das caracteristicas empregado,
em 1937, por V. Fock num contexto diferente [12]. A formulagdo de Schwinger, conhecida hoje
como o Método do Tempo-Préprio de Fock-Schwinger [13] (e esbogada no Apéndice B), servird de

base para as investigacoes do Capitulo 3.



Capitulo 1. Introducao 3

quada. De fato, como veremos, tais investigacoes serao de fundamental importancia
para que possamos trazer a lume uma resposta mais acertada a respeito da polémica
instaurada na literatura quanto a correta dependéncia da carga renormalizada com
relacdo a temperatura [18]-[23].

Na esteira destas discussoes, apresentaremos, na ultima secao do Capitulo 2,
uma discussao acerca do problema de perda de covariancia de Lorentz na teoria
de E-K-H a temperatura finita e de sua possivel restauracdo num regime de altas
temperaturas.

Um outro cendrio de interesse que sera tema da presente tese considera a in-
troducao de termos que violam explicitamente a simetria de Lorentz ja a nivel La-
grangiano [24]-[28|, sem afetar as demais propriedades estruturais da teoria.

No caso do Modelo Padrao das particulas elementares, uma construgao que
preserva a estrutura de gauge usual SU(3) x SU(2) x U(1) e é renormalizavel por
contagem de poténcias vem sendo estudada, abordando-se de maneira consistente a
fenomenologia associada a violagdo das simetrias de Lorentz e CPT. Nesta versao
estendida do Modelo Padrao, a energia e o momento sao conservados e os métodos
canonicos de quantizagdo sdo aplicaveis [2].

No que se refere ao setor da eletrodindmica quantica (QED), uma pequena con-
trovérsia foi criada em torno do problema da inducao de um termo do tipo Chern-
Simons [29] no setor do f6ton, gerado através de corregoes radiativas a partir do setor
fermionico devido a introdugdo de uma corrente axial [30]-[38]. De fato, alguns au-
tores mostraram que ao se adicionar um termo renormalizavel e nao invariante de
Lorentz, do tipo 9ily51, & Lagrangiana de um elétron na presenca de um campo

eletromagnéticoT, um termo (dO tlpO Chern—Simons)
,C S = —1(3 F A 1.1
C 2 /Le a1y, ( : )

é gerado através de corregoes radiativas [30]-[35].
Em (1.1), o coeficiente ¢, é um quadrivetor constante que seleciona uma diregao

preferencial no espago-tempo, violando assim as simetrias de Lorentz e CPT. Como

fOnde b, é um quadrivetor constante que seleciona uma direcao preferencial no espago-tempo

e 1) representa o campo de um elétron.
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conseqiiéncia, espera-se que a luz advinda de uma galédxia distante apresente um
efeito de birefringéncia [24] (i.e., rotagao entre os vetores de polarizagao da radiagao
eletromagnética). No entanto, dados observacionais impoem limites a tais efeitos e,

efetivamente, ¢, deve ser tomado como zero [24]-[25].

Outra importante caracteristica associada ao termo (1.1) consiste no fato do
mesmo nao ser invariante de gauge, uma vez que Lcg depende de A,. Por outro
lado, a integral quadridimensional de (1.1), isto é, a agdo, o é pois, sob uma tal
transformacao, Log muda a menos de uma derivada total. Como conseqiiéncia, as
equacoes de Fuler-Lagrange permanecem invariantes, mesmo com a adi¢ao do termo

do tipo Chern-Simons a densidade Lagrangiana total [39].

Do ponto de vista tedrico, a determinagao do coeficiente do termo induzido é,
como veremos, ambigua e necessita de condigoes fisicas subsidiarias para que este seja
fixado. Neste sentido, uma investigacao criteriosa dos aspectos estruturais da teoria,
em particular aqueles relacionados ao processo de renormalizacao, é de fundamental
importancia para uma compreensao mais aguda do assunto. Este sera, portanto, o

objetivo que norteard toda a segunda parte da tese, a partir do terceiro capitulo.

Mais especificamente, serd apresentado no Capitulo 3 o cdlculo do coeficiente do
termo induzido do tipo Chern-Simons (c,,), usando o formalismo do tempo-préprio
de Fock-Schwinger [11],[12], onde a ambigiiidade na determinacao do coeficiente sera
explicitada. Neste célculo, seguiremos a abordagem de J. M. Chung e B. K. Chung
[35]. Contudo, existem inconsisténcias técnicas neste tratamento, as quais serao

evidenciadas e discutidas.

Com o intuito de investigarmos o problema da geracao dinamica de um termo
do tipo (1.1) sob um ponto de vista alternativo, apresentaremos, no Capitulo 4, um
estudo candnico da QED estendida a 1-Loop. Como ponto de partida, efetuaremos o
célculo, em segunda ordem na constante de acoplamento, do tensor de polarizagao do
vacuo da QED estendida, levando-se em conta a soma correta de graficos préprios.
A fim de que apenas contribuicoes lineares no parametro de quebra comparecam
ordem a ordem, o conjunto de diagramas préprios a ser considerado deve incluir o

grafico contendo uma inser¢ao do tipo ¥iliys1) para cada linha fermidnica interna.
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Este procedimento nao vem sendo adotado na literatura e, conforme veremos, é de
fundamental importancia para que a analise do coeficiente induzido e da geracao de
massa seja consistente.

Os diferentes graus de divergéncias do tensor de polarizacao do vacuo serao regu-
larizados segundo a prescri¢ao de Pauli-Villars-Rayski (P-V-R) [17], a qual preserva,
por construcao, a simetria de gauge da teoria. Como no caso da anomalia Axial ou
ABJ [40]-[45] e da QEDoy; [46], as quantidades calculadas a partir deste objeto
apresentarao ambigiiidades advindas do processo de regularizacao e serao fixadas
somente com a ajuda de um vinculo fisico.

Desta forma, a partir da Equagao de Schwinger-Dyson [47], o propagador fotonico
da teoria estendida sera obtido, permitindo uma discussao a respeito de sua estrutura
singular, geracao de massa e inducao de termo de quebra. Tais andlises serao feitas
a luz de um breve estudo da teoria de Maxwell-Chern-Simons, onde o propagador
fotonico modificado é apresentado.

O problema relacionado a preservacao da invariancia de gauge da teoria, bem
com o estudo da renormalizacao da carga elétrica, constituem os objetos de estudo
das secoes finais desse capitulo. A esse respeito, veremos que condic¢oes subsididrias
sobre os coeficientes de P-V-R deverao ser impostas, a fim de que a simetria de gauge
da teoria original seja reestabelecida. Esta andlise sera determinante no estudo da
renormalizacao da carga.

No Capitulo 5, teceremos as consideragoes finais, incluindo uma discussao sobre
o tratamento perturbativo em segunda ordem no parametro de quebra, apontando

para perspectivas futuras, como fruto da presente investigacao.



Capitulo 2

A Violagao da Simetria de Lorentz como Efeito

da Temperatura

Como dito no capitulo anterior, um cendrio natural para se investigar uma possivel
violagao da simetria de Lorentz em extensoes do Modelo Padrao emerge do estudo
de teorias a temperatura finita, onde o quadrivetor velocidade do banho térmico
desempenha um papel similar aquele desempenhado pelo vetor constante b, numa
teoria estendida da QED a temperatura zero.

O objetivo do presente capitulo é apresentar um estudo que trata da imple-
mentacao de temperatura na teoria efetiva de Euler-Kockel-Heisenberg (E-K-H) para
o campo eletromagnético cldssico em interacao com campos de matéria, utilizando
o formalismo conhecido como Thermo Field Dynamics (TFD)* [23]. No entanto,
faremos antes um esboco da teoria a temperatura zero.

Como se sabe, a teoria efetiva de E-K-H pode ser vista como uma versao a baixas
energias da QED onde, por exemplo, fendmenos de autointeragao sao previstos clas-
sicamente (a nivel lagrangiano).

Apesar de ser possivel fornecer um tratamento covariante a esta teoria [10], [11],
problemas relacionados a violagao da simetria de Lorentz estao presentes, uma vez
que, por construgao, assumem-se condi¢oes demasiadamente restritivas, por exem-
plo, quanto a forma do vetor campo eletromagnético (fazendo-se necessario escolher
um referencial particular, onde os vetores campo elétrico, E, e campo magnético,

B, si@o paralelos).

*Uma breve introducao ao formalismo TFD é apresentada no Apendice A.
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Com a introducao de graus de liberdade térmicos, a teoria se torna ainda mais
problematica, uma vez que mesmo a sua covariancia fica comprometida, como discu-
tido na Introdugao. Como sera pontuado, os métodos usados para se construir uma
versao covariante da teoria a temperatura finita ndo sao mais aplicaveis devido a
presenga de novo parametro § = 1/KT (onde T é a temperatura do banho térmico
e K a constante de Boltzmann). Neste sentido, a violagao da simetria de Lorentz
emerge como um efeito direto da introducao da temperatura, patologia esta bem
conhecida na literatura [5].

Outro aspecto importante que sera discutido diz respeito a correta implementacao
do procedimento de regularizacao da teoria, que deve controlar de maneira consis-
tente divergéncias intrinsecas ao formalismo da Teoria Quantica de Campos, bem
como controlar ambigiiidades. Ao tratar os casos da QED spinorial e escalar, as van-
tagens de se utilizar a regulariza¢do analitica [16] ou a prescrigao de Pauli-Villars-
Rayski (P-V-R)[17] serdo evidenciadas. A luz destas discussoes, calcularemos a
Lagrangiana de E-K-H segundo a abordagem de Weisskopf [9], [10], discutindo o
problema de sua dependéncia logaritmica [18]-[22]; como veremos, uma resposta
definitiva serd apresentada [23].

Muitas destas questoes estao formalmente ligadas ao problema da violagao explicita
da simetria de Lorentz e CPT na QED estendida (a 7' = 0), e constituem tema dos

capitulos subseqiientes.

2.1 A Lagrangiana de Euler-Kockel-Heisenberg (E-K-H)

Efeitos quanticos, como o espalhamento féton-féton (Halpern), podem ser simulados
no ambito da teoria classica através da introducao de interagoes efetivas nao lineares.

Em 1935, Euler e Koeckel (E-K) [7] calcularam a se¢do de choque do espa-
lhamento Halpern e mostraram que, em segunda ordem na constante de estrutura
fina (a?), o elemento de matriz para tal espalhamento ¢ finito. Neste célculo, E-K
assumiram que a Hamiltoniana de matéria e de campo deveria ser substituida por
uma nova Hamiltoniana efetiva (nao linear) contendo apenas o campo de radiacao.

Num trabalho subseqiiente, Heisenberg e Euler [8] generalizaram o trabalho de
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E-K, encontrando uma Lagrangiana efetiva (em ordem de o?), induzida por um
campo externo estatico e homogeéneo, satisfazendo a condicao de nao producao de
pares reais.

Seguindo uma abordagem alternativa e utilizando-se da fisica de subtragoes,
Weisskopf [9] deu unidade aos trabalhos de Euler, Kockel e Heisenberg, fornecendo
uma detalhada discussao sobre a fisica envolvida em tais processos, em particular,
no que se refere & “renormalizacdo da carga elétrica” .

Para Weisskopf, a fenomenologia associada aos processos considerados por Euler,
Kockel e Heisenberg pode ser justificada intuitivamente pois, ao se considerar que
quanta de altas freqiiéncias podem ser absorvidos quando na presenca de um campo
eletromagnético externo, espera-se que os mesmos sofram efeitos de espalhamento,
reflexdo ou refragao, caso nao tenham energia suficiente para produzirem pares.

Pictoricamente, é como se o vacuo (dos campos de matéria), sob a a¢ado do campo
externo, adquirisse uma constante dielétrica diferente da unidade e isso fosse sentido
pelo foton.

Quando se efetua a quantizagao do campo elétron-pdsitron, a expressao para a

energia (associada & Hamiltoniana livre H) contém um termo constante infinito ¥

! 1)
p,o

fSurge entdo, pela primeira vez, a idéia de renormalizacio da carga.
iDe fato, como é conhecido na literatura (seguiremos a notagdo de [10]), a Hamiltoniana do

campo spinorial (que descreve o elétron) é, em segunda quantizagio, dada por

H = Z €pa (a;)raaPU o bPUb:)ro):
p,o

+ -~ i : (.
onde ep, = |e£,,,) |. Entretanto, essa ndo é uma forma desejdvel para H, e faz-se necessério reordenar
os operadores b’s. Usando as relagoes de anticomutagao entre os operadores de criagao e destruicao,

em particular,
{bpoab;o}+ =1,
segue que

H= Z €po (agaapg + b;,rabpa) + &0 .

p.o
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o qual é, usualmente, subtraido de H , de modo que os seus autovalores sejam finitos.

Em (2.1), ey = —eg:,) representa os niveis de energia associados aos modos de
freqiiéncia negativa das solucoes da equacao de Dirac.

Em principio, esta constante nao tem nenhum significado fisico imediato, visto
que a energia do vacuo é, por definicao, zero. Porém, devemos notar que, no caso
em que o sistema se encontra na presenca de um campo eletromagnético, os niveis
de energia do mesmo sofrem modificagoes, em particular os niveis e(;). Tais mo-
dificagoes sao finitas e importantes do ponto de vista fisico. Elas descrevem a de-
pendéncia do campo com relagao as propriedades do espaco e alteram as equagoes
do campo eletromagnético no vacuo, modificando a Lagrangiana que o descreve,
fato que se reflete nas equagoes de Maxwell para o campo eletromagético.

Por sua vez, a densidade Lagrangiana deve ser uma quantidade invariante re-
lativistica e, portanto, deve ser descrita em termos dos invariantes da teoria. No
caso do campo eletromagnético, os invariantes sao £? — H? e E - H e, como usual,
a densidade Lagrangiana é dada por

1

T8

Lo (E* - H?). (2.2)

Para derivarmos a Lagrangiana de E-K-H, iremos assumir que os campos E e H
variam tao lentamente no espaco e no tempo que podem ser tratados como sendo
uniformes e constantes. Para que isso seja possivel, é necessario que a freqiiéncia

(w) e o vetor de onda (k) caracteristicos satisfagam as desigualdades
w<<m, k| <<m, (2.3)

(onde m é a massa associada ao campo de matéria) o que implica em podermos
assumir que a Lagrangiana a ser obtida nao depende das derivadas dos campos.

Contudo, se estamos interessados em guiar nossa construgao utilizando nosso
conhecimento fisico, devemos também assumir que o campo elétrico é suficiente-
mente fraco para que nao haja producao de pares. Logo,

B << %2 (h=c=1). (2.4)
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Pode-se mostrar que, sob tais condigoes, a probabilidade de producao de pares é
exponencialmente pequena [10].

No caso em que existem tanto um campo magnético quanto um campo elétrico,
é possivel, em geral, escolher um referencial onde E e H sdo paralelos . Este refer-
encial serda usado nos calculos que se seguem, pois nos permite separar a influéncia
do campo magnético no movimento da carga na direcao de E. Devemos lembrar
que a condi¢ao (2.4) deve ser satisfeita neste referencial.

Em linhas gerais, a obtencao da Lagrangiana se da a partir do calculo do desvio
W' dos “niveis de energia do vdcuo”. Mais precisamente, W’ corresponde a mo-
dificacdo na “energia de ponto zero” (2.1), devido a presenca do campo. Para
calcularmos tal energia, devemos antes subtrair de (2.1) o valor médio da energia
potencial do elétron nos estados de energia negativa. Do ponto de vista fisico, tal
subtracao faz com que a carga do vacuo seja zero, por definicao.

Neste contexto, a energia de ponto zero na presenca do campo é dada por
« 0
=— ()] = (2 &) B3
=Tl =X [ i o 2.5

onde wl();) sao as solugoes de freqiiéncia negativa da equacao de Dirac no campo
considerado. Na expressao acima, estamos assumindo que a integracao se da sobre
um volume unitério, e que as fungoes de onda sao normalizadas & unidade. Portanto,
€o € a energia por unidade de volume.

De acordo com a discussao precedente, devemos subtrair de ¢y a quantidade

U= [ o o vy . (26)
P,0
onde ¢ = —E - r é o potencial escalar do campo uniforme. Esta expressao pode ser

$Utilizando as férmulas de trasformacao (sob Lorentz) dos campos E e H, constatamos que a

condicdo para que ambos os campos sejam paralelos (i.e., E x H = 0) é dada por

B(E* + H?)

1+p 7

onde 8 = v/c.
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ainda escrita, de maneira mais conveniente, como

U0:E2/w *8H d’x
- _E. Za|€pg

860
- E-o. (2.7)

Portanto, o desvio total sofrido pela densidade de energia do vacuo é

b (o g 90\ _ (. _g. %0
W' = (50 E 8E) (60 E aE)E:HZO. (28)

Podemos relacionar W’ & modificacio 6L na densidade Lagrangiana (L., =

Lo+ 6L) através da transformada de Legendre

W = Zq— — L, (2.9)

onde ¢ representa as “coordenadas generalizadas” do campo. No caso do campo
eletromagnético, teremos duas quantidades independentes, que sao os potenciais A
e ¢. Como

E=-A-Vy e H=VxA, (2.10)

A é a tnica “velocidade generalizada” que aparece explicitamente em L e, devido
a primeira expressao em (2.10), uma diferenciagao com relagao a A é equivalente a

uma com relagao a E. Logo, de (2.9) segue que

9(6L)
=E. — 2 — ) 2.11
W 5E (0L) (2.11)
Comparando (2.11) com (2.8), vemos que
oL = Eren — EQ = —[80 — (€Q)E:H:0], (212)

mostrando que JL pode ser calculada através de (2.1).
Para calcularmos 0L, iremos, primeiramente, nos restringir ao caso em que ha
somente campo magnético. Os niveis de energia “negativos” de um elétron (carga

e = —le| ) em um campo magnético uniforme e constante H, = —H sdo

—/m2+ (2n +1— o)le|H + p2, (2.13)
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onden =0,1,2,3... e 0 = £1.
Para calcularmos a soma sobre os momentos, usamos o fato de que a densidade

de estados é dada por
le| H dp.

or 21

(2.14)

Além disso, todos os niveis, exceto n = 0,0 = 1, sao duplamente degenerados, i.e.,

os niveis n,0 = —1 en + 1,0 = 1 sdo coincidentes. Assim,

—&p =

e|lH [T -
(|2lr)2 / {\/m+22 \/m2+2|e|Hn+p§}dpz- (2.15)
— 00 n=1

A divergéncia na integral acima é eliminada no célculo de 6L quando efetu-
amos a subtracao da mesma quando H = 0. Entretanto, para procedermos a esta

“renormalizagao”, é conveniente calcularmos antes a expressao convergente

b = — 8260
-~ (Om?)?
le|H e 2 2\—3/2 - 2 2\—3/2
& -0 n=1
le|H oo 2 2\—3/2 - 2 2\—3/2
T (m® +p2)™2 + 23 “(m” + 2le|Hn +p2) ™ ¢ dp.
0 n=1
le|H | 1 > 1
= — — +2 _— . 2.16
812 | m? * ; m? + 2|e|Hn (2.16)

Utilizando a representagao integral da fungao gama, escrevemos (2.16) como

2
8t Jo

H [*> -
n=0

A soma do termo entre colchetes em (2.17) se reduz aquele de uma progressao

geométrica e, portanto,

o |€|H ee —m?2p 2
b = — 871‘2 ; m —1 d77 (218)
H [~ 2
¢l e~ coth(le|Hn) dn (2.19)

TR 2
812 Jo
Para encontrarmos 0L, devemos integrar ® duas vezes com respeito a m? e, entao,

subtrair o valor da quantidade resultante quando H = 0. Efetuando a primeira
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integracao, encontramos

e|lH 2
/@ dm? = 8lr2 / / " coth(|e|Hn) dm? dn

le| H
= — g s coth(|e|H77) dn+C", (2.20)

onde C' é uma constante de integracao que depende de H, mas nao de m?. Efetuando

uma segunda integracdo a partir de (2.20), obtemos

H o —m2n
_%:Jd eﬁam@wmm+m+ﬁd, (2.21)
0

812
onde C” é uma nova constante de integracao, com a mesma dependéncia com relagao
a H e m que C'". Assim, para obtermos dL, substituimos (2.21) em (2.12), o que

nos da

e H [ e B 1 5
oL = se? ), dn p coth(|e|Hn) Te[Hn +O(H,H",...)

+ [C" = (C") o+ m*(C" = (C")g—0)] - (2.22)

Como estamos considerando um campo magnético fraco, desprezamos os termos

O(H, H?,...) no segundo membro do termo entre colchetes em (2.22). Assim,

2

0o ,—m?2n
M:—ég (el Hn coth(e|Hn) — 1) dy + e+ mPe . (2.23)
onde’
a = (C"=(C")n-0), (224)
¢ = (C'=(C)m-0)- (2.25)

Analisando a expressao (2.23), vemos que, em dL, as duas constantes ¢; e ¢y
sao divergentes e, portanto, faz-se necessario efetuarmos um processo de “renorma-
lizagdo”. Como mostraremos a seguir, isso pode ser feito a partir de consideragoes
de dimensao e paridade com respeito a H, haja vista que £, sendo uma funcao de

m e H, deve ser da forma

6L =m'f (%j) (2.26)

YNote que tanto ¢; quanto co dependem de H, mas nio de m.
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(pois, como estamos trabalhando em unidades onde ¢ = 1 e h = 1, 5L = [m?]

H = [m?]).

e

Com base nessas consideragoes, e devido a independéncia de (2.25) com relagdo
a m, concluimos que ¢y deve ser zero, ja que, segundo (2.26), ndo deve haver termos
fmpares em m? em 0L. O termo c¢; é dado pela condicao de que a expansao de
5L em poténcias de H? comeca com um termo em H* um termo em H? deverd
simplesmente alterar o coeficiente na Lagrangiana original £, = —H? /87 e isto deve,
essencialmente, significar uma mudanca na definicao do campo e, portanto, da carga.
Neste sentido, a eliminacao do termo em H? funciona como uma “renormaliza¢ao”

da carga. Para a referida renormalizacao, devemos escolher

H?e?  [® e
_ e e g 9.97
=g (2.27)

Esta escolha é justificada pelo fato de que na expansdao de 6L ha, ainda, um
termo proporcional & H? (que pode ser explicitado efetuando-se a expansio de (2.23)
para H — 0) igual a expressao (2.27), mas com sinal trocado. Portanto, como
discutido no paragrafo anterior, a escolha acima tem a finalidade de subtrair de 0L
tal dependéncia, deixando-a apenas proporcional a ordens superiores em H.

Finalmente, fazendo m?n — n em (2.23) e usando (2.27), obtemos

spo ML [Te
872 Jo 13

{=nb coth(bn) + 1 + %62772} dn, (2.28)
onde b = |e|H/m?.

Consideremos agora o caso em que, além do campo magnético H, existe um
campo elétrico E paralelo a H. Para obtermos a Lagrangiana 0L neste caso, usa-
remos um procedimento analogo aquele desenvolvido anteriormente. Mais precisa-
mente, partimos, primeiramente, do fato de que a presenca do campo magnético H
se reflete na massa da particula através da relagao: m — m+|e|H(2n+1—o0). Diante

disso, construimos uma nova quantidade ®, similar a (2.16) e que, por argumentos

de dimensao, é escrita genericamente como

8280

O(HE) = —

le|H Z Z F[(m? + |e|H(2n + 1+0)/|e|H]7 (2.20)

m2+ le|lH(2n+ 1+ o)
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onde F' é uma funcao desconhecida, que sera encontrada através da imposicao de
vinculos estruturais da teoria, tais como a invariancia relativistica e argumentos de
dimensionalidade.

Fatorando m? em (2.29) e usando a definigao de b, obtemos

b 2nb) /b
O(H,E) = 82{ (> 22 1i2nb/]}' (2.30)

Definindo agora a quantidade adimensional

e E
T om?

(2.31)

?

1

e introduzindo-a em (2.30) através de identidade aa™' = 1, resulta

b [(1+ 2nb)a/ab
o) — ()23 H Rl

b =\ F[(1+ 2nb)/al
- _@{ () Z 1+ 2nb } (2:32)

=1

onde modificamos funcionalmente F', para que o argumento da funcao sofra um

reescalonamento relativo a (a/b), ou seja,
F(a(a/b)a™!) — F(aa™), (2.33)

onde a representa os demais argumentos de F'.

A partir de (2.32), devemos notar que cada termo em ®(H, F) ja leva em conta a
soma sobre todos os niimeros quanticos, exceto n. Até o momento, F' é uma funcao
desconhecida. Para derivé-la, usaremos consideracoes de invariancia relativistica.
Resumidamente, exigiremos que ¢ seja uma fungdo dos invariantes (de Lorentz)

H? — E? e E - H, ou seja,
®(H,E) = f(H* - E* H-E). (2.34)
Note que, no caso em que H = 0, teremos
®(0, E) = f(—E?,0) = ®(iE,0). (2.35)
Portanto, a funcao ®(iF,0) pode ser obtida a partir de (2.19), fazendo H — iF

1 o0
B(iB,0) = = / e~ cot(n) dn. (2.36)
0
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Assim, F' é encontrada comparando-se esta expressio com o limite O(H — 0, F) de
(2.32).

A passagem do limite H — 0 em (2.32) pode ser efetuada através da mudanga
de variavel 2bn — x e da substituicao da soma sobre n por uma integracao sobre

dn = dx/2b,
B b [(1+2nb)/a]
®(H —0.£) = lm _W{ ( ) 22 1+ 2nb }

= o+hm—iz/ Md_

b—0 872 l+z 2b
1 [*F[(1+x)/d]
= —— ———dx. 2.
872 Jo 14z . (2:37)
Fazendo a substituicao
1
L (2.38)
a
segue que
1 [*F
®0,F) = —— W) a dy
82 1/a ay
L [*F(y)
—— —= dy. 2.39
82 1/a Yy Y ( )

Equacionando (2.36) e (2.39) e diferenciando a expressao resultante com respeito
a z = 1/a, concluimos que

F(az)

az

= —/ e™2%) p cot(n) dn. (2.40)
0

Antes de aplicarmos (2.40) em (2.32), devemos notar que

O(H,E) — _b_z{ﬁ(z) +2§:M}

82 | =z “—~ (14 2nb)z
> F[(1 + 2nb) )2 F(z)
= . 2.41
87r2 { Z 1+ 2nb)z z (241)

Agora, usando (2.40), reescrevemos o termo com somatéria em (2.41) como

o

F 1—|—27’Lb ] e —n(14+2nb)z
Z L+ onb): —2/ nX_; e n cot(n) dn

n=0 0

= _/000 e " 7 cot(n) {2
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Nesta expressao, identificando novamente o termo entre colchetes como a soma de

uma progressao geométrica, concluimos que

b 1 > 2
- - —1z o
O(H,E) = i e "™ n cot(n) { = 1} dn
L b [~
= —@5/0 e " n cot(n) coth(bnz) dn, (2.43)
onde utilizamos a identidade
2 h(0
o — 1 = coth(0). (2.44)

Substituindo nz = nm?/|e|E em (2.43) e fazendo a mudanca de varidvel n —

nle| E, obtemos

1 H [~ .
O(H,FE) = 2R e " |e| En cot(|e| En) coth(le|Hn) |e|E dn
0
1 o0

= 3= e ™ |e|Hny coth(|e| Hn) |e|E cot(|e|En) dn.  (2.45)
0

Para obtermos a Lagrangiana 0L, procederemos de forma analoga aquela desen-
volvida anteriormente (quando consideravamos apenas o campo magnético), ou seja,

integramos (2.45) duas vezes com relagao a m?. Como resultado, obtemos

—&) = //@(H,E)(dm2)2
1 21

oo —m

(S
= @ ), —p el BHn coth(le|Hn) cot(le| En) di

+ CO"+miC, (2.46)

onde C" e C” sao constantes de integracao.

Substituindo a expressao acima em (2.12), obtemos

1 [ —m?

"
L =——— dn ¢ {|e| Hn coth(|e|Hn) |e|En cot(|e| En) — 1} + ¢1 + m?cs,
0

(2.47)

773

onde, como no caso anterior, ja desprezamos os termos lineares em H e E, e defini-

mos

e = (C" = (C") o), (2.48)
e = (C' = (C") o). (2.49)



Capitulo 2. A Violacao da Simetria de Lorentz como Efeito da Temperatura 18

A Lagrangiana em (2.47) pode ainda ser escrita em termos das quantidades a
e b. Para isso, fazemos a seguinte mudanca de variavel no termo que estd sendo

integrado explicitamente: m?n — 7. Como resultado, teremos

m4 00 —

7
oL = 32 dn 677—3 {bn coth(bn) an cot(an) — 1} + ¢ + mes. (2.50)
0

Note que tanto ¢; como ¢y dependem de H e E, mas nio de m?. Como no caso

anterior, deveremos ter

5L =mf (H2 EQ)

i (2:51)
Portanto, aplicando a mesma analise feita anteriormente aos coeficientes c; e co,
concluimos que ¢y deve ser zero e que
(HQ _ E2)€2 /oo e "
oQ=-—-" — dn. 2.52
GO S 25
Conseqiientemente, substituindo esses resultados em (2.50), obtemos

o0 -

m4

0L = —g5 | dn e—3 {bn coth(bn) an cotg(an) — 1}
™ Jo n
(H? — E?)e? /°° 5 € "
-~ 7 —d
* 3x 82 1 n3 7
mt [ e Lo 9 9
= 33 i dn ra —bn coth(bn) an cotg(an) + 1 — 3 (a®—=0b") ¢ .
(2.53)
Os parametros a e b podem ainda ser escritos na forma dos invariantes
o =~ (F gy (7 -igyn, (254)
2m?
b = L (F rig) 4 (F—ig)), (2.55)
2m?
onde
Lo 2 ; 1 )2
}":5(H —FE), G=(H-E) e fizgzﬁ(HizE). (2.56)

Quando (2.53) é expressa em termos dos invariantes F e G, ela se torna valida
para qualquer referencial, e ndo somente para aquele onde H|E.
Esta densidade de Lagrangiana foi derivada pela primeira vez por V. Weisskopf

9] em 1936 a partir dos trabalhos de W. Heisenberg, H. Euler e B. Kockel [7]-[8].
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Em 1951, J. Schwinger apresentou uma deducao para a densidade (2.53) usando o
formalismo do tempo-proprio. Uma esboco comentado da primeira parte do artigo
de J. Schwinger constitui o Apéndice B (o qual servira de referencia para os calculos
do Capitulo 3).

Devemos ressaltar que a expressao acima obtida para 6L é valida somente se os
campos satisfazem as condigoes (2.3) e (2.4). Apesar desse fato nao aparecer explici-
tamente em (2.53), tais condi¢des podem ser percebidas notando que o integrando
em (2.53) contém pdlos em n = nn/a (n = 1,2...) e a integral, como escrita acima,
nao tem, rigorosamente falando, nenhum significado. Ela s6 ganha sentido quando
é usada para derivar os termos da série assintotica em poténcias de a, através da
expansao formal de cotga.

Por fim, cabe ressaltar que a correcao a Lagrangiana livre obtida acima é, de fato,
um resultado importante. Ela remove a linearidade das equacoes de Maxwell e, desta
forma, leva a efeitos que, a principio, sdo observaveis (por exemplo o espalhamento

féton-féton e o espalhamento Delbriick, bem como efeitos de birefringéncia).

2.2 A Teoria Efetiva de E-K-H a Temperatura Finita
2.2.1 O Caso Spinorial

Com o intuito de estudar os efeitos de temperatura na teoria de E-K-H, faremos
uso do formalismo conhecido como Thermo Field Dynamics (TFD) [14]-[15] (ver
Apéndice A). Em TFD, a temperatura é introduzida através de uma transformagao
de Bogoliubov nos estados de vacuo do sistema. No presente caso, para cada modo
(p,0), o estado de vacuo do campo elétron-pésitron num campo eletromagnético

externo se transforma como
10) = [0)g = (1 + ™) 72{|0), ® [0}, + e7*/%ala|0), @ bTB|0)s}, (2.57)

onde € representa os autovalores de energia do sistema e a e b sao operadores de

aniquilagao de campos auxiliares os quais agem em seus respectivos setores de vacuo

[49] (Iembrando que 5 =1/KT).
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Considerando o caso onde somente o campo magnético esta presente, a genera-

lizagdo térmica natural da expressao (2.1) é

(0[H[0)s = &f = epo{(Ola’al0)s + (0]b'b]0)5 — (0[1]0) 5}

po
- %; “po { 1+ iﬁepo 1+ el—ﬂepo } ’ (2:58)

onde, como em (2.13),
€po = VM2 + (2n+ 1 —0)|e|H + p2 (2.59)

sao os niveis de energia de um elétron com carga —|e| em um campo magnético
constante e uniforme H, = —H. Em (2.59), n =0,1,2,... e 0 = £1.

Devemos ainda enfatizar que a expressao acima, para a energia de ponto zero
térmica, foi obtida a partir do estado de va¢uo da TFD, expressao (2.57), o qual,
por construcao, leva em conta a interacao entre o campo fermionico e o reservatério
térmico a temperatura 7.

Agora, considerando a densidade de estados de momento

le| H dp.

2 2w

e o fato de que os valores da componente z do momento do elétron em (2.58) tendem

ao continuo, a energia de vacuo torna-se

€p (2’/’?)2 ; o P €no 1+ oBena 1+ o Bens [ ( . )

onde a mudanca de notagao p, — p foi efetuada. Note que, para T — 0, o resultado

esperado a temperatura zero, expressao (2.15), é obtido. Expandindo ambas as séries
geométricas entre chaves na expressao (2.60) e tomando o limite para um campo
magnético fraco,

0 I+1 )
R 2|e|H 3 (=)o dp e 1VrHm? )y 2
0 o 95 ) e ) [
1=1 oo 1 —e p2+m2

(2.61)

onde

__|elH >
0=~ (g ; - dpen (2.62)
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é a contribuicdo da energia de ponto-zero a qual, ao final, levard a densidade La-

grangiana de E-K-H térmica. No limite de campo fraco,

2 24/p* +m? [Ble|H 5(16)e|H)?
W ~ l 1 _ |2 | > + ( 2| | )2 , (263)
1 — eVo2im? B|6|H 2y/p*+m 12(p +m )

de tal forma que (2.61) torna-se

8le| Hm

82Ko(18m)
& = g )2 R s

2 0 5mye
10]e|*H2Bm 11, 0Ko(18m)  10[e|*H? &
s@nr 2=V 0 T 3@

+ (termo independente do campo magnetico)

(=) Ko(18m), (2.64)

=1 =1

onde

oo p e—lﬁ\/m
p —_—
0 \/p?+m?

é a funcao de Bessel modificada de ordem zero. De (2.64), é imediato mostrar que
(2.12) leva a

Ko(IBm) = (2.65)

ANel Hm2 & 9 2H2 © (—1)+1
5L =6Lp kom — ‘6‘727”2(*1)”%{0(55@* el Qﬁm ( ; K1 (16m)
T =1 T =1
5lelH? & 5le|2H2Bm,
+ ‘Z‘Tﬂ > (=1)Ko(18m) + % D> (=DM LKL (18m),
=1 I=1
(2.66)
onde
8K0(a:)
Ki(z) = :
1(z) or

Se, ingenuamente, o limite de altas temperaturas é tomado em (2.66), encontra-se um
comportamento do tipo In(fm), devido a presenca da funcao de Bessel modificada.
No entanto, deve-se notar que tal procedimento é matematicamente inconsistente,
uma vez que nenhum procedimento de regularizac¢do foi empregado em (2.61). De
fato, somente no limite de baixas temperaturas, onde o segundo termo em (2.61) é

regular, o procedimento acima ganha sentido [48].

2.2.2 O Limite de Altas Temperaturas

Com o objetivo de extrair contribuigoes finitas da expressao divergente (2.60) (ou

(2.61)) quando o limite de altas temperaturas é considerado, utilizaremos a regula-
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rizagao analitica [16]. Tomando o limite 5 — 0 em (2.60), obtemos

B—0 _ |6|H 65(tno +p2)1/2 }
0T e Z/ { 12 + 32(mg + p?) (267)

onde a,,, foi introduzido através da expressao

eo=m>+ 2n+1—o0)le|H + p* = ay, + p°. (2.68)

Para mantermos sob controle a divergéncia ultravioleta em (2.67), faremos uso

da representacao integral da funcao gama,

1 1 Ly
pu— 2.
YT (1+5)/ dnn’e™", (2.69)

valida para 6 > —1, a qual permite efetuarmos uma continuacao analitica através

da escolha apropriada do valor 4. Assim, segue que

B—0 _ le| H ; /OO 8 —(124+32amo ) -1/2 _ —1& T
0 T T (22T 1) %: o e 6v/mng Mo\ ) )

(2.70)

onde a integracdo gaussiana em p ja foi efetuada. Calculando a derivada em ( no

ultimo termo de (2.70) e fazendo uso da identidade

D oo = e (1 = e_ﬁ2(2€'H”)"> = P coth( Pl ), (2.71)

n=1

podemos escrever (2.14) como

onde
le|H 6y/mm* /Oo ~3/2+1+6 o~ (12+6%m?)n 2
m 1 H 2.
(27r)2F( +0) Jo+ R ‘ comleltm) =
le|H 6/mle|H [ —3/2 —(1243%m?
B _ d /24148 o= (12482m*)n o 12 ( 32|l H 2.74
CrET+6) Joo M7 cseh?(PlelHy)  (2.74)
e
lelH  3y/m /Oc —3/2+45 ,— Zm?
o d /246 0= (12482 m)n ot (B2l el Hn). 2.75
N nn e coth(8%|e[Hn) (2.75)

A integral acima é um objeto finito e, portanto, o integrando em (2.73)-(2.75) pode

ser expandido em série de poténcias para fm << 1, com um dominio de convergéncia
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que corresponde a continuacao analitica 6 > —1. Para recuperarmos a teoria ori-
ginal, tomamos o limite 6 — 0 apds efetuarmos a integragao na variavel . Como

resultado, obtemos, em ordem |e|*,

3v12m? L oo |e|2H2 232 3 0 o le|*H* 2 26
A=—% (1+ﬁﬁm)—4(12)3/27rm5 L= )+ Bagyr™ P
(2.76)
_2(12)3/2 3 2o o |€|2H2 L oo 3le|*H*B* D o o
Bo N7 d . b I R
s T ) a LT T (Lt )
(2.77)
€
_(12)3/2 3 2 o |€|2H2 L oo le|*H*3* O 9 o
~ 2 (142 S (- — L e - .
R T YA AWy 517 ™ ) 3012y 270 ™
(2.78)

Deve-se notar que as expressoes acima ainda apresentam um comportamento sin-
gular para 8 — 0, como pode ser constatado através dos primeiros termos nas
expressoes (2.76)-(2.78). Por outro lado, usando (2.12), a densidade Lagrangiana
efetiva de E-K-H se torna

SO0 = L8 = Lo= [ ()i
o lePH* 6 5 ey +|e|4H4 29m?p° 78
N 8w V12 (12)3/2 v 96(12)7/2  80(12)%/2
(2.79)
e, portanto,
L0 = Lo+ 6L
|€|2H2 6 5 2 22
— 1 —
s | \ve T ape™
H?e?
= ___Ten 2.
8t (2.80)

onde os termos de ordem superior a 32 foram descartados e a carga renormalizada

foi definida como

B—0 6 5 2 92 is
e—eb, :e[1+(\/ﬁ—(12)3/2mﬂ)} . (2.81)
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2.2.3 O Caso Escalar

Quando os efeitos de spin se tornam irrelevantes, a QED espinorial se reduz a QED
escalar e uma teoria diferente se apresenta. Na QED escalar, a Hamiltoniana para
o campo de bdésons carregados na presenca de um campo eletromagnético externo é

dada por
H=> e (afhap +blby) + &0 | (2.82)
P

onde

g0 = (OH|0) = ) _6p. (2.83)

p

Usando o estado de vacuo correspondente da TFD, para cada modo do campo

bosonico, temos

_Be

|0y = 0)5 = (1 + e%)2exp { : (a'a’ ® bTBT)} 10), @ [0), (2.84)

e, portanto, considerando o caso onde existe somente um campo magnético, (2.83)

torna-se
_2 _l_ elgep
= 00 - e { 250 (285)
p
onde
€p = \/m? + 2nle|H + p? (2.86)

representa os niveis de energia degenerados independentes do spin para o campo
bosénico com carga —|e|, num campo magnético constante e uniforme H, = —H.

Considerando a densidade de estados de momento correspondente, teremos
o o0 _ Ben
ﬁ_|e|HZ/ J 2+e 5 87
w0 (2m)? =5 J o Pl T —efn - (287)

Como no caso fermiodnico, a integral acima é dificil de ser resolvida analiticamente

e nos restringiremos a uma analise de seu comportamento assintético. Primeira-
mente, tomamos o limite de baixas temperaturas; neste limite, é facil notar que a
expressao (2.87) leva ao resultado esperado a temperatura zero. Por outro lado,

para T — oo, podemos determinar a priori a densidade Lagrangiana efetiva a altas
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temperaturas definida com a ajuda de (2.12). Tomando, § — 0 em (2.87), obtemos

ef=0 = elH Z/ {— - %} , (2.88)

onde termos de ordem superior em 3 foram desprezados.

A integral nos momentos acima apresenta diferentes graus de divergéncia no ul-
travioleta, os quais sao mais severos que no caso spinorial, exigindo nao somente uma
prescricao de regularizagao, mas também um esquema consistente de subtracao. A
fim de se extrair um resultado finito para o limite de altas temperaturas da energia
de ponto-zero, empregaremos a prescricio de Pauli-Villars-Rayski [17]. Seguindo
[48], onde as motivagoes para o uso de tal esquema de regularizagio sdo discutidas

em detalhe, substituimos (2.88) por sua expressao regularizada

(el)P—0 = Z ci(e04)0, (2.89)

onde

H~ [~ [1 ni
(€0)" " = J;L)Q Z/ dp {B — €nyi — ﬁ;’ } : (2.90)

As divergéncias linear, quadratica, cibica e logaritmica que aparecem em (2.88)

devem ser eliminadas ao se impor que os coeficientes ¢;’s satisfacam as condigoes

> =0, Z = (2.91)

=0
Em (2.89) e (2.91), N é o ntimero total de reguladores e os coeficientes sdo tais que
co = 1 e myg = m, a massa nua do campo bosonico.

Neste contexto, a densidade Lagrangiana efetiva a altas temperaturas JL% é
construida seguindo os mesmos passos efetuados na secao anterior. No entanto, com
excecao do primeiro termo de (2.88), o qual nido contribui para §£% em virtude da
primeira das condigoes em (2.91), os dois termos remanescentes podem ser manipu-
lados com a ajuda de (2.69), mantendo sob controle termos finitos espirios que sao
independentes de 3 e que violam a invariancia da teoria sob reflexbes H — —H.
Este tipo de termo com paridade impar, que também aparece na teoria a temperatu-

ra zero, é subtraido pela adi¢ao de contratermos finitos, com sinais opostos. Como
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resultado final, obtemos

oL A d - b coth(nb) + 1 1b2 2
= 32 — 4 —nb co _ -
872 Jo+ " 3 n U b7
77156\/7_r > e " 1 -
onde b = |e|H/m? e uma renormalizagao da carga foi efetuada com o auxilio da

condi¢ao (2.91).

2.2.4 A Perda de Covariancia

Como vimos nas se¢oes precedentes, a implementacao de temperatura na teoria
efetiva de E-K-H exige uma andlise criteriosa a respeito da correta utilizacao dos
esquemas de subtracao, para que a consisténcia matemaéatica e a manutencao das
simetrias fundamentais da teoria original sejam preservadas.

Vimos também que as expressoes finais para a Lagrangiana de E-K-H inviabi-
lizam a utilizacdo de um tratamento similar aquele utilizado nas expressoes (2.26)
a (2.51) na segao 2.1 onde, por argumentos de dimensao e simetria, a estrutura fun-
cional da Lagrangiana renormalizada de E-K-H foi obtida em sua forma covariante.

De fato, a perda da covariancia de Lorentz se manifesta de maneira explicita na
teoria a temperatura finita. Este resultado ja era esperado, uma vez que a presenca
dos graus de liberdade térmicos causa uma modificacao nas condi¢oes de contorno
da teoria.

Ademais, a introdu¢ado de um novo parametro ((3), que pode ser relacionado a
quadri-velocidade do banho térmico, leva a conseqiiéncias analogas aquelas encon-
tradas no caso onde a violacao da simetria de Lorentz se da de maneira explicita
(devido a introduc@o ab initio de um vetor constante b,). Tais vetores selecionam
uma direcao preferencial no espacgo-tempo que, no caso da quebra explicita, da
origem a uma nova fenomenologia associada.

Cabe lembrar que em uma teoria a temperatura finita, onde uma dada simetria
(por exemplo, a de Lorentz) é violada pela introdugao de termos nao invariantes
a lagrangiana original, os efeitos térmicos podem ser responsaveis pela restauracao

dessa simetria [50]-[52].
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A este respeito, vale ressaltar que no limite de altas temperaturas (6 — 0) a
expressao (2.80) indica que a dependéncia da densidade lagrangiana com a tem-
peratura é proporcional a 4% Com efeito, no caso onde tal dependéncia se torna
despresivel, a covariancia da teoria é restaurada. No entanto, este assunto, que de-
manda um estudo cuidadoso do processo de renormalizacao da teoria a temperatura

finita, foge ao escopo do presente trabalho.



Capitulo 3

A Teoria com Quebra Explicita: Calculo a la

Fock-Schwinger

3.1 Aspectos Preliminares

Na extensdo do Modelo Padrao proposta por D. Colladay e A. V. Kostelecky [27],
uma das questoes que se coloca é: de que forma um termo do tipo Chern-Simons,
como o apresentado em (1.1), pode ser induzido radiativamente quando um termo
renormalizdvel e ndo invariante do tipo ¥ilfys1) (onde b, é um quadrivetor constante
que seleciona uma direcao preferencial no espaco-tempo e 1 representa o campo de
um elétron.) é adicionado ao setor fermionico da lagrangiana usual da QED?

Nos ultimos anos, varios autores tém investigado este problema. Em particular,
R. Jackiw e A. V. Kostelecky mostraram que o termo de Chern-Simons induzido
nao é univocamente determinado [30]. Ele depende de como a teoria é definida:

perturbativa ou nao-perturbativamente, segundo a densidade lagrangiana

L =i — ef — 5§ — m)p. (3.1)

onde 75 é hermitiana, com trysy*y?y7y° = 443€*%7°.
No tratamento nao-perturbativo, que pressupoe o uso do propagador fermionico
“exato”
B i
p—m—sf

as corregoes radiativas geram um termo do tipo Chern-Simons nao nulo. Ja no trata-

G(p)

mento perturbativo, definido a partir do propagador fermionico usual, independente

28
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de b,, e onde o termo —ysf é visto como um vértice de interacao ou insercao, as
correcoes radiativas levam a um resultado finito, mas indeterminado. Ambigiiidades
advindas do processo de regularizacao também sao verificadas no estudo da QED
estendida.

Usando a teoria de perturbagao tradicional, alguns autores [31]-[32] mostraram
que um resultado “exato” (que leva em conta todas as ordens em b,) coincide com
o célculo que considera apenas a contribui¢ao linear no parametro de quebra [30],
[33]. Outros métodos menos convencionais também tém sido usados para se calcular
o termo induzido. Dentre outros, vale destacar o método de expansao derivativa [34]
e o elegante método do tempo-préprio de Fock-Schwinger [35]-[38].

Neste capitulo, pretendemos apresentar o calculo nao-perturbativo devido a J. M.
Chung e B. K. Chung [35], para a determina¢ao do termo tipo Chern-Simons gerado
dinamicamente, usando o método do tempo-préprio de Fock-Schwinger (apresentado
no Apéndice B).

Por fim, a ambigiiidade do coeficiente do termo induzido serd evidenciada e al-
gumas inconsisténcias técnicas que inviabilizam este tratamento serao apresentadas
e discutidas, abrindo caminho para uma andlise alternativa, a ser apresentada no

Capitulo 4.

3.2 A Acao Efetiva

A densidade lagrangiana do campo fermionico na presenca de um campo externo A,
e do termo ¥ysfp que viola as simetrias de Lorentz e CPT, estd definida em (3.1).

Esta Lagrangiana define a teoria cuja acao efetiva S é dada por
S = —in < / DYDY '/ d““)
= —iTr In(i@ — efd — 56 — m),

onde Tr indica a soma diagonal sobre as coordenadas do espaco-tempo bem como

sobre os indices spinoriais. Decompondo o trago na expressao acima, segue que

S =80 450
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onde
SO = _iTr In(ip) — ef — m),
! 1
S(l)_'/dTr< )
T e R

Neste contexto, introduzimos a fungao de Green (fermionica) G(x, z’) através da

equacao diferencial ndo homogénea
[—i) + ef(z) + 258 + m|G(x,2") = 6*(z — ') (3.2)
e, entdo, escrevemos S como
1
S = / d*x /0 dz tr|G(z, ")yl o — - (3.3)
Contudo, se definirmos a fun¢ao de Green (bosonica) A(z,z’) como sendo
G(x,2') = [i) — efd — 2v50 + m]A(x, 2'), (3.4)
ou, equivalentemente,
G(z,2') = [0, — eAu(a")| Az, 2 )V + Az, 2')[—2750 + m], (3.5)
entao vemos que a equagao (3.2) se torna
HA(z,2') = 6*(x — 2),
onde

H= 112+ m?+ 2% + gou,,F‘“’ + 2020 T1,b, s, (3.6)

=10, —e€A,.

Na expressao (3.6), a grandeza o, definida conforme a expressao (B.25) do
Apéndice B, esta associada ao spin do campo fermionico e F'* = gAY — 9V A* é o

tensor intensidade do campo eletromagnético.
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Em notagao matricial, a fungdo de Green A(x,z’) pode ser representada como
o .
Az’ 2") = (2/|H H2") = 2/ ds(x'|e” " |2"), (3.7)
0

onde, na integragao em s, um fator de convergéncia —ie (com & > 0) estd implicito.

A notagao acima enfatiza a idéia do método de Fock-Schwinger que consiste
em considerar H como sendo a Hamiltoniana que governa a evolucao de um dado
sistema quantico hipotético segundo o “tempo” s, de forma que z,(s = 0) tem o

valor 2" e, depois de evoluido, z,(s) tem o valor ' (ver Apéndice B). Assim,
A, 2") =i /0 " dsia/(s)]a" (0)), (3.9)
a qual satisfaz a equacao
105 (x'(5)]2"(0)) = (2’ (s)H((s), I1(s))]z"(0)), (3.9)
e a condicao de contorno
(@ (s)|2"(0)) 50 = 0% (2" — 2"). (3.10)

Para calcularmos a amplitude de transigao (2'(s)|z”(0)), procedemos de maneira
andloga aquela utilizada na se¢ao (B.2) do Apéndice B, sendo que aqui as equagoes

de movimento sao dadas por

dat
di = i[H,at| = 211" — 2iz0"b, s,
s
dri* ' i p e v 1 Egry ; Py,
e i[H, 11| = 2e M1, + ied, ™M + 59 L F — 2izeF,,0"b,s.

No caso em que F* é constante, as equacoes acima sao soluveis. Na notacado

matricial, tais solucoes podem ser escritas como

T1(s) = e*F*(T1(0) — izobys) + izobys, (3.11)
2(s) — 2(0) + (eees%(n(o) - izabfyg))) | (3.12)

Apbés algumas manipulagoes, encontramos

I1(0) = %eFeEFssenh_l(er)(x(s) —2(0)) + izobys, (3.13)
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II(s) = %eFeersenhl(er)(:c(s) —2(0)) + izobys, (3.14)

IF(s) = ((s) — x(0))K(x(s) — 2(0))

+ize(x(s) — 2(0))e* *senh ™! (eF's) Fobys — 32°b%, (3.15)

onde

2
K = %FQSenhﬂ(er).

Para escrevermos os operadores em (3.15) sob um ordenamento consistente, faz-

se necessario calcular o seguinte comutador

o(s) 2(0)] = 15— (.10
Assim*,
2(s)K2(0) ~ 2(0)Kx(s) = STR{eF coth(cFs)}. (3.17)
e, portanto, a partir de (3.6), (3.15) e (3.17),
H = —agA@@)+2ﬂ@Anan—xanme)—%TRgﬁwmh@Fg}
—STR{JF} +m? — 2222, (3.18)
Substituindo (3.18) em (3.9), obtemos
@@@mﬂm>:[4f—ﬂmuumw—§m@pmm&@}
_gTR{UF}+4n2—QZ%ﬂcﬂ@ﬂx%o», (3.19)

cuja solucao ¢é
(@' (s)|2"(0)) = C(a',2") e7 ") s72exp {—i(m’ — 2")eF coth(eF's)(z' — 2")

—|—%6TR(0F)3 —i(m? — 2z262)5] : (3.20)

*O trago denotado por TR estende-se somente aos indices de Lorentz, i.e., TR(AB) = A,,, B"*.
Em particular, deve-se notar que a expressdo TR(oF') = o, F** é ainda uma quantidade matricial,

pois cada 0, é uma matriz 4 x 4.



Capitulo 3. A Teoria com Quebra Explicita: Calculo a la Fock-Schwinger 33

onde

1 h(eF
L(s) = 5TR ln%.

Para determinarmos C(z’, ), partimos da defini¢do do operador 11 e das relagoes

(3.21)

(3.13) e (3.14), de forma que
[0, — eAu(a)(z'(s)[«"(0)) =

(%eFW [coth(eF's) — 1](2'(s) — 2"(0)) + izab%) (2(s)|2"(0)),(3.22)
(=it — eAu(z")[{(s)]2"(0)) =
<%eFm,[coth(er) — 1](2'(s) — 2"(0)) + izab%) (2'(s)]2"(0))3.23)

de onde, utilizando (3.20), chegamos as equagoes

1

10/, — eA,(2') — §eFW(x' — 2"V —izobys]C (2!, 2") = 0, (3.24)
1
[—i0, — eA,(2") - 56}7’“,,(:16' — 2" —izobys|C(a, 2") = 0. (3.25)

Formalmente, duas solugoes podem ser escritas

I,

C(a',2") = Cy(a") exp {z(:v' — ") obys — ie/ dz[A(z) + %F(I — :U”)]} , (3.26)

1"

l‘”

C(2',2") = Cy(a') exp {z(m’ — 2")obys — ie/ dz[A(z) + %F(m — x')]} . (3.27)

/

Como ambas integrais em (3.26) e (3.27) sdo independentes do caminho de integracao
devido ao Teorema de Stokes, podemos escolher o caminho de integragao como sendo

uma linha reta conectando 2’ e 2, ou seja, © = 2” + t(2’ — 2”). Desta forma,

/

T 1
/ da'F(x —a"), = / dt(z' —2")F(x —2") =0,
@ 0

1

/:n de'F(x —2"), = /10 dt(z' — 2")VF(z —2")(1 —t) = 0.

,
Com isso em mente, a comparagao entre as duas expressoes para C(z’, 2”) nos leva a
seguinte conclusao: C}(z2") = Cy(z') = C (constante). Esta constante é finalmente
determinada pela condigdo de normalizagao (3.10), de forma que
1
(4m)%°

C=— (3.28)
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Portanto, a expressao final para a amplitude de transicao fica

(2(s)]2"(0)) = —@@(m’, 2")e ) s 2exp [—%(m’ — 2")eF coth(eFs)(z' — 2")
+%6TH(UF)3 _i(m? — 2z262)8} , (3.29)

onde
o', 2") = @ = Yabrys —ie [ dut Au(w) (3.30)

De posse da amplitude de transi¢ao (3.29) e com a ajuda de (3.4), (3.5) e (3.8),

podemos calcular o trago em (3.3), ou seja,
alGl ] = o[ =) [ ds (L))
0

it | [ as o o)

0

= o[t = 0) [ ds @9 0)1"0)
Fizbr [ / s (x'(s)|x"(0)>} (3.31)

0

Tomando a média entre as duas expressoes equivalentes acima, obtemos

ulle ] = St [ ds @66 - 0] 0)]
o o [ s @9+ 1,0]1e70)
Lizb?te [ /0 " ds (:v'(s)|x"(0)>] . (3.32)

Agora, a partir das relagoes (3.13) e (3.14) calculamos

(' ()|, (5) — L(0)]]a”(0)) = [eF(a’ — a")],.(a/(5)|2"(0)),
(() I, (5) + L, (0)][2"(0)) = [eF coth(eFs)(a’ — ") + izobns], (2’ (s)]a” (0)).
(3.33)

Finalmente, usando (3.29) e (3.33), reescrevemos (3.32) na seguinte forma

1 > d .
(G /o] = cpola’sa”) [ e ook
0
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xe~ % (z'—x'")eF coth(eF's)(z' —z'")

]' / / ie
> {QBFMV (l” . x”)”b“tl‘ [’756'2(96 - )O'beETR(g'F)S]

+ %Fua [coth(eF's)]* (z' — ") by tr [750“”62(”6"‘”")"5’6;%TR("F )s

— gb%r [ez(xlfxﬁ)”be%eTR(”F)s} } ; (3.34)

onde ®y(z’, 2”") representa a funcao ®(2’, 2") avaliada em z = 0.
A quadri-corrente do vécuo é obtido, como em (B.19), a partir da variagdo da

acao SU em relagio a A*(z),

' 55
<]u> = m

Assim, substituindo (3.34) em (3.3) obtemos, apds a deformacdo do caminho de

integracao is para o eixo real positivo,

dS_,Lm_ZQZ ols

(z'—x'")eF cot(eFs)(z'—z"

l

ei
1 AVAN z(z'—z")obys LS TR(cF)s
—5¢ pl,ac—x)btr['yg,e e2 ]

~

() =

+ §Fpa [cot(eF's)|* (2’ — 2")gb,tr [’ym””ez(“/ﬂ”)”b%QSTR(UF)S}

+ gb2tr [ez(z/,m//)ab%e%TR(aF)s] } 7

.',UN_)J;/
onde

sen(eF's)

1
— ~TR1
I(s) 5 R In P

Usando a técnica de autovalores [11] e desprezando os termos que ndo contribuem
para a corrente de Chern-Simons, obtemos em ordem O(e?),
2 1

Gn) = 5oz | e[ =2’ = "), @0l ) P,
™ Jo

o] 2
% / ds (a_; n agzb >e(m2222b2)s+(m’m”)2/(4s) ’
0 S S ! —x!

tEsta aproximacio equivale ao célculo a um “loop” do tensor de polarizacio do vécuo via

diagramas de Feynman.
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onde
P — SV,
(§]
— N 27.2 21N
/ " / "
N=0 )
S Z2N+l / 11\21.2 / " 21N

N . ~ ~ . 212
Agora, a luz da teoria de perturbacao no parametro b, expandimos o fator e?*70"*

em poténcias de seu expoente, para encontrarmos

' e2 1 (:L’/ . :C”) (:L’/ _ .73”) -
(Ju) = o2 0 dz {(I)O(I,7x”) (x/£$//)2 “b, I
o0 Z2N 22 b2 1
<D 2N)! (1 b el G MW)
N=0
A/ Il N
x {(x/ . I”)252 . (:C (:;/)j(;/;)z z )ﬁ (33, B xll)2bab’8}
— 2" »* \" 2/ 1 12y D) 2/, 1 7214
< () i@ T Kt |
n=0 ’ z! -z’

(3.35)

onde identificamos K, (z) como sendo a fun¢do de Bessel modificada de ordem n,

ie.,

/ dSSn72efsy71/s — 2y(17'n)/2Kn71(2y1/2).
0

Usando as identidades

lim ®q(z’,2") =1,

Tim [=m? (@ — ")) K ([=m? (e — 2")?)2) = 1,
Jim [~m?(a’ =) K (P2 = 2)) =0 (n=1,2,3..),
) (l‘, _ ZB”)“(ZBI _ :B”),, 1
x}/lgé/ (z/ — z)? = Zg/wa (3.36)

nao ¢ dificil mostrar que cada termo de ordem superior em (3.35) se anula separada-

mente e, portanto,

872

62 " 1
() = =5 1""by / dz, (3.37)
0
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ou, equivalentemente,

2 o0 1
S = _127# / d%s“”kﬁA#b,,FAp/ dz. (3.38)
0 0

3.3 A Ambigiiidade do Termo de Quebra e outras Patologias

A expressao (3.38) mostra que o método do tempo-préprio de Fock-Schwinger leva a
um termo do tipo Chern-Simons induzido radiativamente que é finito e diferente de
zero. Este resultado coincide com aquele encontrado na referéncia [32], que utiliza o
método da expansao derivativa covariante, mas difere dos resultados das referéncias
[30], [33] e [31], onde o coeficiente 3/(3272) é obtido ao invés de 1/(167%). No
entanto, devemos enfatizar que as expressoes (3.37) e (3.38) contém uma possivel
ambigiiidade. Isto pode ser percebido notando que o tltimo limite em (3.36) tem,
do ponto de vista matemdtico, uma dependéndencia direcional [36], i.e., ele pode
tomar valores distintos conforme x,, se aproxima de zero por direcoes diferentes. Em
geral,

T, Ty

lim
2’50 x2

= CYuw» (3.39)
onde ¢ é uma constante arbitraria. Para ser consistente com a operagao trago em
4-dimensoes, escolheu-se ¢ = 1/4. Por esta razao, o termo induzido radiativamente
é, de fato, ambiguo na presente abordagem.

No entanto, qualquer tipo de discussao a respeito do resultado obtido fica com-
prometida, uma vez que o tratamento acima padece de inconsisténcias matematicas
relacionadas ao procedimento de obtencao das solugoes (3.26) e (3.27). De fato, de-
vido a presenga da grandeza matricial o, em (3.24) e (3.25), deparamo-nos com um
problema de ordenamento. Para compreendermos como isso se da, consideremos o

caso mais simples, onde o campo eletromagnético é nulo. Nesta situagao, a equagao

(3.24) se resume a
9,C(z',2") = (9,M)C(z",2"), (3.40)
onde M = (2" — 2")*20,,b"5, de forma que

OM = 20,,b"s. (3.41)
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Para integrarmos esta equacao, devemos antes examinar se
(M, (%M)] =0, (3.42)

pois s6 entdo poderemos tomar como solugao C(z’,2”) o exp(M). No entanto,
devido a presenca de o0, a relagao (3.42) nao se verifica. Diante disso, concluimos
que no caso tratado na se¢ao anterior, onde o campo eletromagnético esta presente,
o procedimento dispensado é inconsistente.

Um forma de se resolver este tipo de problema é levar em consideracao a equacao
de movimento para o0,,, a qual, torna o tratamento muito mais complexo. Yu. A.
Sytenko e K. Yu. Rulik [38] implementaram tal procedimento para calcular, em
segunda ordem no parametro de quebra, a corrente induzida. Contudo, tal estudo
tampouco é conclusivo, pois considera um parametro de expansao diferente do que
estamos interessados ¥, embora indique que nao hé inducao de um termo tipo Chern-

Simons, indo ao encontro dos resultados do préximo capitulo.

fNa secfio anterior, estavdmos interessados no calculo em segunda ordem na carga elétrica.



Capitulo 4

A Renormalizacao da QED, Estendida a 1-Loop

Neste capitulo, sera apresentado um calculo perturbativo em segunda ordem na
constante de acoplamento para o tensor de polarizacao do vacuo da QED estendida.
O propagador corrigido do f6ton serd obtido através da equacao de Schwinger-Dyson
e aspectos relacionados a gera¢do dinamica de massa (deslocamento do pélo), bem
como sobre a ambigiiidade advinda do processo de regularizagao e a invariancia de
gauge, serao discutidos. Por fim, a renormalizacao da carga elétrica sera efetuada.
Utilizaremos a prescricao de Pauli-Villars-Rayski para controlar os diferentes graus

de divergéncia do problema.

4.1 O Calculo da Polarizacao do Vacuo

A quantidade relevante para se investigar uma possivel geracao dinamica de um
termo do tipo Chern-Simons no setor de gauge e/ou a renormalizagdo da carga
na QED estendida, é a amplitude de persisténcia do vacuo, calculada em segunda
ordem nas variaveis do foton.

Com isso em mente, somos levados a examinar a amplitude de polarizacao
do véacuo, onde langamos mao do propagador fermionico exato (i.e., definido nao-
perturbativamente, segundo a discussao do capitulo precedente), o qual, como vimos,
é dado por*

7

S

(4.1)

*Por conveniéncia, usaremos nos calculos que seguem uma notacao onde a carga elétrica e esta

implicita.

39
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Assim, o tensor de polarizacao do vacuo é escrito como
v d4l v
[ (p, m, b) = e[y S(1)7" S+ p). (4.2)
(2m)*
Notando que
S(1) = So(l) + Su(1), (4.3)
onde
0
) =
SO( ) y_ m
é o propagador fermionico livre e
Sp(l) = =iS(DPrs50(1), (4.4)
segue que o tensor 11" (p,m, b) em (4.2) admite a seguinte decomposigao
" (p,m, b) = 115" (p, m) + I1I," (p, m, b) + I}, (p, m, b). (4.5)
Na expressao acima,
pv d'l i v
15" (p,m) = 2m) Tr[v*So(1)7"So(l + p)] (4.6)
é o tensor de polarizacdo do vacuo da QED tradicional,
inz d4l m v m v
(. m.b) = [ s TSy Su(l+0) S0 Soll +9)] (47
¢ a contribuicao linear em b, ao tensor de polarizacao do vacuo, e
pv d'l p v

é a contribuicao em ordem b%, alvo de nossas investigacoes subseqiientes.

De fato, como estamos interessados na contribui¢cao em segunda ordem na cons-

tante de acoplamento, levando-se em conta as correcoes em ordem b, para as linhas

fermionicas internas, consideraremos o seguinte caso

Sy(l) — —iSo(1)§v5S0(1).

(4.9)
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Nesta aproximagao, as expressoes (4.7) e (4.8) tornam-se

I (p,m,b) = —i

% / éi; Tr[v"So(1)7" So(l + p)#ysSo (L + p) + 7" So (#1550 (1)1 So(l + p)], (4.10)

e

M . ) = (07 [ o T SosSal0” ol + plbsuld +9)) - (4.10)

Diagramaticamente, as expressoes (4.6), (4.10) e (4.11), sdo representadas pela
série
D D l+p

10 (p, m, b) AN = ~nr I n+

1L

l+p

l+p [+p
+ N@VWV + ’\A/(/\O\Wv—l— W@M"-ﬁ-O(bg),
l l l

onde,
ba

= —— 10
s

representa as insercoes em ordem b, para a linha interna fermionica.

Por contagem de poténcias, 11" (p, m, b) e 11, (p, m,b) sao, respectivamente, li-
near e logaritmicamente divergentes no limite do ultravioleta (i.e., p > m). O
tensor 115" (p), relativo ao setor da QED usual, apresenta divergéncias quadréticas,
lineares e logaritmicas. Para que a teoria seja matematicamente bem definida, faz-se
necessario utilizar um procedimento de regularizacao.

Como é sabido, simetrias fundamentais da teoria, como a simetria de gauge (que
se reflete nas identidades de Ward), devem ser preservadas, pois sao importantes para
a fixacdo de ambigiiidades advindas do processo de renormalizacao. Um exemplo

cldssico onde esse tipo de andlise se aplica, ocorre no estudo da anomalia axial (ou
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anomalia ABJ) [40]-[41], a qual guarda, como veremos, estreita semelhanga com o
assunto da violagao da simetria de Lorentz ¢ CPT na QED (vide Apéndice C).

Com o intuito de preservar a simetria de gauge e preservar a invariancia de
Lorentz no setor de IIf”(p, m), utilizaremos a prescrigio de Pauli-Villars-Rayski
(P-V-R) [17]. Neste método, massas ficticias auxiliares satisfazendo condigoes es-
pecificas sao introduzidas. A teoria original é recuperada quando, ao final dos
calculos, as massas reguladoras sao tomadas arbitrariamente grandes.

Para ser consistente com o esquema de P-V-R, o tensor TT""(p,m,b) deve ser

regularizado como um tnico objeto. Por isso, substituimos (4.5) por

N
H#V(pv b) - Z G (Hgy(pa mz) + ngj(pv my;, b) + Hgl;,(pa my, b)) ) (412)
=0

onde cada termo do lado direito continua tendo a mesma forma funcional de suas
expressoes anteriores (respectivamente (4.6), (4.10) e (4.11)), exceto pelo fato que
m — m;. Analisando a estrutura de (4.12), pode-se mostrar que, com 3 massas

auxiliares satisfazendo as condigoes

N
Y e =0, (4.13)
i=0
N
> em; = 0, (4.14)
i=0
N
> emi = 0, (4.15)
i=0
as divergéncias de IT"(p, m,b) sdo controladas. Nas expressoes acima, ¢g = 1 e

mo = m ¢é a massa do elétron. De fato, resolvendo o sistema acima, concluimos
que N deve ser no minimo igual a 3 e, neste caso, uma escolha possivel para os

coeficientes é ¢; = —2, ¢3 = ¢3 = 1/2 de modo que

V2

my =m+mq(1+i—)

2
V2

onde m; é um parametro livre.
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O célculo do tensor (4.12) é demasiadamente extenso e, por usar procedimentos
tradicionais da teoria quantica de campos, omitiremos maiores detalhes e nos atere-
mos exclusivamente na apresentacao de seu resultado final, bem como na discussao

de suas implicacoes. Assim,

115" (p, m) = g" 1L (p,m) + p"p"Ia(p, m), (4.16)
onde
. 9 1 N 2 2
. 1—
I (p,m) = % i dz z (1 —2) (Z ¢iln [%] +1In [1 — %}) . (4.17)
i=0

My (p. m) = — Oldzz(l—z) (ﬁ:czln {ZT +ln[ Lfﬂ) (4.18)

27?2 :
=0

¥ (p, m, b) = €Ppobylly(p, m), (4.19)

onde

) = e~ + 2 [ ), (4.20

i=1

e, finalmente,

IL, (p,m,b) = A(p, m,b)g"" + B(p, m)b"b” 4 C(p, m, b)(b"'p” + b"p") 4+ D(p, m, b)p"p”,

onde
A(p,m,b) = ;Ci{_?ﬂz(p)—?bg% ;dzz(l_z) mg_pzf(1—z)
%Q; /Oldzz(l—z)(Qz—Qz +1) m?—p;z(l—z)
_(p.by%/old“(1_2)(_42—4z2+3) m§_p2lz(1—z)
+(p -Sb)z%?'ﬂ/ol dz z (1 — 2)(—322 + 402?) (m?_pzz_z))g

1
(mf —p*2(1 - 2))?

. y 1
_|_7_/ dz z (1 — 2)(—82" + 82
0
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212 .l 2
p°be i 9 m;
—_— d 1—2)(24z — 242" — 4 L
T g J, B (L m Rl ) T
v oi [ m}
AL - i
23w Jy ¥ U7 e
42 ol
pibT a 2 3 4 1
P - _9
2 ant J, BT S ) e )
(4.22)
6 [ m?
B = 9 1011 - — d 1-— !
(pa m) ;C { 2(p) 2 2/(; = Z( Z) mZQ —p22(1 _ Z)
2 ! 1
d 1—
b 27r2/0 22 (1=2) m? —p?z(1 — 2)
1 2
2 v d 1 — m;
o 0 22 (1=2) (m? — p?z(1 — 2))?
1 2
92 dz 22 (1 — 2)2 m;
B A S (=F):
1 4
m:
— d 1- L
Yom )y BEUTD G a2
.
4 ° 2 3., .4 1
— d 1-— 2
+p 27 /. zz(1—2)(= 2+ 2%) (m2 — p22(1 — Z))Q}’
(4.23)

1
m? —p?z(1 — 2)

; —

—(p b)p2—2/0 dz z (1 —2)? (mz—in(l—z))Q
—4(p 6)2%2/0 dz 22 (1 — 2)? (m?—p;zi(l—z))Z}’ (4.24)

=1 —pE
1 2
AP [ dz 2 (1= 2)? i
L 0 22 (1=2) (m? — p?2(1 — 2))?
Wpbygy [z ()2 ]
P09 o °F TR m? — p?z(1 — 2)

2L ' 223 _Z2 1
+4(p - b) 27r2/0 dz 2 (1 - z) (m?—pQZ(l—z))Q}' (4.25)
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Agrupando as expressoes (4.16), (4.19) e (4.21) escrevemos, apds uma compac-

tacao da notacao,
11" (p, m, b) = Ag"” + Bb'b” + C(b'p” + b'p") + Dp"p” + E"*Ppobs,  (4.26)

onde definimos

A = (A(p,m,b) +1Li(p,m)), (4.27)
B = B(p,m), (4.28)
C = C(p,m,b), (4.29)
D = (D(p,m,b) +Ilz(p,m)), (4.30)
£ = ILp,m). (4.31)

4.2 A Equacao de Schwinger-Dyson

A partir da expressdo (4.26), podemos obter o propagador corrigido para o féton
usando a Equagao de Schwinger-Dyson [47], a qual representa, em uma dada ordem,

a soma de um conjunto de diagramas préprios da série perturbativa. Portanto, sendo
(GyhH™ = ip*gh” (4.32)

o inverso do propagador do féton livre da QED no gauge de Feynman, a equacao de

Schwinger-Dyson
(GTH™ = (Gg '™ = 11" (p,m, b) (4.33)
nos leva a expressao
(GH™ = Ag" + BY' + C(b'p” + 0'p") + Dp/'p” + B pabg,  (4.34)

onde redefinimos

=~
Lo
=

= T Q T »
I
I
aQ
w W
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Para invertermos G* a partir de (4.33) e encontrarmos o propagador do féton da

QED estendida, devemos antes resolver a equacao

(GT"(G)va = 0. (4.40)
Através do anzats
Gya = A'gya + B'byba + C'(bypa + bapy) + D'Dupa + E'€ape b, (4.41)
pode-se mostrar que
A = L (4.42)

(A= 5 2p* — (b-p)?)

[A+Bp>D(p-b)]
, —DA' + EFE'(p-b) — S0

_ B(pb)+Db? (4.43)
2 . I .
C(p-b) + Dp* — “52500Y
. / /) / rw "(p.
¢r_ ~AD'+ BD'p? + DA+ DD'(p-b) + BF'(p 1) a)
B(p-b) + Dbv?
! 2 . _ ! 7,2
- B'[A+ Bp* + D(p - b)] BA+EEb, (4.45)
B(p-b) + Db?
EA
B == (4.46)

De posse dos coeficientes, podemos reescrever (4.41) da seguinte forma

BI Cl ! !/

Gua - Al {gua + Ebuba + E(bl/pa + bapl/) + Ipl/pa + Eeuaparppba} 3 (447)
onde o coeficiente A’ escrito explicitamente com a ajuda das expressoes (4.27),
(4.31), (4.35) e (4.39), é

1

A=
'L.pQ - H(pa m, b)

com

113 (p, m)[p°b® — (p - b)?]
in - (Hl(pa m) + A(p7 m, b)) ‘

Numa notacao mais conveniente, escrevemos

I(p,m,b) = I (p,m) + A(p, m,b) —

Al = ! (4.48)
p2 - H(pa m, b)

onde

- (—)II3 (p, m)[p*b* — (p - b)?]

II(p, m,b) = —illy(p,m) + —iA(p, m,b) — P — (L (p.m) = Ap.m.0))’ (4.49)
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4.3 O Caso da Teoria de Maxwell-Chern-Simons

Antes de procedermos a analise do propagador fotonico corrigido e com o intuito de
melhor compreender o mecanismo de inducao do termo de quebra, investigaremos
nesta secao as conseqiiéncias da presenca ab initio de um termo do tipo Chern-
Simons na Lagrangiana de Maxwell [24]-[25].

A Lagrangiana de Maxwell-Chern-Simons é dada por

1 v 1 1 178 nle)
L= =3 FuF" + 50 AP + 5 €uapc AT F, (4.50)

e a equacao de movimento associada é
OA, — (1 =¢"10,(0 - A) — 26 ap5c" 0 AP = 0. (4.51)

Em (4.50), o segundo membro corresponde ao termo de fixa¢do de gauge (sendo ¢
o parametro de fixacao de gauge) e ¢ é um vetor constante que viola a simetria de
Lorentz.

No espago dos momentos, fazendo p, = 0, a equagao de movimento pode ser

escrita como
—p2Ap(p) —i(1 - C_l)pp(—ipuA“(p)) + QiepuaﬂcﬂpaAﬂ(p) =0,
ou
(=190 — i(1 = )PPy + 2i€uapc’p*]A° (p) = 0.
Escolhendo o gauge de Feynman (¢ = 1), segue que
[—P°9ps + 2i€uascp*1G™ (p) = 67, (4.52)

onde propomos como ansatz

G (p) = A1g"7 + AgpPp + Asc®c” 4 By(cPp? + p°cP) + iBQ(—:‘“”H”cupy, (4.53)

lembrando que ¢, = g,.c”.

Substituindo (4.53) em (4.52), tem-se

—p°A107 — p* Aap7p, — ° Asc,” — p?Bi(¢Tp, + 17¢,)
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—ing265””cup,, + 2iAs€),,c'p™ + 2iBgepﬂaﬁe6A”ﬁc“p”c(;p,\ = 0.

Fazendo uso da identidade

Eppap P = 820067 + 625007 4 020067 — 5507 — 620087 — 820767

p’ua a®pu platp ropta pYap a®upr

podemos escrever o dltimo termo do lado esquerdo de (4.53) como

2Bo puap’ 7 pYespn = 2Baf{(c-p)[p7c, + pp| + [*p” — (¢ p)?]6]

—c*pp, — p*ce,}

Identificando as poténcias de p e ¢, encontramos

1
By = 5753 2 22 /97
2[c2p? — (c-p)?] — (p?)?/2
P2
Al — §B27
2
c
A2 — —2—2B2,
A3 = _2B27
C .
B -2 P,
de forma que
1 pl'p”
GM(p) = {ng’“’ — 4c? . leated
P = few = - o 7
+4 (c -Qp) (D, + c,p"] + 2igh? capﬁ} :
p

Como veremos na proxima secao, a expressao acima servird de guia para a andlise
da estrutura singular do propagador do “f6ton” na teoria estendida. Ela permitira
também estabelecer uma relacao entre os coeficientes dos termos proporcionais a
gtB em G*(p) e G*(p) e, com isso, investigar a possibilidade do coeficiente do
termo de quebra do setor fermionico ter alguma relacdo com o coeficiente de um

(possivel) termo nao invariante no setor de gauge.
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4.4 Anadlise do Propagador G"(p)
4.4.1 A Massa Induzida

Uma anélise do pdlo do propagador em (4.47) se resume ao exame da estrutura do
coeficiente A’ calculado na secao 4.2 . Para verificarmos se ha um deslocamento do

polo e conseqiiente geragao de massa, faz-se necessério avaliar (4.49) em p? = 0, i.e.,

N

N
~ 1 m? 1 1
2 _ _ 2 i 2
n= H(pv m, b)|p2:0 =—b @ Zz:; cl-ln |:ﬁ:| + (p . b) ﬁ Zz:: C; |:HZ2:| (454)

onde utilizamos as condigoes (4.13)-(4.15). No caso em que N = 3, discutido na
secao 4.1,

p? = I [2—2] 1 (p-b)Qi [L] : (4.55)

672 272 | m?
Em (4.55), definimos o parametro

4
my

A% =

momms ’
o qual deve ser entendido no limite em que m; — oo.

Esta inducao de massa ja era esperada, uma vez que, de acordo com a analise
feita da secao anterior, verificou-se um deslocamento do pélo do propagador do féton
livre devido a presenca do termo tipo Chern-Simons na teoria estendida no setor
de Maxwell. Cabe pontuar que a contribuicio para a massa p? adveio do segundo
termo do lado direito de (4.49) e, portanto, é fruto do diagrama em segunda ordem
em b, ou scja, 11},

Como mostra (4.54), a massa induzida é dependente do processo de regulari-
zacao utilizado, haja vista que diferentes escolhas para os coeficientes das massas
reguladoras podem ser tomadas. Este tipo de ambigiiidade, devido ao processo de
regularizacao e intrinseco a teoria se reflete em qualquer andlise subseqiiente, em
particular no que se refere a discussao sobre a preservacao da invariancia de gauge
(transversalidade do propagador do féton) e no estudo da renormalizacao da carga,
como veremos nas proximas secoes.

Outra informacao importante que podemos extrair do presente estudo diz respei-

to a possivel correlacao entre os coeficientes ¢, e b,. Para se investigar o problema da
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inducao de um termo do tipo Chern-Simons a partir do setor fermionico, partimos
da comparagao entre as expressoes G*(p) e G*(p), para chegarmos a relagao

2¢,, B
p2 = —Zzba. (456)
Desta relacao, valida fora da camada de massa (p? # 0), podemos inferir o valor de
¢, a partir do valor do parametro de quebra b,,, introduzido, de primeiros principios,
na construcao da teoria estendida. No entanto, o valor de b, (e consequentemente

o valor de ¢, ), s6 pode ser obtido através de experiéncias as quais, até o momento,

indicam um valor nulo [2].

4.4.2 O Problema da Invariancia de Gauge

Devido ao deslocamento do pdlo do propagador G**(p), o féton adquiriu massa,
dada por (4.54), cujo valor deverd ser fixado pelo experimento, uma vez que resta em
(4.54) uma ambigiiidade quanto & escolha dos coeficientes de P-V-R. Com efeito, a
condi¢ao de transversalidade (identidade de Ward) para o f6ton ndo mais é satisfeita
e conseqiientemente a invariancia de gauge da teoria fica comprometida.

Uma situagao similar a esta ocorre no caso da anomalia axial ou anomalia ABJ,
onde apenas se verifica uma conservagao parcial da corrente axial (PCAC). Da
mesma forma, a ambigiiidade advinda do processo de regularizacao da teoria é fixada
apenas experimentalmente [40]-[45].

Por outro lado, para que a teoria aqui investigada seja consistente e represente
uma extensao da QED tradicional, onde uma possivel fenomenologia associada a
violagdo da simetria de Lorentz e CPT é acomodada, faz-se necessario garantir a
preservacao da simetria de gauge. Como argumenta Bonneau, a manutencdo das
simetrias originais da teoria, sobretudo a simetria de gauge, deve ser usada como
critério para a eliminacao de construcoes pouco realistas e, inclusive, para a fixacao
de ambiguidades [37].

Neste sentido, impondo as seguintes condigoes subsidiarias

S|
Zci_2 = 0, (4.57)
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> ciln (ﬁ) = 0, (4.58)

1=0

a condicao de tranversalidade
pHHMV(pa m, b) |p2:0 = Oa (459)

é recuparada . No entanto, sob tais circunstancias p? = 0.

Diante de tais consideragoes, somos levados a concluir que, de fato, duas teorias
diferentes se apresentam. Uma, menos realista, onde o féton é massivo e a simetria
de gauge é violada. Na outra, devido a imposicao de condi¢oes subsidiarias, o féton

tem massa nula e a invariancia de gauge é assegurada.

4.4.3 A Renormalizagao da Carga

A luz da discussao realizada na secao precedente, analisaremos agora a renor-
malizacao da carga elétrica no caso fisicamente mais realista, i.e., aquele onde as
condigoes subsididrias sao assumidas. Para isto, partimos da expressao (4.48) e

efetuamos uma expansao na constante de acoplamento. Como resultado,
1 1(p?
P + €7 ( ;{z )> + O(eﬁ)] . (4.60)

Expandindo I1(p?) em torno de p? = 0, segue que

- 2
—1€
SECE R
p2 - eOH(p2) egﬂo

) oo = 16) hoco +5° (0107 ) — + 55 (o)) +.
= PIT0)+700) (461)

onde utilizamos o fato de I1(p*> = 0) = 0 e definimos!

140 =7 (G

fiG7) -+ 00", (162)

Desta forma,

.0 ) )
—1€5 ) [1 27 ] .4
_— = 4+ ezI1(0)| — ie
LUQ - e(Q)H(pQ)L%HO p? 0 ( ) 0

tNote que o niimero de massas auxiliares N deve ser aumentado, afim de que o novo sistema

de equagoes formado por (4.13)-(4.15) e (4.57)-(4.58) seja soltivel.
fNa notacao empregada as derivadas com relacio a p? estdo representadas por um ponto sobre

I1.(0)
2p?

(4.63)

a funcao de interesse.
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de onde escrevemos a carga renormalizada como sendo
e’ =ep 75" (4.64)
com
Z;t = [1 + egﬁ(O)] . (4.65)

Portanto, na teoria estendida, a carga renormalizada recebe contribuigoes do termo

de quebra e, no limite em que b — 0, a QED usual é recuperada.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Os estudos que constituem a presente tese versam sobre o problema da violacao da
simetria de Lorentz (e CPT) na QED. Uma tal violacao, ainda que diminuta, de um
dos pilares da Teoria Quantica de Campos, vem se consolidando como uma linha
de pesquisa, cujos desdobramentos tedricos e experimentais se refletem em diversos
ramos da Fisica. No entanto, experimentos que visam encontrar evidéncias con-
cretas a esse respeito nao podem, até o presente, fornecer uma resposta definitiva,
mas apenas apresentar limites (devido a resolucao insuficiente e baixa estatistica de
eventos) para os parametros de quebra.

Esta caréncia de informacoes experimentais leva, no ambito tedrico, a uma série
de conjecturas especulativas a respeito de como uma possivel violagao poderia ser
acomodada em teorias fundamentais, tais como o Modelo Padrao. Como vimos, o es-
tudo de teorias a temperatura finita mostra-se um cenério natural para se investigar
este tipo de fenémeno.

No contexto da eletrodinamica efetiva de E-K-H, onde foram consideradas tanto
as teorias spinorial e escalar, constatamos que a introducao dos graus de liberdade
térmicos através do formalismo TFD agravou o problema da perda de covariancia
dessas teorias. Esta discussao baseou-se na verificacao de que os procedimentos ado-
tados na secdo 2.1 ndo eram mais eficazes na restituicao da covariancia da expressao
para a densidade Lagrangiana de E-K-H.

No que se refere a manipulacao das quantidades divergentes intrinsecas a teoria,
apresentamos uma abordagem alternativa, que trata de maneira matematicamente

consistente tais quantidades, elucidando de maneira simples e clara questoes con-
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troversas presentes na literatura [23]. Em particular, a antiga discussao sobre a
dependeéncia logaritmica da carga renormalizada com relacao a temperatura foi es-
clarecida, abrindo caminho para a investigacao futura de desdobramentos do tema
23] e [18]-[22].

No Capitulo 3, o método do tempo-proprio de Fock-Schwinger foi utilizado para
calcularmos, de maneira nao-perturbativa, o coeficiente do termo tipo Chern-Simons
gerado dinamicamente a partir do setor fermionico da QED estendida, na presenca
de um campo externo. Como vimos, o termo induzido padece de uma ambigiiidade
matemética na defini¢ao da quantidade (3.13), que é fruto do préprio formalismo

empregado.

Com o intuito de analisar esta questao sob um outro prisma, tratamos, no
Capitulo 4, o problema do deslocamento do pélo do propagador do “féton” da QED
estendida [57]. Para isso, partimos da teoria de perturbacdo usual e calculamos o
tensor de polarizacao do vacuo em segunda ordem na constante de acoplamento.
Cabe ressaltar que o parametro de quebra foi tratado em primeira ordem no que se

refere a correcao das linhas internas fermionicas.

Neste estudo, utilizamos a prescricao de P-V-R para controlar os diferentes graus
de divergéncia do tensor de polarizacao do vacuo, preservando a invariancia de gauge
da teoria. A série perturbativa para o propagador do “féton” foi somada através da
féormula de Schwinger-Dyson, permitindo um exame mais detalhado de sua estrutura
singular, i.e., de seus poélos. Desta analise, complementada pelo estudo da teoria de
Maxwell-Chern-Simons desenvolvido na se¢ao 4.3, concluimos que, devido a presenca
do tensor IT,/, a massa p? dada por (4.54) é gerada perturbativamente [57]. No
entanto, ;2 é dependente do processo de subtracao adotado. Em particular, pode-se
encontrar um conjunto de massas e coeficientes de P-V-R de forma que as condi¢oes
presentes na expressao (4.54) se anulam. Este tipo de ambigiiidade ja era esperada

e ocorre em outros modelos que envolvem o termo do tipo Chern-Simons, como a

QEDo,; [46] e a Anomalia Axial ou ABJ [40]-[45].

Com a ajuda das expressoes para G*(p) e G*(p), verificamos também que ha

uma correlacao entre os coeficientes b, e ¢, cujos valores sao dependendes do imput
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experimental, ou seja, como no caso da Anomalia Axial [40]-[45] ndo podemos a
priori, sem a ajuda de dados experimentais, afirmar se ha ou nao indugao de um
termo do tipo Chern-Simons a partir do setor fermionico. Neste sentido, o resultado
encontrado estd em concordancia com o trabalho de Bonneau [37].

A discussao sobre o problema da invariancia de gauge, Secao 4.4, trouxe luz
a compreensao das duas teorias que entao se apresentam como fruto da adicao do
termo 1iffys1 & Lagrangiana fermionica da QED. Como vimos, para que a teoria seja
consistente em relacdo a seus aspectos estruturais, como a invariancia de gauge, fez-
se necessario impor condi¢oes subsidiarias. Com efeito, a transversalidade do féton
foi reestabelecida e o problema da ambigiiidade foi circunstancialmente eliminado.

Este tipo de cautela se justifica pela presenca de termos como, por exemplo,

42 ;0 ol
pro” i 2 3, .4 1
BRI - )

> 27 ), zz(1—2)(z 27+ 2%) CrE R el

(5.1)

em (4.22). Tais contribui¢bes, caso venham a comparecer em andlises como aquela
feita na segdo 4.4.1, para se investigar a indu¢@o de massa (onde o momento externo
do f6ton foi considerado na camada de massa, i.e., p* = 0), nio seriam eliminadas.
Ademais, apesar da presenca do vetor b, ter resultado em conseqiiéncias minimas
no caso mais plausivel do ponto de vista fisico, vale lembrar que a presenca de
um tal vetor deverd ter conseqiiéncias mais marcantes na invetigacao de outras
quantidades, como no caso da renormalizacao da carga. Porém, o aprofundamento
de tais discussoes foge ao escopo da presente tese, constituindo, de fato, objeto de
investigagao futura.

Encerramos o Capitulo 4 com o célculo da renormalizagao da carga elétrica, a
qual foi feita seguindo os procedimentos tradicionais da QED usual. Resta entao
um estudo mais completo da renormalizacao da QED estendida a 1-loop, o que
significa calcular os diagramas de auto-interacao do elétron e de correcao de vértice,
levando-se em conta, é claro, os devidos conjuntos de graficos proprios. Contudo,
esse estudo serd apresentado num trabalho futuro [57].

Por fim, vale ressaltar que, dentre as perspectivas futuras ensejadas no presente
trabalho, encontram-se ainda o estudo da restauracao da simetria de Lorentz na

teoria a temperatura finita, o estudo da quebra da simetria de Lorentz no contexto
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do formalimo de Weisskopf, onde a expressao para a autoenergia do sistema se
faz necessaria, bem como uma analise completa® da renormalizacao da teoria em
ordem b?. Com respeito a este ultimo tépico, cujos calculos feitos em colaboracio
com o Prof. Guy Bonneau estao em franco progresso, deveremos esperar minimas
implicagoes sobre os resultados das analises aqui apresentadas exceto pelo fato de a
nova série perturbativa guardar correspondénia mais estreita com os calculos nao-

perturbativos [58].

*Incluindo a correcao de linha fermionica e de vértice.



Apéndice A

Estados Puros e Mistos em TFD

Neste Apéndice sera apresentado um breve estudo sobre o estado de vacuo térmico

da TFD. Para isso, seguiremos a abordagem dada em [15].

A.1 A Representacao de Niumero

Quando trabalhamos com problemas envolvendo osciladores harmonicos quanticos

introduzimos os operadores a e a' os quais devem satisfazer

la,al] = 1. (A1)

?

A partir de a e af, construimos os operadores associados aos observaveis fisicos, por

exemplo, posi¢cao e momento

1
qg= ﬁ(a + al), (A.2)

1
p= E(a —a), (A.3)

os quais satisfazem as relacoes candnicas de comutagao

g, p] = 1. (A4)
Podemos também definir o operador niimero

N =d'a, (A.5)
cujos autovetores ortonormalizados serdo aqui representados por |n)), de forma que

Nln)) =mnlm)),  {(m|n)) = dnpm. (A.6)
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Neste contexto, é possivel mostrar que sendo a' o hermitiano conjugado de a, o
autovalor n é ndo negativo e aln)) e af|n)) sdo autovetores de N com autovalor
n—1en+1, respectivamente. Com efeito, n, sendo nao negativo, deve ter um valor

minimo. Representando por |0)) o autoestado associado a tal autovalor, segue que
al0)) =0, (A7)

o que implica em

N|0)) = 0. (A.8)

Isto mostra que o autovalor de N no estado |0)) ¢ zero, justificando assim nossa
notacao. Denominaremos esse estado como estado de vacuo. Assim, um estado
qualquer |n)) normalizado pode ser obtido atuando n vezes o operador a' sobre o

estado de vacuo,

n)) = ﬁ(awwo». (A.9)

Representaremos por H(a) o espago vetorial formado por todas as superposigoes
normalizéveis dos vetores de estado {|n))} : H(a) = {D_culn)) : D |en| < co}. Esse
espago é conhecido como espaco de Fock e o conjunto {|n))} representa uma base
de H(a). Como n é ndo negativo, estd representacao é também conhecida como
representagao de nimero.

Introduzindo a notacao

AA=A — (A4) (A.10)
onde (A) = (i|A|i) e |i) representa um vetor de estado qualquer de H(a), obtemos
o principio de incerteza

1
((Ap)")((Ag)%) > 7. (A.11)

Note que estamos usando h = 1.

A.2 Estados Coerentes

Na secao anterior introduzimos o estado de véacuo, |0)), associado ao operador a.
Entretanto, quando estamos interessados em tratar fenomenos que estao no ambito

da eletrodinamica quantica (QED), nos deparamos com um sério problema a respeito
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da escolha do estado de vacuo. A existéncia de varios tipos diferentes de estados
de vacuo esta ligada ao niimero infinito de graus de liberdade utilizados para des-
crever o campo de radiacao. De fato, na QED, o campo de radiacao é descrito por
um ensemble de fotons, embora existam fenomenos onde encontramos nao somente
estados de fotons mas também uma grande variedade de formas macroscopicas de
radiagao cléssica.

Para tratarmos situacoes como esta, poderiamos intuitivamente supor que os
estados macroscopicos sao formados através da condensacao de muitos fétons. Isso
sugere que tais estados nao devem ser autoestados do operador N, mas sim estados
cujo nimero de particulas tenha grande incerteza. Um exemplo onde isso ocorre é
encontrado na teoria do laser, onde os pacotes de onda, por terem uma fase bem
definida, apresentam grande incerteza no nimero de particulas (pois ApAn > 1/2).
Em tais situagoes, faz-se necessario o uso de um outro estado de vacuo, onde muitos
fétons sao condensados, correspondendo a estados coerentes.

Veremos agora como representar um estado associado a uma radia¢ao macrosco-
pica a qual contém um grande ntimero de fétons, obtidos através de um mecanismo
de condensagao. Denotaremos este estado por |0). Obviamente, este ndo é o estado
|0)) do operador a, pois a|0) ndo é zero. Entretanto, podemos introduzir um novo
operador, a, o qual satisfaz a|0) = 0 e [a,af] = 1. Assim, se encontrarmos tal
operador, o estado |0) sera seu estado de vacuo.

Para encontrarmos um operador com essas caracteristicas, facamos uma trans-
lagao no operador a,

a — alf)=a+0, (A.12)

onde € é um c-numero. Esta transfomacao é chamada de translagao bosonica ou
transformacao de Bogoliubov para os estados coerentes. O estado de vacuo associado

ao operador a(f) serd denotado por |0(6))
a(0)]0(9)) = 0. (A.13)

De (A.12), teremos
al0(8)) = —6]0(0)). (A.14)
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O estado |0(#)) é chamado de estado coerente de a com autovalor —6 [53].

Usando uma notag¢ao mais compacta, temos

a(f) = U.(0)aU, 1 (0) (A.15)
onde
U.(0) = expliG.(0)] (A.16)
e o gerador G.(0) é dado por
G.(0) = —i(0"a — Oa). (A.17)

Aplicando esta transformagao ao estado |0), obtemos

000)) = U(0)]0)). (A18)
Expandindo U,(8) chegamos a
U.(0) = exp (—%|9|2) exp(—0at)exp(0a). (A.19)
Com isso, (A.18) torna-se
0(6)) = exp = 516F ) exp(-0a')j0) (A.20)

Este resultado indica que o estado de vacuo |0(f)) é dado por uma superposicao
de estados contendo um grande niimero de quanta a, ilustrando assim, como se da
condensacao de particulas a.

Da mesma maneira que construimos os espaco de Fock, H(a), podemos construir
o espago H(6) atuando o operador « sobre o estado |0(6)). Devemos notar que H(a)
é equivalente a H(f) no sentido de que qualquer vetor de H(a) é dado por uma
superposicao de vetores de H(#) e vice versa. De fato, obtemos uma parametrizagao
do espago H(#) onde, para dois valores diferentes quaisquer de 6, dois novos espagos,
equivalentes entre si, sao gerados.

Neste contexto, devemos enfatizar que para os estados coerentes a relacao de
incerteza, (A.11), fica

() (89?) = §. (A21)
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A.3 Estados Squeezed

No caso em que a incerteza

(A.22)

N | —

((Ap)%) <

ou

(A.23)

?

DN —

2
((Ag)%)
dizemos que a onda que corresponde a um dado estado é uma onda comprimida ou

“squeezed”. Nesta secao estudaremos a estrutura de vacuo para os estados squeezed

de dois modos. Para isso devemos considerar dois conjuntos de operadores, a e a,

satisfazendo
la,a'] = [a,a'] =1 (A.24)
[a,d] = [a,a'] = 0. (A.25)
Introduzindo o gerador
G.(0) = ilad — d'a], (A.26)

e definindo Ug(0) = exp[ifGp|, chegamos a transformagao

S

(0) = Ug(0)aUz'(0), (A.27)
a0) = Ug(0)alU;'(0), (A.28)

onde 6 é um parametro real. Expandindo Ug(#), encontramos

a(f) = ca—da', (A.29)
a(f) = ca—dad, (A.30)

onde ¢ e d sao c-ntmeros dados por ¢ = cosh 6 e d = senh 60, respectivamente. Esta
transformacao é chamada de transformacao de Bogoliubov para os estados squeezed
de dois modos [54]. Note que
A —d*=1. (A.31)
Utilizando uma notagao matricial para (A.29) e (A.30), obtemos

m v

= B (o)™ (A.32)
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[af, —a)* = [o7(0), —a(0)]" B(0)"™" (A.33)
onde
c —d
B(6) = ) (A.34)
—-d c

Podemos mostrar facilmente que
B™Y(0) = 13B(0)73, (A.35)

onde fazemos uso da matriz de Pauli 73,

T3 = . (ASG)
0 —1

Torna-se conveniente adotarmos a seguinte notagao de dubleto,

atat=a, &=4a, (A.37)
a':at=d, a=-a, (A.38)
a(@)" : a(0)' = a(9), a(f)* =a'(0), (A.39)
a)”:a0)' =al®), a@)?=-a, (A.40)

a* = B~L(0)" a(0)", (A.41)

a" = a(0)B(0)"". (A.42)

Denotaremos o vécuo de (a, a) por |0)), e o de (a(@), @(d)) por |0(F)). Como em
(A.18),
06)) = Us(6)]0)) (A.43)

ou também

|0(6)) = exp[—In cosh @]exp[—a'a’ tanhd]|0)). (A.44)

A relagao acima indica que em |0(f)) o par (a, @) é condensado. O estado |0(6))

é chamado de estado squeezed de dois modos do par (a, a). Podemos construir o
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espaco de Fock de (a, @) (denotado por H(aa)) atuando poténcias de a' e a' sobre
0)), enquanto que o espago de Fock H(#) é construido atuando af(6) e af(6) sobre
|0(6)). Como o vacuo [0(f)) é um estado que contém a condensagao do par (a, a),
pode-se verificar que |0(6)) é invariante sob a troca de a por @ e vice-versa. Esta
troca é chamada, em TFD, de regra de conjugacao de “tilde” [55].

Introduzindo os parametros nimero n = (0(0)|a’al0()) e 7 = (0(0)|a’al0(d)),

vemos que n = 1. = d?. Logo, a matriz B depende do parametro ntimero.

A.4 Estados Mistos em TFD

Pode ser mostrado que as transformagoes de Bogoliubov, (A.29) e (A.30), geram
ruido em estados puros, em particular nos estados squeezed de dois modos. Isto nos
deveria surpreender, pois usualmente esperariamos o aparecimento de ruido somente
em um estado misto (ou de mistura). Nesta se¢do mostraremos como este ruido,
criado pela transformagcao de Bogoliubov, pode ser expresso em termos de uma média
estatistica num estado misto. Com isso, completamos nosso objetivo que é mostrar,
de fato, que a transformacao bosonica de Bogoliubov gera um ruido térmico.

Com efeito, consideremos dois conjuntos de operadores a e @, satisfazendo (A.24)
e (A.25). Denotaremos os autovalores de a'a e a'a por m e m respectivamente. Esco-
lhendo o autovetor |m, m) como uma base no espaco de Hilbert dos dois osciladores,

segue que um estado puro nesse espaco dobrado é dado por

|0> =C Z pa|m, m>7 (A45)
m=0

(O =c2 ) (m.m|p'™, (A-46)
m=0

onde a é uma constante real, e ¢; e ¢y sao constantes de normalizacao tais que
0|0y = 1. (A.47)
O operador p é o operador densidade, definido aqui por

p= fou, (A.48)
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onde f é um c-nimero. Com isso, a condigdo de normalizagao (A.47) nos diz que
C1Cy = 1-— f <A49)

Portanto, para um operador qualquer, digamos A, consistindo de a’s e af’s, segue

que

(01A(a,a)|0) = erea Yy f7(m|A(a, al)|m)

m=0

TrlpA(a,at)
- (A.50)

onde usamos (m, I|A(a, a")|m/, ") = & (m|A(a, al)|m’). O lado direito de (A.50) é
média estatistica de A com relagao ao operador densidade p.
A relacao

n = (0a'al0)

o

= C1C2 mem

m=0

S
= 15 (A51)

nos permite relacionar f com o parametro nimero de particula n. Neste sentido,
encontramos uma igualdade entre o valor esperado no vacuo (um valor esperado
num estado puro de um espago dobrado) e a média estatistica (valor esperado num
estado misto) [14].

De acordo com (A.45) o vacuo |0) é uma superposicao de pares de estado |m, m),
com m = m/. Mais ainda, quando escolhemos a = 1/2 e ¢; = ¢}, (0| torna-se o
hermitiano conjugado de |0). Assim, o estado de vacuo em (A.45) estd relacionado
ao vécuo de (a, @), que ¢ |0,0), através de uma transformacio de Bogoliubov térmica
onde n é dado por (A.51). Isto mostra que o estado puro com ruido considerado
nesta secao é obtido através de uma transformacao de Bogoliubov térmica.

A expressao (A.51) mostra que o valor esperado no vacuo com f = exp[—[fw] é
idéntico & média térmica a temperatura T = 1/3. Note que estamos considerando

unidades onde K, a constante de Boltzmann, é igual a unidade.
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Os cédlculos acima se referem a osciladores bosonicos definidos por (A.24) e
(A.25). No entanto, um procedimento similar pode ser efetuado no caso fermionico.

De fato, considerando dois osciladores fermionicos definidos através das relagoes

[a,a'], = [a,a], =1 (A.52)

la,a], = [a,a'], =0, (A.53)

pode-se mostrar que a equivaléncia entre os valores esperados no vacuo e as médias
térmicas continua valida. Em particular, através de uma tranformacao de Bogoli-

ubov, o estado de vicuo para o condensado fermiénico (a, @) torna-se
|0(9)> _ e[lncosh@}eln[l-i-aT&T tand)] |0>> (A54)
Neste caso,

(A.55)

n =

o
1+ f’

sendo f definida como no caso bosonico.



Apéndice B

A Lagrangiana de E-K-H via o Método de
Fock-Schwinger

Um método alternativo para se derivar a Lagrangiana de Euler-Kockel-Heisenberg
(E-K-H) [7] foi proposto por J. Schwinger em 1951 [11]. Utilizando o método das
caracteristicas introduzido em 1937 por V. Fock [12] e insistindo em manter explicita
a invariancia de calibre da teoria, Schwinger investigou os efeitos da polarizacao do
vacuo na QED em duas situaces: para campos constantes e para ondas planas.
De uma maneira geral, o método de Fock-Schwinger parte do calculo da fungao de
Green associada a corrente de polarizacao do vacuo para obter a modificacao da
acao original. Para melhor compreender o alcance e a utilidade deste método no
caso em que se considera um termo de quebra das simetrias de Lorentz e CPT no
setor fermionico da QED, faremos a seguir um estudo do artigo original de Schwinger

11].

B.1 O Método de Fock-Schwinger

As equacoes de campo, relacoes de comutacao e o quadrivetor corrente de um
campo de Dirac na presenca de um dado potencial eletromagnético A, sao dados

pelas equagoes *

(10, — eAy(x))Y(x) —my(x) =0, (B.1)
(=0, — eAu(x))¥(2)y" — mi(x) =0, (B.2)

*Estaremos considerando unidades onde A =1¢ ¢ = 1.
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{6x,20), 9 20)} = 7°5(x — ), (B3
i) = gelia). A*b(a)]. (B.4)

onde
{7} = 29,0 (B.5)

O operador corrente (B.4), ou seja,

) = ~5¢ Ouasltbala), Fa(a)], (8.6

pode ser também simetrizado temporalmente através da introducao do operador de

ordenamento cronolégico. Para isso, introduzimos a notagao

(A(zo)B(zg)) se xo > x;
(B(zf)A(xg)) se xo <y,

(A(zo) B(wg))+ =

/
, I se xy > x
elr—2') =
/
-1 se zy < x,

de forma que
(Ya(@)Up())se(x —2') = T(Wa(2)1s(2"))

(
(Ya(2)p(2))  se x> af
—(Ws(a")

onde definimos o operador de ordenamento temporal 7. Assim,

Yo(x)) se xy < xy,

%[%(I); Y(@)] = (Ya(@)¥s(2")+e(x — ') (B.7)

o que nos permite escrever o valor esperado (num dado estado) dessa quantidade

desde que 2’ se aproxime de z pelo futuro e pelo passado. Agora, aplicando esse

tAtravés da “funcio” degrau

/
1 se x>z

0 caso contrério,

0(xo — xp) = {
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resultado a quantidade que realmente nos interessa, obtemos o valor esperado do

operador j,(z) no vacuo do campo de Dirac,
(0]7,(2)|0) = —ie tr v,G(z, ") |5z (B.8)

onde
G(2,2') = —i(0|Ty (x)P(2')]0) = (T (2)P(x)) (B.9)

e “tr” indica o traco em relacdo aos indices spinoriais.

A funcio G(z,2') satisfaz uma equacio diferencial nio homogénea, a qual é
obtida notando que

(10, — eAu(x)) —

= — iy"(i0, — eAu(x)) — m)(0| T (x)(2)|0)

= — iY"(i0, — eAu(x)) —m](0(a” — 2 ) (x)P(a’) — (2" — 2°)P(a")y(x))

= — i(i7")8(z" — 2 )(O0l{ (x), ¥ (a") }]0)

= 5z — '), (B.10)

m|Ga,a) =

De (B.9), vemos que G(z,z') é a funcao de Green para o campo de Dirac. Por
conveniéncia, trataremos G(z,z’) como elementos de matriz do operador G, cujos
estados sao denotados pelas coordenadas espaco-temporais e os indices spinoriais

sao omitidos,
G(z,2') = (z|G|2).

Desta forma, a equacao diferencial (B.10) passa a ser considerada como um elemento

de matriz da equacao operatorial
(vI = m)G =1, (B.11)
onde
I, =p,—eA,
é caracterizado pelas seguintes propriedades operatoriais

(2, L] = i0,,, [, 1L] = ieF,, (B.12)
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eflF,, =0,A,—0,A, ¢é o tensor intensidade de campo. Nessa notagao, é facil mostrar

que o quadrivetor de corrente do vacuo,
(Ju(z)) = —i e try,(z|Glz), (B.13)

pode ser obtido a partir de uma acao integral através da variacao com relagao a

A, (z). Para melhor visualizarmos, escrevemos
6SW = /(dx)dAu(a:)U“(x)) =ieTr[y(0A)G] (B.14)

como uma diferencial total, onde §A,(x) vai a zero no infinito. Em (B.14), 64,

denota o operador com elementos de matriz
(z|0A,|2") = é(x — 2")0A,(x)

e “IT” indica a soma diagonal sobre as coordenadas do espaco-tempo bem como
sobre os indices spinoriais.
Para mostrarmos que Tr[y(0A)G| é, de fato, a variacdo total de uma agdo,

tomemos

1 o .
G= T = 2/ ds e O=m)s (B.15)
yiL=m 0

—ey 0A = d(yIl —m), (B.16)
de forma que, usando a propriedade TrAB = TrBA,

iey (0A)G = —id(yII—m)G = / ds (411 — m) ¢~ "OT=m)s
0

= 9 {z/ ds s! e_i("’n_m)s} ,
0

ieTr[y(0A)G] =6 {2/ ds s ' Tr eiWHm)s} :
0

ou ainda?,

Portanto, a menos de uma constante aditiva,
o0 . .
s — @/ ds s~ e Ty e=01s
0

- / (dx) £LD(z), (B.17)

fFazendo uso do fato de que Tr(6A4) = JTrA.
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onde a densidade lagrangiana £)(z) é dada por
LY (z) = z/ ds s~ ' e™ tr (z]e”"M|2). (B.18)
0

A lagrangiana obtida acima é tal que valor esperado da corrente do vacuo é dado
por

58

() = A, @) (B.19)

Este termo de acao deve ser somado a acao de Maxwell para que a descricao do
campo eletromagnético no vacuo seja completa.

Uma representacao mais conveniente de (B.19) pode ser obtida notando que

G = (A )y = (Tl )

= i / ds e~ =3 (A IT 4 m). (B.20)
0

Utilizando o fato de que o trago de um nimero impar de matrizes v é zero, podemos,
com a ajuda de (B.16), escrever

ieTr[y(0A)G] = Tré(yIl —m) / ds e_i@2_m2)s)(’yﬂ +m)
0

= T&"(S(’yH)(’yH)/ ds e 1 -m*)s
0

1. [~ .
= 09z ds 571 e WU =ms | (B.21)
2 Jo

e, conseqilentemente,

1 °° .
LD (z) = X / ds s71 ™ tr (z|U(s)|z), (B.22)
0
onde
U(s) = e "5, (B.23)
‘H é o operador dado por
H = ()2 = (M)(31) = 12 = 50" F, (B.24)
€
o =2 [y, "], (B.25)
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Como vemos, a construcio de G(z,2') e LU (z) se d4 a partir do cdleulo de

(@'[U(s)]a") = (a']e™"|2") = (x(s)|(0)"). (B.26)

Na presente notagao, somos levados a interpretar U(s) como sendo um operador
que descreve a evolucao de um sistema governado pela “hamiltoniana” H. Num
dado “tempo” s, o elemento de matriz de U(s) pode ser visto como a amplitude de
transi¢ao que leva o sistema de um estado onde x,(s = 0) tem o valor 2” a um estado
em que z,(s) tem o valor 2’. De fato, deparamo-nos com um problema dinamico,
onde as coordenadas espaco-temporais da “particula ” dependem do tempo préprio

“s” segundo as seguintes equacoes de movimento:

dzt

—— = il H =211, (B.27)
S

dI . €

% = —Z[HM,H2—§OJ\ F/\w]

— 2e FMI, — ga’\wa“F,\w — Qe O\FH, (B.28)

A amplitude de transicao é caracterizada pelas equacoes diferenciais *

i0s((s)'2(0)") = (x(s)'[H|2(0)"), (B.29)
(i0), — eAu(2))(x(s)'|2(0)") = (2(s)'[1u(s)|=(0)"), (B.30)
(=0, — eAu(z"))(x(s)12(0)") = (2(s)' 1L, (0)]x(0)") (B.31)

e pela condigao de contorno

(2(s)12(0)")]s—0 = (2’ — 2"). (B.32)

80 problema de uma equacio de onda com tempo préprio, em conjuncio com o operador de
Dirac de segunda ordem, foi discutido por V. Fock em 1937 [12].
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B.2 O Caso do Campo Eletromagnético Constante

Quando consideramos um campo eletromagnético constante Y, as equacoes de movi-

mento (B.27) e (B.28) tornam-se

dxt

— = 2II*, B.
- , (B33
dIT*
— = —2eF™II B.34
ds € A ( 3 )
ou, em notagao matricial,
dx
- = 9T B.
“ , (8.3
dll
— = —2e FIL B.
7 e (B.36)
A solugao simbdlica dessas equacoes é
e—Zer -1
II(s) = e 2F*11(0), z(s) — z(0) = (T) , (B.37)

de forma que,

o) — eFﬁ(x(s)—x(O))

— —%eFeersenhl(er)(x(s) —z(0)),

e
1 —eF's -1
II(s) = —éeFe senh™ " (eF's)(z(s) — z(0)).
Fazendo uso da propriedade de transposicao F = —F, temos
II(s) = —%e(w(s) —z(0)) Sinh_l(eﬁs)e_eﬁsﬁ’
1
= —§(ac(s) — 2(0))eFeF*senh ™" (eF's). (B.38)

YDe fato, estamos consideramos campos E e B que variam tdo lentamente no espaco-tempo,

ie.,
w<<m |k| << m,

que podem ser considerados como constantes [9], [10]. Acima, m é a massa de repouso da particula

de Dirac.
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De posse do operador I1(s), podemos agora partir para a obtengao do operador
hamiltoniano
1
H + EGO'F =11 = (2(s) — 2(0)) K (x(s) — z(0)), (B.39)
onde
2

K = %F2senh*2(er).

Para escrevermos os operadores em (B.39) num ordenamento consistente, faz-se

necessario calcular o seguinte comutador

[2(9).2(0)] = [#(0) + ——TI(0), 2(0)]
e—Qer -1 'e—QGFS -1
= T[H(O),x(o)] =I5 (B.40)

Assim,

H + %GZO'F =z(s)Kxz(s) — x(0)Kz(s) — z(s) Kz(0) + 2(0) Kz(0) =
z(s)Kx(s) — 2z(s)Kz(0) + 2(0)Kz(0) — 2(0)Kz(s) + x(s) Kx(0).

Manipulando os dois tltimos termos da expressiao anterior, obtemos

() K", (0) — 2, (0) K"z, (s) =
= z,(s)(Kz(0)" — z,(Kx(s))"

= tr(z(s)Kz(0) — z(0)Kz(s))

— trf—[e(0), 2(s)| K} = itr{eF(e%Fs ~ 1)senh 2(eFs)}

= —%tr{e}?’(eeFS — 1)senh '(eFs)},
e, uma vez que trF' = 0,
z(s)Kz(0) —z(0)Kz(s) = —%’tr{eF(e_eFS — 1)senh™'(eF's)}
= —%tr{eF coth(eF's)}.
Logo,

H + %eaF = x(s)Kz(s) — 2z(s) Kz(0) + z(0) Kz (0) — %tr{eF coth(eF's)}. (B.41)
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Substituindo (B.41) em (B.29), obtemos

i0s(z(s)'|2(0)") = (ﬂ?(s)'|H|x(0)")
— (a(s)| - %eJF ~ Lir{eF coth(eFs))
© (s Ka(s) — 22(5)K2(0) + 2(0)K2(0)]2(0)")
= [-geol — Ltr{eF coth(eFs)} (o' — ") (a' — 2")](x(s)'|2(0)"),

(B.42)
cuja solucao é

(ZL‘(S)/|$(0)”) _ O($/,$H) eL(s) 872

X exp i(x’ — 2")eF coth(eFs)(x' — 2")| e3°F*,  (B.43)

onde

1 senh (e F'
L(s) = =tr lnm.

B.44
2 el's ( )

Para determinarmos C'(2’, 2"), utilizamos as equagoes diferenciais

(z(s)|T(s)]z(0)") = —%(m’ —2")eFe* senh ™! (eF's)(x(s)'|x(0)")

1

= —5(a' —a")[eFeoth(eFs) + eF|(z(s)'|2(0)").

(B.45)

(x(s)'|T1(0)]z(0)") = —%(m’ — 2")[eFcoth(eF's) — eF|(z(s)'|z(0)"),  (B.46)

junto com a expressao (B.43), para obtermos as equagoes diferenciais

10/, — eA,(2') — %eFW(:I:’ —2"]C(2',2") =0, (B.47)
1
[—i0, — eA,(2") - §eFW(a:’ —2")]C (', 2") = 0. (B.48)

A solugao de (B.47) tem a forma

C(2',2") = C exp {—ie /j dx[A(z) + %F(a: — x”)]} : (B.49)
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onde a integracao independe do caminho de integracao devido ao rotacional de
A(z) + $F(z — 2”) ser nulo. No entanto, se restringirmos o caminho de integracao
a uma reta conectando z’ e 2”7 podemos, em virtude da antissimetria de F', simples-

mente escrever
C(2',2") = CP(2', 2"),
onde

/
(I)($/, ZU”) _ efief;,, dzt Ay (z)

e C é uma constante cujo valor é
1
devido ao fato de o limite de (x(s)'|z(0)") quando s — 0 independer do campo
externo.
Por fim,
(z(s)z(0)") = —(4—;)2@(3:',:13”)&(3)5_2 x
exp B(m’ — 2")eF coth(eF's)(z — ") | e2¢Fs. (B.51)

Agora, com a ajuda da expressao (B.20), a fungdo de Green G(2',2") pode ser
obtida de duas maneiras equivalentes, escrevendo

2

($/|G|l’”) _ Z/ d8($/|(’7H+m)e_iHs|I”)€imS
0
2

o0
— Z/ ds(x/|efiHseiHs(,yH_i_m)efiHsm//)eim s,
0

de modo que

2

G(a,a") = i/ooo ds[(x(s) (v"ILu(5))2(0)") + m(z(s)'|=(0)")]e™ . (B.52)
Por outro lado, escrevendo

G, 2" z/ ds(z'|e M (4IT + m) |z )e™
0
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encontramos

2

G(',2") = i/ooo ds[(x(s)'|(Y'TL.(0))](0)") + m(z(s)'|2(0)")]e™ . (B.53)

Para obtermos a lagrangiana £ (z), substituimos (B.51) em (B.22), notando

que
((5)2(0) otz = — (4;)2e—L<s>s—2e—%wFs.
Como resultado,
LY (z) = _3217r2 /000 dss 3¢ 5o M)ty paooFs, (B.54)

onde deformamos o contorno de integracao através da mudanca de variavel s — is,

para que £ (z) seja expressa como uma quantidade real. Em (B.54),

1 sen(el’s)

U(s) = Lis) = 5tr In=— (B.55)

Para obtermos uma expressao explicita de L’,(l)(x) calcularemos, a seguir, os dois

teoF's

tracos nela contidos. Em primeiro lugar, trataremos do termo tr e2 . Para isso,

utilizaremos a identidade
{O_;w, O.)\Ii} _ 29;0\91/:@ . qungl/)\ + 22-6“1//\:@75,
a qual nos permite escrever

1 vV 1 v K 1 vV K
Z(UWF“ 2 = —go? FFx: = g{a“ Lo FE W F

1
1 VK K UV - VAR

= Z(g’”g — " g" + i), Fy,,
! .

= EF’\”FM + ie“”)‘“FWFM’f.

Em termos do tensor dual
%% 1 UK
* "M = §€ P\,

segue que

1 v 1 v /I: 17
1w P = S Fy o o x P ELP. (B.56)
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Introduzindo o escalar F e o pseudo-escalar G,
1 1,5 9
f = ZF#VFNV = i(B — E ), (B57)
1
g = ZFW *F, =E-B, (B.58)
temos
1 2
<50F> = 2(F +iv°G), (B.59)
ou, numa notacao matricial,
F 0 G 0
s 0O F 0 g
2(F+1y°G) = 2 (B.60)
g 0 F 0
0 g 0 F
De (B.60) obtemos a equagio caracteristica
(2F —XN)?+26)" =0,
cuja solucao é
A =2(F £1G). (B.61)
Portanto, os autovalores do operador (—30F)? sao
1 !/
e, conseqiientemente,
tr exp <—10'F) _ ees\/Q(]-'-i-ig) 4 emes 2(F+1iG)
2
+ ees\/Q(ffig) 4o s 2(F—iG)
— 4Recosh <es\/2(]: ¥ z'g)> . (B.62)

Prosseguindo o calculo dos tragos de E(l)(x), passemos agora a obtencao dos

autovalores do operador ¢/®). No entanto, devemos antes encontrar os autovalores

do tensor de campo F),,. Para isto, lancamos mao das seguintes relacoes

Fax FY = =G

Fuy s FY — FFY = 200 F.

(B.63)
(B.64)
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Considerando que os autovalores de F),, sao determinados através da equagao

FWTP" - F’%L, (B65)
e, notando que
F,uk * FAVQ;[}V - _gwu; (B66)
()1 5 FMp, = =G, (B.67)
5 x FMap, = —%W, (B.68)

onde (B.63) e (B.64) foram usadas, concluimos que

P, =

ou ainda,

E F2y = (F')*,, (B.69)
Av o g2
Fo* F", = W%' (B.70)

Assim, equacionando as expressoes (B.63), (B.64) e (B.69), (B.70), chegamos a

seguinte equacao para os autovalores F’ de F
(F)* 4+ 2F(F')? = G* =0

cujas solucdes sdo £1'M e £F® com

Mt ) —iG)?
FO = — [(}"—I—zg) + (F —iQ) ] (B.71)
(2) _ L . 1 B o 1
= (F+ig)h — (F—ig)}]. (B.72)
Em termos de tais solucoes,
1 sen(eF's)
— tr nZREES)
l(s) 2tr n—
1 sen(eFMs) sen(eF®?s)
B 5{2111 Py N oRo }

sen(eFWs)sen(eF?s)
6282F(1)F(2) ’
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e2s2 () p(2)
sen(eFMs)sen(eF'2)s)
2’5’ FF ()
cos(es[F) — F)]) — cos(es[FFV) + F?)])
e?s%Gg

" Im cosh(esX)’ (B.73)

onde fizemos uso da identidade FMF® = —iG e definimos
X = V2(F+iG)s.

Substituindo (B.62) e (B.73) em (B.54),

1 (> _5 _ . Recosh(esX)
£ - __— dsg—3e—m?s G COSIESA )
812 Jo 0 cosh(esX)

1 [~ 5 o, Re cosh(esX)

- = d —3 —m?2s At S
872 Jo e [e 9 Im cosh(esX)

e*s*G (B.74)
—1/, (B.75)

onde um termo constante foi introduzido em (B.74) a fim de que £ se anule na
auséncia dos campos. Ademais, analisando a expressao (B.75), vemos que, para

campos fracos,

Re cosh(esX) 2 5, etst 2 2
~14+Z= ——(4 7
Im cosh(esX) * 3¢ 7 d 45 WP+ 160 +

e, portanto, a contribuicao dominante é dada pelo segundo termo da expansao,

1 e’ > 1 2
LY ~ ~ 192 / dss e ™S F.
0

Sendo esta uma contribui¢ao (infinita) de ordem e?, podemos inclui-la na Lagrangiana

de Maxwell (a qual é da mesma ordem), de forma que LM contenha apenas as con-

tribuigoes de ordem superior, i.e.,

62 > —1_—m?s
L= — [1+12W2/0 dss™ e ]}"
T[>~ 4 Re cosh(esX) 2
o d 3,—m*"s 2.2 —-1=Z= 2 2]: ]
812 Jo e [e *“Tm cosh(esX) 3°°

Definindo

_ 62 > —1_—m?3s
C:127r2 i dss™ e
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e identificando as quantidades utilizadas até agora com o subindice “0”, introduzimos

um novo conjunto de unidades de intensidade de campo e carga através das relagoes

F = (1+Ce)F,
G = (1+Ced)G,

€
1+ Ced’

[ =

de forma que

Re cosh(esX) - 26252}_ .

o 1 > —3 —m?2s 2 2
L=-F /0 dss e [6 ° ghn cosh(esX) 3

872

Esta densidade lagrangiana invariante de calibre é conhecida como Lagrangiana
de Euler-Kockel-Heisenberg e foi obtida, segundo a presente abordagem, por J.

Schwinger em 1951 [11].



Apéndice C

A Anomalia Axial

C.1 Introducao

Neste apéndice, apresentaremos de forma sistematica os calculos que levam a anoma-
lia ABJ [40]-[41] seguindo a notagao e o texto de Ta-Pei Cheng e Ling-Fong Li [42].
Tal estudo tem por objetivo evidenciar a estreita semelhanca existente entre a es-
trutura do tensor I}, expressao (4.10), e a expressao associada aos diagramas de
triangulo no estudo da anomalia. De fato, este tipo de similaridade ja foi explo-
rada e discutida por R. Jackiw e A. V. Kostelecky [30] e, mais lucidamente, por G.
Bonneau [37].

Como veremos, os procedimentos e analises aqui apresentados podem ser tteis
na andlise de (4.10), sobretudo no que se refere & ambigiiidade advinda do processo
de renormalizacao e a conservacao das simetrias fundamentais da teoria.

Iniciemos nosso estudo sobre anomalia considerando um modelo contendo um
campo fermionico de massa m acoplado a um campo de gauge vetorial V* e a um
campo de gauge axial AL. A Lagrangiana em questdo é uma extensao axial da
Lagrangiana usual da QED, i.e.,

" 1 1
£:¢(2$_6A_m_ /675)1/}_ZFHVFMV_ZF;UF5V, (Cl)

onde as correntes de Noether vetorial e vetor axial sao dadas por

Vi = Y(@)n(), (C.2)

Ay = @)y (@), (C.3)

e os tensores de campo tém a mesma forma que na QED usual.
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Devido a invariancia de (C.1) sobre as simetrias U(1) de carga elétrica e U(1)
axial, segue-se que

o"V,(z) = 0, (C4)

oMA,(x) = 2imP(x), (C.5)

onde P(z) é a corrente pseudoescalar definida como

P = (z)ys1(x). (C.6)

Para vermos por que tais simetrias (e as respectivas regras de conservagao) podem
ser violadas na teoria quantica baseada em (C.1), consideremos o acoplamento entre
duas correntes vetoriais e a corrente vetor axial. Mais precisamente, consideremos

a fungoes de trés pontos (no espago de momentos)
Ty (ki ko q) =i / d*x1d wo (0T (V,u(21)V, (22) Ax(0))]0)e o+ - (C.7)

onde ¢ = k1 + ko. Essa é a contribuicao de mais baixa ordem correspondente aos
diagramas de triangulo mostrados na Fig:1.1.

Das propriedades de simetria da Lagrangiana podemos encontrar as identidades
de Ward relacionadas a T\ e que serao uteis nos deselvolvimentos subseqiientes.

Tomando emprestado da teoria de Algebras de Correntes [43] a identidade
0z (T (Ju(2)O(y))) = T(0"J,(2)O(y)) + [Jo(2), Oy)]d (20 — ¥o), (C.8)

onde J,(z) e O(y) sdo operadores locais bem definidos, e levando em conta o fato
de que
Vo(z), Ao(y)]6(zo — yo) = 0, (C.9)
podemos calcular explicitamente as contragoes de 1), com kY, kY e q* e obter as
identidades
K{Tuwn = kiTu,=0, (C.10)

q)\T;uz/\ = Qme/a (Cll)
onde

T (k, ko, q) = i / A4z, d 2o (0| T (V,,(21)V,, (5) P(0))|0)eikr =itk (0 12)
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As identidades (C.10) e (C.11) s@o conhecidas como identidades de Ward vetorial e

axial, respectivamente.

C.2 Anomalias Advindas do Processo de Renormalizacao

Quando calculamos as contribui¢oes de baixa ordem para 7}, e T}, (veja os dia-
gramas abaixo), concluimos que as identidades de Ward (C.10) e (C.11) nao sao, de

fato, satisfeitas. Explicitamente, temos

N e e e e et

e

correspondendo aos diagramas (a) e (b) (Fig 1.1) e

L e e s e
L)

correspondendo aos diagramas (¢) e (d) (Fig 2.1).

Fig. 2.1: Contribuigdo de mais baixa ordem para T}, .
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Para verificarmos as identidades de Ward, em particular a identidade axial, fazemos

uso da relagao
45 =v5(p — 4 —m) + (P — m)ys + 2ms (C.15)

para escrever (C.11) como

q/\T;w)\ = 2mT;w + A/(}V) + A(z) (016)

i

onde

ap = f (ng{ﬁfm%%@_%i)_mw

) —m ") m”“} ’ (G17)

a2 = f <§jr];%“{¢—im””“@—%i>—m%

G k) —m == m””} ' (C-18)

Diante disso, vemos que para que a identidade de Ward (C.11) seja satisfeita é preciso

que as integrais em A,(fl), vao a zero. Superficialmente, isto parece ser o caso, pois, se
pudermos efetuar a mudanca da variavel de integracao de p para p + ko no segundo
termo de (C.17), as duas integrais em Al(},,) se cancelam mutuamente. De maneira
similar, o outro par de integrais em (C.18) deve se cancelar. Contudo, devido ao
fato de ambas integrais serem linearmente divergentes, o recurso de se transladar a
varidvel de integracdo produz termos extras [44] com Al(},,) #0e AELZ,,) # 0, o que

provoca a violacao da referida identidade de Ward.

C.3 O Termo de Superficie em Integrais Linearmente

Divergentes

Pode ser demostrado para o caso unidimensional que o método de integracao através
do deslocamento da variavel de integracao torna-se ilegitimo se a integral em questao

apresentar uma divergéncia linear ou superior*. Tomemos, por exemplo, a quanti-

*Optamos aqui por seguir a abordagem desenvolvida na referéncia [44].
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dade
Amwa[ dxlf(z + a) — f(z)]. (C.19)

o0

Para verificarmos sob quais condigoes A(a) passa a ser nao nula, expandimos o
integrando em (C.19). Como resultado

Ala) — /_+Oodx {af’(m)+a;f”(x)+...

o0
2

a
= alf(c0) = f(=o0)] + Z[f'(e0) = f(=00)] + ... (C.20)
onde (') significa diferenciagao. Assim, quando
+o0o
f(z) dz (C.21)
converge (ou, no maximo, diverge logaritmicamente), teremos 0 = f(£o0) = f'(£00)
.., € A(a) vai a zero. Entretanto, para uma integral linearmente divergente, 0 #

f(£00), 0 = f(£o00) = ... ¢ A(a) ndo necessariamente vai a zero. De fato, teremos

Aa) = a[f(o0) = f(=00)]. (C.22)

Esta contribui¢ao remanescente corresponde a um “termo de superficie”. A gener-

alizagao para o caso n-dimensional é direta

Aa) = /ﬁwuv+w—fvn

9 o 0
_ /d”r {aTarTf(r)+aTarTa”a—%f(r)+... . (C.23)

Assim, aplicando o teorema de Gauss termo a termo na expansiao acima, vemos
que todos os termos vao a zero na superficie r = R — 00, exceto o primeiro, que
contribui com

Ala) = QT% F(R)Su(R) (C.24)

onde S, (R) é a drea superficial da hiperesfera de raio R. Para o caso do espago

4-dimensional de Minkowiski, teremos

Aa) =d” /d4r07f(7") = 2ir?a” ]%1_1)150 R*R, f(R). (C.25)
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C.4 Ambigiiidades em 7},

Devido ao fato da amplitude a 1-loop 7}, ser linearmente divergente por contagem
de poténcias, a mesma nao estd unicamente definida. A expressdao (C.13) implica
em um particionamento particular para o momento de loop p; a linha fermionica
entre os vértices vetorial e axial carrega momento p. Entretanto, podemos escolher
um particionamento diferente, de tal forma que a linha fermionica passe a carregar

momento p + a, onde a é alguma conbinagao linear (arbitraria) de k; e ks
a = ak; + (a — B)k,. (C.26)

Portanto, devido ao fato da integral ser linearmente divergente, segue que T},

possui uma ambigiiidade em sua definicao dada pela quantidade
A = Ta(a) = Tpua(0)
d*p

= (=1 et
Sy k=

{t { 1 1 1 ]

r A Vv v
Brd)—m G- —m " Prd—f)—m "

‘bjm”%@—é—m%w—iwmﬂd*(ﬁ:?)}
AL+ AR, (C.27)

Aplicando o resultado (C.25), obtemos

d'p . 1 1 1
Ay = (1) / a’ 5 —tr { Y5 W g/ }
. @2m)*" Op. [p—m " —d)—m "(p—k)—m "
—i27%a” N
= @t A PP 1) e/

i2r%a, ., ppf .
= om) ph_)rgo e 41€,0p- (C.28)

Substituindo p7p?/p? por ¢°°/4,

AW = €@’ /8T (C.29)

(2 N

Visto que Afy)/\ estd relacionado com (C.29) através das trocas k; < ks e p < v,

encontramos, através das equagoes (C.26), (C.27) e (C.29),
A,ul/)\ _ A(l)

UV

B
+ A;(fu))\ = @Ep;w)\(kl - kQ)p- (CSO)
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Portanto, a definicao de 7}, possui uma ambigiiidade associada ao parametro ar-

bitrario # de forma que
12(@) = Ty 0) = ozl = k)" = Tyun(9). (31

Tal ambigiiidade tem implicacoes na andalise da conservacao das simetrias originais
da teoria e, no caso da anomalia ABJ, a escolha do parametro (3 ¢é feita a luz de

dados experimentais, levando a violagao parcial da corrente axial (PCAC).
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