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Resumo

Consideramos a dinamica de nao equilibrio da formacao de um condensado numa
teoria quantica de campos relativistica descrevendo campos escalares com acoplamento
A¢* com quebra espontanea de simetria. A equacao de movimento do correspondente
parametro de ordem é uma equacgao estocastica do tipo Ginzburg-Landau-Langevin, a
qual é derivada a partir da acao efetiva quantica da teoria. Esta equacao incorpora ruidos
aditivo e multiplicativo, o que permite estudar o papel da flutuacao e da dissipacao no
processo de formacao do condensado. A acao efetiva é derivada empregando o formalismo
de tempo real da teoria de campos a temperatura finita tanto para fase simétrica como
para fase espontaneamente quebrada da teoria. No célculo da acao efetiva empregamos
um método nao perturbativo conhecido como teoria de perturbacao otimizada até a ordem
de trés loops, e comparamos com os correspondentes resultados obtidos com a usual teoria
de perturbacao na constante de acoplamento. Resultados numéricos para as solucoes das
equacoes de Ginzburg-Landau-Langevin sao obtidos de simulacoes numéricas de larga
escala numa rede espacial em trés dimensoes. Uma atencao particular é dedicada a re-
normalizacao das divergéncias ultravioletas que aparecem nas simulacoes destas equagoes

numa rede.

Palavras Chave:
Teoria de Campos a Temperatura Finita; Transicoes de Fase; Equacoes de Ginzburg-

Landau-Langevin; Teoria de Perturbacao Otimizada.

Areas do conhecimento:

Fisica de Particulas Elementares, Teoria de Campos a Temperatura Finita
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Abstract

We consider the nonequilibrium dynamics of the formation of a condensate in a spon-
taneously broken \¢* relativistic quantum scalar field theory. The equation of motion
of the corresponding order parameter is a stochastic Ginzburg-Landau-Langevin equa-
tion, derived from the quantum effective action of the theory. This equation incorporates
additive and multiplicative noises, which allows to study the role of fluctuation and dis-
sipation in the formation process of the condensate. The effective action is derived using
the real time formalism of finite temperature quantum field theory for both the symmetric
and spontaneously broken phases. For the calculation of the effective action we employ
the nonperturbative method known as optimized perturbation theory and compare the
corresponding results with the usual perturbation theory in the coupling constant. Nu-
merical results for the solutions of the Ginzburg-Landau-Langevin equations are obtained
through large scale mumerical simulations on a three-dimensional spatial lattice. Partic-
ular attention is payed to the renormalization of ultraviolet divergences that appear in

the simulations of the equations on a spatial lattice.
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Capitulo 1

Introducao

A importancia da investigacao de transigoes de fase em condigoes extremas de temperatura
foi reconhecida ha muito tempo [1, 2] e, esforgos tém sido dedicados para desenvolver uma
descricao dentro do contexto de uma teoria quantica de campos relativistica a temperatura
finita (TQCTF) [3, 4, 5]. Entre a variedade de fenomenos associados com a dinamica das
transicoes de fase, o ordenamento de fase é de particular importancia. Este refere-se ao
fenomeno de relaxagao de um parametro de ordem de um sistema que é rapidamente
forcado para um estado fora do equilibrio. Um exemplo tipico deste fenomeno ocorre
quando um sistema magnético a altas temperaturas, acima de sua temperatura critica 7T,
¢é subitamente resfriado a temperaturas muito abaixo de 7., deixando o sistema num
estado altamente instavel. A evolucao temporal do parametro de ordem associado ao
problema, a magnetizacao, cujo valor logo apds o resfriamento é zero (ou muito pequeno)
se da através do desenvolvimento de flutuagoes térmicas de grandes comprimentos de
onda. Estas flutuagdes levam a um crescimento explosivo (ou muito rapido) do parametro
de ordem a tempos curtos e, para tempos longos, vao levar a um ordenamento do sistema
para um novo estado de equilibrio. Neste estado, o parametro de ordem assume um valor
diferente de zero correspondente ao minimo da energia livre de equilibrio do sistema. Este
crescimento inicial muito rapido do parametro de ordem é conhecido como decomposicao

espinodal [6].



A influéncia da presenca de um meio quente e denso na dinamica de particulas e cam-
pos é codificada “macroscopicamente” em atributos que entram em equacoes de evolucao
estocasticas, usualmente na forma de termos de dissipacao e de ruidos. Escalas de tempo
relevantes para diferentes estagios da conversao de fase podem depender dramaticamente
dos detalhes desses atributos. Em particular, em colisoes de ions pesados a altas energias,
onde supostamente [7| forma-se um plasma de quarks e glions quente e denso e forte-
mente interagente, campos efetivos que descrevem, por exemplo, o condensado de quarks
da cromodinamica quantica (QQCD), evoluem sob condigées extremas de temperatura e
densidade de energia, e uma transicao fase é esperada. Esta transicao de fase, em que o
condensado desaparece, é conhecida como restauragao da simetria quiral, a qual é espon-
tanemante quebrada no vacuo. Para ter um entendimento claro dos dados provenientes
do BNL-RHIC e, especialmente dos dados que serao produzidos no CERN-LHC, neces-
sitamos de uma descricao realistica da hierarquia das escalas associadas com dissipagao,
ruido e radiacao. Para uma comparacao com dados experimentais, necessita-se também

incorporar efeitos devido a expansao e tamanho finito do sistema.

Efeitos de dissipacao no cenario da decomposicao espinodal explosiva foram considera-
dos de uma maneira simples na Ref. [8] para a producao de hadrons [9, 10, 11, 12] durante
a transicao quiral na QCD. Usando uma descricao fenomenoldgica baseada numa equagao
de Ginzburg-Landau-Langevin (GLL), inspirada por resultados da teoria de campos mi-
croscépicos fora do equilibrio [13, 14, 15], a evolugao temporal do parametro de ordem
num modelo quiral efetivo [16] foi investigada. Simulac¢oes na rede em tempo real para o
comportamento de campos quirais nao homogéneos foram feitas em (3+1) dimensoes e foi
mostrado que os efeitos de dissipacao podem ser dramaticos apesar de suposi¢oes muito
conservadoras feitas naquele trabalho. De fato, mesmo que o sistema alcance rapidamente
a regiao instavel, ainda nao garante que os modos instaveis irao crescer o suficientemente
rapido para termalizar o sistema antes deste se resfriar consideravelmente devido a ex-

pansao do sistema. Em particular, no caso da hadronizacao em escalas de tempo do



RHIC, o cenario explosivo torna-se bastante restrito. Mais recentemente, fortes efeitos
(andlogos) foram obtidos no caso de transi¢do de desconfinamento da teoria de calibre
SU(2) usando a mesma abordagem [17].

Em estudos fenomenolégicos, como o da Ref. [8], a forma da equacao de GLL para a

evolucao do paramtero ordem é da forma geral

D¢+77¢5+V;ff(¢) = §(7,1) (1.1)

Aqui, ¢ é um campo escalar real que representa efetivamente o condensado quiral, e

éff(gb) ¢ a derivada com relacao ao campo do potencial efetivo de Ginzburg-Landau.
O parametro n codifica a intensidade da dissipagao (usualmente assumido como sendo
uma fungao apenas da temperatura), e define escalas de tempo da evolu¢ao do sistema.
A fungao £(Z,t) representa um ruido (forga estocéstica), assumido gaussiano e branco,
tal que (£(Z,1)) =0 e (&(Z,t)E(Z, 1)) = 2nTo(F — 2')d(t — t'), satisfazendo o teorema de
flutuacao-dissipacao.

Contudo, uma descricao da teoria quantica de campos mais completa da dinamica
dissipativa de nao equilibrio [13] mostra que a forma completa para a equagao de movi-
mento efetiva de GLL pode levar a cenarios muito mais complicados que os descritos pela
Eq. (1.1), dependendo dos termos de interagao envolvendo ¢. Em geral, a dissipacao sera
nao local (e ndo markoviana) e com ruido colorido, havendo também a possibilidade de
termos de ruidos dependentes do campo (ruido multiplicativo) ~ ¢ . O termo tipico

proveniente de flutuacgoes na equagao de movimento para ¢ sera um funcional da forma

Flota)) = o(o) [ /@) Ko, (12)

onde Ky4(x,z") é um kernel nao local escrito em termos das fungoes de Green retardadas
e, cuja forma explicita depende da natureza das interagoes envolvendo ¢. Tratamentos
explicitos para esses kernels nao locais mostram que, sob condicoes apropriadas, é justifi-

cado expressar a equagao de movimento efetiva para ¢ numa forma local [18, 19, 20, 21].
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A existéncia desses termos adicionais na equacao de GLL irao, com certeza, desempe-
nhar um papel importante na dinamica da formagao de condensados. Em conexao com
isto, foi mostrado recentemente [22] que os efeitos de ruido multiplicativo sdo bastante
significativos num cenario de formagcao de defeitos numa teoria de campos escalar a uma

dimensao espacial.

Nesta tese, inicialmente consideraremos a dinamica da formagao de condensados em
uma teoria de campos descrevendo campos escalares com acoplamento A¢*, com quebra
de simetria dentro de uma abordagem perturbativa para a acao efetiva da teoria. Isto nos
leva a uma equacao de GLL que inclui efeitos de ruido multiplicativo e termos dissipativos
dependentes da densidade. A correspondente equacao estocastica de GLL é derivada em
detalhes a partir da acdo efetiva, generalizando os resultados da Ref. [13] para o caso
com quebra de simetria. A evolucao no tempo para a formacao de condensado, sob a
influéncia de termos de ruido aditivo e multiplicativo, é resolvida numericamente em uma
rede com 3+ 1 dimensoes. Uma particular atencao é dedicada a renormalizacao da equagao
estocastica de GLL para obter resultados de equilibrio independentes do espacamento da

rede.

Apés este desenvolvimento perturbativo inicial, vamos considerar um método nao
perturbativo para a acao efetiva. E sabido desde hd muito tempo, que o estudo de
fenomenos de transicoes de fase em teorias quanticas de campos requer métodos nao
perturbativos que vao além dos métodos usuais baseados em expansoes na constante de
acoplamento. Este é o caso, por exemplo, quando estudamos mudancas de fase a altas
temperaturas, onde ocorre a quebra da teoria de perturbacao [3]. Também, préximo
aos pontos criticos grandes flutuagoes podem aparecer no sistema, devido a divergéncias
infra-vermelhas, como em transicoes de fase de segunda ordem, ou mesmo em transicoes
de fase fracas de primeira ordem [23]. Situages desta natureza podem acontecer, por
exemplo, quando estudamos aspectos de quebra e restauracao de simetrias em meios

quentes e densos, como em processos de QCD, relevantes para os recentes experimentos
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de colisoes de fons pesados, como também para eventos que certamente ocorreram no

universo primitivo.

Métodos nao perturbativos que tém sido usados para estudar esses fenomenos de
mudanca de simetrias a temperatura finita sao: técnicas de ressoma de diagramas, como
esquemas daisy e super-daisy (24, 25], método de operadores compostos [26, 27], métodos
de propagadores vestidos [28, 29|, métodos baseados em expansao de parametros nao
relacionados as constantes de acoplamento do modelo em estudo, como a expansao 1/N e
a expansao € [30] e métodos numéricos, como o mais notével que é o da teoria de campos

na rede [31]. Uma boa referéncia sobre métodos nao perturbativos ¢ a Ref. [32].

Cada método tem suas vantagens e desvantagens. Em métodos numéricos, por exem-
plo, temos problemas de precisao, limites no tamanho das redes utilizadas nas simulagoes
e outros problemas, como o consideravel problema de simular férmions na rede a den-
sidades finitas [31]. Em qualquer outro método nao perturbativo baseado em técnicas
analiticas (nao numéricas), podemos nos deparar com problemas ao calcularmos quan-
tidades em altas ordens, em geral esses termos tornam-se intrataveis. Caso tipico deste
problema é encontrado em célculos que vao além da ordem dominante na expansao 1/N.
Outras questoes que podem aparecer com estes métodos, quando nao aplicados cuida-
dosamente, estao relacionados a possibilidade de dupla contagem, ou por nao serem auto-
consistentes, o que pode levar, em muitos casos, a resultados errados. Casos conhecidos,
como os primeiros trabalhos sobre ressoma que tratavam de esquemas daisy e super-daisy,
levaram a resultados errados quando aplicados & teoria A¢?* prevendo, por exemplo, uma
transigdo de primeira ordem [33]. Um resultado inesperado, a previsao que a transigao
como sendo de primeira ordem, prevendo, em particular, uma forte transicao de fase no

modelo padrao eletrofraco, foi provada ser um erro [34].

Duas exigéncias sao, entao, desejadas para qualquer técnica analitica nao perturba-
tiva - deve ser auto-consistente e deve produzir resultados uteis sem ter a necessidade de

ir a ordens muito altas, ou seja, que produza resultados que sejam rapidamente conver-

8



gentes. Embora alguns dos métodos citados anteriormente satisfacam as exigéncias acima,
nesta tese vamos nos concetrar no método conhecido como expansao o linear, também
conhecida como teoria de perturbagao otimizada (TPO). Este método tem sido apli-
cado com muito sucesso em diferentes problemas em teoria de particulas [35, 36, 37, 38],
mecanica quantica [39, 40], fisica estatistica [41], matéria nuclear [42], e teoria de campos
na rede [43].

No método de teoria de perturbagao otimizada [44] uma interpolacao linear no modelo
original é feita em termos de um parametro de expansao ficticio é que, no final dos calculos
é tomado igual a 6 = 1. A aplicagao da TPO para uma teoria descrita por uma densidade

de Lagrangeana £ comeca com uma interpolacao definida por
L— L= Lo(n)+8[L~Lo(n) (1.3)

onde L, é a densidade de Lagrangeana de uma teoria solivel, que é modificada pela
introdugao de um parametro de massa arbitrario (ou parametros) 7. A densidade de
Lagrangeana £° interpola entre a soltivel Lo(n) (quando § = 0) e a original £ (quando
0 = 1). Certamente, o processo descrito em (1.3) leva a vértices de Feynman modificados,
que tornam-se multiplicados por ¢ e, propagadores modificados, que agora dependem
de n. Todas as quantidades calculadas em alguma ordem finita em TPO irao depender
explicitamente de 7, a menos que seja possivel fazer o calculo em todas as ordens. Até
este estagio os resultados permanecem estritamente perturbativos e muito similares aos
que podem ser obtidos via a verdadeira teoria de perturbacao, através da liberdade de
fixar n resultados nao perturbativos podem ser gerados neste método. Ja que 1 nao
aparece na teoria original, podemos requerer que uma quantidade fisica ®®* calculada
perturbativamente até ordem &% seja calculada num ponto onde esta seja menos sensivel a
este parametro. Este critério, conhecido como Principio de Minima Sensitividade (PMS),

traduz-se numa relagao variacional [45] dada por

AP )
dn lns=1

=0 (1.4)



10

O valor otimizado 77 que satisfaz a Eq. (1.4) deve ser uma funcdo dos parametros ori-
ginais incluindo acoplamentos, os quais geram resultados nao perturbativos. Outro pro-
cedimento de otimizacao, conhecido como critério de convergéncia aparente rapida (FAC
- Fastest Apparent Convergence) [45], pode também ser empregado. Este critério requer

que o k-ésimo coeficiente da expansao perturbativa

k
oW ="' (1.5)
=0

satisfaca

[@m_@mq‘ —0 (1.6)

5=1

o que equivale a tomar o k-ésimo coeficiente (com § = 1) na Eq. (1.5) igual a zero. Uma
caracteristica muito interessante deste método é que a selegao e o calculo de diagramas
de Feynman sao feitos exatamente como em teoria de perturbacao ordinaria, incluindo o
procedimento de renormalizagao. Este também é livre de divergéncias infra-vermelhas,
proximo do ponto critico, e até mesmo no ponto critico, tornando-se assim, um método
particularmente adequado para estudar o fenomeno de transigoes de fase em TQC.

Nesta tese, vamos implementar este método da TPO no estudo da teoria A¢* para
obter uma equagao de GLL. Para a obtencao do parametro de dissipacao, vamos calcular
o potencial efetivo em equilibrio (energia livre). A energia livre (que a menos de um
sinal é igual a pressdo) e a temperatura critica, sao obtidas em um cdlculo explicito
até O(6?). Isto requer calculos de graficos de trés loops. Os resultados sao comparados
com os obtidos com teoria de perturbacao padrao na constante de acoplamento. Além de
reproduzir corretamente a esperada transi¢ao de fase padrao para o modelo, uma transigao
de fase de segunda ordem, nossos resultados até O(§?) sao mostrados ser suficientes para
obtermos toda a termodinamica do modelo, no sentido que os resultados O(d%) nao sao
muito diferentes dos de O(J). Deste modo, fica aparente a convergéncia da TPO, como
apontado em estudos anteriores em diferentes contextos [46, 47].

Esta tese esta organizada da seguinte maneira. No Cap. 2, fazemos uma revisao de
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TQCTF, onde analisamos os formalismos de tempo imaginario e de tempo real (Schwinger-
Keldysh). No Cap. 3, calculamos a agio efetiva para a teoria A¢* no formalismo de
Schwinger-Keldysh até ordem O(A\?). A derivagao de equacoes estocasticas de GLL ¢é
discutida no Cap. 4. Mostramos, em particular, como surgem termos de ruidos aditivo
e multiplicativo a partir de correcoes quanticas perturbativas para a teoria, tanto para a
fase simétrica como para a fase quebrada. No Cap. 5, descrevemos o método de TPO em
detalhes e derivamos a equacao estocédstica de GLL no contexto nao perturbativo. Com
o objetivo de determinar os parametros de dissipacao e os parametros do potencial que
entram na equagao de GLL, no Cap. 6 calculamos a energia livre O(§?) nos formalismos
de tempo imaginario e de tempo real, tanto para a fase simétrica como para a quebrada.
Uma analise qualitativa e os resultados numéricos serao discutidos no Cap. 7. Discutimos
os métodos numéricos utilizados e apresentamos os resultados das nossas simulacoes para
o comportamento do condensado. Também fazemos uma discussao sobre a necessidade
de renormalizar o potencial efetivo da equacao de GLL quando esta ¢ discretizada numa
rede espacial, de maneira que resultados independentes do espacamento da rede sejam
obtidos no equilibrio. Ainda neste capitulo, apresentamos e discutimos nossos resultados
para o procedimento de otimizacgao; a pressao é calculada e comparada com o resultado
perturbativo. A temperatura critica, a massa térmica e o coeficiente dissipativo sao
determinados até a ordem O(6%). Por fim, no Cap. 8, apresentamos nossas conclusoes e
perspectivas de desenvolvimentos futuros. A tese ainda apresenta 13 apéndices, os quais

mostram detalhes da derivacao de resultados usados nos diferentes capitulos da tese.
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Capitulo 2

Teoria Quantica de Campos a

Temperatura Finita

Historicamente Matsubara [50] foi o primeiro a construir uma Teoria Quantica de Campos
a Temperatura Finita (TQCTF) incorporando uma variavel temporal puramente ima-
ginaria dentro de um operador de evolucao. Seu nome foi associado com as frequéncias
de energia discretas, as conhecidas frequéncias de Matsubara no Formalismo de Tempo
Imaginario (FTI), que vamos discutir mais adiante. Posteriormente, apareceram con-
tribui¢oes importantes de Schwinger [51], Mills [52] e Keldysh [53] os quais desenvolveram
um formalismo baseado na escolha de um contorno no plano complexo, conhecido como
formalismo de tempo real. Os ultimos avancos incluem uma formulacao funcional da
teoria [54]. Independentemente, Umezawa e coautores [55, 56, 57] construiram uma abor-
dagem diferente baseada na algebra C*, conhecida como Thermo-Field Dynamics (TFD),

a qual fornece essencialmente os mesmos resultados.

Neste capitulo faremos uma breve introducao sobre os formalismos de tempo ima-
gindario e de tempo real, sendo que discutiremos em mais detalhes o formalismo de tempo

real, pois este serda o mais utilizado nesta tese.

12



2.1. Formalismo de tempo imaginario 13

2.1 Formalismo de tempo imaginario

Primeiramente, revisaremos alguns conceitos gerais de termodinamica estatistica de equi-
librio [58]. O comportamento estatistico de um sistema quantico, em equilibrio térmico,
¢ normalmente estudado através de um ensemble apropriado. Em geral, definimos um

operador matriz densidade para um sistema como sendo

p(B) = exp (—H) (2.1)

onde [ representa o inverso da temperatura de equilibrio (assumimos a constante de
Boltzmann k = 1, 8 = 1/T), e 'H o Hamiltoniano apropriado para um particular ensemble

escolhido. Por exemplo para o ensemble grande canonico, temos
H=H—uN (2.2)

onde H e N representam, respectivamente, o operador Hamiltoniano dinamico e o ope-
rador nimero para o particular sistema estudado, e y corresponde ao potencial quimico.

No ensemble canonico, temos
H=H (2.3)

Na abordagem desta tese escolheremos um ensemble arbitrario, ja que as propriedades
qualitativas de um sistema a temperatura finita nao dependem da natureza do ensemble.

Dado o operador matriz densidade, definimos a funcao de particao do sistema como

Z(8) = Tep (8) = Trexp (—3H) (2.4)

onde Tr representa o traco ou a soma sobre os valores esperados em qualquer base com-

pleta. A média no ensemble de qualquer observavel A é definida como

1 ~ Trexp(—BH)A

13



14 2.1. Formalismo de tempo imaginario

A média térmica de uma funcao de correlacao de quaisquer dois operadores, A e B, com

diferentes coordenadas pode similarmente ser escrita como

1
Z(9)

(AB)s = ——Trp () AB (2.6)

na equacao acima suprimimos a dependéncia dos operadores com as coordenadas. Nota-
mos que, dado um ensemble e um conjunto de operadores de Schrodinger, podemos definir
operadores numa representagao de Heisenberg (modificada). Para qualquer operador de

Schrodinger Ag, temos um operador de Heisenberg Ay (t) definido como
Ay (t) = exp (iHt) As exp (—iHt) (2.7)

Para uma fungao de correlagdo térmica geral de dois operadores de Heisenberg Ay (t) e

By (t/), podemos escrever

(An (OBl ))s = 500 (9) A (1) B ()
= - éﬂ) Trexp (—OH) Ay (t) By (t')
= e (<) Ay (1) exp () exp (5H) Bi(t)  (25)

Na equacao acima reescrevemos o termo

exp (—3H) Ap (1) exp (BH) (2.9)

usando a Eq. (2.7) e mostramos que

exp (—OH) Ap (t) exp (BH) = exp (—FH)exp (iHt) Asexp (—iHt) exp (BH)
= exp (—fH+iHt) Asexp (—iHt + BH)
o (1= 20 ) s (- (1 )
= exp (tH (t +1if)) Agexp (—1H (t +if3))
— A+ (2.10)

14



2.1. Formalismo de tempo imaginario 15

Substituindo a expressao acima na equagao para funcao de correlagao térmica Eq. (2.8)

obtemos
(A (1) Ba(l)s =:'2%5“*@@<—5H>AH@wmpU%oemw—ﬂH>BH@d
1 . ’
= mTrAH (t+if)exp (—FH) Bu(t)
1 , .
— mTr exp (—fH) Bu(t)Ag (t 4 i)
= (Bu(t)An (t+iB))s (2.11)

Nas manipulacoes acima usamos a propriedade ciclica do traco e a relagao obtida acima
¢ conhecida como relacao de Kubo-Martin-Schwinger (KMS). Os operadores acima A e

B podem ser bosonicos ou fermionicos. Notamos que da relacao KMS
(A (8) An(t))s = (Au(t)An (t+iB))s (2.12)

Posteriormente isso é o que levara a periodicidade ou anti-periodicidade em varias funcoes
de Green de dois pontos a temperatura finita.
Em geral, a funcao de particao de um sistema estatistico nao pode ser calculada exa-

tamente. A partir da equacao

Z(8) = Trp(8) = Trexp (~BH) (2.13)

vemos que mesmo uma expansao perturbativa em poténcias da constante de acoplamento
seria um trabalho muito pesado, porque nés temos uma soma dos valores esperados de
todos os possiveis estados no espaco de Hilbert e existe um nimero infinito destes estados
em qualquer Teoria Quantica de Campos (TQC).

E bom ressaltar que, para uma teoria livre, podemos calcular Z (), pois podemos
decompor a mesma em infinitos osciladores (e este limite existe), mas quando trabalha-
mos com uma teoria com interagado nao existe como calcular Z () exatamente.

O formalismo de Matsubara fornece uma caminho de como calcular a funcao de

particao perturbativamente usando o método diagramatico o qual é analogo ao utilizado

15



16 2.1. Formalismo de tempo imaginario

em TQC a temperatura zero. Existem diferentes maneiras de introduzir o formalismo de

Matsubara, podendo ser operatorial ou também pelo método de integral de trajetoria.
Nesta revisao de tempo imaginario introduziremos o formalismo de Matsubara no

contexto de integrais de trajetéria. Lembrando que uma amplitude de transicao numa

TQC & temperatura zero tem a representagao funcional dada por (A = 1)

(¢ (x1,11) | (X2,t2)) = (P1| exp [—i (t1 — t2) H] [¢o) = N’/D¢ exp (i5) (2.14)

onde ¢ é uma variavel de campo quantico, N’ é uma constante de normalizacao irrelevante
e S a acao definida como sendo

to

Slg] = / dt / L[] (2.15)

t1 Vv

Na equagao acima L[¢| representa a densidade Lagrangeana apropriada para o sistema, e
a integral funcional (integral de trajetéria), neste caso, é definida sobre as trajetdrias que

satisfazem

¢ (x1t1) = ¢
¢(X27t2) = ¢2 (216)

e os pontos extremos sao mantidos fixos (nao integrados). Dadas as equagoes (2.14)-(2.16),

se identificarmos
by —ty = —if3 (2.17)

podemos escrever a funcao de partigdo para um sistema quantico (utilizando a completeza

dos estados de campo(espectro continuo)) como sendo
2(8) = Trexp(-3H) = [ doriorlexp (~5H)fon)
~ N / D exp (—S) (2.18)

16



2.1. Formalismo de tempo imaginario 17

onde Sg ¢ relacionada com a acado Euclideana (tempo imaginario) com (se o potencial

quimico for diferente de zero)
Sg = Sg+BuN

B
= /dT /d3x£E+ﬁMN (2.19)
0
Além disso, as varidveis de campo devem satisfazer condigoes periddicas(anti-periddicas)

¢ (x,0) = +¢ (x,0) (2.20)

dependendo se as variaveis de campo sao bosonicas ou fermionicas. Notamos que estas
condigoes de (anti)periodicidade essencialmente aparecem devido ao trago existente na
definigao da fungao de partigao (2.18).

A formulacao de integral de trajetéria da funcao de particao é interessante no sentido
que esta formulacao permite um paralelo entre a descricao de TQC a temperatura zero
e & temperatura finita. As defini¢oes dos diagramas redutiveis a uma particula (1PIT),
conexos, etc... - tem exatamente as mesmas expressoes formais e podem ser obtidas a
partir de uma expansao da integral de trajetéria. A tnica diferenca é que as variaveis
de campo agora devem satisfazer condigdes (anti)periédicas (2.20) e com isso a varidvel
temporal fica contida num intervalo finito e sua transformada de Fourier é uma soma,
somas estas conhecidas como soma de freqiiéncias de Matsubara, levando a valores de
energia discretos.

O formalismo de Matsubara tem sido desenvolvido completamente dentro do contexto
de sistemas em equilibrio, onde trocamos a variavel tempo em favor do inverso da tem-
peratura (3 = T—!). Assim, este método é ideal para um estudo estético de propriedades
de equilibrio de um sistema quantico. A dependéncia temporal pode ser introduzida nas
fungoes de Green através de uma continuagao analitica (nao trivial). Portanto, este for-
malismo descreve apenas desenvolvimentos temporais de sistemas quanticos em equilibrio

térmico e é completamente inadequado para estudos de fenomenos de nao-equilibrio. Além

17



18 2.1. Formalismo de tempo imaginario

disso, relagoes dinamicas como identidades de Ward de teorias de gauge sao dificilimas
de serem calculadas com este formalismo. Mas este é largamente usado no calculo de

quantidades em equilibrio termodinamico.

2.1.1 Potencial efetivo a temperatura finita

Faremos uma breve revisao do calculo do potencial efetivo a temperatura finita para a
teoria A\¢? com quebra espontanea de simetria (um loop) [59], e vamos mostrar que estes
resultados podem ser teis no estudo de transigoes de fase em teoria de campos.

No formalismo de tempo imaginario, a unica diferenca formal entre teoria de campos
a temperatura zero e a temperatura finita, é a forma do propagador o qual carrega toda a
dependéncia em temperatura. Os vértices a temperatura finita sao exatamente os mesmos
a temperatura zero. Assim, dada uma teoria quantica de campos, efetuamos nossos
calculos de interesse termodinamico via diagramas de Feynman.

Considerando a teoria com auto-interacao quartica descrita pela densidade de La-

grangeana

2 A

£(6) = 20000 — 2 5? — 2o (2.21)

uma representagao para o propagador do campo escalar no espaco dos momentos ¢ dada
por

1

Golenl) = G e

(2.22)

Ao calcularmos quantidades dependentes da temperatura, tratamos o tempo como um
parametro imaginario, neste caso, a teoria torna-se uma teoria Fuclideana. O propagador
para esta teoria é dado pela Eq. (2.22). Onde w, s@o as freqiiéncias de Matsubara e, como

estamos tratando de uma teoria constituida por bdsons, temos
Wy = —— com n=0,=+1,+2, ... (2.23)

18



2.1. Formalismo de tempo imaginario 19

Os célculos diagramaticos podem ser feitos de maneira analoga aos feitos a temperatura
zero. A tunica diferenca é que os valores de energia sao quantizados e as integrais sobre

energias intermediarias tem de ser substituidas por somas sobre valores discretos, ou seja
d*kg 1 / kg

— = 2.24

/ (2m)* ; (2r)? (2:24)

Primeiramente, recordamos a expressao do potencial efetivo Euclideano para teoria \¢*

a um loop, a qual estd deduzida em diversos livros-texto, como por exemplo [60]

4
Vet (¢c) = —m2<j§2 + = gzb + - /%1 (k:E +m® + ¢2> (2.25)

Fazendo uso de (2.24) e de
kg — wp = 2”7” (2.26)

o potencial efetivo calculado até a ordem de um loop a temperatura finita torna-se

lloop ¢C - 25 Z / log (.U + w ) (227)
onde w foi definido como
A
wr =K +m?+ §¢3 (2.28)

Nesta discussao sobre potencial efetivo nao vamos mostrar detalhes do procedimento
de renormalizacdo, mas é facil ver que o somatério na Eq. (2.27) diverge e que a parte
divergente nao depende de ¢.. Desprezaremos esta contribuicao, procedimento este co-
nhecido como renormalizacao da energia de ponto zero e, é interessante mencionar que a
partir deste termo que a constante cosmologica ¢é calculada.

Fazendo a soma das frequéncias de Matsubara w,, em (2.27) obtemos

Vioop (0c) = / (;l:;g B + %log (1- e—ﬂw)] (2.29)

E facil ver que a primeira integral na expressao acima é o potencial efetivo a um loop a

/%gzi/ég log (k P ¢) (2.30)

19
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20 2.1. Formalismo de tempo imaginario

e a parte dependente da temperatura pode ser escrita como

l ﬁ 0 _ e,@w _ 1 m
6/ (271')3 log (1 ) 27234 Jp [m (¢c) Bl (2.31)

onde escrevemos m? (¢.) = m* + 5¢2 e a funcao Jp [m (¢.) 8] é definida como
Jp (y) = /dx 2% log (1 —e Vv x2+y2> (2.32)
0

A integral acima, que é o potencial effetivo bosonico térmico, admite uma expansao
em altas temperaturas, para y < 1, a qual é dada por [1, 61]

s T s 32 1 yt
Jply) = ——+ =y — G (v?)*" - 3—2@/4 log (a_b)

27723 " (1) %F (l + %) (%)m (2.33)

onde a, = 167%e3/>727 log (a,) = 5.4076 e ¢ é a fungdo ¢ de Rieman.

Um aspecto muito interessante ¢ que as divergéncias ultravioletas na expressao para o
potencial efetivo estao inteiramente contidas no termo correspondente a temperatura zero.
A parte dependente da temperatura é livre de divergéncias ultravioleta. No entanto, os
contratermos a temperatura zero sao suficientes para renormalizar a teoria a temperatura
finita. Obviamente isso é uma caracteristica geral de TQCTF, nao somente do potencial

efetivo.

2.1.2 Temperatura critica

Vamos considerar a teoria A ¢} com quebra de simetria (m? < 0) a temperaturas suficien-
temente altas T' > T, onde a simetria pode ser restaurada. Para determinar a temperatura
critica T, na qual a transicao de fase ocorre, faremos uso da expressao do potencial efetivo
térmico calculado até a ordem de um loop. O ponto principal é que a temperatura finita o
valor de equilibrio do valor esperado do campo escalar ¢, (¢.) = o(T'), ndo corresponde

ao minimo do potencial efetivo VI=9(4.), mas sim ao minimo do potencial efetivo térmico

20



2.1. Formalismo de tempo imaginario 21

Vgﬁ(gbc). Assim, mesmo que o minimo de VI=9(4.) ocorra em (¢.) = og # 0, geralmente,
para temperaturas suficientemente altas, o minimo do V% (¢.) ocorre em (¢.) = 0. Este
fenomeno é conhecido como “restauracao de simetria a altas temperaturas”, e resulta no
aparecimento de uma transicao de fase de (¢.) = 0¢ em (¢.) = 0.

Definiremos a temperatura critica da restauracao de simetria a partir do potencial
efetivo, e o valor esperado do campo dependente da temperatura o(7") é definido a partir
do potencial efetivo térmico Vfﬁ(gbc) da mesma maneira que ¢é definido a temperatura zero

(ou a partir do potencial classico V(¢.), na auséncia de corregoes quanticas e térmicas)
A
0.

=0 (2.34)

¢C:U(T)

e a temperatura critica para a restauracao de simetria é definida pela condi¢ao que o(7") =
0, ou a partir da Eq. (2.34), T, é definida por
oV,
e

Apés a renormalizacao da energia de ponto zero, ainda é necessario renormalizar a

=0 (2.35)

Ge=0,T=Tk

parte do potencial efetivo dependente de ¢, a temperatura zero. E importante mencionar
que as quantidades fisicas (renormalizadas) como massa (mr) e acoplamento (Ar) sao
obtidas a partir de derivadas do potencial efetivo com relacao a ¢.. Como mencionado
anteriormente mostraremos somente as contribuigoes finitas.

O potencial efetivo (um loop), escrito como uma parte de 7" = 0 e uma parte depen-
dente de T, é dado por V%(¢.) = VE=2(¢.) + VIZ(4.). A parte do potencial efetivo

renormalizado & temperatura zero pode ser escrita como [60]

2 2
T—0 _ M 5 Ay Ly m* (¢) 3
L )1 _2 9.

Veff 2 ¢c+4‘¢c+64ﬂ_2m (¢> |:Il( Mg 2 ( 36)

e a contribuicdo & temperatura finita, V7" a partir das equagoes (2.29), (2.31) e (2.33)
¢é dada por

VT#O ( ) - 7T2 m2 (¢c) o m3 (¢C) o m4 (¢C) In m2 (¢c) ﬁ2
ot A7e 9034 = 2432 1273 6472 ap
£ 0(m(6) 6 (2.37)

21



22 2.1. Formalismo de tempo imaginario

Devemos tomar cuidado ao aplicarmos a Eq. (2.35) nas egs. (2.36) e (2.37), pois
aparecerao problemas. A dificuldade é que T, é determinada pelo Vfﬁ com ¢. = 0. Mas
para pequenos valores de ¢., m?(¢.) = m? + %qbz é negativo (lembrando que para o caso
com quebra de simetria m? < 0). Isso pode levar a uma temperatura critica complexa,
o que é fisicamente inaceitavel. O problema é que os termos que se tornam imagindrios
quando ¢, — 0, ou 7" — T sao termos de ordens mais altas na constante de acoplamento
A (ordem A% e ordens superiores). Para um célculo consistente a estas ordens em \
necessitamos levar em conta altas ordens (além de um loop) que sdo muito importantes
se desejamos calcular T, exatamente. Se restringimos o calculo da temperatura critica
a ordem A, uma expressao aproximada para T, pode ser obtida da equacao do potencial
efetivo térmico, expressando o potencial efetivo em ordem A, a partir das equagoes (2.36)

e (2.37), obtemos
T2\

[m?|
242

A
Vi (6) ~ Td)? + I¢3 +

o (2.38)
Usando o resultado acima na Eq. (2.34) obtemos o valor esperado no vicuo do campo
escalar a temperatura finita

o? (T) = i (M - T2> (2.39)

A partir desta expressao para o valor esperado no viacuo do campo escalar a tempera-

tura finita obtemos a temperatura critica para a transicao de fase como sendo

24]m?
T2 = —K" | (2.40)

Notamos que outra solugdo para a Eq. (2.39) seria o(7') = 0. Mas esta solu¢do nao
descreve um minimo do potencial efetivo, e sim um méximo. A partir da Eq. (2.39), para
T = 0 obtemos 02 = 6‘%2', o qual é o valor esperado do campo escalar no vacuo a T = 0.

Notamos também que, a partir da Eq. (2.39), o valor esperado no vacuo (ou o analogo

da magnetizacao em sistemas de Ising) é uma fungao continua da temperatura para 7' <

T., o(T) = 0 por definigdo. Este comportamento caracteriza uma transicao de fase de

22



2.2. Formalismo de tempo real 23

segunda ordem e isto estd de acordo com o que esperamos da teoria A\¢*, a qual possui
a mesma classe de universalidade do modelo de Ising tridimensional, o qual tem uma
transicao de fase de segunda ordem.

Com a discussao sobre transicao de fase feita acima, encerramos a nossa revisao sobre
o formalismo de tempo imaginario, e voltamos a ressaltar a grande aplicabilidade deste
formalismo em problemas de equilibrio termodinamico. Ao trabalhar com este formalismo
fizemos algumas investigacoes e aplicacoes deste formalismo em problemas os quais traba-
Thamos com modelos de quatro férmions a temperatura e densidade finitas [62, 63, 64, 65].

Como o foco desta tese é a dinamica em tempo real de campos escalares fora do
equilibrio, descreveremos a seguir o formalismo que sera utilizado na maior parte desta

tese.

2.2 Formalismo de tempo real

Nesta se¢ao faremos uma revisao da TQCTF formulada diretamente em tempo real [59]. O
formalismo de tempo real pode ser aplicado em problemas onde nao é possivel aplicarmos
o formalismo de tempo imaginario, como por exemplo: problemas que envolvam expansoes
para baixas temperaturas e no calculo de quantidades que dependam explicitamente do
tempo, principalmente devido a dificuldade de fazer as continuagoes analiticas para obter
resultados em tempo real (Minkowski).

Definido o propagador de Feynman, todas as regras de Feynman definidas a T = 0,
com poucas modificacoes, serao aplicadas agora e nao serda necessario fazer nenhuma
continuacao analitica do tempo imaginario para obter resultados em tempo real, as quais
sao trabalhosas e problematicas em muitos casos.

Primeiro relembramos que o propagador de Feynman a temperatura zero é relacionado

com a funcao de Green de dois pontos por

iAp (2 —y) = (OIT |$(2)d(y)] 0) (2.41)
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24 2.2. Formalismo de tempo real

onde o operador de campo escalar pode ser expresso em termos dos operadores de criagao

e aniquilagao como

2 ) = d’k L a e—ikx CLT eik;v
60 = [ gy B ("] 242

O propagador de Feynman, no caso de zy > 1y, pode ser escrito como

cPk1
—y) = — _— e tk(z—y)
Ap(z—y) z/ @ )3 5 ke (2.43)

ko=wy
Quando trabalhamos a temperatura finita, podemos expressar a média da funcao de
dois pontos como uma média térmica com os valores esperados no vacuo agora substituidos

por valores esperados estatisticos quanticos,

e (e —y) — (T|0@ow))

1 e
- Tr [e—BHT[ 2)é H 2.44
- b()b ) (2.41)

e
Z(3) = Tre ?H (2.45)
onde H é a Hamiltoniana do sistema com autovalores e autoestados H |n) = E, |n).

Usando estes autoestados para calcular o tracgo, o propagador de Feynman pode ser escrito

€omo
1

T (o =) = gy LT [6 ()6 ()] I e (2.46)

n

onde a soma ¢é sobre todos os estados excitados termicamente e w? = k? +m?. Usando as

equagoes (2.41) em (2.46) para xog > yo obtemos

N ¢k FK 11 ~BEn
B my) = Z(B3) / (2m)° (27)® 2w 2w zn: ‘
x (n| [a(k)e ™ +al (k)e™]
x |a (k) e v 1 ot (k) eik’y} In) (2.47)
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2.2. Formalismo de tempo real 25

Os estados de multiplos bosons sao obtidos pela atuagao repetida com o operador de

criagao no estado de vacuo

[aT (kz)} ni(k;)

) = I (kv ma (k) ) = [ ] n; (k;)!

%

0) (2.48)
onde os estados |n) s@o estados ortonormais. Ao calcularmos (2.47) vamos precisar de

a(k)|ny = /n;(k)|ni(k1),ne (k2),..n; (k) —1,...) (2.49)
a (k)|n) = /i (k) + 1|ny (k1) ,ng (ko) .ng (k) 4+ 1,...) (2.50)

usando as relagoes de comutacao a tempos iguais

la(k),a" (k)] = (27)°2w;, 6 (k — K (2.51)
la(k),a (k)] = 0 (2.52)
[a' (k),a" (K)] = 0 (2.53)

obtemos para a Eq. (2.47) a expressao

1 Bk B 11
PATFO (1 — = / e PEn
Fle) Z(9) (zw) (27)32%2%/2
% { ka 5 (k—K)e —ika—+ik'y
o0 (k) (2)° 2w 87 (k — ) (2m)° etk

S S B I SR ke
_ Zﬁ)/( )MZ {fn (k) +1]e

(
+ n(k) et}

(2.54)
ko=wg
agora podemos usar o resultado
S ) e = — = () (2.55)
Z () « ePwr — 1 ¥ '

onde E, =), wixn (k) e n(wg) é a distribuicao de Bose Einstein (ver por exemplo [66]).
Outra maneira de obter este resultado é, por exemplo, definir a Hamiltoniana do

campo como

~

= d3—pw a a
= [ el 0)00) (2:56)
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26 2.2. Formalismo de tempo real

podemos obter, usando as relacoes de comutacao para a e a', as médias termodinamicas

{(a" (p)a (k)>,g = n(w,) 8 (p—k)

(a(p)a’ (k)), = [1+n(w)]d*(p—k) (2.57)

As equagbes (2.57) podem ser provadas da seguinte maneira: consideramos um simples
exemplo de um estado quantico ocupado por bésons de mesma energia w. No estado pode
ter qualquer ntimero de bdsons e sem interacao entre as particulas, e denotaremos que os
estados serao iguais aos anteriores |n).

O conjunto {|n)} é completo. Os operadores de cria¢ao e aniquilagao sdo denotados
por a' e a, respectivamente. Eles atuam no estado |n) da seguinte maneira: af|n) =
Vn+1|n+1) ealn) =+/n|n—1), e satisfazem a relagao de comutagao, [af,a] = 1.

A Hamiltoniana e o operador nimero sao definidos como: H=wNeN = a'a, com
autovalores wn e n, respectivamente. Com estas defini¢oes facilmente podemos calcular

<aTa>ﬁ e <aaT>ﬁ assim como em (2.47) usando a completeza de {|n)}. Em particular

. o 1
Tr <€_ﬁH> = Z< ﬁH |TL Z e_’g‘“" == m (258)

n=0

e Bw

Tr (67’BHGTCI> Zne “n = m (259)

onde obtemos <aTa>[i =n(w) e (a aT>ﬁ =1+ n(w), como desejdvamos mostrar.
Retornando a Eq. (2.54), usando a Eq. (2.55), ou a Eq. (2.57), encontramos para o

propagador de Feynman térmico para xg > 3y a expressao

iNT (z —y)

o e R

z£0>Yo 27r) 2wy,
+ n(k)erv} (2.60)
ko=wpg
Fazendo o mesmo célculo para yy > z¢ obtemos
ing (x —y) = D= (z,y) = D~ (y,2) (2.61)
Yo>To
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2.2. Formalismo de tempo real 27

Para T'= 0, que é n = 0, obtemos o resultado do obtido no vacuo

- AT=0 d’k eik(x—y) —iwk (zo—yo) iwy (zo—y0)
AV (x_y):/(%)g S [enl0m10)g) (15 — yo) + e™=(F0790)9 (yo — 2)]  (2.62)

E o propagador de Feynman a temperatura finita é dado por

ATH0 Ak ik(o—y); ATHO
Ny (x—y) = We iAE (k)

d*k i L
B / (2n)" {k? — e T 2 (ko) 8 (K —m?) | e MY (2.63)

A integrac@o no plano complexo de ky do primeiro termo dé o termo 7' = 0, Eq. (2.62),
que é o primeiro termo da Eq. (2.63) tomando n = 0. O segundo termo fica

d*k 4
/—( 7 2mn (ko) d (k:2 — m2) e~ k(@=y)

27)

d*k 1 A :
= [ o om0 g [0y 8 by gt

3
d k n ((Uk-) [e—iwk(xo—yo) + eiwk(IO_yO)} 6ik(x_Y)
(27m)® 2wy

k1 —ik(z—y) ik(z—y)
= e o [n(wi) e +n(wg)e ] (2.64)

ko=wpg
se multiplicarmos a equagao acima por 1 = 6 (xg — yo) + 6 (yo — o), obtemos os termos
de temperatura finita das Eqgs.(2.60) e (2.61).

A representagao (2.63) tem algumas vantagens, entre elas

e 1nao é necessario fazer soma de frequéncias de Matsubara, e sim uma integracao em

ko similar a feita em T = 0

e 1nao é necessario um tempo imaginario, o qual é restrito a temperatura finita e nao

pode ser generalizado a nao equilibrio.

Atualmente, o formalismo de tempo real vem sendo usado como ponto de partida
para a teoria de campos de nao equilibrio, infelizmente existe um sério problema se o

formalismo de tempo real for aplicado ingenuamente. Em contribui¢oes com dois ou

27



28 2.2. Formalismo de tempo real

mais propagadores ocorre o aparecimento de singularidades devido as fungoes ¢ de Dirac.
Estas singularidades sao denominadas na literatura como singularidades pinch e ocorrem
devido ao aparecimento de produtos das funcoes d de Dirac com o mesmo argumento, o
que matematicamente nao é bem definido.

Existe uma maneira de evitar este tipo de singularidade e direcionaremos nossa atengao

a esta outra formulagao do formalismo de tempo real.

2.2.1 Formulacao de tempo real através de integrais de tra-
jetoria

Métodos de tempo real, conhecidos na literatura como formalismo de integrais de tra-
jetéria, foram originalmente introduzidos por Schwinger, Keldysh e outros autores [51,
53, 52] e aplicados a problemas de Mecanica Estatistica de nao equilibrio. O formalis-
mo de tempo real também foi desenvolvido pelo uso de métodos canonicos e teoria de
perturbacao diagramatica, conhecido como Dinamica de campos térmicos, desenvolvido
por Takahashi e Umezawa [55, 56, 57]. As regras de Feynman sdo um pouco diferentes
comparadas com o caso de T = 0, ja que o numero de graus de liberdade de campo sao
duplicados e o propagador adquire uma estrutura matricial.

Faremos uma revisao do formalismo de tempo real usando métodos funcionais [3,
54, 67]. Para isso, consideraremos uma TQCTF descrita pelo Hamiltoniano H[®, 1],
onde ®(x) é um operador de campo bosonico na representagao de Heisenberg e I1(x) é o

momento canonico conjugado (h = 1)
[®(x, 1), I1(x', 1)] = i6®) (x — x') (2.65)
A evolugao temporal destes operadores é gerada pela Hamiltoniana

O(x,t") = exp(iH(t' — t))P(x,t) exp(—iH (' —t)) (2.66)
H(x,t") = exp(iH(t' — t))(x,t) exp(—iH (t' — t)) (2.67)
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2.2. Formalismo de tempo real 29

Seja |p(x,t)) um vetor de estado na representacao de Heisenberg descrevendo um estado

que num tempo t é um auto-estado do operador de campo ®(x,t) com autovalor ¢(x)
O(x,1)|¢(x), 1) = o(x)|o(x), 1) (2.68)
Autoestados de TI(x,t) sdo definidos da mesma maneira
I(x,t)|m(x),t) = m(x)|m(x), 1) (2.69)
A evolugao destes vetores de estado é governada pela Hamiltoniana

|6(x), 1) = exp [iH (t' — 1)] |$(x), 1) (2.70)

|m(x),t") = exp [iH(t' —t)] |7(x),1) (2.71)

e como consequéncia de (2.66), (2.67), (2.70) e (2.71) os autovalores ¢(x) e 7(x) em (2.68)
e (2.69) sao independentes do tempo.
Em qualquer tempo dado ¢, os vetores de estado formam um conjunto completo de

estados
[ polo.tyiotl= [ Drimt)rl =1 (272
Estamos interessados no calculo das funcoes de Green térmicas Gg(z1, - - , 2,,), defini-

das pela média do produto ordenado no tempo de operadores ®(x),

Ga(1,- -+ ,xn) Tr{exp(—BH)T[®(z1) - - P(x,)]} (2.73)

1
~ Trexp(—8H)
E conveniente, para estudar as propriedades analiticas destas fungoes de Green térmicas
(2.73), estender o suporte das varidveis de campo a todo o plano complexo (onde z é

uma varidvel complexa) através da generalizagao das translagoes temporais (2.66), (2.67),

(2.70), (2.71)

d(x,t+2) = T0(x,t)eH* (2.74)
b(x),t+2) = eo(x),1) (2.75)
(G(x),t+2[ = (p(x),tle" (2.76)
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30 2.2. Formalismo de tempo real

e similarmente para II(x,?) e |7(x),1).
Ap6s ligar uma fonte externa J no intervalo de tempo [—T,T], desejamos derivar a

representagao funcional do gerador funcional Z[J], a qual tem a propriedade

Ga(w1, -+, 2) = ! - Z[J] ’ (2.77)

Claramente o funcional

+T
TT{G_BHT exp i/dt/d3xJ(x)(I>(x) ]} (2.78)

=T

tem a propriedade mencionada anteriormente para para argmentos temporais ¢; no inter-
valo =T < t; <T. Em (2.78) a integracao estende-se sobre todo espago tridimensional e
sobre o segmento de —T" a +7 no eixo temporal real. No entanto, ao calcular as fungoes

de Green térmicas perturbativamente generalizamos (2.78) como

exp i / dr / d*x J(x, T)@(X,T)]} (2.79)

na equacao acima colocamos um indice ¢ no ordenamento temporal e na integragao tem-

ZJ]) = Tr{e—ﬂHTc

poral pois estendemos a integracao do eixo real [—T,7T] para uma integracdo sobre o
contorno C' no plano complexo Fig. (2.1).
Tomamos o = g, trabalharemos com o contorno que comeca em —t; e vai ao longo
do eixo real até +t; (denominamos este segmento de ). A partir de +¢; o contorno
i

continua ao longo da direcao imagindria no tempo até 4ty — % (segmento C3), a partir

i3

> (segmento C) e finalmente paralelo ao eixo

de +1; — %3 paralelo ao eixo real até —t; —
imaginario no tempo até —t; — i3 (segmento Cy). N6s damos aos segmentos C; e Cy do
contorno inclinagoes infinitesimais para baixo (com o aumento do parametro do contorno),
isto garante que o propagador tenha propriedades causais. Também generalizamos o

operador ordenamento temporal 7" em (2.73) e (2.78) como um operador T, o qual ordena

operadores de acordo com seus argumentos temporais no contorno. No contorno podemos
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2.2. Formalismo de tempo real 31

Imt

Q b

tizio Cy Ret

Cy Cz ti—io
ti—ig

Figura 2.1: Contorno no plano complexo

definir a fungao d.(7" — 1)
/dT'(Sc(T —7)f(r) = f(7) (2.80)

O ordenamento 7, pode ser feito pela funcao # no contorno, e para definir as fungoes
0 e 6 de Dirac no contorno podemos usar uma defini¢do paramétrica 7 = z(v) no con-
torno, com v real e monotonicamente crescente [3]. O ordenamento ao longo do caminho

correspondera ao ordenamento em v. Introduzimos essas func¢oes no contorno

Oc(t—7) = 0(v—1) (2.81)

So(r —7) = (%) B (v — /) (2.82)
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32 2.2. Formalismo de tempo real

com estas defini¢oes podemos escrever, por exemplo,

K>

T (é(:p)

(&) = bolr = T)®@)D() + bo(r' — 7)B())d(x)
0. T (é(@cﬁ(f)) = So(r—1) [é(m), cﬁ(x')] T (aT@(x)é(x')) (2.83)

= do(t — 1) 6® (x — %) (2.84)

Varias outras operacoes algébricas também podem ser estendidas no contorno de uma

maneira direta, se for necessario.

Podemos considerar (2.79) como um gerador funcional para as fungoes de Green orde-
nadas por T, com suporte no contorno C'. Se o suporte da fungao fonte J(x,7) em (2.79)

¢ restrito ao segmento no eixo real [—7, 7], (2.79) reproduz (2.78).

Calculamos o trago (2.79) fazendo uso do conjunto completo de estados do operador

de campo ®(z) no tempo t = 0,

Z[J] = / D¢ (6,0 e PAT, |exp | i / Jo | | |0,0) (2.85)

C

Por conveniéncia, usamos (2.75) e (2.76) e transladamos os vetores de estado em (2.85)

até os pontos finais do contorno C'
ZlJ = / Do (¢, 0| e HTFHT =BHT 1] T |5 )
— /D¢ <¢, 0’ €+1'HT€7,6HTCeifC J® —iHT ’(b’ O>
= /m (¢, =T —if| T Je?® |, —T) (2.86)

Inserimos em (2.86) conjuntos completos de estados nos pontos finais dos segmentos
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2.2. Formalismo de tempo real 33

Cla CQ; 03

z1) = / DD $DY" D" (6, —T — iB|Tuc* o "¢, —T)

X <”’,—T—ig\Tce”'chﬂd)",—T—z‘§>
" ) i JP)
X ( ,—T—z§]Tce s @', +T)
x (¢, +T|T.e' 1 7® |, =) (2.87)

Cada elemento de matriz em (2.87) tem uma representagao funcional de uma integral
de trajetéria. Usando manipulagoes conhecidas [68], podemos mostrar que o gerador

funcional pode ser escrito como

Z[J]:/Wexp i /<w¢5—H+J¢> (2.88)

Tel C

Aqui ¢ é a derivada de ¢ com direcio tangencial a C' no plano complexo ¢. A independéncia
de 7 dos autovalores em (2.68) fornece a seguinte condigdo de contorno na integral de

trajetoria (2.88)

¢(=T) = (=T —ip) (2.89)

a qual é a familiar condicao de periodicidade.

A partir da derivagao feita acima é evidente que existem algumas arbitrariedades na es-
colha do contorno C. Uma restri¢ao 6bvia é que os pontos finais sejam separados por —if3.
O contorno deve passar através dos pontos 71, - - - , T,, 0S quais aparecem como argumen-
tos nas funcoes de Green desejadas Gg(zy,- -+ ,x,). Outra condigdo é derivada a partir
de requerermos que os valores dos argumentos temporais esteja dentro do dominio da
analiticidade das fungoes de Green Gg(1, - -+ , Ty, X1, -+ , X,,). Este dominio é restrito [52]

tal que se 7; antecede 7; ao longo de C' o dominio da definigao é dado por

—f <Im(r;—71) <0 (2.90)
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34 2.2. Formalismo de tempo real

Esta condigao de analiticidade ¢ satisfeita se C' nao estiver em nenhuma direcao para
cima do plano complexo ¢ (isto garante que a parte real do expoente em(2.88) seja limi-
tado). Satisfazendo estas condigoes, vérios contornos podem ser escolhidos. Para calcular
as funcoes de Green com argumentos temporais reais diretamente, devemos escolher um
contorno o qual englobe todo eixo temporal real. Um contorno largamente usado em
Mecanica Estatistica parte de —T (eventualmente o limite 7" — oo é feito) e vai ao longo
do eixo real até +7T" com uma inclinacao infinitesimal como no presente caso, entao re-
torna a —71" e baixa até —T — (3. Outras discussoes dessa abordagem e outras escolhas de
contorno foram investigadas na literatura [51, 53, 74, 75]. O contorno usado nesta revisao
do formalismo de tempo real é o que leva a um tratamento simétrico dos segmentos C e
Co (0 =5) 3,54

Consideraremos uma teoria quantica de campos com a densidade Hamiltoniana dada
por

H[p, 7] = %7‘(2 + %gzﬁ (=V? +m?) ¢+ V[g] (2.91)

Depois de efetuar a integral Gaussiana sobre as varidveis de momento canonico 7 ()

o gerador funcional (2.88) torna-se (a menos de uma normalizacao)
2101 = [ Doexpl [ (L(0)+ Jo) 2:92)

A demonstragao da Eq. (2.92) esta feita em detalhes no apéndice A.
Usando a definigao (2.84) junto com a defini¢cao da fungao 6 de Dirac no contorno,

podemos reescrever (2.92) como

X exp —% /d4y/d4mJ (z)Gs(x —y)J(y) (2.93)

A Eq. (2.93) ¢ demonstrada em detalhes no Apéncice B.
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2.2. Formalismo de tempo real 35

O propagador térmico ¢é a funcao de Green no contorno
(—0c = m*)Gs(x —y) = idc(z —y) (2.94)
para Gg (r — y) consideramos o Ansatz
Gs(x—y) =G5 (x—y) 0. (1o —7y) + G5 (x —y) O (1) — T2) (2.95)

Ao especificar as condigoes de contorno notamos que indo de (2.92) a (2.93) fizemos a

mudanca de variavel
o) = 0(a) +i [ Gala =)l (2.96)

Juntamente com (2.89) obtemos a conhecida condigao de contorno de Kubo-Martin-

Schwinger [76, 77]
gﬁ> (Tz_Ty_iﬁax_Y) :gﬁ< (T:E_Tyax_Y> (297)

A solugao de (2.94) sujeita a (2.97) é

1 1 —iwy (T—T7' —Bwy, +iwy, (T—T"
Gs (T — 7 wp) = R {[e (=) g gmPwntin( )]0(7'—7')
N [ gion(r=r") 4 e*ﬁwk*iwk(T*T/)] 6(r — T)} (2.98)

onde fizemos a transformada de Fourier nas varidveis espaciais e wy, = vV k? + m2.
Podemos agora tomar o limite 7" — oo em (2.93). Neste limite ambos os segmentos
C5 e (4 vao a infinito e

gg(Tl’g — ’7'3,4> — O (299)

pelo lema de Riemann 75 e 734 sao pontos nos segmentos Cj 4 e Cs4 do contorno, res-
pectivamente. A partir de (2.93) concluimos que Z[J] fatoriza e a demonstragao dessa
fatorizacao esta feita em detalhes no Apéndice C.

O gerador funcional fatorizado é dado por

Z[J] = Z1J,C1Cs) Z1J, C5C4] (2.100)
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onde

(16 ] 1
Z[J,C1Cy] = expg —i / Vi-—]| pexp —= / JDJ

(16 1
Z[J,C3Cy] = expg —i / Vi-—| pexp —= / JDJ

C1Co

C3Cy

2

2

C1C2

C3Cy

(2.101)

(2.102)

Quando (2.93) é utilizado para calcularmos fung¢oes de Green com argumentos no eixo

temporal real a parte relevante de Z[J] é Z[J, C1Cs]: as contribuigbes de Z[J, C3Cy| podem

ser absorvidas numa normalizacao. Definimos

ZJ] = Z]J, 1G]

(2.103)

e Z[J] definido por (2.103) gera as fungoes de Green em tempo real (2.73) por derivadas

funcionais em rela¢éo a J com argumentos temporais reais. Em (2.101) definimos

/ J(@)Gs (2 — ) T(y) = / / dtdt / dxdy Jo(t, X)G(E — 1'% — y)(t'y) (2.104)

C1Co —00 —00

onde a,b=+4,— e

Js (2)
J_(z)
G (z—y) =
95 (x—y) =
G; (r—y) =
Gs " (x—y) =

Gs (z —y)

Gs (y — )

< i3

G5 (360—%4—7,3(—}’)

Gs (xo—yo—g,x—y)

A Eq. (2.104) estd demonstrada no Apéndice D.
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O gerador funcional (2.103) adquire a forma

i - el i+ Pl e
= [poes{| -5 [agi e i [a(Vied-vie
=

As fungoes de Green em tempo real (2.73) sao geradas derivando (2.107) repetidamente

(2.107)

com relagao a J, e tomando J, e J_ igual a zero.

11 ) 0
G (w1 0n) = wgoisin ) 5@y 2 (2.108)

No espaco de momentos o propagador ng é dado por

) coshf sinhf m 0 coshf sinhf
Ge (k) = A (2.109)
sinh# cosh6 0 e e sinh @ cosh6
onde
1
2y
cosh” f = =T (2.110)
Aplicando a relagao
1. €
podemos escrever (2.109) na forma
i T re—Blkol/2
gab (k) _ k2 —m2+ic + eﬂlgo\_lé (k2 - m2) zl_e—m(l)co\ 0 (k2 - m2) (2 112)
h N e Plkol/2 —1 s '
21_67—,3|(l]vo\5 (k2 - m2) k2—m?2—ie + eﬂ“?o\_lé (k2 - m2)

As equagdes (2.109 e (2.112) sdo demonstradas em detalhes no Apéndice D.1
Em (2.112) reconhecemos que o elemento Qél do propagador é o propagador livre

derivado em [1]. No entanto, no espaco de Minkowski as regras de Feynman nao sao
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38 2.2. Formalismo de tempo real

dadas por uma generalizacao ingénua da teoria de campos a temperatura zero. Mesmo
que as estruturas topolégicas e combinatoriais nao mudem, o propagador calculado em
tempo real adquire uma estrutura matricial e aparecem dois tipos de campos - tipo + e
—. Por (2.108) apenas campos tipo + aparecerao nas linhas externas, ja que os campos
tipo — desempenham um papel de campos fantasmas. Existem dois tipos de vértices: o
tipo + e o tipo —, que sao equivalentes a menos de um sinal. Estes vértices interagem
através dos elementos dependentes da temperatura que ficam fora da diagonal principal
do propagador Gg. O uso do formalismo de tempo real, explicado anteriormente, além de
nos fornecer resultados em tempo real (Minkowski) elimina as singularidades pinch [59].

Essa duplicacao do nimero de campos pode ser melhor entendida se colocarmos o
problema em termos de uma situacao mais geral que envolve tanto situagoes de equilibrio
quanto de nao equilibrio, caso no qual o formalismo de tempo real torna-se muito im-
portante. Neste caso, a descricao de nao equilibrio de um sistema é determinada pela
evolugao temporal do operador matriz densidade p. Essa evolucao (na representagao de

Schrodinger) é determinada pela equagao de Liouville quantica

ihagit) - [H (1), p (t)] (2.113)

Uma situacao de nao equilibrio aparece quando o Hamiltoniano nao comuta com a matriz
densidade. Notamos que temos uma dependéncia temporal explicita na Hamiltoniana. A

solucao formal da equacgao de Liouville é
p(t) = U (t,to) po () U™" (¢, to) (2.114)

com py (t) sendo a matriz densidade em algum tempo inicial ¢, que determina a condigao

inicial para a evolugao e U (t,to) é o operador evolugao, que, no equilibrio, é dado por
. i A
U (t,to) = exXp |:ﬁH (t — to):| (2115)

Médias dos operadores no ensemble e funcgoes de correlacao podem ser obtidas como
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usualmente (Apéndice B em [3])

(01) = trﬁl(t())tr (00 (¢.10) (1) T (1. 10)| (2.116)
<@(t1)@(t2)> - trﬁl(t())tr [@U(tl,tg)@f](tg,to)ﬁ(to)U’l(tl,to)] (2.117)

As expressoes acima tém um significado muito intuitivo. Ao calcular médias no ensemble,
temos o estado inicial (ou matriz densidade), evoluimos este para frente no tempo de ¢, até
t, inserimos o operador em questao e evoluimos o estado para tras no tempo até ty. Para
a fungao de correlagao (t; > t2), evoluimos o estado inicial até t,, iserimos o operador,
evoluimos até t;, inserimos o segundo operador e, finalmente evoluimos o estado para tras
até tg. Na maioria dos casos de interesse o operador matriz densidade inicial é qualquer
estado puro ou térmico correspondendo ao estado fundamental de algum Hamiltoniano

inicial. Em ambos os casos a matriz densidade inicial é da forma
5 (to) = exp [—B}L} (2.118)

o estado fundamental de H; pode ser projetado tomando o limite § — oo.

Funcoes de correlagao e médias no ensemble podem ser obtidas considerando a insercao
de operadores e a evolugao para frente no tempo (de ty — —o0) e para tras até o tempo
original e, finalmente para baixo no eixo imaginario do tempo até tq — i3 levando em
conta a condicao inicial térmica. Calculamos o traco das quantidades e identificando
as configuragoes de campos inicial e final e fazemos a integracao funcional sobre esta
configuracao, assim consideramos as integrais de trajetoria no plano complexo temporal.
Como mostrado anteriormente, podemos negligenciar as partes C3 e Cy do contorno e
assim, recaimos num contorno mais simples para o formalismo de tempo real. Este é
conhecido como contorno de trajetoria fechada de Schwinger (CTFS), onde contém apenas
as partes C e Cy , para t; — —o0 e ty — 00.

Essa formulagao em termos da evolugao temporal ao longo de um contorno no plano

complexo tem sido muito usada em Mecanica Estatistica de nao equilibrio. Existem varios
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40 2.2. Formalismo de tempo real

artigos na literatura usando essas técnicas de estudar fungoes de correlagao em tempo real

e agoes efetivas fora do equilibrio (por exemplo [13] e referéncias desta referéncia).

Construgoes usuais de teorias de muitos corpos a temperatura zero (ou equilibrio) [69,
70] envolvem o procedimento de ligar interagoes adiabaticas num passado distante e entao
desligamos esta num futuro distante. A suposi¢ao crucial é que, partindo do estado
fundamental (equilibrio) do sistema a t = —oo, encontramos o mesmo estado em t =
+oo (adquirindo algum fator de fase ao longo da trajetéria). Isso claramente nao é
um caso fora do equilibrio. Partindo de alguma distribuicao arbitraria e entao ligando
e desligando interagoes, vamos encontrar o sistema em algum estado impredisivel. O
“depois” depende, em geral, de peculiaridades do procedimento de ligar/desligar. A
auséncia de um conhecimento de estados finitos estraga completamente uma construcao

completa.

Gostariamos de construir uma teoria que evitasse qualquer referéncia com o estado a
t = 400, ainda que necessitdssemos conhecer um estado finito (ja que calculamos tragos).
A sugestao de Schwinger foi fazer o estado finito ser exatamente igual ao estado inicial. A
idéia central é deixar um sistema quantico evoluir primeiro numa direcao para frente no
tempo e entao voltar sua evolucao para tras, evoluindo na direcao para trdas. Terminando
assim com a necessidade de construir uma teoria com uma evolucao temporal ao longo de

um contorno com dois ramos Fig.(2.2).

Entao, nao importa que esteja o estado em ¢t = +o00, depois da evolugao para tras
este retornara ao estado inicial conhecido. Nesta construcao nao liga-se interacoes no
futuro, ambos ligar/desligar acontecem no passado. Usando este contorno de Schwinger,
obtemos os mesmos propagadores derivados anteriormente com o contorno da Fig.(2.1),

assim como a fungao de particao para o campo escalar.

Gostarfamos de chamar a atencao de que existem muitos aspectos interessantes no
formalismo de tempo real que nao foram discutidos nesta suscinta revisao como por e-

xemplo: causalidade, a formulagao de Keldysh e sua aplicacao na derivacao de equacoes
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2.2. Formalismo de tempo real 41

N

Figura 2.2: Contorno de integracao de Schwinger.

cinéticas. Logo, deixaremos estes tépicos para um estudo futuro.
7’ 7’ . /. . ~ . . 4
J& no proximo capitulo desta tese, derivaremos a acao efetiva para a teoria /\% em
tempo real usando o contorno de Schwinger e obteremos as contribuicoes da mesma até

O (A\?) em teoria de perturbacao.
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Capitulo 3

Acao Efetiva

Nesta tese estamos interessados em derivar equacoes de GLL para teoria escalar e, estas
sao derivadas a partir da agao efetiva a temperatura finita. E conhecido que a dissipagao
esta relacionada a partes imagindrias na auto-energia, pois estas partes imaginarias sao
essenciais para vestir os propagadores e com isso gerar termos dissipativos nao nulos na
equacao de GLL. Logo é necessario derivarmos a acao efetiva para a teoria até ordem >
(considerando algumas contribuigdes de dois loops).

Neste capitulo vamos mostrar a derivagao da agao efetiva no formalismo de Schwinger
para a teoria escalar com interacao %, onde faremos uso da expansao em [oops para
obter as contribuicoes de um e dois loops. Esta derivacao é original e foi feita de uma
maneira simples e elegante, onde explicitamos as informagoes do contorno apenas no final
dos calculos, tornando a derivagao compacta e simples. Esta derivagao foi baseada em

uma derivagao da acao efetiva feita a temperatura zero na Ref. [71].

Consideraremos o modelo de um campo escalar com a densidade de Lagrangeana

£l) = 5 (0,0)° — ymie? — 0" (3.1)

e com o gerador funcional das func¢oes de Green Z [J], escrito em termos de uma fonte

externa J, dado por

Z1) = /quexp{%S[gb, J]} (3.2)
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onde S [¢, J] é a agao classica, a qual é dada por

sio.) = [de{Lll+T@ow)

C

= S.[¢] + / d*zJ (z) ¢ (2) (3.3)

c
Neste capitulo trabalharemos com ¢ = 1 e h # 1, o indice C' indica que a integragao
temporal é feita no contorno dado pela Fig. 2.2.

Partimos da definigao do gerador funcional Z [J]

Z1J] = exp <%W[J]) _ / Db exp %sc 4] +% / iz (2) 6 (z) (3.4)

Derivando ambos os lados em relagao a J (x), obtemos

W [J ()] _
T(l‘) = () (3.5)

onde p(x) é identificado como um campo cléssico, lembrando que ¢(z) é um funcional de
J. Um comentario importante a ser feito é que ¢ é um c-number e este campo contém
corregoes quanticas.

Tendo (3.5) é possivel construir outro gerador funcional, o qual dependerd somente de

©(x), usando a seguinte transformacao de Legendre

mﬂzwm—/&w@mu> (3.6)

onde I' () é conhecida como agao efetiva. Fazendo uso de (3.6), reescrevemos o gerador

funcional como

l

Z[J] = exp (%W[J]) = /D¢exp %SC 6] + h/d4xJ(x)<;§(x) (3.7)
c c
Agora, fazemos a seguinte mudanca de variavel no campo escalar

p—o+p (3.8)
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e obtemos

exp( ) /DngeXp ( [ (¢ + ] + /d4xJ(x)¢(x)D (3.9)

Fazemos uma expansao funcional em série de Taylor de S [¢ + ¢] em torno de ¢ =0

i, 0S[0+¢]
Sclotel = Sld+ [ o 6 (@)
C/ 0¢ (1) LO
Ll o 8°S[o+y] o
+ Qc/d 1d o (1) 66 (2) :0¢( 1) & (22) + ...

0¢
- ; ni/d%l A2, Sy 0] ¢ (21) .0 () (3.10)

onde definimos

__"Slo+el
Substituindo a Eq. (3.10) na Eq. (3.9) e usando a definigdo (3.11) obtemos
exp (%P [«p]) - / Doexp ( [ o+ / o, —5“(’;5’(;;”] 'qu(aa)
4. 4 2S[p+ 90]
+ 5 C/d rid'x 5gz5 (1) 06 (22) ¢:¢¢(I1)¢($2)
+ Zn' " /d4g;J()¢()]) (3.12)
c
Derivando (3.6) em relacdo a ¢ (z) temos
or
_ T o
J = 5o = '] (3.14)
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substituindo (3.14) em (3.12) obtemos

c

e (3T061) = [ Do | [Sill+ ] [ dndinsalolote oo
+oo

+ Z%/d4x1...d4xn53 (] ¢ (21) .00 ()

n=3

+ / d'e16 (21) (S [¢] — TV [g]) (3.15)

C

por razoes que ficarao claras a seguir, reescrevemos o 1ltimo termo da equacao acima da

seguinte maneira

¢ [S1(p) —TW (p)] = 052 L — 5] (3.16)

com isso podemos reescrever a Eq. (3.15) como sendo

e (01 -5.06D) = [Does (1 | [ dndtansilelof) ol

c c

+00 1

+ Z m/d“m d*z, Sy [0] ¢ (x1) .00 (x,)
n=3 C

_ /d4x¢(x)i[r—51 (3.17)

1 1 5o :
c
Fazemos outra mudanca de variavel
»— K¢ (3.18)

esta mudanca de variavel vai ser muito importante no sentido que apés este reescalamento

dos campos a expansao em h corresponderd a uma expansao em loops da acgao efetiva.
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Fazendo uso de (3.18) obtemos

e (301 -5.060) = [Doe (i | [ dndtansaleloen) oo
C C
+ . %hg_l /d4x1...d4xn Snlp) & (x1) .0 ()
n=3 C
w7 [ o () (T le) - 5116 (3.19)
C
onde definimos I't [p] = g—};.

Notamos que a agao efetiva I' [p] sempre aparece na relacao (3.19) apenas na com-

binacao
[lp] = Se ¢l =T[4 (3.20)

ou seja, o funcional I [p] contém todas as corregoes a agao classica S¢(p), e este funcional
pode ser escrito como uma série de poténcias em h da seguinte forma

[ee])

T ] =Y n"T™ [g] (3.21)

m=1

Usando as egs. (3.20) e (3.21) reescrevemos a Eq. (3.19) na forma

m=1

exp (@w—lﬂmww}) = [poewi|; [ dndinsild o) o)
C
“+o0o

C

+ %hgl/d‘l:cl...d‘*:cn Snle] ¢ (21) .0 (2n)
n=3 C

_ Zh‘é+m/d4$1¢($1)f§m) ] (3-22)
m=1 C

A acao efetiva é o gerador funcional das funcoes de Green irredutiveis a uma particula,
e um comentario muito importante a ser feito é que o funcional I' [p] representa todas as

corregoes quanticas e térmicas a acao classica S [p].
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3.1. Contribuicoes de um loop 47

3.1 Contribuicoes de um loop

As contribuigoes em loops sdo obtidas expandindo ambos os lados da Eq. (3.22) em £,

fazendo essa expansao obtemos

exp (iTW [g]) [1 +iO (h)] = / Do exp % / d'xyd 252 (0] ¢ (1) ¢ (22)

X [1 +i0 (h%ﬂ (3.23)

considerando apenas os termos independentes de h obtemos as contribuicoes de um [oop

r® [p] = —iln D.pexp | i 1 d*r d* 1955 [¢] & (21) ¢ (22) (3.24)
oo 1]
onde
Salel = | -On — g = 56 ()] 04 (21 — ) (325)

Reescrevemos a agao efetiva a um loop como

[o] = —iln/'ngeXp é/d4x1d4x2 (—Dml - mg) §* (21 — 22) ¢ (21) & (22)
C C
X exp %/d4x1d4x2 (—%@2 (3:1)) §* (w1 — 29) @ (11) & (22) (3.26)
C

usando o fato que o propagador livre satisfaz a equagao
Gy (z1 — 22) = —i (=0, —mg) 6* (21 — 22) (3.27)

e separando a parte livre da parte de interacao obtemos

Tl = —“n/D¢eXp %/d4x1d4$2¢($1) [Go (1 — 22)] 7" ¢ (w2)
C C
X exp /d4$1 [—%V” [p (%)]] ¢* (1) (3.28)
C
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48 3.1. Contribuicoes de um loop

onde definimos
V" [ ()] = 5% (2) (3.29)

Como o célculo da equacao de GLL serd efetuado até O(\?), por consisténcia expandimos

['[¢] em teoria de perturbagao em \ até O (\?). Escrevendo a expressio obtida numa

notagao compacta temos

I'[e] = S.l¢p]—iln (/ Do exp |:%/d4x1d4x2 ¢ (1) [Go (21 — xg)]*l & (IL‘Q)] )
C

- 5 [V @16 @ 6 ),
+ % diz [ gV To ()] V" [ )] (6 (2) 6 (1) 6 (4) & (1))

onde o indice 0 indica que trabalharemos com propagadores livres

_ JoDo(...)exp [5 [, d*zid*ay ¢ (21) [Go (31 — )] o (22)]
fc Do exp [% fc dixid*zy ¢ (21) [Go (21 — xQ)]_l ) (xQ)]

(.o (3.31)

Usando o teorema de Wick obtemos a expressao para as contribuicoes a um loop da acao

efetiva

I'lp] = Selg]—iln (/ D¢ exp |:%/d41’1d4332¢($1) [Go (71 — 352)]_1 ¢($2)] )

c

g / d'aV" (o (2)] (¢ () 6 (2)),

C
+ iAZQ / d'z / d'yV" lp ()] V" e ()] (¢ (2) ¢ (¥))o (& () & () (3.32)

Antes de explicitarmos os efeitos do contorno, mostraremos as expressoes para oS propa-
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3.1. Contribuicoes de um loop 49

gadores no contorno, que sao dados por [67, 72]

Git(x—a') = i(Tip(x)p(x"))

Gy (z—a') = IT ¢(x)p(x"))

G (x—a) = i(g(x')p(x))

Gtz —a') = i(g(x)g(x)) (3.33)

onde 7'y e T indicam os ordenamentos cronoldgico e anti-cronolégico, respectivamente.
G;J“ é o propagador fisico (causal). Os outros propagadores aparecem como consequéncia
do contorno e sao considerados como auxiliares (nao fisicos) [67]. As expressoes explicitas

para gg’b(a; — ') (a,b = 4, —) em termos de sua transformada de Fourier sao dadas

por [72, 73]
3k , Tkt —t Tk, t —t
gg(l’ o x/)a,b — Z/ d k3€zk.(x7x) gﬁ ( ) gﬁ ( ) (334)
(2m) Gyt k.t —t) Gy (kt—1)
onde
Gitkt—t) = Gikt—tho(t—t)+G5(k,t —1)0(t' —1t)
Gy (kt—t) = Ga(k,t —=t)0(t' —t) + G5 (k,t —t")0(t —1')
Gy (kt—t) = Gi(kt—1)
Gtk t—t) = Gikt—t) (3.35)

Para os propagadores livres a temperatura finita, usaremos expressoes analogas as deri-

vadas no Cap. 2, Eq. (2.112), que sao dadas por

Gs(k,t—t) = 2w1(k) (1+2n(w)) cos[w(t —t")] — isinfw(t — )]
G5k, t—t") =G5kt —1) (3.36)

onde n(w) = (e™ — 1)_1 é a distribuicdo de Bose e w = w(k) é a energia da particula

livre, w(k) = vk2 + m?2.
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50 3.1. Contribuicoes de um loop

Negligenciaremos as contribui¢oes independentes do campo ¢, pois estes termos nao
contribuirao para a equacao de GLL, pois esta equacao é obtida através de derivadas da

acao efetiva com relagao ao campo ¢. Explicitando o contorno no plano complexo temos

Tl = S.lel-5 / ' / At | PV o ()] 46 () 6 (),

Z_ /dt+ /dt— /dt /dt’ P d*s' V" ¢ (1)]
x V' ( Nl <¢(w)¢(x)>o<¢(rv)¢(w)>o (3.37)

usamos as expressoes para os propagadores no contorno Eq. (3.33) e o fato que cada

contracao de Wick corresponde a

(ba (2) &5 (1)) = —1G5" (x — ) (3.38)

por simplicidade separamos as contribuicoes a ordem de um loop da seguinte maneira

PO [p] = Sl + TV o] + T3 [ (3:39)
onde .
M0l =i [ deGt @0 (Vs @] -V e @)} (a0

W = i / d'r / da { V7 [ @)V [or (@] G5 (0 — 2) G5 (x — )
-Vl @IVl (NG (2 - )G (0 - o)
bV el @)V T ()65 (o~ o) G5t (o — )

= V- @]V p- ()] G5 (=2 G5~ (z =) }

(3.41)
Fazendo a transformada de Fourier dos propagadores
k. /

gab r—7) = Z/ 6zk.(x—x )gab k, t—t 3.42
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3.2. Contribuicoes de dois loops 51

e usando o fato que

G5 (1.0) = 5y L+ 20 (w (1) (3.43)

obtemos

1 A 4 d’k 1 " "
el =5 [ [ s 1+ 2 @0V [y (@)= V'l @) (344

Fazendo transformada de Fourier dos propagadores em Ff\lg [¢] obtemos

9 F 5 e ,
S0 = 2 e [ 8 [ A
4 (2m) (2m)

x AV o (@) V" oy ()] G5 (a,t =) G5 (a -k, t — 1)
— V'py (@) V"o (2G5 (a,t =) G5 (a—k,t — 1)
— V"o (@) V" [pr (]G5 " (@t =) G5 " (@ =k, t =)

+ V' @) V" [e- ()] G5 (a,t —1) G5 (a—k,t—t")}  (3.45)

Estas contribuigoes da acao efetiva a um loop em termos de diagramas de Feynman sao

O - XX

Figura 3.1: Contribui¢oes de um loop da acgao efetiva: FE\D [¢] e F(;Z,) [], respectivamente

dadas por

3.2 Contribuicoes de dois loops

Como mencionado anteriormente, para obter dissipacao numa TQC, precisamos de uma
parte imaginéria na auto-energia. E para teoria A\¢* com o campo escalar tendo apenas
uma componente, a auto-energia s6 adquire parte imaginaria se forem incluidas con-

tribuigoes de dois loops.
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52 3.2. Contribuicoes de dois loops

As contribuigoes de dois loops da agao efetiva, sao obtidas expandindo ambos os lados
da Eq. ( 3.22) em A e considerando os termos até primeira ordem em h. Fazendo esta

expansao obtemos

exp (iTW [p] +ihT@ [¢]) = /D¢6X (§/d4$1d 2252 [p] ¢ (1) ¢ (22)

ﬁ_gﬁa/dxhdxﬁﬂﬂ¢@0¢@ﬁ¢@ﬁ

C

+ %h/d“xl..-d“m& (o] & (21) ¢ (22) ¢ (5) @ (24)

c

— i / d*z1¢p (1) TV [so]) (3.46)

Com isto, obtemos em ordem A

T@ [ exp (i00 [4]) = /DMX(E/#m&u&wwmnwmg

2
% ( d4x 10 (1) F(l) [gp])

A4Sy ] ¢ (21) & (22) @ (23) b (4)

(/ d*xy..d* w385 [p] ¢ (11) & (22) @ (953))

[\D

X
"’;|H/—/H

2(31)°

) B/d%lmd“wg& [¢]¢($1)¢(x2)¢(m)]
C

x{/&mmmwwwq} (3.47)

C

Reescrevemos ['® em termos de uma notacao compacta
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onde denotamos

JoDgexp (59 [¢]¢?) ()

)= . 3.49
= Denp (35141 ) (349

e usamos uma defini¢ao andloga a do propagador Gg
(ba (x) ¢ (y)) = —iG™ (2, ylp) (3.50)

onde a,b = + G’ (x,y|p) é a expressio para o propagador “vestido”, pois G (x,y|p) é

a fungao de Green, que depende do campo médio ¢ () e satisfaz a equagao

/ d= S8 (2, 210) G¥ (=, ylo) = 6% (2 — ) (3.51)
C

ou em uma notacao compacta

Glpl = Salel™ (3.52)
Na Eq. (3.48) foi usada a seguinte notagao

<(53 [(,0] ¢3) (53 [(,0] ¢3)> = /d4m1d4x2d4x3d4y1d4y2d4y353 (Il, T2, ZE3|QO)
C

X (@ (21) ¢ (22) & (x3) ¢ (1) ¢ (42) @ (3))

X Sy (91, Y2, yB‘SO) (3-53)

<S4 [(p] ¢4> = /d l‘ld4$2d l‘gd $4S4 (1‘1,1'2,273,1'4“0)
C

X (¢ (1) ¢ (22) ¢ (w3) ¢ (24)) (3.54)

((r"[elo) (17 [ele) ) = / dard'es ‘f;l(;[f (6 (@1) 6 (22)) ‘gl(;[j] (3.55)

<< 0] %) (F(l)[ ]¢>> = /d4$1d4$2d4$3d4?/153 (1, T2, 23|0)

c

(1)
{6 (@1) 6 (w2) 6 (25) 6 () 1P

o¢ (y1>

Agora consideraremos os termos do lado direito de (3.48) separadamente

(3.56)
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54 3.2. Contribuicoes de dois loops

3.2.1 Termo 2(;)2 <(53 ] ¢3) (53 (] ¢3)>

Escrevendo este termo explicitamente obtemos

2(;!)2«53 [e]0%) (S5 el ¢*)) = 7%0 d'zyd"wyd wsd" yrd ysd ys Ss (w1, 22, 23] 0)
X (¢ (x1) ¢ (72) & (w3) & (41) @ (y2) & (y3))
X 83 (Y1, Y2, Y3l¢) (3.57)

usando que

Solel = |0y —mj — %902 (x1)] 6" (21 — 22)
= [-0u —m§ = AV" [p (21)]] 6* (21 — 22) (3.58)

55 ,Z"x
Ss (x1, T2, T3]0) = M

o (x3)
= [-AV" @ (21)]] 0* (z1 — 22) 6* (21 — x3) (3.59)
Sy(x1, w9, w3, 24|0) = [-AV" [0 (21)]] 0% (21 — 22) 6* (w1 — 23) 0* (21 — 24) (3.60)

onde definimos

Vip@@)] = 3¢ (o)
VP p(z)] = ¢(z1)

V" (@) = 1 (3.61)

Redefinimos S,, como sendo

Sa (z1,malp) = S (21)] 6 (21 — 22)
Ss (21,9, 23]0) = S3[p(21)] 0" (21 — 22) 0" (21 — )
S4 (ZEl, Lo, T3, Z‘4|QO> = S4 [(p (.I‘l)] 54 ((L’l — .Z‘Q) 54 (ZE‘I — l’g) 54 (CL’l — .Z‘4) (362)
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3.2. Contribuicoes de dois loops 55

onde
So (o (x1)] = —Dxl—mg_)‘vu[@(fﬂl)]
Szl (x)] = —AV" [ (1))
Silp(x)] = AV [p(21)] (3.63)

usando as definigoes acima, reescrevemos Ss (1, T2, r3|¢) como sendo

(S51616%) (S5 1416%) = =5 [ dnd'nSslo ()] Ssle ()]

c

X (¢ (21) (1) & (1) ¢ (Y1) & (y1) & (1)) (3.64)

2 (3)

Agora aplicamos o teorema de Wick

((S3]e] @) (Ssle]@?))

'S o ()] Sa i )] [5 €0 1) (20} 6 ) (1) (0 ) )

~ O~~~

5 0006 () (0 o) 6 0) (@) 0 ) (3.65)

Em termos de diagramas de Feynman temos

l

<(S3 ] ¢3) (53 ] ¢3)> = /d4x1d4y153 [ (21)] S3 [ (y1)]

72
C
SHOROREISH
(3.66)
3.2.2 Termo 3 (Si[¢]¢?)
%<S4 [¢] ¢4> = i/d4x1d4x2d4x3d4x454 (21, T2, T3, T4|0)

C

X (¢ (21) ¢ (22) ¢ (23) ) (4))
1 A A 4 4G 4 4

= 51 d*xyd xod x3d 145y [p (21)] 6 (21 — 22) 07 (21 — x3)

C
X0 (w1 — 24) (D (21) & (22) & (23) & (24)) (3.67)

%)
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Integrando sobre as fungoes ¢ de Dirac e aplicando o teorema de Wick obtemos

1

% <S4 [o] ¢4> = 3 /d4x154 [ (z1)] (& (1) @ (71)) (¢ (21) & (21)) (3.68)

C

A contribuicao acima pode ser escrita em termos de diagrama de Feynman

5 (8ule1e) = [t <x1>][ ! QQ] (3.60)

3.2.3 Termo —31! <(S3 ] ¢3) (Fgl) 0] ¢>>

Usando a defini¢ao de Ss (x1, T2, x3|p) escrevemos este termo explicitamente

5 ((521019) (10 1e10)) = —¢ [ dindioadsad'nSafio (2] 8 (o1~ 22)
C
X0 (w1 — w3) (¢ (1) & (2) ¢ (23) & (1))
x Ti) (9) (3.70)
onde compactificamos nossa notacao fazendo 5;5(;;[5] = fﬁzﬂ) (p) e mostramos algumas

relagoes que serao lteis a seguir

Ss (21,29, 23]0) = S3[p(21)] 0" (1 — 22) 0" (21 — )

Ss (21, 22, p1l@) = Ssle(21)]6* (21 — 22) 6* (21 — 1) (3.71)
onde
Sslp(z1)] = =AV"[p(21)]
Sslp(z1)] = =AV"[p(21)] (3.72)

Faremos uso também da expressao encontrada para as contribuicoes da acao efetiva cal-

culada a um [oop

P [g] = —iln { / D exp (z B / 2100255 5] 6 (21) 6 (@)] ) } (3.73)
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. ~ e . .
A partir desta expressao podemos calcular 551;( el qa seguinte maneira

w2/ 2o ([ [ tatmsiaeeoe] )

1
= §/d Ild JJQS?; [x17x27y1’gp]

I Do (1) ¢ (w9) exp (i [5 [ d*w1d* 2255 [p] ¢ (1) ¢ (2)])
[ Doexp (i[5 [ diard asSs (0] ¢ (21) ¢ (22)])

— %/d4:p1d4x253 (1, 22, 11 |@] (& (1) & (22)) (3.74)

logo obtemos

~{(51616) (0 [el0)) = - / dhod 8 i (21)] S [ ()]
C

aplicando o teorema de Wick

_31'!<(53[¢]¢3) (t¢lo)) = i / d'wd" 218 [p (21)] Ss [ (1))

c

X (¢ (21) ¢ (21)) (@ (21) ¢ (1)) (@ (21) ¢ (1))
(3.76)

Esta contribuigao pode ser escrita em termo de um diagrama de Feynman

— (5106 (T1419)) = / A d* 0S5 [0 (21)] S5 [ (21)]

3.2.4 Termo % <(F§1) (] qb) (Fg) [¢] (b)>

Usando o fato que

fgl[f)ﬂS} B % /dxldgj2 <¢ (lj) (b (x2)> [53 (xla L2, x3|§0)]
C

My = 5 f i (00) 60} 155 (1,010 (378)
C
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58 3.2. Contribuicoes de dois loops

reescrevemos o termo % <<F§1) [¢] (25) <F§1) [©] <;5>> termo explicitamente

3 {(T100) (M 16)) = 5 [ d'nidtoadsadtynd'yud' s (o1, 20, 4]0)
C
x (¢ (x1) ¢ (22)) (¢ (23) ¢ (y3)) (@ (1) & (y2))
X S3 (Y1, Y2, y3lp)
(3.79)
usando que
S3 [ (21)] = =AV" [ (21)] (3.80)
Ss (1,22, T3lp) = Ss[e (21)] 6" (21 — 22) 6" (w1 — w3)
Ss (Y1, y2, y3l@) = Ss [ (y1)] 5 (11 — y2) ¢ (y1 — y3) (3.81)
obtemos
S {(T010) (1 1010)) = ¢ [ dtod'yiSafo (@) Salo ()] 6 (1) 0 (01)
C
x (¢ (1) ¢ (1)) (& (y1) ¢ (y1)) (3.82)

A contribuicao acima reescrita em termos de um diagrama de Feynman é dada por

S ((1010) (T 1e10)) = [ dndinSile @] Sile )

2
c

{: OO}

Entao ao juntar todos as contribuicoes de dois loops da acao efetiva a temperatura finita

para teoria escalar A\p?, obtemos

M) = g [ doSife @) (60 6 o) (6 (22) 6 (1)

C

-+ é /d41‘1d4y133 [90 (5(71)] 53 [(,0 (yl)] <¢ (1‘1) gb (y1)> <¢ (;[1) Qﬁ (y1)>

x (¢ (x1) o (1)) (3.84)
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3.2. Contribuicoes de dois loops 59

Escrevendo a equacao acima em termos de diagramas de Feynman

re = 1 Q@ + & @ (3.85)

A acao efetiva é o gerador funcional das fungoes de Green irredutiveis a uma particula
(1PI) e, em nossa derivacao usando o formalismo de Schwinger ficou claro o cancelamento
dos diagramas redutiveis a uma particula. Outro fator importante a ser mencionado é que
os propagadores em ['® [] ndo sdo propagadores livres. T [¢] em termos do propagador
livre é dada pela expansao perturbativa de (¢ (y1) ¢ (y2)) (demostracao em detalhes no

Apéndice E), que é dada por
(@ (y1) @ (y2)) = (& (y1) & (y2))o — i/\/d4IV" [p (2)] (@ (1) o(x)), (& (y2) 6(x)), (3.86)
C

Substituindo esta expansdo em I'® [], negligenciamos os termos independentes do campo
(pela mesma justificativa usada na derivagao das contribuigoes a um loop) e como estamos

trabalhando até O (\?) obtemos

T® (o] =T [] + TP [¢] (3.87)

re (o] + fff) [¢] em termos de diagramas de Feynman, respectivamente, sao dados por

2+t = YO ) + - (3.88)

onde
M) = =% [t [ @Sl @) (0 (2)6 (@), V' o ()
X {0(0) (e (6 ) 6, (3.
[Pl = g [ 'Sy o @] S o ()] (6 () (@)

x (o () ¢ (2))g (¢ (z) & (7)) (3.90)
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agora explicitamos o contorno C', usamos a definicao dos propagadores e algumas pro-

priedades

G5 (x—2) =G5 (z—x)
Gy (2 —x) =G5 (v —2) (3.91)
e como o contorno foi explicitado, podemos tomar o limite ¢ — oco. Fazendo a transfor-

mada de Fourier dos propagadores em I'\” [] e f‘f) [¢] obtemos estas contribui¢oes no

espago dos momentos

(0le) = i [ [ 1k = g L+ 20 (1)

(2m)° 2w
x {=Siles (o) V"m ()] [95* (a,t — )]
+ Siler (V" [p- ()] [G57 (a,t — 1))
+ Silp- @V s (2)] [G5 (a,t = )]
— Silp- @V - @) 95 (@t = )]} (3.92)

. 3 3 3
Ii5l2) [QO] _ i/d4xd4xl/d3k€ik(x_x,)/ d qlg/ d q23/ ! q:;
12 (2m)” ) (2m)" ) (27)

x {53[90+(w)]§3[90+(w’)]%+ (it = )G} (a2t =) G} (st = 1)

= Siles @] Ssle- @NGE (ant =) G4 (aat = )G (as,t 1)

— Ssfp- ()] Sslpy (2] G5 (an,t —t') G5 (qo, t — ) G5 (qs, t — ')

+ Sl ()] Sl (]G5 (qt =) G5 (qt =) G5 (at —¥) }
x 0% (k — q;—qy—q3) (3.93)

Obtemos entao as contribuicoes de um e dois loops da acio efetiva para a teoria Ap?
no formalismo de Schwinger até O(\?). A agao efetiva até O(6%) em termos de diagramas

de Feynman ¢é dada por

0 300 DO O v e
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No proximo capitulo mostraremos em detalhes como obter equagoes efetivas de GLL
a partir da acao efetiva da teoria A¢* & temperatura finita. Faremos uma andlise, no

contexto perturbativo, para o teoria nos casos com e sem quebra espontanea da simetria.
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Capitulo 4

Equacao de

Ginzburg-Landau-Langevin

Neste capitulo mostraremos a derivagao de uma equacao efetiva de Ginzburg-Landau-
Langevin (GLL) a partir da acao efetiva de uma TQCTF no contexto perturbativo. Pois
estamos interessados na dinamica de nao equilibrio da formagao de um condensado numa
teoria quantica de campos escalar relativistica A¢* com quebra espontanea de simetria.
Estas equagoes incorporarao ruidos aditivo e multiplicativo e, através de dinamica do
parametro de ordem (valor esperado do campo) poderemos estudar o papel da flutuagao
e da dissipacao no processo de formacao do condensado. Primeiramente faremos, em
detalhes, a derivacao da equacao de GLL para a fase simétrica e, posteriormente, esten-
demos a derivagao para a fase com quebra espontanea de simetria. A derivacao para a

fase simétrica serd baseada na Ref. [13].

4.1 Fase simétrica

Obtivemos anteriormente as contribuicoes de dois loops a temperatura finita para acao
efetiva no formalismo de Schwinger. Usamos teoria de perturbagao em A até O ()\?) e

estas contribuicoes escritas em termos de diagramas de Feynman sao dadas por

Pled = skl + YO + YOO + XX + - (4.1)
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Escrevendo estas contribuigoes explicitamente (¢t — ¢ = 7), temos

>Q:
AX

—1

2 3
)\_/ d’k 1+2nw /d4 /dt/
8 J (2m)3

95

\ s ) d*q 1
_Z/d x [QO+<$> - W—(@] / (27)3 2w(q) [1+2n(w)]

i [ ot [ £ (o
GiH(a, 7G5 (a— K 7 (@)

P31 (@)G5 (a,7)95 (a — k. 7)p2 (2)

¥2 ()65 (a,7)G; " (a = k, 7))

P (005 (@7 (a—k7)e () }

Ha,m)]" - +( )[gg (a.7)]" = ¢ (@ )[Qg ( q; )}

P (@) [0 (a7}

N / L / Bay dPap Pas
"2 (2r)? (27)? (27)3 (21)3

{1 ()G (a1, 7)G5 " (a2, 7)G5 (a3, T)p4 (2)
01 (2)G5 (a1, 7)G5 " (a2, 7)G5 (a3, T)p—(2)
¢ (2)G5 (a1, 7)G5 (a2, 7)G5 " (a3, 7)o ()
o ()G (a1, 7)G5 (a2, 7)G5  (as, 7)o (2')}

6k —qi — g2 — q3)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

E vantajoso reescrever as varidveis de campo ¢, e ¢p_ em (4.1) em termos de novas

variaveis de campo ¢, e pa, definidas por

1
Y+ = §QOA+(PC
B 1
Y- = P 290A
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O significado fisico dessas varidveis foi sugerido em [78], com @A sendo basicamente asso-
ciado com um campo de resposta, enquanto ¢. é o campo fisico que sente as flutuagoes do
sistema. Essas mudancas de varidveis (4.7) facilitam a identificacao na agao efetiva dos
termos responsaveis pelas flutuagoes no sistema, isto é as partes imaginarias. A associacao
de ¢, com um campo fisico impoe que tomamos a = 0 (¢4 = p_) apds a obtengao da

equagao de GLL efetiva [72, 84].

E necessario empregar propagadores contendo os efeitos das interacoes, pois senao, nao
haverd dissipagao no sistema [13]. Corregoes de auto-energia no propagador introduzem
efeitos nao triviais (decaimento) devido a contribui¢oes imaginédrias na auto-energia :
¥(q) = ReX +ilm¥(q). A primeira contribui¢do Im¥ é proveniente do diagrama “setting
sun”, sendo portanto de ordem A2, motivo este que nos levou a calcular a acao efetiva até
esta ordem. Contribuicoes com um ntimero maior de loops para a auto-energia sao de or-
dens mais altas em \ e podem ser consistentemente negligenciadas para acoplamento fraco
e dentro da ordem em teoria de perturbacao na qual estamos trabalhando. Escrevendo o
propagador G (q,t —t') em termos da fungao espectral p(q, o) (Apéndice F) é possivel
mostrar que, devido ao aparecimento de Im>(q), p(q, o) adquire uma largura finita I'(¢),
que ¢ O()\?) para acoplamento fraco, I'(q) gera contribuicoes finitas nos termos propor-
cionais a ¢, na equacao de movimento. Este é essencialmente o mesmo procedimento nao

perturbativo adotado nas Refs. [79, 80, 81, 82| no calculo de coeficientes de dissipagao.

Embora a introducao de um propagador vestido forneca um coeficiente dissipativo
nao nulo, esta implementacao deve ser feita com cuidado. Existem sugestoes que melho-
ram o potencial efetivo a temperatura finita, as quais incluem termos com divergéncias
infra-vermelhas que podem ser obtidos ao vestir o propagador, levando em conta dia-
gramas daisy e superdaisy [83]. Foi mostrado que, se este procedimento de ressoma nao
for implementado cuidadosamente, pode haver dupla contagem de diagramas, gerando o
aparecimento de resultados errados, tais como um potencial efetivo com um termo linear

no campo escalar. Embora nosso foco seja a dinamica, uma introducao imprépria dos
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4.1. Fase simétrica 65

propagadores vestidos pode também gerar uma dupla contagem dos termos na equagao de
movimento que derivaremos. Para tratar esse problema de uma maneira auto-consistente,
aplicamos o procedimento de Parwani [29], Arnold e Espinosa na [83] para o problema da
ressoma a altas temperaturas.

Reescrevemos a densidade Lagrangeana L[¢] como

S (m?+3) ¢~ 2t + o9 (4.8)

£16] — £16] = 3 (Bus)
onde somamos e subtraimos termos dependentes de auto-energias em L[¢]. Podemos
agora tratar 3 (m? + X) ¢* como parte do propagador e 4¢* — 1¥¢* como um termo de
interagao. Fazendo isso, podemos escrever sistematica e autoconsistentemente a equagao
para a agao efetiva em termos do propagador vestido e, a0 mesmo tempo, remover qualquer

dupla contagem gerada pelo vestimento através da interagao modificada, como ilustrado

no Apéndice F. Escrevemos os propagadores vestidos como

1 1
—
@?—m2+ic ¢ —m?—3(q) +ie

(4.9)

onde Y (q) é a contribuigao de auto-energia

w0006

Figura 4.1: Auto-energia até O(\?)

Consideramos explicitamente apenas as contribuigoes de X (¢) a partir dos diagramas até
O(N\?).
No Apéndice F mostramos que o propagador fisico ggj (q,t —t'), incorporando estas

corregoes, muda para

o-T@l—t|
Gi (at—t) =~ (@ { (1+2n)coswl|t —¢'|] —isin|w|t — ]
. / 2
+ 2080 (q)n(1+n)sinfw|t —t'|] } +0 (ﬁ) (4.10)
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66 4.1. Fase simétrica

onde I'(q) ¢é a largura de decaimento [67]

I'(q) = —Igf(g) (4.11)

Na Eq. (4.10) usamos a aproximacao SI' < 1 (Apéndice F), a qual é consistente com
escalas lentas de tempo de relaxagdo. Também, w = w(q) e n (w) sao agora dadas em

termos da massa a temperatura finita myp

mo, A(TP mT\ AT \2T? 2
m2 = m?+ReX (mg) ' X m2—i——< o ) + In (m >+ (4.12)

o\12 47 ) 384mm 19272\ T2

onde escrevemos explicitamente apenas as contribuicoes dominantes térmicas para cada
diagrama da Fig.(4.1) e, negligenciamos contribui¢oes subdominantes. O segundo e ter-
ceiro termos no lado direito de (4.12) sao facilmente obtidos. O tltimo termo no lado
direito de (4.12), associado com o diagrama “setting sun”, é explicitamente calculado
em [29].

Em termos das novas variaveis ¢, e ¢, usando (3.35) e (3.36), obtemos para as partes

real e imagindria da agao efetiva I' [pa, @] = Rel' [pa, @] + iIml [pa, @], as seguinte

expressoes
e = [ofoia - [ 2555
al ! d*q ++ 2 oy
N ?/dt/(zw)?’lm[gﬁ (a,t = )]0 (t )

Pk 1+ 2n (w) A , ,
) / (2r)? 2w (k) } pe (@) = 77 [49a (2) @2 (2) + 2 (@) e (:c)}}

v [aa [ [ e L fos a0 @)

Fdea )o@ @] [ G5 (g5 @t )

X GE (Kt =] 0 ) 5 (27 pa (1) o ()

- d’ J o++ / d
x Im Ll:[l/#gﬁ (Qj t—t)] 9(t-t>5(k—q1_q2_q3)}
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€
Pk NPS
Wl s gd = [0 [t [ S5 [ Sos @)oo ea ) @)
x Re/ PA e (4t )G (q— Kt — ) 1 2 (20 on (1) 0 (o)
(27_(_)3 Jé; q, Jé; q ) 192 YA YA
: T N Sk — g —qa—
x Re|]] (%)3% (qj,t —t')| 0 (k—q;—qy—qs) (4.13)
j=1

A expressao acima estd escrita apenas em termos do propagador Q;*. Esta forma foi
obtida fazendo uso das expressoes explicitas dos propagadores no espago dos momentos e
de propriedades entre as componentes do propagador. Apods uma série de manipulacoes
algébricas obtivemos a agao efetiva em termos apenas do propagador fisico gg*. Para
nao deixar a apresentacao desta tese muito pesada, mostramos somente o resultado final.

Podemos associar estes termos imaginarios como sendo termos vindos de integrais

funcionais sobre campos estocésticos (de flutuagao) & e & [84, 85
/D€1P[§1]/D€2P [$2] exp {i/d4lv [pa (@) @c (7) &1 () + ¢a (2) &2 (iﬂ)]}

= exp {i/d4xd4x’ {i/\zgpA () . () Re [Q;ﬂix, oa (2) @c (2)
+ Z%% (x)Re [G17]]  ¢a (96/)” (4.14)

onde P [&] e P[&)] sdo as distribuigdes de probabilidade para & e &, respectivamente,

que sao dadas por

z,x’

Pla] = Ny exp {—% [asce o (GreorL) @ (az’)} (115)

z,x’

_ 1 A2 s\
Ple) = Ny exp {—5 [dtattsa @ (Grelor]l,) & (m’)} (4.16)
N7t e Ny' sdo fatores de normalizacio e, em (4.14)-(4.16) introduzimos uma notagio

compacta

Bk e [P , ,
(5571, :/Wem(x“)/ﬁgﬁ (a,t =) Git (q — k.t — 1)) (4.17)
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68 4.1. Fase simétrica

3
; / d*q;
[%ﬂif=/ﬁ%ﬂ“*)bi/f;%%#«%t—w]Mk—m—%—%> (4.18)
j=1

A partir da equagao para a distribuicao de probabilidade para &, P [&], a funcao de

correlacao de dois pontos para & dada por

2

(6 ()6 () = S Re [657]

2

T,x

(4.19)

!

A Eq. (4.14) estd demonstrada em detalhes no Apéndice G. Uma boa referéncia intro-
dutéria sobre a dinamica de processos estocdasticos é a Ref. [86].

Portanto, usando (4.14), a acao efetiva pode ser reescrita como

Ploa¢d = / D Pg / DEP (6] exp {iS.rs [pa, pos €1, ]} (4.20)

onde

Sers[ons e €1, & = Rel [0, @e] + / d'zfpa (1) e (2) & () +a (2) & ()] (4.21)

Em (4.21) os campos &; e & com distribuigoes de probabilidades dadas por (4.15) e (4.16),
respectivamente, atuam como fontes de flutuacao para a configuracao de campo escalar ¢.
&1 acopla-se com os campos de resposta ¢ e com o campo fisico ., levando a um termo
de ruido multiplicativo (¢. &) na equacao de movimento para ., enquanto & da origem
a um termo de ruido aditivo.

Agora mostraremos a derivacao da equacao de movimento efetiva para o campo ..

Esta pode ser obtida a partir de

5Seff [QDA7 Pey 517 §2]

=0 4.22
dpa ( )

pa=0

usando 'pa, ¢ e

Sers[on; e 61, &2 = Rel [oa, @e] + / d'zfpa (1) e (2) & () +pa (2) & ()] (4.23)
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facilmente obtemos

A [ Pk 1+2n(w d®q 9
O 24 - 1+ ) [ at’ -1 t—t
+m +2/(27T)3 70 (k) + / / m [G1* (q,t — )]

A
X @) G @+ e /df’"/dwo K1) (G5,

A2 /
) /d3a:' / dt'p. (x',t") Im [ggﬂix, = . (1) & () + & (2) (4.24)

Para obtermos uma equacgao tipo Ginzburg-Landau-Langevin (GLL), precisamos fazer
uma série de aproximacoes na equacao de movimento obtida anteriormente. Essas aproxi-
magoes certamente limitarao o ambito da aplicabilidade da equacao de movimento obtida
(muito similar & teoria de resposta linear), perderemos, por exemplo, efeitos de memoria.
Porém, por outro lado, esclarecemos importantes aspectos da fisica de nao equilibrio.
Estritamente falando, uma equacao de GLL pode ser utilizada apenas para descrever a
dinamica de nao equilibrio de modos que variem lentamente em situacoes proximas do
equilibrio. Para ver estes aspectos, focamos nossa atencao nos tltimos dois termos do

lado esquerdo da Eq. (4.24).

Primeiro consideramos o termo da equacao de movimento que é proporcional a [Q L; o
. Analisando (4.17) fica claro que a nao localidade espacial pode ser tratada considerando
apenas contribui¢coes com momento externo nulo, como no calculo de fungoes de resposta
linear [79]. Isso é que é usualmente feito no célculo do potencial efetivo a um loop como
uma expansao de funcgoes de vértice com momento externo nulo, o que é fisicamente

equivalente a considerar apenas campos homogéneos no espaco @2 (x',t') = ©? (x, ).
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. . 2
Denominamos o termo proporcional a [Q;ﬂ , de €
T,

X

X

—goc /d3x'/dt ©? (X', ¢') Im [Qgﬂix,

A2 Pk Tex!
?SDC (l’)/dt ©? (X’t)/(27T)3ezkx/d3xle—zk4x

d’q ++ N :
t

%2% () / dt'e; (x, ) / g—;eikxé (k) (2r)’

™

—00

d3
/ (27531111 G5 (a.t=1) G5  (a—Kk,t —t)]

t

% &
S (@) / dt' g2 (x, ) / Lt (G5 (a.t — 1))’

(27)

—00

Agora fazemos algumas manipulagoes em {2

Qo

na equacao acima somamos e subtraimos o ultimo termo no lado direito.

)\2

P

(1) / i [ (xt) - 2 )] [ 2

t
3

(@)’

_%xt/tdt/dg Im [G}* (q,t — )]’

Im [GF* (q,t —t')] ?

(4.25)

(4.26)

Ao tratar a

nao localidade temporal (memdria) assumimos que @, varia pouco no tempo, tal que

expandimos o primeiro termo do lado direito de €2y até primeira ordem em ¢. Isso é uma

suposicao valida para sistemas proximos do equilibrio, quando ¢, nao é esperado mudar

consideravelmente com o tempo (Esta é a chamada aproximacao quase-adiabética [84,
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80]). Expandindo ¢? (x,t')|,_, e substituindo na Eq. (4.26) obtemos

t
2

QZ - %Wc (X7 t) 2@6 (Xv t) ch (Xv t)/ dt/ (t/ - t) / (27;;3 Im [g;+ ((], t— t/)] ’

3
- —gpcxt /dt/ g sIm [GF (q,t—t’)]2

3

= M2 (x,1) @, (x,t)/dt’ (t' —t)/ (;lﬂq)glm G5+ (q,t—t’)}2

3
| —gpc (x,1) /dt/ g sIm [GF (q,t—t’)]2 (4.27)

retornando a notacao explicita, temos

—goc /d3 ’/dtgoc X ¢)Im (G577

12

)\2¢C (x,1) pe (x,1) / dt (t — 1) / (;izg Im [gg“i‘ (q,t — t’)}z

t
A2 , [ dq ,
+ 330‘2 (x,t)/ dt/(%)glm [g5++ (q,t—tﬂQ (4.28)

O aparecimento de uma direcao temporal dentro dessa aproximacao é certamente rela-
cionada a negligenciarmos modos rapidos na descricao da dinamica. Isso é uma questao
interessante que merece um futuro estudo. O ultimo termo do lado esquerdo da Eq. (4.24)

pode ser tratado de maneira analoga a €2, onde obtemos

/d3 //dtgoc x', ) Im[g Lx,

%z%(xt)/ [H/dq’g Q. t 1)

—00

12

o (q1+4dy+43)

t 3

+ )‘;%(xt /dtI [H/ bght t—t’)]5(q1+q2+q3) (4.29)

1
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72 4.1. Fase simétrica

Os primeiros termos do lado direito das eqs. (4.28) e (4.29) s@o os correspondentes
termos dissipativos associados aos campos de flutuacao &; e &, respectivamente. O ultimo
termo do lado direito de (4.28) é a correcao de vértice té rmica a um loop, enquanto o
ultimo termo do lado direito de ( 4.29) é a contribui¢do da corre¢ ao de massa a tem-

(13

peratura finita do diagrama “ setting sun”. A integracdo temporal (4.28) e (4.29) pode
ser facilmente feita usando a expressao para gg*(q,t —t’') dada em (3.35) e por uma
mudanca de varidvel na varidvel de integracao temporal t —t' = t”. No entanto, se quando
calcularmos os coeficientes de dissipacao usarmos as expressoes para os propagadores livres
dadas em (3.36), encontraremos que ambos os termos dissipativos sa@o nulos e, isso esta
demonstrado em detalhes no Apéndice H.

Os resultados sao bastante diferentes se, ao invés de propagadores livres, nds usarmos
o propagador dado na Eq. (F.81). Usando este propagador na expressao para o termo
dissipativo (4.28) e fazendo a integral em ', obtemos até ordem A2,

2 22 dgq n(l+n
—goc /d3 '/dtgpc x' 1) Im[g;ﬂm, = 3 ©? (x,1) ¢ (x,1) ﬁ/ T )

B %ngi(x,t)/(d% 1 {(1+2n)

om)® 4w? | 2w (q)

+ Bn(l4n) | +0 (vg) (4.30)

No Apéndice I mostramos a derivagao acima em detalhes.
O primeiro termo no lado direito de (4.30) fornece o termo dissipativo, n;¢>@., com o

coeficiente dissipativo 7; dado por

ﬁ/ d3q n( 1)+sz(§) w)) +O(>\2£> (4.31)

O segundo termo no lado direito de (4.30) claramente fornece apenas a corregao de

vértice a um loop a temperatura finita. Para obter (4.30) fizemos uma expansao até
primeira ordem em poténcias de I'/w, consistente com a aproximagao de que os modos do

campo variem pouco. (omitindo termos de O (A*), j& que T oc O (A?)).
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4.1. Fase simétrica 73

A expressao para o coeficiente dissipativo pode ser simplificada se considerarmos o
limite de altas temperaturas 7' > my. Como foi mostrado nas Refs. [29, 81] o limite de

altas temperaturas de I'(q) é
\2T?

~ 153670 (q) (4.32)

No Apéndice J mostramos em detalhes que usando (4.31) e (4.32), obtemos para 7;, no

limite de altas temperaturas

T>mr 96 2T
< In == 4.33
n 7T " ( mr ) ( )

Este resultado mostra que o coeficiente dissipativo associado com o campo com ruido
multiplicativo & tem, neste limite, uma dependéncia logaritmica com a constante de
acoplamento A, o que em outras palavras pode ser dito como uma dependéncia fraca.

Podemos prosseguir de maneira anédloga e calcular Eq. (4.29) para obter a expressao
para o coeficiente dissipativo associado com o segundo campo (ruido) de flutuacao &;.
Esta expressao vem do primeiro termo da Eq. (4.29). A partir do segundo termo da
Eq. (4.29) podemos obter a corregao de dois loops para a massa térmica. Substituindo a
Eq. (4.10) para Q;* (qj,t —t') em (4.29) e, fazendo a integral em ¢, é possivel mostrar que
o coeficiente dissipativo associado com & é pelo menos da ordem AT (q;) = O (A*) (isto
estd demonstrado em detalhes no Apéndice C em [13]). Portanto, num modelo fracamente
interagente, a contribuicao dominante para a dissipagao na equagao de movimento para
. aparece somente do termo dissipativo associado com o campo de ruido multiplicativo
&1

Até dois loops e O (A?), considerando momento externo nulo e dentro da aproximagao

quase adiabatica obtemos, a partir de (4.24), a seguinte equacao de movimento para ¢,

Az

31 903 (Xa t) + 771903 (Xa t) Pe (X7 t) = Pe (Xa t) & (X> t) (4'34)

[D + m?p] e (x,t) +

onde 7, é dado por (4.33), mr e Ar sdo a massa e a constante de acoplamento renormal-
izadas a temperatura finita, respectivamente, obtidas a partir da acao efetiva renormal-

izada, Eq. (4.21). A renormalizagao de S.sf pode ser definida pela usual introdugao de
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74 4.1. Fase simétrica

contratermos na densidade Lagrangiana inicial, Eq. (3.1). Escrevedo £ — £ + 0L, onde
0L =3Z (0,0)° — 16m2¢* — 229", com Z, ém? e 6\ sendo os contratermos de funcio de
onda, massa e vértice, respectivamente. d\ cancela a divergéncia logaritma da correcao

de vértice a um loop, enquanto Z e dm? renormalizam a contribuicao da auto-energia,

Fig. (4.1). No limite de altas temperaturas, mr é dado por Eq. (4.12) e Ar é dado por

N2 (T 1 m
M A = o3+ 5 I (57) +9] +0 (F) f+O (N 4.35
2{87rm+87r2 wr) T O () (4:35)
A equagao (4.34) pode também ser escrita em termos do potencial efetivo a temperatura

ﬁnita ‘/eff (QOC, T)

96 T 3 2 .
Ope + Vs (e, T) + T In (m—T> (VO (00)]” ¢e = ek (4.36)
onde
d’V [g]
(3) — 4

Notamos que esta equagao, a menos da importante fonte de ruido multiplicativo no
lado direito, é analoga a obtida por Hosoya e Sakagami, usando métodos diferentes para a
evolugao da média térmica do campo escalar ¢, [81]. Usando (4.17) e (4.10) obtemos para

a funcao de correlacao de dois pontos (4.19) a expressao (para momento externo nulo)

! —)\—23 x' g L n n (w
G@aE) = 00— [ g e )

+ [1 +2n (W) + 2n* (w)] cos2w|t — /|

+ 26T (q)n (w) [1+n(w)][1+2n (w)]sin [2w |t —t'|]}

_ / A2
% e~ 2(@)t—t +o( T ) (4.38)

A equacao acima é demonstrada em detalhes no Apéndice K, e esta expressao mostra
que o rufdo é colorido (dependente do tempo), embora seja Gaussiano. Até a ordem A\? e

para I'/w < 1, I'/T < 1, obtemos a relacao de flutuacao dissipacao

=g [ 4G @a @)1 (4.39)
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4.2. Fase quebrada 75

Podemos também obter o limite Markoviano de (4.38), que ¢ o limite no qual o ruido é
nao correlacionado no tempo. Notamos que para 7' — oo, I' — 00, o integrando torna-se

acentuado a |t — ¢'| ~ 0. Neste limite, podemos aproximar (4.38) por

Y Pt v e
= 2I'mié(x—x)o(t—1t) (4.40)

onde 7; ¢ dada por (4.33). A equagao (4.40) é a conhecida expressao do teorema de

flutuacao dissipagao para um ruido Gaussiano branco.

4.2 Fase quebrada

Ao analisarmos a teoria escalar A¢* na fase simétrica, mostramos que a equacao de GLL
é derivada a partir da acao efetiva da teoria a temperatura finita. Aplicamos o mesmo
procedimento utilizado no Cap. 3 para obter as contribuicoes para a acao efetiva a tem-
peratura finita na fase quebrada no formalismo de Schwinger.

A densidade de Lagrangeana da teoria de campos escalar é dada pela Eq. (2.21), e como
estamos trabalhando na fase com quebra espontanea de simetria m? < 0. Consideraremos
a dinamica de uma configuracao de campo satisfazendo ¢ < ¢. < ¢ + v, onde v =
+4/(=6m?)/\ é o valor esperado no vacuo na fase quebrada (nivel de arvore), e supomos
que teoria de perturbacao seja valida para amplitudes neste limite. Para configuragoes ¢

ao redor do minimo consideramos o deslocamento
O— d+v (4.41)

substituindo a Eq. (4.41) na Eq. (3.1) obtemos

2 A A

Llg] = % (0.0)" — %¢2 - Idf‘ - Vﬁcb?’ (4.42)

onde p? = 2|m?| é um parametro positivo.
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76 4.2. Fase quebrada

As contribuigoes para a agao efetiva & temperatura finita sao derivadas até O(\?) em
teoria de perturbacao. Por simplicidade, reescrevemos a densidade de Lagrangeana como

sendo

2

Llg) = 5 (0u0)* = 5 6? ~AV () (1.43)

onde a interagao fica contida em V' (¢) que é dado por

¢t ¢
Para derivar as contribuicoes da acao efetiva seguimos da mesma maneira que foi feita
para a fase simétrica, e para a leitura desta tese nao ficar muito pesada, s6 mostraremos
os resultados. Um detalhe importante a ser mencionado ¢ que o que mudard na fase

quebrada é a forma de S [¢ + ¢] e que a expansao em Taylor deste funcional serd feita em

torno de ¢ = ¢.

Obtemos para a acao efetiva no formalismo de Schwinger a seguinte expressao

exp (z’th_IF(m) [(,0]) = /chﬁ exp | 1 %/d4x1d4$2 Salplp(x1)p(x2)

m=1
c

+00
by / d'y...dz, S, )0 (1) ()
n=3

Cc

[e.9]

= Yowt [t o)t (1.45

m=1 -

4.2.1 Contribuicoes de um loop

Expandindo ambos os lados da Eq. (4.45), considerando apenas termos independentes de

h, e calculando Ss[y|, obtemos as contribuigdes a um loops para a agao efetiva na fase
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4.2. Fase quebrada 77

com quebra espontanea de simetria

(0] = Silel = [ e [ 25565 et =V o (0] =V o @)

+ )\2 d4 d4 l/ d3q / *k 6'ik.(x—x’)
4 (2m)* ) (21)°

x|V Tpr @]V s (]G5 (a,t — #) GF (a— Kt = 1)
V' oy (@] V" [p- (2] G5 (a,t —=t") G5~ (a—k,t =)
= Ve @]V [er (]G5 (@t 1) Gyt (a— Kt —t)

+ Ve @IV e (@] G5 (at - ) G5 (a—kt—1) | (4.46)

onde V" é a segunda derivada do potencial com relagdo a ¢. E nao mostraremos explici-
tamente as contribuicoes de cada diagrama para a leitura nao ficar muito pesada, pois
os kernels sdo os mesmos da fase simétrica (mudando a massa nos propagadores), o que
muda na fase quebrada sao as pernas externas dos diagramas e o ntimero dos mesmos.

Estas contribuicoes em termos de diagramas de Feynman sao dadas por

O 0 O K XX
Figura 4.2: Contribui¢oes a um loop para a acao efetiva a temperatura finita na fase
quebrada até O(\?).
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78 4.2. Fase quebrada

4.2.2 Contribuicoes de dois loops

As contribuigoes de dois loops da acao efetiva podem ser obtidas expandindo ambos os

lados da Eq. (4.45) e considerando os termos lineares em h

exp (iTW [p] + AT [p]) = /Dc¢ exp %/d4$1d4x252 [p] & (1) & (2)

[

+ %h; /d4l’1...d4£€353 [p] & (1) & (22) ¢ (23)

C

+ %h/d4xl--~d4x454 [p] & (21) ¢ (22) & (23) ¢ (74)

c

inb / a1 (1) T[] (4.47)

c

Negligenciando os termos independentes do campo, e usando a expansao perturbativa
para os propagadores, obtemos as contribuigoes da agdo efetiva a dois loops O(\?) no

espaco dos momentos

T[] = TP, o [90] + T2 [¢] (4.48)

snow-man setting-sun

onde

() B ﬁ T d3k d3q 1 (W
anow—man [9004] - 4 /d dt/(2ﬂ_)3/(27{_>3 2w (k) [1+2 ( (k))]

<[V ler @) (G5 (@t =) = Vi e @) G5 (at 1)
— Ve @) [G5 (@t =]+ VI [p- @)] [65 (a,t = t)]*] (4.49)
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~(2
Fée’ztlng sun [QOCY]

2% j ! d*q d*q d*q3
_ d4 d4 //d?)k ezk-(xfx ) / / / 53 k —
13 2n? ) @) @) (k —a;—a,—q3)

[V e @IV foe (G5 Gt = )G (st — )G (ant — 1)
— Vs @]V [o- ()] G (st — ) G (ot — ) G (as,t — 1)
— Vo @]V T ()] G5 (ant — ) G5t (ot — 1) G5 (ast — 1)

£V Lo @IV e ()G (b= )Gy (ant = 1) G5 (ast —¥) | (450)

As contribuigoes até dois loops e O(A\?) da acao efetiva & temperatura finita, em termos

de diagramas de Feynmam sao dadas na Fig. 4.3

_Q+>©+_Q+_Q<+>Q<
JOSREC IR CORES:

Figura 4.3: Contribuicoes da acao efetiva a temperatura finita na fase quebrada até dois

loops e O(\?).

Novamente nao mostraremos detalhes do procedimento de renormalizagao, mas para

a fase com quebra de simetria lembramos que a massa nua é dada por

A
mg = —m?* + §V2 (4.51)

E que a massa térmica mr até O(\) é dada por

A A A
ma ~ m2 + 24T2 =-—m?+ ZT2 + EVQ + .. (4.52)

para 1" > my. Portanto, correcoes térmicas podem restaurar a simetria: o potencial
pode mudar de um pogo duplo para um pogo simples para temperaturas maiores que a

temperatura critica T, que é dada por

T? = ﬁwﬂ (4.53)
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80 4.2. Fase quebrada

Escrevemos agao efetiva em termos dos campos ¢, e pa e calculamos a equacao de
movimento até O(A?) usando as mesmas aproximagoes usadas na derivacao da equagio
de GLL na fase simétrica. Apds efetuarmos os cdlculos encontramos uma maneira muito
interessante de mostrar os resultados, pois estes podem ser escritos em termos de um
campo ¢ = ¢ + v.

Implementando as mesmas aproximagoes e considerando as nao localidades espago-
temporais usadas para a fase simétrica, obtemos a seguinte equagao de GLL para o
campo P

[O+m7] @ (x,t) + ):;—Tq)?’ (x,t) +n®% (x,1) D (x,1) =  (x,1) & (x,1) (4.54)

onde o coeficiente dissipativo 1 tem a mesma forma do obtido na fase simétrica, mudando
obviamente a massa. Isto é facil de mostrar devido ao coeficiente dissipativo estar ligado
a parte imaginaria da auto-energia. Na fase quebrada temos um grafico adicional na

auto-energia

O

Figura 4.4: Contribuicao adicional a auto-energia na fase quebrada

Na Ref. [87] foi mostrado que para a teoria de campos escalares A¢* com o campos
tendo apenas uma componente (nosso caso), a parte imagindria que apareceria devido
ao diagrama da Fig. 4.4 é nula. Ou seja, as partes imagindrias tanto da fase simétrica
quanto da fase quebrada sao provenientes do diagrama “setting-sun”.

No Cap. 7 vamos discutir com algum detalhe a abordagem numeérica e nossos resultados
das simulagoes numéricas das equacoes de GLL em ambas as fases, simérica e quebrada.
Pois um dos objetivos desta tese foi estudar estudar o papel da flutuacao e da dissipacao
no processo de formacao do condensado (parametro de ordem, que neste caso é o valor

esperado do campo escalar).
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4.2. Fase quebrada 81

No préximo capitulo descreveremos em detalhes a abordagem nao perturbativa que
adotaremos na derivacao da equacao de GLL e, para introduzir efeitos nao perturbativos
usaremos o método da expansao d linear otimizada ou também conhecida como teoria de

perturbacao otimizada.
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Capitulo 5

Equacao de GLL em Teoria de

Perturbacao Otimizada

O objetivo deste capitulo é empregar um método nao perturbativo para derivar a equacao
de GLL efetiva para a teoria A\¢*. Este e o préximo capitulo serao dedicados a esta abor-
dagem nao perturbativa. Em teoria de campos dispomos de muito poucos métodos que
sejam sistematicos para calcular quantidades nao perturbativas. Um método nao pertur-
bativo bem desenvolvido é o método de teoria de campos na rede, no qual formulamos
teoria de campos numa rede discreta no espaco euclideano. Porém, devido a nao aplicabi-
lidade deste método para o caso de problemas tipicamente Minkoskianos, como a dinamica
de transicoes de fase, torna-se necessario desenvolver e aperfeicoar outros métodos nao
perturbativos.

Um problema nao perturbativo, que recentemente foi definitivamente resolvido, é o
deslocamento da temperatura critica T, devido a interagoes para a condensacao de Bose-
Einstein (BEC). Se o potencial entre dois bdésons é de curto alcance, o deslocamento em or-
dem dominante é linear no comprimento de espalhamento a em onda S: AT, /T, = en'Ba,
onde n é a densidade dos bdsons e ¢ é uma constante numérica. Baym e coautores [8§]
mostraram que o coeficiente ¢ pode ser determinado por um célculo nao perturbativo
no ponto critico de uma teoria de campos estatistica efetiva tridimensional com simetria

O (2). Calculos de rede com Monte Carlo de Kashurnikov, Prokof ev, e Svistunov e por
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Arnold e Moore [89] deram o resultado ¢ = 1.32 & 0.02. A corregao de segunda ordem
para AT,/T. proporcional a (cml/ 3)2 foi calculada em [90]. A solucdo definitiva desse

problema é muito 1util como um teste para outros métodos nao perturbativos.

Outro método nao perturbativo que tem sido aplicado a BEC é a expansao 0 linear [35],
também conhecida como teoria de perturbac¢ao otimizada (TPO) [45] ou teoria de per-
turbagao variacional [91]. Este método, cuja formulagao geral foi dada pela primeira vez
por Yukalov [92] tem sido aplicado em muitos problemas em mecéanica quantica e em
teoria de campos [93]. Neste método, um parametro arbitrério n ¢ introduzido na teoria e
os calculos sao feitos usando teoria de perturbacao em um parametro de expansao formal
0, o qual é tomado igual a 1 ao final dos calculos. A convergéncia do método tem sido
testada e aperfeigoada [94]. Este método foi aplicado para o célculo de AT, pela primeira
vez por Souza Cruz, Pinto, e Ramos [95]. Até segunda, terceira e quarta ordens em d,
eles obteram ¢ = 3.06, 2.45, e 1.48, respectivamente [95], o que parece estar convergindo

para o resultado do calculo na rede.

A TPO tem sido muito utilizada e com muito sucesso em diferentes problemas em teo-
ria de particulas, mecanica quantica, fisica estatistica, matéria nuclear e teoria de campos
na rede. Uma vantagem do método é que a selegao e o célculo (incluindo renormalizagao)
dos diagramas de Feynman sao feitos exatamente como em teoria de perturbacao, mas
usando um propagador modificado que depende de um parametro de massa arbitrario.
Resultados nao perturbativos sao obtidos fixando este parametro. Um resultado muito
interessante com este método foi obtido no dominio de temperatura finita em [37], onde o
valor da temperatura critica para o modelo de Gross-Neveu em 1+1 dimensoes converge

ordem a ordem, em dire¢ao ao resultado exato determinado pelo Teorema de Landau.
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845.1. Teoria de perturbacao otimizada em teoria de campos a temperatura finita

5.1 Teoria de perturbacao otimizada em teoria de

campos a temperatura finita

A aplicacao padrao da TPO numa teoria descrita pela densidade Lagrangeana £ comeca

com uma interpolagao definida por
L= Lo(n) +3[L—~ Lo (n)] (5.1)

onde Ly (n) é a densidade Lagrangiana de uma teoria solivel que contém um parametro de
massa arbitrdrio (). A densidade Lagrangeana £ interpola entre a soltivel Ly (1) (quando
d = 0) e a original £ (quando § = 1). Nesta tese estamos trabalhando com o modelo A\¢*
que é descrito por

71 2 1 2 2 A 4

onde

B A

1
Loy = A§ (0,9)° — 5m2¢2 — ZC& (5.3)

representa os contratermos necessarios para deixar o modelo finito. Escolhendo
1 s 1 1
_1 o Ao2u2  Loo9 5.4
Lo (040" = 5m6* = S (54)
e seguindo a prescricao geral podemos escrever
1 1 oA 1
L0=2 (0,0)" — 5m?¢? — 26" — = (L= 0)n’¢" + L3, (5.5)
2 2 4! 2
ou
1 1 oA 1
5 2 2 42 4 2 42 5
—Z e Ve R Z '
L= (0,0)" = S0 — 26 + 006 + £, (5.6)
onde Q2 =m? +n%e

0? P

1 1
Lo = A" (0u0) — 5 B'6" = 7C°6" + o' B¢ (5.7)

Notamos que, como a interpolacao na expansao ¢ introduz apenas termos quadraticos

novos, ela nao altera a renormalizabilidade da teoria original. Em outras palavras, os
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5.1. Teoria de perturbacao otimizada em teoria de campos a temperatura finita5

contratermos contidos em £°

2., assim como os da Lagrangeana de contratermos original

L, possuem a mesma estrutura polinomial. Aqui nao vamos discutir detalhes do proce-
dimento de renormalizagdo, vamos apresentar apenas as contribuigoes finitas (renormali-
zadas). A renormalizagao de teorias escalares foi feita em detalhes nas Refs. [97, 98, 99].

Uma caracteristica muito interessante do método é a sua simplicidade. Isso torna-se
claro quando olhamos para as regras de Feynman geradas por £°. Primeiro, o vértive
original ¢* que tem sua regra de Feynman original —i\, muda para —id\. Esta pequena
mudanca é apenas um lembrete vamos expandir em ordens do parametro artificial §. A
mudanca mais importante é devido a adicao de uma parte quadratica arbitraria, com isso

temos um novo vértice na densidade Lagrangeana

L@)=—— + —o— + X (5.8)
e o propagador original
7
k)= ————— 5.9
G (k) k? —m? + ie (59)
torna-se
1
N = — -
G (k) k? — Q2 + ie
i i N
= ——1— (=1 5.10
k? —m? +ie k2—m2—|—z’£( in’) (5.10)

2 contido em L, estd entrando na teoria de

indicando que o termo proporcional a 7?¢
uma maneira nao perturbativa. Por outro lado, a parte proporcional a dn’¢? é tratada
como um vértice quadratico (de peso idn?) perturbativamente. J4 que apenas um calculo
de infinitas ordens em § seria capaz de compensar o ntimero infinito de insercoes —in?
contidas na Eq. (5.10), nés sempre terminamos com uma dependéncia em 7 em qualquer
quantidade calculada em uma ordem finita em 6. Entao, ao fim do célculo tomamos 6 = 1

(valor que a teoria original é recuperada) e fixamos 7 com o procedimento variacional

conhecido como primeipio de minima sensitividade (PMS) [45]

oP
— =0 5.11
7l (511)
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86.1. Teoria de perturbacao otimizada em teoria de campos a temperatura finita

onde P representa a quantidade fisica calculada perturbativamente em poténcias de 9.

Este procedimento de otimizacao, junto com o problema da convergéncia, tem sido
discutido em detalhes para casos simples em dimensoes baixas nas Refs. [39] e [40]
onde possiveis implicagoes para teorias mais realisticas tém sido investigadas. Ambas
referéncias fornecem provas da convergéncia. Usando o oscilador anarmonico, Bellet e
coautores [100] estudaram a convergéncia de uma versao alternativa da expansao ¢ linear.
O método foi posteriormente estendido ao modelo de Gross-Neveau onde o procedimen-
to de otimizagao foi estudado juntamente com o grupo de renormalizagao [101]. Apesar
destes progressos, a convergencia da TPO em teoria quantica de campos ainda é um
assunto que merece uma futura investigacao mais detalhada, caso a caso.

Ainda sobre o procedimento de otimizacao, é muito importante mencionarmos que
existem outras maneiras de determinarmos os valores do parametro otimizado 7, como
por exemplo, o critério de aparente convergéncia réapida - FAC (fastest apparent conver-
gence) [49, 97, 103]. Este critério FAC requer que a partir do k-ésimo coeficiente da

expansao perturbativa
k
O = " ;0" (5.12)
i=0

que

[@® — -D]| =0 (5.13)

0 que é equivalente a tomar o k-ésimo coeficiente na Eq. (5.12) igual a zero. Para leitores
interessados em mais detalhes sobre o procedimento de otimizagao, estes sao encontrados
nas Refs. [39, 40, 42, 94, 95, 97, 98, 100, 104] [48, 49, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111],
onde o método da TPO foi aplicado com muito sucesso em diferentes problemas.

Como a renormalizacao esta garantida é importante ressaltarmos que, em geral, como
resultado do procedimento de otimizacao o parametro arbitrario n torna-se uma funcgao
dos parametros originais do modelo, como escalas de regularizacao e parametros externos

como temperatura e densidade. Portanto, para obtermos resultados fisicos aceitaveis,
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o procedimento de otimizacao deve ser feito depois de todas as divergéncias terem sido
eliminadas.

Na préxima segao mostraremos em detalhes a derivagao da equagao de GLL no con-
texto nao perturbativo, onde utilizaremos a TPO para introduzir efeitos nao perturba-

tivos.

5.2 Equacao de GLL Nao Perturbativa - Fase simétrica

Neste capitulo mostraremos a derivacao de uma equacao de Ginzburg-Landau-Langevin
(GLL) nao perturbativa utilizando a TPO. A derivagdo ¢ muito semelhante a feita no
contexto perturbativo do capitulo 4 e sera mostrada em poucos detalhes para evitar
repeticoes desnecessarias e a leitura da tese nao ficar muito pesada.

Aplicando a TPO até O (§?), obtemos a acao efetiva & temperatura finita no Schwinger.
Usando teoria de perturbacao em ¢, escrevemos estas contribuicoes da acao efetiva em

termos de diagramas de Feynman

I'pa] = S () + >©+>Q +>CX> + >O< + %(5.14)

Note que nesta aborgagem nao perturbativa, temos um diagrama a mais devido ao

novo vértice

on*¢?
9

(5.15)

Com excecao do diagrama novo, as contribui¢oes sao as mesmas na forma como as per-

turbativas com algumas modificacoes, importantes e cruciais

e )\ muda para d};

e 0 parametro de massa nos propagadores muda de m? para 92, onde Q% = m? + n?;
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88 5.2. Equacao de GLL Nao Perturbativa - Fase simétrica

A contribuigao nova para a acao efetiva devido a TPO (t — ' = 1) é dada por

>O: 5_2/d4 d4 // dS / dgk eik.(xfx’)
4 (2n)* ) (21)°

< {37 [A @+ i @] 6 @n et -k
A

+ Sr A @+ @) 6T @n e a-k)

2
b A [ @ ()] o @@ @k
- % 2Pt @)+ (2)] G (4, 7) G (a -k, T)} (5.16)

Um aspecto muito importante a ser ressaltado nesta derivacao da equacao de GLL
nao perturbativa é que no caso perturbativo negligenciamos os diagramas de vécuo (in-
dependentes do campo), pois estes nao contribuem para a equac¢ao de movimento. No en-
tanto, estes diagramas contém uma dependéncia no parametro 7 que, devido aos critérios
FAC/PMS passa a depender do campo, e portanto, ndo podem ser negligenciados na
abordagem nao perturbativa, pois contribuirao para o valor de tal parametro.

Seguindo exatamente da mesma maneira como no caso perturbativo, obtemos a equagao

de movimento efetiva para . (no limite de § = 1)

2 A [ &k 1+2n dq JURE
O+m +§/(2ﬂ)3 2 (K 1+>\/dt/ T (a,t—t)]
d3
X e (@) = Mg (x /dt/ Img(, )]

>\ 3 ++12
+ 5%( + gpc /d //dwcx t')Im [G} }w,

)\2
+ ) /d3x' / dt'p. (x',t") Im [ggﬂix, = e (2)& () + & (2) (5.17)

. 2 3 .
onde as expressoes para Im [Qg*]xx/ e Im [QE*]M/ SA0 as mesmas expressoes que as

usadas no caso perturbativo, mas com a modificacao crucial de m? — Q2.
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5.2. Equacao de GLL Nao Perturbativa - Fase simétrica 89

Novamente, para a obtencao do termo dissipativo relacionado com o campo de flu-
tuagao & ¢é preciso adicionar insercoes de auto-energias para obter uma largura de decai-

mento. Estas expressoes serao calculadas usando TPO.

Escrevemos os propagadores vestidos como sendo

1 1
—
@?—m?+ic ¢ —m?—X(q) +ic

(5.18)

onde Y (q) é a contribuigao de auto-energia

30008+ X0

Figura 5.1: Auto-energia até O(4?)

Considerando explicitamente apenas as contribui¢oes de 3 (¢) a partir dos diagramas

até O(4?), a massa térmica fica sendo dada por (6 = 1)

T QT 273 2772 02
Q7 = m? + ReX (Qr) o m2+i( L ) A A < T)

o\ 12 7 ar ) 38anqy T 10202 M\ 72
ATn?  Anp? 4T?
_ 1 5.19
+ 1670 3212 © 12 i (5.19)

onde novamente escrevemos explicitamente apenas as contribuigoes térmicas dominantes

para cada diagrama da Fig. (5.1) e negligenciamos contribui¢oes subdominantes.

Usando o propagador vestido na expressao para o termo dissipativo obtemos até or-
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90 5.2. Equacao de GLL Nao Perturbativa - Fase simétrica

dem §2, obtemos

242
5)\ o (2 /d3 //dt ") Im [g ]x,x’

B 52_)\ o (x d*q n(1+n)
= e (%,1) @e ( ﬂf)ﬁ/@ﬁ)g

8 w2l
522 Bg 1 [(1+2
SR (X,t)/(%‘igw [(2:((5) + on(1+n)
Lo (‘Wr) (5.20)
w

O primeiro termo no lado direito desta equacao fornece o termo dissipativo, 7@, com
o coeficiente dissipativo n; dado por

52%5/ g n( 1)+sz(§) w)) +O(52)\2£) (5.21)

O segundo termo no lado direito de (5.20) claramente fornece apenas a corregao de
vértice a um [loop a temperatura finita. Para obter (5.20) fizemos uma expansao até
primeira ordem em poténcias de I'/w, consistente com a aproximagao de que os modos do
campo variem pouco. (omitindo termos de O (§*\%),; j& que T' o< O (62)?)).

A expressao para o coeficiente dissipativo pode ser simplificada se considerarmos o

limite de altas temperaturas 7' > Qp. O limite de altas temperaturas de I' (q) é

\2T?
N~—m— 5.22
15367w (q) (5.22)

11, no limite de altas temperaturas, é dado por

T % In (2T> (5.23)
Qrp

Este resultado, como no caso perturbativo, mostra que o coeficiente dissipativo associ-
ado com o campo com ruido multiplicativo &; é, neste limite, fracamente dependente da
constante de acoplamento A (logaritmamente). No entanto, é importante notar que Qrp

possui dependéncia nao perturbativa devido a TPO.
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5.2. Equacao de GLL Nao Perturbativa - Fase simétrica 91

Podemos prosseguir de maneira analoga e calcularmos o coeficiente dissipativo associ-
ado com o segundo campo (ruido) de flutuagao & mas, novamente, o coeficiente dissipativo
associado com & ¢ pelo menos da ordem §?A\°T (q;) = O (6*A*), e pode ser desprezado.

Até dois loops e O (62)?), considerando momento externo nulo e dentro da aproximagao

quase adiabatica obtemos, a partir de (5.17), a seguinte equacao de movimento para ¢,

O

O+ Q7] ¢ (x,8) + o

e (%) +mge (5,1) @e (x,1) = g (x, ) &1 (x,8)  (5.24)

onde r; é dado por (5.23), Q7 e A\ sd0 a massa e a constante de acoplamento renormaliza-
das a temperatura finita, respectivamente, obtidas a partir da acao efetiva renormalizada.

No limite de altas temperaturas, 21 é dado por Eq. (5.19) e Ay é dado por

3202 (T 1 Or Or ,

Analogamente ao caso perturbativo, a funcao de correlacao de dois pontos para &; é

dada por
52\ 2

(€ (2) & (@) = ——Re [G57] (5.26)

x,x’
onde G5 é o propagador obtido em TPO.
Obtemos para a fungao de correlagao de dois pontos (5.26) a expressao (para momento

externo nulo)

G @6 @) = Toteex) [ S @) )

+ [1+42n(w) + 2n* (w)] cos[2w|t — ¢/|

+ 20T (q)n (w)[1+n(w)][1+2n(w)]sin[2w |t — ']}
W @il | g (‘PAQF?)

= (5.27)

Como no caso perturbativo o ruido é colorido (dependente do tempo), embora seja Gaus-
siano. Até a ordem §°)\? e para I'/Jw < 1, T'/T < 1, obtemos a relagao de flutuagao
dissipacao

=g [ 4G @a N1 (5.25)
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92 5.2. Equacao de GLL Nao Perturbativa - Fase simétrica

Podemos também obter o limite Markoviano de (5.27), que é o limite no qual o ruido
é nao correlacionado (branco). Notamos que para T' — oo, I' — 00, o integrando torna-se
acentuado a |t — t'| ~ 0. Neste limite, podemos aproximar (5.27) por

§2\? d®q n(w)[1+n(w)

@8 @) = S wae=0) [ G
= 2Tmd(x—x)o(t—t) (5.29)

onde 7, ¢ dado por (5.23).

Um ponto muito importante agora é escolher a maneira para determinar o valor do
parametro de optimizacao n a ser usado na equacao de GLL nao perturbativa. Para isso,
temos que escolher alguma quantidade fisica para fazermos a otimizacao e determinarmos
o valor de 1. Pretendemos implementar a otimizagao usando a acao efetiva I' [p] devido
a este funcional ser o gerador de todas as fungoes de Green irredutiveis a uma particula.
Como I'[¢] depende do campo e este depende do espago e do tempo, este processo de
otimizacao ¢ muito complicado de ser implementado numericamente.

Como uma primeira analise escolhemos otimizar o potencial efetivo térmico, ou energia
livre [112]. A justificativa para esta escolha é que como nossa equagao de GLL nao per-
turbativa foi derivada dentro de um conjunto de aproximagoes validas somente proximas
ao equilibrio e, portanto, parece razoavel empregar um valor de 1 determinado a partir
de uma quantidade de equilibrio, como a energia livre. A otimizagao e os resultados
numeéricos serao explicados em detalhe no Cap. 7.

No proximo capitulo mostraremos nossos resultados obtidos para a energia livre cal-

culada dentro do contexto da teoria de perturbacao otimizada.
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Capitulo 6

Energia Livre em Teoria de

Perturbacao Otimizada

O objetivo deste capitulo é obter o coeficiente dissipativo 7; a partir da otimizagao da
energia livre. Primeiramente, mostraremos em detalhes nossos resultados sobre o calculo

da energia livre ou potencial efetivo térmico para a teoria A¢* dentro do contexto da TPO.

Usualmente é utilizado teoria de perturbacao como método de aproximacao para calcu-
lar a energia livre. Portanto, como mencionado anteriormente, é conhecido que a teoria de
perturbagao quebra no limite de altas temperaturas, pois as constantes de acoplamento
tornam-se acompanhadas de poténcias da temperatura. Assim invalidando a expansao

perturbativa a altas temperaturas, regime este que efetuamos nossos célculos.

Introduziremos efeitos nao perturbativos através da TPO e, a seguir, mostraremos

como calcular a energia livre nos formalismos de Schwinger e no de tempo imaginario.

6.0.1 Energia Livre no Formalismo de Tempo real

A energia livre, ou potencial efetivo a temperatura finita, é definida como [113]

F[®] =Q[J] - VoJ (6.1)
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onde €2 [J] é o potencial termodinamico, V' ¢é o volume, J é uma fonte constante no espago

e tempo e ¢ é a media do operador de campo definida por

B (1) = % / Bz ® (2, 1) (6.2)

Vv

A energia livre satisfaz
oF

w, T,V

onde u,T sao o potencial quimico e temperatura respectivamente. A partrir de (6.3),
temos J em funcao de ®. A seguir estaremos interessados na relagao funcional F' = F [®]
com T, e V fixos. Consequentemente, se conhecemos J = J [®] podemos encontrar a

densidade de energia livre integrando (6.3)
1
fle] = vF (D] = — / J[®] dP (6.4)

note que nesta relagao definimos f [®] a menos de uma constante independente de ®, que
sao os diagramas de vacuo.
Para obtermos J [®], vamos partir da expressdo para a agao efetiva I'[¢4,¢_] com

campos constantes no espaco e no tempo ¢, ¢_, o que nos fornece
(or0-) = ~Vigs[6n,0) [ da [ (6.5)
1%
Lembrando que a agao efetiva é dada, por exemplo na fase simétrica, pela Eq. (3.94)
(os.0-) = W)~ [ dac (6.6)
e derivando I' [¢, ¢_] em relagao a ¢, (o = 4, —) e, tomamos o limite
Jp— —j. — —J (6.7)

com
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temos o resultado

5T (910 T[40 ]
5¢+ P+=dc 5¢_ P+=dc
= Jlod (6.9)
Mas por invariancia translacional, temos também que
WVers[P+0-] _ OVepr[940-]
09+ L= ¢, 9¢- Pr=c
= —J[o] (6.10)
Comparando (6.10) com a expressao (6.4) temos
aV, _
rlo)= [ Rureedl R, (6.11)
8¢+ P+=dc

a qual resulta na conexao desejada entre termodinamica e TQC. Em termos da acao

efetiva, a densidade de energia livre ¢, portanto, dada por

flo]=— / { %ff] %_%} de. (6.12)

Agora escrevemos as contribuigoes dependentes do campo para a energia livre deri-

vadas no formalismo de Schwinger dentro do contexto da TPO até O(6%), as quais em

termos de diagramas de Feynman sao dadas por

Flpa] = S (pa) + >Q+>O +>CX> + >Q< + @—(6.13)

onde S(¢4) € a contribui¢do a nivel de arvore e v = 4, —.

Agora mostraremos os calculos explicitos de algumas contribuicoes da energia livre em
tempo real para a teoria escalar na fase simétrica. Tomando campos constantes na agao
efetiva I [p., ¢a], obteremos suas contribuicoes e, faremos as integrais temporais para
explicitar o fator de volume em cada contribuicgao.

Para o diagrama de tad pole (T'P) obtemos

SO - ~gese [ G )] [
1

2w (
D) Pk
_ _?¢A¢C/Wm[l+2n (w (k)] V (6.14)
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Para o diagrama four-point (F'P) obtemos

RS T Bq [ Pk
= d4xd4:c' / / elk.(xfx )
X 4 %00/ ) ) ()

—0o0

X Re [Q++ (a.t=1)G5" (a -kt —1)]

5222 r Bq [ Pk
. . + S d4xd4x/ / / 6zk.(x—x )

—0o0

x Im [Gat (qt—t)GiT (q—k, t—1)] 0 (t —1) (6.15)

que pode ser escrito como

52)\2 ) d3

>O< = 1 gpAgog/@;;g /dTRe [g;ﬁr (q77—)]2V

52\? d3q T
- 3 [490ch + SOASOC:| / 3 /dTIm [Q§+ (aq, T)}QV (6.16)

)’
usando que
tn 65 @.7))" = g s B+ 2@l O eoslo @) (617)
obtemos
SOK = s / g I ()
« / dr sin [ (7)] cos [w (7)] V (6.18)

: 2 . .
escrevemos apenas o termo proporcional a Im [Qzﬁ (q, 7')} devido ao outro termo nao
contribuir para a energia livre.

E facil mostrar que a integral em 7 acima é dada por

/ dr sin [w ()] cos [w (7)] 0 () = i (6.19)
logo obtemos
X 5; ‘PMC/(ZTq)i’*Wl(q) [+ 2n ()] V (6.20)
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Para o diagrama tad-pole com insercao n* obtemos

oo

Bq [ Pk
_ 52)\ 2 C/d4xd4x’/ / ezk.(x—x)
(O oAy 2n)7 ) (@n)

—00

x Im (Gt (qt —t)GiT (q—k,t —t")] 6 (t —1') (6.21)

que pode ser reescrito como

— %@c/d‘* / /dTIm G+ (@m0 (7) (6.22)
usando que
Im [G4" (q,7)]°0(7) = ~gmig LT I @lsinfo (D] cos[w (7)]0(7) (6.23)
obtemos
52y, 2 4! d’q 1 n (w
>Q = —0°An s%%/d /(27r)32w2 (@ [1+2n (w)]
X /dT sin [w (7)] cos [w (7)] (6.24)
fazendo a integral em 7 temos
><> = —62/\7729%%/%&)%@ [1+2n(w)]V (6.25)
Para o diagrama snow man obtemos
m = 0 )\ onpe | drzdt / "k / @'q 2w1(k) 14 2n(w(k))]
X mﬂg (q,t =) 0(t—1) (6.26)

que pode ser reescrito como

o e B R

« / drIm [G1+ (q,7)]° 9(7) (6.27)

97



98

onde
Im [QE’L (q, T)}Q 0(r) = 207 (Q) (14 2n (w)]sin [w (7)] cos [w (7)] 0 (1) (6.28)
obtemos
RS BPx [ dBq 1 .
P OO SOMC/ (271')3/ o) 20 () | 200 ()]
« 2w21(q) 1+ 2n () / dr sin [ (7)] cos [w ()] V (6.29)
fazendo a integral em 7 obtemos
RS d*k dq 1
>O© -2 SDMC/ (27r)3/ (2m)* 2w (k) et
« Wl((]l)[1+2n ()] V (6.30)

Lembrando que a energia livre é dada por

£10] = _/ { %ﬁ)—] ¢+:¢_:V} v (6.31)

e esta expressao para a energia livre em tempo real pode ser reescrita em termos das

variaveis ¢, € pa

P

do. 6.32
S 0 (6.32)

pa=0, @c:(f;c

Nas contribui¢oes mostradas acima, tomamos campos constantes em I' [pap.] e con-

sideramos somente so termos lineares em @A, pois ordens superiores nao contribuem para
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a energia livre. Usando a definicao acima obtemos

3] = {@+%a@3—5@
Q26N [ Pk 1
+ 0 ? Wm[l—i—%z(w (k))]]
G2 [P [ dPq [1+2n(w(q))]
T o /(27r)3 4w? (q) }
N Ot 53)\ [ dPq [1+2n(w (q))]l
a7 2 ) @) 4w’ (q)
G2 oA [ &Pk [14+2n(w(K)]1 [ d*q [1+2n(w(q))]
N ) 2r)® 2w (k) 5/ (2r)° 4w (q)

CE o o

a constante ¢ representa os diagramas de vacuo, que serao mencionados a seguir. E para o
diagrama do setting-sun usaremos resultados da literatura [98]. No apéndice L mostramos
em detalhes o calculos explicitos de algumas integrais de f [qgc] usando regularizacao di-
mensional.

Nao mostraremos detalhes sobre o procedimento de renormalizacao, portanto conside-
raremos somente as contribuicoes finitas e negligenciaremos os termos divergentes. E um
comentario interessante a ser feito é que os efeitos térmicos no limite de altas temperatu-
ras dominam os termos quanticos, ou seja, os termos finitos dos diagramas a temperatura
zero sao muito pequenos comparados com os termos finitos (dominantes) dependentes de
T.

As contribuigoes para a energia livre calculadas em tempo real no limite de altas

temperaturas sao dadas por
SO - (;;222 lln (47;’_52> B ,y} n Z—ZTZ . g—iQT (6.34)
O =T w1 (5F) 639
>Q< - _52%2 {1617r2 [m (47/:;2> +7] * %g} (6.36)
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73 7 X (T? 37O
NN g g2 52 S
OO ssir 0 M 128m2 70 (16n)? { 5 o

0? 4T? 47T?
+ 1 In e -y In . —
A20)? 0? 0?
52 G {lrﬂ (47w2> +(2y—-1)In (47“]?) + 2.4} (6.37)
A20)? 02 17 0?
~ 4 In” 2y —— |1 ?
O = ey [ (i) () ()

17y A2 02
- ?+3.5140:|—(52 [—ln( 5 2—7

3272 A
y 7 TQ 0 | 0 N 1
24 87 16m2 | \4xT) T 773
272 02
R a— ) [ +5.0669] 6.38
24(47?)2l (TQ) (6.38)

Ainda faltam os diagramas de vacuo que sao independentes do campo. Como men-
cionado na Ref. [114], enquanto o formalismo de tempo imaginario d4 um certo resultado
para um calculo que envolva estes diagramas, no formalismo de tempo real a correspon-
dente soma de graficos desaparece identicamente, sendo que estes diagramas de vacuo nao
possuem linhas externas e nao é possivel fixar vértices externos tipo +. A solucao deste
problema é conhecida [115, 116, 117]. Inicialmentee para graficos com energia externa
nula, fixamos um vértice que pode ter sido atachado a uma linha externa sendo do tipo
+. Posteriormente sao somadas todas as possiveis configuracaoes do tipo + e tipo — dos
outros vértices. Esta soma coincide com o resultado de tempo imaginario.

Utilizando TPO até O(6?) estas contribuigoes em termos de diagramas de Feynman

sao dadas por

OHOOHOOORI=MHEGEXSINOE. (6:39)
Por simplicidade usamos os resultados de tempo imaginario para estas contribuicoes,
devido aos formalismo fornecerem o mesmo resultado. A seguir, mostraremos a derivacao

da energia livre usando o formalismo de tempo imaginédrio dentro do contexto da teoria

de perturbacao otimizada.
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6.0.2 Energia livre em tempo imaginario

Agora vamos apresentar nossos resultados para a energia livre ou potencial efetivo a tem-
peratura finita dentro do contexto da TPO até O(4?) [118], onde utilizamos o formalismo
de tempo imaginario.

Dependendo do sinal do termo de massa bare m2 = +|mgl?> ou m2 = —|my|?, sig-
nifica que estamos trabalhando com o sistema na fase simétrica ou na fase quebrada,
respectivamente.

Por simplicidade, trabalharemos com a teoria escalar em ambas as fases, simétrica e
quebrada, juntas. As configuracoes de campo sao escolhidas de maneira que elas satis-
fagam ¢ < ¢. < ¢+ p, onde a T' = 0, ¢ = £,/6/mg|?/\ é o valor esperado do campo
na fase quebrada (a nivel de drvore). Consideramos que teoria de perturbacao em 0 seja
valida ao redor destes valores limites, de maneira que estaremos prontos para comparar os
resultados provenientes tanto de teoria de perturbacao como de TPO. Para configuracoes

¢ a0 redor do minimo consideramos, como usual [1], o deslocamento

¢— P+ (6.40)

Fazemos a derivagao padrao do potencial efetivo a temperatura finita (energia livre), simi-
lar ao feito em [1], até O(§?). Um campo constante ¢ introduzido através da transformagao

(6.40) e a densidade Lagrangeana ¢é reescrita como

ﬁ[d)c(‘r):@] - LO[¢C<I>7§0] +£I[¢c(x)7gp] (641)
onde
1 2 1_2 2
Loloe (2), 0] = 5 (Oude)” — 58 (6.42)
Lyoe(z), 0] = —%Wbi’ - %¢§ (6.43)
(§
Q* =mg + %\902 +(1—=68)n? (6.44)
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Notamos que todas nossas contribuicoes de loops carregam um termo de massa como o
dado pela Eq. (6.44). Estes termos sao entao expandidos em ¢ até a ordem que estamos
trabalhando, assim gerando as insercoes de 1%, o que aparece como consequéncia do novo
vértice quadratico que surge devido a TPO.

A energia livre é

Flp] = Fo(e) + Fioioop(¥)

+ %z’ln<exp{ /dﬁﬁf[qbc( ), ]}> (6.45)

onde Fy(¢) é o potencial cldssico a nivel de drvore e Fj_jo0p(¢) ¢ a contribuigao a um loop

da energia livre (V' é o fator de volume),

1 .
Fl—loop(SD) — VZ 1H/d¢c elfd4z£0[4p»¢($)] (6.46)

maiores valores de loops sao dados pelo ultimo termo da Eq. (6.45) e a notagao compacta

(---) significa
[ D, (---) etf ' Lolde(n).¢]

v = T Dy, T

(6.47)

Os propagadores dos campos escalares usados nos diagramas podem ser deduzidos a partir
de Lo[pe(x), @], a qual é quadrética em ¢, e os vértices sao determinados por L;[p.(z), ¢].

Similarmente ao procedimento usado em [1], usamos o formalismo de tempo imaginario
para calcular o potencial efetivo térmico. Assim, o béson escalar tem um quadrimomento
no espago Euclideano P = (w,,p), com P? = w? + p®. A energia Euclideana p; = w,
¢ dada pelas frequéncias de Matsubara para bdsons, com valores discretos, w, = 2mn/[3,
onde n é um numero inteiro e # = 1/T. Os loops dos diagramas contém somas sobre as
frequéncias de Matsubara e integrais sobre o espaco dos momentos p. Todas as integrais no
espaco dos momentos sao feitas em uma dimensao arbitraria d = 3 —2¢ e a renormalizagao

¢ feita numa subtragao minima modificada (MS). A medida usada nas somas e integrais

f-(2) s

P

¢é definida como sendo
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e

. e . ~ . . 27\ €
onde i é uma escala de momento arbitraria em regularizacao dimensional. O fator (ﬁ)

é introduzido tal que, depois da subtra¢ao minima dos pélos em € (devido as divergéncias

ultravioleta) u coincida com a escala de renormalizacio do esquema (MS).

Escrevemos as contribuigoes da energia livre Eq. (6.45) até trés loops (O(6%)) em

termos de diagramas de Feynman, as quais sao dadas por

Fi—to0p ] = Q (6.49)
Frioslel = (X)) + 6 (6.50)
Fs_toops ] = OOO + @ (6.51)

onde

1 _
O - §;f1og P24 0] (6.52)
P
2
1 1
CO = & frim 639
P
1 1 1 1
= _-(swj - - - 6.54
@ 6 QP+PR+ P (P+Q+ R+ 02 (6.54)
QR

2

1 1 1
OO0 = w*|trw) Forar 659

P Q
1 1 1 1 1
_ 1 22f _ _ _ (656
@ 48 P2+Q2Q2+92R2+Q2(P+Q+R)2+Q2( )
PQR

Os resultados para as expressoes andlogas as dadas pelas Eqgs. (6.52-6.56) foram deriva-

dos por outros autores na Ref. [119]. Definimos as integrais dependentes da temperatura
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(n=0,1,2),

——= [ dx 6.57
F(%— ) Va2 4 a2 eVe'ta® — ] (6.57)

4r (1) gh=2n 1
n

e por simplicidade definimos também que

L=1In (g—Z) (6.58)

e depois do procedimento de renormalizagao [98, 119] a energia livre renormalizada em

TPO torna-se

DO | —

A
Flp,n) = = [mi+1—=0)n?]¢*+ 5ﬁso4

1 1 SR R
+ (47T>2{—§[QL+3]Q =570 (ﬂQ)T}

oA ~ 2
+ L+1)Q*— J, T?
8 (47)° (L+1) 117
S0252)\2 [—01@2 -3 (Kl + KQ) T2:| 1 17 — )
+ 7\ - —Q°"=-3J,7* ) L
256 () 12 6\ 4

1. A2 41
+ —QQL2} — 67 - { {5L3 + 1707 + —L* — 23
4 48 (4) 2

%ﬂ — " (1) 4+ Co+3(L+1)° J (m)} Q!
— [120% +28L — 12 — 7 —4C, + 6 (L + 1) J» (BQ)] J1 (BQ) Q°T?

T+ [BBL+4) I (8Q) + 37 (89) 1o (BQ) + 6K + 4K3] T} (6.59)

onde K e IN(Q, na aproximacao de altas temperaturas, /T < 1, sao dadas por

- SRS

K> —47? [m <%> — % + 4log (2) + g((:ll))} (6.60)

onde ¢" (1) = —2( (3) e ((x) é a fungao zeta. As constantes Cy e C; na Eq. (6.59) sao

12

Coh ~ 39.429 e () ~ —9.8424, enquanto Ky e K3 sao integrais tridimensionais que podem

ser calculadas numericamente [99]. Na aproximacido de altas temperaturas, /T < 1,
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eles sdo dados por [119]

24
KQQSW

[In (BQ) — 0.04597] — 372.653Q [In () + 1.4658] (6.61)

K3~ 453.51 + 160039 [In () + 1.3045] (6.62)
Na Eq. (6.59) as integrais envolvendo a distribui¢ao de Bose-Einstein Jj (HQ), J1 (BQ)

e Jy (ﬁQ) podem ser reescritas como [1, 3, 120]

ey = ey + <m>4 (m(5)+-3)

20— DICEn+1) (8" un?
+ 1282 32 (0 1 21 (20" 5 (59)
16
+oET (6.63)
. 5 5 Q 17, 4x°
J1(BQ) = —4AnpQ —2 (69)2 [ln (i—W) +y— 5} 4 %

(2n+2)
- 162 ( " (20 — )¢ (2n + 1) (B0) ) (6.64)

4n12ntL (n 4+ 1) (27)™"

J(BQ) = ;—g—i—an <%>+27

(=1)" (20— D¢ (20 + 1) (8™
2 ) (59) ]

+ 4
nl2n 1 (27)%"

(6.65)

n

As contribuigoes para a energia livre para as fases simétrica/quebrada (4|mg|?) sao
obtidas expandindo nossos resultados anteriores Eq. (6.59) em ¢ até O(6?) (lembrando
que o parametro de massa € é dado pela Eq. (6.44)).

Outro fator importante é que os resultados obtidos com o formalismo de tempo ima-
ginario sao os mesmos obtidos no formalismo de Schwinger, como era esperado.

A seguir, mostraremos o critério utilizado nesta tese para determinar o valor do

parametro 7).
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6.0.3 Otimizacao

Escolhemos como quantidade a ser otimizada a energia livre e, como discutido anterior-
mente, existe mais de uma maneira de determinarmos os valor do parametro arbitrario 7.
Nesta tese usaremos o critério FAC. Como efetuamos o calculo da energia livre até O(4?),
pelo critério FAC igualamos as contribuigoes de O(4?) a zero e calculamos as rafzes da
funcao nao linear obtida e as substituimos na energia livre, introduzindo assim efeitos nao
perturbativos.

Obtemos 6timos resultados com o calculo da energia livre usando TPO, como a ordem
da transicao de fase e a convergéncia dos resultados ordem a ordem. Estes resultados
serao discutidos em detalhe no Cap.7.

Um detalhe importante a ser mencionado é que ao efeturamos o processo de otimizacao
usando o critério PMS na fase quebrada, nao obtemos raizes reais. Devido a este fato
usamos o critério FAC em ambas as fases (simétrica e quebrada) e, na fase simétrica, o
critério PMS fornece resultados muito semelhantes ao FAC.

Outro fator muito importante é que devemos obter resultados consistentes com as
aproximacoes usadas, tanto para derivar as equagoes de movimento de GLL, quanto para
efetuar o calculo dos diagramas de Feynman. Como trabalhamos no limite de altas tem-
peraturas, devemos obter o parametro 7 tal que seja satisfeita a condicao Q2r < T.

No poximo capitulo mostraremos detalhes dos métodos numéricos utilizados nesta tese
e faremos uma discussao dos resultados obtidos, tanto para dinamica de campos escalares

fora do equilibrio quanto para a energia livre dentro do contexto da TPO.
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Capitulo 7

Analise Qualitativa e Resultados

Numeéricos

Os resultados analiticos principais desta tese foram obtidos nos trés capitulos anteriores.
Obtivemos as equacoes de GLL em teoria de perturbacao na constante de acoplamento
e empregando o método nao perturbativo da expansao 0. Talvez seja importante enfati-
zar mais uma vez que na derivacao das equagoes de GLL perturbativas, estao incluidos
efeitos nao perturbativos através do emprego de propagadores vestidos. Como visto,
caso propagadores livres fossem empregados, nao haveria dissipagao. Talvez os resultados
mais importantes desta tese obtidos com a expansao d sejam os seguintes: o comporta-
mento critico correto do modelo e, pela primeira vez, foram obtidos os coeficientes de
dissipagao nao pertubativos tanto para a fase simétrica, quanto para a fase quebrada.
Estes parametros definem o comportamento dinamico da transicao de fase.

A seguir, vamos inicialmente fazer uma discussao qualitativa sobre as solugoes das
equagoes de GLL. Nesta discussao vamos analisar as solugoes para tempo longo, proximo
ao equilibrio, e para tempo curto, quando ocorre o fenomeno da decomposicao espinodal.
Vamos também verificar o papel desempenhado pelo ruido nas solugoes. Logo apds, vamos
discutir o problema do aparecimento de divergéncias ultravioleta na solu¢ao numérica das
equagoes de GLL discretizadas numa rede espacial. Vamos também apresentar alguns

resultados concretos de simulagoes numéricas, onde vamos fazer uso das técnicas desen-
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108 7.1. Solucoes das equacoes de GLL para tempos longos e tempos curtos

volvidas nas Refs. [121, 122, 123]. Por fim, serao discutidos os resultados numéricos para
a energia livre, a massa térmica, e o coeficiente de dissipacao para as fases simétrica e

quebrada.

7.1 Solucoes das equacgoes de GLL para tempos lon-

gos e tempos curtos

Primeiramente vamos investigar o comportamento da solucao da equacao de GLL para a
fase quebrada para tempos longos, proximo ao equilibrio. A forma geral da equacao de
GLL obtida na fase quebrada é dada por

82

0
@Cb—vgﬁb*‘?h(b?aﬁ”'[]/ (9] = 0¢& (7.1)

onde o potencial é dado por
1 A
Ulgl = —gm*¢” + 50" (7.2)

Inicialmente, notamos que a equacao acima foi derivada para situacoes préximas ao
equilibrio, em que o campo nao varia muito, nem nas coordenadas espaciais, nem no

tempo. Vamos entao considerar a situagao em que ¢ nao seja muito diferente de ¢y,

6
¢~ Py = N (7.3)
Podemos escrever para ¢
¢=do+¢ (7.4)

onde ¢ é pequeno. Retendo somente termos de primeira ordem, temos que

A\
U'[9] = 3d0¢ (7.5)
€
0 0
¢2§¢ = ¢ga<ﬂ (7.6)
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7.1. Solucoes das equacoes de GLL para tempos longos e tempos curtos 109

Como o termo de dissipagio (=~ ¢?¢) estd relacionado com o termo de flutuagao (¢€) pelo

teorema de flutuacao disspacao, o termo de ruido pode ser escrito como

P&~ o (7.7)

No mesmo espirito de que ¢ varia pouco, podemos desprezar a derivada segunda no tempo.

Assim, a equacao de GLL fica na forma
0 A
M50 = Ve + 305% = dof (7.8)

Note esta equacao linearizada, obviamente, é da forma de uma equacao de GLL com ruido
aditivo [6].

Como a Eq. (7.8) é linear, ela pode ser resolvido utilizando a transformada de Fourier
@ = Flp]. Em termos de ¢, a Eq. (7.8) leva & seguinte equacao diferencial ordinéria de

primeira ordem inomogeénea
_ 9. A, =
G +m@go ¢+ 3608 = dof (7.9)

A solugao da equacao homegénea

K+ ey e+ 2635 =0 (7.10)
é da forma
Pp ~ e (7.11)
onde
o= —mlq% (k2 + %gbg) (7.12)

Portanto, podemos escrever a solucao da equacao homogénea

A
@n = exp {— mlgﬁ% <k2 + g(pg) t} @ (0) (7.13)
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110 7.1. Solucoes das equacoes de GLL para tempos longos e tempos curtos

onde ¢ (0) é a transformada de Fourier da condi¢ao inicial. E facil mostrar que a solugao

geral é dada por

P10 = GH0ew [‘(’“ *5%)1

ey

t
1 / . — (K*+ 3¢0) (t — 1)
+ — [ df'E(k,t) exp 3 7.14
néo / (k) mes ( )
Uma quantidade de interesse é a fungao de correlagao
S (k,t) = (6 (k,1) & (k. 1)) (7.15)

onde (- --) significa média sobre o ruido. Usando a solugao explicita para ¢, nao é dificil

mostrar que S (k,t) é dada por

S(k,it) = |@(k,0) exp {—?712 > (K +2m?) t}

oL 2 (2 2
+ 2 + 2m?) {exp {—m% (k* +2m )t} — 1} (7.16)

onde foi usado o fato que 3¢3 = 2m?.

Para t — oo, quando o sistema termaliza,

1

Sth,00) ~ T 55 s

(7.17)

Isto significa que as correlagoes das flutuagoes decaem exponencialmente no espaco de

configuracao como
e Hr

r
onde = v2m?. Ou seja, a “massa”v2m? do sistema determina o decaimento das

S(r,o0) ~T

(7.18)

correlagoes proximo ao equilibrio; o inverso da massa é o comprimento de correlacao.
Obviamente, na transicao de fase, o comprimeto de correlacao diverge.

Um outro limite interessante é o de tempos curtos, i.e. t ~ 0. A situacao de interesse
é estudar a evolugao do sistema quando ¢(z,t = 0) ~ 0. Neste caso, para tempos

suficientemente curtos, podemos desprezar o termo quértico de U[p]. Antes de analisar
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o comportamento das solugdes da Eq. (7.1) neste limite, vamos analisar o caso de ruido

aditivo, em que a equacao de GLL é dada por
9 2 2 1
7)1—%90 Vip—m“p=¢ (7.19)

onde desprezamos o termo de derivada segunda, como acima. A solucao pode ser obtida

como no caso anterior, sendo dada por

p(k,t) = @%ﬁkﬁ{—%@ﬁ—mﬂﬂ

+(/W&hﬂ@mL£{H—m3@—ﬂ} (7.20)

T

Notamos que, para k% < m?, as solucoes crescem exponencialmente no tempo. Ou seja,
as flutuacoes de grandes comprimentos de onda levam a um crescimento do parametro de
ordem a tempos curtos. Este resultado é conhecido pelo nome de decomposicao espinodal.
E importante notar que, este resultado é valido para tempos curtos somente, pois foi
derivado de uma equacao linearizada, onde o termo quartico foi desprezado. Para tempos
maiores, nao se pode mais deprezar este termo. Na presenca do termo quartico, as solugoes
nao crescem mais, elas relaxam em direcao a solucao de equilibrio.

Agora, é importante notar que a Eq. (7.1) nao pode ser linearizada para tempos curtos,
obviamente devido a sua natureza de ruido multiplicativo. No entanto, podemos obter
uma solucao explicita para tempos curtos considerando somente os modos de momento
zero do campo, i.e. tomando ¢ independente de z. Neste caso, desprezando novamente a

derivada segunda no tempo, obtemos a equacao nao linear

m¢%=§+ﬁ (7.21)
A solucao desta equacao é
2 _ 42 3 / / 2
) = 0 + / (6(¢) + m?) (722
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e a auto-correlagao (¢*(t)) é dada por

(@3(1)) = ¢(0) + %m% (7.23)

Uma caracteristica interessante desta solugao (7.22) ¢ que nao necessariamente a
solucao cresce em relagao ao seu valor em ¢t = 0, pois as flutuagoes, representadas pelo
ruido, que flutuam ao redor de uma média nula, podem exceder o termo difusivo, repre-
sentado por m?. Como serd visto a seguir, quando vamos discutir as solucoes numéricas

da equacao completa, esta caracteristica é bem visivel nas solugoes.

7.2 Renormalizacao na rede

Solucoes analiticas de equacoes de GLL sao obtidas apenas em situacoes muito especiais,
como por exemplo na aproximagao linear do potencial efetivo Ulp]|, usualmente vélidas
para tempos curtos, como visto acima. Solucoes completas descrevendo a evolugao do
sistema para o equilibrio podem ser obtidas apenas através de estensivas simulagoes
numéricas. Em geral, simula¢des numéricas sao feitas numa rede espacial de compri-
mento finito sob condigoes periddicas de contorno. No entanto, ao efetuar simulacoes na
rede, devemos ser cuidadosos em preservar os resultados independentes do espacamento
da rede, principalmente quando estamos interessados com o comportamento do sistema
no continuo. A distribuicao de probabilidade de equilibrio para configuracées de campo
¢ que sdo solugdes de uma equacgio de GLL é P,.,[¢] = e P4 onde Uly] é o poten-
cial efetivo do problema. A correspondente funcao de particao é dada pela integral de
trajetoria

Z]p] = / Dy eVl (7.24)

Calculos de valores esperados e fungoes de correlagao de ¢ com esta funcao de particao
levam a divergéncias ultravioleta. Na presenca de ruido térmico, modos com pequenos

e grandes comprimento sao misturados durante a dinamica, levando a uma sensibilidade
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7.2. Renormalizacao na rede 113

nao fisica com o espacamento da rede. A obtencao de resultados robustos, como o com-
portamento correto no ultravioleta, ao fazer dinamica de Langevin foi discutido por varios
autores [129, 130]. O problema, que nao é evidente na formulagao de Langevin, é rela-
cionado a conhecida catastrofe ultravioleta de Rayleigh-Jeans na teoria classica de campos.
A dinamica ditada por uma equacao de GLL é classica e é bem definida para grandes
momentos. Estas divergéncias podem ser eliminadas pela renormalizacao do potencial U
através da adicao de apropriados contratermos. Ja que os termos divergentes sao todos
perturbativos, podemos identificar os diagramas apropriados, subtrair seu resultado cal-
culado com a teoria classica, e entao adicionar os termos equivalentes calculados na teoria
quantica. No nosso caso, isso corresponde a substituir o peso de Maxwell-Boltzmann
pela distribuicao de Bose-Einstein nas integrais de momento para os apropriados termos
divergentes. Ja que a teoria é super renormalizavel em trés dimensoes, apenas os dia-
gramas tadpole a um loop e o setting-sun a dois loops sao divergentes, levando a uma
renormaliza¢ao do parametro de massa m2 em U. Usar o potencial renormalizado numa
equagao de GLL leva a solucoes de equilibrio ¢ que sao independentes do espagamento da
rede. Na pratica, este procedimento de renormalizacao na rede corresponde a adicionar
contratermos dependentes da temperatura ao potencial original U, que garante o correto
comportamento de comprimentos de onda curtos da teoria discretizada como foi mostrado
originalmente pelos autores [129, 130].

No Apéndice M apresentamos a derivagao explicita dos contratermos. Estes sao dados
pela Eq. (M.35), e dependem da temperatura 7', do espacamento da rede h, e de p, uma

escala de renormalizacao

AT 6A°T? 6 P>

Especificamente, para se obter resultados de simulagoess das equagoes de GLL que sejam

independentes do espacamento da rede h, ao invés de U, deve-se usar

Urlg] = Ulg] — Vit |d] (7.26)
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114 7.3. Solucoes numéricas das equacoes de GLL

A escala p, em principio deveria ser fixada de maneira a tornar as solucoes independentes
deste parametro. Isto é feito introduzindo uma “massa fisica” dependente de p, de maneira
que o potencial Ug[¢] seja independente de p, como é feito usualmente em teorias de
campos que apresentam divergéncias ultravioletas. No entanto, como a dependéncia de
Ur|¢] é somente logaritmica, para todos os efeitos préticos nesta tese, a mudanga de um

fator 5, por exemplo, no valor de © nao muda as solugdes de maneira perceptivel.

7.3 Solucoes numéricas das equacoes de GLL

Ao fazer simulagoes das equagoes de GLL fenomenolégicas numa rede espacial, diferentes
métodos de discretizagao ja foram testados em [124, 125], como o método de diferengas

finitas e o método de colocacao de Fourier. Para um potencial da forma
Loy 14
U(¢) = —§¢ + Zcb (7.27)

ambos métodos de discretizacao foram testados para o caso com ruido adidivo e na
auséncia do mesmo e, forneceram resultados muito semelhantes, maiores detalhes podem
ser encontrados em [121]. Discretizamos o Laplaciano com a usual férmula de diferengas
finitas e, no caso de equagoes com ruido aditivo, ainda empregamos transformada de
Fourier rapida. Para a variavel temporal utilizamos o algoritmo leap frog.

Para simular ruido branco na rede para as equacoes de GLL com coeficiente dissipativo

7, € a uma temperatura 7" fazemos uso da féormula

E=+/2 \/_h3/2 (7.28)

onde ¢ ¢ um ruido Gaussiano
() = 0 (7.29)
(¢ =1 (7.30)

Na nossa andlise sobre dependéncia (independéncia) dos resultados com o espacamento
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7.3. Solucoes numéricas das equacoes de GLL 115

de rede, usaremos um potencial com a forma
1 A
Ulg] = —5m*¢” + 7¢' (7.31)

e usamos os seguintes parametros: A = T = m = 1,12 = 0,1 dependendo do tipo
de ruido considerado (aditivo ou multiplicativo), At = 0.001, e os outros parametros
como tamanho e nimero de pontos da rede estarao nas figuras que serao mostradas a
seguir. Como mencionado anteriormente, adicionamos contratermos (M.35) ao potencial.
Na Fig. 7.1 mostramos nossos resultados com e sem contratermos. Notamos que na
presenca de contratermos nossos resultados convergem para um mesmo valor independente

do espacamento de rede utilizado. Porém, um detalhe muito importante a ser mencionado

3,04 3,04

<d(x,t)>
<P(x,t)>

0,0 T T T 1

Figura 7.1: Solucoes da equacao de GLL com ruido aditivo para diferentes espagamentos

de rede: painel esquerdo sem contratermos e no direito com contratermos.

é que as solucoes obtidas em nossas simulagoes sao independentes do espacamento da rede
h somente no equilibrio (tempos longos). Para tempos curtos, os resultados apresentam
uma pequena dependéncia com h, como mostrado na Fig 7.2. Esta dependéncia com o
espacamento da rede a tempos curtos acontece devido ao fato de que os contratermos
usados foram calculados com uma funcao de partigao de equilibrio.

Agora, vamos apresentar os resultados de nossas simulagoes para as equacoes de GLL

derivadas no contexto perturbativo para as fases simétrica e quebrada. Comecamos
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116 7.3. Solucoes numéricas das equacoes de GLL

3,0 4

<d(x,ty>

Figura 7.2: Solugoes da equagao de GLL com ruido aditivo para tempos curtos na presenca

de contratermos.

mostrando nossos resultados para a fase simétrica, nesta fase a equacao de GLL obtida

tem a forma

0?¢ (x, 1)
ot2

00 (x,1)

— V20 (x,t) + me* (x,1) Er

+U' 9, T = ¢ (x,t) & (x,t)  (7.32)

onde

U9, T) = i+ 226 (1) (7.33)

e as expressoes para mrp, Ar e 1; sao dadas no Cap.4. Como estas equagoes foram derivadas
em teoria de perturbacao até O(\?), ficamos com uma equagao com ruido multiplicativo,
j4 que o ruido aditivo incluiria corregoes de ordem A* como mostrado na Ref. [13].
Primeiramente reescalamos nossas quantidades por m, trabalhando em unidades de
m e usamos os seguintes parametros: A = 0.25, 7 = 10,m = 1, u = 1, At = 0,01 e
a condicao inicial para o valor do campo é igual ao ponto de inflexao do potencial a
T = 0. Na Fig. 7.3 mostramos o comportamento do valor esperado do campo (parametro
de ordem) na presenga dos contratermos para diferentes espacamentos de rede. Notamos
que a dissipacao no limite de altas temperaturas é muito forte, nao existindo oscilagoes
do parametro de ordem antes da termalizacao, fazendo com que o campo atinja seu valor

de equilibrio rapidamente. No caso de dissipacao fraca, o termo de derivada segunda no
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7.3. Solucoes numéricas das equacoes de GLL 117

tempo dominaria e o parametro apresentaria oscilagdes proximo ao equilibrio.

3 — N=16, L=16
- N=32, L=16

<O(x,t)>/m

T T T T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500
mt

Figura 7.3: Solucao da equacao de GLL para a fase simétrica, m é o parametro de massa

da densidade Lagrangeana original.

Para a fase com quebra de simetria a equacao de movimento efetiva de GLL tem a

forma (por simplicidade consideramos ® = ¢)

W Vot +md 0 PO Ly 1o xna ey (730
onde
VT = oy (T2 =T 6+ %¢3
T 24;”2 (7.35)

Notamos que para T < T, os pontos de minimo do potencial bare U [¢, T] sao dados por

P = in <1 — ﬁ> (7.36)

ja para T > T, o potencial tem apenas um minimo, ¢g = 0.
Novamente reescalamos nossas quantidades por m, trabalhando em unidades de m

e usamos os seguintes parametros: A = 0, 25, % =0,5m=1pu=1 At =0,01 e a
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118 7.3. Solucoes numéricas das equacoes de GLL

condic¢ao inicial para o valor do campo ¢ igual ao ponto de inflexao do potencial a 7" = 0.
Os contratermos sao os mesmos utilizados na fase simétrica, pois as divergéncias sao as
mesmas.

Na Fig.7.4 mostramos o resultado de nossas simulagoes para o valor esperado do campo
para diferentes espagamentos de rede. Novamente, como a dissipacao no limite de altas
temperaturas é muito forte, nao ocorrem oscilagoes do parametro de ordem antes da
termalizacao. Para tempos curtos ocorre uma diminui¢ao do valor parametro de ordem.
Esta dimunuicao, conforme argumentado no inicio deste capitulo, é devido ao ruido. No
entanto, ¢ importante observar que estes resultados sao obtidos com uma tnica realizagao
de ruido. Quando uma média sobre varias realizagoes de ruido for feita, espera-se que
este decréscimo no parametro de ordem desapareca completamente ou, seja muito mais
fraco. Notamos, também, que o parametro de ordem termaliza em um valor préximo do

valor do minimo do potencial bare para os respectivos parametros.

IS
JAN i -
’«E 2,5+ — N=16, L=16
2 i N=32, L=16
\Y 2,0—_ -~ N=64, L=16
1,5 4
1,0
0,5+
0.0 T T T T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500
mt

Figura 7.4: Solucao da equacao de GLL para a fase quebrada.

A seguir mostramos nossos resultados obtidos com teoria de perturbacao otimizada
para a energia livre, para a massa térmica, e para o coeficiente dissipativo 7;, nas fases

com e sem quebra de simetria.
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7.4 Resultados obtidos com teoria de perturbacao

otimizada

Agora mostramos os resultados numéricos obtidos na nossa investigagao da energia livre
calculada via TPO [118]. Para determinar o valor do parametro 7 existem mais de um
critério de otimizagao, usualmente é utilizado o critério baseado no principio da minima
sensitividade PMS, onde calcula-se alguma quantidade fisica F até uma determinada

ordem em ¢ e usa-se o principio variacional

OF
o 0 (7.37)

6=1

Outro critério de otimizacao é o FAC, onde calcula-se alguma quantidade fisica F até

uma determinada ordem, por exemplo O(6?) e este critério consiste em

Fp — F; L ~0 (7.38)

=1
Encontradas as raizes destas equacoes nao lineares, estas sao substituidas na quantidade
fisica F introduzindo, assim, efeitos nao perturbativos.

Nesta tese optamos por utilizar o critério FAC em ambas as fases, devido ao fato que a
equagao nao linear acima fornecida pelo critério PMS na fase quebrada nao possui raizes
reais. No entanto, é importante ressaltar que ambos critérios fornecem resultados muito

semelhantes para a fase simétrica.

7.4.1 Fase Simétrica

Comecamos mostrando os resultados para a pressao. Durante as simulagoes numéricas
testamos varios valores dos parametros, mas para a leitura desta tese nao ficar muito
cansativa, mostraremos somente os resultados para p =1, m =1, T =25 A = 0,1 ¢
A = 1. Na Fig. 7.5 mostramos o comportamento da pressao, calculada com teoria de
perturbagao usual (em \), para diferentes valores de A no limite de altas temperaturas

(T > Q). Fica evidente nesta figura a quebra da teoria de perturbagao para T’s grandes.
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P/Pideal

Figura 7.5: Pressao calculada em teoria de perturbagao usual (em ).
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Figura 7.6: Comportamento da pressao calculada com teoria de perturbacao otimizada:
painel esquerdo com FAC e painel direito com PMS.
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7.4. Resultados obtidos com teoria de perturbacao otimizada 121

Calculamos a energia livre até O(§?) e utilizamos o critério FAC, determinamos as
raizes da funcao nao linear e substituimos estes valores de 7 na expressao da energia livre,
introduzindo assim efeitos nao perturbativos. Os resultados para a pressao no limite de
altas temperaturas estao na Fig. 7.6. Fica evidente uma convergéncia dos resultados da
teoria de perturbagao em 4, ou em outras palavras, a O (%) fica muito préxima da O (§).
Ainda na Fig. 7.6 mostramos os resultados utilizando os critérios PMS e FAC, mostrando
novamente que estes fornecem resultados semelhantes.

Analisamos também o comportamento da pressao para valores suficientemente grandes
de A. Aqui é importante mencionar que para \'s grandes, o FAC nao apresenta raizes
reais. Os resultados estao mostrados na Fig. 7.7, onde comparamos resultados obtidos em

teoria de perturbacao em A e teoria de perturbacgao otimizada com critério PMS.

1,7 1,00
0,99 4

0,98 4

1,44 2
= p=1 A =
- 0,97 4
Eo me §
o o
E 124 T=25 E 0,96
1,14 p=1 1
0,95 =
my 8

1,0 ™ T=25 2
\\L—‘hh\_‘\‘\\‘—‘“‘““\‘~\“‘R__k“‘h\“4 094 B 3
09

v+ +———F—+—1 0,93 T T ]
0 2 4 6 8 10 12 14 001 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 7.7: Comportamento da pressao calculada via teoria de perturbacao em lambda

(esquerda) e via TPO com o critério PMS (direita).

Investigamos também os efeitos nao perturbativos na massa térmica my. Este pa-
rametro (juntamente com 7;) determina a dinamica do valor esperado do campo. O
resultado estda mostrado na Fig. 7.8. A figura mostra que os efeitos nao perturbativos sao
substanciais, da ordem de 25 % em T = 10, sendo ainda maiores a medida que T cresce.

Finalmente, mostramos os resultados para o coeficiente dissipativo na Fig. 7.9. O

resultado importante é que a dissipacao ¢ um pouco menor no caso nao perturbativo.
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4,8 .
—————— perturbativo
néo perturbativo
4,4
4.0 A=1
mp=1
- 881 1
u=
1S
3,2
2,8
2,4
204"
T T T T 1
10 12 14 16 18 20

6. ——FAC
PMS

ut

n,

Figura 7.9: Coeficiente dissipativo como fun¢ao da temperatura. Esquerda: comparacao

entre os casos perturbativo e nao perturbativo usando o FAC. Direita: a comparagao entre

PMS e FAC.

Note que 7; é uma fungao logaritmica da massa térmica my e, portanto, mesmo que
my seja sensivel a efeitos nao perturbativos, esta sensibilidade torna-se muito menos

significativa em 7);.

7.4.2 Fase quebrada

Nesta subsecao vamos apresentar os resultados para a fase quebrada, a fase mais interes-
sante, no sentido que os efeitos nao perturbativos sao mais marcantes. E conhecido que

a transigdo de fase para uma teoria puramente escalar é de segunda ordem [34], e isto
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7.4. Resultados obtidos com teoria de perturbacao otimizada

esta explicado em qualquer livro texto sobre fendmenos criticos. Nossos resultados para a

energia livre na fase quebrada mostram que a transicao de fase é de segunda ordem. Isto

pode ser visto na Fig. 7.10.

below T,

TC

"""" above T :‘ ’

p=m=1 ;
2=0.1

Figura 7.10: Comportamento da energia livre com a aumento da temperatura.

Uma quantidade que nos mostra de maneira mais clara que a transicao ¢ continua ¢ a
evolucao do minimo da energia livre como fun¢ao da temperatura. Na Fig. 7.11 mostramos

o comportamento do minimo da energia livre v(7T') com a temperatura e observamos o

minimo da energia livre indo a zero continuamente.

Figura 7.11: Comportamento do minimo da energia livre com a temperatura.
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124 7.4. Resultados obtidos com teoria de perturbacao otimizada

Na Fig. 7.12 mostramos o comportamento do termo quadrético da energia livre %

para ¢ = 0 com a temperatura para dois valores de A: 0.1 e 1. Nota-se novamente uma
transicao continua e suave, sendo possivel determinar as temperaturas criticas quando

esta quantidade muda de sinal.

84
o 7
11 4
=g
S 6
S J
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© 5
= — =1
= 4 _
= ] u= =01
o 3 =1
© 1 mo—
24
14
T T T T T T 1
1 8 10 12 1477716 18 20
| T
24

Figura 7.12: Comportamento do termo quadratico da energia livre com a temperatura.

A massa térmica mp, que pode ser determinada a partir da quantidade dilfff) calculada

no minimo de F(y), estd mostrada na Fig. 7.13. Nesta figura, mostramos também o

perturbativo
,,,,,, nédo perturbativo

0,8 -]
0,7
064 p=1

0,54

20 25 30 35 4,0 45
T

Figura 7.13: Comportamento da massa térmica com a temperatura nos contextos pertur-

bativo e nao perturbativo.

resultado perturbativo. O fato de a curva nao continuar a partir de 7' ~ 2, 5 é conseqiiéncia
da quebra da teoria de perturbacao. A curva do resultado nao perturbativo claramente

val continuamente a zero.
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Uma vez determinada a massa térmica, podemos calcular o coeficiente dissipativo 7,
como fungao da temperatura. O resultado estd mostrado na Fig. 7.14. Nesta figura

comparamos os 7;’s calculados em teoria de pertubacao usual e com TPO. Inicialmente é

18,0

17,8 1 perturbativo

- nao perturbativo

17,6
17,4
17,2

= 17,0 4

16,8

16,6 - A=1
] m.=

16,4 0

16,2

16,0 T T T T T T T 1
2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

Figura 7.14: Coeficiente dissipativo nao perturbativo da fase quebrada calculado com com

teoria de perturbagao e com TPO.

importante ressaltar aqui que o calculo de 71 com TPO permite investigar a dinamica da
transicao de fase para qualquer temperatura. No caso perturbativo isto nao era possivel,
pois mr nao podia ser determinado a partir de um cero valor de T, como mostrado
acima. Com relacao ao comportamento especifico de 7; com a temperatura, os efeitos
nao perturbativos nao parecem ser dramaéaticos. Vale novamente a observacao anterior
que devido a dependéncia logaritimica com mp, qualquer efeito mais substancial em mp
nao é muito importante em 7,. Fica evidente nesta figura que o crescimento muito rapido
com a temperatura de 7, no caso perturbativo é puro artefato devido a quebra da teoria

de perturbacao.
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Capitulo 8

Conclusoes e Perspectivas

O objetivo principal desta tese foi implementar um calculo nao perturbativo baseado na
expansao ¢ — também conhecida como teoria de perturbacao otimizada (TPO) — para
determinar uma equagao de Ginzburg-Landau-Langevin (GLL) efetiva no contexto de
uma teoria quantica de campos relativistica. A motivagao para um estudo desta natureza
¢ investigar a dinamica de transicoes de fase em condigcoes extremas de temperatura,
tépico de grande interesse atual em varios campos da Fisica, em particular nos estudos de
quebra e restauracao de simetrias na QCD, relevantes para os recentes experimentos de
colisoes de ions pesados, como também para eventos que certamente ocorreram no universo
primitivo. A necessidade do desenvolvimento de técnicas nao perturbativas para o estudo
da dinamica de transicoes de fase é o reconhecimento de que a teoria de perturbagao usual,
baseada numa expansao na constante de acoplamento, nao é adequada para o estudo de
mudancas de fase a altas temperaturas. Também, proximo aos pontos criticos grandes
flutuagoes podem aparecer no sistema, devido a divergéncias infra-vermelhas, como em
transicoes de fase de segunda ordem, ou mesmo em transicoes de fase fracas de primeira

ordem.

Os resultados principais da tese foram os seguintes. Sob o ponto de vista de for-
malismo, foi desenvolvido um método elegante para obter a acao efetiva no formalismo

de Schwinger (tempo real) que é ao mesmo tempo compacto e transparente. O método
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desenvolvido na Capiulo 3 é compacto e transparente porque o contorno de Schwinger so-
mente é explicitado ao final dos calculos, o que permite obter resultados de maneira muito
mais simples e direta do que quando se explicita o contorno desde o inicio, como é usual-
mente feito na literatura. Neste formalismo, também é possivel tratar simultaneamente
as fases simétrica e quebrada. Sob o ponto de vista de resultados novos, derivamos, pela
primeira vez, a equacao de GLL para a teoria escalar com quebra espontanea de simetria
nos contextos perturbativo e nao perturbativo, obtivemos o coeficiente dissipativo nao
perturbativo, e eliminamos as divergéncias ultravioleta nas simulacoes das equacoes de
GLL. Especificamente, obtivemos inicialmente em teoria de perturbacao uma equacao de
GLL para a fase quebrada [122, 123]. Além da obtencao formal desta equagao, imple-
mentamos simulacoes numéricas explicitas, obtendo solucoes de equilibrio independentes
do espacamento da rede. Apds este calculo perturbativo, implementamos o calculo da
acao efetiva em TPO, obtendo a correspondente equagao de GLL [112]. Obtivemos [118§]
explicitamente a energia livre e o coeficiente de dissipacao, quantidades da equacao de
GLL que contém os efeitos nao perturbativos. Obtivemos através da TPO uma transicao
de fase de segunda ordem, em acordo com resultados gerais da mecanica estatistica. Além
disso, os resultados para a energia livre sao validos para temperatura abaixo e acima da

temperatura critica, bem como também na prépria temperatura critica.

Explicitamente, o desenvolvimento da tese transcorreu da seguinte maneira. Nos
capitulos 2 e 3 fizemos uma revisao dos formalismos de temperatura finita utilizados
nesta tese. Primeiramente, revisamos o formalismo de tempo imaginario e mostramos a
importancia do potencial efetivo no estudo de transicoes de fase. Posteriormente, anali-
samos o formalismo de contorno temporal fechado de Schwinger-Keldysh, devido a este
nos fornecer resultados em tempo real (Minkowsky). Mostramos também a derivagao da

Ao

acao efetiva para a teoria escalar com interagao -

usando o formalismo de Schwinger-
Keldysh, fizemos uma expansao em loops e obtemos as contribuicoes de um e dois loops

a temperatura finita.
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Os detalhes da derivacao das equagoes estocasticas de GLL, usando teoria de per-
turbagao até O(A?), estdao desenvolvidos no capitulo 4. Generalizamos os resultados da
Ref. [13] para o caso com quebra de simetria. A TPO foi desenvolvida nos capitulos 5 e
6, onde discutimos com mais detalhes a necessidade de aplicar métodos nao perturbativos
em TQCTF. Este método tem sido aplicado em diferentes problemas de distintas areas
da fisica com muito sucesso, fornecendo resultados muito interessantes. Apds a descri¢ao
do método, mostramos sua aplicacao em TQCTF e derivamos a equacao de GLL nao
perturbativa para a fase simétrica no limite de altas temperaturas. Calculamos a en-
ergia livre para a teoria escalar na fase simétrica e na fase com quebra de simetria até
O(6?), apresentamos sua deriva¢ao tanto no formalismo de tempo real como no de tempo

imaginario, obtendo o mesmo resultado como era esperado.

No capitulo 7 expomos os métodos numéricos utilizados e os resultados das nossas
simulagoes para o comportamento do condensado. Além disso, fizemos uma discussao da
renormalizacao do potencial efetivo para obter resultados independentes do espacamento
da rede, evitando assim, a catastrofe de Rayleigh-Jeans. Discutimos nossos resultados
para o procedimento de otimizacao determinando o valor do parametro arbitrario que
foi introduzido via TPO. A pressdo (comparada com os resultados obtidos com teoria
de perturbagao usual), a temperatura critica, a massa térmica e o coeficiente dissipativo

foram calculados até O(4?).

Como desenvolvimentos futuros, pretendemos fazer um estudo detalhado sobre as
diferentes realizacoes de simetria que possam ocorrer numa TQCTFE com dois campos
escalares e, obter um melhor entendimento da evolugao temporal das transicoes de fase
existentes nesta teoria. Mais especificamente, pretendemos obter, a partir de agoes efetivas
quanticas 1PI de uma teoria de campos relativistica, as equacoes de movimento para os
parametros de ordem que caracterizarao as fases do sistema. Estas equagoes (de GLL),
serao obtidas depois de serem feitas algumas aproximacoes motivadas fisicamente e, estas

certamente limitarao a aplicabilidade de tais equagoes. Mas, por outro lado, descobriremos
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aspectos muito importantes para fisica de nao equilibrio.

Trabalharemos com uma TQCTF com dois campos escalares ¢(z) e x(z) com auto-
acoplamentos e acoplamentos entre os campos ¢(x) e x(x). Utilizando derivagoes formais
dentro da descricao da teoria de campos para dinamica dissipativa de nao equilibrio
obteremos as equacoes de GLL para cada campo. Trabalharemos com diferentes sinais
nos acoplamentos entre os campos e com os campos podendo estar tanto na fase simétrica
como na fase quebrada e, resolvendo tais equagoes poderemos descobrir como os valores
esperados dos campos escalares termalizam, ou seja, como vao para o equilibrio. Além
disso, descobriremos se ha algum sinal dos fenomenos de “nao restauracao de simetria”

(SNR) e “quebra de simetria inversa” (ISB).

A obtencao de resultados, independentes do espacamento da rede, podera ser obtida
com a introducao de contratermos no potencial efetivo, similar ao que ja foi feito para
uma teoria com um unico campo escalar. Esses contratermos podem ser calculados simi-
larmente aos calculados para o caso de campos escalares com simetria O(N) [131], mas
¢é importante ressalar que os mesmos devem corresponder aos contratermos da teoria em

trés dimensoes (reduzida dimensionalmente).

Os resultados das simulagoes fornecerao detalhes sobre a dinamica de nao equilibrio
dos parametros de ordem acoplados, como por exemplo a competicao entre a termalizagao
de um ou outro. Isso nos dara uma idéia da competicao entre as transicoes quiral e de
desconfinamento. Apods um tempo longo, quando os parametros de ordem ja estiverem
termalizados, teremos obtido as solugoes de equilibrio para as equacoes de GLL. Estas,
terao informacoes se houve ou nao a existéncia dos fenomenos de SNR e ISB. Sendo assim,
poderemos comparar os resultados vindos da dinamica dos campos escalares descrita via
equagoes de GLL com os resultados da literatura sobre a existéncia ou nao de SNR e ISB

que foram obtidos por diferentes métodos.

Uma outra direcao futura seria implementar simulacoes na rede da teoria escalar com

multicampos a temperatura finita utilizando o método de Monte Carlo. Obtendo assim
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resultados nao perturbativos que poderao fornecer algum sinal da existéncia ou nao dos
fenomenos de SNR e ISB. Além da possivel comparacao com resultados de simulagoes
ja existentes, pode-se contrastar os resultados vindos de simulacoes feitas no espaco Eu-
clideano com os obtidos para as solugoes de equilibrio via equagoes de GLL que serao

feitas em tempo real (Minkowski).
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Apeéendice A

Demonstracao de (2.92)

Partimos de (2.88)

Z[J]z/

TeC

C

substituindo (2.91) na expressao acima obtemos

com

Z[J

/D¢ 7) D (r exp{l[

+ (—— (=V? +m?)

\_/Q\
l\DI»—t

M

)

<--

+

>1

[ [/ . Hw”

(A1)
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temos

- foses 4

TeC

X exp (2 [/ (—%@ — %gb (=V?>+m?) ¢ — V[gb]) + ng] ) (A.5)

c
Como estamos trabalhando no espaco de Minkowski

O=0; —V? (A.6)

z1J] = /HDQS(T;?(T)QXPZ,{C/{%(W¢>2]}

/<¢§¢%¢(vﬂ¢§¢m%»‘ﬁ@>+J4) (A7)

X exp (z
c

z1) = /HD¢(T;7?7T(T) expz’{/ {_% (W_ )2}}

X exp <@ L/ (—%gb (68 — V2 —m?) ¢ — V[gb]) + ng: ) (A.8)
= [un e {6
X exp (z [/ (%¢ (-O-m?) ¢ — V[gzﬁ]) + J¢D (A.9)
entao
L(6)=50(-0-m?)o-V4 (A.10)

Noés temos (2.92). Usando a definigdo (2.84) juntamente com a propriedade (2.80) da

fungao delta d. no contorno, podemos escrever ( 2.92) como

2171 exp{—i/V {%%}}exp{—%/Jgﬁj} (A11)



Apeéndice B

Demonstracao da Eq (2.93)

Lembramos as seguintes expressoes

oJ (x'1)

0J (x7) =%(r=7) i (x =)

[ =5 =)

Cc

Z1J] Z/DcfbeXp [Z’/(L(aﬁ)JrJfb)}

1
L(¢) = 505 (=0. —m?) ¢ — V[¢]
E ao usarmos uma abordagem funcional, é muito 1til notarmos que

F = exp{i/J(x)qﬁ(x)d%}

C

%F = %exp{i/(](x)gzﬁ(x)d‘lx}

Cc

%exp{i/J(m)qﬁ(w)d‘lx} = 1¢(x)exp {i/J(a:)gb(x)d%}

c
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Ao especificar as condigoes de contorno, notamos que ao ir da Eq. (2.92) a Eq. (2.93)

fizemos as seguintes mudancas de variaveis

2) = (z) — i / Gol — 9)J(4)
2) +i / Gole — ) (y)

Onde o propagador térmico é a funcao de Greem no contorno

X

X

(—0c = m*)Gs(x — y) = idc(z —y)

- /m

exp %/d4w¢ (z) (~0. —m?) ¢ (a:)]

_. —_—— 4
exp @/ L(U]d

Cc

exp —%/d4x/d4y¢ (x) (—Dc — m2) Gs (z—y)J (y)

exp —%/d4x/d4ygg (x—y)J (y) (—Dc — m2) o (z)

exp {% / ds / 2 / 'yGs (2 — ) T () (<0, — %) Go (z — 2) J (z)}

[

usando (B.9) e fazendo algumas integrais por partes, obtemos

i = e o[y [15] | [

c

X exp %/d4x¢ (x) (—DC — m2) ¢(x):|

X
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exp [z‘/d4xj /d4 /d4yJ x)Gs(x—y)J(y )]

exp{%/d4x/d4yJ(y) Gs (xy)J(x)}

(B.10)

(B.11)
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o termo

/D¢exp %/#m () (-0. —m?) ¢ () (B.12)

[

¢ conhecido como diagrama de vacuo, o qual é absorvido na energia de ponto zero.

Finalmente obtemos (2.93)

Z[J] = exp —Z/V[%%] d'x
X exp —% / iy / 2] (2) G (z — ) T (1) (B.13)
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Apeéendice C

Fatorizacao do gerador funcional

Neste apéndice mostraremos a fatorizacao do gerador funcional das funcgoes de Green
Z [J] no contorno de Schwinger-Keldysh. Esta demostragao estd baseada na Ref. [67].

Partimos de

Zanump{izl#chLéjmﬁ}}Zﬁn (1)

para o gerador funcional. Onde Z [0] é apenas

Zm:N/ﬁ@wm/&uu@+J@¢@n (C.2)
L(x) = 56 () (-0~ m?) 6 (r) + Li (x) (C3)

e com Lg ao invés de L.
Com C sendo o contorno em tempo real da Fig. 2.1. Como trabalhamos com um

campo escalar de uma componente, temos

ZylJ] = Nexp—% //+//+//+// dzd's’

12C12 Ci12C34 C34C12  C34C34
x J(x) DY (x —2a')J(z) (C.4)

A integragao no contorno foi dividida em quatro partes, como indicado na Fig.2.1, e

Crs = C,UC,.
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Agora consideremos o caso t em Cf, e ' em (5. Parametrizamos C3 por t' =ty — i),

0 < X <o, eusamos o fato que 0 (t — t') = 0 para escrever o correspondente propagador

iDY) (z — ') = / % exp [ipo (t; — )] F (po) (C.5)
Fim) = [ G5 el e =)o () () () (c6)

Onde apenas a dependéncia relevante de po foi indicada. Um vez que nds temos
0 < XA < 3, a combinacao n (p,) exp (Apg) é amortecida para valores grandes de |py], tal
que D13) (z — 2') é analitico para estes valores de A . Para justificar que D13 (z — 2') é

analitico, fazemos a seguinte analise

iDY) (z —2) = / Z—? exp [ipo (ty — )] / (;iﬂ_)g exp [ip- (x — x')]
X o (5) (7o) exp (Apo) 1)
onde
1 1
P (p) = (po+i)> — Ep  (po—ic)* — By (C8)
El =p’+m’ (C.9)
) 1 1
fo(p) =1 L@ﬁ —filpo) P —f (po)} (C.10)
onde
filpo) = pg — 2iepy — €2 — m?
fpo) = p§+ 2iepo —® —m® (C.11)
_ —f (po) + f1 (po)
e S AT
- A<po (C.12)

p? — f1(po)] [P* — [ (po)]
137



138

Primeiro fazemos a anélise da integral em p de D3 (z — 2)

d3p

D3 (x — I,) — / % exp [ipo (tf — t)] n (po) exp (/\po) / W

—00

depo
p® — f1 (po)] [P* — f (po)]

X exp[ip (x — x)] [ (C.13)

O lado direito da equacio acima é a transformada de Fourier de D3 (z — /), e o
importante é que o integrando é analitico, devido a integral ser finita para altos valores

de p
1
dp— C.14)
/ p? (
Agora analisamos a integral em py

—+o00

. dp . d*p .

iDU?) (x—2') = / 2—7;_) exp [ipo (ty — )] / W exp [ip- (x — x')]
e~ (B=Npo 4epo

X T = A o) [P = F ()] (C.15)

e—(B=X)po
1—e—BPo

Como mencionamos, a combinagao ¢ amortecida para grandes valores de po,

lembrando que

0<A<p (C.16)

onde z > 0 e a transformada de Fourier acima é uma Yukawa. O propagador D3 (z — 2/)
é analitico em py. Agora, a parte C3 do contorno pode ser ignorada para grandes valores
de ty, temos que mostrar que o lado direito da Eq. (C.5 ) desaparece para t; tendendo
ao infinito. O lema de Riemann-Lebesgue afirma que a transformada de Fourier mapeia
uma funcao no espaco L' em um espaco de funcoes continuas as quais desaparecem no
infinito. Com relacdo ao propagador (C.5) e com a transformada de Fourier de F' (py),

vemos que podemos aplicar o lema de Riemann-Lebesgue se
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(i) F (po) for integravel, ou seja, a densidade espectral pg (p) em (C.6) for uma funcao
ordinéria

(i) t # ¢
A forma explicita

po(p) =1 DiSCH 5 ! (C.18)

C T my
Deixa claro que a densidade espectral torna-se uma funcao generalizada no limite ¢ —
0. J& que isso invalida a condic@o (i), concluimos que devemos manter ¢ uniformemente
finito durante os calculos e tomar o limite ¢ — 0 no final. Em outras palavras, as
funcoes delta devem sempre ser entendidas como regularizadas. Podemos facilmente ver
a necessidade desta regularizacao e fazendo F (pg) = 6 (po) em (C.5). E muito importante
mencionar que esta prescricao nao viola a condicao KMS, fornecido o argumento py da
funcao distribuigao em (C.6), e nao substituida pelo valor na concha de massa fw,.
A condigao (ii) nao ¢ satisfeita para t — oo . Contudo, ainda obtemos o resultado
desejado

im Yoed* s T () DO (z — 2 T (2)) = .
1 //d d*x'J () D' ( YJ (") =0 (C.19)

tf~>oo

Cy C3

se tivermos

lim J(z)=0 (C.20)

t—=o0

Impondo esta condicao nas fontes é equivalente a restringir a ocorréncia dos campos
na integral de trajetoria satisfazendo as equagoes de campo livre para t = t; — —o0 e
t =ty — oo. Fisicamente, esta condi¢ao desempenha o mesmo papel que a condigao
de Bogoliubov no formalismo de Keldysh. Para a teoria de campos relativistica com as
relacoes de comutacao canonicas usuais, esta condi¢ao de contorno extra é compativel com
a condicao de contorno KMS. Portanto, no nosso caso podemos consistentemente impor
(C.20), e concluir que (C.19) seja valida.

Fazendo a mesma anédlise nas partes Cs e Cy do contorno chegamos a conclusao que

a segunda e assim como a terceira contribuigdo do contorno em (C.4) desaparecem no
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limite ¢, — —o0, t; — 0o. Além disso, obviamente temos

=0, te 012, t e Cy (021)

ou vice e versa. Isto no mostra o importante resultado que o gerador funcional fatoriza

em uma contribui¢ao de C5 e uma contribuicao de C'yy

com os dois geradores funcionais parciais dados por

, )
212 [J] = exp Z/d4LL’L1 |:m:|

Ci2
X exp —% / d*zd*s' J (z) DO (z — 2) J (') (C.23)
Ci2
e uma expressao similar para Zs4 [J]
Para o calculo das fungoes de Green o fator Z3; é uma constante multiplicativa, tipo
N, ou seja, as partes verticais do contorno podem ser ignoradas completamente. E é
importante mencionar que os outros propagadores nao desaparecem com estes argumentos

temporais, mesmo que consideremos seus argumentos temporais tendendo ao infinito.
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Apeéendice D

Funcoes de Green térmicas livres

Neste apéendice demostramos em detalhes que

/ J(2)Gs (¢ — y) J(y) = 70 70 dtdt / dzdyJ,(t2)G5°(t — 1/, — §)Ju(1'y)

C1Cs —00 —00

e por simplicidade consideramos somente os argumentos temporais

/dt/dt’J(t)gg(t—t /dt/dt] )GEH (b — ) Jy()

C1C2 C1C2

Explicitando os limites de integracao no contorno, obtemos

/dt / dt'J(t)Gg (t —t') J(t')

C1Cy C1C2
+T —T—io
= / dt (/dtur / dt’) J(t)Gg (t — ') J(t')
C1Co T T—io
+T —T—io0 —T—io
— (/dt+ / dt) (/dt‘l— / dt) t)Gs (t —1') J (')
T T—io

Reescrevemos a expresséo acima como

/ dt / At J(1)Gs (t — ) J() =T+ 1T+ 11T+ 1V
C1Cy C1Co
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onde
+T 4T

. / dt / 4t I (0G5 (t— ) J(t)

-T -T

+T —T—io0

7= / dt / 4t I(0)Gs (t — 1) J(t)

=T T—io

—T—io +T

17— / dt / 4t J(6)Gs (£ — 1) J(¥)

T—i0 =T

—T—io —T—io

IV = / dt / dt' J(t)Gs (t — ") J(t)

B

Escolhemos o = iy

(D.8)

no contorno adotado em [54], para obtermos os resultados simé-

tricos para os propagadores livres, obtendo assim as mesmas expressoes encontradas em

3]

g / dt / 4t J(8)Gs (¢ — ) J(¥)

=T =T

+T —T—io

II:/dt / dt' J(t)Gg (t —t') J(t')

=T T—io
fazendo a mudanca de variavel
t/ N t”

+7T —T—io

- / dt / dt"J()Gs (t — t") J (1)

=T T—io

t" =t —io

obtemos
+T  —T

- / it / 4t T(0)Gs (¢ + i — 1) (¢ — io)

=T T

142

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)



143

agora reescrevemos [ I como

—T—ic +T
117 = / dt/dtlj(t)gﬁ (t—=1t)J(")
T—io =T
fazendo
t — t/,
obtemos
—T—ioc +T
11T = / dt’ / ' J(t")Gs (t" —1') J(t')
T—ioc =T

Fazendo outra mudanca de varidvel

1

t'=t—10
-T 4T
II1 = /dt/dt’J(t—w)gﬁ (t —ioc—t)J(t)
T -T

finalmente reescrevemos (IV') como

—T—io —T—io

= / dt / 4t J(£)Gs (¢ — ') J(F)

fazendo

t = t"
t/ — t///
—T—io —T—io
]V — / dt// / dt///J(t,/)gB (t// - t,//) J(t///>
T—io T—io

e fazendo as seguintes mudancas de variaveis
t" = t—io
t" = t —io
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obtemos

=T =T

IV = /dt/dt'J(t—iJ)gﬁ (t—t") J(t' —io) (D.24)

T

Tomando o limite 7" — oo e usando que o = g, podemos escrever ([ + 11+ 111+ 1V)

em uma forma compacta

J(x)Gs (x —y) J(y) = dtdt' | dzdiyJ,(tz)GY (t —t', & — ) J,(t'y)  (D.25)
1 [ e o

onde a,b=1,2 ¢

o (z) = j(t—?x) (D.26)

G5 (x—y) = Gslz—y) (D.27)
GF (r—y) = Gsly—a) (D.28)
i
G (x—y) = G5 (a:o — Yo+ g, T— g) (D.29)
i
G =) = G5 (w-m-G.5-7) (D.30)
Onde as expressoes para os propagadores sao
L b 25 (K% — m? o 2 5 (k2 — m?
o= (T ) 3
27— om0 (K — m?) o T om0 (K — m?)

Na proxima segao obteremos cada componente do propagador ng (k) e reescreveremos

este propagador como uma matriz diagonal no espaco dos momentos.
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D.1. Propagador térmico diagonal no espaco dos momentos (2.109) e (2.112)145

D.1 Propagador térmico diagonal no espaco dos mo-
mentos (2.109) e (2.112)

Sabemos que a solucao para a equacao diferencial que define o propagador tem a forma

1 1 : /
. . —iwg (T—7")
Gs (1 = iwk) = 2wy 1 — e Pk { [6
R P

+ [eiwk(ff‘r’) + e*ﬁwk*iwk(T*Tl)] 2 (7—’ — 7—)} (D32)

Vamos reescrever o propagador em duas partes, uma independente e outra dependente

de T'. Por simplicidade redefinimos wy, = F

1 1 4 , . ,
gﬂ (7_ o 7_/; E) _ ﬁl 5 |:6—2E(7——7—) + 6—ﬁE+zE(T—T )i| 0 (7_ . 7_/)
— €
1 1 . , . ,
+ ﬁl—ﬁE |:€’LE(T7T) + e*ﬁE*ZE(T*T )] 0 (7_/ o 7_) (D33)
—_ e_

reescrevemos 7 — 7 =t

G (LE) = e Pf(E)e (1) + ——e B0 (1) + [ (E) P8 (1

2F
— %e“ﬂe (t)+ e PEF(E) o (—t) + %ei% (—t)
+ f(E)e g (—t) — %eiEtQ (—t) (D.34)
onde
f(E) = %ﬁ (D.35)
Reagrupando os termos, obtemos
Gs (b, E) = % [0 (t) + €710 (—t)]
+ FlePEF(EYV[O (L) + 60 (—1)]
+ e Fle PEF(EY[A (—t) + 6 (1)] (D.36)
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146D.1. Propagador térmico diagonal no espaco dos momentos (2.109) e (2.112)

como
0@ +0(-t)=1 (D.37)
Reescrevemos Gg (t, E') como
Go (1) = o= [P0 (1) + €20 (~1)] + 5ot [ 4 ] (D.38)
e

Notamos que a contribuicao dependente de 7' estd inteiramente contida no segundo

termo da equacao acima. Baseado nisso, reescrevemos o propagador como
Gs (t: E) = Go (6 E) + G (£ E) (D.39)

Analisamos o primeiro termo da equacao acima

Go(t; E) = % [P0 (1) + €710 (—t)] (D.40)

fazendo a transformada de Fourier obtemos
1 . . 5
Go (ky, E) = ﬁ/dt [0 (t) + 710 (—t)] e™o! (D.41)

e fazemos uso da representagao integral para a fungao 6

“+o00

dl{fo €_ik0t
0(t)=1 S a—— D.42
0 Z/Qﬂ(ko—i—ia) (D42)
Temos
1 2F — 2ie
ki, E) = — D.43
G (o, £) 2F k62+k6E—z'sk6—Ekg—E2+i5E+i£k()+iaE—a2] ( )
7 2F — 2ie
ky, E) = — D.44
9o (ho, B) = 55 k62—E2+2i5E—52] (D-44)

Onde F = vk? +m?, é um numero positivo. A expressao acima é valida para kj > 0 e

k{ < 0, e usando o fato de que ¢ é pequeno escrevemos

Go (k) = k2 — 7;2 + e (D.45)
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D.1. Propagador térmico diagonal no espaco dos momentos (2.109) e (2.112)147

onde denotamos k = ko, k. E Gy (k) é o propagador a T" = 0.

Agora analisamos o segundo termo

5 1 1

Gs(t, E) = SEoFE 1 [e"P + e (D.46)
usando que
1 1
f(E) = ﬁl _e_ﬁE
1 ePE
5 1 1 iEt _iEt
fazendo a transformada de Fourier
Gs (k) B) = L /dteit(E+k6) + /dteit(%_E)
A% 2F ePE — 1
B 1 1 , ,
= 27T65E_1ﬁ[5(k0+E)+5(k0_Eﬂ (D.49)
onde £ >0
S 1 1 , 1 1 ,
gg (k()? E) = 27T65E — 1%6 (kO -+ E) -+ 27T66E _ 1%5 (kO — E) (D50)
Usando a propriedade
1
6 (kg — E?) = 5 6 (ky+ E)+6 (k) — E)] (D.51)
obtemos

Onde o médulo aparece porque § (ki — E?) seleciona ambos os casos: kj > 0 e kj < 0.

Escrevendo as duas contribui¢oes do propagador juntas, obtemos

Gs (k) = Go (k) + G5 (k) (D.53)
Go (k) = 5— 722 - 27r6%;_15 (k* —m?) (D.54)



148D.1. Propagador térmico diagonal no espaco dos momentos (2.109) e (2.112)

Lembrando que o propagador no formalismo de Schwinger-Keldysh tem uma estrutura

matricial
G5 (k) = Go (k) + G5 (k) (D.55)
onde
Gi' (x—y) = Gs(x—y) (D.56)
G (r—y) = Gsly—2) (D.57)
géﬂ (r—y) = G (wo — Yo + g, T— y) (D.58)
ggl (r—y) = G5 (330 — Yo — ?, T — y) (D.59)

O propagador calculado acima (D.54) é exatamente a componente gél (r —y). Além
disso

G5 (v —y) =G5 (y — ) (D.60)

Em outras palavras G3* (z — y) é o complexo conjugado de G5' (z —y), e isto é facil-

mente justificado porque apenas uma mudanga ocorre no célculo de Q[Qf, que é a mudanca

de sinal nas exponenciais das transformadas de Fourier. Entao temos que

G5 (x—y) = (G5 (k) (D.61)
—1 1
952 (Q? — y) = m + QWWCS (k’2 — m2) (D62)
Agora calculamos G3* (z — y) e G5! (z — y) .
g;f (r—y) = Q; (xo — Yo + g,x - y) (D.63)

Nos temos uma parte imagindria no argumento temporal do propagador acima, mas

usando a condi¢ao de contorno KMS
G5 (o —yo —i8,x—y) = G5 (0 — Y0, X — y) (D.64)

Vamos negligenciar o argumento espacial do propagador e vamos restringir nossa

andlise considerando apenas os argumentos temporais
G5 (w0 — yo — iB) = G5 (z0 — vo) (D.65)
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D.1. Propagador térmico diagonal no espaco dos momentos (2.109) e (2.112)149

O propagador faz sentido se o argumento temporal for real. Calcularemos agora a

componente G5 (xo — yo) onde

%2 (2o —y0) = G5 <Io — Yo + g) (D.66)

definindo xg —yg =t
E usando a solucao para a equacao diferencial que definine o propagador Gz (¢, wy,)

1 1

gﬁ (t, E) = ﬁm { [eiiEt -+ €7ﬁE+iEt} 9 (t) + [eiEt + eiﬁwkiiEt} 0 (—t)} (D67)

lembrando que

E=Vk?+m? (D.68)

Para obter Gs (t; E'), usamos o Ansatz

Gs (t E) =G5 (L E) + G5 (1 E) (D.69)
onde
1 1 7 —Pwg—1
G5 (6 B) = 51— [ +e Pen—iBt] (D.70)

As fungoes 0 selecionam os propagadores avancados e retardados. Nesta derivacao

Gy (t) =G5 (t + g) (D.71)
_Ep
Gy (t) = %% [eP + e (D.72)
Fazendo a transformada de Fourier, obtemos
_E8
GI (k), E) = 2w%5 (k> — m?) (D.73)

No célculo de G5' () demostramos que E = |ko|, onde

Blkol
e 2

emko‘ —_ ]_

Gy (ko, E) =27 § (k* —m?) (D.74)

Calculamos agora a componente G3' (kg, E)

Qél (2o — w0) = QE (350 — Yo — g) (D.75)
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150D.1. Propagador térmico diagonal no espaco dos momentos (2.109) e (2.112)

onde
Gs (t) = %ﬁ [e7 /Bt 4 emPEHIEY (D.76)
fazendo
t=1x9— Yo (D.77)
T 1, .
Gl (t) = Ty [e7 P! 4 €] (D.78)

E fazendo a transformada de Fourier

BE
e 2
e,BE _

G3' (k). E) =27 -6 (K — 1) (D.79)

com E = |ko| e

E = Vk2+m?

k= kok (D.80)

E o propagador ng (k) no espago de momentos adquire a forma

BE
i 2 5 (k2—m? 2425 (k* — m?
geh (k) = [ ot e ( ) e ( ) (D.81)
21 50 (k> — m?) e+ 0 (K — m?)

Agora faremos algumas manipulacoes para escrevermos o propagador ggb (k) na forma

diagonal no espaco dos momentos. Para isso definimos

1
20 __
COSh 9 = m (D82)
e usamos a relacao
1 . €
O@) =l (D.83)
E possivel escrever ggb como

coshf sinh6 S — 0 coshf sinh6
G 1) - e ! D3y

sinh® cosh@ 0 ————— sinh® cosh@

k2—m?2—ie
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D.1. Propagador térmico diagonal no espaco dos momentos (2.109) e (2.112)151

Agora demostramos a expressao acima

1

hWg=—_
cos (1= %)

cosh? 0 — sinh?6 = 1

g e PE
sinh 9 = m
ng k) - coshf sinh6 7 s e O‘ coshf sinh6
sinh§ coshf 0 T R sinh§ coshf
_ coshf sinh6 = coshd WZQHE sinh 6
sinh# cosh# m sinh 0 m cosh #
Calculamos os elementos da matriz separadamente
D.1.1 Célculo de G}' (k)
11 _ l 2 12
Gy (k) = k2—m2—|—z’5COSh 0 + k2—m2—z’5$mh 0
com
1
2p
cosh® 0 = =
sinh®# = cosh?6 —1
1
. 192 o
sinh“ 6 = PE 1
11 _ i 2 - 1.2
gﬂ (]f) = m cosh” 6 + m sinh” 6
i . 1.2 ] . 1.2
R T A
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Fazendo algumas modificagoes obtemos

) 1 1 1
11 k — ¢ y _
gﬂ() k2—m2+z’€+ef’E—1 ! k2 —m?2+ic  k2—m?2—ic
1 2 €
= D.94
R _m?iic P 1 {(kQ—mz)QjLe?] (D54
usando que
1. €
50) = 2l D99
€
=76 (k* —m? D.96
(k2 —m2)* + &2 ( ) ( )
obtemos
11 _ l 2m 2 2
G5 (k) = k2—m2+i5+eﬁE—15(k m) (D.97)
D.1.2 Célculo de G5 (k)
22 i . 12 i 2
gﬁ (k?) = mSlnh 0 — m cosh” 6 (D98)
1
2 _
cosh” 6 = =T (D.99)
1
12
sinh” 0 = T (D.100)
sinh® @ = cosh?§ — 1 (D.101)
22 _ i 12 2 )
Qﬁ (k) = mSlnh 9 — m [COSh 9 — sinh 6]
1 .9
T
o 1 n 7 1 B 1
N k2—m2—ie efE -1 |kZ2—m24+ie k2—m2—ic
(D.102)
demostramos anteriormente que
L ! = —2mid (k? 2 D.103
R_m?tie kKR-ml—ie| (k= m?) (D-103)
logo
22 _ i 2m 2 2
g3 (k)__kZ—mz—i€+ef‘E—16(k —m?) (D.104)
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D.1. Propagador térmico diagonal no espaco dos momentos (2.109) e (2.112)153

D.1.3 Cidlculo de G (k) e G3' (k)

g}f (k) = sinh 6 cosh @ + cosh 6

k2 —m?2 +ie k2 —m? — ¢

usando
1

(1 —ePE)!/2
o—BE/2

coshf =

sinhf = m

e~ PE/2 i 1

— sinh 0

(1— e PEYV/2R2 —m? +ig (1 — =8F)!/?
1 —i e PE/2

(1 — e BE)2 k2 —m? —ie (1 — ¢-0E)1/2

G2 (k) e PE/? . —2ie
g (1—ePE) [(k2 — m2)? 4 ¢2
e~ BE/2

g;Q (k) =27 § (k* —m?)

Gg* (k) = G5 (k)

o—BE/2
g/ég (k) = 2w

mé (k‘g — m2)

Finalmente obtemos

eBlkol 1 1—e—Blkol

ab k) — k2—m?2+ie
9 () o Akl 5 (k2 —m?)

1—e—Blkol k2—m?2—ie + eBlkol 1

153

25 (k2 — m?) o 2 5 (k2 — m?)
—i 2§ (kQ _ m2>
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Apeéndice E

Expansao perturbativa de (¢ (z) ¢ (y))

_ [ Detg () ¢ (y) exp [ [, d*210(21)S: [i] ¢(a1)]

(¢ ()9 (y)) f D.¢ exp [% fC dAz1¢(21)5s [¢] ¢(x1>}
onde
Sy lp] = [_Dm o %@2 (x1) — Avep (x7)
= [0n =i = WV [p (@]
(6 ()6 (y)) = L 200D 0 W exp [5 [, d'19(21): [¢] d(w1)]

fDCCb exp [% fc d*z1p(21) 52 [¢] Cb(xl)}

reescrevemos Sy [¢] como sendo

S [p] = —iGy " (z1 — 2) — AV [ (1)]

(0 (2) ¢ (y))

_ [ Deb6 (2) 6 (y) exp [5 [, d*x1d wad(21) 9 [0] $(2)6" (1 — w)]
I Depexp [5 [, dzid za(21)Sa [] ¢(22)0* (w1 — x2)]
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escrevendo explicitamente

exp %/d4$1d $2¢(x1)52[ | o(x )54 (21— x2)]

L c

= exp ;/d wyda¢(21) Gyt (21 — 22) Pa2)6" (21 — Iz)]
z)\
2

c

X exp

d'wid o (z)V' [@(5171)]¢($2)54(3711'2)] (E.6)

Expandindo a segunda exponencial acima

exp [%/d%ld Lo (1) V" [ (1)] Pla2)d" (21 1’2)]
_ o % iy d 2a0(20)V" [0 (21)] S22)8" (11 — 22) + O (X)) (ET)

[

notamos que

exp %/d4x1d4x2¢(x1)52 (] d(w2)6* (21 — xg)]

L Cc

= exp %/d4$1d4x2gb(asl)G51 (21 — 22) p(2)6* (21 — mg)]

L c

« {1 _ % / 121 dh220(21)V” [0 (21)] 6() 6 (21 :@)} (E.8)

Cc

distribuindo os termos obtemos

exp | 5

| ¢

3'/d4:151d49!?2¢(951)5'2 (o] p(22)d* (21 — 372)]

= exp ;/d T1d* o (21)Gy 't (21 — 12) d(22)6* (21 — xg)]

A

- 5 [ dwe@)V" [ (2)] é(x)

C

X €xp [l/d%ld To9(21)Go (= 2) P(2)0" (21 — $2)] (E.9)

Cc

155



156

até a ordem A\ obtemos

[ Poow)owes |5 d4x1¢<x1>¢(:c1>]

L c

— [ Do) 6 () exp ; [ deidtaad(e) Gy o1 - ) (2)8* x2>}
= 2 @ lp @) [ Do )6 ) dla)oo
X exp {%/d%ld%ﬁ(ifl)gol (1 — ) ¢(2)0" (21 1’2)} (E.10)

Agora expandimos o denominador

{/DccbeXp _%/d4$1¢($152 ] ¢($1)] }1

| ¢

- {/Dcd) exp %/d4m1d4x2¢(x1)G01 (21 — 22) p(2)6* (21 — xg)]

| ¢

. [1 B %/d%ld%zcﬁ(%)vﬁ [p (21)] ¢(22)8* (1 — 952)] } (E.11)

c

/Dc¢exp _%/d4$1¢($1)52 [¢0] ¢(I1)] }1

L [

L —

/ D, ¢ exp %/d4l‘1d4$2¢($1) Gyl (zy — 12) P(w2)6* (21 — xz)]
>\ //
-3 / d*zV / D.pp(x

X exp |:1/d r1d* o (11)Gyt (21 — 19) d(w2)0* (21 — [Eg)] } (E.12)

C
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{ [ Py {5 JEER AN ¢<x1>] }

c

o] e

onde

a= /chb exp |:1/d4x1d Tod(21)Got (21 — ) P(22)0* (21 — xg)] (E.14)

C

b = / d*zV" [ / D.po(x

X exp [% /d4$1d4$2¢($1)00_1 (1 = @2) P(w2)0" (1 — 932)] (E.15)

C

ix ]t . ixb] ™!
R I 1
A b
= a! {1+%5} (E.16)

antes de escrevermos a expressao explicitamente, definimos uma notacao compacta

Z Gyt (a1 = x2) , ¢(x)] = /&mﬁmm@%wm—@m@mﬂm_@>(nm

C

DO | —

usando esta notacao temos

{ / Dexp [3 / d216(21)5 [¢] ¢<x1>] }

{ [ Psesn [2[G5* (51— ). 000)] }

X [1 + % /d4xV” [ ()]

[

J Detp(2)¢(x) exp [Z [Gy (1 — 72) , d()] ]
[Depexp [Z Gy (x1 — m2), ¢()] ]

157

(E.18)




158

relembrando que

(¢ (2) ¢ (y))
_ Dot (y1) & () exp [5 [, d'w1d w2 (1) S [] f(2)0" (1 — 22)]
ch¢eXp [ f d4$1d4$2¢($1)52[ ]¢( )54 (Il - $2)}

(E.19)

_ Dot (1) ¢ (32) exp [Z (G (21— 22), 6()] ]
[ Depexp [Z |Gyt (21 — x2) , 6()]]
i\

- 2 a7 e )

Xfuwm¢(M@thVWTm—m¢@H}
I Depexp [Z[GF (21 — 22) , $()]]
x {1+ Ac} (E.20)

4 " fD ¢¢ ( )exp [Z [GO (561 B xQ) ) ¢<$)]]
J Ve T e (o 2 6T

(6 (x) 6 (y)) (E.22)

c= (E.21)

[\J|s.
o

_ [ Dedd (y1) ¢ (y2) exp [Z |Gyt (21 — 22) , ¢(2)] ]
[Depexp [Z |Gy (w1 — 22) , 9(2)]]
I\

- 2 [tV (o)

. D66 (1) 6 1) 8(2)o() 0 [2 [G5” <x1—x2>,¢><x)ﬂ}
I Dedexp [Z ]Gy (w1 = w2) , 6(w)]]
{1+ A} (E.23)

X

[ D.gd (1) ¢ (y2) exp [Z Gy (21 — 2), ¢()] ]
[ Depexp [Z [Gy (21 — x2) , d(x)]]
I\

- 2 v (@)
ch¢¢ 1) ¢ (y2) o(x)d(x) exp [Z |Gyt (1 — 22) , ¢(2)]]
[Depexp [Z |Gy (x1 — 22) , d(2)]]
fD 60 (y1) @ (y2) exp [Z [G (x1 — x2), ¢($)H
[ Depexp [Z [Gy Y2, — x9), o(x)]]
X Ac+0(N?) (E.24)
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e relembrando que

c ] 4 " ID¢¢ ( )exp [Z [GO (xl_xQ)a(b(x)H
=5/ dn @ [Dbexp [2 G (ar — 2), 0(e)]]

(E.25)

S Db (1) & (2) exp [Z [G* (a1 — x2) , 6(x)]]
[Depexp [Z |Gy ( xl—ﬂfz) ()] ]
iX [ Dedd (1) ¢ (y2) exp [Z [Gg ! (21 — x2) , d(2)]]
2 | D. gbexp[ [G 1(331—552) ¢(5U)H
o [ dter o (ay) LP00@0@ exp [2[Go (1 = 22) 9]
/d Ve (@) [Depexp [Z |Gy (1 — x2) , ¢(2)]]

(p(x)o(y)) =

[

A 4 37!
- 2 [ daV e (@)

« ch¢¢ (y1) ¢ (y2) ¢(7)9(x) exp [Z [Gal (x1 — 22), ¢($)H
ch(beXp [Z [Gal (xl - x2> ,(]5(]7)“

reescrevemos a expressao acima numa notagao compacta obtemos

(E.26)

(@) ¢ (1)) = (& (y1) & (y2))g
b S0 6 ) [ diaV” o (@) Gle)olol)

A

— 5 [ A2V [ (@)](6 (1) & (32) &(2) b)), (E.27)

onde

[ Do (1) ¢ (y2) exp [Z (Go (21 — 22), 0(2)]]
[Depexp [Z [Gyt (21 — 22) , 0()]]

no termo (¢ (y1) ¢ (y2) ¢(z)¢p(x)) aplicamos o teorema de Wick

(¢ (yl) ¢ (y2)>

(E.28)

(01 (y1) 2 (y2) @3(x)da(x))g = (&1 (y1) P2 (32))g (D3(x)Pa(2)),
+ (01 (1) @3(2))g (92 (y2) dal())g
+ (01 (1) @al@))g (92 (y2) d3())q
(0 (41) & (y2))o (D(2)D(2)), (E.29)
+ 2(0 (y1) d(x))o (¢ (y2) B(2))g
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(@) ¢ (1)) = (D)o (y2))g
£ {0 6y [ dlaV” o (@) (6la)ola)l

- S o, [ daV”ls @) b)),

= 2V @20 ) 9D G bl (B30

(0 (y1) ¢ (32)) = (¢ (y1)¢(y2)>o—ﬂ/d4x‘/" [0 (2)] (& (41) ¢(2)) (¢ (y2) P(2))  (E-31)
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Apeéndice F

Propagador vestido

Neste apéndice obteremos a expressao para o propagador escalar vestido no limite de altas
temperaturas, Eq.(4.10). A temperatura finita, o propagador em tempo real gng (q,t—1t)

pode ser escrito em termos da fungao espectral p(q, qo)[67, 79]
+oo

0 (at—t) = [ SRy (@ q) (L4 n@)] 0t~ 0)+n@)6(¢ - 1) (F)

— 00

A equagao acima esta demonstrada em detalhes no Apéndice A da Ref.[1]. Onde n (o) =

eﬁq(l)_l e a fungao espectral para o propagador vestido (4.9), é
1 1
po (A, q0) = i { : - : (F.2)
@+ = (@) (q0—il)’ — 2 (q)

Onde o indice v significa que a quantidade é vestida, w (q) é a solugao de w? (q) = q* +
m?+ReX (q,w) e ¥ (q) é a auto-energia escalar até dois loops e O (A\?). A fungao espectral

(F.2) tem um pico em ¢y = w (¢), com uma largura dada por I' = T"(q)

ImY (q, w)
() = — =9 F.3
) =5 (F3)
Para o propagador livre
1 1

Qo) =1 - F.4
Pl = e - (- - - )

Substituindo (F.4) em (F.1), obtemos as expressoes para os propagadores livres

1

Gy (t—t,E) = 55 (14+2n(E))cos(E(t—1t")) —isin(E(t—1t))} (F.5)
gs (t—t E) = G5 (' —tE) (F.6)
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162 F.1. Demonstracao de (F.4)

F.1 Demonstragao de (F.4)

A fungao espectral para o propagador livre é dada por

1 1

(qo + i5)2 —E2  (q— i£)2 — E2

p(d;qo) — i (F.7)

A expressao acima foi derivada por uma continuagao analitica feitas nas Eq.(A14b)

até a Eq.(A15) do Apéndice A da Ref.[1], onde

[e.9]

Gp (wn, k) =1 / dko p (Ko, k) (F.8)

2w Wn — ko

—00

Para determinar p (k) Jackiw estendeu Gg (wy,, k) para uma fungao continua Gg (ko, k)
p (k) = G (ko + ie, ) — G (ko — ie, k) (F.9)

F.2 Demonstracao da Eq (F.9)

Nesta parte deste apéndice vamos usar a notagao usada em Ref.[1]

Go (k) = —— (F.10)

k2 —m?2

O propagador térmico calculado no formalismo de tempo imaginario é dado por

, OOonP(CIo,k)
k)= [ PR F.11
s (k) =i [ GloLM) (F.11)

fazendo a continuacao analitica w,, — ko £ ic

. . r dqt) P(%»k)
k k)= _— F.12
Gs (ko +ie, k) Z/Qﬂko—qo+ig (F.12)
. . OOon p (qo, k)
ko — k) = _— F.1
gﬁ( 0 s ) Z/ 2T ko-(]o-lf ( 3)
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F.2. Demonstracao da Eq (F.9) 163

definindo
gg (ko -+ ’iE, k) = QE (ko + ie’i, k) (F14)
Gs (ko —ic, k) = Q; (ko — ig,k) (F.15)
e fazendo QE — QE temos
> <
_ _ 2490 k _
gﬁ gﬁ ! / 27Tp(q07 ) |:k’0-(]0+7:€ k‘o—(]o—i&
. dqo ko — qo — 1€ — ko 4+ qo — 1€
= i [ —=p(qk) 5
. 27 (ko — qo)” + €2
T dgo ~24e
_/ 2w p (qo ) (A’}O — QO)2 + 52 ( )

Usando a seguinte representacao para a fungao 6 (z) de Dirac

. €
lli% e 70 (z) (F.17)
temos

d
0;-65 = i [ oo (-20

—00

€
(ko — %)2 + €2

o0

d
= /%P(Qo,kﬂﬂ(s(%—%)

= ;xzko, k) (F.18)
logo
p (k) = Gj (ko +ic) — G5 (ko — ic) (F.19)

Notamos que a funcao espectral é dada por

1 1
p(k)=1 . — . F.20
*) (qo + 25)2 - B2 (q— 25)2 — 2 ( )
onde
E! =q*+m’ (F.21)
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164 F.3. Demonstragao de (F.22)

p(a,dy) e — 0 27 (qo) 6 (¢° — m?)

Onde &(q0) = 0(q0) — 6(—qo)

F.3 Demonstragao de (F.22)

. . 1 1
- :
e—0

q5 + 2ieqo — € — B2 qf — 2ieqo — €? — E?

4EQO
(qg —e2 — E3)2 — (2i5q0)2

O sinal da expressao acima depende do sinal de ¢q

go > 0— +

o < 0——

e usamos que € (qo) = 0 (qo) — 0 (—qo) e como € K 1 e 2eqy — €

. . 9
lim p (g, go) = € (go) 2 lim |:(q2 Ty 52}

como ¢ — m? > &2, definimos

e
lim p (q, go) = & (¢0) 2lim | ——
usando
5 € 6 (x)
e 22+ g2 T O
obtemos

lim p (a1, go) = 27 (qo) 0 (¢” — m”)
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F.4. Propagador livre em termos da funcao espectral 165

F.4 Propagador livre em termos da funcao espectral

O propagador escrito em termos da funcao espectral, é dado por

“+oo

0 (@t~ )= [ SRy (aq) {1+ n (@0t —¢)+n(@)6(¢ ~ 0} (F31)

Substituindo p (q, qo)

+0o0

g Tq,t—t) = /dqe’tht)s(qo)é(q2—m2)[1+n(q0)]0(t—t’)

—+00

+ / dgoe ™0 e () 6 (> —m*)n(q)0(t' —1) (F.32)

—00

Por simplicidade definimos
Git(qt—t)=A0(t—t)+ BO(t' —t) (F.33)

Primeiro calculamos A

“+o00

A= / dgoe ™ "e (go) § (¢* — m?) [+ n (qo)] (F.34)

—0o0

— +/Oodq e 9 (o) 6 (¢* — m®) [1 +n (q0)] (F.35)
usando a propriedade
(¢~ E%) = 5= 5 a0 + B) + 3 a0 — )] (F.36)
obtemos
A= %e@(t O[1 4 n (B)] — B0 t’>% 1+ n(—E) (F.37)



166 F.5. Derivacao da funcao espectral para o propagador vestido

usando que n (—FE) = —n (E) — 1 obtemos

A = socos(B(t— 1)L+ 2 (B)] ~ iz sin (Bt — 1))
A = G(qt—t) (F.38)

Agora calculamos B

B +/Oodqoei"O(”')ff (90) 6 (¢* —m*) 1 (q0) 0 (¢ — 1) (F.39)

B = % cos(E(t—t"))[1+2n(E)| + z% sin (E (t —1t')) (F.40)

: B =05 (q,t—t) (F.41)
e G5 (a,t —t) =G5 (a,t' — 1) (F.42)

As expressoes sao exatamente as dadas na Eq.(3.36).

F.5 Derivacao da funcao espectral para o propagador

vestido

Lembrando que escrevemos a funcao espectral para o propagador vestido

. 1 1
S [P o R PR 2y )

e o propagador vestido é dado por

1 1
F.44
q2—m2+i5_>q2—m2—2(q)+is ( )
escrevemos X (¢) como
¥ (q) = ReX (¢) + ImX (¢) (F.45)
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F.5. Derivacao da funcao espectral para o propagador vestido 167

Como a auto-energia tem uma parte imaginaria (devido ao diagrama “settig-sun”),

nao é necessario manter o fator ie

1 1

F.4
P-mitic  ¢-mi-%(q) (540

e substituindo a contribuicao da auto-energia obtemos para o propagador vestido a se-

guinte expressao

Gs(a) = 2 2 1 :
> — m? — ReX (¢) — iImX (q)
h @ — E? —1iImZ (q) (F.47)
onde
E? = q* +miy; (F.48)
e
m?2p; =m® + ReX (q) (F.49)

Em analogia com o caso livre derivamos a expressao para a funcao espectral vestida

po(q0,9) = G5 (@ +ie,q) — G5 (90 — ig, q)

. 1
=
(g0 +1ie)” — g2 —m? — X (qo + i€, q)
1
B _ | (F.50)
(qo —ie)” —q?> —m? — X (qo — ie,q)
. 1 1
v ) =1 N
oo ) = | T imT (gt i) (a0 — i) = E* — il (o — i= )
(F.51)
onde
E? = ¢® + m? + ReX (q) (F.52)

Agora usamos a propriedade da auto-energia

(2%, q) :/@ o (q) (F.53)

21 2 — qq
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168 F.6. Demonstracao de (F.60)

X (2,q) = / da o(q) (F.54)

2 ¥ — qq

o (q) é real.
Y (2%,q) =% (2,q9) (F.55)

usando estas propriedades em p (qo, q)

. 1 1
Pv\do,q) =1 . . ; - ; ) .

(4:9) (qo +ie)* — B2 —ilmX% (qo +ie,q)  (qo —ie)* — E2 +iImX (qo + ic, q)

(F.56)
Definindo a largura I'
ImX (¢)

'=- F.57
20 (F.57)

Se I' é pequena podemos ignorar os termos proporcionais a I'2. E os termos propor-

cionais a € sao negligenciados devido a auto-energia ter uma parte imaginaria
1 1
(o +1i0)* —E2 (o —1il)* — E?

A equacao acima tem quatro pélos no plano complexo qo: E +1¢I' e —E £I". Usando

(F.58)

pv (G0, Q) =1

(F.2) em (F.1) e fazendo a integracao em ¢q, obtemos

Gouw (@t —1)=G7(qt =)0t —1t")+G5 (q,t—t)0({ —1) (F.59)
onde
G, (a,t—t) = % {[1 +n (B —iT)] e E=D0E) 4y (B 44) ei<E+Z‘F><t—t’>}
G5o(at—t) = G5 (a.t' —1) (F.60)

~ — o+ —+ o3 : >,<
As expressoes para G5 ,G5 and G, sao as mesmas do caso livre, mas com g7

dados agora por (F.60).

F.6 Demonstragao de (F.60)

Partimos da expressao para o propagador vestido

G5 (at—1) = [ GRem ey, (qua {11+ (@) 0t — )+ ) 07 1)

—00

(F.61)
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F.6. Demonstracado de (F.60) 169
e da funcao espectral vestida
1
pu (A, q0) = i { : - : } (F.62)
(g0 +0)" = E2(q) (g0 —iT)* — E2(q)
Substituindo p, (q, go) em G5 (q,t — ')
+ood
_ 40 _igo(t—t") 1
Ggo (@t —1) = /—e ol { : - : }
’ J oo (g0 +i0)" = E2(q) (a0 —iT)" = E2 (q)
x [L+n(g)]0(t—1)
400
+ / @e*i%(t*t/) |: ; _ i} :|
o2 (g0 +4I)" = E2(q)  (qo — )" — E*(q)
X n(q)d(t —1t) (F.63)
novamente, por simplicidade definimos
Giw(qt—=t) = CO{t—t)+ DO 1) (F.64)
E(q) = E (F.65)
Primeiro calculamos C'
+Ood . .
qo s o 1 7
C= [ Zeinlt=t) { — 1+n F.66
/ 2 (go +i0)* — 2 (g —i)* — B2 | ()] ( )
T 1 1
4o _iqo(t—t')
C = 40 —igo(t—t'),; — 1
/ o Bl =g Lt (@)
T 1 1
_ Ao —igot—t); ~____~ g
/ or ¢ B+ B L)
T 1 1
_ Ao —iqo(t—t); 1
/ o B —E LT (@)
T 1 1
. S | F.67
o /27r€ Z2E(QO—ZT)+E[ @) (F.67)
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170 F.6. Demonstracao de (F.60)

Calculamos as integrais acima no plano complexo

G — Z

z = Rez+ilmz (F.68)
Como C' é multiplicado por 6 (t —t') — t — ¢’ > 0, para a exponencial convergir

—iz(t—t") = —i[Rez+ilmz|(t —1)

= —iRez (t —t')+Imz (¢t — ) (F.69)

Pela convergéncia Imz < 0. Logo, o contorno é o semi-circulo (Imz < 0). Como o
denominador é quadrético, pelo lema de Jordan, a integracao no contorno vai a zero e o
raio do contorno vai a infinito. E, temos um sinal negativo devido ao sentido do contorno.

Entao temos

“+o00

C = —/g—;eiz(tt/)iﬁﬁ[l—i—n(z)]
o
4 / ;l—;e—iz@-t’)z'%ﬁ[un(z)]
=
+ / Z—ie_iz(t_t,)i%m 14 n(2)]
=
_ / Z—;eiz(tt/)i%m[l—l—n(z)] (F.70)

As duas ultimas integrais sao zero devido ao contorno nao englobar nenhum pdlo.

Calculando as integrais restantes

| P
C = ﬁe_Z(E_’F)(t_t) (14 n(E —iT)
I L (14 n(—E —il)] (F.71)
2F
Ccomo
n(—E —il') = —n(E+i) -1 (F.72)
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F.6. Demonstracado de (F.60) 171

temos

1

C=—
°F

{e*i(Efirxtft/) [14n(E —il)] +n(E +il) ei‘E””“*t')} (F.73)

Aplicando o mesmo procedimento para calcular as integrais no plano complexo, obte-

1mo0Ss
1 o o
God (Bt —1) = g PO L (B i) 4 D00 (B 4T |
— OBV 1) (F.74)

Substituindo as expressoes obtidas para C' e D

Giy (a,t—=t) = CO(t—t)+ DOt —t)

1 g /
= {— [e_Z(E_’F)(t_t) 14+ n(E —il)]

°F
+ mE+wnwﬂmHﬂ}wp4q (F.75)
1 [ opamve
- —i(E—il)(t'—t) o
+ {QE [e [1+n(E—il)]
+ 0y (g )| Lo - 1) (F.76)
ou
Giu (At —t) =G5 (q,t =)0t —t)+ G5 (a,t —1)0(t —1) (F.77)
onde
G; (q,t—t) = C (F.78)
G5 (q,t—t) = D (F.79)

' (¢) é dada em termos da parte imaginéria da auto-energia com a primeira contribuigao

nao trivial proveniente do diagrama “settig-sun”, onde Im>: (q) é [82, 79|

Im¥(q) = Im 4@7

3

- 11

j=1

Geenlh) [1+ n(k?)}] (2m)'6%(g — by — ks — k) (F.50)
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172 F.7. Demonstracao de (F.81)

O limite de altas temperaturas de (F.3) é dado nas Refs.[29, 81] e nesta tese vamos usar o
resultado final. A expressao para Qg:“ (q,t —t') em (F.59) pode ser escrita explicitamente

CcOo1mo

, 1 e—F|t—t’| ' ,
Giv(qt—t) = 5F feosh (3E) — cos (3] [sinh (BE) cos (E |t — t])

+ sin (A7) sin (E |t —t'])

+ +ifcos (BT) — cosh (BE)]sin (E|t — t'])] (F.81)

Expandindo a equagao acima para 1" < 1, obtemos a Eq.(4.10)

_ gy
e Ia)t—t'|

Git(aqt—t) =~ IO { (1+2n) cos [w |t — ]] — isin [w |t — #'[
+ 26T (q)n(1+n)sin[w|t —t|] } +0 <,§TQ) (F.82)
F.7 Demonstragao de (F.81)
Gia (at —t) =G5 (at —t)0(t—t)+ G5 (at —t)0 (' — 1) (F.83)
onde
G (qt—t) = % {[1 +n(E—iD)]e " FD0 4n (B 44T) ei<E+l‘F><t*t’>}
G5 (qt—t") = G5 (qt' —t) (F.84)

Substituindo as expressoes para QE (q,t —t') e G5 (q,t —t') obtemos

1 o

g[;j (Q,t — t’) = ﬁ {[1 +n (E _ ZF)] e i(E—D)(t—t)
+ (B HD) EHDO0 g ) (F.85)

+ ﬁ {[1 +n (E _ ZF)] €+i(E7iF)(t7t’)
+ n(E+1D) e—i(E-i-iF)(t—t’)} o(¢ —1) (F.56)
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F.7. Demonstracao de (F.81) 173

Usando o fato que a funcao 6 seleciona o intervalo de tempo

Ot—t) — t—t'>0 (F.87)

Ot —t) — t'—t>0 (F.88)

Se explicitarmos o sinal dos argumentos temporais, colocamos o moédulo da seguinte

maneira
1 e o
Git(at—t) = 55 {[1 +n(E —il)] e EZDI= L (B D) B '}
X [0@—t)+6( —1) (F.89)

e as distribuicoes n sao dadas por

) 1
1
n(E+id) = — (F.91)

eB(E+iT) _ 1

O(t—t)Y+0(t' —t)=1 (F.92)

substituindo as expressoes anteriores em QE: (q,t —t') e fazendo algumas manipulagoes,

obtemos

1 oy
it —t) = gpe

BB —iBlt—t'| _ o—ifi0 g—iBlt—t'| | —ifT (iBlt—t'| _ —BE iB|i~'|

X eBE _ o—ifit _ ¢ifl | o—BE
(F.93)
e usando a seguintes expressoes
cosr = # (F.94)
sine = % (F.95)
coshr = % (F.96)
sinhz = # (F.97)



174 F.8. Limite' — 0em Gi (qt—1)

vemos que
1 1
: —— = F.98
ePE 4 e=PE — il — =i 2[cosh (BE) — cos (1)) (F.98)
Substituindo esta expressao em G4 (q,t — t') obtemos
11 e~ Tlt=t — o
(gt —t) = — - [ BE —iE{t—t'| _ _—ifT _—iElt—t|
G50 (a: ) 2F 2 [cosh (BE) — cos (I)] o c e
L BT iBlt| _ e—ﬁEeiEu—t'q (F.99)
fazendo algumas manipulagoes obtemos
O lat—t) = Ll (8E)cos (B ¢)
— = — sin oS -
o (D 2F [cosh (BE) — cos (OT)]
+ sin (BT) sin (E |t — t'|)
+ ifcos (BT) — cosh (BE)]sin (E |t — t'|)] (F.100)

F.8 Limite ' -0 em G, (qt —1)

O propagador vestido G5 é dado por

1 o Tlt—t/|
2F [cosh (BE) — cos (BT)]
+ sin (BT) sin (E [t — t'|) + i [cos (BT) — cosh (GE)]sin (E |t — ¢'])}

GiF (at 1) {sinh (BE) cos (E'|t —t'|)

(F.101)
fazendo o limite de I' — 0
1 sinh(BE) 1
gt —t) = — Elt—t])—i— Elt—t F.102
gﬁ,v (qa ) 2E[COSh(ﬁE)—1] COS( | D Z2ESID( | |) ( 0 )
reescrevendo
- BE _ —BE
sinh (BF) _ e e (F.103)
[cosh (BE) — 1]  efF 4 e=FE —2
usando que
1
n(F)= AE 1 (F.104)
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temos
sinh (z)

fcosh (z) —1] — LT 2" (F.105)

E com isso obtemos o propagador livre

li ++ o _ +-+ oy
I‘E% gﬂ,v (q7t t ) gﬁ (qvt t )

_ % [(1+2n) cos (E |t — ¢'|) —isin (E|t — £])]  (F.106)

F.9 Aproximagao I' < 1 em G, (q,T'(q),t —1)

1 e—F\t—t’|
lim G4t (qt—t) = lim —
et G5 (A ) a1 25 [cosh (BE) — cos (6T)]

x [sinh (BE) cos (E |t —t'|) + sin (BT) sin (E' |t — t'])

+ i[cos (OT) — cosh (BE)]sin (E |t —t'])] (F.107)
Neste limite temos
li rH =1 F.108
Aim. cos {GT) (F.108)
li i I = pgr F.109
Jim sin (BT 16 ( )

entao ficamos com

' . R S e sinh (GF) o
dm G (@t =t) = 5pe { cosh (3B) —1] (1= 1)
r
cosh (gE) my [sin(E |t —t'|)] —isin(E |t — t’|)}(F.110)
Usando o resultado
sinh (BE)
fcosh (BE) — 1] =142n (F.111)
onde
1
n= PE 1 (F.112)



176 F.9. Aproximagdo fI' <1 em G, (q,T' (q) .t — 1)

obtemos
1 /
li ++ o - —Tt—t'| 1 9 Elt — !
T G (at =) = e (14 2m) cos (B~ )
4 OL Gn (Bt — )] — isin (Bt — ¢]) Y(F.113)
[cosh (BE) — 1]
Agora reescrevemos o termo
1 1
=2 F.114
[cosh (BE) — 1] LﬁE + e BE — 2} ( )
e usamos que
PE 1+n
n
e 1 F.115
e T (F.115)
obtendo assim
1
=2n(1 F.116
o () —1] _ n1En) (F.116)

Substituindo estes resultados em limgre; G (q,t — ') obtemos

1
: ++ 4y = —Tlt=t'] —t
31%221 Gao (it — 1) SE¢ {(1+2n)cos(E |t —1t])

+ 260 (q)n(1+n) [sin(E |t —¢'])] —isin(E|t — )}

(F.117)
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Apéndice G

Introducao dos campos estocasticos

Neste Apéndice demostramos como reescrever a parte imaginaria da acao efetiva em
termos de integrais funcionais sobre campos estocasticos &; e &. Comecamos escrevendo
as contribui¢oes da parte imaginédria da acao efetiva I' [pa, @.], até a ordem de teoria de

perturbagao considerada (O\?)

d3k ')
[ [pa, ) = Rel [pa, o] /d4 /d4 ’/ ek

71957 (at—t)G5" (a—k,t )]

< {ea @) hos @) e @) e [

/\2

+ ZE (27)° o () oA (2) Re

(2n)°

. d’ J_o++ /
]Hl/(?:)?’gﬁ (qj,t—t)]Nk—ql—qg—qg)}

(G.1)

Reescrevemos estes termos como provenientes de integracoes funcionais sobre campos

de flutuagao Gaussianos &; and & (campos estocasticos) como sendo

[ el [ pariglen i [dale @ .06 @ + s 0 @)}
= exp {z’/d4xd4x’ [z’/\zgpA (z) . (z) Re [Qgﬂix, oa (@) pe (2)

2

+ Zi\—QQOA (x) Re [Q;ﬂiw, ©OA (.T/):| } (G.2)

Onde P [&] e P [&], sao as distribuigoes de probabilidade para &; e &, respectivamente,
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sao dadas por

P[€1]=Nflexp{—% / d'ed'a'é (x) (” o [0 ]x,x,)_lw')} (G.3)

P[&] = Ny exp{ ; / d4a:d4:1:’€2(:v)(>\2 e[G] }M>_152(x’)} (G.4)

Onde N; ' e Ny ! sio fatores de normalizagdo, e introduzimos a notagao compacta

I T T

&k S
G570, = / 2y Pl (x—x) [Hl/ LG t—t)] 0 (k — q;—q,—q3)
Substituindo P [£] e P [&] em (G.2)

[ el [ parilendi [ a0 06 @)+ s 0 0]}
= /Dglz\ql exp{—%/d‘*xd‘*x'gl (z) (Az Re (G} }M>_1 & (a:’)}
x / D§2N21exp{—% / dzd*z'€, (z) (A; e[g] Lx>_1£2 (ﬂ:’)}

< enfi [ aisloa (06 (06 (0) + 0 (1) 0] (@7)

Por simplicidade definimos

(/\2 [g }zx )_ = Ofl (x7xl) (GS)

)\2 -1 . /
( 6 [g ch) = Oy (z,2) (G.9)
A(@) = oa(®)pc(2) (G.10)
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entao

[ perial [ parigler i [ a6 @ +os 08 @1}
= / D&Nl_lexp{—% / d*zd*2'¢) (z) O7! (z,2") & (x')}
x / DégNg_leXp{—% / d'zd'z'é (v) O3 (z,2') & (:E’)}
exp [z / d'rA(x) & (x)] exp [z / d*zpa () & (x)] (G.11)

X

Agora separamos as contribuicoes de & e & como

[ el [ parigler i [ a6 @)+ s 0 0]}
= IxII (G.12)

onde

r- | DﬁleleXp{—% [ ddia (@) 07 o, 6 (x’)}

X

exp [z / d*zA (1) & (x)} (G.13)

II = / ngN{lexp{—% / d*zd*a'& (2) Oyt (z,2)) & (x')}
X exp [z / d*zpn () & (x)} (G.14)

Fazemos os deslocamentos nos campos &; e &, para cancelar os termos lineares nos

campos, analisando separadamente Para &;

& (2) = & (2) + f1 (x) (G.15)

Com este deslocamento, encontramos a funcao especifica na qual cancela os termos line-

ares em &;. Substituindo o deslocamento obtemos

—% /d4xd4x'§1 () O (@, 2)) € (7)) + i / d*zA(z) & (2) = (G.16)
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onde

o = =y [ @ {6 @07 )6 () + 6 (2) O ) i o)
+ A0 @) & @)+ fi @) 07 (5,0) fi (@)}

? 1

/ A (@) & () + 4 / B2 A ()6 (2) + i / drA @) fi () (GAT)

+

DO |

Para cancelar os termos lineares em &; ()

(i) — —% / dizd'z'e, () O (2,2') o (x')—l—% / A2 A (2) & (x)

S (G.18)
(ii) = —% / dizd's’ fi () OF (z,2') &4 (x/)+% / Az A (1) & ()

~ 0 (G-19)

como O (x,z') é simétrico determinamos f; (z) usando (7)

/ &zt (z) { / 'O (z,2') fi (2') — i / &2’ A (z) 6% (z — g;')] —0 (G.20)

como &; é integrado sobre todas as possibilidades, a expressao acima é zero se [...] = 0.

fazendo algumas manipulacoes obtemos

fi(z) = i/d4zOl (z,2) A(z) (G.21)

Fazemos agora outro deslocamento em [

€ (0) = € () +i / 490,08 (1)¢u(y) (G.22)

= / Dleflexp{—% / dirdir'e, (z) O (v,2) €, (x')}exp {@ / Az A (2) &) (x)}
(G.23)

Por simplicidade trabalhamos somente com o argumento da exponencial («)
1
o= /d4xd4x’ {(—5) &(2)0, 3 & () +ipal(@)pe(x)6 (2)0* (z — x')} (G.24)
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tomamos &) = & e apds algums manipulagoes obtemos
1
o = —§/d4x/d4x’§1 (7) Op & (7))
1
= 5 [t [ des@)ede )0 mea2el) (G.25)
substituindo a em I obtemos

= exp {—% / iz / B2 o (1) pe(2')O1 (2, 7) gpA(a:)goc(x)] (G.26)

Aplicando o mesmo procedimento para & obtemos

11=ep{=3 [ [atyes )02 .0) eat)} (G.27)

Lembrando que

[varial [ pariclen{i [ i@ e a @ + s 0@}
= IxII (G.28)

usando os resultados obtidos para [ e I
[ pari) [ parigle { [ dzles @) @) + ps ()& (x)]}
= |- [ [ deesl)ede)0) ) palo)ento)]

X exp{—%/d4m/d4x’¢A () Oy (2, ) (pA(a:')} (G.29)
usando que
A2 >\
(TRG [Q;J“L’x,) = O (x,2)) (G.30)
A? 5\ _
(ERe [Q;ﬂx N ) = Oy (z,2") (G.31)

Finalmente obtemos
[parial [ pariclen{i [t @ e a @ + s 0@}
= e [i [ [ ot {5 o )0 Re [651]2 0 () 0 0]
+ [ges R[5 oa o) ] (@.3)
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Outra maneira de mostrar o resultado acima é completando quadrados.
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Apéendice H

Coeficiente dissipativo usando

propagadores livres

Ao analisar a contribuicdo que gera o termo dissipativo, (relacionado ao campo de flu-

/d3 ’/dtgpc x' ') Im [gg*}iz,

3

N2(x, )by (%, 1) / d (¢ — 1) / A

(2m)
+ —<pc (x,1) /dt

Quando reescrevemos acao efetiva em termos somente do propagador fisico QEJF, us-

tuacao &), obtemos

12

m [G1+ (g, — )]

gt - 1) (H.1)

amos os propagadores livres e obtemos a expressao para Im [Q’;’L (g, t =t )]2

Im [GS" (q,t —1')] ? [—[1+2n (w)]cos|w (t —t)]sin|w (t — )]0 (t —t)

2w (q)
+ [142n(w)]cos|w(t —¢)]sinfw (t — )]0 (' —1)] (H.2)

Em (H.1) analisamos somente o termo proporcional a ¢, pois o segundo termo ¢ a
correcao de vértice a temperatura finita.

Fazendo a mudanca de variavel

t—t' =t" (H.3)
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obtemos

—goc /d3 //dt ©? (x',t') Im [g;ﬂir,

o~ /\2gocxtgocxt/

/ dt"t"Im [} (¢,1")]” (H.4)

Substituindo Im [G*+ (q, ¢ — #)]” na equacéo acima

—goc /d3 ’/dwc X ¢)Im [G57]°

d3q 1
~ N (x,t 'Cx,t/ — 1 +2n(w
e (%,) pe (%, 1) (2n) 22 (q) [ (w)]
0 0
« - / 4"t cos [ ()] sin [w ()] 0 (") + / dt"t" cos [ ()] sin [w (£)] 6 (—¢")
(H.5)
usando 6 (t") 4+ 6 (—t") = 1 e fazendo algumas manipulagoes obtemos
—goc /d3 '/dt ©? (X', ¢) Im [g;;ﬂix,
~ N2 (x,1) ¢ (x t)/i;[l—i—Qn(w)]
T e e (27)° 2w? (q)
X 2/dt”t” cos [w (t")] sin [w ()] 0 (t") — /dt”t” cos [w ()] sin [w (t")] p (H.6)
0 0
usando a defini¢ao para 6 (")
1—-t">0
o (t") = (H.7)
0—1t"<0
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obtemos

—900 /d3 ’/dwc X ¢)Im [G7]°

d3q 1
~ N2 (x,t) ¢ (x,t /—— 14 2n(w
£ (5, 1) e (1) (27?)3%2(01)[ ®)
X Z/dt”t” cos [w ()] sin [w (") /dt t" cos [w ()] sin [w ()]
0 0
~ AN202 (x,1) @ (%, 1) / ﬁL[Hzn (w)] 7dt”t”cos lw ()] sin [w ()]
c ) c ) (27T)3 202 (q) J
(H.8)
precisamos saber o resultado da integral
/ 4"t cos i (")) sin [w ()] (H.9)
0

cujo integrando é oscilante e, apds colocarmos um regulador ¢ e fazermos algumas ma-

nipulacoes ¢é facil mostrarmos que

/dt”t” cos [w (t")] sin [w (t")] =0 (H.10)

0
Com este resultado mostramos que o primeiro termo da Eq. (H.1) desaparece se usar-

mos propagadores livres.

—gpc /d3 '/dt ©? (X', ') Im [Qgﬂjw, =0 (H.11)

O procedimento para o termo dissipativo relacionado ao campo de flutuacao & é nulo

pelo mesmo motivo.
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Apeéendice 1

Coeficiente dissipativo vestido

Neste apéndice derivaremos o coeficiente dissipativo usando os propagadores vestidos. Por

simplicidade usamos a seguinte notacao

I'(qg =T
wlq = w
nw) = n
t—t| = t
Ggo (at—t) = G5 (L1)

Obtemos anteriormente a expressao para o propagador vestido no limite de altas tem-

peraturas

—TI't

e

- [ (14 2n)cos (wt) — isin (wt) + 28T (1 + n) sin (wt) ] (I.2)

Precisamos saber o valor de Im [Q++]2, que é dado por

672Ft

4w?

Im [G} /] 2~ [—2 (1 + 2n) cos (wt) sin (wt) — 48Tn (1 + n) [sin (wt)]?] (1.3)

Agora usando o propagador vestido G} calculamos o termo dissipativo relacionado
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ao campo de flutuacao &, que é dado por

—goc /d3 ’/dtgoc x', ') Im [Q++Lx

12

)\2()00 (Xat)Spc(X,t)/dt (t —t)/ d3q Im [g_i_’jjz

J @)’

t
2 3
s et [ar [ Lo’

J T ey
(4) + (i3) (1.4)

Vamos calcular (i), que é o termo dissipativo, e vamos negligenciar a correcao de
vértice, que é dada por (i).
Substituindo Im [Q’LﬂQ em (i) obtemos

—or|t—t|

(6) = >\2803 (x,t) Qe (X,t)/(d?’q /dt/ (t/—t) - Ao

)’
X [=2(1+2n)cos(w|t —t'])si ( [t —t'])]

/ 721“\7& |
dt' (t' —t)

x LA&DM1+nHwMWH—tD{

+ >\2gocxtgocxt/

A+ B (L5)

Primeiro calculamos A

4 = A%i(x,tm(x,t)/(dq /dt’(t’—we

)*
X [=2(1+42n)cos(w|t —t])sin(w|t — )] (1.6)

—or|t—t|

4w?

fazendo a mudanca de variavel
t—t' =t (L.7)

obtemos
3

A= N2 (x,1) o (x, 1) / %2 (1+2n)¢ (1.8)

2m)
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Onde ¢ ¢ dado por

o0

¢ = / ditte " cos (wt) sin (wt)

0

1 i —t(—2iw —t(2iw
= 5 / dt [te~ (722 _ g t(Ziwt2l)] (L9)
0
usando o resultado .
. 1
/dtte_t(6+za) = P (I]_O)
l[a — ig]
0
obtemos
r
(=———"—— (I.11)
48 1+ 2]
Redefinimos 5 = x e expandimos
1
1.12

considerando w >> I" e primeiro expandimos % para pequenos valores de x
+x

]' - n n
T => (-1)"x (1.13)

n=0
derivando a equacao acima em relagao a x e, fazendo algumas manipulacgoes,obtemos

1-2 H +3 H - ] (114)

w W

ri
(=-—>-—

w 4w?

Como estamos trabalhando até O (\?), notamos que ¢ é O (g), ou seja, nesta ordem
em teoria de perturbacao em A\ o termo A nao contribui.

Agora calculamos B

d3 1
B = 2% (x, 1) go (X, 1) / (2753 n (4 ;2 n) (—48T) = (L.15)
onde .
== / dt' (' — t) e 21 [sin (w |t — ¢/))]? (1.16)

—00
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Fazendo a mudanca de variavel

t—t =t" (1.17)
obtemos
1 .
== / dite H(-2w+20) 4 / dtte= w20 _ 9 / dtte” 2t (1.18)
0 0 0

No céalculo de ¢ mostramos que as duas primeiras integrais acima sao O (5), ou seja,

nao contribuem. Calculamos B até O (A\?), obtendo

d*q n(1+n) - r
= N2 (x,t) ¢ t/ —4BT)E4 O [ A= .19
eengen [ SR camEro(vD) )
where
= 1 [ —art
0
1 —art
0
&#q n(1 J; r
= 222 (x, 1) 4, (x, ¢ n{ +” 5 [ e+ 0 (2= 1.21
B = )\2 z . q
(2m) )
usando que
1
/dacae_“’”:r == (1.22)
0
obtemos
A2 d3q n(l+n) N
B—ggpc(xtgocxtﬁ/ T +O<>\;) (1.23)

Negligenciando a correcao de vértice a temperatura finita, usando os propagadores vesti-

dos, obtemos

—900 /d3 //dtgoc x',t") Im [Qgﬂix,

= Ay e (x,1) e (%, 1) ﬁ/ d3q3n 11 n) +O<z\2£) (1.24)

8 w?T w
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Apeéendice J

Coeficiente dissipativo no limite de

altas temperaturas

A Eq. (4.33) mostra o coeficiente dissipativo 7; com I'(q) calculada no limite de altas

temperaturas. Onde obtemos n; no limite de altas temperaturas a seguinte expressao

ﬁ/’d% n( L??$))+C)ng> (J.1)

onde I' no limite de altas temperaturas é dada por

\2T?
N> —— 2
15367w (q) (7:2)

Substituindo I' na equagao para 7; obtemos

96 1 J o (W) (14+n(w))

J.3
m=— [ dag ) (J.3)
0
A distribuicao de Bose é dada por
() = = (1.4)
nw) =57 )

onde
w(q) = Va?>+m? (J.5)

Um detalhe importante a ser ressaltado aqui é que, neste caso, nao é correto expandir

a distribuicao de Bose a altas temperaturas, pois a distribuicao estd no integrando de
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uma integral sobre os momentos e, ao expandir obtemos

1
efv —1

n(w) =

me T
Tamr 2 (J.6)

w

Este limite ¢ valido se # for pequeno, mas em uma integragao nos momentos onde os
momentos forem da ordem de T', o parametro de expansao nao sera pequeno, invalidando
a expansao.

Para contornar este problema, separamos a integral na expressao para 7; da seguinte

maneira
961 | [ 0w ><1 7 (147 ()
+n +n
dg? 2 d .
m= s / qq )4 / qq* o () (J.7)
0 T

Numericamente é facil ver que a segunda integral é muito pequena, comparada com
a primeira, logo a temperatura atua como um cutoff na integral sobre os momentos no
coeficiente dissipativo 7;. O que é equivalente a fazermos

96 1 p on(w) (1 +n(w))

qq
T3 / w(q)

= (J.8)

Expandindo a distribuicao de Bose no limite de altas temperaturas 7" > my, obtemos

n(w) 2 L (7.9)

w

Agora fazemos as integrais em ¢

(J.10)

T
96 1 q*
e =l K
m T2 / /a2 2 + m?)
) qc+m ) q

Fazendo estas integrais no Maple, obtemos
96 T " T . 96 T . 1 T4 T2 +m?
= —— |T — marctan [ — — |———=+1n — R
=T m T | VT2 +m2 \/ 2 VT2
(J.11
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No limite T" > mr

logo

T

96

lim arctan [ —
T>mr

T T
H_
2

T
~ T1>i>r£11T {m {T — m arctan (E)] +

(i
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96
7T

{_

T

VTZ T m2

(J.12)

(J.13)

(J.14)



Apeéendice K

(&1 (2) &1 (2')) usando propagadores

vestidos

Partimos da expressao
A2 2

(6 (@) & () = S Re [617] (K.1)

So que usaremos o propagador vestido G; 7 e calcularemos (& (x) & (2')) até O (A?).

Quando introduzimos os campos estocasticos &; e & mostramos que

A3k 43
[ggﬂi,x/ _/Wexp ik - (x —X’)]/#Qﬁj (at—t)Gif(a—kt—t) (K2

Com momento externo nulo k& = 0 temos

++72 _ 4’k oxp ik - (x — x' d3(] + ]2
0, = [ el o) [ S5 g @i- ) K
= P [ e @) (K4

Agora calculamos a funcao de correlacao do campo &, a qual é dada por

/\2

(& (0)& (@) = TRe[G51]) (K.5)
Substituindo a expressao para [QE:];/ para momento externo nulo
/ )‘2 3 / dgq 44+ N2
(6 @& @) = FRep x=x) [ £ G35 (@t 1) (K.0)
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Usamos a expressao para o propagador vestido

€—2Ft

[g;,ﬂz = 17 (q) [(1 4 2n)* [cos (wt)]? + 28T (1 +n) n (1 + 2n) cos (wt) sin (wt)

—  [sin (wt)]® + 26Tn (1 +n) (1 + 2n) sin (wt) cos (wt)
+ 48°T%n% (1 +n)? [sin (wt)]
— i (14 2n)cos (wt)sin (wt) — i (1 + 2n) sin (wt) cos (wt)

— i268Tn (1 +n) [sin (wt)]” — i280n (1 + n) [sin (wt))’] (K.7)

onde

e—QFt

4uw?
—  [sin (wt)]* 4+ 26Tn (1 4 n) (1 4 2n) sin (wt) cos (wt)

Re [G11]°

12

{(1+ 2n)? [cos (wt)]* 4+ 26T (1 +n) n (1 + 2n) cos (wt) sin (wt)

+ 482 (1 +n)? [sin (wt)]Q} (K.8)
Usando a relagao trigonométrica
sin 20 = 2sin 6 cos (K.9)

obtemos

e—QFt

4uw?
— [sin (wt)]* 4 A0 (1 +n) (1 + 2n) sin (2wt)

Re [G1]’

12

{(1+ 2n)? [cos (wt)]* + AT (1 +n) n (1 + 2n) sin (2wt)

+ 48T (14 n)? [sin (wt)]?} (K.10)

Substituindo a expressao acima na fungao de correlacao obtemos

3, 2Tt
& @& @) = S0 (x—x) / gTq)sél—wz

x {(1+ 2n)? [cos (wt)]* — [sin (wt)]?
+ 2BI'n(1+n) (14 2n)sin (2wt)

2

+ 4%712 (14 n)?[sin (wt)]Q} (K.11)
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usando que

cos2A

cos’f = = +

cos 2A

sin® @ =

NN N
N = N —

e fazendo algumas manipulacoes, obtemos

(&1 (z) & (90/)>

+

A2 5 , d3q €—2F|t—t’\
?(5 (X—X)/(Qﬂ_)g I

{2n (14 n) + (14 2n® + 2n) cos 2wt

26Tn (1 +n) (1 +2n)sin (2wt)} + O ()\;1;2>
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Apeéndice L

Calculo dos diagramas utilizando

regularizacao dimensional

L.1 Tadpole

Comecamos calculando a parte de T'= 0, que é dada por
2 (27r)3 2 (k2 + Q2)2

A integral acima é quadraticamente divergente e usaremos regularizacao dimensional

(L.1)

para regularizar a mesma. Primeiro reescrevemos a integral em d dimensoes

3—d d
e~ 1o /dkd L
2 2 (27r) (kQ—l—QQ)E
3—d
_ Lo, (L.2)
2 2

a escala de massa p aparece para mantermos a constante de acoplamento adimensional
em d dimensoes.

Escrevendo o elemento diferencial em coordenadas polares obtemos

2w 7Td2

L /drrd 1/d¢/Hd9ksm (0p) —— (L.3)

(r2 + Q2>%

1] =

e usamos a formula

ﬁ (L.4)



L.1. Tadpole 197

d—2
calculamos [] df) sin® (6}
k=1

T d—2

/H d@k SiIlk (9k> = /d@l sm 81 /d@g sin2 ((92) / de_2 SiIld_2 (Qd_g)
0 0 0 0

substituindo o resultado acima em I, temos

/drrd e (L.6)
/ r2+Q2)§

Notamos que a integral em r acima pode ser escrita na forma de uma funcao Beta

N\R.

Il =

wl&.

B(x,y) = % = Q/dtt%—l (1+¢) (L.7)

com isso, podemos reescrever I como sendo

d—1
w2

|

(5

om)? (2)"

\_/

1] =

(L.8)

R.

/‘\
~

a funcao I (1%") possui poélos em zero e em inteiros negativos, e as divergéncias da integral

se manifestam como um pdélo simples em d — 3. Tomando

d=3-—2¢ (L.9)
reescrevemos I/ como
Q2 /1 \ 7"
1l = -1 L.10
() e+ (L.10)
usando que
I'(e+1)
Ne—-1)= ———= L.11
D=ty (L.11)
obtemos
2 2\ —€ —2¢
H:Q Q%) 11 ['(e+1) (1.12)
872 s e(e—1)



198 L.1. Tadpole

—2¢
expandindo [%} em torno de € = 0, obtemos

272
11°* 1
[ 1] :1—25111( 1) (L.13)
272 272

substituindo esta expansao em Il obtemos

S =

que pode ser reescrita como sendo

1 oA 1 47
TP _ 1 2+ _ _
Iy" = 5 (47)29 [ -t In ( oz ) 1] + 0 (¢) (L.15)

Agora analisamos a contribuicao dependente da temperatura do diagrama tadpole, que

é dada por
Lo~ [ dik 2 1
Igp -5 - / d 11 2 2 (L16)
2 2 (2m)" (k2 4+ Q2)z e VI — 1

usando o resultado derivado em I17

dk 1
I = / .
(277) (k2 )2
%

+
- - L.17
T (4) / (k2 +Q2)2 (L.17)
0
reescrevemos IgP como
A 9 x% [ e 1
p=2ypd = T2 /dk o (L.18)
20 @5 (k2 erVIEE
tomando d = 3 — 2¢
JTP OA o 2 T 7dk: k2?2 1 (L.19)
ﬁ 2 /’L (27'[')3_28 F (3;26) ) (kj2 + 92)% e%\/m _ 1 B

reescrevemos o termo

2 1 T(3) (\/77> - (L.20)
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obtendo

(L -2 7 2-2¢
Ig’P _ 5AH2EL¢ <ﬁ) /dk( k 1 (L.Ql)

2" Ar2T (% — 5) 27 k2 + Qz>é eTVEIHQZ _q

fazemos algumas manipulagoes no coeficiente da integral acima, reescrevendo ela como

1 TR (yE\ T e
2
reescrevendo Igp CcOmo
)\71' 2+e 4 s k2—25 1
TP _ 5_ /dk: L.23
’ 2 (k2 4 Q2)F e VRFRE (1.23)

como a integral acima ¢ finita, podemos tomar o limite ¢ — 0

16X k2 1
TP = dk L.24
A 2272 (k2+92)% et VRFR? ( )
0
apos algumas manipulacoes algébricas reescrevemos [gp como
10X
;7 = 35 — T (3) T%15(59) (L.25)
e usamos o resultado I3 (512)
T (BY* (1,52, 1
369 = ——p0——= |1 - =
3(8Q) 45 3 0g . +7 9
1 — c 72
- = = Q2 C(2m 4+ 1) + — L.2
LS e s D 0
logo
1 6\ T (39)° 5O 1
P = 2T (3)T? | -=p0 — log — e
g 2920 ) 1’ s \(%m 773
1 & c 2
- - = Q)2 (2m + 1 L.2
4;(m+1)(2w)2m<ﬁ i @m )+ 35 (L.27)
como estamos interessados no limite de altas temperaturas (52 — 0)
10X 02 Q 1
;7 = - Zor— 2 (log—— 44— = L.2
272 {12 1 8 (°g4 77 2)} (L.28)

Juntando as duas contribuigoes do tadpole e fazendo algumas manipulacoes obtemos
oA 1 INQ? 47T oA oA

= 0 —= 1 — |+ =T =07 (L.29

X)) =5 ( 5) T 3.2 {Og ( 12 ) 7} 24" 8 (L.29)
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200 L.2. Tadpole com insercio 7?

L.2 Tadpole com insercao n?

_PnP [ dPq [1+2n(w(q))]
(O = / 2r) 4w (q) (b0

usaremos o resultado derivado no calculo do diagrama tadpole, usando o fato que

d’q I+2n(w(q)]  d 1 [ d’q [1+2n(w(q))]
/ (2m)? 4w (q) A2 / (2m)? 2w (q) (L.31)
and
1, 1) @ AnT? 1, 1

An? d

XTI a2 1 47T?
_ _ —Z 41 — L.34
XD =T { Pl Og( 12 > 7} (L.34)

L.3 Four point

L [ )
>©< 2 J (@n)?  4wi(q)
32 [ d
2
=0 7(—@@)
AT 11 1 12 1T
I v - I
= 0 {167?25+167r2 {log (4WT2>+7]+8W91 (L-35)
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L.4 Snow man

_ @ [P (42 (k) 1/ ?*q (1+2n(q))
>OO 2 ) @)’ 22+ 222 ) (2n)° 4 (k2 + Q2)?
, 202 1, A2 1{1’2 376

(3272)%e?  327%e |24 167

02 4rT? T3 T2
1 _ _§242
T {Og( e ) VH PN st TN e
Lop [T 0t 47TT2
(167)* | 3 or | 4m2 |8
AnT? A202 9%
x |lo — | + 8 {1 ( )
{ g( p? > 7] (3272)? A

+ (2y—-1)log (;;) + 2.4} (L.36)

12

Nao mostramos em detalhes a contribuicao do diagrama snow man devido a este ser
o produto do resultado de duas integrais ja calculadas nos diagramas de um loop. E para

o diagrama de setting-sun vamos usar o resultado da referéncia [98].
2021 202 1 Ap? 1
O ~ e 2 L e XL e AL
(3272)%e® | (32r2)%c (32r2)26e
p N [TP TQ @ [ (4T
1672 | 24 8r @ 3272 | B\ 2 7
202 0?
+ & ——|lo + 2
2 (4m)* { ( )(7 ) g(4 /ﬂ) !
17~ A2 Q
- L BAM0| — 8 g (o ) 42—
5 +3.5 0} { og (47TM2> + 7}
" T? A 02 o Q G 1
24 87 16m | o\4rT) T2

2T2 Qz
52 A . {log (ﬁ>+5.0669] (L.37)
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Apéendice M

Contra-termos para as equacoes de

GLL

Neste apéndice vamos obter os contratermos adequados para a renormalizacao de equacoes
de GLL. Com o intuito de ter esta derivacao auto-contida, vamos adaptar a notagao para
uma teoria tri-dimensional adequada para as equagoes de GLL. Poderiamos usar a notagao
de capitulos anteriores, onde discutimos a acao efetiva e o potencial efetivo para uma
teoria quantica relativitica de campos, no entanto, nos parece mais apropriado derivar os
contratermos diretamente para a teoria cléssica. Vamos inicialmente considerar a teoria
no continuo, onde definimos o potencial efetivo e em seguida, vamos formular o problema

na rede.

M.1 Potencial efetivo no continuo

O calculo do potencial efetivo comeca pela introdugao de um campo constante ¢ através

da transformagao
p—d+¢ (M.1)
e considerando a acao

05(¢]

T (M.2)

S[p;¢] = S[p + ¢] — S[y] — /d3x

P=¢
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M.1. Potencial efetivo no continuo 203

Os termos quadraticos em S sao dispostos em uma agao “livre” S e, os termos restantes

em uma ac¢ao de interacao, S;. Entao, o potencial efetivo é definido pela expressao
oV Verslel — =V Vil / D e-Sled (M.3)
onde V' é o volume tridimensional. A partir desta expressao, obtemos para V.s¢[¢]

1 X
Veff[(p] = V] - VIH/D¢ e o2leid]
1

- In(e~S1l#9]) (M.4)
onde
<€—§1[w,¢}> f Dl¢ e—521e:¢] o—Srlpid] OL5)
f D e Sa[ip59]
O passo final é determinar ¢ através de
dv,
e ; el _ (M.6)
A acao S, [¢; @] para o potencial nu sob consideragao é dada por
Salp; @] = / &’z [—%wzm %m2¢2 (M.7)
onde
m? = —m2 + %)\gpg (M.8)

J& que ¢ é constante, a primeira integral funcional na Eq. (M.4) pode ser facilmente feita
no espago dos momentos, com o resultado
1 ~Salpel _ 1 A1, .2
—In [ Dpe ¥ = —— [ InG™[p; k7| (M.9)
Vv 2
k

onde G™[p; k2] é o inverso do propagador tridimensional

1
N= ——— M.1
Gl k) = s (M.10)
e [ = p = f . O célculo do diagrama setting-sun requer Sy,
. 1 . 1
S[[QD; d)] = /dgl’ (—§H¢3 + Z)\¢4) (Mll)
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204 M.2. Potencial efetivo na rede

com Kk = —1Ap. A expansao de ¢=51 em Eq. (M.4) da

1 1

X 1 2
V ln(@isl[%¢]>setting—sun - 5 (5’%) 6 H[()O] (Mlz)

onde

il = o [ Eedyle@ew)

- / / Gl: ) Gl: ) Gligs (k + 0)7) (M.13)
k

q

Agora, a parte divergente de V.ss[¢] é obtida a partir de

*Veyslp] A A2
| 5 Lailel =~ Haiol o] (M.14)
com
I[g] :/é@; k] (M.15)
k

onde ly,[p] € Hyiwlp] representam as partes divergentes de I[p] e H|p]. Note que as
derivadas de Hlp] com relagao a ¢ levam a integrais finitas e portanto sao irrelevantes
aqui. O calculo das partes divergentes de I e H requerem um esquema de regularizacao.
Ja que simulamos nossas equagoes de GLL numa rede cibica, calculamos estas partes

divergentes pelo cdlculo do potencial efetivo na rede.

M.2 Potencial efetivo na rede

Aqui consideramos a teoria em uma rede cibica de volume V = L3, com L = Na, onde
a é o espacamento da rede e IV é o nimero de espacamentos da rede. As coordenadas z;
dos sitios da rede sao tais que 0 < z; < a(N — 1). O Laplaciano na rede, V7, = A, ¢
definido como
1< ) A
Ad(x) = = Y [¢(x + ai) — 2¢(x) + ¢z — ai)] (M.16)

a
i=1
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M.2. Potencial efetivo na rede 205

onde 72 ¢ um vetor unitario cartesiano indicando as trés diregoes ortogonais de uma rede

quadrada. Também impomos condigoes periddicas de contorno (c.p.c) nos campos
o(x 4+ aNi) = ¢(x) (M.17)

e definimos a transformada de Fourier f(k) de uma funcéo f(z) na rede como

flk) =a*> e ™ f(x) (M.18)
Devido as c.p.c, os momentos na rede formam a zona de Brillouin B
P 0,1,2,-- N —1 (M.19)
i = 1, n; =V, L4, , - :
alN

A transformada inversa é dada por
1 ikx
fla) =13 ™ f(k) (M.20)
keB
e as somas dos momentos na zona de Brillouin serao denotados por
1 R
- = (M.21)
keB

Agora consideramos a derivacao do potencial efetivo na rede. A acao na rede é dada
por

Suuld] = 0* Y (~3000-+ Vie]) (.22

onde V[p] é o mesmo usado anteriormente. A derivacao do potencial efetivo segue o mesmo
procedimento utilizado no continuo, levando a expressoes para os diagramas setting-sun
e tadpole como nas egs. (M.13) e (M.15), mas com |, dada por somas sobre os momentos
na rede como indicado na Eq. (M.21). O que deve ser determinado é o propagador na
rede correspondendo a G. O propagador na rede élatt pode ser obtido a partir da agao

quadrética Ss[¢; ¢] na rede
Satatep; 0] = a® E <—1¢A¢ + 1m2¢2) (M.23)
a I 2 2
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206 M.2. Potencial efetivo na rede

com m? dado pela Eq. (M.8). O propagador na rede Gjq[; 7, 9] é o inverso de (—A + m?),
ou seja

1
a’ Z —A+m? x Granlp; ©,y] = Eéw’y (M.24)

onde 0, , ¢ a delta de Kronecker. Ja que ¢ é uma constante, a solugao desta equacgao pode
ser obtida usando a transformada de Fourier de Gy |p; =, y], definida como

Glate[@; 2, Y] :/eik'xélatt[% k’2] (M.25)

k
Substituindo isso na Eq. (M.24), obtemos

~ a 1
Granlp, K] = 7 M.26
l tt[w ] 4 d(Sﬁ;nl,nQ,ns) ( )
onde
a’ 3
d(p;ny,na,ms) = 1 [2@‘2 ; (1 — cos ak;) +m?
3
= Y _sin*(wni/N) + (am/2)° (M.27)
i=1
Podemos entao escrever I[p] para o diagrama de tadpole como [131]
1 1
Hel =15 M.28
i 4aN? nZ::O d(p;ny,n2,n3) ( )
e para a soma dupla em H|[p] para o diagrama setting-sun temos
N-1
1 1
el = —=% D
64N S d(g&, ni, Na, ng)d(cp, mai, Mma, m3)
1
8 (M.29)

d(p;n1 + my,ng + ma, ng + ms)
As partes divergentes das somas podem ser isoladas nos limites de N — oo e a — 0.

Por exemplo, a soma no tadpole no limite de N — oo pode ser convertido na integral [131]

™

1 1
Il¢] = dz
2 4a7r3 Soisin® a; + (am/2)?
1 —a(am)?/4 [ _—a/2 3
= dae [e=**Io(r/2)] (M.30)
0
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M.2. Potencial efetivo na rede 207

onde [ ¢ a fungao de Bessel modificada. No limite de @ — 0, a parte divergente de I[y]

¢ dada por [131]

3.1759
Liiv|p] = M.31
div|¢)] Ira ( )
Hiv[p] também pode ser isolado, com o resultado [131]
Hasnlg] = ——1n [ 2 40,09 (M.32)
v = n{— . .
4ol = 1672 ap

onde o é a escala de renormalizagao. O fator numérico finito 0.09 é escolhido em [131]
tal que depois da renormalizagao o diagrama setting-sun ¢ invariante ao esquema de
renormalizacao.

A massa renormaliada é obtida pela subtracao das partes divergentes destes diagramas

como indicado na Eq. (M.14)

1 1 1
~3 m? ¢? — 3 (m* 4 0m?) ¢* = ) my, ¢ (M.33)

onde o contratermo de massa é dado por

A = Hal (M.34)

om
2 6

Pelas expressoes acima, introduzimos os seguintes contratermos a temperatura finita em

nosso potencial original

AT 6A2T? 6 ¢
=95 22— . g M.
Vit { 0.5277 7~ + ~ {n(ua)wog” . (M.35)

207



Bibliografia

[1] L. Dolan e R. Jackiw, Phys. Rev. D 9, 3320 (1974).

2] D.A. Kirzhnits and A.D. Linde, Annals of Phys. 101, 195 (1976).

[3] M. Le Bellac, Thermal Field Theory (Cambridge University Press, Inglaterra, 2000).
[4] U. Kraemmer e A. Rebhan, Rept. Prog. Phys. 67, 351 (2004).

[5] J.O. Andersen e M. Strickland, Annals Phys. 317, 281 (2005).

(6] J.D. Gunton, M. San Miguel e P.S. Sahni, Phase Transitions and Critical Phenomena
ed. por C. Domb e J.L. Lebowitz (Academic Press, vol.8, Nova York, 1983).

[7] Proceedings of Quark Matter 2004, J. Phys. G 30, S633 (2004).
[8] E. Fraga, G. Krein, Phys. Lett. B614, 181 (2005).
9] J. Rafelski e J. Letessier, Phys. Rev. Lett. 85, 4695 (2000).

[10] A. Dumitru e R.D. Pisarski, Nucl. Phys. A 698, 444 (2002); O. Scavenius, A. Dumitru
e A.D. Jackson, Phys. Rev. Lett. 87, 182302 (2001).

[11] R.D. Pisarski, Phys. Rev. D 62, 111501 (2000); A. Dumitru e R.D. Pisarski, Phys.
Lett. B504, 282 (2001).

[12] J. Rerup, Phys. Rev. Lett. 92, 122301 (2004); nucl-th/0406031; V. Koch, A. Ma-
jumder e J. Rerup, Phys. Rev. C 72, 064903 (2005).

208



Bibliografia 209

[13] M. Gleiser e R.O. Ramos, Phys. Rev. D 50, 2441 (1994).
[14] C. Greiner e B. Muller, Phys. Rev. D 55, 1026 (1997).
[15] D.H. Rischke, Phys. Rev. C 58, 2331 (1998).

[16] O. Scavenius, A. Dumitru, E.S. Fraga, J.T. Lenaghan e A.D. Jackson, Phys. Rev. D
63, 116003 (2001).

[17] A.J. Mizher, E.S. Fraga e G. Krein, hep-ph/0604123; E.S. Fraga, T. Kodama,
G. Krein, A.J. Mizher e L.F. Palhares, Nucl. Phys. A785, 138 (2007); E.S. Fraga,
G. Krein e A.J. Mizher, arXiv:0705.0226 [hep-ph].

[18] A. Berera, M. Gleiser ¢ R.O. Ramos, Phys. Rev. D 58, 123508 (1998).
[19] R. O. Ramos e F.A. R. Navarro, Phys. Rev. D 62, 085016 (2000).

[20] A. Berera e R.O. Ramos, Phys. Rev. D 63, 103509 (2001).

[21] A. Berera ¢ R.O. Ramos, Phys. Rev. D 71, 023513 (2005).

[22] N.D. Antunes, P. Gera e R.J. Rivers, Phys. Rev. D 71, 105006 (2005).
[23] M. Gleiser e R.O. Ramos, Phys. Lett. B300, 271 (1993).

[24] J.R. Espinosa, M. Quirés e F. Zwirner, Phys. Lett. B291, 115 (1992).
[25] J. Arafune, K. Ogata e J. Sato, Prog. Theor. Phys. 99, 119 (1998).
[26] G. Amelino-Camelia e S.-Y. Pi, Phys. Rev. D 47, 2356 (1993).

[27] G.N.J. Ananos, A.P.C. Malbouisson e N.F. Svaiter, Nucl. Phys. B547, 221 (1999);
G.N.J. Ananos e N.F. Svaiter, Mod. Phys. Lett A 15, 2235 (2000).

[28] N. Banerjee e S. Mallik, Phys. Rev. D 43, 3368 (1991).

[29] R.R. Parwani, Phys. Rev. D 45, 4695 (1992); erratum, Phys. Rev. D 48, 5965 (1993).

209



210 Bibliografia

[30] J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena (Oxford University
Press, 1996).

[31] S. Muroya, A. Nakamura, C. Nonaka e T. Takaishi, Prog. Theor. Phys. 110, 615
(2003).

[32] J.P. Blaizot, E. Tancu e A. Reban, ATP 739, 63 (2004).
[33] M. E. Carrington, Phys. Rev. D 45, 2933 (1992).

[34] P. Arnold e O. Espinosa, Phys. Rev. D 47, 3546 (1993).
[35] A. Duncan e M. Moshe, Phys. Lett. B215, 352 (1988).
[36] A. Okopin’ska, Phys. Rev. D 36, 2415 (1987).

[37] S.K. Gandhi e M.B. Pinto, Phys. Rev. D 49, 4258 (1994).
[38] M.B. Pinto, Phys. Rev. D 50, 7673 (1994).

[39] I.R.C. Buckley, A. Duncan e H.F. Jones, Phys. Rev. D 47, 2554 (1993); A. Duncan
e H.F. Jones, ibid. 47, 2560 (1993); C.M. Bender, A. Duncan e H.F. Jones, ibid. 49,
4219 (1994); C. Arvanitis, H.F. Jones e C.S. Parker, ibid. 52, 3704 (1995).

[40] R. Guida, K. Konishi e H. Suzuki, Ann. Phys. 249, 109 (1996).
[41] S.K. Gandhi e A.J. McKane, Nucl. Phys. B419, 424 (1994).

[42] G. Krein, D.P. Menezes e M.B. Pinto, Phys. Lett. B370, 5 (1996); G. Krein, R.S.
Marques de Carvalho, D.P. Menezes, M. Nielsen e M.B. Pinto, Eur. Phys. J. A 1, 45
(1998).

[43] T.S. Evans, H.F. Jones e A. Ritz, Nucl. Phys. B517, 599 (1998).

210



Bibliografia 211

[44] R. Seznec e J. Zinn-Justin, J. Math. Phys. 20, 1398 (1979); J.C. Le Guillou e J.
Zinn-Justin, Ann. Phys. 147, 57 (1983); V.I. Yukalov, Moscow Univ. Phys. Bull.
31, 10 (1976); W.E. Caswell, Ann. Phys. (N.Y) 123, 153 (1979); [.G. Halliday e P.
Suranyi, Phys. Lett. B85, 421 (1979); J. Killinbeck, J. Phys. A 14, 1005 (1981);
R.P. Feynman e H. Kleinert, Phys. Rev. A 34, 5080 (1986); H.F. Jones e M. Moshe,
Phys. Lett. B234, 492 (1990); A. Neveu, Nucl. Phys. (Proc. Suppl.) B18, 242 (1990);
V. Yukalov, J. Math. Phys 32, 1235 (1991); C.M. Bender et al., Phys. Rev. D 45,
1248 (1992); S. Gandhi e M.B. Pinto, Phys. Rev. D 46, 2570 (1992); H. Yamada, Z.
Phys. C 59, 67 (1993); K.G. Klimenko, Z. Phys. C 60, 677 (1993); A.N. Sissakian,
[.L. Solovtsov e O.P. Solovtsova, Phys. Lett. B321, 381 (1994); H. Kleinert, Phys.
Rev. D 57, 2264 (1998); Phys. Lett. B434, 74 (1998); para uma revisao, ver H.
Kleinert e V. Schulte-Frohlinde, Critical Properties of ¢*-Theories, Cap.19 (World
Scientific, Singapura 2001); K.G. Klimenko, Z. Phys. C 50, 477 (1991); M.B. Pinto,
R.O. Ramos e P.J. Sena, Physica A 342, 570 (2004).

[45] P.M. Stevenson, Phys. Rev. D 23, 2916 (1981).

[46] J.-L. Kneur e D. Reynaud, Eur. Phys. J. C 24, 323 (2002); Phys. Rev. D 66, 085020
(2002).

[47] J.-L. Kneur, M.B. Pinto e R.O. Ramos, Phys. Rev. Lett. 89, 210403 (2002); Phys.
Rev. A 68, 043615 (2003); E. Braaten e E. Radescu, Phys. Rev. Lett. 89, 271602
(2002); Phys. Rev. A 66, 06360 (2002).

[48] H.F. Jones e P. Parkin, Nucl. Phys. B 594, 518 (2001).
[49] E. Braaten e E. Radescu, Phys. Rev. A 66, 063601 (2002).
[50] T. Matsubara, Prog. Theor. Phys. 14,351 (1955).

[51] J. Schwinger, J. Math. Phys. 2,407 (1961).

211



212 Bibliografia

[52] R. Mills, Propagators for Many-Particle Systems (Gordon e Breach, Nova York,
1969).

[53] L. V. Keldysh, Sov. Phys. 20,1018 (1964).
[54] A.J. Niemi e G.W. Semenoff, Annals of Phys. 152, 105 (1984).
[55] Y. Takahashi e H. Umezawa, Collective Phenomena 2, 55 (1975).

[56] H. Umezawa, H. Matsumoto e M. Tachiki, Thermo Field Dynamics e Condensed
States (North Holland, Amsterdam, 1982).

[57] I. Ojima, Ann. Phys. (NY) 137, 1 (1981).
[58] A. Das, Finite Temperature Field Theory (World Scientific, Singapure,1997).

[59] R.O. Ramos, Short Introduction to Quantum Field Theory at Finite Temperature and

Applications (Notas de um curso, nao publicado, 2005).
[60] L.H. Ryder, Quantum Field Theory (Cambridge University Press, Inglaterra, 1996).

[61] J.I. Kapusta, Finite Temperature Field Theory (Cambridge University Press, Ingla-
terra, 1993).

[62] R.L.S. Farias, G. Krein e O.A. Battistel, AIP Conf. Proc. 739, 431 (2005).

[63] R.L.S. Farias, G. Dallabona, G. Krein e O.A. Battistel, Phys. Rev. C 73, 018201
(2006).

[64] R.L.S. Farias, G. Dallabona, G. Krein e O.A. Battistel, hep-ph/0604203, submetido

para publicacao.

[65] R.L.S. Farias, G. Dallabona, G. Krein e O.A. Battistel, Nucl. Phys. A790, 332 (2007)

212



Bibliografia 213

[66] F. Reif, Fundamentals of Statistical and Thermal Physics (McGraw-Hill, Nova York,
1965).

[67] N.P. Landsman e Ch.G. van Weert, Phys. Rep. 145, 141 (1987).

[68] E.S. Abers e B.W. Lee, Phys. Rep. 9, 1 (1973).

[69] J.W. Negele e H. Orle, Quantum Many-Particle Systems (Addilson-Wesley, 1988).
[70] G.D. Mahan, Many-Particle Physics (Plenum Press, NY, 1990).

[71] L.L. Buchbinder, S.D. Odintsov e I.L. Shapiro, Effective Action in Quantum Gravity,
(Institute of Physics Publishing, Bristol, 1992).

[72] K. Chou, Z. Su, B. Hao e L. Yu, Phys. Rep. 118, 1 (1985).

[73] Uma acessivel introdugao ao formalismo de tempo real pode ser encontrada em R.
Rivers, Path Integral Methods in Quantum Field Theory, Cambridge University Press,
(Cambridge 1987).

[74] R.A. Craig, J. Math. Phys. 9,605 (1968).

[75] G.Z. Zhou, Z.B. Su, B.L. Hao e Lu Yu, Phys. Rev. B 22,3385 (1980).
[76] R. Kubo, J.Phys.Soc. Japan 12, 570 (1957).

[77] P.C. Martin e J. Schwinger, Phys. Rev. 115, 1342 (1959).

[78] P.C. Martin, E.D. Siggia e H.A. Rose, Phys. Rev. A 8, 423 (1973).
[79] S. Jeon, Phys. Rev. D 47, 4586 (1993).

[80] M. Morikawa e M. Sasaki, Phys. Lett. 165B, 59 (1985).

[81] A. Hosoya e M. Sakagami, Phys. Rev. D 29, 2228 (1984).

[82] A. Hosoya, M. Sakagami e M. Takao, Ann. Phys. 154, 229 (1984).

213



214 Bibliografia

[83] G. Boyd, D. Brahm e S.D.H. Hsu, Phys. Rev. D 48, 4952 (1993); M.E. Carrington,
Phys. Rev. D 45, 2933 (1992); M. Dine, R. Leigh, P. Huet, A. Linde e D. Linde,
Phys. Rev. D 46, 550 (1992); J.R. Espinosa, M. Quiros e F. Zwirner, Phys. Lett.
B291, 115 (1992); W. Buchmiiller, T. Helbig e D. Walliser, Nucl. Phys. B487, 387
(1993); P. Arnold e O. Espinosa, Phys. Rev. D 47, 3546 (1993); M. Gleiser e E. W.
Kolb, Phys. Rev. D 48, 1560 (1993).

[84] M. Morikawa, Phys. Rev. D 33, 3607 (1986).
[85] D. Lee e D. Boyanovsky, Nucl. Phys. B406, 631 (1993).

[86] T. Tomé e M.J. de Oliveira, Dindmica Estocdstica e Irreversibilidade (EDUSP, Sao
Paulo, 2001).

[87] D. Boyanovsky, I.D. Lawrie e D.S. Lee, Phys. Rev D 54, 4013 (1996).

[88] G. Baym, J. Blaizot, M. Holzmann, F. Laloe e D. Vautherin, Phys. Rev. Lett. 83,
1703 (1999).

. A. Kashurnikov, N.V. Prokof'ev e B.V. Svistunov, ys. Rev. Lett. ,
89] V. A. Kashurnik N.V. Prokof* B.V. Svi Phys. Rev. L 87, 120402
(2001); P. Arnold e G.D. Moore, Phys. Rev. Lett. 87, 120401 (2001).

[90] P. Arnold, G.D. Moore e B. Tomasik, Phys. Rev. A 65, 013606 (2002).
[91] H. Kleinert, Phys. Lett. A 173, 332 (1993).

[92] V. L. Yukalov, Mosc. Univ. Phys. Bull. 31, 10 (1976).

[93] A. Okopinska, Phys. Rev. D 35, 1835 (1987).

[94] E. Braaten e E. Radescu, Phys. Rev. Lett. 89, 271602 (2002).

[95] F. F. de Souza Cruz, M. B. Pinto ¢ R.O. Ramos, Phys. Rev. B 64, 014515 (2001);
F.F. de Souza Cruz, M.B. Pinto, R.O. Ramos e P. Sena , Phys.Rev. A 65, 053613
(2002).

214



Bibliografia 215

[96] R. Seznec e J. Zinn-Justin, J. Math. Phys. 20, 1398 (1979); J.C. LeGuillou e J.
Zinn-Justin, Ann. Phys. 147, 57 (1983).

[97] S. Chiku e T. Hatsuda, Phys. Rev. D 58, 076001 (1998).
[98] M.B. Pinto e R.O. Ramos, Phys. Rev. D 60, 105005 (1999).
[99] J.O. Andersen, E. Braaten e M. Strickland, Phys. Rev. D 62, 045004 (2000).

[100] B. Bellet, P. Garcia e A. Neveu, Int. J. Mod. Phys. A 11, 5587 (1997); 11, 5607
(1997).

[101] C. Arvanitis, F. Geniet, M. Iacomi, J. L. Kneur e A. Neveu, Int. J. Mod. Phys. A
12, 3307 (1997).

[102] P. Ginsparg, Nucl. Phys. B170, 388 (1980).

[103] J.L. Kneur, M.B. Pinto e R.O. Ramos, Phys. Rev. A 68, 043615 (2003).
[104] F.F. de Souza Cruz, M.B. Pinto e R.O. Ramos, Laser Phys. 12, 203 (2002).
[105] D.J. Bedingham e T.S. Evans, Phys. Rev. D 64, 105018 (2001).

[106] H. Kleinert e W. Janke, Phys. Lett. A 206, 283 (1995).

[107] R. Guida, K. Konishi e H. Suzuki, Ann. Phys. 241, 152 (1995).

[108] J.-L. Kneur e D. Reynaud, Eur. Phys. J. C 24, 323 (2002); Phys. Rev. D 66, 085020
(2002).

[109] J.-L. Kneur, M.B. Pinto e R.O. Ramos, Phys. Rev. Lett. 89, 210403 (2002).
[110] S.K. Gandhi, H.F. Jones e M.B. Pinto, Nucl. Phys. B359, 429 (1991).
[111] G. Krein, D.P. Menezes e M.B. Pinto, Int. J. Mod. Phys. E 9, 221 (2001).

[112] R.L.S. Farias, G. Krein e R.O. Ramos, em preparagao.

215



216 Bibliografia

[113] A.J. Niemi e G.W. Semenoff, Nucl. Phys. B230, 181 (1984).
[114] R. Kobes, Phys. Rev. D 42, 562 (1990).

[115] H. Matsumoto, Y.Nakano e H. Umezawa, Phys. Rev D 31, 1495 (1985).
[116] T.S. Evans, Z. Phys. C 36, 153 (1987); 41, 333 (1988).

[117] Y. Fujimoto e Y. Yamada, Z. Phys. C 37, 365 (1988).

[118] R.L.S. Farias, R.O. Ramos e G. Krein, “Free Energy for a Scalar Field Theory in
the Optimized Perturbation Theory: Unbroken and Broken Symmetry Cases”, em

preparacao.
[119] J.O. andersen, E. Braaten e M. Strickland, Phys. Rev. D 63, 105008 (2001).
[120] F.G. Gardim e F.M. Steffens, comunicagao privada.

[121] N.C. Cassol-Seewald, Um estudo sobre transi¢oes de fase dinamicas e equagoes es-

tocdsticas de Ginzburg-Landau-Langevin, (Dissertagao de Mestrado, IFT, 2006).

[122] N.C. Cassol-Seewald, R.L.S. Farias, E.S. Fraga, G. Krein e R.O. Ramos, Dynamics

of condensate formation in a spontaneously broken scalar theory, em preparacao.

[123] R.L.S. Farias, N.C. Cassol-Seewald, G. Krein e R.O. Ramos, Nucl. Phys. A782, 33
(2007).

[124] M.I.M. Copetti e C.M. Elliot, Mat. Sci. Tecn. 6, 273 (1990).

[125] N.C. Cassol-Seewald, M.I.M. Copetti e G. Krein, “Numerical analysis of spectral
methods for the Ginzburg-Landau equation for fast phase transitions”, submetido

para publicacao.

[126] C.J. Gagne e M. Gleiser, Phys. Rev. E 61, 3483 (2000).

216



Bibliografia 217

[127] L.M.A. Bettencourt, K. Rajagopal e J.V. Steele, Nucl. Phys. A693, 825 (2001).
[128] G. Parisi, Statistical Field Theory (Addison-Wesley, Nova York, 1988).

[129] J. Borrill and M. Gleiser, Nucl. Phys. B 483, 416 (1997); L. M. A. Bettencourt,
S. Habib and G. Lythe, Phys. Rev. D 60, 105039 (1999); C. J. Gagne and M. Gleiser,
Phys. Rev. E 61, 3483 (2000); L. M. A. Bettencourt, K. Rajagopal, and J. V. Steele,
Nucl. Phys. A 693, 825 (2001).

[130] E. S. Fraga, G. Krein and R. O. Ramos, AIP Conf. Proc. 814, 621 (2006);
E. S. Fraga, Eur. Phys. J. A 29, 123 (2006).

[131] K. Farakos, K. Kajantie, K. Rummukainen e M.E. Shaposhninikov, Nucl. Phys.
BA425, 67 (1994).

217



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

