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Aos meus queridos pais, Antônio e Vivalda, e as minhas irmãs, Vilma,
Aline e Beatriz. Obrigada pelo carinho e atenção.

Aos meus amigos Almir Santos e Ivaldo Nunes, sempre dispostos a me
ajudar. Obrigada pelas vezes em que discutimos sobre pontos desta dis-
sertação.
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Resumo

Nesta dissertação apresentamos a demonstração de um teorema obtido
por F. Hang e X. Wang, o qual estabelece que uma variedade (Mn, g) Rie-
manniana compacta com bordo não-vazio, curvatura de Ricci maior ou igual
a (n − 1)g, e com bordo isométrico à esfera (n-1)-dimensional e segunda
forma fundamental não-negativa, é isométrica ao hemisfério Sn+. Este artigo
foi publicado em 2009 no Journal of Geometric Analysis, com o t́ıtulo Ri-
gidity Theorems for Compact Manifolds with Boundary and Positive Ricci
Curvature.

Palavras-chave: Curvatura de Ricci, esfera, segunda forma fundamen-
tal, variedade compacta com bordo.
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Abstract

In this work we demonstrate a theorem obtained by F. Hang and X. Wang,
which ensures that a compact Riemannian manifold (Mn, g) with nonempty
boundary, Ricci curvature greater or equal to (n − 1)g, boundary isometric
to the (n-1)-dimensional sphere and second fundamental form nonnegative,
is isometric to the hemisphere Sn+. That result was published in this year in
Journal of Geometric Analysis with the title Rigidity Theorems for Compact
Manifolds with Boundary and Positive Ricci Curvature.

Keywords: Ricci curvature, sphere, second fundamental form, compact
manifold with boundary.
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Introdução

Esta dissertação está baseada no artigo Rigidity Theorems for Com-
pact Manifolds with Boundary and Positive Ricci Curvature dos matemáticos
Fengbo Hang e Xiaodong Wang sobre a conjectura de Min-Oo

Conjectura (Min-Oo, 1995). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana
compacta com bordo e curvatura escalar R ≥ n(n−1). Se o bordo é isométrico
a Sn−1 e totalmente geodésico, então (Mn, g)é isométrico ao hemisfério Sn+.

Hang e Wang provaram que a conjectura é verdadeira com algumas al-
terações nas hipóteses, a saber: supondo que a segunda forma fundamental
do bordo é não-negativa e a curvatura de Ricci é maior ou igual a (n− 1)g.
Mais precisamente, provaram o seguinte resultado.

Teorema 0.0.1 (Hang-Wang, [3]). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanni-
ana compacta com bordo Σ = ∂M 6= ∅. Suponhamos que

(i) O tensor curvatura de Ricci satisfaz Ric ≥ (n− 1)g;

(ii) (Σ, g|Σ) é isométrico a Sn−1 ⊂ Rn;

(iii) A segunda forma fundamental de Σ é não-negativa.

Então (Mn, g) é isométrico a Sn+ ⊂ Rn+1.

O objetivo deste trabalho é demonstrar o teorema acima obtido por Hang
e Wang.

Esta dissertação está dividida em três caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo
abordamos os conceitos e resultados em Geometria Riemanniana e Equações
Diferenciais Parciais os quais serão utilizados nos caṕıtulos seguintes. No
caṕıtulo 2, provamos fatos fundamentais para a demonstração dos principais
resultados, como por exemplo, provamos a fórmula de Bochner:

Proposição 0.0.1 (Fórmula de Bochner). Se M é uma variedade Rieman-
niana e f ∈ C∞(M), então

1

2
∆(|∇f |2) = |Hess f |2 + 〈∇f,∇∆f〉+ Ric(∇f,∇f).
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Além disso, ainda no caṕıtulo 2, provamos a Fórmula de Reilly:

Proposição 0.0.2 (Fórmula de Reilly). Seja Mn uma variedade Riemanni-
ana compacta com bordo Σ = ∂M e seja f ∈ C∞(M). Denotemos por Ω e Ψ
as formas de volume de M e Σ, respectivamente. Então∫

M

(
(∆f)2 − |Hess f |2

)
Ω =

∫
M

Ric(∇f,∇f)Ω +

∫
Σ

(∆z + vH)vΨ

−
∫

Σ

〈∇v,∇z〉Ψ +

∫
Σ

II(∇z,∇z)Ψ,

onde H é a curvatura média do bordo Σ, z = f |Σ e v = fn é derivada de f
na direção do vetor normal ao bordo.

O terceiro caṕıtulo está dividido em três seções. Na primerira seção pro-
vamos o Teorema de Reilly, fato essencial para a demonstração do Teorema
de Hang-Wang.

Teorema 0.0.2 (Reilly, [5]). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana com-
pacta com bordo Σ = ∂M 6= ∅. Suponhamos Ric ≥ (n−1)g e que a curvatura
média de Σ em M é não-negativa. Então o primeiro autovalor λ1 de −∆,
relacionado ao problema de Dirichlet, satisfaz λ1 ≥ n. Além disso, λ1 = n
se, e somente se, M é isométrica ao hemisfério Sn+ ⊂ Rn+1.

Na segunda seção provamos o Teorema de Hang-Wang no caso bidimen-
sional usando técnicas geométricas e anaĺıticas. E, finalmente, na terceira
seção, apresentamos uma demonstração para o caso geral do Teorema de
Hang-Wang de um modo puramente anaĺıtico utilizando o Teorema de Reilly.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo fixamos notações e apresentamos os requisitos necessários
para a compreensão dos resultados principais desta dissertação, a saber, o
Teorema de Hang-Wang e o Teorema de Reilly. Salvo menção contrária, os
resultados aqui apresentados encontram-se demonstrados em [2].

1.1 Conexões; Curvaturas

Nesta seção introduzimos a noção de conexão sobre uma variedade Ri-
emanniana e definimos a derivada covariante de um campo de vetores ao
longo de uma curva. Logo após isto, apresentamos uma definição de curva-
tura que, intuitivamente, mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa
de ser euclidiana. Definimos também curvatura seccional, curvatura de Ricci
e curvatura escalar.

Em toda esta dissertação, as variedades diferenciáveis consideradas são
supostas de Hausdorff e com base enumerável. Quando indicarmos uma vari-
edade por Mn, o ı́ndice superior n inidicará a dimensão de M. Denotaremos
a esfera unitária contida em Rn+1 por Sn.

Indicaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞

em M e por C∞(M) o conjunto das funções diferenciáveis em M.

Definição 1.1.1. Uma conexão Riemanniana em uma variedade Riemanni-
ana (M, g) é uma aplicação

∇ : X (M)×X (M) → X (M)

(X, Y ) 7→ ∇XY

que satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(iii) ∇XfY = f∇XY +X(f)Y,

(iv) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z)+g(Y,∇XZ), (Compatibilidade com a métrica)

(v) ∇XY −∇YX = [X, Y ] , (Simetria)

onde X, Y, Z ∈ X (M) e f, g ∈ C∞(M).

O fato da conexão Riemanniana ser simétrica, propriedade (v), implica
que em um sistema de coordenadas (U,x),

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
=

[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= 0,

para todo i, j = 1, ..., n, onde ∂
∂xi

é o vetor tangente à curva coordenada:

xi → x(0, ...0, xi, 0..., 0).

Teorema 1.1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M , existe
uma única conexão Riemanniana ∇ em M .

Seja (U,x) uma parametrização de Mn. Para facilitar a notação, passa-
mos a escrever Xi para denotar ∂

∂xi
.

As funções Γkij definidas em U por

∇XiXj =
n∑
k=1

ΓkijXk (1.1)

são os coeficientes da conexão ∇ em U ou os śımbolos de Christoffel da
conexão. Usando a fórmula de Kozul, a qual nos diz que

g (Z,∇YX) = 1
2
{Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )
−g ([X,Z] , Y )− g ([Y, Z] , X)− g ([X, Y ] , Z)} ,

obtemos
n∑
l=1

Γlijglk =
1

2

{
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj
− ∂gij
∂xk

}
,

onde gij = g(Xi, Xj).
Denotando por (gkm) a matriz inversa de (gkm), temos
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Γmij =
1

2

n∑
k=1

{
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj
− ∂gij
∂xk

}
gkm. (1.2)

A equação (1.2) é a expressão dos śımbolos de Christoffel da conexão
Riemanniana em termos dos gij dados pela métrica.

Proposição 1.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana com ∇, sua co-
nexão Riemanniana. Então existe uma única correspondência que associa a
cada campo vetorial V ao longo da curva diferenciável α : I → M um outro
campo vetorial DV

dt
ao longo de α, denominado derivada covariante de V ao

longo de α, tal que

(a) D
dt

(V +W ) = DV
dt

+ DW
dt
,

(b) D
dt

(fV ) = df
dt
V + f DV

dt
,

(c) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X (M), isto é, V (t) =
Y (α(t)), então DV

dt
= ∇ dα

dt
Y,

onde W ∈ X (M) e f é uma função diferenciável em I.

Demonstração. Suponhamos, inicialmente, que existe uma aplicação D
dt

sa-
tisfazendo as condições (a), (b) e (c). Seja x : U ⊂ Rn → M um sistema
de coordenadas com α(I) ∩ x(U) 6= ∅ e seja x−1 ◦ α(t) = (x1(t), ..., xn(t))
a expressão local de α(t), t ∈ I. Podemos expressar o campo V localmente
como

V (t) =
n∑
j=1

vj(t)Xj(α(t)).

Por (a) e (b), temos

DV

dt
=

n∑
j=1

dvj
dt
Xj +

n∑
j=1

vj
DXj

dt
.
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Por outro lado,
DXj

dt
= ∇ dc

dt
Xj

= ∇(
∑n
i=1

dxi
dt
Xi)Xj

=
n∑
i=1

dxi
dt
∇XiXj

=
n∑

i,k=1

dxi
dt

ΓkijXk,

onde na primeira igualdade usamos a condição (c), na terceira usamos a
condição (i) da Definição 1.1.1 e na última usamos a expressão (1.2).

Portanto,

DV

dt
=

n∑
k=1

(
dvk
dt

+
n∑

i,j=1

vj
dxi
dt

Γkij

)
Xk. (1.3)

A expressão (1.3) nos mostra que se existe uma aplicação D
dt

satisfazendo
as condições da Proposição 1.1.1, então ela é única.

Para mostrar a existência, definamos DV
dt

em x(U) por (1.3). Desse modo,
a aplicação D

dt
satisfaz as condições (a), (b) e (c). Se y : W ⊂ Rn →M é um

outro sistema de coordenada tal que y(W ) ∩ x(U) 6= ∅ e definimos DV
dt

em
y(W ) por (1.3), as definições coincidem em y(W ) ∩ x(U), pela unicidade de
DV
dt

em x(U). Segue, então, que a definição pode ser estendida para todo M
e isto conclui a demonstração.

A proposição acima mostra que a noção de conexão fornece uma maneira
de derivar campo de vetores ao longo de curvas, em particular, é posśıvel
falar em aceleração de uma curva em M.

Definição 1.1.2. Seja M uma variedade Riemanniana com sua conexão Ri-
emanniana ∇. Um campo vetorial V ao longo de uma curva c : I → M é
chamado paralelo quando DV

dt
≡ 0.

Um conjunto {Ei}ni=1 ⊂ X (M) é um referencial para M , se {Ei(p)}ni=1 é
uma base de TpM para cada p ∈M. Isto nos diz que todo campo de vetores
X ∈ X (M) pode ser escrito da forma

X =
n∑
i=1

xiEi,
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onde as funções xi : M → R são diferenciáveis. Um referencial é dito or-
tonormal se {Ei(p)}ni=1 é uma base ortonormal de TpM para cada p ∈ M.
Dizemos que um referencial {Ei}ni=1 é geodésico numa vizinhança U ⊂M, se
em cada p ∈ U , {Ei(p)}ni=1 é uma base ortonormal de TpM e ∇EiEj(p) = 0
para todo i, j = 1, 2, ..., n.

Definição 1.1.3. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma
correspodência que associa a cada par X, Y ∈ X (M) uma aplicação R(X, Y ) :
X (M)→ X (M) dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, Z ∈ X (M)

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Observação 1.1.1. Se M = Rn, então R(X, Y )Z = 0, para todo X, Y, Z ∈
X (Rn). De fato, consideremos os campos Ei(p) = ei para todo p ∈ Rn, onde
{ei}ni=1 é base canônica do Rn.

Assim, dados X =
n∑
i=1

xiEi, Y =
n∑
i=1

yiEi e Z =
n∑
i=1

ziEi, temos

∇XZ = ∇X

(
n∑
i=1

ziEi

)
=

n∑
i=1

(X(zi)Ei + zi∇XEi) =
n∑
i=1

X(zi)Ei,

pois o campo Ei é um campo constante e, portanto, sua derivada covariante
em relação a qualquer outro campo é nula.

Analogamente,

∇Y∇XZ =
n∑
i=1

Y (X(zi))Ei

e

∇X∇YZ =
n∑
i=1

X(Y (zi))Ei.

Dáı,

∇X∇YZ −∇Y∇XZ =
n∑
i=1

X(Y (zi))Ei −
∑n

i=1 Y (X(zi))Ei

=
n∑
i=1

[X(Y (zi))− Y (X(zi))]Ei

=
n∑
i=1

(XY − Y X)(zi)Ei = ∇[X,Y ]Z.
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Portanto, R(X, Y )Z = 0. Podemos então pensar em R como uma maneira
de medir o quanto M deixa de ser euclidiano.

�

Definição 1.1.4. Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bi-dimensional
σ ⊂ TpM , o número real

K(σ) = K(x, y) =
〈R(x, y)y, x〉√
|x|2|y|2 − 〈x, y〉2

,

onde {x,y} é uma base qualquer de σ, é chamado curvatura seccional de σ
em p.

A proposição a seguir mostra que, numa variedade de curvatura seccional
constante, o tensor curvatura pode ser escrito de uma forma mais simples.

Proposição 1.1.2. Sejam M uma variedade Riemanniana e p ∈ M . Defi-
namos uma aplicação trilinear R′ : TpM × TpM × TpM → TpM por

〈R′(X, Y, Z),W 〉 = 〈X,W 〉 〈Y, Z〉 − 〈Y,W 〉 〈X,Z〉 ,

para todo X, Y, Z,W ∈ TpM. Então M tem curvatura seccional constante e
igual a K0 se, e somente se, R = K0R

′, onde R é o tensor curvatura de M.

Definição 1.1.5. Dado um ponto p ∈ M , seja {e1, ..., en} uma base orto-
normal de TpM . Dados x, y ∈ TpM , definimos (tensor) curvatura de Ricci
por

Ric(x, y) =
n∑
i=1

〈R(x, ei)ei, y〉 ,

e a curvatura escalar em p por

R(p) =
n∑
j=1

Ric(ej, ej) =
n∑
i,j

〈R(ej, ei)ei, ej〉 .

Usaremos a notação Rij para denotar Ric(ei, ej).

1.2 Geodésicas; Aplicação Exponencial

No que se segue, M será uma variedade Riemanniana com sua conexão
Riemanniana.

8



Definição 1.2.1. Uma curva parametrizada γ : I →M é uma geodésica se,
para todo t ∈ I, D

dt

(
dγ
dt

)
(t) = 0.

Vamos determinar as equações locais satisfeitas por uma geodésica γ em
um sistema de coordenadas (U,x). Seja x−1 ◦ γ(t) = (x1(t), ..., xn(t)) a ex-
pressão local de γ na parametrização x.

A curva γ será uma geodésica se, e somente se,

0 =
D

dt

(
dγ

dt

)
=

n∑
k=1

(
d2xk
dt2

+
n∑

i,j=1

dxi
dt

dxj
dt

Γkij

)
Xk.

Ou seja, se, e somente se,

d2xk
dt2

+
n∑

i,j=1

dxi
dt

dxj
dt

Γkij = 0, k = 1, ..., n.

Como as geodésicas são soluções de uma equação diferencial ordinária de
segunda ordem não-linear, o seu domı́nio maximal de definição é um intervalo
I ⊂ R o qual nem sempre é todo o R.

Definição 1.2.2. Dizemos que uma variedade Riemanniana M é completa
quando, para todo p ∈M, as geodésicas γ(t) que partem de p estão definidas
para todos os valores do paramêtro t ∈ R.

Como uma consequência do teorema de existência e unicidade das solu-
ções de equações diferenciais ordinárias, segue o seguinte resultado.

Proposição 1.2.1. Seja M uma variedade Rieamanniana. Dados p ∈ M e
v ∈ TpM , existe uma única geodésica γ : I →M tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Denotaremos por γv a única geodésica que no instante t = 0 passa por p
com velocidade v ∈ TpM.

Lema 1.2.1 (de Homogeniedade). Seja γ : I → M uma geodésica com
γ′(0) = v. Então

γav(t) = γv(at), a ∈ R, a > 0.

Definição 1.2.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Definimos
a aplicação exponencial em p ∈M por

expp : TpM → M
v 7→ γv(1).

9



Observação 1.2.1. Da mesma maneira podemos definir a aplicação expo-
nencial em variedades que não são completas. A única diferença é que o seu
domı́nio de definição passa a ser um aberto do plano tangente em torno da
origem. Para mais detalhes, ver [2], pág. 70-73, por exemplo.

Geometricamente, expp v é o ponto de M obtido percorrendo uma distân-

cia igual a |v| =
√
〈v, v〉, a partir de p, sobre a geodésica que passa por p

com velocidade v
|v| .

Usaremos a notação B(0, ε) para indicar uma bola aberta de centro na
origem 0 de TpM e raio ε e a notação B[0, ε] para indicar uma bola fechada
de centro na origem 0 de TpM e raio ε.

Proposição 1.2.2. Dado p ∈ M , existe ε > 0 tal que expp : B(0, ε) ⊂
TpM →M é um difeomorfismo de B(0, ε) sobre um aberto de M .

Uma geodésica γ : I → R é dita minimizante, se l(γ) ≤ l(c), onde c é
qualquer curva diferenciável por partes ligando os extremos de γ.

Definição 1.2.4. Dados p, q ∈M , a distância d de p a q é definida por

d(p, q) = inf{l(αp,q);αp,qé uma curva diferenciável por partes ligando p a q},

onde l(α) indica o comprimento da curva α.

Com a distância d, M é um espaço métrico. Para uma demonstração
deste fato, ver [2], pág. 161, por exemplo.

Observe que se existe uma geodésica minimizante γ ligando p a q, o que
nem sempre é verdade, então d(p, q) = l(γ).

Teorema 1.2.1 (Hopf e Rinow). Sejam M uma variedade Riemanniana e
p ∈ M . Se M é completa, então para todo q ∈ M existe uma geodésica γ
ligando p a q com l(γ) = d(p, q).

Corolário 1.2.1. Se M é compacta, então M é completa.

Seja A um subconjunto conexo de R2 tal que sua fronteira seja uma
curva diferenciável por partes com ângulos dos vértices distintos de π. Uma
superf́ıcie parametrizada em M é uma aplicação diferenciável b : A ⊂ R2 →
M, isto é, b se estende a uma aplicação diferenciável b : U ⊂ R2 → M, onde
U é um aberto de R2 que contém A.

Um campo de vetores V ao longo de b é uma aplicação que a cada ponto
q ∈ A associa um vetor V (q) ∈ Tb(q)M . Dizemos que V é diferenciável se,
para toda f ∈ C∞(M), a aplicação q 7→ V (q)f é diferenciável.
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Sejam (s, t) coordenadas cartesianas em R2. Para t0 fixo, a aplicação
s 7→ b(s, t0) é uma curva em M , denotaremos por ∂b

∂s
seu campo de vetores

tangente, s 7→ db(s,t0)

(
∂
∂s

(s, t0)
)
. Isto define ∂b

∂s
para todo (s, t) ∈ A e ∂b

∂s
é

um campo de vetores ao longo de b. Analogamente podemos definir ∂b
∂t
.

Se V é um campo de vetores ao longo de b, então definimos as derivadas
covariantes DV

ds
, DV

dt
no ponto (s, t) como sendo as derivadas covariantes ao

longo das curvas s 7→ b(s, t) e t 7→ b(s, t), respectivamente.
A demonstração dos próximos três lemas pode ser encontrada, por exem-

plo, em [2], pág. 76, 109 e 77, respectivamente.

Lema 1.2.2 (de Simetria). Seja M uma variedade Riemanniana com sua
conexão ∇ e seja b : A→M uma superf́ıcie parametrizada. Então

D

∂t

∂b

∂s
=
D

∂s

∂b

∂t
.

Lema 1.2.3. Seja b : A → M uma superf́ıcie parametrizada e seja V (s, t)
um campo de vetores ao longo de b. Então

D

∂t

D

∂s
V − D

∂s

D

∂t
V = R

(
∂b

∂t
,
∂b

∂s

)
V.

Lema 1.2.4 (de Gauss). Seja M uma variedade Riemanniana completa.
Dado p ∈M , sejam v ∈ TpM e w ∈ Tv(TpM) ≈ TpM . Então〈

(d expp)v(v), (d expp)v(w)
〉

= 〈v, w〉 .

Se V é uma vizinhança da origem em TpM na qual expp é difeomorfismo,
dizemos que o conjunto U = expp V é uma vizinhança normal de p. Se B(0, ε)
é tal que B[0, ε] ⊂ V , chamamos B(p, ε) := exppB(0, ε) a bola geodésica (ou
normal) de centro em p e raio ε, B[p, ε] := exppB[0, ε] o disco geodésico
de centro em p e raio ε e S(p, ε) = expp(∂B[0, ε]) a esfera geodésica. As
geodésicas que partem de p são chamadas geodésicas radiais . Pelo Lema de
Gauss, S(p, ε) é uma hipersuperf́ıcie em M ortogonal às geodésicas radiais.

Uma vizinhança W de p é dita uma vizinhança totalmente normal se W é
uma vizinhança normal para cada um de seus pontos. Um fato interessante é
que essa vizinhança sempre existe, isto é, cada ponto possui uma vizinhança
totalmente normal. Para uma demonstração deste fato, ver, por exemplo,
[2], pág. 80.
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1.3 Campos de Jacobi

Nesta seção introduzimos os chamados campos de Jacobi, que são cam-
pos de vetores ao longo de geodésicas, definidos por meio de uma equação
diferencial que aparece naturalmente no estudo da aplicação exponencial.

Definição 1.3.1. Seja γ : I → M uma geodésica de M . Um campo de
vetores J ao longo de γ é dito um campo de Jacobi se satisfaz a equação

J ′′(t) = R(γ′(t), J(t))γ′(t), para todo t ∈ I,
onde J ′′(t) = D

∂t
DJ
dt

(t).

Daqui por diante faremos uso da notação J ′′(t) = D
∂t
DJ
dt

(t).

Exemplo 1.3.1 (Campos de Jacobi na Esfera Sn). Sabemos que a esfera
unitária Sn tem curvatura seccional constante e igual a 1. Consideremos
γ : I → Sn uma geodésica normalizada e J um campo de Jacobi ao longo de
γ e normal a γ′.

Dado qualquer campo de vetores T ao longo de γ, a Proposição 1.1.2,
pág. 8, nos diz que

〈R(γ′, J)γ′, T 〉 = 〈γ′, T 〉 〈J, γ′〉 − 〈γ′, γ′〉 〈J, T 〉 = −〈J, T 〉 .
Dáı, pela equação que define campo de Jacobi, temos que

J ′′(t) = R(γ′, J)γ′ = −J.
Se w(t) é um campo paralelo ao longo de γ com 〈γ′(t), w(t)〉 = 0 e |w(t)| =

1, então
J(t) = sen tw(t) (1.4)

é um campo de Jacobi ao longo de γ com condições iniciais J(0) = 0, J ′(0) =
w(0).

A demonstração da próxima proposição pode ser encontrada, por exem-
plo, em [2], pág. 126.

Proposição 1.3.1. Seja γ : I → M uma geodésica de M. Então um campo
de Jacobi J ao longo de γ com J(0) = 0 é dado por

J(t) =
(
d expp

)
tγ′(0)

(tJ ′(0)), t ∈ I.

Usando o Exemplo 1.3.1 e a proposição anterior, temos que um campo
de Jacobi J ao longo de uma geodésica γ na esfera Sn satisfaz

J(t) =
(
d expp

)
tγ′(0)

(tJ ′(0)) = sen tw(t),

onde w(t) é um campo paralelo ao longo de γ com 〈γ′(t), w(t)〉 = 0, |w(t)| = 1
e w(0) = J ′(0).
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1.4 Variações do Comprimento de Arco

Sejam M uma variedade Riemanniana e γ : [0, t0] → M uma geodésica
normalizada em M . Uma variação de γ é uma superf́ıcie parametrizada

b : (−ε, ε)× [0, t0] → M

(s, t) 7→ b(s, t)

tal que b(0, t) = γ(t).
Suponhamos que as curvas α1, α2 : (−ε, ε)→M dadas por α1(s) = b(s, 0)

e α2(s) = b(s, t0) são geodésicas em M. Denotemos por γs a curva t 7→ b(s, t).

Figura 1.1: Variação da geodésica γ.

Consideremos a função

L : (−ε, ε) → R
s 7→ L(s),

onde L(s) é o comprimento da curva γs.

Proposição 1.4.1. Com a notação acima, temos

L′(0) =

〈
∂b

∂s
(0, t0), γ′(t0)

〉
−
〈
∂b

∂s
(0, 0), γ′(0)

〉
e

L′′(0) =

∫ t0

0

(∣∣∣∣D∂t ∂b∂s
∣∣∣∣2 −〈R(γ′, ∂b∂s

)
∂b

∂s
, γ′
〉
−
〈
γ′,

D

∂t

∂b

∂s

〉2
)
dt.
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Demonstração. Como L(s) =

∫ t0

0

∣∣∣∣∂b∂t
∣∣∣∣ dt, temos

L′(s) =

∫ t0

0

〈
D
∂s

∂b
∂t
, ∂b
∂t

〉∣∣∂b
∂t

∣∣ dt

=

∫ t0

0

〈
D
∂t
∂b
∂s
, ∂b
∂t

〉∣∣∂b
∂t

∣∣ dt,

onde na segunda igualdade usamos o Lema de Simetria.
Fazendo s = 0, segue que

L′(0) =

∫ t0

0

〈
D
∂t
∂b
∂s
, γ′
〉

|γ′|
dt

=

∫ t0

0

〈
D

∂t

∂b

∂s
, γ′
〉
dt

=

∫ t0

0

∂

∂t

〈
∂b

∂s
, γ′
〉
−
〈
∂b

∂s
,∇γ′γ

′
〉
dt

=

〈
∂b

∂s
(0, t0), γ′(t0)

〉
−
〈
∂b

∂s
(0, 0), γ′(0)

〉
,

onde na segunda igualdade usamos o fato de γ estar normalizada e na última
o fato de γ ser uma geodésica.

Vamos encontrar agora a expressão para L′′(0).

Como L′(s) =

∫ t0

0

〈
D
∂t
∂b
∂s
, ∂b
∂t

〉∣∣∂b
∂t

∣∣ dt, então

L′′(s) =

∫ t0

0

(〈
D
∂s

D
∂t
∂b
∂s
, ∂b
∂t

〉
+
〈
D
∂t
∂b
∂s
, D
∂s

∂b
∂t

〉∣∣∂b
∂t

∣∣2 −
〈
D
∂t
∂b
∂s
, ∂b
∂t

〉2∣∣∂b
∂t

∣∣3
)
dt.

Usando o Lema 1.2.3, pág. 11, temos〈
D

∂s

D

∂t

∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉
=

〈
D

∂t

D

∂s

∂b

∂s
+R

(
∂b

∂s
,
∂b

∂t

)
∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉

=
∂

∂t

〈
D

∂s

∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉
−
〈
D

∂s

∂b

∂s
,
D

∂t

∂b

∂t

〉

−
〈
R

(
∂b

∂t
,
∂b

∂s

)
∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉
.
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Como D
∂t
∂b
∂t

(0, t) = ∇γ′γ
′(t) = 0, então em s = 0 temos〈

D

∂s

D

∂t

∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉
=

∂

∂t

〈
D

∂s

∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉
−
〈
R

(
∂b

∂t
,
∂b

∂s

)
∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉
.

Além disso,
∣∣∂b
∂t

(0, t)
∣∣ = |γ′(t)| = 1. Logo,

L′′(0) =

∫ t0

0

(
∂

∂t

〈
D

∂s

∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉
−
〈
R

(
∂b

∂t
,
∂b

∂s

)
∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉)
dt

+

∫ t0

0

(∣∣∣∣D∂t ∂b∂s
∣∣∣∣2 −〈D∂t ∂b∂s, γ′

〉2
)
dt

=

∫ t0

0

(∣∣∣∣D∂t ∂b∂s
∣∣∣∣2 −〈R(∂b∂t , ∂b∂s

)
∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉
−
〈
D

∂t

∂b

∂s
, γ′
〉2
)
dt

+

〈
D

∂s

∂b

∂s
(0, t0), γ′(t0)

〉
−
〈
D

∂s

∂b

∂s
(0, 0), γ′(0)

〉

=

∫ t0

0

(∣∣∣∣D∂t ∂b∂s
∣∣∣∣2 −〈R(∂b∂t , ∂b∂s

)
∂b

∂s
,
∂b

∂t

〉
−
〈
D

∂t

∂b

∂s
, γ′
〉2
)
dt,

pois como as curvas α1(s) = b(s, 0), α2(s) = b(s, t0) são geodésicas, temos
D

∂s

∂b

∂s
(0, t0) = ∇α

′
2
α
′

2(0) = 0 e
D

∂s

∂b

∂s
(0, 0) = ∇α

′
1
α
′

1(0) = 0.

1.5 Segunda Forma Fundamental

Sejam Mn, M
n+m=k

variedades Riemannianas com suas respectivas co-
nexões Riemannianas ∇, ∇; e seja f : M → M uma imersão. Então, para
cada p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que f(U) ⊂ M é uma
subvariedade, pois toda imersão é localmente um mergulho. Para simplificar
a notação, identificaremos U com f(U) e cada vetor v ∈ TqM, q ∈ U , com
dfq · v ∈ Tf(q)M.

Usando tais identificações, para cada p ∈ M , o produto interno em TpM
decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM. Assim, se v ∈
TpM , podemos escrever

v = vT + vN ,
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onde vT ∈ TpM é a componente tangencial de v e vN ∈ (TpM)⊥ é a compo-
nente normal de v.

Se X e Y são campos locais (isto é, definidos em U) de vetores em M e
X,Y suas extensões locais a M , então

∇XY = (∇XY )T . (1.5)

Denotaremos por X (U)⊥ o conjunto dos campos diferenciáveis em U de
vetores normais a U.

Proposição 1.5.1. Se X, Y ∈ X (U), a aplicação B : X (U) × X (U) →
X (U)⊥ definida por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é bilinear e simétrica.

Como B é bilinear, o valor de B(X, Y )(p) depende apenas dos valores
X(p) e Y (p). Assim, podemos considerar B(x, y) = B(X, Y )(p), onde x =
X(p) ∈ TpM e y = Y (p) ∈ TpM .

Sejam p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥. Pela proposição anteiror, a aplicação
Hη : TpM × TpM → R definida por

Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉 , x, y ∈ TpM,

é uma forma bilinear simétrica.

Definição 1.5.1. A forma quadrática IIη definida em TpM por

IIη(x) = Hη(x, x)

é chamada a segunda forma fundamental da imersão f em p segundo o vetor
normal η.

Como Hη é uma forma bilinear simétrica definida em TpM , a ela está
associada uma única aplicação linear auto-adjunta Sη : TpM → TpM dada
por

〈Sη(x), y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉 .

Proposição 1.5.2. Sejam p ∈ M,x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma
extensão local de η normal a M . Então,

Sη = −(∇xN)T .

Definição 1.5.2. Uma imersão f : M →M é geodésica em p ∈M se, para
todo η ∈ (TpM)⊥, a segunda forma fundamental IIη é identicamente nula em
p. A imersão f é dita totalmente geodésica se é geodésica em todo p ∈M.
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Proposição 1.5.3. Uma imersão f : M → M é geodésica em p ∈ M se, e
somente se, toda geodésica γ de M partindo de p é geodésica de M em p.

Seja f : M → M uma imersão. Relacionaremos agora a curvatura de M
com a curvatura de M e a segunda forma fundamental. Dados x, y ∈ TpM ⊂
TpM, indicaremos por K(x, y), e K(x, y) as curvaturas seccionais de M e M,
respectivamente, no plano gerado por x e y.

Teorema 1.5.1 (Gauss). Sejam p ∈ M e x, y ∈ TpM vetores ortonormais.
Então

K(x, y)−K(x, y) = 〈B(x, x), B(y, y)〉 − |B(x, y)|2. (1.6)

Quando consideramos o caso particular em que a codimensão da imersão

é 1, isto é, f : Mn → M
n+1

, f(M) ⊂ M é então denominada uma hiper-
superf́ıcie e a dimensão de (TpM)⊥ é igual a 1 para todo p ∈ M . Se M
e M são orientáveis e estão orientadas (isto é, escolhemos orientações para
M e M), o vetor unitário η normal a M fica univocamente determinado se
exigirmos que sendo {e1, ..., en} uma base na orientação de M , {e1, ..., en, η}
seja uma base na orientação de M. Assim, neste caso, escrevemos somente
II,H, S para indicar IIη, Hη, Sη e definimos a curvatura média da imersão
como sendo a aplicação

H : M → R
p 7→ traço II.

No caso de hipersuperf́ıcie f : Mn → M
n+1

, a fórmula de Gauss (1.6)
admite uma expressão mais simples, que mostraremos abaixo.

Dado p ∈ M, seja η ∈ (TpM)⊥ normal unitário. Seja {e1, e2, ..., en} uma
base ortonomal de TpM para a qual S = Sη é diagonal, ou seja, S(ei) = λiei,
onde λi é autovalor próprio de S para i = 1, ..., n. Logo B(ei, ei) = λiη e
B(ei, ej) = 0, se i 6= j. Podemos, então, escrever a equação (1.6) como

K(ei, ej)−K(ei, ej) = λiλj. (1.7)

Observação 1.5.1. No caso em que M = M2 é uma superf́ıcie e M =
R3, o produto λ1λ2 é conhecido como a curvatura Gaussiana da superf́ıcie.
Neste caso, a equação (1.7) mostra que a curvatura Gaussiana coincide com a
curvatura seccional em uma superf́ıcie, pois a curvatura de R3 é identicamente
nula, como vimos na Observação 1.1.1, pág. 7.

17



1.6 Variedades com Bordo

Definiremos agora o objeto de estudo desta dissertação, a saber, as varie-
dades com bordo.

Seja A = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn;x1 < 0} e considere, com a topologia indu-
zida de Rn, Ā = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn;x1 ≤ 0}. Identificaremos o hiperplano
do Rn, x1 = 0, com Rn−1.

Sejam U e V conjuntos abertos de Ā e ϕ : U → V um homeomorfismo,
então a restrição de ϕ a U ∩ Rn−1 é um homeomorfismo de U ∩ Rn−1 sobre
V ∩ Rn−1.

Por definição, uma função sobre Ā é diferenciável quando é a restrição a
Ā de uma função diferenciável sobre Rn.

Definição 1.6.1. Uma variedade diferenciável com bordo de dimensão n é
um conjunto M e uma famı́lia de aplicações injetivas xα : Uα ⊂ Ā → M de
abertos Uα de Ā em M tais que

1.
⋃
α xα(Uα) = M ;

2. Para todo par α, β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos
x−1
α (W ) e x−1

β (W ) são abertos em Ā e a aplicação x−1
β ◦ xα é dife-

renciável;

3. A famı́lia {(Uα,xα)} é máxima relativamente às condições 1 e 2.

Figura 1.2: Representação geométrica da Definição 1.6.1.
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Observemos que os abertos de Ā que não contém pontos do hiperplano
Rn−1 também são abertos em Rn.

Os pontos de Mn que tem uma vizinhança homeomorfa a um aberto de
Rn são chamados pontos interiores, os demais pontos, ou seja, aqueles em que
toda vizinhança possui pontos do hiperplano Rn−1, são chamados pontos do
bordo. Denotaremos o conjunto dos pontos do bordo por ∂M e o conjunto
dos pontos interiores por int M.

Quando não houver possibilidade de confusão, as variedade sem bordo
serão chamadas simplesmente variedades. Vale ressaltar que os resultados
expostos nas seções anteriores valem para variedades com bordo com as de-
vidas adaptações.

Teorema 1.6.1. Seja Mn uma variedade com bordo, então ∂M é uma va-
riedade sem bordo de dimensão n− 1.

Demonstração. Seja {(Uα,xα)} uma estrutura diferenciável em M.
Para cada α, consideremos a restrição yα de xα a Vα = Uα ∩ x−1

α (∂M) e
seja Λ = {α;Vα 6= ∅} . Afirmamos que

A = {(Vα,yα);α ∈ Λ}

é uma estrutura diferenciável em ∂M. Com efeito,

(1)
⋃
α∈Λ yα(Uα) = ∂M ; pois, dado qualquer q ∈ ∂M , como {(Uα,xα)}

é uma estrutura diferenciável em M, existe α tal que q ∈ xα(Uα), logo q ∈
xα(Uα) ∩ ∂M e, portanto, Vα 6= ∅ e q ∈ yα(Vα).

(2) Se α, β ∈ Λ são tais que

yα(Vα) ∩ yβ(Vβ) = W1 6= ∅,

então xα(Uα)∩xβ(Uβ) = W2 6= ∅, os conjuntos x−1
α (W2), x−1

β (W2) são abertos

de Rn e a aplicação x−1
β ◦ xα é diferenciável em x−1

α (W2). Logo os conjuntos

y−1
α (W1) = x−1

α (W2 ∩ ∂M), y−1
β (W1) = x−1

β (W2 ∩ ∂M) são abertos de Rn−1

e a aplicação y−1
β ◦ yα, a qual é a restrição de x−1

β ◦ xα a x−1
α (W2 ∩ ∂M), é

diferenciável.

Portanto, ∂M é uma variedade diferenciável sem bordo de dimensão n−
1.

Dizemos que Mn é uma variedade Riemanniana compacta com bordo se
Mn é uma variedade com bordo e Mn é um subconjunto compacto de alguma
variedade Riemanniana (sem bordo).
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1.7 Alguns Resultados sobre Equações Dife-

renciais Parciais

Nesta seção definimos operador eĺıptico e apresentamos alguns resultados
envolvendo este tipo de operador os quais são fundamentais para a compre-
ensão e demonstração do Teorema de Hang-Wang.

Sempre que estivermos trabalhando com uma variedade com bordo M,
escreveremos u ∈ C∞(M) para denotar u ∈ C∞(int M) ∩ C0(∂M).

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo. Um ope-
rador

L : C∞(M) → C∞(M)
u 7→ Lu

é dito um operador diferencial linear de segunda ordem se, quando escrito
em um sistema de coordenadas locais (U,x), é expresso da forma

Lu =
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu

onde aij, bi, c : U → R são funções diferenciáveis.
O operador diferencial linear L é eĺıptico em um ponto x ∈ U, se a matriz

coeficiente (aij(x)) é positiva, isto é, se λ(x),Λ(x) denotam, respectiamente,
o menor e o maior autovalor de (aij(x)), então

0 < λ(x)|ξ|2 ≤
∑
i,j

aij(x)ξiξj ≤ Λ(x)|ξ|2,

para todo ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn − {0}. Se λ(x) > 0 para qualquer x ∈ U,
então L é dito eĺıptico em U, e estritamente eĺıptico se, para todo x ∈ U ,
λ(x) ≥ λ0 > 0 para alguma constante λ0. Se Λ

λ
é limitado em U, dizemos que

L é uniformemente eĺıptico em U.

Exemplo 1.7.1. O operador Laplaciano ∆ : C∞(M) → C∞(M) é expresso
em coordenadas locais (U,x) como

∆u =
n∑

i,j=1

1√
G

∂

∂xi

(√
Ggij

∂u

∂xj

)

=
n∑

i,j=1

gij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

[
n∑
j=1

1√
G

∂

∂xj

(√
Ggij

)] ∂u
∂xi

,

onde G = det(gij).
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Observemos que ∆ é um operador diferencial linear de segunda ordem.
Neste caso, a matriz coeficiente é a matriz (gij) da métrica,

bi =
n∑
j=1

1√
G

∂

∂xj

(√
Ggij

)
e c ≡ 0. Portanto, o Laplaciano é um operador uniformemente eĺıptico.

Definição 1.7.1. Dizemos que uma função u ∈ C∞(M) é subharmônica,
quando ∆u ≥ 0. Analogamente, u ∈ C∞(M) é dita superharmônica, se vale
∆u ≤ 0.

Como nesta dissertação o único operador eĺıptico que utilizaremos é o
Laplaciano, então enunciaremos os três próximos resultados somente para
este operador. As demonstrações podem ser encontradas, por exemplo, em
[8], pág. 32 -35.

O seguinte teorema é conhecido como o Prinćıpio do Máximo Fraco.

Teorema 1.7.1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo.
Suponhamos que

∆u ≥ 0 (≤ 0),

com u ∈ C∞(M). Então o máximo (mı́nimo) de u em M é atingido sobre
∂M , isto é,

maxMu = max∂Mu (minMu = min∂Mu) .

Lema 1.7.1 (Lema de Hopf). Seja M uma variedade Riemanniana compacta
com bordo. Suponhamos que

∆u ≥ 0,

com u ∈ C∞(M). Se existe p0 ∈ ∂M tal que u(p0) > u(p) para todo p ∈ intM,
então

∂u

∂η
(p0) > 0,

onde η é o vetor unitário normal ao bordo apontando para fora.

Teorema 1.7.2. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo
e seja u ∈ C∞(M) tal que ∆u ≥ 0 (≤ 0). Se u atinge seu máximo (mı́nimo)
no interior de M, então u é constante.

O Teorema 1.7.2 é conhecido como o Prinćıpio do Máximo Forte ou sim-
plesmente o Prinćıpio do Máximo.
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Observação 1.7.1. Utilizando a contrapositiva do Lema de Hopf, se ∆u ≥ 0

e existe p0 ∈ ∂M ponto de máximo tal que
∂u

∂η
(p0) = 0, então o valor máximo

é atingido no interior, ou seja, existe p1 ∈ intM tal que u(p0) = u(p1). Dáı,
usando o Prinćıpio do Máximo Forte segue que u é constante.

Definição 1.7.2. Se M é uma variedade Riemanniana compacta com bordo
Σ = ∂M, dizemos que um número real λ é um autovalor do Laplaciano −∆,
quando o problema de Dirichlet

∆u+ λu = 0 sobre M − Σ

u = 0 sobre Σ

tem uma solução não trivial em C∞(M).

Teorema 1.7.3 (Alternativa de Fredholm). Seja M uma variedade Rieman-
niana compacta com bordo Σ = ∂M. Para cada λ ∈ R, exatamente uma das
seguintes afirmações mantém-se:

ou
(i)Para cada g ∈ C∞(M) existe uma única solução u ∈ C∞(M) tal que

∆u+ λu = g sobre M − Σ

u = 0 sobre Σ,

ou
(ii)Existe pelo menos uma solução u 6≡ 0 do problema homogêneo

∆u+ λu = 0 sobre M − Σ

u = 0 sobre Σ.

Notemos que no caso em que a afirmação (ii) mantém-se, λ é dito auto-
valor do Laplaciano.

Observação 1.7.2. Dado f ∈ C∞(Σ), podemos encontrar f̄ ∈ C∞(M) tal
que f̄

∣∣
Σ

= f. Se λ ∈ R não é autovalor do Laplaciano ∆, usando a Alternativa
de Fredholm, existem únicas funções v1, v2 ∈ C∞(M) tais que

∆v1 + λv1 = f̄

v1 = 0
e


∆v2 + λv2 = −∆f̄ − (λ− 1)f̄

v2 = 0.
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Assim, considerando u = f̄ − v1 + v2, temos que sobre M − Σ

∆u = ∆f̄ −∆v1 + ∆v2

= ∆f̄ − (f̄ − λv1)−∆f̄ − (λ− 1)f̄ − λv2

= λv1 − λv2 − λf̄

= −λ(f̄ − v1 + v2)

= −λu

e sobre Σ,
u = f̄

∣∣
Σ
− v1|Σ + v2|Σ = f.

Ou seja, 
∆u+ λu = 0 sobre M − Σ

u = f sobre Σ.
(1.8)

Notemos que u é única satisfazendo estas condições, pois se existisse uma
outra ū ∈ C∞(M) satisfazendo (1.8), então v = u− ū satisfaria

∆v = ∆u−∆ū = −λ(u− ū) = −λv

e
v|Σ = u|Σ − ū|Σ = f − f = 0,

o que implicaria que λ é autovalor de ∆, contradizendo nossa hipótese de λ
não ser autovalor.

Resumindo o que foi feito acima, usando a Alternativa de Fredholm, se λ
não é autovalor de ∆, então dado f ∈ C∞(Σ), existe uma única u ∈ C∞(M)
tal que 

∆u+ λu = 0 sobre M − Σ

u = f sobre Σ.

�

Teorema 1.7.4. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo.
Então o conjunto dos autovalores do operador Laplaciano −∆ consiste de
uma sequência infinita

λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · ·
tal que

lim
k→∞

λk =∞.
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A demonstração do seguinte resultado pode ser encontrada, por exemplo,
em [7], pág. 103.

Teorema 1.7.5. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo
Σ = ∂M. Os autovalores do Laplaciano −∆ são estritamente positivos. As
autofunções, correspondentes ao primeiro autovalor λ1, são ou estritamente
positivas ou estritamente negativas sobre M − Σ.

A demonstração da proposição seguinte pode ser encontrada em [6], pág.
187.

Proposição 1.7.1 (Método das Sub e Super Soluções). Seja (Mn, g)uma
variedade Riemanniana compacta com bordo. Considere a equação eĺıptica

∆v + f(x, v) = 0, (1.9)

onde f ∈ C∞(M × R). Suponhamos que existem φ, ψ ∈ C∞(M) tais que
φ ≤ ψ e 

∆φ+ f(x, φ) ≥ 0,

∆ψ + f(x, ψ) ≤ 0.

Então existe v ∈ C∞(M) satisfazendo (1.9) tal que φ ≤ v ≤ ψ.

As funções φ e ψ são chamadas, respectivamente, uma sub-solução e uma
sup-solução para (1.9).

A Proposição 1.7.1 será essencial para a demonstração do Teorema de
Hang-Wang no caso bidimensional.
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Caṕıtulo 2

Resultados Auxiliares

2.1 A Fórmula de Bochner

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana. Definimos a divergência de um
campo de vetores X ∈ X (M) por

divX : M → R
p 7→ traço

(
Y (p) 7→ ∇Y (p)X

)
e o gradiente de uma função diferenciável f : M → R, como o único campo
de vetores ∇f em M tal que

g(∇f(p), v) = dfp · v, p ∈M, v ∈ TpM.

Além dessas aplicações, definimos o Hessiano de f por

Hess f : X (M)×X (M) → C∞(M)
(X, Y ) 7→ g(∇X∇f, Y ),

e o Laplaciano de M como o operador

∆ : C∞(M) → C∞(M)
f 7→ div∇f.

Observemos que

∆f = div∇f = traço (Y 7→ ∇Y∇f) = traço Hess f.

Observação 2.1.1. Como ∆f = traço Hess f , a desigualdade de Cauchy-
Schwarz implica

|Hess f |2 ≥ (∆f)2

n
.
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A igualdade vale se, e somente se, para alguma função λ : M → R, tem-se
Hess f = λg, onde g é a métrica Riemanniana de M . Considerando um
referencial ortonormal {E1, E2, ..., En} de X (M) tem-se

∆f =
n∑
i=1

Hess f(Ei, Ei) = nλ.

Portanto, se |Hess f |2 = (∆f)2

n
, então Hess f = ∆f

n
g.

Uma fórmula que envolve estes conceitos e que será muito útil para a
demonstração do Teorema de Hang-Wang é a fórmula de Bochner. Antes
de enunciá-la, encontraremos a expressão das aplicações definidas acima em
termos de um referencial geodésico ortonormal.

Seja, então, {Ei}ni=1 um referencial geodésico ortonormal em uma vizi-
nhança U ⊂ M e seja f ∈ C∞(M). Passaremos a escrever fi para denotar
Ei(f).

Como 〈∇f, Ei〉 = df(Ei) = Ei(f) = fi, então

∇f =
n∑
i=1

fiEi. (2.1)

Dáı,

div∇f =
n∑
i=1

〈∇Ei∇f, Ei〉

=
n∑
i=1

〈
∇Ei

(
n∑
j=1

fjEj

)
, Ei

〉

=
n∑
i=1

〈
n∑
j=1

fjiEj +
n∑
j=1

fj∇EiEj, Ei

〉

=
n∑

i,j=1

fji 〈Ej, Ei〉+
n∑

i,j=1

fj 〈∇EiEj, Ei〉

=
n∑
i=1

fii.

Logo a expressão do Laplaciano de f em termos de um referencial geodésico
ortonormal é dado por

∆f =
n∑
i=1

fii. (2.2)
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Assim,

∆f 2 =
n∑
i=1

(f 2)ii

=
∑
i

(2ffi)i

= 2
∑
i

(fifi + ffii)

= 2
∑
i

f 2
i + 2f

∑
i

fii

= 2|∇f |2 + 2f∆f.

Como

Hess f(Ej, Ei) =
〈
∇Ej∇f, Ei

〉
=

〈
∇Ej

(
n∑
k=1

fkEk

)
, Ei

〉

=

〈
n∑
k=1

fkjEk +
n∑
k=1

fk∇EjEk, Ei

〉

=
n∑
k=1

fkj 〈Ek, Ei〉+
n∑
k=1

fk
〈
∇EjEk, Ei

〉
= fij,

temos que

|Hess f |2 =
n∑

i,j=1

f 2
ij. (2.3)
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Observação 2.1.2 (Simetria do Hessiano). Dados X, Y ∈ X (M), temos

Hess f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉

= X 〈∇f, Y 〉 − 〈∇f,∇XY 〉

= X(Y (f))−∇XY (f)

= X(Y (f))− ([X, Y ] +∇YX)(f)

= X(Y (f))− (XY − Y X +∇YX)(f)

= X(Y (f))−X(Y (f)) + Y (X(f))−∇YX(f)

= Y 〈∇f,X〉 − 〈∇f,∇YX〉

= 〈∇Y∇f,X〉

= Hess f(Y,X),

onde na segunda e na oitava igualdade usamos a compatibilidade com a
métrica e na quarta usamos a simetria da conexão.

Em particular, temos fij = Hess f(Ei, Ej) = Hess f(Ej, Ei) = fji.

Proposição 2.1.1 (Fórmula de Bochner). Se M é uma variedade Rieman-
niana e f ∈ C∞(M), então

1

2
∆(|∇f |2) = |Hess f |2 + 〈∇f,∇∆f〉+ Ric(∇f,∇f). (2.4)

Demonstração. Seja {Ei}ni=1 um referencial geodésico ortonormal em uma
vizinhança U ⊂M.

Como ∇f =
n∑
i=1

fiEi, então |∇f |2 =
n∑
i=1

f 2
i .
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Usando a equação (2.2), pág. 26, temos

1
2
∆(|∇f |2) =

1

2

n∑
j=1

(
|∇f |2

)
jj

=
1

2

n∑
j=1

(
n∑
i=1

f 2
i

)
jj

=
1

2

n∑
j=1

(
2

n∑
i=1

fifij

)
j

=
n∑

i,j=1

(fijfij + fifijj)

=
n∑

i,j=1

f 2
ij +

n∑
i,j=1

fifijj =
n∑

i,j=1

f 2
ij +

n∑
i,j=1

fifjij,

onde na última igualdade usamos o fato que fij = fji. Usando a Fórmula de
Ricci, ver por exemplo [4], pág. 15, a qual nos diz que

fjij = fjji +
n∑
l=1

flRljji,

obtemos

1
2
∆(|∇f |2) =

n∑
i,j=1

f 2
ij +

n∑
i,j=1

fi(fjji +
n∑
l=1

flRljji)

=
∑
i,j

f 2
ij +

∑
i,j

fifjji +
∑
i,j,l

fiflRljji

=
∑
i,j

f 2
ij +

∑
i,j

fifjji +
∑
i,l

fiflRli

=
∑
i,j

f 2
ij +

〈∑
i

fiEi,
∑
j

(fjj)iEi

〉
+ Ric(

∑
i

fiEi,
∑
l

flEl)

= |Hess f |2 + 〈∇f,∇∆f 〉+ Ric(∇f,∇f),

onde na última igualdade usamos as equações (2.1), (2.2) e (2.3).

A fim de facilitar alguns cálculos na demonstração do caso geral do Teo-
rema de Hang-Wang, encontraremos a expressão do gradiente e do laplaciano
das funções coordenadas da esfera Sn−1.

Sejam x1, ..., xn as funções coordenadas da esfera Sn−1 ⊂ Rn e consi-
deremos um ponto p = (p1, ..., pn) ∈ Sn−1. Denotemos por ∇Rn e ∇Sn−1 os
gradientes de Rn e Sn−1, respectivamente.
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Sabemos que

∇Rnxi(p) = ∇Sn−1xi(p) + η(xi)(p)η(p),

onde η é o campo de vetores em Rn normal a Sn−1, ou seja, η(q) = q, ∀q ∈
Sn−1. Além disso,

∇Rnxi(p) =
n∑
j=1

∂xi
∂xj

ej = ei,

onde ei é o i-ésimo vetor da base canônica de Rn.
Seja β : I → Rn uma curva satisfazendo β(0) = p = (p1, ..., pn) e β′(0) =

η(p) = p. Assim,

η(xi)(p) =
d

dt
(xi ◦ β(t))

∣∣∣∣
t=0

= pi.

Logo
∇Sn−1xi(p) = ei − pip,

isto é,
∇Sn−1xi = ei − xiη.

Dáı,

|∇Sn−1xi(p)|2 = 〈ei − pip, ei − pip〉 = 1− p2
i − p2

i + p2
i = 1− p2

i ,

e, portanto,
|∇Sn−1xi|2 + x2

i = 1. (2.5)

Para i 6= j, temos

〈∇Sn−1xi(p),∇Sn−1xj(p)〉 = 〈ei − pip, ej − pjp〉 = 0−pipj−pipj+pipj = −pipj.

Denotemos a conexão Riemanniana de Rn e Sn−1 por ∇Rn e ∇Sn−1
, res-

pectivamente. Escrevendo g0 para denotar a métrica canônica da esfera Sn−1,
temos
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Hess Sn−1 xi(ek, ej) = g0

(
∇Sn−1

ek ∇Sn−1xi, ej

)
= g0

(
∇Sn−1

ek (ei − xiη), ej

)
= g0

((
∇Rn
ek (ei − xiη)

)T
, ej

)
= g0

(
∇Rn
ek (ei − xiη) , ej

)
= g0

(
∇Rn
ekei −∇

Rn
ekxiη, ej

)
= −g0

(
∇Rn
ekxiη, ej

)
= −g0

(
ek(xi)η + xi∇Rn

ekη, ej
)

= −xig0

(
∇Rn
ekη, ej

)
= −xig0(ek, ej),

onde na segunda igualdade usamos (1.5), na sexta usamos o fato de ei ser
campo constante e na última o fato de η ser o vetor identidade. Logo,

HessSn−1 xi = −xig0. (2.6)

Portanto,

∆Sn−1
xi =

n−1∑
j=1

HessSn−1 xi(ej, ej)

= −xi
n−1∑
j=1

g0(ej, ej)

= −(n− 1)xi.

Consideremos uma função f : Sn−1 → R, dada por f(p) =
∑n

i=1 αixi(p),
com α = (α1, ..., αn) ∈ Sn−1. Para simplificar a notação, omitiremos o ı́ndice
Sn−1 na notação do gradiente e do Laplaciano da esfera.
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Usando definição de f , temos ∇f =
∑

i αi∇xi. Assim,

|∇f(p)|2 =
〈∑

i αi∇xi(p),
∑

j αj∇xj(p)
〉

=
∑

i

∑
j αiαj 〈∇xi(p),∇xj(p)〉

=
∑

i

(
α2
i |∇xi(p)|

2 +
∑

i 6=j αiαj 〈∇xi(p),∇xj(p)〉
)

=
∑

i

(
α2
i (1− p2

i )−
∑

i 6=j αiαjpipj

)
=

∑
i

(
α2
i − α2

i p
2
i −

∑
i 6=j αiαjpipj

)
=

∑
i α

2
i −

∑
i(α

2
i p

2
i +

∑
i 6=j αipiαjpj)

= 1− f 2(p).

Portanto,
|∇f |2 + f 2 = 1. (2.7)

Além disso,

∆f =
n∑
i=1

αi∆xi = −(n− 1)
n∑
i=1

αixi = −(n− 1)f. (2.8)

2.2 Algumas Propriedades do Disco Geodésico

na Esfera

Mostraremos aqui algumas propriedades de um disco geodésico de raio
cotg−1(c) na esfera S2 ⊂ R3, as quais serão utilizadas para demonstrar a
versão bidimensional do Teorema de Hang-Wang.

Seja D um disco geodésico de raio cotg−1(c) na esfera S2 ⊂ R3.
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Figura 2.1: Disco geodésico de raio cotg−1(c).

Usando o fato de que cos2 θ + sen2 θ = 1, obtemos r = 1√
1+c2

. Ou seja,

l(∂D) =
2π√

1 + c2
. (2.9)

Seja α : I → D uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e
seja N a normal à superf́ıcie apontando para fora, que neste caso é o vetor
posição. Então sabemos que a curvatura geodésica da curva α é dada por

k = 〈α′′, N ∧ α′〉 .

No caso em que a curva α tem como traço ∂D temos que

α(t) =

(
sen θ cos

t

sen θ
, sen θ sen

t

sen θ
, cos θ

)
= N(t)

onde θ = cotg−1(c). Dáı,

α′(t) =

(
− sen

t

sen θ
, cos

t

sen θ
, 0

)
,

α′′(t) =

(
− 1

sen θ
cos

t

sen θ
, − 1

sen θ
sen

t

sen θ
, 0

)
e

N ∧ α′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

sen θ cos
t

sen θ
sen θ sen

t

sen θ
cos θ

− sen
t

sen θ
cos

t

sen θ
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
− cos θ cos

t

sen θ
,− cos θ sen

t

sen θ
, sen θ

)
.
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Portanto,
k = 〈α′′, N ∧ α′〉

= cotg θ cos2 t

sen θ
+ cotg θ sen2 t

sen θ

= cotg θ

= c,

(2.10)

isto é, o bordo de um disco geodésico de raio cotg−1(c) tem curvatura geodésica
constante e igual a c.

2.3 Relações entre Métricas Conformes

Duas métricas g e ḡ definidas em uma superf́ıcie M são ditas conformes,
se existe uma função u ∈ C∞(M) tal que g = e2uḡ.

O objetivo desta seção é mostrar a relação existente entre as curvatu-
ras geodésicas de uma curva em M , e entre as curvaturas Gaussianas, com
respeito a duas métricas conformes.

Sejam então g e ḡ duas métricas conformes em uma superf́ıcie M . Su-
ponhamos que g11 = g22 e g12 = 0, consequentemente obtemos ḡ11 = ḡ22 e
ḡ12 = 0.

Seja x : U ⊂ R2 → M uma parametrização de M . Dada uma curva C
sobre M, parametrizemos essa curva por

α : I → M
t 7→ α(t) = x(a(t), b(t)),

com α′(t) = a′(t)X1 + b′(t)X2 tal que g(α′(t), α′(t)) = (a′(t)2 + b′(t)2)g11 = 1,
ou seja, parametrizamos C por uma curva α parametrizada pelo comprimento
de arco com respeito à métrica g.

Sabemos que a curvatura geodésica de C com respeito à métrica g é dada
por

kg = g

(
Dα′

dt
, ν

)
,

onde ν é a normal à curva α no plano tangente deM e g(ν, ν) = 1; adotaremos
ν = −b′X1 + a′X2, a normal apontando para dentro.

Para calcular a curvatura geodésica de C com respeito à métrica ḡ, preci-
samos parametrizar a curva C por uma curva ᾱ tal que ḡ(ᾱ′, ᾱ′) = 1, ou seja,
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precisamos reparametrizar a curva α pelo comprimento de arco com relação
à métrica ḡ. Assim, denotando

ϕ(t) =

∫ s

0

√
ḡ(α′, α′)dt =

∫ s

0

e−u◦α(t)dt,

podemos escrever

ᾱ(s) = α(ϕ−1(s)) = x(a(ϕ−1(s)), b(ϕ−1(s))).

Dáı,
ᾱ′(s) = α′(ϕ−1(s))(ϕ−1(s))′

= 1
ϕ′(ϕ−1(s))

α′(ϕ−1(s))

= eu◦α(ϕ−1(s))α′(ϕ−1(s)).

Logo,

ḡ(ᾱ′, ᾱ′) = ḡ(eu◦α(ϕ−1(s))α′(ϕ−1(s)), eu◦α(ϕ−1(s))α′(ϕ−1(s)))

= e2u◦α(ϕ−1(s))ḡ(α′(ϕ−1(s)), α′(ϕ−1(s)))

= e2u◦α(ϕ−1(s))e−2u◦α(ϕ−1(s))g(α′(ϕ−1(s)), α′(ϕ−1(s)))

= 1.

Denotemos ā(s) = a(ϕ−1(s)), b̄(s) = b(ϕ−1(s)). Assim,

ā′(s) = a′(ϕ−1(s))(ϕ−1(s))−1

= eu◦α(ϕ−1(s))a′(ϕ−1(s))

e
ā′′(s) = a′′ · (ϕ−1(s))′eu◦α + a′eu◦α((ϕ−1(s))′du · α′)

= a′′e2u◦α + a′eu◦α(eu◦αdu · α′)

= a′′e2u◦α + a′e2u◦α(a′ ∂u
∂x1

+ b′ ∂u
∂x2

)

= a′′e2u◦α + (a′)2e2u◦α ∂u
∂x1

+ a′b′e2u◦α ∂u
∂x2
,

onde para facilitar a escrita omitimos em algumas partes o termo ϕ−1(s) e
escrevemos ∂u

∂xi
para denotar Xi(u), i = 1, 2.

Analogamente, temos que
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b̄′(s) = eu◦α(ϕ−1(s))b′(ϕ−1(s))

e

b̄′′(s) = b′′e2u◦α + a′b′e2u◦α ∂u
∂x1

+ (b′)2e2u◦α ∂u
∂x2
.

Usando a equação (1.2), pág. 5, temos

Γ̄mij =
1

2

2∑
k=1

{
∂ḡjk
∂xi

+
∂ḡki
∂xj
− ∂ḡij
∂xk

}
ḡkm

=
1

2

2∑
k=1

{
∂(e−2ugjk)

∂xi
+
∂(e−2ugki)

∂xj
− ∂(e−2ugij)

∂xk

}
e2ugkm

=
1

2

2∑
k=1

{
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj
− ∂gij
∂xk

}
gkm

−
2∑

k=1

{
∂u

∂xi
gjk +

∂u

∂xj
gik −

∂u

∂xk
gij

}
gkm

= Γmij −
2∑

k=1

{
∂u

∂xi
gjk +

∂u

∂xj
gik −

∂u

∂xk
gij

}
gkm.

Logo,

Γ̄1
11 = Γ1

11 − ∂u
∂x1

Γ̄1
12 = Γ1

12 − ∂u
∂x2

Γ̄1
22 = Γ1

22 + ∂u
∂x1

Γ̄2
11 = Γ2

11 + ∂u
∂x2

Γ̄2
12 = Γ2

12 − ∂u
∂x1

Γ̄2
22 = Γ2

22 − ∂u
∂x2
.

Sabemos que (ver [1], pág. 286, por exemplo)

Dᾱ′

ds
=

[
ā′′ + (ā′)2Γ̄1

11 + 2ā′b̄′Γ̄1
12 + (b̄′)2Γ̄1

22

]
X1

+
[
b̄′′ + (ā′)2Γ̄2

11 + 2ā′b̄′Γ̄2
12 + (b̄′)2Γ̄2

22

]
X2.
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Assim,

Dᾱ′

ds
= e2u

[
a′′ + (a′)2 ∂u

∂x1

+ a′b′
∂u

∂x2

+ (a′)2Γ̄1
11 + 2a′b′Γ̄1

12 + (b′)2Γ̄1
22

]
X1

+ e2u

[
b′′ + a′b′

∂u

∂x1

+ (b′)2 ∂u

∂x2

+ (a′)2Γ̄2
11 + 2a′b′Γ̄2

12 + (b′)2Γ̄2
22

]
X2

= e2u

[
a′′ + (a′)2Γ1

11 + 2a′b′Γ1
12 + (b′)2Γ1

22 − a′b′
∂u

∂x2

+ (b′)2 ∂u

∂x1

]
X1

+ e2u

[
b′′ + (a′)2Γ2

11 + 2a′b′Γ2
12 + (b′)2Γ2

22 − a′b′
∂u

∂x1

+ (a′)2 ∂u

∂x2

]
X2

= e2uDα
′

dt
+ e2uA,

onde

A =

[
−a′b′ ∂u

∂x2

+ (b′)2 ∂u

∂x1

]
X1 +

[
−a′b′ ∂u

∂x1

+ (a′)2 ∂u

∂x2

]
X2.

A curvatura geodésica de C com respeito à métrica ḡ é dada por

kḡ = ḡ

(
Dᾱ′

ds
, ν̄

)
,

onde ν̄ = euν = −eub′X1 + eua′X2 é a normal à curva ᾱ no plano tangente
de M e ḡ(ν̄, ν̄) = 1. Assim,

kḡ = ḡ(e2uDα
′

dt
+ e2uA, ν̄)

= e2uḡ(
Dα′

dt
, ν̄) + e2uḡ(A, ν̄)

= e3uḡ(
Dα′

dt
, ν) + e3uḡ(A, ν)

= eug(
Dα′

dt
, ν) + eug(A, ν)

= eukg + eug(A, ν).
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Por outro lado,

g(A, ν) = g

([
−a′b′ ∂u

∂x2

+ (b′)2 ∂u

∂x1

]
X1 +

[
−a′b′ ∂u

∂x1

+ (a′)2 ∂u

∂x2

]
X2, ν

)

= g

([
−a′b′ ∂u

∂x2

+ (b′)2 ∂u

∂x1

]
X1,−b′X1 + a′X2

)

+ g

([
−a′b′ ∂u

∂x1

+ (a′)2 ∂u

∂x2

]
X2,−b′X1 + a′X2

)

= a′(b′)2 ∂u

∂x2

g11 − (b′)3 ∂u

∂x1

g11 − (a′)2b′
∂u

∂x1

g22 + (a′)3 ∂u

∂x2

g22

= a′
[
(b′)2 + (a′)2

]
g11

∂u

∂x2

− b′
[
(b′)2 + (a′)2

]
g11

∂u

∂x1

= a′
∂u

∂x2

− b′ ∂u
∂x1

, pois g(α′, α′) = 1.

Dáı,

eug(A, ν) = eua′
∂u

∂x2

− eub′ ∂u
∂x1

=
∂u

∂ν̄
.

Portanto,

kḡ = eukg +
∂u

∂ν̄

⇒ ∂u

∂(−ν̄)
+ kḡ = eukg.

De agora em diante, passaremos a denotar a normal apontando para fora,
−ν̄, por η. Obtendo assim,

∂u

∂η
+ kḡ = eukg. (2.11)

A equação (2.11) nos dá a relação entre as curvaturas geodésicas de uma
curva com respeito às métricas g e ḡ, onde g = e2uḡ, g11 = g22 e g12 = 0.

Mostraremos agora a relação entre as curvaturas Gaussianas da superf́ıcie
M com respeito a essas duas métricas.

Denotemos por K, K a curvatura Gaussiana de M com respeito à métrica
g e ḡ, respectivamente. Seja ∇ a conexão Riemanniana de M com relação a
g.
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Como em superf́ıcies a curvatura seccional coincide com a curvatura Gaus-
siana, temos

K = K(X1, X2)

= 1
g11g22−g12

g
(
∇X1∇X2X2 −∇X2∇X1X2 −∇[X1,X2]X2, X1

)
=

1

g2
11

g

(
∇X1

(
2∑
i=1

Γi22Xi

)
−∇X2

(
2∑
i=1

Γi12Xi

)
, X1

)

=
1

g2
11

g

(
∇X1

(
2∑
i=1

Γi22Xi

)
, X1

)
− 1

g2
11

g

(
∇X2

(
2∑
i=1

Γi12Xi

)
, X1

)

=
1

g2
11

g

(∑
i

X1(Γi22)Xi +
∑
i

Γi22∇X1Xi, X1

)

− 1

g2
11

g

(∑
i

X2(Γi12)Xi +
∑
i

Γi12∇X2Xi, X1

)

=
1

g2
11

[
∂Γ1

22

∂x1

g11 +
∑
i

Γi22g

(∑
j

Γj1iXj, X1

)]

− 1

g2
11

[
∂Γ1

12

∂x2

g11 +
∑
i

Γi12g

(∑
j

Γj2iXj, X1

)]

=
1

g2
11

[
∂Γ1

22

∂x1

g11 −
∂Γ1

12

∂x2

g11 +
∑
i

(
Γi22Γ1

1i − Γi12Γ1
2i

)
g11

]

=
1

g11

(
∂Γ1

22

∂x1

− ∂Γ1
12

∂x2

+ Γ1
22Γ1

11 − Γ1
12Γ1

12 + Γ2
22Γ1

12 − Γ2
12Γ1

22

)
,

onde usamos a equação (1.1) na terceira e sexta igualdade, e usamos o fato
de que g11 = g(X1, X1) = g(X2, X2) = g22, g12 = g(X1, X2) = 0 na segunda
e sexta igualdade.

Agora, utilizando a relação existente entre os śımbolos de Christoffel,
segue que
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K =
1

g11

{
∂

∂x1

(
Γ̄1

22 −
∂u

∂x1

)
− ∂

∂x2

(
Γ̄1

12 +
∂u

∂x2

)

+

(
Γ̄1

22 −
∂u

∂x1

)(
Γ̄1

11 +
∂u

∂x1

)
−
(

Γ̄1
12 +

∂u

∂x2

)(
Γ̄1

12 +
∂u

∂x2

)

+

(
Γ̄2

22 +
∂u

∂x2

)(
Γ̄1

12 +
∂u

∂x2

)
−
(

Γ̄2
12 +

∂u

∂x1

)(
Γ̄1

22 −
∂u

∂x1

)}

=
e−2u

ḡ11

{
∂Γ̄1

22

∂x1

− ∂2u

∂x2
1

− ∂Γ̄1
12

∂x2

− ∂2u

∂x2
2

+ Γ̄1
22Γ̄1

11 +
∂u

∂x1

Γ̄1
22 −

∂u

∂x1

Γ̄1
11

−
(
∂u

∂x1

)2

− Γ̄1
12Γ̄1

12 − 2
∂u

∂x2

Γ̄1
12 −

(
∂u

∂x2

)2

+ Γ̄2
22Γ̄1

12 +
∂u

∂x2

Γ̄2
22

+
∂u

∂x2

Γ̄1
12 +

(
∂u

∂x2

)2

− Γ̄2
12Γ̄1

22 +
∂u

∂x1

Γ̄2
12 −

∂u

∂x1

Γ̄1
22 +

(
∂u

∂x1

)2
}

=
e−2u

ḡ11

(
∂Γ̄1

22

∂x1

− ∂Γ̄1
12

∂x2

+ Γ̄1
22Γ̄1

11 − Γ̄1
12Γ̄1

12 + Γ̄2
22Γ̄1

12 − Γ̄2
12Γ̄1

22

)

+
e−2u

ḡ11

(
−∂

2u

∂x2
1

− ∂2u

∂x2
2

− ∂u

∂x1

Γ̄1
11 −

∂u

∂x2

Γ̄1
12 +

∂u

∂x2

Γ̄2
22 +

∂u

∂x1

Γ̄2
12

)

= K

e2u −
e−2u

ḡ11

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂u

∂x1

Γ̄1
11 +

∂u

∂x2

Γ̄1
12 −

∂u

∂x2

Γ̄2
22 −

∂u

∂x1

Γ̄2
12

)
.

Escreveremos ∆̄, ∇ḡ e ∇ para denotar, respectivamente, o Laplaciano, o
gradiente e a conexão Riemanniana de M com respeito à métrica ḡ. Como
∂u
∂xi

= Xi(u), então

∇ḡu =
1

ḡ11

∂u

∂x1

X1 +
1

ḡ11

∂u

∂x2

X2.
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Agora,

ḡ
(
∇X1∇ḡu,X1

)
= ḡ

(
∇X1

1
ḡ11

∂u
∂x1
X1, X1

)
+ ḡ

(
∇X1

1
ḡ11

∂u
∂x2
X2, X1

)
= ḡ

(
X1

(
1

ḡ11

∂u

∂x1

)
X1 +

1

ḡ11

∂u

∂x1

∇X1X1, X1

)

+ ḡ

(
X1

(
1

ḡ11

∂u

∂x2

)
X2 +

1

ḡ11

∂u

∂x2

∇X1X2, X1

)

=
1

ḡ11

(
ḡ11

∂2u

∂x2
1

− ∂u

∂x1

∂ḡ

∂x1

)
+ ḡ

(
1

ḡ11

∂u

∂x1

∑
j

Γ̄j11Xj, X1

)

+ ḡ

(
1

ḡ11

∂u

∂x2

∑
j

Γ̄j12Xj, X1

)

=
∂2u

∂x2
1

− 1

ḡ11

∂u

∂x1

∂ḡ11

∂x1

+
∂u

∂x1

Γ̄1
11 +

∂u

∂x2

Γ̄1
12.

Analogamente, temos

ḡ
(
∇X2∇ḡu,X2

)
=
∂2u

∂x2
2

− 1

ḡ11

∂u

∂x2

∂ḡ11

∂x2

+
∂u

∂x1

Γ̄2
12 +

∂u

∂x2

Γ̄2
22.

Usando a equação (1.2), encontramos

Γ̄1
11 =

1

2

1

ḡ11

∂ḡ11

∂x1

= Γ̄2
12

Γ̄1
12 =

1

2

1

ḡ11

∂ḡ11

∂x2

= Γ̄2
22

Logo, 
ḡ
(
∇X1∇ḡu,X1

)
=

∂2u

∂x2
1

− 1

2

1

ḡ11

∂u

∂x1

∂ḡ11

∂x1

+
1

2

1

ḡ11

∂u

∂x2

∂ḡ11

∂x2

ḡ
(
∇X2∇ḡu,X2

)
=

∂2u

∂x2
2

+
1

2

1

ḡ11

∂u

∂x1

∂ḡ11

∂x1

− 1

2

1

ḡ11

∂u

∂x2

∂ḡ11

∂x2
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e, portanto,

∆̄u = div∇ḡu

=
ḡ(∇X1∇ḡu,X1)

ḡ(X1, X1)
+
ḡ(∇X2∇ḡu,X2)

ḡ(X2, X2)

=
1

ḡ11

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

)
.

Usando o fato de que Γ̄1
11 = Γ̄2

12, Γ̄1
12 = Γ̄2

22, segue que

K = e−2uK − e−2u

ḡ11

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂u

∂x1

Γ̄1
11 +

∂u

∂x2

Γ̄1
12 −

∂u

∂x2

Γ̄2
22 −

∂u

∂x1

Γ̄2
12

)
= e−2uK − e−2u∆̄u.

Ou seja,
∆̄u−K + e2uK = 0 (2.12)

A equação (2.12) nos fornece a relação entre as curvaturas Gaussianas
com respeito às métricas g e ḡ, onde g = e2uḡ, g11 = g22 e g12 = 0.

2.4 Fórmula de Reilly

Seja Mn uma variedade compacta com bordo Σ = ∂M e seja {Ei}ni=1 um
referencial geodésico ortonormal tal que En = η é o campo de vetores normal
ao bordo apontando para fora. Consideremos f ∈ C∞(M) e denotemos
z = f |Σ e v = ∂f

∂η
.

Temos,

(∆f)|Σ =
n−1∑
i=1

Hess f(Ei, Ei) + Hess f(η, η)

=
n−1∑
i=1

〈∇Ei∇f, Ei〉+ Hess f(η, η)

=
n−1∑
i=1

〈∇Ei(∇z + vη), Ei〉+ Hess f(η, η)

=
n−1∑
i=1

〈∇Ei∇z, Ei〉+
n−1∑
i=1

〈∇Eivη, Ei〉+ Hess f(η, η)
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= ∆Σz +
n−1∑
i=1

〈Ei(v)η + v∇Eiη, Ei〉+ Hess f(η, η)

= ∆Σz + v
n−1∑
i=1

〈∇Eiη, Ei〉+ Hess f(η, η)

= ∆Σz + vH +
∂v

∂η
,

onde H é a curvatura média de Σ e ∆Σ denota o operador Laplaciano de Σ.

Proposição 2.4.1 (Fórmula de Reilly). Seja Mn uma variedade Riemanni-
ana compacta com bordo Σ = ∂M e seja f ∈ C∞(M). Denotemos por Ω e Ψ
as formas de volume de M e Σ, respectivamente. Então∫

M

(
(∆f)2 − |Hess f |2

)
Ω =

∫
M

Ric(∇f,∇f)Ω +

∫
Σ

(∆z + vH)vΨ

−
∫

Σ

〈∇v,∇z〉Ψ +

∫
Σ

II(∇z,∇z)Ψ,

(2.13)
onde H é a curvatura média do bordo Σ, z = f |Σ e v = ∂f

∂η
é a derivada de

f na direção do vetor normal ao bordo apontando para fora.

Demonstração. Seja {Ei}ni=1 um referencial geodésico. Consideremos o campo

de vetores X =
n∑
i=1

xiEi tal que

xi =
n∑
j=1

(fjjfi − fjifj).

Observemos que

divX =
n∑
k=1

〈
∇Ek

(
n∑
i=1

xiEi

)
, Ek

〉

=
∑
k

〈∑
i

Ek(xi)Ei +
∑
i

xi∇EkEi, Ek

〉

=
∑
k

Ek(xk)
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=
∑
k,j

(
fjjkfk + fjjfkk − fkjkfj − f 2

jk

)
=

∑
j,k

fjjkfk −
∑
j,k

fjkjfk +
∑
j,k

fjjfkk −
∑
j,k

f 2
jk

=
∑
k

(∑
j

fjjk −
∑
j

fjkj

)
fk +

∑
j,k

fjjfkk −
∑
j,k

f 2
jk

=
∑
k

(∑
l,j

flRljkj

)
fk +

∑
j,k

fjjfkk −
∑
j,k

f 2
jk

= −
∑
k,l

fkflRlk +
∑
j,k

fjjfkk −
∑
j,k

f 2
jk

= −Ric(∇f,∇f) + (∆f)2 − |Hess f |2,
onde na sétima igualdade usamos a fórmula de Ricci.

Logo
(∆f)2 − |Hess f |2 = Ric(∇f,∇f) + divX.

Usando o Teorema de Stokes, temos∫
M

(
(∆f)2 − |Hess f |2

)
Ω =

∫
M

Ric(∇f,∇f)Ω +

∫
Σ

〈X, η〉Ψ,

onde η é a normal ao bordo apontando para fora.
Por outro lado,

〈X, η〉 = xn =
n∑
j=1

(fjjfn − fjnfj) . (2.14)

Como estamos interessados em integrar 〈X, η〉 sobre o bordo Σ, vamos
analisar o lado direito de (2.14) nos pontos de Σ. Temos,

n∑
j=1

fjjfn = (∆f)|Σv = (∆z + vH + vn)v = (∆z + vH)v + vnv

e
n∑
j=1

fjnfj = fnnfn +
n−1∑
j=1

fjnfj = vnv +
n−1∑
j=1

fjnfj.
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Logo,

〈X, η〉 = (∆z + vH)v −
n−1∑
j=1

fjnfj.

Por outro lado,

〈
∇η∇z,∇z

〉
=

〈
∇η

(
n−1∑
j=1

zjEj

)
,

n−1∑
k=1

zkEk

〉

=

〈
n−1∑
j=1

zjnEj +
n−1∑
j=1

zj∇ηEj,
n−1∑
k=1

zkEk

〉

=
n−1∑
j=1

zjnzj

=
n−1∑
j=1

fjnfj.

Dáı,
n−1∑
j=1

fjnfj =
〈
∇η∇z,∇z

〉
=

〈
−∇∇zη + [∇z, η] ,∇z

〉
= 〈[∇z, η] ,∇z〉 −

〈
∇∇zη,∇z

〉
= 〈∇v,∇z〉 − II(∇z,∇z),

pois, como η = 1 · En e ∇z =
n−1∑
i=1

ziEi, então

[η,∇z] =
n−1∑
j=1

znjEj =
n−1∑
j=1

vjEj = ∇v.

Logo,
〈X, η〉 = (∆z + vH)v − 〈∇v,∇z〉+ II(∇z,∇z)
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e, portanto,∫
M

(
(∆f)2 − |Hess f |2

)
Ω =

∫
M

Ric(∇f,∇f)Ω +

∫
Σ

(∆z + vH)vΨ

−
∫

Σ

〈∇v,∇z〉Ψ +

∫
Σ

II(∇z,∇z)Ψ.
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Caṕıtulo 3

Resultados Principais

Neste caṕıtulo apresentamos os principais resultados desta dissertação. Na
tentativa de deixar as coisas o mais claro posśıvel, na seção 1 apresentamos
a prova do Teorema de Reilly. Na seção 2 provamos a versão bidimensi-
onal do Teorema de Hang-Wang e, finalmente, na seção 3 apresentamos a
demonstração do Teorema de Hang-Wang no caso geral.

3.1 O Teorema de Reilly

Lema 3.1.1. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo
Σ = ∂M totalmente geodésico. Suponhamos que existe uma função f sobre
M tal que f = 0 sobre Σ, f ≥ 0 sobre M e Hess f = −fg. Então M é
isométrica ao hemisfério Sn+.

Demonstração. Como M é compacta, então M é completa. Por ser o bordo
totalmente geodésico, podemos concluir usando o Teorema de Hopf e Rinow
que toda geodésica de M que não está contida no bordo, pode ser extendida
ou indefinidamente ou até tocar o bordo. Além disso, todo par de pontos de
M pode ser unido por uma geodésica minimizante de M.

Como M é compacta, f atinge seu valor máximo em algum ponto, di-
gamos em p0 ∈M, e suponhamos, sem perda de generalidade, que f(p) = 1.
Seja γ(s) qualquer geodésica normalizada em M partindo de p0 e considere-
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mos a função φ(s) = f(γ(s)). Temos

φ(0) = f(γ(0)) = f(p0) = 1;

φ′(0) = 〈∇f(p0), γ′(0)〉 = 0;

φ′′(s) =
d

ds
〈∇f(γ(s)), γ′(s)〉

=
〈
∇γ′(s)∇f(γ(s)), γ′(s)

〉
+
〈
∇f(γ(s)),∇γ′(s)γ

′(s)
〉

= Hess f ◦ γ(γ′(s), γ′(s))

= −f ◦ γ(s)

= −φ(s).

Logo, φ(s) = cos s. Em particular, concluimos que f = cos r, onde r é a
função distância ao ponto p0.

Cada tal geodésica γ pode ser extendida ou indefinidamente ou pelo me-
nos até encontrar o bordo Σ. Como f é identicamente nula sobre o bordo Σ e
f(γ(s)) = φ(s) = cos s não se anula para 0 ≤ s < π

2
, então γ está certamente

definida para 0 ≤ s ≤ π
2
.

Como, por hipótese, f ≥ 0, então γ não pode estar definida para s > π
2
,

pois sobre estes pontos f(γ(s)) = cos s < 0. Portanto, qualquer geodésica
em M partindo de p0 tem como intervalo máximo de definição [0, π

2
]. Além

disso, concluimos também que expp0

(
∂B[0, π

2
]
)

= Σ.
Como qualquer ponto de M pode ser ligado a p0 por uma geodésica

minimizante e esta por sua vez está definida em [0, π
2
], então a aplicação

expp0
: B[0, π

2
]→M é sobrejetiva.

Afirmação: expp0
: B[0, π

2
]→M é injetiva.

Com efeito, suponhamos que existam v1, v2 ∈ B[0, π
2
] ⊂ Tp0M tal que

expp0
v1 = expp0

v2 = q. Então existem geodésicas normalizadas γ1, γ2 :
[0, π

2
] → M, tais que γ′1(0) = v1

|v1| , γ
′
2(0) = v2

|v2| e γ1(t1) = q = γ2(t2), onde

t1 = |v1| e t2 = |v2|.
Como f = cos r e ∇r é ortogonal às curvas de ńıveis que neste caso são

as esferas geodésicas de centro em p0, então

∇f(q) = − sen t1∇r(γ(t1)) = − sen t1γ
′
1(t1)

e
∇f(q) = − sen t2∇r(γ(t2)) = − sen t2γ

′
2(t2).
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Dáı,
− sen t1γ

′
1(t1) = − sen t2γ

′
2(t2).

Como |γ′1(t1)| = |γ′2(t2)|, então sen t1 = sen t2. Mais ainda, temos γ′1(t1) =
γ′2(t2). Logo v1 = v2 e, portanto, expp0

: B[0, π
2
]→M é injetiva.

Afirmação: A aplicação expp0
: B(0, π

2
) ⊂ Tp0M → B(p, π

2
) ⊂ M é um

difeomorfismo.

Seja γ : [0, π
2
) → M uma geodésica normalizada em M com γ(0) = p0

e seja J um campo de Jacobi ao longo de γ tal que J(0) = 0 e γ′(t)⊥J(t).
Fixemos t0 ∈ [0, π

2
) e suponhamos, inicialmente, que |J(t0)| = 1. Conside-

remos α : (−ε, ε) → M a geodésica normalizada tal que α(0) = γ(t0) e
α′(0) = J(t0). Esta geodésica α determina, por sua vez, uma famı́lia γs de
geodésicas partindo de p0 tal que o campo de Jacobi J é realizado por esta
famı́lia, ou seja, J é o campo variacional. Isto implica que γs não está pa-
ramentrizada pelo comprimento de arco, mas somente proporcionalmente ao
comprimento de arco, exceto γ(0) = γ.

Temos então uma superf́ıcie parametrizada b(s, t) = γs(t) tal que as curvas
α1(s) = b(s, 0) = p0 e α(s) = b(s, t0) são geodésicas. Além disso, ∂b

∂s
(0, t) =

J(t) e ∂b
∂t

(0, t) = γ′(t).

Figura 3.1:

Pela Proposição 1.4.1, pág. 13, temos

L′(0) =
〈
∂b
∂s

(0, t0), γ′(t0)
〉
−
〈
∂b
∂s

(0, 0), γ′(0)
〉

= 〈J(t0), γ′(t0)〉 − 〈J(0), γ′(0)〉

= 0.
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e

L′′(0) =

∫ t0

0

(∣∣∣∣D∂t ∂b∂s
∣∣∣∣2 −〈R(γ′, ∂b∂s

)
∂b

∂s
, γ′
〉
−
〈
γ′,

D

∂t

∂b

∂s

〉2
)
dt

=

∫ t0

0

(
|J ′(t)|2 − 〈R(γ′, J)J, γ′〉 − 〈γ′, J ′〉2

)

=

∫ t0

0

(
|J ′(t)|2 + 〈R(γ′, J)γ′, J〉 − 〈γ′, J ′〉2

)

=

∫ t0

0

(
|J ′(t)|2 − 〈J ′′, J〉 − 〈γ′, J ′〉2

)

=

∫ t0

0

(
d

dt
〈J ′, J〉 − 〈γ′, J ′〉2

)

= 〈J ′(t0), J(t0)〉 − 〈J ′(0), J(0)〉 −
∫ t0

0

〈γ′, J ′〉2 dt

= 〈J ′(t0), J(t0)〉 ,

pois J(0) = 0 e 0 = d
dt
〈J, γ′〉 = 〈J ′, γ′〉 + 〈J,∇γ′γ

′〉 = 〈J ′, γ′〉 , uma vez que
∇γ′γ

′ = 0. Logo,
L′′(0) = 〈J ′(t0), J(t0)〉 .

Por outro lado, como α(s) = γs(t0) e γs é uma geodésica partindo de p0,
então

f(α(s)) = cosL(s), (3.1)

onde L(s) é o comprimento de γs.
Como Hess f = −fg, segue que

(f ◦ α)′′(s) =
d

ds
〈∇f(α(s)), α′(s)〉

= 〈∇α′f(s), α′(s)〉+
〈
∇f(α(s)),∇α′(s)α

′(s)
〉

= Hess f(α′(s), α′(s))

= −f(α(s)).
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Dáı, f ◦ α(s) = A cos s+B sen s, onde

A = (f ◦ α)(0) = f(γ(t0)) = cos t0;

e
B = d

ds
(f ◦ α(s))|s=0

= 〈∇f(α(0)), α′(0)〉

= 〈∇f(γ(t0)), J(t0)〉

= − sen t0 〈γ′(t0), J(t0)〉

= 0.

Donde segue que
f(α(s)) = cos t0 cos s (3.2)

De (3.1) e (3.2), temos

cos t0 cos s = cosL(s).

Derivando com respeito a s, obtemos

− cos t0 sen s = −L′(s) senL(s).

Derivando novamente, segue que

cos t0 cos s = (L′(s))2 cosL(s) + L′′(s) senL(s).

Em s = 0, temos
cos t0 = L′′(0) sen t0,

pois, L(0) = comprimento de γ|[0,t0] = t0 e, como vimos acima L′(0) = 0.
Logo,

L′′(0) =
cos t0
sen t0

.

Por outro lado, sabemos que L′′(0) = 〈J(t0), J ′(t0)〉 . Então

〈J(t0), J ′(t0)〉 =
cos t0
sen t0

.

Como J(t0) é unitário, podemos escrever

〈J(t0), J ′(t0)〉
|J(t0)|2

=
cos t0
sen t0

. (3.3)
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Para o caso geral em que J(t0) não é unitário, consideramos o campo de

Jabobi W (t) = J(t)
|J(t0)| e repetimos o processo acima, obtendo também

〈W (t0),W ′(t0)〉 =
cos t0
sen t0

.

Dáı, 〈
J(t0)

|J(t0)|
,
J ′(t0)

|J(t0)|

〉
=

cos t0
sen t0

,

ou seja,
〈J(t0), J ′(t0)〉
|J(t0)|2

=
cos t0
sen t0

.

Observemos que a equação (3.3) é equivalente a

d

dt
(log |J(t)|) |t=t0 =

d

dt
(log sen t)|t=t0 .

Integrando a expressão acima de δ > 0 a t0, obtemos

log

(
|J(t0)|
|J(δ)|

)
= log

(
sen t0
sen δ

)
⇒ |J(t0)|
|J(δ)|

=
sen t0
sen δ

.

Sabemos que |J(δ)| = δ|J ′(0)|+R(δ), com limδ→0
R(δ)
δ

= 0. Dáı,

|J(δ)|
sen δ

=
δ

sen δ
|J ′(0)|+ R(δ)

δ

δ

sen δ
.

O que implica

lim
δ→0

|J(δ)|
sen δ

= |J ′(0)|.

Assim,
|J(t0)| = |J ′(0)| sen t0.

Como t0 ∈
[
0, π

2

)
é arbitrário, segue que

|J(t)| = |J ′(0)| sen t. (3.4)

Portanto, ∣∣∣(d expp0

)
tγ′(0)

tJ ′(0)
∣∣∣ = |J(t)| = |J ′(0)| sen t. (3.5)

Isto mostra que expp0
: B

(
0, π

2

)
⊂ Tp0M → B

(
p0,

π
2

)
⊂ M é, além de

bijeção, um difeomorfismo. O que prova a afirmação feita.
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Fixemos um ponto q0 ∈ Sn e consideremos h : Tp0M → Tq0Sn uma
isometria qualquer. Seja ψ : B

(
p0,

π
2

)
⊂ M → B

(
q0,

π
2

)
⊂ Sn definida por

ψ(expp0
sv) = expq0 sh(v), ou seja, ψ = expq0 ◦h ◦

(
expp0

)−1
.

Afirmação: ψ é uma isometria.

Com efeito, sabemos que os campos de Jacobi na esfera Sn são da forma(
d expq0

)
tβ′(0)

tJ ′(0) = J(t) = sen tw(t),

onde w(t) é um campo paralelo ao longo de γ com 〈γ′(t), w(t)〉 = 0 e w(0) =
J ′(0). Ou seja, (

d expq0
)
tβ′(0)

J ′(0) =
sen t

t
w(t) (3.6)

para qualquer geodésica normalizada β em Sn partindo de q0. Por outro lado,
se q = expp0

u ∈ B
(
p0,

π
2

)
, então

dψq =
(
d expq0

)
h◦(expp0)

−1
(q)
◦ dh

(expp0)
−1

(q)
◦ d
[(

expp0

)−1
]
q
.

Por (3.5), dado v ∈ TqM, temos∣∣∣∣d [(expp0

)−1
]
q
v

∣∣∣∣ =
|u|

sen |u|
|v|

e por (3.6), dados x, y ∈ Tq0Sn,∣∣d (expq0
)
x
y
∣∣ =

sen |x|
|x|
|y|.

Portanto,
|dψqv| = |v|,

ou seja, dψq é uma isometria linear. Assim, ψ é uma isometria local. Como
ψ é um difeomorfismo, então ψ é uma isometria.

Como Σ = expp0

(
∂B
[
0, π

2

])
e ∂Sn+ = expq0

(
∂B
[
0, π

2

])
, então definindo

ψ : M → Sn+

expp0
sv 7→ expq0 sh(v)

temos que ψ é uma isometria.
Portanto M é isométrica ao hemisfério Sn+.

Agora estamos em condições de provar o Teorema de Reilly.
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Teorema 3.1.1 (Reilly, [5]). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana com-
pacta com bordo Σ = ∂M 6= ∅. Suponhamos Ric ≥ (n−1)g e que a curvatura
média de Σ em M é não-negativa. Então o primeiro autovalor λ1 de −∆,
relacionado ao problema de Dirichlet, satisfaz λ1 ≥ n. Além disso, λ1 = n
se, e somente se, M é isométrica ao hemisfério Sn+ ⊂ Rn+1.

Demonstração. Seja f uma autofunção para λ1. Usando o Teorema 1.7.5,
pág. 23, podemos assumir que f > 0 sobre M − Σ. Como z = f |Σ é identi-
camente nulo, por f ser autofunção do primeiro autovalor, então a Fórmula
de Reilly, pág. 43, assume a seguinte forma:∫

M

(
(∆f)2 − |Hess f |2

)
Ω =

∫
Σ

v2HΨ +

∫
M

Ric(∇f,∇f)Ω.

Pela Observação 2.1.1, pág. 25, sabemos que

|Hess f |2 ≥ (∆f)2

n

⇒ −(∆f)2

n
≥ −|Hess f |2

⇒ −(∆f)2

n
+ (∆f)2 ≥ (∆f)2 − |Hess f |2

⇒ (∆f)2 ≥ n

n− 1

(
(∆f)2 − |Hess f |2

)
.

Assim,

λ2
1

∫
M

f 2Ω =

∫
M

(∆f)2Ω

≥ n

n− 1

∫
M

(
(∆f)2 − |Hess f |2

)
Ω

=
n

n− 1

∫
Σ

v2HΨ +

∫
M

Ric(∇f,∇f)Ω

≥ n

n− 1

∫
M

(n− 1)g(∇f,∇f)Ω

= nλ1

∫
M

f 2Ω,

(3.7)

onde na primeira igualdade usamos o fato de f ser uma autofunção do au-
tovalor λ1, na segunda desigualdade usamos a hipótese da curvatura média
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H ser não-negativa e Ric ≥ (n − 1)g e a última igualdade segue do fato de
termos

0 =

∫
M

(∆f)Ω =

∫
M

f∆fΩ+

∫
M

g(∇f,∇f)Ω = −λ1

∫
M

f 2Ω+

∫
M

g(∇f,∇f)Ω.

Como f não é identicamente nulo, então segue que λ1 ≥ n, o que prova
a primeira parte do teorema.

Suponhamos agora que λ1 = n. Então as desigualdades em (3.7) devem

ser igualdades, em particular, segue que |Hess f |2 = (∆f)2

n
e então, pela

Observação 2.1.1, Hess f = ∆f
n
g = −λ1f

n
g = −fg.

Vamos mostrar que sob estas condições o bordo é totalmente geodésico.
Para isso, consideremos uma geodésica normalizada γ(t) em M tal que γ

encontra Σ sob um ângulo reto quando t = 0.

Figura 3.2: Geodésica normal ao bordo.

Igualmente ao que fizemos na prova do Lema 3.1.1, como

Hess f = −fg,

então a função φ(t) = f(γ(t)) é da forma

φ(t) = A cos t+B sen t, A,B ∈ R.

Como f é identicamente nula sobre o bordo, então A = φ(0) = f(γ(0)) =
0, dái φ(t) = B sen t. Por construção, ∇f(γ(0)) é múltiplo de γ′(0), digamos
γ′(0) = a∇f(γ(0)) para alguma constante a ∈ R. Assim,

B = φ′(0) = 〈∇f(γ(0)), γ′(0)〉 = a|∇f(γ(0))|.

Por termos f ≡ 0 sobre Σ, segue que Hess f = −fg ≡ 0 sobre Σ. Dáı,
dado qualquer campo de vetores X ao longo de Σ, temos

X(|∇f |2) = X 〈∇f,∇f〉 = 2 〈∇X∇f,∇f〉 = 2 Hess f(X,∇f) = 0.
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Logo, |∇f | e, portanto também B = a|∇f(γ(0))|, é independente da posição
γ(0) que tomamos sobre Σ.

Se B = 0, então cada função φ seria nula e então f se anularia também
fora de Σ, mas sabemos que para uma autofunção de λ1 isto não pode acon-
tecer. Então B 6= 0. Logo ∇f é um múltiplo constante do vetor η normal
unitário ao bordo, a saber η = a∇f. Assim, dados X, Y ∈ X (Σ)

II(X, Y ) = 〈∇Xη, Y 〉 = 〈∇X(a∇f), Y 〉

= a 〈∇X∇f, Y 〉 = aHess f(X, Y )

= 0.

Portanto, Σ é totalmente geodésico. Visto que Hess f = −fg, f ≥ 0 sobre
M e f = 0 sobre Σ, então, usando o Lema 3.1.1, segue que M é isométrica
ao hemisfério Sn+.

3.2 O Teorema de Hang-Wang; Caso Bidi-

mensional

O Teorema de Hang-Wang na caso em que n = 2 segue diretamente do
seguinte resultado mais geral.

Teorema 3.2.1 (Hang-Wang, [3]). Seja (M2, g) uma superf́ıcie compacta
com bordo e curvatura Gaussiana K ≥ 1. Se a curvatura geodésica do bordo

γ satisfaz kg ≥ c ≥ 0, então l(γ) ≤
2π

√
1 + c2

. Além disso, a igualdade ocorre

se, e somente se, (M2, g) é isométrico a um disco geodésico de raio cotg−1(c)
em S2.

Demonstração. Usando a fórmula de Gauss-Bonnet, temos

2πχ(M) =

∫
M

Kdσ +

∫
γ

kds > 0.

Como χ(M) > 0, então M é simplesmente conexa. Em particular, γ tem ape-
nas uma componente. Assim, usando o Teorema da Aplicação de Riemann,
o qual afirma que todo aberto não trivial do plano complexo é conforme-
mente equivalente ao disco unitário, segue que (M, g) é conformemente equi-
valente a B̄ = {z ∈ C; |z| ≤ 1} com a métrica canônica |dz|2. Assim, sem
perda de generalidade, podemos considerar (M, g) como (B̄, g = e2u|dz|2)
com u ∈ C∞(B̄,R).
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O disco unitário B̄ com a métrica canônica |dz|2 tem curvatura Gaussiana
K ≡ 0 e seu bordo, o ćırculo unitário, tem curvatura geodésica kḡ = 1.
Por outro lado, B̄ com a métrica g tem, por hipótese, curvatura Gaussiana
K ≥ 1 e seu bordo curvatura geodésica kg ≥ c. Usando as relações entre
curvaturas Gaussianas e curvaturas geodésicas de métricas conformes, ver
equações (2.11) e (2.12), pág. 38 e 42, segue que

∆u−K + e2uK = 0 ⇒ ∆u+ e2uK = 0 ⇒ ∆u+ e2u ≤ 0

e
∂u

∂η
+ kḡ = eukg ⇒

∂u

∂η
+ 1 = eukg ⇒

∂u

∂η
+ 1 ≥ ceu,

ou seja, 
∆u+ e2u ≤ 0 sobre B̄

∂u

∂η
+ 1 ≥ ceu sobre S1,

onde η é a normal unitária ao bordo, com relação à métrica |dz|2, apontando
para fora e ∆ é o operador Laplaciano de B̄ com a métrica |dz|2.

Agora consideremos ū ∈ C∞(B̄) tal que{
∆ū = 0 sobre B̄
ū = u sobre S1.

Observemos que a função ū sempre existe, pois é solução de um problema
de Dirichlet no bordo com condições suaves.

Como ∆(u − ū) ≤ −e2u ≤ 0, então u − ū é superharmônica. Usando o
Prinćıpio do Máximo Fraco, u− ū atinge um mı́nimo em S1. Logo u− ū ≥ 0,
pois u e ū coincidem em S1.

Notemos que 
∆u+ e2u ≤ 0

∆ū+ e2u ≥ 0

e ū ≤ u. Dáı, pelo Método das sub e super soluções, Proposição 1.7.1, existe
v ∈ C∞(B̄) tal que {

∆v + e2v = 0 sobre B̄
ū ≤ v ≤ u.

Como v ≤ u e v|S1 = u|S1 , todos os pontos em S1 são pontos de máximo

para a função v − u. Logo, para todo p ∈ S1,
∂(v − u)

∂η
(p) ≥ 0, ou seja,

∂v

∂η
(p) ≥

∂u

∂η
(p).
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Dáı,
∂v

∂η
+ 1 ≥

∂u

∂η
+ 1 ≥ ceu = cev. (3.8)

Analisando a equação (2.11), que nos dá a relação entre curvaturas geo-
désicas de métricas conformes, a desigualdade (3.8) nos diz que o bordo de
(B̄, e2v|dz|2) tem curvatura geodésica maior ou igual c.

Por outro lado, pela equação (2.12), que mostra a relação entre curvaturas
Gaussianas de métricas conformes, o fato de termos ∆v + e2v = 0, implica
que (B̄, e2v|dz|2) tem curvatura Gaussiana constante e igual a 1. Como o
bordo é convexo, então (B̄, e2v|dz|2) pode ser isometricamente mergulhado
como um domı́nio em S2, digamos Ω. Denotemos σ = ∂Ω parametrizado pelo
comprimento de arco.

Observemos que l(σ) = l(γ) pois v e u coincidem sobre todos os pontos
do bordo.

Como o bordo é convexo e tem curvatura geodésica ≥ c ≥ 0, então o
menor disco geodésico D contendo Ω tem raio cotg−1(c) e vale a igualdade
D = Ω se, e somente se, l(∂D) = l(σ). Assim, como vimos na equação (2.9),
pág. 33

l(γ) = l(σ) ≤ l(∂D) =
2π

√
1 + c2

.

O que prova a primeira parte do teorema. Analisemos agora o caso da
igualdade.

Se (M2, g) é isométrico a um disco geodésico de raio cotg−1(c) em S2,

então o seu bordo tem comprimento l(γ) =
2π

√
1 + c2

. Reciprocamente, se

l(γ) =
2π

√
1 + c2

, então

l(σ) = l(γ) =
2π√

1 + c2
,

o que implica l(σ) = l(∂D). Logo, vale a igualdade Ω = D, ou seja, (B̄, e2v|dz|2)
é isométrico a (D, |dz|2). Em particular, a curvatura geodésica de seus bordos
coincidem, ou seja, a curvatura do bordo de (B̄, |dz|2) é igual a curvatura
geodésica de um ćırculo de raio cotg−1(c) na esfera unitária. Assim, pela
equação (2.10), pág. 34, a curvatura geodésica do bordo de (B̄, |dz|2) é
constante e igual a c. Portanto, a equação (2.11), para o caso das métricas
conformes e2v|dz|2 e |dz|2, nos diz que

∂v

∂η
+ 1 = cev.
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Como
∂v

∂η
+ 1 ≥

∂u

∂η
+ 1 ≥ ceu = cev,

todas as desigualdades acima são na verdade igualdades. Em particular,

∂v

∂η
=
∂u

∂η
.

Usando Lema de Hopf e o Prinćıpio do Máximo, segue que u = v em B̄.
Logo, (B̄, e2u|dz|2) é isométrico a (D, |dz|2). Portanto, (M, g) é isométrico a
um disco geodésico de raio cotg−1(c) em S2.

Corolário 3.2.1 (Hang-Wang, Caso Bidimensional). Seja (M2, g) uma su-
perf́ıcie compacta com bordo γ = ∂M 6= ∅. Suponhamos que

(i) A curvatura Gaussiana satisfaz K ≥ 1;

(ii) γ é isométrico a S1;

(iii) A segunda forma fundamental do bordo é não-negativa.

Então (M, g) é isométrico a S2
+ ⊂ R3.

Demonstração. Observemos que a condição (ii) nos diz que l(γ) = 2π e (iii)
implica que a curvatura geodésica de γ satisfaz kg ≥ 0. O resultado segue
direto do caso da igualdade no teorema acima.

Também como corolário temos o seguinte resultado.

Corolário 3.2.2 (Topogonov). Seja M2 uma superf́ıcie fechada com curva-
tura Gaussiana K ≥ 1. Então qualquer geodésica fechada simples em M tem
comprimento no máximo 2π. Além disso, se existe uma geodésica fechada
simples com comprimento 2π, então M é isométrico a S2.

Demonstração. Seja γ uma geodésica fechada simples em M . Cortando M
ao longo de γ obtemos duas superf́ıcies compactas com a geodésica γ como
bordo comum. O resultado segue aplicando o Teorema 3.2.1 a cada uma das
duas superf́ıcies com bordo.
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3.3 O Teorema de Hang-Wang; Caso Geral

Agora apresentaremos uma prova do Teorema de Hang-Wang para n > 2.
Recordemos seu enunciado.

Teorema 3.3.1 (Hang-Wang, [3]). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanni-
ana compacta com bordo Σ = ∂M 6= ∅. Suponhamos que

(i) O tensor curvatura de Ricci satisfaz Ric ≥ (n− 1)g;

(ii) (Σ, g|Σ) é isométrico a Sn−1 ⊂ Rn;

(iii) A segunda forma fundamental de Σ é não-negativa.

Então, (Mn, g) é isométrico a Sn+ ⊂ Rn+1.

Antes de iniciarmos a demonstração do Teorema 3.3.1, observemos que
as funções coordenadas na esfera Sn satisfazem

|∇xi|2 + xi = 1

Hessxi = −xig0,

como vimos nas equações (2.5) e (2.6), pág. 30 e 31.
Considerando o hemisfério xn+1 ≥ 0, temos

∂xi

∂xn+1

= 0 para i 6= n+ 1.

Além disso, independentemente da direção da geodésica γv que passa
pelo ponto ei = (0, ..., 1, ..., 0), que é o ponto de máximo para função xi,
xi(γv(t)) não depende de v, depende somente de t. Para sermos mais precisos,
xi(γv(t)) = cos t.

Veremos que o fato de possuir alguma função com estas propriedades
caracteriza o hemisfério.
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Figura 3.3:

A prova apresentada será por contradição. Vamos admitir as hipóteses
do Teorema 3.3.1 e supor, por absurdo, que o primeiro autovalor λ1 de −∆
satisfaz λ1 > n. A partir disso, provaremos uma série de lemas que nos levarão
a um absurdo. Dáı saberemos que nossa hipótese λ1 > n será falsa e então
utilizaremos o Teorema de Reilly para concluir. Iniciemos formalmente a
demonstração.

Admitamos as hipóteses do Teorema 3.3.1 e suponhamos que o primeiro
autovalor λ1 de −∆, relacionado ao problema de Dirichlet, satisfaz λ1 > n.
Logo, para qualquer f ∈ C∞(Σ), existe uma única u ∈ C∞(M) satisfazendo{

−∆u = nu sobre M,
u = f sobre Σ.

Isto segue da Alternativa de Fredholm, como vimos na Observação 1.7.2, pág.
22.

Definamos a aplicação

φ : M → R
p 7→ |∇u|2(p) + u2(p).

Vamos agora obter algumas propriedades da função φ.

Lema 3.3.1. A aplicação φ = |∇u|2 + u2 é subharmônica, isto é, ∆φ ≥ 0.
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Demonstração. Lembrando que ∆u2 = 2u∆u+ 2|∇u|2, temos

1
2
∆φ = 1

2
∆|∇u|2 + 1

2
∆u2

= |Hessu|2 + 〈∇u,∇∆u〉+Ric(∇u,∇u) + u∆u+ |∇u|2

≥ |Hessu|2 − n|∇u|2 + (n− 1)|∇u|2 − nu2 + |∇u|2

= |Hessu|2 − nu2

≥
(∆u)2

n
− nu2

= 0,

onde na segunda igualdade usamos a fórmula de Bochner e na segunda desi-
gualdade usamos a Observação 2.1.1.

Denotemos por χ =
∂u

∂η
, a derivada sobre o bordo na direção do campo

normal unitário η apontando para fora.

Figura 3.4: Vetor normal unitário apontando para fora.

Observemos que η é único, pois dim Σ = dim M − 1.
Pela hipótese (ii) do Teorema 3.3.1, existe uma isometria

F : (Σ, g|Σ)→ (Sn−1, g0). (3.9)

Consideremos f : Σ→ R, f =
n∑
i=1

αixi ◦ F , onde x1, ..., xn são as funções

coordenadas sobre Sn−1 e α = (α1, ..., αn) ∈ Sn−1.
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Usando o fato de que o Laplaciano e o gradiente são invariantes por
isometrias, as equações (2.7) e (2.8), pág. 32, nos dizem que

−∆Σf = (n− 1)f e |∇Σf |2 + f 2 = 1,

onde ∆Σ e ∇Σ denotam o Laplaciano e o gradiente de Σ, respectivamente.
Agora como u = f sobre Σ, (∇u)|Σ = ∇Σf + χη. Dáı,

φ|Σ = | (∇u)|Σ |
2 + u2

∣∣
Σ

= |∇Σf |2 + χ2 + f 2 = 1 + χ2. (3.10)

Tomando um referencial ortonormal {Ei}ni=1, com En = η, observamos
que

(∆u)|Σ =
n−1∑
i=1

Hessu(Ei, Ei) + Hessu(η, η)

=
n−1∑
i=1

〈∇Ei∇u,Ei〉+ Hessu(η, η)

=
n−1∑
i=1

〈∇Ei(∇f + χη), Ei〉+ Hessu(η, η)

=
n−1∑
i=1

〈∇Ei∇f, Ei〉+
n−1∑
i=1

〈∇Eiχη,Ei〉+ Hessu(η, η)

= ∆Σf +
n−1∑
i=1

〈Ei(χ)η + χ∇Eiη, Ei〉+ Hessu(η, η)

= ∆Σf + χ

n−1∑
i=1

〈∇Eiη, Ei〉+ Hessu(η, η)

= ∆Σf + χH + Hessu(η, η),

onde H é a curvatura média de Σ = ∂M.
Assim, sobre Σ temos

−nf = (∆u)|Σ = ∆Σf + χH + Hessu(η, η)

= −(n− 1)f +Hχ+ Hessu(η, η).

Logo,
Hessu(η, η) + f = −Hχ. (3.11)
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Lema 3.3.2. Sobre Σ vale

1

2

∂φ

∂η
=
〈
∇Σf,∇Σχ

〉
−Hχ2 − II(∇Σf,∇Σf).

Demonstração. Como φ = |∇u|2 + u2 = 〈∇u,∇u〉+ u2, então

1

2

∂φ

∂η

∣∣∣∣
Σ

=
〈
∇η∇u,∇u

〉
|Σ + fχ

=
〈
∇η∇u,∇f + χη

〉
+ fχ

=
〈
∇η∇u,∇f

〉
+ χ

〈
∇η∇u, η

〉
+ χf

=
〈
∇η∇u,∇f

〉
+ χHessu(η, η) + χf

=
〈
∇∇f∇u, η

〉
+ χ(−Hχ)

=
〈
∇∇f∇u, η

〉
−Hχ2,

onde na quinta igualdade usamos a equação (3.11) e fato do Hessiano ser
simétrico. Agora observemos que〈
∇∇f∇u, η

〉
= ∇f 〈∇u, η〉 −

〈
∇u,∇∇f η

〉
= ∇f 〈∇f + χη, η〉 −

〈
∇f + χη,∇∇f η

〉
= ∇f 〈∇f, η〉+∇f(χ)−

〈
∇f,∇∇f η

〉
− χ

〈
η,∇∇f η

〉
.

Por outro lado

∇f 〈∇f, η〉 ≡ 0 e
〈
η,∇∇f η

〉
=

1

2
∇f 〈η, η〉 ≡ 0

por serem
〈∇f, η〉 e 〈η, η〉 constantes.

Assim, 〈
∇∇f∇u, η

〉
= ∇f(χ)−

〈
∇f,∇∇f η

〉
= 〈∇f,∇χ〉 − II(∇f,∇f).
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Portanto, sobre Σ,

1

2

∂φ

∂η
= 〈∇f,∇χ〉 − Hχ2 − II(∇f,∇f).

Lema 3.3.3. A função φ = |∇u|2 + u2 é constante e Hessu = −ug. Além
disso, χ = ∂u

∂η
é constante e II(∇f,∇f) ≡ 0.

Demonstração. Como vimos no Lema 3.3.1, ∆φ ≥ 0. Portanto, usando o
Prinćıpio do Máximo Fraco, φ atinge um máximo em algum ponto sobre Σ,
digamos em p ∈ Σ. Logo, temos

∇Σφ(p) = 0 e
∂φ

∂η
(p) ≥ 0.

Se ∂φ
∂η

(p) = 0, então o Lema de Hopf e o Prinćıpio do Máximo implicam φ
é constante. Em particular ∆φ = 0. Dáı, pela demonstração do Lema 3.3.1

ocorre a igualdade |Hessu|2 = (∆u)2

n
e pela Observação 2.1.1 segue que

Hessu =
∆u

n
g = −nu

n
g = −ug.

Como φ|Σ = 1 + χ2, χ também é constante. Pelo Lema 3.3.2, temos

0 =
∂φ

∂η
(p) = −Hχ2 − II(∇f,∇f) ≤ 0,

pois, por hipótese, a segunda forma fundamental de Σ é não-negativa, donde
concluimos que II(∇f,∇f) ≡ 0.

Agora vamos mostrar que não é posśıvel
∂φ

∂η
(p) > 0. Com efeito, temos

três possibilidades para o valor de χ em p : χ(p) = 0, χ(p) > 0 ou χ(p) < 0.
Se χ(p) = 0, como φ|Σ = 1 + χ2 e p é ponto de máximo para φ, então

χ ≡ 0. Pelo Lema 3.3.2, segue que

1

2

∂φ

∂η
(p) = −II(∇f,∇f) ≤ 0.

Se χ(p) > 0 (< 0), então, por termos φ|Σ = 1 + χ2 e p ser ponto de
máximo para φ, χ atinge máximo (mı́nimo) em p. Dáı, ∇χ(p) = 0 e pelo
Lema 3.3.2,

1

2

∂φ

∂η
(p) = −Hχ2 − II(∇f,∇f) ≤ 0.
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Logo, em qualquer situação, temos
∂φ

∂η
(p) ≤ 0. Como já sabemos que

∂φ

∂η
(p) ≥ 0, então

∂φ

∂η
(p) = 0 e, portanto, o lema está provado.

Recordemos que f depende do vetor unitário α ∈ Sn−1. Para indicar essa
dependência adicionaremos α à notação.

No lema anterior, mostramos que II(∇fα,∇fα) ≡ 0 para todo α ∈ Sn−1.

Afirmação. II ≡ 0, ou seja, o bordo Σ é totalmente geodésico.

De fato, como {∇x1(q), ...,∇xn(q)} gera TqSn−1 para todo q ∈ Sn−1,
então {∇(x1 ◦ F )(p), ...,∇(xn ◦ F )(p)} gera TpΣ para todo p ∈ Σ, onde F é
a isometria existente entre Σ e Sn−1.

Assim, dado 0 6= X ∈ X (Σ), podemos escrever

X =
n∑
i=1

ai∇(xi ◦ F ),

com a = (a1, ..., an) ∈ Rn−{0}. Denotando α =
a

|a|
, temos α ∈ Sn−1 e assim

X =
n∑
i=1

ai∇(xi ◦ F ) = |a|∇fα.

Como II(∇fα,∇fα) ≡ 0 para todo α ∈ Sn−1, então II(X,X) ≡ 0 para
todo campo de vetores X em Σ. Portanto II ≡ 0, ou seja, Σ é totalmente
geodésico.

Afirmação. Podemos escolher β ∈ Sn−1 tal que χβ ≡ 0.

Com efeito, como vimos no lema anterior, para qualquer α ∈ Sn−1, a
função χα é constante. Assim, podemos ver α 7→ χα como uma função
cont́ınua definida sobre Sn−1 tomando valores reais. Claramente u−α = −uα,
pois dada f−α, existe uma única função u−α que satisfaz −∆u−α = nu−α
sobre M e u−α = f−α sobre Σ, como f−α = −fα, então −uα satisfaz essas
condições. Assim, χ−α = −χα. Portanto, pelo Teorema do Valor Inter-
mediário, existe β ∈ Sn−1 tal que χβ ≡ 0.

Com esta escolha em particular de f = fβ e u = uβ, temos{
Hessu = −ug

χ ≡ 0.
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Como f é cont́ınua definida sobre Σ, existe q ∈ Σ tal que f(q) = maxΣ f.
Logo, ∇f(q) = 0.

Como |∇f(q)|2 + f(q)2 = 1, então f(q) = 1 ou f(q) = −1. Afirmamos
que f(q) = 1, pois caso contrário, considerando r ∈ Σ tal que F (r) = −F (q),
ou seja, tomando o ponto de Σ que é levado no ponto ant́ıpoda de F (q),
teŕıamos

f(r) =
∑
i

αixi ◦ F (r) = −
∑
i

αixi ◦ F (q) = −f(q) = −(−1) = 1

e q não seria ponto de máximo. Portanto, f(q) = max f = 1.

Figura 3.5:

Como ∇f(q) = 0, então ∇u(q) = 0, pois χ ≡ 0.
Para cada v ∈ TqM tal que |v| = 1 e 〈v, η(q)〉 ≤ 0, seja γv a geodésica

normalizada com γv(0) = q, γv
′(0) = v e definamos a função U : R → R,

U(t) = u ◦ γv(t). A função U satisfaz
U(0) = 1,

U ′(0) = 0,

U ′′(t) = −U(t).
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Com efeito

U(0) = u ◦ γv(0) = u(q) = f(q) = 1;

U ′(t) = 〈∇u ◦ γv(t), γv ′(t)〉 ⇒ U ′(0) = 〈∇u(q), v〉 = 0;

U ′′(t) = d
dt
〈∇u ◦ γv(t), γv ′(t)〉

= 〈∇γv ′∇u ◦ γv, γv ′〉+ 〈∇u ◦ γv(t),∇γv ′γv
′〉

= Hessu ◦ γv(γv ′, γv ′)

= −(u ◦ γv)g (γv
′, γv

′)

= −u ◦ γv(t)

= −U(t).

Portanto, U(t) = cos t, o que implica que u = cos r, onde r é função
distância a q.

Como o bordo é totalmente geodésico e a variedade é completa, por ser
compacta, segue do Teorema de Hopf e Rinow que qualquer ponto em M
pode ser unido a q por uma geodésica minimizante.

Usando coordenadas geodésicas polares (r, ξ) ∈ R+×Sn−1
+ em q, podemos

escrever
g = dr2 + gr,

onde gr é uma r-famı́lia de métricas sobre Sn−1
+ com

lim
r→0

r−2gr = g0,

aqui g0 é a métrica canônica sobre Sn−1
+ .

Como ∇r é normal às curvas de ńıvel, ∇r(p) é normal à esfera geodésica
de centro em q e raio r(p).

Como u = cos r, segue que ∇u = − sen r∇r.
Derivando covariantemente com respeito a X ∈ X (M), temos

∇X∇u = ∇X(− sen r∇r)
= X (− sen r)∇r − sen r∇X∇r
= − cos r 〈X,∇r〉∇r − sen r∇X∇r.

Dáı, para Y ∈ X (M),

〈∇X∇u, Y 〉 = − cos r 〈X,∇r〉 〈Y,∇r〉 − sen r 〈∇X∇r, Y 〉 .
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Denotemos por IIr a segunda forma fundamental da esfera geodésica de
centro em q e raio r. Tomando X, Y campos tangentes às esferas geodésicas,
temos 〈X,∇r〉 = 〈Y,∇r〉 = 0. Assim

〈∇X∇u, Y 〉 = − sen r 〈∇X∇r, Y 〉

⇒ Hessu(X, Y ) = − sen rIIr(X, Y )

⇒ − sen rIIr(X, Y ) = −ugr(X, Y ) = − cos rgr(X, Y ).

Logo,
IIr = cotgrgr. (3.12)

Estamos interessados em saber como a métrica gr varia ao longo das
esferas geodésicas, ou seja, dada uma geodésica radial γ e um campo de
vetores Y tangente às esferas geodésicas, queremos conhecer

∇rgr(Y, Y ) = 2 〈∇∇rY, Y 〉 .

Para isso gostaŕıamos de poder trocar ∇∇rY por ∇Y∇r, para obtermos a
segunda forma fundamental das esferas geodésicas que já conhecemos. Mas
sempre podemos fazer essa troca, pois tomando a superf́ıcie parametrizada

f(t, s) = expγ(t) sY (t),

temos
∂f
∂s

(t, 0) = Y (t) e ∂f
∂t

(t, 0) = γ′(t) = ∇r(γ(t))

como campos coordenados. Assim,

∇rgr(Y, Y ) = 2IIr(Y, Y )

= 2cotgrgr(Y, Y ).

Logo, gr = sen2 rg0 e, portanto,

g = dr2 + sen2 rg0.

Donde segue que (Mn, g) é isométrica a Sn+, o que implica λ1 = n e isto
contradiz a hipótese λ1 > n.

Demonstração do Teorema 3.3.1. O fato da segunda forma fundamental
II ser não-negativa, implica, em particular, que a curvatura média H é não-
negativa.

Como H ≥ 0 e Ric ≥ (n− 1)g, então pelo Teorema de Reilly, o primeiro
autovalor do Laplaciano −∆ satisfaz λ1 ≥ n. Mas pelo que vimos acima, não
podemos ter λ1 > n. Logo, λ1 = n e, portanto, (Mn, g) é isométrico a Sn+.

�
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