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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos a demonstragao de um teorema obtido
por F. Hang e X. Wang, o qual estabelece que uma variedade (M", g) Rie-
manniana compacta com bordo nao-vazio, curvatura de Ricci maior ou igual
a (n — 1)g, e com bordo isométrico a esfera (n-1)-dimensional e segunda
forma fundamental nao-negativa, ¢ isométrica ao hemisfério S”. Este artigo
foi publicado em 2009 no Journal of Geometric Analysis, com o titulo Ri-
gidity Theorems for Compact Manifolds with Boundary and Positive Ricci
Curvature.

Palavras-chave: Curvatura de Ricci, esfera, segunda forma fundamen-
tal, variedade compacta com bordo.



Abstract

In this work we demonstrate a theorem obtained by F. Hang and X. Wang,
which ensures that a compact Riemannian manifold (M", g) with nonempty
boundary, Ricci curvature greater or equal to (n — 1)g, boundary isometric
to the (n-1)-dimensional sphere and second fundamental form nonnegative,
is isometric to the hemisphere S7. That result was published in this year in
Journal of Geometric Analysis with the title Rigidity Theorems for Compact
Manifolds with Boundary and Positive Ricci Curvature.

Keywords: Ricci curvature, sphere, second fundamental form, compact
manifold with boundary.
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Introducao

Esta dissertacao esta baseada no artigo Rigidity Theorems for Com-
pact Manifolds with Boundary and Positive Ricci Curvature dos matematicos
Fengbo Hang e Xiaodong Wang sobre a conjectura de Min-Oo

Conjectura (Min-Oo, 1995). Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana
compacta com bordo e curvatura escalar R > n(n—1). Se o bordo € isométrico
a S"1 e totalmente geodésico, entao (M™, g)é isométrico ao hemisfério S';.

Hang e Wang provaram que a conjectura ¢ verdadeira com algumas al-
teragoes nas hipoteses, a saber: supondo que a segunda forma fundamental
do bordo ¢ nao-negativa e a curvatura de Ricci é maior ou igual a (n — 1)g.
Mais precisamente, provaram o seguinte resultado.

Teorema 0.0.1 (Hang-Wang, [3]). Seja (M™,g) uma variedade Riemanni-
ana compacta com bordo ¥ = OM # (). Suponhamos que

(i) O tensor curvatura de Ricci satisfaz Ric > (n — 1)g;
(ii) (%, g),) € isométrico a S"~' C R";
(iii) A segunda forma fundamental de 3 é ndo-negativa.
Entao (M™, g) € isométrico a ST C R™.

O objetivo deste trabalho é demonstrar o teorema acima obtido por Hang
e Wang.

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos. No primeiro capitulo
abordamos os conceitos e resultados em Geometria Riemanniana e Equagoes
Diferenciais Parciais os quais serao utilizados nos capitulos seguintes. No
capitulo 2, provamos fatos fundamentais para a demonstracao dos principais
resultados, como por exemplo, provamos a formula de Bochner:

Proposicao 0.0.1 (Férmula de Bochner). Se M é uma variedade Rieman-
niana e f € C*®(M), entdo

%A(|Vf|2) — [Hess f> + (V£,VAF) + Rie(V £, Vf).



Além disso, ainda no capitulo 2, provamos a Férmula de Reilly:

Proposicao 0.0.2 (Férmula de Reilly). Seja M™ uma variedade Riemanni-
ana compacta com bordo ¥ = OM e seja f € C®°(M). Denotemos por 2 e W
as formas de volume de M e 3, respectivamente. Entdo

/M((Af)Q—IHeSSfIQ)Q = /AJRic(Vf,Vf)Q+[2(Az+vH)vW

—/E<VU,VZ>\II+/]I(V27VZ)‘IU

3

onde H é a curvatura média do bordo ¥, z = f|sx e v = f, € derivada de f
na direcao do vetor normal ao bordo.

O terceiro capitulo esta dividido em trés segoes. Na primerira se¢ao pro-
vamos o Teorema de Reilly, fato essencial para a demonstragao do Teorema
de Hang-Wang.

Teorema 0.0.2 (Reilly, [5]). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana com-
pacta com bordo X = OM # ). Suponhamos Ric > (n—1)g e que a curvatura
média de > em M € nao-negativa. Entdo o primeiro autovalor Ay de —A,
relacionado ao problema de Dirichlet, satisfaz A\ > n. Além disso, \y = n
se, e somente se, M € isométrica ao hemisfério Sy C R+

Na segunda se¢ao provamos o Teorema de Hang-Wang no caso bidimen-
sional usando técnicas geométricas e analiticas. E, finalmente, na terceira
se¢ao, apresentamos uma demonstracao para o caso geral do Teorema de
Hang-Wang de um modo puramente analitico utilizando o Teorema de Reilly.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo fixamos notacoes e apresentamos os requisitos necessarios
para a compreensao dos resultados principais desta dissertacao, a saber, o
Teorema de Hang-Wang e o Teorema de Reilly. Salvo mengao contraria, os
resultados aqui apresentados encontram-se demonstrados em [2].

1.1 Conexoes; Curvaturas

Nesta secao introduzimos a nogao de conexao sobre uma variedade Ri-
emanniana e definimos a derivada covariante de um campo de vetores ao
longo de uma curva. Logo apéds isto, apresentamos uma definicao de curva-
tura que, intuitivamente, mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa
de ser euclidiana. Definimos também curvatura seccional, curvatura de Ricci
e curvatura escalar.

Em toda esta dissertacao, as variedades diferenciaveis consideradas sao
supostas de Hausdorff e com base enumeravel. Quando indicarmos uma vari-
edade por M"™, o indice superior n inidicara a dimensao de M. Denotaremos
a esfera unitdria contida em R"*! por S".

Indicaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C'™
em M e por C*°(M) o conjunto das fungoes diferenciaveis em M.

Definicao 1.1.1. Uma conexao Riemanniana em uma variedade Riemanni-
ana (M, g) é uma aplicag¢ao

V:X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VyY

que satisfaz as sequintes propriedades:



(i) VyxigvZ = fVxZ +gVyZ,
(i) Vx(Y + Z) = VY + VxZ,

(i) VxfY = fVxY + X(f)Y,

(iv) Xg(Y,2Z) = g(VxY,Z)+9(Y,VxZ), (Compatibilidade com a métrica)
(v) VxY —Vy X = [X,Y], (Simetria)

onde X, Y, Z € X(M) e f,g € C°(M).

O fato da conexao Riemanniana ser simétrica, propriedade (v), implica
que em um sistema de coordenadas (U, x),

vaa_v 8:{8 8]:0’

0 A v A
oz 8xj Oz 81:1 8%2" 8xj

para todo 7,5 = 1,...,n, onde % é o vetor tangente a curva coordenada:
2
x; — x(0,...0,2;,0...,0).

Teorema 1.1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe
uma unica conexao Riemanniana V em M.

Seja (U,x) uma parametrizagdo de M™. Para facilitar a notagao, passa-

mos a escrever X; para denotar %.
K2

As funcoes F,’fj definidas em U por
Vi, X;=> ThHX, (1.1)
k=1

sao os coeficientes da conexao V em U ou os simbolos de Christoffel da
conexao. Usando a férmula de Kozul, a qual nos diz que

g(Z, vY‘Xv) = %{XQ<Y7 Z) +Yg<Z>X) - Zg(va)
—g([X,Z],Y) _g([}/aZ] 7X) _g([X>Y]7Z)}7

obtemos

- 1 {Ogjx  Ogri  0Ogij
gy =~ J 22
lz:; itk = 5 { ox; + dx;  Oxy |’
onde g;; = g(X;, Xj).
Denotando por (¢*™) a matriz inversa de (g, ), temos



a 89 ik 89kz’ 891"
== . — =L b g 1.2
i ;{axz+aj 9, [ 7 (1.2)

A equagao (1.2) é a expressao dos simbolos de Christoffel da conexao
Riemanniana em termos dos g;; dados pela métrica.

Proposicao 1.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana com YV, sua co-
nexao Riemanniana. Entao existe uma unica correspondéncia que associa a
cada campo Uetorial V' ao longo da curva diferencidvel oo : I — M um outro
campo vetorial 2¥ dt ao longo de o, denominado derivada covariante de V' ao
longo de «, tal que

(a) 2(v+Ww) =50+ 2L
D(fvy=4y 4 fBv.

(c) Se V' é induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto é, V(t) =
Y (a(t)), entio 2¥ = VY,

onde W € X(M) e f € uma fungdo diferencidavel em I.

Demonstracao. Suponhamos, inicialmente, que existe uma aplicacao % sa-
tisfazendo as condicoes (a), (b) e (¢). Seja x : U C R® — M um sistema
de coordenadas com a(I) Nx(U) # 0 e seja x Lo a(t) = (z1(t), ..., z,(t))

a expressao local de a(t),t € I. Podemos expressar o campo V' localmente

COmo n
t)=> vi(t)X;(alt
j=1

Por (a) e (b), temos

d
Z U] ZU] dt ’



Por outro lado,

DX,
. = VX
dt at

- V( n dzl X

i=1 dt

)

> ‘Z"vxix

=1

" da;
= TEX
dt ks

ik=1

onde na primeira igualdade usamos a condigao (c), na terceira usamos a
condi¢ao (i) da Defini¢ao 1.1.1 e na tltima usamos a expressao (1.2).

Portanto,
DV < [du |~ daiy,
— = — v Xk 1.3
dt Z(dt+2]dt ) : (1:3)
k=1 i,j7=1
A expressao (1.3) nos mostra que se existe uma aplicacdo £ satisfazendo
as condigoes da Proposicao 1.1.1, entao ela é tnica.
Para mostrar a existéncia, deﬁnamos LY em x(U) por (1.3). Desse modo,
a aplicagao & satisfaz as condigoes (a), (b) e (¢c). Sey : W CR" — M é um
outro 51stema de coordenada tal que y(W) Nx(U) # 0 e definimos 2 em
y (W) por (1.3), as defini¢oes coincidem em y(W) Nx(U), pela unicidade de
DV

=+ em x(U). Segue, entao, que a definicido pode ser estendida para todo M

e isto conclui a demonstracao. O]

A proposigao acima mostra que a nogao de conexao fornece uma maneira
de derivar campo de vetores ao longo de curvas, em particular, é possivel
falar em aceleracao de uma curva em M.

Definicao 1.1.2. Seja M uma variedade Riemanniana com sua conerao Ri-
emanniana V. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c : I — M é

DV _
chamado paralelo quando =~ =0

Um conjunto {E;}" , C X(M) é um referencial para M, se {E;(p)},_, ¢
uma base de T, M para cada p € M. Isto nos diz que todo campo de vetores
X € X(M) pode ser escrito da forma

X = zn: ZL‘Z'EZ',
i=1



onde as funcoes x; : M — R sao diferencidaveis. Um referencial é dito or-
tonormal se {E;(p)};_, ¢ uma base ortonormal de T,M para cada p € M.
Dizemos que um referencial {E;}, é geodésico numa vizinhan¢a U C M, se
em cada p € U, {E;(p)};_, ¢ uma base ortonormal de T,M ¢ Vg, E;(p) =0
para todo 7,5 = 1,2, ..., n.

Definigao 1.1.3. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma
correspodéncia que associa a cada par X,Y € X (M) uma aplica¢io R(X,Y) :
X (M) — X (M) dada por

R(X, Y)Z =VxVyZ -VyvVxZ — V[ny}Z, 7 € X(M)
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Observagao 1.1.1. Se M = R", entdao R(X,Y)Z = 0, para todo X,Y, Z €
X (R™). De fato, consideremos os campos F;(p) = e; para todo p € R™, onde
{e;}"_, é base canonica do R".

Assim, dados X = Z:E,-EZ-, Y = Z.%‘Ei e /= Z z; F;, temos
i=1 i=1 i=1

=1 i=1

pois o campo E; é um campo constante e, portanto, sua derivada covariante
em relacao a qualquer outro campo ¢é nula.
Analogamente,

VyVXZ = i Y(X(ZZ))Ez

=1
VxVyZ =Y X(Y(x))E:.
=1

Dai,

VxVyZ—VyVxZ = Y X(Y(2)E - Y1, Y(X(2))E;

= > (XY - YX)(2)E; = Vixy Z.

i=1



Portanto, R(X,Y)Z = 0. Podemos entao pensar em R como uma maneira
de medir o quanto M deixa de ser euclidiano.

OJ

Definicao 1.1.4. Dado um ponto p € M e um subespago bi-dimensional
o CT,M, o nimero real

v

2
z?ly* = {z,y)

K(o)

onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional de o
em p.

A proposicao a seguir mostra que, numa variedade de curvatura seccional
constante, o tensor curvatura pode ser escrito de uma forma mais simples.

Proposicao 1.1.2. Sejam M wuma variedade Riemanniana e p € M. Defi-
namos uma aplicagdo trilinear R' - T,M x T,M x T,M — T,M por

<R/(X7Y7 Z>7W> = <X7 W> <Y7 Z> - <Y7W> <X7 Z>7

para todo X,Y,Z,W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante e
igual a Ky se, e somente se, R = KqR', onde R € o tensor curvatura de M.

Defini¢ao 1.1.5. Dado um ponto p € M, seja {ey,...,e,} uma base orto-
normal de T,M. Dados x,y € T,M, definimos (tensor) curvatura de Ricci

por
n

Ric(z,y) = Z (R(x,e)eq,y),

i=1

e a curvatura escalar em p por

n

R(p) = ZRic(ej, e;) = Z (R(ej, ei)ei, e;) .

1,J

Usaremos a notagao R;; para denotar Ric(e;, €;).

1.2 Geodésicas; Aplicacao Exponencial

No que se segue, M serd uma variedade Riemanniana com sua conexao
Riemanniana.



Definicao 1.2.1. Uma curva parametrizada v : I — M € uma geodésica se,

para todo t € I, 2 (%) (t) =0.

Vamos determinar as equagoes locais satisfeitas por uma geodésica v em
um sistema de coordenadas (U,x). Seja x ' o y(t) = (x1(t), ..., x,(t)) a ex-
pressao local de v na parametrizacao x.

A curva 7 serd uma geodésica se, e somente se,

D [dv P = dx;dx;
0==—(—]= LITR X
dt(dt) kz<dt2 +.4_1 dt dt ’ﬂ) g

=1 1,]=

Ou seja, se, e somente se,

d*x " dux; dx;
by LTk =0, k=1,..,n.
dt? dt dt "
ij=1
Como as geodésicas sao solugoes de uma equacao diferencial ordinaria de
segunda ordem nao-linear, o seu dominio maximal de defini¢ao é um intervalo
I C R o qual nem sempre ¢é todo o R.

Definicao 1.2.2. Dizemos que uma variedade Riemanniana M é completa
quando, para todo p € M, as geodésicas y(t) que partem de p estdao definidas
para todos os valores do paramétro t € R.

Como uma consequéncia do teorema de existéncia e unicidade das solu-
coes de equacoes diferenciais ordindrias, segue o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.1. Seja M uma variedade Rieamanniana. Dados p € M e
v e T,M, existe uma tinica geodésicay : I — M tal que v(0) = p e v (0) = v.

Denotaremos por 7, a tnica geodésica que no instante ¢ = 0 passa por p
com velocidade v € T, M.

Lema 1.2.1 (de Homogeniedade). Seja v : I — M wuma geodésica com
v (0) = v. Entdo
’Vav(t) = %}(at), a€R a>0.

Definicao 1.2.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Definimos
a aplicagao exponencial em p € M por
exp,: IL,M — M
v o= ().



Observacao 1.2.1. Da mesma maneira podemos definir a aplicacao expo-
nencial em variedades que nao sao completas. A tunica diferenca é que o seu
dominio de definicao passa a ser um aberto do plano tangente em torno da
origem. Para mais detalhes, ver [2], pag. 70-73, por exemplo.

Geometricamente, exp, v ¢ o ponto de M obtido percorrendo uma distan-
cia igual a |v| = y/(v,v), a partir de p, sobre a geodésica que passa por p
com velocidade ﬁ

Usaremos a notagao B(0,¢) para indicar uma bola aberta de centro na
origem 0 de T,M e raio € e a notacao BJ0, €] para indicar uma bola fechada
de centro na origem 0 de 7,M e raio .

Proposicao 1.2.2. Dado p € M, existe ¢ > 0 tal que exp, : B(0,¢) C
T,M — M é um difeomorfismo de B(0,¢€) sobre um aberto de M.

Uma geodésica v : I — R é dita minimizante, se l(y) < l(c), onde ¢ é
qualquer curva diferenciavel por partes ligando os extremos de ~.

Definicao 1.2.4. Dados p,q € M, a distancia d de p a q € definida por
d(p, q) = inf{l(cy,); ape€ uma curva diferencidvel por partes ligando p a q},
onde l(«) indica o comprimento da curva .

Com a distancia d, M é um espaco métrico. Para uma demonstragao
deste fato, ver [2], pdg. 161, por exemplo.

Observe que se existe uma geodésica minimizante v ligando p a ¢, o que
nem sempre é verdade, entdao d(p, q) = I(7).

Teorema 1.2.1 (Hopf e Rinow). Sejam M uma variedade Riemanniana e
p € M. Se M € completa, entao para todo q € M existe uma geodésica ~y

ligando p a q com () = d(p, q).
Corolario 1.2.1. Se M ¢é compacta, entao M € completa.

Seja A um subconjunto conexo de R? tal que sua fronteira seja uma
curva diferenciavel por partes com angulos dos vértices distintos de 7. Uma
superficie parametrizada em M é uma aplicacao diferencidvel b : A C R? —
M, isto é, b se estende a uma aplicacao diferencidvel b : U C R? — M, onde
U é um aberto de R? que contém A.

Um campo de vetores V ao longo de b é uma aplicacao que a cada ponto
q € A associa um vetor V(q) € Ty M. Dizemos que V é diferencidvel se,
para toda f € C*(M), a aplicacao q — V (q)[f é diferencidvel.

10



Sejam (s,t) coordenadas cartesianas em R2. Para t, fixo, a aplicagao

s — b(s,tg) é uma curva em M, denotaremos por % seu campo de vetores

tangente, s — dbs ) (%(s,to)). Isto define % para todo (s,t) € A e % é
ob

um campo de vetores ao longo de b. Analogamente podemos definir ..

Se V' é um campo de vetores ao longo de b, entao definimos as derivadas
covariantes %, % no ponto (s,t) como sendo as derivadas covariantes ao
longo das curvas s +— b(s,t) e t — b(s,t), respectivamente.

A demonstracao dos préximos trés lemas pode ser encontrada, por exem-

plo, em [2], pag. 76, 109 e 77, respectivamente.

Lema 1.2.2 (de Simetria). Seja M uma variedade Riemanniana com sua
conexao V e seja b: A — M uma superficie parametrizada. Entao

Dob D ob

otds 0sOt
Lema 1.2.3. Seja b : A — M uma superficie parametrizada e seja V(s,t)
um campo de vetores ao longo de b. Entao

DD DD ob 0b
a&v—aav—ﬁf(a’aw

Lema 1.2.4 (de Gauss). Seja M uma variedade Riemanniana completa.
Dado p € M, sejam v € T,M e w € T,(T,M) =~ T,M. Entdio

<(d epr)v(U)a (d epr)U<w)> = (v,w).

Se V' é uma vizinhanga da origem em 7, M na qual exp,, ¢ difeomorfismo,
dizemos que o conjunto U = exp, V' é uma vizinhanga normal de p. Se B(0,¢)
é tal que B[0,¢] C V, chamamos B(p, ¢) := exp, B(0,¢) a bola geodésica (ou
normal) de centro em p e raio €, Bp,¢| := exp, B[0,¢] o disco geodésico
de centro em p e raio € e S(p,€) = exp,(0B[0,¢€]) a esfera geodésica. As
geodésicas que partem de p sao chamadas geodésicas radiais . Pelo Lema de
Gauss, S(p, €) é uma hipersuperficie em M ortogonal as geodésicas radiais.

Uma vizinhanca W de p é dita uma vizinhanc¢a totalmente normal se W é
uma vizinhanca normal para cada um de seus pontos. Um fato interessante é
que essa vizinhanca sempre existe, isto €, cada ponto possui uma vizinhanca
totalmente normal. Para uma demonstragao deste fato, ver, por exemplo,
[2], pag. 80.
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1.3 Campos de Jacobi

Nesta secao introduzimos os chamados campos de Jacobi, que sao cam-
pos de vetores ao longo de geodésicas, definidos por meio de uma equacao
diferencial que aparece naturalmente no estudo da aplicacao exponencial.

Defini¢ao 1.3.1. Seja v : I — M wuma geodésica de M. Um campo de
vetores J ao longo de vy € dito um campo de Jacobi se satisfaz a equagdao

J'(t) = R(Y'(t), J(t))y'(t), para todo t € I,

onde J"(t) = 2 52(1).

Daqui por diante faremos uso da notagao J”(t) = 5E2(t).
Exemplo 1.3.1 (Campos de Jacobi na Esfera S"). Sabemos que a esfera
unitaria S™ tem curvatura seccional constante e igual a 1. Consideremos
v : I — S™ uma geodésica normalizada e J um campo de Jacobi ao longo de
~ e normal a 7.

Dado qualquer campo de vetores T ao longo de «, a Proposicao 1.1.2,

pag. 8, nos diz que
<R<7/? J)7/7T> = <7,>T> <Jv 7/> - <7/77/> <J7 T> == <Ja T> .
Dai, pela equacao que define campo de Jacobi, temos que
J'(t) = R(Y, J)y = —J.

Se w(t) é um campo paralelo ao longo de v com (v/(¢),w(t)) = 0e |w(t)| =
1, entao
J(t) = sentw(t) (1.4)
¢ um campo de Jacobi ao longo de v com condigbes iniciais J(0) = 0, J'(0) =
w(0).
A demonstracao da proxima proposicao pode ser encontrada, por exem-
plo, em [2], pag. 126.

Proposicao 1.3.1. Seja v : I — M uma geodésica de M. Entao um campo
de Jacobi J ao longo de v com J(0) =0 € dado por

J(t) = (dexpp)m,(o) (tJ'(0)),t € I.

Usando o Exemplo 1.3.1 e a proposicao anterior, temos que um campo
de Jacobi J ao longo de uma geodésica v na esfera S™ satisfaz

J(t) = (dexpp)m,(o) (tJ'(0)) = sen tw(t),
onde w(t) é um campo paralelo ao longo de v com (v/(¢), w(t)) =0, |w(t)| =1
e w(0) = J'(0).
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1.4 Variagoes do Comprimento de Arco

Sejam M uma variedade Riemanniana e v : [0,fy] — M uma geodésica
normalizada em M. Uma variag¢ao de v é uma superficie parametrizada

b: (—e€) x[0,tg)] — M
(s,t) — b(s,t)

tal que b(0,t) = ~(1).
Suponhamos que as curvas ay, as : (—¢,€) — M dadas por a;(s) = b(s, 0)
e as(s) = b(s, ty) sao geodésicas em M. Denotemos por s a curva t — b(s, t).

Figura 1.1: Variacao da geodésica ~y.

Consideremos a funcao
L:(—e¢) — R
s — L(s),

onde L(s) é o comprimento da curva ;.

Proposicao 1.4.1. Com a notagao acima, temos

L'(0) = <%(0,t0),7’(t0)> - <%(0>0),7’(O)>

o (| D ob|? ob\ Ob D ob\?
1 o - _ /_ e / _ /__
L (0>_/0 (atas <R (’V’as) as’7> <7’atas> )dt'
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o1 9b
Demonstragao. Como L(s) = / a‘ dt, temos
0
to (D Ob 0b
L/(S) _ 8sz9atb’ at dt
o %
to (D Ob Ob
ot s ot
‘& dt,
0 at

onde na segunda igualdade usamos o Lema de Simetria.
Fazendo s = 0, segue que

to / D b 7/>

L/ — ot 0s’ dt
©) 0 ol

_ /to 2@ "N dt
o ot os’

g Job b ,
= /o 5<%;’Y>—<£7Vv’7>dt

_ <%(O,to),'y’(to)> — <%(0,0)>7’(0)> :

onde na segunda igualdade usamos o fato de v estar normalizada e na ultima
o fato de v ser uma geodésica.

Vamos encontrar agora a expressao para L”(0).

to (D b 9b
Como L'(s) = %dt, entao
ot
t D Ddb b D ob D b Db 9b\2
L"(s) :/0 < bedios o)+ (biverdaor) _ (biver o) )dt
ab |2 13 :
° |5 |5

Usando o Lema 1.2.3, pag. 11, temos
DDOb O\ _ /DD (0 0b\ b 3
dsotos' ot/ — \0OtdsOs 0s’ Ot ) ds’ Ot
_ 0 /Do b\ _/Dob Db
- 0t \0s0s’ Ot Osds’ Ot Ot

(P o\
ot’'0s) 0s’ ot/
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Como £22(0,t) = V.,/(t) = 0, entdo em s = 0 temos

DD b\ _ 0 /Db b\ [, (00 9b) b 0
Os Ot ds’” Ot ot \ 0s 0s’ Ot ot’ds) 9s’ ot ]’
5 (0,1)] = [7/(t)] = 1. Logo,
" o /9 ob db ob db\ 0b Ob
Loy = / (8t<8s@s’8t> <R (&a‘) a_§>> dt
+/ Do’ _ (2% 2 dt
. \|otos atos’
/to D db|? b db\ db b Do \°
- YRR - R _’_ _7_ - __77 dt
0 Ot Os ot ds ) 0s’ Ot Ot Os
D 0b D 0b ,
+<838 (0.%0). > <asas 0.7 (0)>
/to D ob|? ob 9b\ Ob Ob Dab \?
= —= (R ' a. ] 9. a9, - .0 ) dta
0 Ot 0s ot' 0s) 0s Ot Jt 0s
pois como as curvas (s ) ), aa(s) = b(s,ty) sdo geodésicas, temos

b(s. 0
D b D ol
9595 1) = Vay2a0) =0 e 55

Além disso,

(0,0) = V,/c,(0) = 0. O

1.5 Segunda Forma Fundamental

Sejam M™, WM™ variedades Riemannianas com suas respectivas co-
nexoes Riemannianas V, V; e seja f : M — M uma imersao. Entdo, para
cada p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma
subvariedade, pois toda imersao é localmente um mergulho. Para simplificar
a notacao, identificaremos U com f(U) e cada vetor v € T,M,q € U, com
dfq NS Tf(q)M.

Usando tais identificagoes, para cada p € M, o produto interno em 7, M
decompoe TPM na soma direta

TPM = TpM D (TpM)la

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T, M. Assim, se v €
T,M, podemos escrever
v =0+,
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onde vT € T,M é a componente tangencial de v e v € (T,M)* é a compo-
nente normal de v.

Se X e Y sao campos locais (isto ¢, definidos em U) de vetores em M e
X, Y suas extensoes locais a M, entdo

VxY = (VxY)". (1.5)

Denotaremos por X (U)* o conjunto dos campos diferencidveis em U de
vetores normais a U.

Proposicao 1.5.1. Se XY € X(U), a aplicagio B : X(U) x X(U) —
X(U)* definida por o
B(X,Y) =VgY — VxY

é bilinear e simétrica.

Como B é bilinear, o valor de B(X,Y)(p) depende apenas dos valores
X(p) e Y(p). Assim, podemos considerar B(x,y) = B(X,Y)(p), onde x =
X(p) € T,M ey =Y(p) € T,M.

Sejam p € M e n € (T,M)*. Pela proposigao anteiror, a aplicacio
H, : T,M x T,M — R definida por

Hy(x,y) = (Blz,y),n) =,y € T,M,
¢ uma forma bilinear simétrica.
Definicao 1.5.1. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
11(x) = Hy(z, )

¢ chamada a segunda forma fundamental da imersao f em p sequndo o vetor
normal 7).

Como H, ¢ uma forma bilinear simétrica definida em T,M, a ela esta
associada uma unica aplicagao linear auto-adjunta S, : T,M — T,M dada
por

<S7](x)7y> = Hﬂ<x>y) = <B($7y>777> :

Proposig¢ao 1.5.2. Sejam p € M,z € T,M en € (T,M)*. Seja N uma
extensao local de n normal a M. Entao,

S, =—(V.N)".

Definicao 1.5.2. Uma imersio f : M — M € geodésica em p € M se, para
todon € (T,M)*, a sequnda forma fundamental 11, € identicamente nula em
p. A imersao f € dita totalmente geodésica se € geodésica em todo p € M.
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Proposicao 1.5.3. Uma imersao f : M — M € geodésica em peEMse e
somente se, toda geodésica vy de M partindo de p é geodésica de M em p.

Seja f : M — M uma imersdao. Relacionaremos agora a curvatura de M
com a curvatura de M e a segunda forma fundamental. Dados x,y € T,M C
T, M, indicaremos por K (x,y), e K(r,y) as curvaturas seccionais de M e M,
respectivamente, no plano gerado por x e y.

Teorema 1.5.1 (Gauss). Sejam p € M e z,y € T,M wvetores ortonormais.
Entao

K(z,y) — K(z,y) = (B(z, ), B(y,y)) — |B(z,y)[*. (1.6)

Quando consideramos o caso particular em que a codimensao da imersao
é1, isto é, f: M" — MnH, f(M) Cc M é entdo denominada uma hiper-
superficie e a dimensdo de (T,M)* é igual a 1 para todo p € M. Se M
e M sdo orientéveis e estdo orientadas (isto ¢, escolhemos orientacdes para
M e M), o vetor unitario  normal a M fica univocamente determinado se
exigirmos que sendo {ey, ..., e, } uma base na orientacao de M, {ey, ..., e,, n}
seja uma base na orientacdo de M. Assim, neste caso, escrevemos somente
I1,H,S para indicar I1,, H,, S, e definimos a curvatura média da imersao

como sendo a aplicagao

H:- M — R
p +— traco I1.

No caso de hipersuperficie f : M"™ — Mnﬂ, a férmula de Gauss (1.6)
admite uma expressao mais simples, que mostraremos abaixo.

Dado p € M, seja n € (T,M)* normal unitdrio. Seja {ey, ea, ..., €,} uma
base ortonomal de T,M para a qual S = 5, é diagonal, ou seja, S(e;) = \e;,
onde \; é autovalor préprio de S para i = 1,...,n. Logo B(e;,e;) = \n e
B(e;,ej) =0, se i # j. Podemos, entdo, escrever a equacao (1.6) como

K(ei,ej) — K(ei,ej) = )\z>\] (17)

Observacao 1.5.1. No caso em que M = M? é uma superficie e M =
R3, o produto A\ é conhecido como a curvatura Gaussiana da superficie.
Neste caso, a equacao (1.7) mostra que a curvatura Gaussiana coincide com a
curvatura seccional em uma superficie, pois a curvatura de R? é identicamente
nula, como vimos na Observacao 1.1.1, pag. 7.
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1.6 Variedades com Bordo

Definiremos agora o objeto de estudo desta dissertacao, a saber, as varie-
dades com bordo.

Seja A = {(z1, xa, ..., x,) € R"; 21 < 0} e considere, com a topologia indu-
zida de R", A = {(x1, 23, ...,7,) € R";2; < 0}. Identificaremos o hiperplano
do R", 21 = 0, com R* 1,

Sejam U e V conjuntos abertos de A e ¢ : U — V um homeomorfismo,
entao a restricao de ¢ a U NR™"™! ¢ um homeomorfismo de U NR""! sobre
VR

Por definicao, uma funcao sobre A é diferencidvel quando é a restricio a
A de uma funcéo diferencidvel sobre R™.

Defini¢ao 1.6.1. Uma variedade diferenciavel com bordo de dimensdo n é
um conjunto M e uma familia de aplicagoes injetivas x, : U, C A — M de
abertos U, de A em M tais que

1. U, xa(Us) = M,

2. Para todo par a3, com x,(Us) Nx3(Usg) = W # 0, os conjuntos
x,'(W) e x5' (W) sao abertos em A e a aplicagio X5' o Xo € dife-
rencidvel;

3. A familia {(Uy,X4)} € mdzima relativamente as condi¢oes 1 e 2.

@ =ve

x -
d

—1

Xz 0 Xg

w

A U, Us| A

Figura 1.2: Representacao geométrica da Definicao 1.6.1.
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Observemos que os abertos de A que nao contém pontos do hiperplano
R"! também sao abertos em R™.

Os pontos de M"™ que tem uma vizinhanca homeomorfa a um aberto de
R™ sao chamados pontos interiores, os demais pontos, ou seja, aqueles em que
toda vizinhanca possui pontos do hiperplano R®~!, sdo chamados pontos do
bordo. Denotaremos o conjunto dos pontos do bordo por M e o conjunto
dos pontos interiores por int M.

Quando nao houver possibilidade de confusao, as variedade sem bordo
serao chamadas simplesmente variedades. Vale ressaltar que os resultados
expostos nas secoes anteriores valem para variedades com bordo com as de-
vidas adaptacoes.

Teorema 1.6.1. Seja M™ uma variedade com bordo, entdo OM € uma va-
riedade sem bordo de dimensao n — 1.

Demonstracao. Seja {(Uy,Xo)} uma estrutura diferenciavel em M.
Para cada «, consideremos a restricao y, de x, a V, = U, N X;I(GM )e
seja A = {a; V,, # 0} . Afirmamos que

A={(Va,ya)ia € A}

é uma estrutura diferenciavel em 0M. Com efeito,

(1) Uper Ya(Ua) = OM; pois, dado qualquer ¢ € M, como {(Ua,Xq)}
¢ uma estrutura diferencidavel em M, existe « tal que ¢ € x,(U,), logo ¢ €
Xo(Us) NOM e, portanto, V, # 0 e ¢ € y, (Vo).

(2) Se a, B € A sdo tais que
ya(va) N YB(VB) = Wl # (Dv

entdo X, (Ua)Nx5(Us) = Wy # 0, 0s conjuntos x, ' (Wa), x5 (W2) sdo abertos
de R" e a aplicacao Xgl o0 X, ¢ diferencidvel em x_!(W,). Logo os conjuntos
yal(Wy) = x 1 (W N OM), ygl(Wl) = Xgl(W2 N OM) sao abertos de R™!
e a aplicagao ygl oy,, a qual é a restricao de xgl 0X, a x,  (WoNOM), é
diferenciavel.

Portanto, OM é uma variedade diferenciavel sem bordo de dimensao n —
1. ]

Dizemos que M™ é uma variedade Riemanniana compacta com bordo se
M™ é uma variedade com bordo e M™ é um subconjunto compacto de alguma
variedade Riemanniana (sem bordo).

19



1.7 Alguns Resultados sobre Equacoes Dife-
renciais Parciais

Nesta secao definimos operador eliptico e apresentamos alguns resultados
envolvendo este tipo de operador os quais sao fundamentais para a compre-
ensao e demonstracao do Teorema de Hang-Wang.

Sempre que estivermos trabalhando com uma variedade com bordo M,
escreveremos u € C°°(M) para denotar u € C*(int M) N C°(OM).

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo. Um ope-
rador

L: C*M) — C*(M)

U — Lu

é dito um operador diferencial linear de seqgunda ordem se, quando escrito
em um sistema de coordenadas locais (U, x), é expresso da forma

u d%u "L Ou
Lu = i b;—
U ,Z_la](?xiﬁxj+; agcijtcu

onde a;j,b;, ¢ : U — R sao fungoes diferencidveis.

O operador diferencial linear L é eliptico em um ponto x € U, se a matriz
coeficiente (a;;(x)) é positiva, isto é, se A(x), A(z) denotam, respectiamente,
o menor e o maior autovalor de (a;;(x)), entao

0 < Az)[¢]* < Z% 2)&&; < M),

para todo & = (&1,...,&,) € R® — {0}. Se A(z) > 0 para qualquer z € U,
entao L é dito eliptico em U, e estritamente eliptico se, para todo = € U,
A(z) > Ao > 0 para alguma constante Ag. Se % é limitado em U, dizemos que
L é uniformemente eliptico em U.

Exemplo 1.7.1. O operador Laplaciano A : C*°(M) — C°(M) é expresso
em coordenadas locais (U, x) como

Auzz <\/_ng )

Z]l

- ig”axax 212%8% Wégij)] %’

i,5=1 J

onde G = det(g;;).
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Observemos que A € um operador diferencial linear de seqgunda ordem.
Neste caso, a matriz coeficiente € a matriz (g;;) da métrica,

bi = ; %% (mgi])

e ¢ = 0. Portanto, o Laplaciano é um operador uniformemente eliptico.

Definigao 1.7.1. Dizemos que uma fungio uw € C°°(M) € subharménica,
quando Au > 0. Analogamente, u € C°(M) € dita superharménica, se vale
Au <0.

Como nesta dissertagao o tnico operador eliptico que utilizaremos é o
Laplaciano, entao enunciaremos os trés proximos resultados somente para
este operador. As demonstragoes podem ser encontradas, por exemplo, em
8], pag. 32 -35.

O seguinte teorema é conhecido como o Principio do Maximo Fraco.

Teorema 1.7.1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo.
Suponhamos que
Au>0 (£0),

com u € C®(M). Entao o mdzimo (minimo) de w em M ¢é atingido sobre
OM, isto €,
maxyu = maXgyt  (minyu = mingyu) .

Lema 1.7.1 (Lema de Hopf). Seja M uma variedade Riemanniana compacta
com bordo. Suponhamos que
Au >0,

comu € C®(M). Se existe py € OM tal que u(py) > u(p) para todo p € intM,
entao

— > 0,
onde n € o vetor unitdrio normal ao bordo apontando para fora.

Teorema 1.7.2. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo
e seja u € C®(M) tal que Au >0 (< 0). Se u atinge seu mdximo (minimo)
no interior de M, entdo u € constante.

O Teorema 1.7.2 é conhecido como o Principio do Méximo Forte ou sim-
plesmente o Principio do Maximo.
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Observacao 1.7.1. Utilizando a contrapositiva do Lema de Hopf, se Au > 0
ou
In
é atingido no interior, ou seja, existe p; € intM tal que u(py) = u(p;). Dai,
usando o Principio do Maximo Forte segue que u é constante.

e existe pg € dM ponto de maximo tal que — (pg) = 0, ent@o o valor méximo

Definicao 1.7.2. Se M é uma variedade Riemanniana compacta com bordo
¥ = OM, dizemos que um niumero real A € um autovalor do Laplaciano — A,
quando o problema de Dirichlet

Au+Iu=0 sobre M — X

u=0>0 sobre X

tem uma solug¢do nao trivial em C*°(M).

Teorema 1.7.3 (Alternativa de Fredholm). Seja M uma variedade Rieman-
niana compacta com bordo ¥ = OM. Para cada A € R, exatamente uma das
sequintes afirmagoes mantém-se:

ou

(i)Para cada g € C°(M) existe uma unica solugao u € C*°(M) tal que

Au+u = g sobre M — X

u = 0 sobre X,

ou
1) Eriste pelo menos uma solugao u Z 0 do problema homogéneo
p p g

Aut+du = 0 sobre M — X

u = 0 sobre X.

Notemos que no caso em que a afirmagao (ii) mantém-se, A é dito auto-
valor do Laplaciano.

Observacao 1.7.2. Dado f € C*°(X), podemos encontrar f e (M) tal
que f }2 = f.Se A € R nao é autovalor do Laplaciano A, usando a Alternativa
de Fredholm, existem tnicas fungdes vy, vy € C°(M) tais que

A’Ul + vy = ]F A7}2 + vy = _A.]F_ <)\ - 1>f_

1)1:0 UQZO.
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Assim, considerando u = f — v1 + vq, temos que sobre M — 3

Au = Af —Avy + Avy

= Af=(f =) = Af = (A=D)f = Ay

= )\Ul — )\112 — )\f
= —)\(]F— U1 +U2)
= —)u
e sobre X, B
U= f‘E_U1|Z+UQ|Z:f'
Ou seja,

Au+ X u = 0 sobre M — X
(1.8)
u = [f sobre X.

Notemos que u é unica satisfazendo estas condicoes, pois se existisse uma
outra u € C*(M) satisfazendo (1.8), entdo v = u — u satisfaria

Av=Au—Au=—-Nu—1u)=—-M

vy =ulg -ty =f—f=0,
o que implicaria que A é autovalor de A, contradizendo nossa hipétese de A
nao ser autovalor.
Resumindo o que foi feito acima, usando a Alternativa de Fredholm, se A
nao é autovalor de A, entdo dado f € C*°(X), existe uma tnica u € C*(M)

tal que
Au+du = 0 sobre M — X

u = f sobre X.

O

Teorema 1.7.4. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo.
Entao o conjunto dos autovalores do operador Laplaciano —A consiste de
uma sequéncia infinita

A <A< A3 < -
tal que

lim A\ = oo.
k—o0
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A demonstracao do seguinte resultado pode ser encontrada, por exemplo,
em [7], pag. 103.

Teorema 1.7.5. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo
> = OM. Os autovalores do Laplaciano —A sao estritamente positivos. As
autofungoes, correspondentes ao primeiro autovalor \i, sao ou estritamente
positivas ou estritamente negativas sobre M — 3.

A demonstracao da proposi¢ao seguinte pode ser encontrada em [6], pag.
187.

Proposigao 1.7.1 (Método das Sub e Super Solugoes). Seja (M", g)uma
variedade Riemanniana compacta com bordo. Considere a equacao eliptica

Av+ f(xz,v) =0, (1.9)

onde f € C®(M x R). Suponhamos que existem ¢, € C°(M) tais que
p<pe
Ap+ f(z,9) = 0,

A+ f(zp) < 0.
Entao eziste v € C®(M) satisfazendo (1.9) tal que ¢ < v < 1.

As fungoes ¢ e 1 sao chamadas, respectivamente, uma sub-solucao e uma
sup-solugao para (1.9).

A Proposigao 1.7.1 serd essencial para a demonstragao do Teorema de
Hang-Wang no caso bidimensional.
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Capitulo 2

Resultados Auxiliares

2.1 A Foérmula de Bochner

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Definimos a divergéncia de um
campo de vetores X € X' (M) por

divX: M — R
p +— trago (Y(p) — VypX)

e o gradiente de uma funcao diferenciavel f : M — R, como o tnico campo
de vetores Vf em M tal que

g(Vf(p),U) = dfp U, pE M,’U € TpM
Além dessas aplicacoes, definimos o Hessiano de f por

Hess f: X(M) x X(M) — C>(M)
(X,Y) = g(VxV[Y),

e o Laplaciano de M como o operador

A:C®M) — C*(M)
f — divVf.

Observemos que
Af =divVf =trago (Y — VyVf) = traco Hess f.

Observagao 2.1.1. Como Af = tracoHess f, a desigualdade de Cauchy-
Schwarz implica
(Af)?

| Hess fI? >
n
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A igualdade vale se, e somente se, para alguma funcao \ : M — R, tem-se

Hess f = Ag, onde g é a métrica Riemanniana de M. Considerando um
referencial ortonormal {E1, Es, ..., E,} de X(M) tem-se

Af = ZHess f(E;, E;) = nA.
i=1

Portanto, se | Hess f|? = %, entao Hess [ = %g.

Uma féormula que envolve estes conceitos e que serd muito 1util para a
demonstracao do Teorema de Hang-Wang é a formula de Bochner. Antes
de enuncia-la, encontraremos a expressao das aplicagoes definidas acima em
termos de um referencial geodésico ortonormal.

Seja, entdo, {E;}_; um referencial geodésico ortonormal em uma vizi-
nhanga U C M e seja f € C*°(M). Passaremos a escrever f; para denotar

Ei(f).
Como (Vf, E;) = df (E;) = Ei(f) = fi, entdo

V=Y fE:. (2.1)
=1

Dai,

n

divVf = > (VeV/ E)

=1

-3 (S #)

n

= Z <Z 1l + ijVEiEp Ez>
=1 =1

i=1

i,j=1 i,j=1
- S
i=1

Logo a expressao do Laplaciano de f em termos de um referencial geodésico
ortonormal é dado por

Af = Zf (2.2)
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Assim,

Como

temos que

Hess f(E};,

Af?

E) =

= > (2ff)s

= 2 (fifi+ f1a)
= 23 fH2f) fu
= 2|Vf|? +2fAf.

5, V1, E)

) )
;

n

Jri Ex + kaVE Ey, E >

)_l

n

Jij (Er, E +ka<VE Ey, E;)

=1

fij)

ol

| Hess f|? = wa.

i,j=1
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Observagio 2.1.2 (Simetria do Hessiano). Dados X,Y € X(M), temos
Hess f(X,Y) = (VxV/[,Y)
— X (VLY) - (Vf,VxY)
= X(Y(f) = VxY(f)
= X(Y() — (X Y]+ Ty X)(f)
= X(Y(f)) - (XY =YX + Vy X)(f)
— X(Y(f) = X(Y()) + Y(X(f) = Vy X ()
= Y(Vf.X)~ (VI VyX)
= (VWyVf,X)
~ Hess /(Y. X),
onde na segunda e na oitava igualdade usamos a compatibilidade com a

métrica e na quarta usamos a simetria da conexrao.
Em particular, temos f;; = Hess f(E;, Ej) = Hess f(E;, E;) = fji.

Proposigao 2.1.1 (Férmula de Bochner). Se M ¢é uma variedade Rieman-
niana e f € C®(M), entdo

SA(VS?) = [Hess [P + (VL.VAS) + Ric(VE. V). (24)

Demonstragdo. Seja {E;}_ | um referencial geodésico ortonormal em uma
vizinhanca U C M.

Como Vf = ZfiEi, entao |V f]* = fo.
=1

i=1
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Usando a equagao (2.2), pdg. 26, temos

n

SANVIE) = 52 (V6P = %Z(Zf)

i=1

DN | =

= % (22,]01]02]) = Z(fzyfz]+fzfljj)

=1 ij=1

n

= Z +Zflfl]_] = Z +Zflfj2j7

i,7=1 4,7=1 7,0=1 i,7=1

onde na tultima igualdade usamos o fato que f;; = f;;. Usando a Férmula de
Ricci, ver por exemplo [4], pag. 15, a qual nos diz que

fiig = Fizi + Z JiBujii,
=1
obtemos

%A(’vﬂz) - Z fz] + Z fz f]]z + ZflRl]]z

4,j=1 3,j=1

- Z +Zf1fjll+2fzflle]z

,7,l

Z 5+ Z fifizi + Z fifiRui

2% 2% il

Z <Zfl “Z f]] >+RICZfz zaZflEl
1,J

|Hess f|* + (Vf,VAf )+ Ric(V [, Vf),
onde na ultima igualdade usamos as equagoes (2.1), (2.2) e (2.3). O

A fim de facilitar alguns calculos na demonstracao do caso geral do Teo-
rema de Hang-Wang, encontraremos a expressao do gradiente e do laplaciano
das funcoes coordenadas da esfera S"~!.

Sejam 1, ..., 7, as funcoes coordenadas da esfera S*™! C R" e consi-
deremos um ponto p = (py,...,p,) € S" L. Denotemos por Vgn € Vgn-1 08
gradientes de R™ e S"~!, respectivamente.
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Sabemos que

Vrnai(p) = Vgnr2;(p) + n(z;) (p)n(p),

onde ) é o campo de vetores em R™ normal a S""!, ou seja, n(q) = ¢, Vq €

Sm=1. Além disso,
8951
Vinzi(p Z 81’]

onde ¢; é o i-ésimo vetor da base canonica de R™.
Seja B : I — R™ uma curva satisfazendo 3(0) = p = (p1, ..., pn) € 5(0) =
n(p) = p. Assim,

d
n(@i)(p) = —(xio B(t))|  =pi

dt t=0

Logo
Ven12i(p) = e; — pip,
isto é,
VSn_wUZ- = €; — I;7).
Dai,
Venzi(p)|* = (e — pip, e — pip) = 1 — p} — p} +p] = 1 — p},

e, portanto,

|vSn—1Ii|2 + 1’12 =1. (25)
Para i # 7, temos
(Vsn-12i(p), Va1 (p)) = (e; — pip, €; — pjp) = 0—pip;—pipj+piD; = —DiD;-

~ . . _ n n—1
Denotemos a conexdo Riemanniana de R” e S"! por VX" e V", res-
pectivamente. Escrevendo gy para denotar a métrica canonica da esfera S*!,
temos
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Snfl
Hess gn-1 wi(ex, €5) = go Ve, Vgnaxi,ej)

= —9% (ngxm, ¢))
= —@o (61@(1’1)7] + xzvﬂézna €j)
= —xzigo (VE . €;)

= _:Eig()(elﬁ 6j)7

onde na segunda igualdade usamos (1.5), na sexta usamos o fato de e; ser
campo constante e na ultima o fato de 7 ser o vetor identidade. Logo,

HeSSSnfl T, = —X;490- (26)
Portanto,
n—1
Asn_lﬂji = Z HeSSSn—l .Ti(ej, ej)
j=1
n—1
= T Zgo(ej, €;)
j=1
= —(n— 1

Consideremos uma fungdo f : S*! — R, dada por f(p) = D1, auzi(p),
com a = (ay, ..., a,) € S""!. Para simplificar a notagdo, omitiremos o indice
S"~! na notacao do gradiente e do Laplaciano da esfera.
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Usando definicao de f, temos Vf = > a;Vx;. Assim,
VIEF = (T aiVaip). ¥, 05 Va(p) )
= > 2. i (Vay(p), Vi (p))
= X, (2 IVn) + Xy i (Vai(p), Vary(p)))
= 2 (0%2(1 —P}) = D aiajpipj)
= (0%2 —aip} — Zi;ﬁj Oéioéjpipj>
= o af =y (adpi + 3L, aipioyp;)

= 1—f*p).

Portanto,
VP + =1 (2.7)

Além disso,

Af:ZoziAxi:—(n—l)Zaixi:—(n—l)f. (2.8)

2.2 Algumas Propriedades do Disco Geodésico
na Esfera

Mostraremos aqui algumas propriedades de um disco geodésico de raio
cotg™!(c) na esfera S*> C R3, as quais serao utilizadas para demonstrar a

versao bidimensional do Teorema de Hang-Wang.
Seja D um disco geodésico de raio cotg™!(c) na esfera S* C R3.
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6 = coth™"(c)

- r =sinf

Figura 2.1: Disco geodésico de raio cotg™'(c).

Usando o fato de que cos? + sen? § = 1, obtemos r = \/1172 Ou seja,

C

27
N

Seja  : I — D uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e
seja N a normal a superficie apontando para fora, que neste caso é o vetor
posicao. Entao sabemos que a curvatura geodésica da curva « é dada por

k={a",NANd).

1(0D) = (2.9)

No caso em que a curva « tem como traco dD temos que

cos e) — N(#)

t
sen § sen ——

t
1) = 0 cos ——
a(t) (sen cos ond’

senf’

onde 6 = cotg(c). Dai,

o(t) =

t t
—sen ——,cos —,0 | ,
< sen 0 sen ¢ )

o' (t) = ! cos ! ! sen ! 0
N sen 6 senf’ send senf’
e
_ | senfcos sen 6 sen cos
NN = sen 6 sen 6
— sen Cos 0
sen 6 sen 6
t t
= | —cosfcos——,—cosflsen ——,senf | .
sen 6 sen d
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Portanto,
k= (o\NAd)

t
= cotg 6 cos? 7 + cotg 6 sen? p—
= cotg 0
= C)

isto é, o bordo de um disco geodésico de raio cotg™!(c) tem curvatura geodésica
constante e igual a c.

2.3 Relacoes entre Métricas Conformes

Duas métricas g e g definidas em uma superficie M sao ditas conformes,
se existe uma fungao u € C(M) tal que g = e?“g.

O objetivo desta secao é mostrar a relacao existente entre as curvatu-
ras geodésicas de uma curva em M, e entre as curvaturas Gaussianas, com
respeito a duas métricas conformes.

Sejam entao g e g duas métricas conformes em uma superficie M. Su-
ponhamos que g;1 = g92 € g12 = 0, consequentemente obtemos g;; = g9 €
g12 = 0.

Seja x : U C R? — M uma parametrizacao de M. Dada uma curva C
sobre M, parametrizemos essa curva por

a:l —
t = a(t) =x(a(t), b)),
com o/ (t) = a'(t) X, + ' (t) X5 tal que g(a/(t),a/(t)) = (a'(¢)> + V' (¢)*) g1 = 1,
ou seja, parametrizamos C' por uma curva « parametrizada pelo comprimento
de arco com respeito a métrica g.
Sabemos que a curvatura geodésica de C' com respeito a métrica g é dada

por
Do/
kg =4 (Wﬂ/) )

onde v é anormal a curva « no plano tangente de M e g(v,v) = 1; adotaremos
v = —b' X1 4+ d’ X5, a normal apontando para dentro.

Para calcular a curvatura geodésica de C' com respeito a métrica g, preci-
samos parametrizar a curva C' por uma curva & tal que g(a’,@’) = 1, ou seja,

34



precisamos reparametrizar a curva « pelo comprimento de arco com relagao
a métrica g. Assim, denotando

gp(t):/ \/g(o/,o/)dt:/ e et
0 0

podemos escrever

Dai,
a(s) = d(e7(s) (e (s))
= Fem? ()
ereeleT Dol (o7 (s))

Logo,

)
a(s) = a(p! 8))(90‘1?

d”(s) = a"- (w—l(s))/euoa +a’e"°°‘((g0*1(s))’du . a/)
a//€2uoa + a/euoa(euoadu . Oé,)

11, 2uox ! 2uoc (1 Ou / Ou
a"e* " +a'e®(d' gt + V' 5r)

_ 1 2uoq N2 2uoa Ou 11/ ,2uoar Ou
= a"e™ + (d) e 5t + a'be™ v gt
onde para facilitar a escrita omitimos em algumas partes o termo ¢ ~(s) e
escrevemos aa—“ para denotar X;(u),i =1, 2.
z;

Analogamente, temos que
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V(s) = e Oy (p(s))

BH(S) _ b/162uoa 4 &/b/€2uoo¢ aawul (bl)Q 2uoa 59;12
Usando a equagao (1.2), pdg. 5, temos
2 _
o EZ ag]k agkz 07 g
J 2 8%1 i 8:ck

k=1 Ly

1 8%, j
2
== - gjk Gik 9ij ¢ 9

g P 8 i axj 8
Logo,
71 _ 1 ou D1 _ 1 ou D1 _ 1 ou
'y = I'i— 4 Iy = T — 5 Iy = Tyt 50
T2 _ 2 Ju T2 _ 2 ou T2 _ 2 ou
Iy = I'i + 45 Iy, = T — 5 % = T5% — 45

Sabemos que (ver [1], pdg. 286, por exemplo)

D&’

= [+ @)+ 20T, + ()T X,

+ [0+ (@)°T5, +2a'0T5, + (V)T3,] Xo.
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Assim,

Da' " ou ou _ _ _
o | WP Y P 2T + P X,
+ e+ ’b’a—+(b’) Ou + (a)’T%, 4 2d'V'T2, + (V)T2,| X,
8.1'1 8332 11 12 22
= A |a" 4 (@)TY + 20HTY + ()T — b O 2t x,
6@ 8x1
+ e b+ ()3, + 2d'6 T, + (V) T3, — a'b/ — Ou (a/)2a—“ X,
3(131 85(72
D /
— €2u d(; —|—€2UA,
onde
ou ou ou ou
A= |—db=—+ X1+ |-V =— + (d)=—| Xo.
|: “ 85132 ( ) 8331:| 1+|: “ 8:1:'1 tla 833'2:| 2

A curvatura geodésica de C' com respeito a métrica g é dada por

_(Da
k‘gzg(ds ,V),

onde 7 = e'v = —e“b' X + e"a’ Xy é a normal & curva @ no plano tangente
de M e g(v,v) = 1. Assim,

!/

Da
k; = g(e* o + ™A, D)

Do’
dt

= e"g(——.v) +e"g(A,7)

Dad’
= ol

Q(W’

v) +e™g(A,v)

g eu

v)+e'g(Av)
= ek, +e"g(A ).
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Por outro lado,

[ ou ou ou ou
A — o / / X o / N2 X
g(A,v) g(_ abax2 (b)—a 1 1+[ ab@x +<a>8x2] 9, U >
[ /au / a / !/
= g(_—abaxQ (b)a—:|X1,—bX1+aX2)
[ , 0u ou , ,
+ g ( _—ab 81‘1 + (CL) _81‘2:| XQ,—le +CLX2)
ou ou ou ou
Y. B (N2 13
= d (V) 8:1:2911 (v')? e g1 — (a') b_ax1922 + (a’) ax2922
! / ! au / / ! au
— [P+ @P) g ¥ [0+ @] g
, Ou , Ou
= d5 —ba—gj17 pois g(o/,a') =1
Dai,
"  w,0u up QU Ou
e'g(Av) =e aaxQ eb@xl_aﬂ
Portanto,
u ou
kg = e k‘g + %
ou "
= 8(—1?) +k7§ e k/’g.

De agora em diante, passaremos a denotar a normal apontando para fora,
—u, por 1. Obtendo assim,

ou
on
A equagao (2.11) nos dé a relagao entre as curvaturas geodésicas de uma
curva com respeito as métricas g e g, onde g = €*'g, gi1 = gos € gio = 0.
Mostraremos agora a relacao entre as curvaturas Gaussianas da superficie
M com respeito a essas duas métricas.
Denotemos por K, K a curvatura Gaussiana de M com respeito a métrica
g e g, respectivamente. Seja V a conexao Riemanniana de M com relacao a
g.

+ kg = ek, (2.11)
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Como em superficies a curvatura seccional coincide com a curvatura Gaus-
siana, temos

K = K(Xl,XQ)

= —L— g (VX1VX2X2 - Vx,Vx, Xo — V[XI,XQ]Xle)

911922—4g12

o) ) )
oo ) ) oo () )

= T <Z X1 1-\122 X + ZF QleXiaX1>

911

el (Z Xo(Ti) X, + Zr§2vx2xi,xl)

& fehn ()

911

911

1 oIt .
[ LIRS 2 (z X, x)]
J

2
911

1 |or} ort , ;
[ 01, 21 — 8:1:122 g1 + Z (FEQPL' - FlQF%i) 911]

1 oT3, Ol 1 1 1 pl 2 1l 2 1)
= — — + 15l — Tl e + 1505 — 75 |,

I ( o, O 221 11 121 12 221 12 121 22
onde usamos a equagao (1.1) na terceira e sexta igualdade, e usamos o fato
de que g1 = g(X1, X1) = 9(Xo, X2) = g22, g12 = 9(X1, X2) = 0 na segunda
e sexta igualdade.

Agora, utilizando a relagao existente entre os simbolos de Christoffel,

segue que
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1 0 (=  Ou 0 (=  Ou
ko= g {0x1 <F22 3!761) 0T (FH + (%2)

— ou _ ou _ ou _ ou
- — It — ) — (Tt - o+ =

* ( 2 8x1> < 1 + 8x1> ( 12 + 8@) ( 12 + (%2)
- ou _ ou _ ou _ ou

2 " 1 et B 2 il 1Y
" (F22 * 81'2) (Fm - 8952) (Fm - a9131) (F22 8351)}

e~ (o1, 0*u OTL, O%u ou Ou
— _ _ _ F Fl Fl 1—\1
J11 { dxry  Ox3  Oxg  Ox3 * nt o or; 2 ox, Y
ou\> - - ou ou ou
- (8_961) - FiQF%z 23 2Fi2 (8_:152) + FgQF%Q + O QFgQ

ou -, ou\’ —y - Ou-, Ou~, ou\”
+ 8_:52F12+ (8_@> _F12F22+a 1F12 o 1F22 6_x1

e~2w (OT%, Orl, | - - L L
( 8;12 B a;j + F%2F%1 - Fbrb + F§2F%2 - F%z%z)

e ([ 9Py *u  Ou-  Ou ou ou
— _ _ Fl FQ F2
" gu ( Ori  0x3 Oxy "' Omy 27 3y Ty 2% 52, T 12)
g e (P N 0?u N ou - .o ou Oupy Ou Ou o Ou 2
e gy \022 013 Oy Ors 2 Oy 2 0Oxy )7

Escreveremos A, V; e V para denotar, respectivamente, o Laplaciano, o
gradiente e a conexao Riemanniana de M com respeito a métrica g. Como

g—; = X;(u), entao

40



Agora,

g (vX1 v§u7 Xl)

Analogamente, temos

g (ngng, XZ) =

7 (Va2 X0, X0) + 9 (Vg 22X, X))

1 1
(Xl (Tﬂ> X1+ —g—uvxlele)

Q|

g11 01y g11
1 Ou 1 Ou

g (Xl <_ _) X2 + _—VxlXQ,Xl)
g11 074 g1 0

1 Pu  Ou Og 1 Ou
— | g - N
g1 <9113$% 0y 8x1> <911 Z 11

1 ou
I
g (911 Z 12X )

@ 1 ou 3@11 ou
0x? g1y Oxq Oxq 8x1

ou
0T

I+ =T

9%*u 1 Ou dg11  Ou 2 ou

gu_ 1 + g
(9x§ §11 8x2 (91:2 8:61 12 8372 2

Usando a equagao (1.2), encontramos

Logo,

g (vxlv‘q@h Xl) =

- 1 1 dgn

Fl - - I f?
11 2 g1, 071 12
_ 11 0g —
F%Q = ____11 = F§2
2 g11 Oxs

0%u 11 Judgn [ 11 Judgn
0r?  2g110ry Or1 2 Gy O Oy

Pu 11 Oudgy 11 Oudgn

g(vX2V§U7X2> = 4 -

0r3  2gy, 0w Oxry 2 Gy Oxy Oxo
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e, portanto,

Au = divVzu

g(le V§U, Xl) + g(v)ﬁvéu? XQ)
(X1, X4) (X2, Xo)

(P,
n gn 01:% a$% ’

Usando o fato de que I'}l; = T%,, T'l, = '}, segue que

e~ (9Pu  0%u  Ou - ou - ou - ou -
It i — r2, — 2
J11 (8:6% + 3 * ox, U * Ory 2 Ory 2 Oz,

K = e 2K~

= e WK — e Ay,
Ou seja, ) o
Au—K +e®™K =0 (2.12)
A equagao (2.12) nos fornece a relagdo entre as curvaturas Gaussianas
com respeito as métricas g e g, onde g = €2“g, gi1 = ga2 € g12 = 0.

2.4 Foérmula de Reilly

Seja M™ uma variedade compacta com bordo ¥ = 0M e seja {E;}!; um
referencial geodésico ortonormal tal que E,, = n é o campo de vetores normal
ao bordo apontando para fora. Consideremos f € C*°(M) e denotemos
z=flgev= %.

Temos,

n—1

(Af)ls = ) Hess f(E;, B;) + Hess f(n,7)

i=1

n—1

= Y (Vg V[ E;) + Hess f(n,n)

i=1

n—1

= Y (Vg(Vz+on), E;) + Hess f(1,n)

i=1

—_

n—1 n—

= Y (Ve VzE)+ > (Vigon, B+ Hess f(n,n)

i=1 =1
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n—1
= A%+ (Eiv)n+vVgn, E;) + Hess f(n,1)
=1

n—1

= A¥z 40 Z (Ven, E;) + Hess f(n,n)

i=1
0
= A% poH 4+ 2
In
onde H é a curvatura média de ¥ e A* denota o operador Laplaciano de 3.

Proposicao 2.4.1 (Férmula de Reilly). Seja M™ uma variedade Riemanni-
ana compacta com bordo ¥ = OM e seja f € C°(M). Denotemos por Q2 e ¥
as formas de volume de M e X, respectivamente. Entao

/M((Af)Q—\HeSSf’Q)Q = /MRiC(Vf,Vf)Q%-/E(AZijH)v\IJ
—/E<VU,V2>\IJ+/EI[(VZ,VZ)\IJ,
(2.13)

onde H é a curvatura média do bordo ¥, z = fly e v = g—£ é a derivada de

f na direcao do vetor normal ao bordo apontando para fora.
Demonstracao. Seja {E;}, um referencial geodésico. Consideremos o campo
n

de vetores X = Z x;F; tal que
i=1
T, = Z(fjjfi - sz’fj)'

Observemos que

divX =
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_ Z (fijefe + fijfew — frgufi — fii)

k?j

= ijjkfk - ijkjfk + ijjfkk - ijzk
.k 5.k g,k Jk

= Z (ijjk — ijkj) fk+zfjjfkk - Z i
j j 4.k Jik

k

— Z <Z fllekj> fk + ijjfkk - fok
Lj 3k Ik

%
- _ kaflle + ijjfkk - fok
k,l J.k Jk

= —Ric(Vf, Vf) + (Af)* — | Hess f|?,

onde na sétima igualdade usamos a férmula de Ricci.
Logo
(Af)? — | Hess f|* = Ric(Vf, Vf) + div X.

Usando o Teorema de Stokes, temos

/M((Af)z—\Hessf|2)Q:/MRic(Vf,Vf)QJr/Z<X,n)\I/,

onde 7 é a normal ao bordo apontando para fora.
Por outro lado,

n

(Xom) =20 =Y (fiifo— finfi) - (2.14)

=1

Como estamos interessados em integrar (X,n) sobre o bordo ¥, vamos
analisar o lado direito de (2.14) nos pontos de 3. Temos,

S fiifa = (A)lzv = (Az +vH +v,)v = (Az + vH)v + v,v

n n—1 n—1
S finfi = Fankn £ finfi =00+ finfie
j=1 Jj=1

J=1
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Logo,

n—1
(X.nm) = (Az+vH)o =Y finfs.

j=1

Por outro lado,

Daf, 1
nz:fjnfj = (VpVz,Vz)
" = (=Vyg.n+I[Vzn],Vz)
(Ve V2 — (Vg V)

= (Vu,Vz) = I11(Vz,V2),
n—1
pois,comon =1-FE, e Vz = Z z; F;, entao
i=1

n—1 n—1
[777 VZ] = Z anEj = Z'UjEj = V.
j=1 j=1

Logo,
(X,n) = (Az+vH)v — (Vu,V2) + I1(Vz,V2)
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e, portanto,

/((Af)2_|HeSSf|2)Q = /RIC VI V) Q+/AZ+UH
M by

/VUVZKIHL/]IVZVZ
x
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Capitulo 3

Resultados Principais

Neste capitulo apresentamos os principais resultados desta dissertacao. Na
tentativa de deixar as coisas o mais claro possivel, na secao 1 apresentamos
a prova do Teorema de Reilly. Na se¢dao 2 provamos a versao bidimensi-
onal do Teorema de Hang-Wang e, finalmente, na secao 3 apresentamos a
demonstracao do Teorema de Hang-Wang no caso geral.

3.1 O Teorema de Reilly

Lema 3.1.1. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo
> = OM totalmente geodésico. Suponhamos que existe uma func¢ao f sobre
M tal que f = 0 sobre X, f > 0 sobre M e Hess f = —fg. Entao M ¢é

isométrica ao hemisfério S'}.

Demonstracao. Como M é compacta, entao M é completa. Por ser o bordo
totalmente geodésico, podemos concluir usando o Teorema de Hopf e Rinow
que toda geodésica de M que nao esta contida no bordo, pode ser extendida
ou indefinidamente ou até tocar o bordo. Além disso, todo par de pontos de
M pode ser unido por uma geodésica minimizante de M.

Como M é compacta, f atinge seu valor maximo em algum ponto, di-
gamos em py € M, e suponhamos, sem perda de generalidade, que f(p) = 1.
Seja y(s) qualquer geodésica normalizada em M partindo de py e considere-
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mos a funcao ¢(s) = f(y(s)). Temos
¢(0) = f((0)) = f(po) = 1;

¢'(0) = (Vf(po),7'(0)) = 0;
¢"(s) = —(Vf(4(s)),7(s))

= (Vo VI((s),7(5) + (VF((3), Va7 ()
= Hess foy(v/(s),7(s))

= —fon(s)

= —o(s).

Logo, ¢(s) = coss. Em particular, concluimos que f = cosr, onde r é a
funcao distancia ao ponto py.

Cada tal geodésica v pode ser extendida ou indefinidamente ou pelo me-
nos até encontrar o bordo . Como f ¢ identicamente nula sobre o bordo ¥ e
J(7(s)) = ¢(s) = cos s nao se anula para 0 < s < 7, entdo 7y estd certamente
definida para 0 < s < 7.

Como, por hipétese, f > 0, entao v nao pode estar definida para s > 7,
pois sobre estes pontos f(y(s)) = coss < 0. Portanto, qualquer geodésica
em M partindo de py tem como intervalo maximo de definicao [0, 5]. Além
disso, concluimos também que exp,, (8B[0, g]) = .

Como qualquer ponto de M pode ser ligado a py por uma geodésica
minimizante e esta por sua vez estd definida em [0, 7], entdo a aplicagao
exp,, : B[0, 5] — M ¢é sobrejetiva.

Afirmacao: exp, : B[0, 5] — M é injetiva.

Com efeito, suponhamos que existam vy, v, € B0, 5] C T, M tal que
exp,, V1 = exp, vz = ¢. Entao existem geodésicas normalizadas 1,72 :
[0, 3] — M, tais que 71(0) = 74,7(0) = 1% e 1(t1) = ¢ = 72(f2), onde
tl = |U1| (§ t2 = |U2|.

Como f = cosr e Vr é ortogonal as curvas de niveis que neste caso sao
as esferas geodésicas de centro em py, entao

Vi(g) = —sent;Vr(y(t1)) = —sentyvy;(t1)

Vi(q) = —sentsVr(y(ta)) = — sen toys(ts).
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Dai,
— Sen tl’}/i (tl) = — sen tg’}/é (t2)
Como |71 (t1)| = |75 (t2)], entao sent; = sen ty. Mais ainda, temos 7/ (¢1) =

Y5(t2). Logo v1 = v e, portanto, exp, : B[0, 5] — M ¢ injetiva.

Afirmagao: A aplicacao exp,, : B(0,%) C T,,M — B(p,5) C M é um
difeomorfismo.

Seja v : [0,5) — M uma geodésica normalizada em M com v(0) = po
e seja J um campo de Jacobi ao longo de v tal que J(0) = 0 e ~/(t)LJ(t).
Fixemos ty € [0, %) e suponhamos, inicialmente, que |J(to)| = 1. Conside-
remos « : (—€,€) — M a geodésica normalizada tal que a(0) = ~(t) e
a/(0) = J(to). Esta geodésica o determina, por sua vez, uma familia v, de
geodésicas partindo de py tal que o campo de Jacobi J é realizado por esta
familia, ou seja, J é o campo variacional. Isto implica que ~; nao esté pa-
ramentrizada pelo comprimento de arco, mas somente proporcionalmente ao
comprimento de arco, exceto y(0) = .

Temos entao uma superficie parametrizada b(s, t) = 74(t) tal que as curvas
ai(s) = b(s,0) = po e a(s) = b(s,ty) sao geodésicas. Além disso, %(O,t) =
J(t) e 2(0,) = 7(¢)

Figura 3.1:
Pela Proposicao 1.4.1, pég 13, temos
L'(0) = (2(0,t),7(to)) — (52(0,0),7(0))
= (J(t),7(to)) — (J(0),7'(0))
= 0.
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t 2 2
0 ob\ 0b D ob
7 o . / / o /

T OF = (BG4 = ()

Z

(OF + (RO ) = (T

= (J'(to), J(t0)) ,

pois J(0) =0e 0= 4 (J+) = (J,¥)+ (J, V) = (J,v), uma vez que
V.~ = 0. Logo,
L"(0) = (J'(to), J (to)) -

Por outro lado, como «a(s) = 7,(tg) e 75 é¢ uma geodésica partindo de py,
entao

fla(s)) = cos L(s), (3.1)

onde L(s) é o comprimento de ;.
Como Hess f = — fg, segue que

(foa)(s) = L(Vi(a(s)),a(s))

ds
= (Vaf(s),0/(s)) + (V(a(s)), Varsa(s))

= Hess f(d/(s),/(s))

= —f(a(s)).
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Dal, foa(s) = Acoss + Bsens, onde

A= (foa)(0) = f(y(t)) = costo;

B = &(foa(s))ls=o
= (Vf(a(0)),0'(0))
= (Vf(1(to)), J(to))
= —senty (Y (to), J(to))

= 0.

Donde segue que
f(a(s)) = costycos s (3.2)

De (3.1) e (3.2), temos
costy cos s = cos L(s).
Derivando com respeito a s, obtemos
—costgsens = —L'(s)sen L(s).
Derivando novamente, segue que
costycoss = (L'(s))? cos L(s) + L"(s) sen L(s).

Em s = 0, temos
costo = L"(0) sen t,

pois, L(0) = comprimento de |4 = to €, como vimos acima L'(0) = 0.

Logo,
cos ty

L//(o) —

senty
Por outro lado, sabemos que L"(0) = (J(to), J'(to)) . Entao

(o), J'(tg)) = <0

senty

Como J(ty) ¢ unitario, podemos escrever

(J(to), J'(to)) _ costo
| J (to)[? senty’
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Para o caso geral em que J(ty) ndo é unitdrio, consideramos o campo de

Jabobi W (t) = I«}]((t?)\ e repetimos o processo acima, obtendo também
cos Ty
W (ty), W'(ty)) = :
(W (t), W (1) = S
Dai,
< J(to) J'(to) > _ cosly
| J(to)|" [J(to)| / sento’
ou seja,

{J(to), J'(to)) _ costo
| (to)[? senty’

Observemos que a equacgao (3.3) é equivalente a

d d
T (log |[J(D)]) =ty = E(log sent)]—¢,-

Integrando a expressao acima de d > 0 a ty, obtemos
| (to)] sen tg |J(to)]  senty
o8 ( 7)) ~ % seno 17(6)] ~ seno

Sabemos que |J(d)| = §|J'(0)] + R(5), com lims_ @ = 0. Dai,

J@O) 6 R(6) &
sen d _sen(SU(O)H— J send’
O que implica
O
(1513% send 7Ol

Assim,

|J(to)| = |J'(0)] sen to.
Como tg € [0, %) é arbitrario, segue que

|J(t)] = |J'(0)| sent. (3.4)
Portanto,

‘(depro)W(O)tJ/(O)’ — |J(t)] = |J'(0)| sen . (3.5)

Isto mostra que exp, : B (0, %) cT,,M — B (po, %) C M é, além de
bijecao, um difeomorfismo. O que prova a afirmacao feita.
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Fixemos um ponto ¢y € S™ e consideremos h : T, M — T,S" uma
isometria qualquer. Seja ¢ : B (po, g) CcCM-—B (qo, %) C S™ definida por

Y(exp,, sv) = exp,, sh(v), ou seja, ¥ = exp, oho (expp0 -
Afirmacgao: 1 é uma isometria.
Com efeito, sabemos que os campos de Jacobi na esfera S” sao da forma

(dequo)tﬁ,(o) tJ'(0) = J(t) = sen tw(t),

onde w(t) é um campo paralelo ao longo de v com (v/(t), w(t)) = 0 e w(0) =
J'(0). Ou seja,
sent

(dequo)tﬂ/(o) J'(0) = ; w(t) (3.6)
para qualquer geodésica normalizada § em S™ partindo de gy. Por outro lado,
se ¢ = exp,, u € B (po, g) , entao

dp, = (dequO)ho(epro)_1(q) o dh<exppo)_1(q) od [(epro)ﬂL

Por (3.5), dado v € T, M, temos

i o -2
i [(exn,) ], o = et
e por (3.6), dados x,y € T,,S",
sen ||
|d(equ0)xy‘: |:E| |y|

Portanto,
|dipqv] = [v,
ou seja, di, ¢ uma isometria linear. Assim, 1) é uma isometria local. Como

1 é um difeomorfismo, entao ¢ é uma isometria.
Como ¥ = exp,, (83 [O ’TD e OS", = exp,, (83 [O, g]) , entao definindo

P
v M — St

exp,, sv > exp, sh(v)

temos que v é uma isometria.
Portanto M ¢ isométrica ao hemisfério ST} . OJ

Agora estamos em condicoes de provar o Teorema de Reilly.
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Teorema 3.1.1 (Reilly, [5]). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana com-
pacta com bordo X = OM # (). Suponhamos Ric > (n—1)g e que a curvatura
média de > em M € nao-negativa. Entao o primeiro autovalor \y de —A,
relacionado ao problema de Dirichlet, satisfaz A\ > n. Além disso, \y = n
se, e somente se, M € isométrica ao hemisfério S’ C R™.

Demonstracdo. Seja f uma autofuncao para A;. Usando o Teorema 1.7.5,
pag. 23, podemos assumir que f > 0 sobre M — ¥. Como z = f|y é identi-
camente nulo, por f ser autofuncao do primeiro autovalor, entao a Formula
de Reilly, pag. 43, assume a seguinte forma:

/ ((Af)* — | Hess f|*) Q@ = / v HY +/ Ric(Vf, V).
M ) M
Pela Observacao 2.1.1, pag. 25, sabemos que

|Hess f[2 > (&/°

n

= _(af) > —|Hess f|?
n
JBI L ApR s (AfR | Hess £
= (Af? = —= ((Af)? - Hess f?).

Assim,

2o = [ an
f /M<f>

M

n

Vv

/M ((Af)2 — \Hessf|2) Q

n—1

. n 5 .
_ 1/20 H\I/+/MR10(Vf, V)0 (3.7)

n —

n

/M (n— D)g(V, V)0

n—1

- / P,
M

onde na primeira igualdade usamos o fato de f ser uma autofuncao do au-
tovalor A1, na segunda desigualdade usamos a hipdtese da curvatura média
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H ser nao-negativa e Ric > (n — 1)g e a ultima igualdade segue do fato de
termos

0:/M(Af)Q:/MfAfQ+/Mg(Vf,Vf)Q:—)\1/MfQQ+/Mg(Vf,Vf)Q.

Como f nao é identicamente nulo, entao segue que A\; > n, o que prova
a primeira parte do teorema.

Suponhamos agora que A\; = n. Entao as desigualdades em (3.7) devem

ser igualdades, em particular, segue que |Hess f|*> = % e entao, pela

Observagao 2.1.1, Hess f = %g = —’\jl—fg =—fg.
Vamos mostrar que sob estas condigoes o bordo é totalmente geodésico.
Para isso, consideremos uma geodésica normalizada ~(t) em M tal que 7
encontra > sob um angulo reto quando ¢ = 0.

7(0)
Figura 3.2: Geodésica normal ao bordo.

[gualmente ao que fizemos na prova do Lema 3.1.1, como

Hess f = —fg,
entao a funcao ¢(t) = f(y(t)) é da forma
¢(t) = Acost + Bsent, A BeR.

Como f ¢é identicamente nula sobre o bordo, entdao A = ¢(0) = f(7(0)) =
0, dai ¢(t) = Bsent. Por construcao, V f((0)) é multiplo de 7/(0), digamos
7' (0) = aV f(7(0)) para alguma constante a € R. Assim,

B = ¢(0) = (Vf(7(0)),7(0)) = a|V f(+(0))].

Por termos f = 0 sobre ¥, segue que Hess f = —fg = 0 sobre ¥. Dali,
dado qualquer campo de vetores X ao longo de 3, temos

X(IVf]?) = X(Vf, V) =2(VxV[,Vf)=2Hess f(X,Vf) =0.
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Logo, |V f] e, portanto também B = a|V f(v(0))|, ¢ independente da posi¢ao
v(0) que tomamos sobre .

Se B = 0, entao cada funcao ¢ seria nula e entao f se anularia também
fora de ¥, mas sabemos que para uma autofuncao de \; isto nao pode acon-
tecer. Entao B # 0. Logo V f é um miltiplo constante do vetor n normal
unitario ao bordo, a saber n = aV f. Assim, dados X,Y € X (%)

I[<X7Y) = <VX77>Y> = <VX(CZVf),Y>
= a(VxV/[Y) = aHessf(X.,Y)

= 0.

Portanto, Y é totalmente geodésico. Visto que Hess f = —fg, f > 0 sobre
M e f = 0 sobre X, entao, usando o Lema 3.1.1, segue que M ¢ isométrica
ao hemisfério S7}. O

3.2 O Teorema de Hang-Wang; Caso Bidi-
mensional

O Teorema de Hang-Wang na caso em que n = 2 segue diretamente do
seguinte resultado mais geral.

Teorema 3.2.1 (Hang-Wang, [3]). Seja (M?,g) uma superficie compacta
com bordo e curvatura Gaussiana K > 1. Se a curvatura geodésica do bordo

v satisfaz k, > ¢ > 0, entdo l(y) < . Além disso, a igualdade ocorre

2w
V1+c2
se, e somente se, (M?,g) € isométrico a um disco geodésico de raio cotg™*(c)
2
em S°.

Demonstracao. Usando a formula de Gauss-Bonnet, temos

27rx(M):/ Kda+/kds>0.
M Y

Como x(M) > 0, entao M é simplesmente conexa. Em particular, v tem ape-
nas uma componente. Assim, usando o Teorema da Aplicacao de Riemann,
o qual afirma que todo aberto nao trivial do plano complexo é conforme-
mente equivalente ao disco unitério, segue que (M, g) é conformemente equi-
valente a B = {z € C;|z| <1} com a métrica canonica |dz|?. Assim, sem
perda de generalidade, podemos considerar (M, g) como (B,g = e*|dz|?)
com u € C*(B,R).
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O disco unitario B com a métrica canonica |dz|? tem curvatura Gaussiana
K = 0 e seu bordo, o circulo unitario, tem curvatura geodésica kg = 1.
Por outro lado, B com a métrica g tem, por hipétese, curvatura Gaussiana
K > 1 e seu bordo curvatura geodésica k, > c. Usando as relagoes entre
curvaturas Gaussianas e curvaturas geodésicas de métricas conformes, ver
equagoes (2.11) e (2.12), pag. 38 e 42, segue que

Au—K+eK=0 = Aut+eK=0 = Au+e*<0

ou u ou u ou u
—an—i-k:g:ek:g = _3n+1:€k9 = —an—i-lZce,
ou seja,

Au+e*™ < 0 sobre B

— +1 > ce* sobre S',

onde 7 é a normal unitdria ao bordo, com relagao & métrica |dz|?, apontando
para fora e A é o operador Laplaciano de B com a métrica |dz|?.
Agora consideremos u € C*°(B) tal que

Ai = 0 sobre B
@ = u sobre S'.

Observemos que a fungao u sempre existe, pois é solucao de um problema
de Dirichlet no bordo com condicoes suaves.

Como A(u —u) < —e* < 0, entdo u — @ é superharmonica. Usando o
Principio do Méximo Fraco, u — @ atinge um minimo em S!. Logo u —u > 0,
pois u e @ coincidem em S!.

Notemos que
Au+e® < 0

Au+e* > 0
e u < u. Dali, pelo Método das sub e super solugoes, Proposi¢ao 1.7.1, existe
v € C*(B) tal que
Av+e* = 0 sobre B
u<ov<u.
Como v < u e v|gt = ulg1, todos os pontos em S! sdo pontos de méximo
O(v —u)

para a funcdo v — u. Logo, para todo p € S!,

ov ou
a—n(p) > a—n(p)-
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Dai,

v ou
—+1>—+1>ce" =ce. (3.8)
on on

Analisando a equacao (2.11), que nos d4a a relagao entre curvaturas geo-
désicas de métricas conformes, a desigualdade (3.8) nos diz que o bordo de
(B, e*|dz|?) tem curvatura geodésica maior ou igual c.

Por outro lado, pela equagao (2.12), que mostra a rela¢ao entre curvaturas
Gaussianas de métricas conformes, o fato de termos Av + €2’ = 0, implica
que (B,e?|dz|?) tem curvatura Gaussiana constante e igual a 1. Como o
bordo é convexo, entdo (B,e*’|dz|?) pode ser isometricamente mergulhado
como um dominio em S?, digamos 2. Denotemos o = d€) parametrizado pelo
comprimento de arco.

Observemos que [(0) = [(vy) pois v e u coincidem sobre todos os pontos
do bordo.

Como o bordo é convexo e tem curvatura geodésica > ¢ > 0, entao o
menor disco geodésico D contendo 2 tem raio cotg~!(c) e vale a igualdade
D = Q se, e somente se, (D) = [(¢). Assim, como vimos na equagao (2.9),
pag. 33

27

V1t

O que prova a primeira parte do teorema. Analisemos agora o caso da
igualdade.
Se (M?,g) é isométrico a um disco geodésico de raio cotg™'(c) em S?

l(y) = U{o) < 1(ID) =

2T
entao o seu bordo tem comprimento [ = ———. Reciprocamente, se
p () o p
2T .
[(7) = ——, entao

V14 c?

2m
V14
o que implica (o) = [(OD). Logo, vale aigualdade Q = D, ou seja, (B, e**|dz|?)
é isométrico a (D, |dz|?). Em particular, a curvatura geodésica de seus bordos
coincidem, ou seja, a curvatura do bordo de (B,|dz|?) é igual a curvatura
geodésica de um circulo de raio cotg™!(c) na esfera unitdria. Assim, pela
equagao (2.10), pag. 34, a curvatura geodésica do bordo de (B, |dz|?) é
constante e igual a c¢. Portanto, a equacao (2.11), para o caso das métricas
conformes €?¥|dz|? e |dz|?, nos diz que

(o) =1(y) =

ov 41 "
- = ce .
on
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Como

3v+1>8u+1> v
o = o > ce = ce’,

todas as desigualdades acima sao na verdade igualdades. Em particular,
ov  Ou
an o
Usando Lema de Hopf e o Principio do Maximo, segue que u = v em B5.

Logo, (B, e?"|dz|?) é isométrico a (D, |dz|?). Portanto, (M, g) é isométrico a
um disco geodésico de raio cotg™!(c) em S?. O

Corolario 3.2.1 (Hang-Wang, Caso Bidimensional). Seja (M?,g) uma su-
perficie compacta com bordo v = OM # (). Suponhamos que

(i) A curvatura Gaussiana satisfaz K > 1;

(ii) v € isométrico a S*;

(iii) A segunda forma fundamental do bordo é ndo-negativa.
Entao (M, g) € isométrico a S C R?.

Demonstragao. Observemos que a condigao (i7) nos diz que [(y) = 27 e (iii)
implica que a curvatura geodésica de v satisfaz k;, > 0. O resultado segue
direto do caso da igualdade no teorema acima. O]

Também como corolario temos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.2 (Topogonov). Seja M? uma superficie fechada com curva-
tura Gaussiana K > 1. Entdo qualquer geodésica fechada simples em M tem
comprimento no mdximo 2w. Além disso, se existe uma geodésica fechada
simples com comprimento 27, entdo M € isométrico a S?.

Demonstracao. Seja v uma geodésica fechada simples em M. Cortando M
ao longo de v obtemos duas superficies compactas com a geodésica v como
bordo comum. O resultado segue aplicando o Teorema 3.2.1 a cada uma das
duas superficies com bordo. O
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3.3 O Teorema de Hang-Wang; Caso Geral

Agora apresentaremos uma prova do Teorema de Hang-Wang para n > 2.
Recordemos seu enunciado.

Teorema 3.3.1 (Hang-Wang, [3]). Seja (M™,g) uma variedade Riemanni-
ana compacta com bordo ¥ = OM # (). Suponhamos que

(i) O tensor curvatura de Ricci satisfaz Ric > (n — 1)g;
(ii) (2, gp) € isométrico a S"~* C R";
(iii) A segunda forma fundamental de ¥ é ndo-negativa.
Entdo, (M™, g) € isométrico a ST C R™.

Antes de iniciarmos a demonstracao do Teorema 3.3.1, observemos que
as fungoes coordenadas na esfera S™ satisfazem

"7$J24—$i::1

Hfssxi::—ﬁmgo,

como vimos nas equagoes (2.5) e (2.6), pag. 30 e 31.
Considerando o hemisfério x,,; > 0, temos

axi

a:L'n-i-l

=0 para i #n+ 1.

Além disso, independentemente da direcao da geodésica -, que passa
pelo ponto e¢; = (0,...,1,...,0), que é o ponto de maximo para fungao z;,
x;(7»(t)) ndo depende de v, depende somente de t. Para sermos mais precisos,
x;(7,(t)) = cost.

Veremos que o fato de possuir alguma fungao com estas propriedades
caracteriza o hemisfério.

60



1

Figura 3.3:

A prova apresentada sera por contradicao. Vamos admitir as hipdteses
do Teorema 3.3.1 e supor, por absurdo, que o primeiro autovalor A\; de —A
satisfaz A; > n. A partir disso, provaremos uma série de lemas que nos levarao
a um absurdo. Dai saberemos que nossa hipétese A\; > n sera falsa e entao
utilizaremos o Teorema de Reilly para concluir. Iniciemos formalmente a
demonstracao.

Admitamos as hipéteses do Teorema 3.3.1 e suponhamos que o primeiro
autovalor A\; de —A, relacionado ao problema de Dirichlet, satisfaz A\; > n.
Logo, para qualquer f € C*°(X), existe uma tnica u € C*°(M) satisfazendo

—Au = nu sobre M,
u = f  sobre X.

Isto segue da Alternativa de Fredholm, como vimos na Observacao 1.7.2, pag.
22.

Definamos a aplicacao

¢o: M — R
p = [VuP(p) +u*(p).

Vamos agora obter algumas propriedades da fungao ¢.

Lema 3.3.1. A aplicagcdo ¢ = |Vul|* +u? € subharmonica, isto é, A¢p > 0.
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Demonstragdo. Lembrando que Au? = 2uAu + 2|Vu|?, temos
INg = LAIVuP + iAu?
— [ Hessul? + (Vu, VAu) + Rie(Vu, V) + ulu + |Vuf?
> |Hessul? — n|Vul> + (n — 1)|Vul? — nu?® + |Vul|?
= |Hessul? — nu?

(Au)?

n

U2

= 0,

onde na segunda igualdade usamos a féormula de Bochner e na segunda desi-
gualdade usamos a Observacao 2.1.1. O]

u ) L
Denotemos por y = e a derivada sobre o bordo na direcao do campo

normal unitario n apontando para fora.

X =0M

Figura 3.4: Vetor normal unitario apontando para fora.

Observemos que 7 ¢ tnico, pois dim ¥ = dim M — 1.
Pela hipétese (ii) do Teorema 3.3.1, existe uma isometria

F (Zagk:) - (Sn_laQO)' (39)

n
Consideremos f: ¥ —= R, f = g a;x; 0 F' onde x4, ..., z, sao as fungoes
i=1
coordenadas sobre S e a = (ay, ..., a;,) € S
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Usando o fato de que o Laplaciano e o gradiente sao invariantes por
isometrias, as equagoes (2.7) e (2.8), pag. 32, nos dizem que

—A%f=(m-1f e |[VIP+f=1

onde A* e V* denotam o Laplaciano e o gradiente de X, respectivamente.
Agora como u = f sobre ¥, (Vu)|s = VZf + xn. Dali,

s =] (Vu)lg [P+ @?|g = [VZfP+x° + f2 =1+ % (3.10)

Tomando um referencial ortonormal {E;}" |, com E, = 7, observamos
que

n—1

(Au)ly = Z Hess u(E;, E;) + Hessu(n,n)

=1

n—1

— Z (Vg Vu, E;) + Hessu(n,n)

i=1

n—1

= > VeV +xn), E) + Hess u(n, n)

i=1

n—1
= Z (VENF E)+ Y (Ve xn, Ei) + Hessu(n,n)
=1 =1

= A+ (Ei(x)n+XxVen, E;) + Hessu(n, n)

n—1

= A f+x> (Ven E;)+ Hessu(n,n)

i=1

= A%f + yH + Hess u(n,n),

onde H é a curvatura média de X = 9M.
Assim, sobre Y temos

—nf = (Au)ls = AEf+ yH + Hessu(n,n)

= —(n—1)f +Hy + Hessu(n,n).

Logo,
Hessu(n,n) + f = —Hx. (3.11)
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Lema 3.3.2. Sobre X vale

19¢

oy = VL VIX) =X - LI(VEL VD).

Demonstragio. Como ¢ = |Vu|* +u? = (Vu, Vu) + u?, entao

1L ool
= (VnpVu,Vf+xn)+ fx
= <V77Vu, Vf> + x <V77Vu, 77> +xf

= <V77Vu, Vf> + x Hessu(n,n) + x f
= <vaVu, n> + x(—Hx)

= <vaVu, 77> — 'HX2,

onde na quinta igualdade usamos a equagao (3.11) e fato do Hessiano ser
simétrico. Agora observemos que

<VVfVu,n> = Vf(Vu,n) — <Vu,va 77>
= Vf<Vf+xn,n>—<Vf+xn,van>

= VIVE) + V00 = (VEVyyn) = x (0. V).
Por outro lado

VHVE =0 e {nVgpn)= Vi) =0

por serem
(Vf,n) e (n,m) constantes.

Assim,

Vv Vu,n) = VIix)—(Vf,Vysn
(Vo vun) (V1.5 m)
= (Vf,Vx) = II(Vf, V).
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Portanto, sobre 3.,

10
35 = (V1.VX) = He — (V1. 9)

O

Lema 3.3.3. A funcio ¢ = |Vu|®> + u? € constante e Hessu = —ug. Além

disso, x = g_:; ¢ constante e [I(Vf,Vf)=0.

Demonstracdo. Como vimos no Lema 3.3.1, A¢ > 0. Portanto, usando o
Principio do Maximo Fraco, ¢ atinge um maximo em algum ponto sobre X2,
digamos em p € X. Logo, temos

VZ¢(p) =0 e ——(p) > 0.

Se g—i(p) = 0, entao o Lema de Hopf e o Principio do Maximo implicam ¢
é constante. Em particular A¢ = 0. Dai, pela demonstracao do Lema 3.3.1

ocorre a igualdade | Hessu|? = % e pela Observacao 2.1.1 segue que
Au nu
Hessu = —g = ——¢g = —ug.
n n

Como ¢, =1+ Y2, ¥ também é constante. Pelo Lema 3.3.2, temos

_ 99

0
on

(p) = —HX*—1I(Vf,V[) <O,

pois, por hipdtese, a segunda forma fundamental de X é nao-negativa, donde
concluimos que [I(Vf, Vf)=0.

0
Agora vamos mostrar que nao é possivel —gb(p) > (. Com efeito, temos

on
trés possibilidades para o valor de x em p: x(p) = 0, x(p) > 0 ou x(p) < 0.
Se x(p) = 0, como ¢, = 1+ x? e p é ponto de maximo para ¢, entao
x = 0. Pelo Lema 3.3.2, segue que

10¢
——(p)=—-I1I(Vf,Vf)<O.

Se x(p) > 0 (< 0), entao, por termos ¢, = 1+ x* e p ser ponto de
méaximo para ¢, y atinge maximo (minimo) em p. Dai, Vx(p) = 0 e pelo
Lema 3.3.2,

10¢

35 0) = <H* = II(V. V) <0
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0
Logo, em qualquer situacao, temos a—¢(p) < 0. Como ja sabemos que
U]

0
(p) > 0, entao a—gb(p) = 0 e, portanto, o lema esta provado. ]
n

d¢
an
Recordemos que f depende do vetor unitério o € S"~!. Para indicar essa

dependéncia adicionaremos « a notagao.
No lema anterior, mostramos que I1(V f,, V f,) = 0 para todo a € S"~1.

Afirmacgao. 11 =0, ou seja, o bordo ¥ € totalmente geodésico.

De fato, como {Vz(q),..., Vr,(q)} gera T,S*! para todo ¢ € S" !,
entdo {V(z1 0 F)(p), ..., V(z, o F)(p)} gera T,% para todo p € X, onde F é
a isometria existente entre ¥ e S

Assim, dado 0 # X € X(X), podemos escrever

X = ZaiV(xi oF),
i=1

a .
com a = (ay,...,a,) € R" —{0}. Denotando o = —, temos a € S"~! e assim

lal
X = ZaiV(xi o F) = |a|V fa.
i=1

Como I1(V f,,Vfs) = 0 para todo a € S entao I1(X,X) = 0 para
todo campo de vetores X em X. Portanto I1 = 0, ou seja, > é totalmente
geodésico.

Afirmacgao. Podemos escolher € S*! tal que x5 = 0.

Com efeito, como vimos no lema anterior, para qualquer a@ € S !, a
funcao y, é constante. Assim, podemos ver a +— Y, como uma funcao
continua definida sobre S"~! tomando valores reais. Claramente u_o, = —uq,
pois dada f_,, existe uma tnica funcao wu_, que satisfaz —Au_, = nu_,
sobre M e u_, = f_, sobre X, como f_, = —f,, entao —u, satisfaz essas
condigoes. Assim, y_, = —Xo. Portanto, pelo Teorema do Valor Inter-
medidrio, existe 8 € S™™! tal que x5 = 0.

Com esta escolha em particular de f = fg e u = ug, temos

Hessu = —ug
X 0.
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Como f é continua definida sobre X, existe ¢ € ¥ tal que f(q) = maxy f.
Logo, Vf(q) = 0.

Como |Vf(q)]* + f(¢)* = 1, entao f(q) = 1 ou f(q) = —1. Afirmamos
que f(q) = 1, pois caso contrario, considerando r € ¥ tal que F'(r) = —F(q),
ou seja, tomando o ponto de ¥ que é levado no ponto antipoda de F(q),
terfamos

Jr) = a0 Fr) = =Y w0 Flg) = —f(g) = ~(~1) = 1

e ¢ ndo seria ponto de méaximo. Portanto, f(¢) = max f = 1.

E(r)
r
F
_
n—1
3 )y S

F(q)

Figura 3.5:

Como V f(q) = 0, entao Vu(q) = 0, pois x = 0.

Para cada v € T, M tal que |[v| =1 e (v,n(q)) < 0, seja v, a geodésica
normalizada com 7,(0) = ¢,7,(0) = v e definamos a funcao U : R — R,
U(t) = uo,(t). A fungdo U satisfaz

U = 1,
U'0) = o,
Uty = —U(t)
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Com efeito

U0) = uomn(0)=ulq) = flg) =1;
U'(t) = (Vuomn(t),7'(t)) = U'(0) = (Vu(g),v) = 0;
U"(t) = g{(Vuoy(t),%'(t)

= (Vo Vuoy, %) + (Vuo y(t), Vi)

= Hessuo (', ')

= _(u © ’Yv)g ('Yv/a 7v,)

— —uwoml)
= =U(t).
Portanto, U(t) = cost, o que implica que u = cosr, onde r é fungao

distancia a q.

Como o bordo ¢ totalmente geodésico e a variedade é completa, por ser
compacta, segue do Teorema de Hopf e Rinow que qualquer ponto em M
pode ser unido a ¢ por uma geodésica minimizante.

Usando coordenadas geodésicas polares (r, &) € RT x S’}r_l em ¢, podemos
escrever

g = dr? + 9r,

onde g, é uma r-familia de métricas sobre S7"' com

limr~*g, = go,

r—0

. ’ T s n—1
aqui go ¢ a métrica canonica sobre S,

Como Vr é normal as curvas de nivel, Vr(p) é normal a esfera geodésica
de centro em ¢ e raio r(p).

Como u = cosr, segue que Vu = —senrVr.

Derivando covariantemente com respeito a X € X (M), temos
VxVu=Vx(—senrVr)
= X (—senr)Vr —senrVxVr

= —cosr (X, Vr)Vr —senrVxVr.
Dai, para Y € X(M),

(VxVu,Y) = —cosr (X, Vr)(Y,Vr) —senr (VxVr,Y).
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Denotemos por I, a segunda forma fundamental da esfera geodésica de

centro em ¢ e raio r. Tomando X,Y campos tangentes as esferas geodésicas,
temos (X, Vr) = (Y, Vr) = 0. Assim

(VxVu,Y) = —senr(VxVrY)
= Hessu(X,Y) = —senrl[.(X,Y)
= —senrll.(X,Y) = —ug(X,Y)=—cosrg(X,Y).
Logo,
I, = cotgryg,. (3.12)

Estamos interessados em saber como a métrica g, varia ao longo das
esferas geodésicas, ou seja, dada uma geodésica radial v e um campo de
vetores Y tangente as esferas geodésicas, queremos conhecer

VT’g,.(Y, Y) =2 <VV7’Y’ Y> :

Para isso gostariamos de poder trocar Vy,Y por VyVr, para obtermos a
segunda forma fundamental das esferas geodésicas que ja conhecemos. Mas
sempre podemos fazer essa troca, pois tomando a superficie parametrizada

f(t,5) = exp, sY (1),
temos
5(t,0) = Y(1) e G (,0) = (t) = Vr(y(t))
como campos coordenados. Assim,

Vrg.(Y,Y) = 2IL(Y,Y)

= 2cotgrg,(Y,Y).
Logo, g, = sen®rgy e, portanto,
g = dr* + sen®rg.
Donde segue que (M", g) ¢ isométrica a S7}, o que implica A\; = n e isto
contradiz a hipdtese Ay > n.

Demonstracao do Teorema 3.3.1. O fato da segunda forma fundamental
11 ser nao-negativa, implica, em particular, que a curvatura média H é nao-
negativa.

Como H > 0 e Ric > (n — 1)g, entdo pelo Teorema de Reilly, o primeiro
autovalor do Laplaciano —A satisfaz A\; > n. Mas pelo que vimos acima, nao
podemos ter \; > n. Logo, Ay = n e, portanto, (M", g) é isométrico a S';.

O
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