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Resumo

BELISÁRIO, Hugo Leonardo da Silva. Ciclos limite para a equação de Abel
generalizada. Goiânia, 2009. 69p. Dissertação de Mestrado. Instituto de Mate-
mática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho realizamos um estudo sobre as equações do tipo

dx
dt

=
n

∑
i=0

ai(t)xi, (A)

onde ai ∈ C1, i = 0, · · · ,n e 0 ≤ t ≤ 1. Uma equação da forma (A) é denominada
equação de Abel generalizada. Nosso estudo se refere ao problema proposto por C. Pugh:
existe um número natural N dependendo apenas de n, tal que a equação (A) possui no
máximo N ciclos limites?
Inicialmente estudamos o problema de C. Pugh para n = 1 e n = 2, para os quais a equação
(A) possui, no máximo, um e dois ciclos limite, respectivamente. Para n = 3, A. Lins
Neto mostra que, se a3(t) não muda de sinal em [0,1], então a equação (A) possui no
máximo três ciclos limite. Além disso A. Lins Neto mostra que, dado um número natural
l, é possível construir uma equação da forma (A) com n = 3 que possui no mínimo l

ciclos limites. Ainda para n = 3, A. Gasull e J. Llibre estudam o problema de C. Pugh
considerando que a2(t) não muda de sinal em [0,1], e M. J. Álvarez, A. Gasull e H.
Giacomini também estudam o problema de C. Pugh considerando que existem números
reais a e b tais que aa3(t)+ba2(t) não muda de sinal em [0,1] e a1(t) = a0(t) = 0. Além
destes resultados, estudamos alguns resultados mais gerais estudados por A. Gasull e A.
Guillamon.

Palavras–chave

Equação de Abel, aplicação de Poincaré, estabilidade de órbitas periódicas, ciclo
limite, 16o problema de Hilbert.



Abstract

BELISÁRIO, Hugo Leonardo da Silva. Ciclos limite para a equação de Abel
generalizada. Goiânia, 2009. 69p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemática
e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we conducted a study on the equations of the type

dx
dt

=
n

∑
i=0

ai(t)xi, (A)

where ai ∈ C1, i = 0, · · · ,n and 0 ≤ t ≤ 1. An equation of the form (A) is called a
generalized Abel equation. Our study refers to the problem proposed by C. Pugh: There
is a natural number N depending only on n, such that the equation (A) has at most N limit
cycles?
Initially we study the problem of C. Pugh for n = 1 and n = 2, for which the equation
(A) has at most one and two limit cycles, respectively. For n = 3, A. Lins Neto shows
that if a3(t) does not change sign on [0,1], then the equation (A) has at most three limit
cycles. Also A. Lins Neto shows that, given a natural number l, it is possible to construct
an equation of the form (A) with n = 3 that has at least l limit cycles. Still for n = 3, A.
Gasull and J. Llibre study the problem of C. Pugh considering that a2(t) does not change
sign on [0,1], and M. J. Alvarez, A. Gasull and H. Giacomini also study the problem of
C. Pugh considering that there are real numbers a and b such that aa3(t)+ ba2(t) does
not change sign on [0,1] and a1(t) = a0(t) = 0. Besides this, we study some more general
results studied by A. Gasull and A. Guillamon.

Keywords

Abel equation, Poincaré map, stability of periodic orbits, limit cycle, 16 Hilbert
problem.
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CAPÍTULO 1
Caracterização do Problema

Neste trabalho nos propomos a estudar o seguinte problema, proposto inicial-
mente por C. Pugh (citado em [5]):

Sejam ai : [0,1]→ R, i = 0, · · · , n funções de classe C1. Considere a equação
diferencial,

dx
dt

=
n

∑
j=0

a j(t)x j = S(t,x), (1.1)

onde 0≤ t ≤ 1 e n ∈ N.
A equação (1.1) é chamada de Equação de Abel Generalizada. Particular-

mente, a equação (1.1) é chamada de Equação Afim se n = 1, Equação de Ricatti se
n = 2 e de Equação de Abel se n = 3.

Uma solução completa de (1.1) é uma função x : [0,1] → R que satisfaça a
equação (1.1).

Utilizaremos a notação x(t,x0) para designar a solução do problema de Cauchy
formado pela equação (1.1) e a condição inicial x(0) = x0.

Dizemos que uma solução de (1.1) é fechada ou periódica se esta for completa
e x(1,x0) = x0.

t

x

0 1

x0

x(t,x0)-

-

6

-

Figura 1.1: Solução Periódica.

A motivação para estudar tais soluções é que se ai : [0,1] → R, i = 0, · · · , n

forem funções periódicas de período 1, a equação (1.1) é equivalente ao campo de
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vetores X(t,x) =

(
1,

n

∑
i=0

ai(t)xi

)
no cilindro S1×R e as soluções fechadas de (??) são

equivalentes a órbitas fechadas do campo de vetores no cilindro.
Uma solução periódica isolada no conjunto de todas as soluções periódicas de

(1.1) é chamada de ciclo limite.
O problema consiste na seguinte pergunta: sob quais hipóteses sobre as funções

ai, i = 0, . . . , n, é possível encontrar um número inteiro N dependendo apenas de n, tal que
a equação (1.1) possua no máximo N ciclos limite ou que todas as suas soluções sejam
periódicas?

O problema acima foi motivado pela segunda parte do 16o Problema de Hilbert
que consiste em:

Seja o campo de vetores, {
dx
dt = P(x,y)
dy
dt = Q(x,y)

, (1.2)

onde P(x,y) e Q(x,y) são polinômios de grau n. Existe uma cota superior para o número
de ciclos limite do campo acima dependendo apenas de n?

Em coordenadas polares temos,

x = rcos(θ) e y = rsen(θ).

Daí o sistema (1.2) fica,
dr
dt = cos(θ)P(rcos(θ),rsen(θ))+ sen(θ)Q(rcos(θ),rsen(θ))
dθ

dt =
cos(θ)Q(rcos(θ),rsen(θ))− sen(θ)P(rcos(θ),rsen(θ))

r

. (1.3)

Suponha que dθ

dt dependa somente de θ isto é, dθ

dt = f (θ) onde f (θ) não se anula.
Assim temos,

dr
dθ

=
1

f (θ)
dr
dt

=
n

∑
i=0

ai(θ)ri, (1.4)

onde ai(θ) = 1
f (θ) ∑

i
j=0 k jcos j(θ)sen j−i(θ).

Uma solução de (1.2) é periódica se, e somente se sua correspondente r(θ,r0)
em (1.4) for tal que r(2π,r0) = r0.

Em [4], Niels Henrik Abel estudou as seguintes equações:

dy+(p+qy+ ry2)dx = 0 (1.5)

e
(y+ s)dy+(p+qy+ ry2)dx = 0, (1.6)
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onde p, q, r e s são funções na variável x.
Ele mostrou que estas equações podem ser reduzidas as equações

dz+(P+Qz2)dx = 0 (1.7)

e
zdz+(P+Qz)dx = 0 (1.8)

respectivamente, onde P e Q são funções na variável x.
Para transformar (1.5) em (1.7) Abel utilizou duas mudanças de coordenadas

diferentes.
A primeira consiste em fazer y = z+ r′, desta forma temos

dy = dz+dr′,

que aplicando em (1.5) nos dá

dz+dr′+(p+q(z+ r′)+ r(z+ r′)2)dx = 0

dz+dr′+(p+qr′+qz+ rz2 +2rr′z+ rr′2)dx = 0

dz+
(

dr′

dx
+ p+qr′+ rr′2

)
dx+(q+2rr′)zdx+ rz2dx = 0.

A seguir, basta fazer q+2rr′ = 0 ou seja, r′ =− q
2r .

A segunda consiste em fazer y = zr′, desta forma temos

dy = zdr′+ r′dz

que aplicando em (1.5) nos dá

r′dz+(zdr′+ p+q(zr′)+ r(zr′)2)dx = 0

r′dz+(zdr′+ p+qr′z+ rr′2z2)dx = 0

dz+
p
r′

dx+
(

1
r′

dr′

dx
+q
)

zdx+ rr′z2dx = 0.

Para concluir, basta fazer 1
r′

dr′
dx +q = 0 ou seja, r′ = e−

∫ x
x0

qdt .
Para transformar (1.6) em (1.8) Abel utilizou a mudança de coordenadas y =

α+βz, desta forma temos
dy = dα+ zdβ+βdz
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que aplicando em (1.6) nos dá

(α+βz+ s)(dα+ zdβ+βdz)+(p+q(α+βz)+ r(α+βz)2)dx = 0(
z+

α+ s
β

)
dz+

(α+ s)dα

dx +q+qα+ rα2

β2 dx+

β
(dα

dx +q+2rα
)
+(α+ s)dβ

dx
β2 zdx+

(
1
β

dβ

dx
+ r
)

z2dx = 0.

Para concluir, basta fazer

α+ s = 0 e
1
β

dβ

dx
+ r = 0,

ou seja
α =−s e β = e−

∫ x
x0

βdt
.

Observe que a equação (1.7) pode ser reescrita na forma

dz
dx

=−P−Qz2,

ou seja, na forma (1.1).
Já a equação (1.8) podemos reescrevê-la na forma

dz
dx

=−Q−P
1
z
,

onde, aplicando a mudança de coordenadas w = 1
z , temos

dw
dx

=− 1
z2

dz
dx

= w2(−Q−Pw) =−Qw2−Pw3,

ou seja, também podemos escrever (1.8) na forma (1.1). Este é o motivo pelo qual
denominamos a equação (1.1) de Equação de Abel Generalizada.

O Capítulo 2 inicia-se com uma seção dedicada a conceitos básicos, que se farão
necessárias para o bom entendimento deste trabalho. A segunda seção é dedicada a vários
resultados considerados preliminares e que serão ferramentas úteis na demonstração dos
resultados obtidos no Capítulo 3.

Vamos ao Capítulo 3. Iniciamos este capítulo com o estudo do problema de C.
Pugh para a subclasse mais trivial das equações generalizadas de Abel, o caso n = 1. Na
segunda seção apresentamos um resultado obtido por Lins Neto em [5], o Teorema 3.1,
que resolve definitivamente o problema proposto por C. Pugh para o caso em que n = 2
(Equação de Ricatti).
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Na terceira seção, estudamos o caso n = 3 com base em [5], [2] e [6]. Neste caso
é possível, em casos particulares, garantir que (1.1) possui no máximo três ciclos limite
contando multiplicidades, sob as hipóteses dos Teoremas 3.10, 3.3 e 3.4, no máximo um
ciclo limite não nulo, sob as hipóteses do Teorema 3.5 e Corolário 3.7 e no máximo
quatro ciclos limite não nulos, sob as hipóteses do Teorema 3.8. Além destes resultados,
as Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3, trazem resultados sobre localização, estabilidade e existência
destes ciclos limite.

Na última seção, partimos para alguns casos mais gerais do problema proposto,
considerando n≥ 3. Com base em resultados estudados em [1], sob algumas hipóteses, é
possível encontrar as cotas do problema estudado (Teoremas 3.11 e 3.12). Os resultados
mais interessantes deste estudo são a Proposição 3.9 e a parte ii) do Teorema 3.12 que
mostram que é possível construir equações de Abel generalizadas para um valor de n≥ 4
dado, que possuem no mínimo uma quantidade l de ciclos limite. A proposição 3.9 é uma
generalização do mesmo resultado obtido por Lins Neto em [5] para n = 3.



CAPÍTULO 2
Generalidades

Neste capítulo apresentamos alguns conceitos e resultados utilizados no decorrer
deste trabalho. Na primeira seção trazemos as definições e na segunda seção vários
resultados considerados preliminares.

2.1 Definições

Definição 2.1. Sejam Σ0 = {(t,x) ∈ R2 : t = 0}, Σ1 = {(t,x) ∈ R2 : t = 1} e U o

subconjunto aberto de Σ0 tal que, (0,x0)∈U se, e somente se x(t,x0)∩Σ1 6= ∅. Definimos

a Aplicação de Poincaré associada à equação (1.1) h : U ⊂ Σ0 → Σ1 como segue, se

x0 ∈U então h(x0) = x(1,x0).

t

x

0 1

x0

h(x0)

x(t,x0)
1

6

-

Figura 2.1: Aplicação de Poincaré.

Observe que, se x(t,x0) é uma solução periódica de (1.1), então temos h(x0) = x0.

Definição 2.2. A multiplicidade de um ciclo limite x(t,x0) é a multiplicidade algébrica

de x0 como zero da função h(x0)− x0.

Definição 2.3. Dizemos que um ciclo limite x(t,x0) de (1.1) é,

(a) Estável se existe ε > 0 tal que, |h(y)− x0| < |y− x0| para todo y ∈ (x0− ε,x0)∪
(x0,x0 + ε);
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(b) Instável se existe ε > 0 tal que, |h(y)− x0| > |y− x0| para todo y ∈ (x0− ε,x0)∪
(x0,x0 + ε);

(c) Semi-Estável se existe ε > 0 tal que, |h(y)−x0|> |y−x0| para todo y∈ (x0−ε,x0)
e |h(y)− x0|< |y− x0| para todo y ∈ (x0,x0 + ε) ou o contrário.

t

x

0 1

x0 h(x0)j

j

-

6

- t

x

0 1

x0 h(x0)j
z

j

6

- t

x

0 1

x0 h(x0)j
z

-

6

-

Figura 2.2: Ciclos limite estável, instável e semi-estável, respecti-
vamente.

Definição 2.4. Um ciclo limite x(t) de (1.1) é dito Hiperbólico se dh
dx0

(x(0)) 6= 1

Em particular, se dh
dx0

(x(0)) < 1, podemos aplicar o teorema do valor médio
e concluir que x(t) é estável. Por outro lado, se dh

dx0
(x(0)) > 1, então x(t) é instável.

Veremos na Proposição 2.14 que as condições acima são equivalentes a dizer que, se∫ 1
0

∂S
∂x (t,x(t))dt < 0, então x(t) é estável e se

∫ 1
0

∂S
∂x (t,x(t))dt > 0, então x(t) é instável.

Além disso, veremos que um ciclo limite é hiperbólico se
∫ 1

0
∂S
∂x (t,x(t))dt 6= 0.

2.2 Resultados Premilinares

Esta seção, dedicada a resultados necessários no desenvolvimento deste trabalho,
está dividida em quatro subseções: a primeira traz dois Lemas estudados em [5] que
serão utilizados na demonstração do Lema 3.10; a segunda trata de algumas mudanças de
coordenadas e equações equivalentes à equação generalizada de Abel; a terceira subseção
trata da aplicação de Poincaré e da estabilidade de órbitas periódicas e na última subseção
falamos sobre alguns resultados conhecidos para fluxos planares que serão utilizados
neste estudo.

2.2.1 Construção de Funções

Nesta seção apresentamos dois lemas que serão utilizados na demonstração do
Lema 3.10. Seja g uma função real, denotaremos por jn(g) o polinômio de Taylor da
função g em x = 0 de grau n e por Jn ao conjunto de todos os polinômios em x de grau
menor ou igual a n.
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Lema 2.5. Sejam g0, g1, · · · , gn funções reais analíticas definidas em todo o intervalo

(−δ,δ) para algum δ > 0. Suponha que jn(gk) = xk, para k = 0, 1, · · · , n. Então existe

uma combinação linear g = ∑
n
i=0 aigi com pelo menos n raízes x1, · · · , xn tais que

xl ∈ (0,δ) e dg
dx (xl) 6= 0 para todo l = 1, · · · , n.

Prova. Iremos construir uma sequência de funções Gl , l = 0, 1, · · · , n, com Gl =

∑
l
i=0(−1)iεign−i onde εi > 0, i = 0, 1, · · · , n, será escolhido de maneira que Gl possui

no mínimo l raízes xi,l com dGl
dx (xi,l) 6= 0, i = 1, · · · , l.

Como jn(gk) = xk, para k = 0, 1, · · · , n temos que para cada gk existe um número
real θk > 0 tal que gk(x) > 0 para 0 < x ≤ θk. Escolha δ0 tal que 0 < δ0 < min{θk : k =
0, 1, · · · , n}, logo gk(x) > 0, k = 0, 1, · · · , n, para 0 < x≤ δ0.

Escolhendo ε0 = 1 temos G0 = gn que é uma função positiva em [0,δ0]. Escolhe-
remos ε1 < ε0 de maneira que G1(δ0) > 0. Como jn−1(G1) =−ε1xn−1, existe um δ1 > 0
tal que G1(x) < 0 para x ∈ (0,δ1] e logo G1 possui uma raiz x1,1 ∈ (δ1,δ0). Calculando
dG1
dx (x1,1), temos

dG1

dx
(x1,1) = −ε1

dgn−1

dx
(x1,1)+O((x1,1)n−1)

= −ε1(n−1)(x1,1)n−2 +O((x1,1)n−1).

Logo podemos escolher δ0 tão pequeno que dG1
dx (x1,1) 6= 0.

Considere que G1(x) possui uma raiz x1,1 tal que dG1
dx (x1,1) 6= 0 e que G1(δ1) < 0.

Podemos escolher ε2 < ε1 tão pequeno que G2(x) ≈ G1(x) para x ∈ [δ1,δ0] e assim
teremos uma raiz x1,2 ∈ (δ1,δ0) de G2(x) tal que dG2

dx (x1,2) 6= 0. Como jn−2(G2) = ε2xn−2,
existe δ2 > 0 tal que G2(x) > 0 para x ∈ (0,δ2] e logo G2 possui uma raiz x2,2 ∈ (δ2,δ1).
Calculando dG2

dx (x2,2), temos

dG2

dx
(x2,2) = ε2

dgn−2

dx
(x2,2)+O((x2,2)n−2)

= ε2(n−2)(x2,2)n−3 +O((x2,2)n−2).

Logo podemos escolher δ1 tão pequeno que dG2
dx (x2,2) 6= 0.

Considere que Gl(x), l + 1 < n, possui l raízes xi,l tais que dGl
dx (xi,l) 6= 0, para

i = 1, · · · , l, e que (−1)lGl(δl) > 0. Podemos escolher εl+1 < εl tão pequeno que
Gl+1(x)≈ Gl(x) para x ∈ [δl,δ0] e assim teremos l raízes xi,l+1 ∈ (δl,δ0) de Gl+1(x) tais
que dGl+1

dx (xi,l+1) 6= 0, para i = 1, · · · , l. Como jn−(l+1)(Gl+1) = (−1)l+1εl+1xn−(l+1),
existe δl+1 > 0 tal que (−1)l+1Gl+1(x) > 0 para x ∈ (0,δl+1] e logo Gl+1 possui uma raiz
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xl+1,l+1 ∈ (δl+1,δl). Calculando dGl+1
dx (xl+1,l+1), temos

dGl+1

dx
(xl+1,l+1) = εl+1

dgn−(l+1)

dx
(xl+1,l+1)+O((xl+1,l+1)n−(l+1))

= εl+1(n− (l +1))(xl+1,l+1)n−(l+2) +O((xl+1,l+1)n−l+1).

Logo podemos escolher δl tão pequeno que dGl+1
dx (xl+1,l+1) 6= 0.

Considere que Gn−1(x), possui n− 1 raízes xi,n−1 tais que dGn−1
dx (xi,n−1) 6= 0,

para i = 1, · · · , n− 1, e que (−1)n−1Gn−1(δn−1) > 0. Podemos escolher εn < εn−1

tão pequeno que Gn(x) ≈ Gn−1(x) para x ∈ [δn−1,δ0] e assim teremos n− 1 raízes
xi,n ∈ (δn−1,δ0) de Gn(x) tais que dGn

dx (xi,n) 6= 0, para i = 1, · · · , n− 1. Como j1(Gn) =
(−1)nεn +(−1)n−1εn−1x, existe δn > 0 tal que (−1)nGn(x) > 0 para x ∈ (0,δn] e logo Gn

possui uma raiz xn,n ∈ (δn,δn−1). Calculando dGn
dx (xn,n), temos

dGn

dx
(xn,n) = (−1)n−1

εn−1
dg1

dx
(xn,n)+(−1)n

εn
dg0

dx
(xn,n)+O(xn,n)1

= (−1)n−1
εn−1 +O(xn,n)1.

Logo podemos escolher δn−1 tão pequeno que dGn
dx (xn,n) 6= 0. �

Observação 2.6. No Lema 2.5 podemos substituir a suposição jn(gk) = xk, para k =
0, 1, · · · , n por

jn(gk) =
n−k

∑
l=0

ck,lxk+l, k = 0, · · · , n, ck,l ∈ R, l = 0, · · · , n− k e c0 > 0.

Vejamos alguns exemplos de funções como as estudadas no Lema 2.5.

Exemplo 2.7. O exemplo mais trivial das funções estudadas no Lema 2.5 são as funções

gk(x) = xk, k = 0, 1, · · · , n.

Exemplo 2.8. Um exemplo de funções como as da Observação 2.6 são as funções

gk(x) = senk(x), k = 0, 1, · · · , n. Observe que,

digk

dxi =
k!

(k− i)!
senk−i(x)cosi(x)+O((sen(x))k−i+2),

logo as funções gk são da forma dada na Observação 2.6.
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Lema 2.9. Seja Y uma família de funções reais analíticas definidas em [−1,1] de

dimensão n+1. Defina τ : Y → Jn por τ( f ) = jn(H f ) em x = 0, onde

H f (x) = x−nWf (x) =
∫ 1

0

f (t)
(1− xA(t))α

dt,

para uma função contínua A : R→ R e um número real α dado.

Se τ é sobrejetora, então existe f ∈ Y tal que W f (x) possui n raízes x1, · · · , xn

com dW f
dx (xi) 6= 0, para i = 1, · · · , n.

Prova. Como τ é sobrejetora existem funções f0, · · · , fn ∈ Y tais que τ( fk) = xk, para
k = 0, 1, · · · , n. Defina gk(x) = H fk(x), pelo Lema 2.5, existe uma combinação linear
g(x) = ∑

n
j=0 a jg j(x) que possui no mínimo n raízes x1, · · · , xn ∈ (0,δ) com dg

dx (xi) 6= 0,
para i = 1, · · · , n. Escolhendo f (t) = ∑

n
j=0 a j f j(t), teremos H f (x) = g(x) e portanto

x1, · · · , xn ∈ (0,δ) serão as raízes desejadas de Wf (x) = xng(x). �

2.2.2 Equivalências

Nesta subseção apresentamos quatro resultados estudados por A. Gasull e J.
Llibre em [2], sendo que o Lema 2.11 apresentado aqui é uma generalização do resultado
estudado em [2] para n = 3. Os resultados estudados nesta seção serão utilizados nas
demonstrações dos Teoremas 3.3 e 3.4.

Proposição 2.10. Toda equação de Abel,

dx
dt

= a3(t)x3 +a2(t)x2 +a1(t)x+a0(t), (2.1)

com uma solução periódica x1(t), pode ser escrita na forma

dx
dt

= A(t)x3 +B(t)x2 +C(t)x. (2.2)

Prova. Aplicando a mudança de variáveis y(t) = x(t)− x1(t) em (2.1) temos,

dy
dt

=
dx
dt
− dx1

dt
= a3(t)(x3− x3

1)+a2(t)(x2− x2
1)+a1(t)(x− x1)

= a3(t)(x3− x3
1)+a2(t)(x+ x1)(x− x1)+a1(t)(x− x1)

= a3(t)((y+ x1)3− x3
1)+a2(t)((y+ x1)+ x1)y+a1(t)y

= a3(t)(y3 +3y2x1 +3yx2
1 + x3

1− x3
1)+a2(t)(y+2x1)y+a1(t)y

= a3(t)y3 +(3x1 +a2)y2 +(3x2
1 +2a2x1 +a1)y

= A(t)y3 +B(t)y2 +C(t)y,
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onde A(t) = a3(t), B(t) = 3x1(t)+a2(t) e C(t) = 3(x1(t))2 +2a2(t)x1(t)+a1(t). �

Lema 2.11. No estudo da quantidade de ciclos limite de (1.1) podemos considerar

−a2 j no lugar de a2 j para todo j = 0, ..., [n
2 ], ou −a2 j+1 no lugar de a2 j+1 para todo

j = 0, ..., [n−1
2 ].

Prova. Aplicando em (1.1) a mudança de variáveis

y(t) =−x(t), (2.3)

temos,

dy
dt

= −dx
dt

= −
n

∑
j=0

a j(t)x j

=
n

∑
j=0

(−1) j+1a j(t)(−x) j =
n

∑
j=0

(−1) j+1a j(t)y j, (2.4)

logo podemos considerar −a2 j no lugar de a2 j para todo j = 0, ..., [n
2 ].

Aplicando em (2.4) a mudança de variáveis

y(s) = y(1− t),

temos,
dy
ds

=
dy
dt

dt
ds

=−dy
dt

=−
n

∑
j=0

(−1) j+1a j(t)y j =
n

∑
j=0

(−1) ja j(t)y j.

logo podemos considerar −a2 j+1 no lugar de a2 j+1 para todo j = 0, ..., [n−1
2 ]. �

Lema 2.12. As soluções de (2.2) nas regiões x > 0 e x < 0 podem ser estudadas na região

y = 1
x2 > 0 como soluções das equações diferenciais (2.5) e (2.6), respectivamente.

dy
dt

=−2A(t)−2B(t)y
1
2 (t)−2C(t)y(t), (2.5)

dy
dt

=−2A(t)+2B(t)y
1
2 (t)−2C(t)y(t). (2.6)

Prova. Basta aplicar em (2.2) a mudança de variáveis y = 1
x2 pois teremos,

dy
dt

=
−2
x3

dx
dt

= −2A(t)−2B(t)
1
x
−2C(t)

1
x2 . (2.7)
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Observe que,

y
1
2 =

1√
x2

=
1
|x|

=

{
1
x , se x > 0
1
−x , se x < 0

,

o que substituindo em (2.7) conclui a demonstração. �

Lema 2.13. Considere em (2.2) B(t) ≥ 0 ou B(t) ≤ 0 tal que B(t) 6≡ 0 e x(t) = x(t,x0)
uma solução, então o fluxo de (2.2) intercepta a curva φ(t) =−x(t,x0) formando com dφ

dt

um ângulo agudo positivo ou negativo, respectivamente.

t

x

0 1

x(t)x0

−x0 φ(t)

dx
dt

dφ

dt

j

6

-

��1���r
t

x

0 1

x(t)x0

−x0 φ(t) dx
dt

dφ

dt

j

6

-

��1
JĴ

r
Figura 2.3: O ângulo formado entre dx

dt e dφ

dt nos casos em que
B(t)≥ 0 e B(t)≤ 0, respectivamente.

Prova. Por (2.2) temos dx
dt = A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2 +C(t)x(t).

Os vetores tangentes da curva (t,−x(t)) são

(1,−A(t)(x(t))3−B(t)(x(t))2−C(t)x(t)).

O campo de vetores (2.2) em (t,−x(t)) é dado por

(1,−A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2−C(t)x(t)).

Como B(t)≥ 0 ou B(t)≤ 0 é tal que B(t) 6≡ 0 temos

−A(t)(x(t))3−B(t)(x(t))2−C(t)x(t)≤−A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2−C(t)x(t)

ou

−A(t)(x(t))3−B(t)(x(t))2−C(t)x(t)≥−A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2−C(t)x(t),

respectivamente. Nas inequações acima a desigualdade estrita vale para algum t ∈ [0,1].
Logo o Lema é válido. �
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2.2.3 Estabilidade e Aplicação de Poincaré

Nesta subseção apresentamos cinco resultados sobre a estabilidade das soluções
da equação de Abel.

A proposição seguinte foi citada em [2], mas a demonstração apresentada aqui
pode ser encontrada em [3].

Proposição 2.14. Seja h(x0) a aplicação de Poincaré associada à equação,

dx
dt

= S(t,x),

onde S ∈C3 é de período 1 em relação a t e t ∈ [0,1]. Temos,

i) dh
dx0

(x0) = e
∫ 1

0
∂S
∂x (t,x(t,x0))dt;

ii) d2h
dx2

0
(x0) = dh

dx0
(x0)

[∫ 1
0

∂2S
∂x2 (t,x(t,x0))e

∫ t
0

∂S
∂x (s,x(s,x0))dsdt

]
;

iii) d3h
dx3

0
(x0) = dh

dx0
(x0)

3
2

 d2h
dx2

0
(x0)

dh
dx0

(x0)

2

+
∫ 1

0
∂3S
∂x3 (t,x(t,x0))e2

∫ t
0

∂S
∂x (s,x(s,x0))dsdt

.

Prova. Pela definição 2.1, temos h(x0) = x(1,x0), logo dh
dx0

(x0) = ∂x
∂x0

(1,x0), d2h
dx2

0
(x0) =

∂2x
∂x2

0
(1,x0) e d3h

dx3
0

= ∂3x
∂x3

0
(1,x0).

Como x(t,x0) é a solução do problema de Cauchy,
dx
dt

= S(t,x)

x(0) = x0

, (2.8)

então,

x(t,x0) = x0 +
∫ t

0
S(s,x(s,x0))ds.

Derivando em relação a x0, temos

∂x
∂x0

(t,x0) = 1+
∫ t

0

∂S
∂x

(s,x(s,x0))
∂x
∂x0

(s,x0)ds. (2.9)

Fazendo z(t) = ∂x
∂x0

(t,x0) em (2.9), temos

z(t) = 1+
∫ t

0

∂S
∂x

(s,x(s,x0))z(s)ds, (2.10)
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onde para t = 0 temos z(0) = 1. Derivando (2.10) em relação a t obtemos o problema de
Cauchy, {

dz
dt = ∂S

∂x (s,x(s,x0))z(t)
z(0) = 1

,

cuja solução é
z(t) = e

∫ t
0

∂S
∂x (s,x(s,x0))ds.

Portanto, temos

dh
dx0

(x0) =
∂x
∂x0

(1,x0) = z(1) = e
∫ 1

0
∂S
∂x (t,x(t,x0))dt .

Derivando (2.9) em relação a x0, temos

∂2x
∂x2

0
(t,x0) =

∫ t

0

(
∂2S
∂x2 (s,x(s,x0))

(
∂x
∂x0

(s,x0)
)2

+
∂S
∂x

(s,x(s,x0))
∂2x
∂x2

0
(s,x0)

)
ds. (2.11)

Fazendo w(t) = ∂2x
∂x2

0
(t,x0) em (2.11), temos

w(t) =
∫ t

0

(
∂2S
∂x2 (s,x(s,x0))(z(s))

2 +
∂S
∂x

(s,x(s,x0))w(s)
)

ds, (2.12)

onde para t = 0 temos w(0) = 0. Derivando (2.12) em relação a t obtemos o problema de
Cauchy, {

dw
dt = ∂S

∂x (t,x(t,x0))w(t)+ ∂2S
∂x2 (t,x(t,x0))(z(t))2

w(0) = 0
,

cuja solução pelo método de “variação de parâmetros” é

w(t) = z(t)
∫ t

0

∂2S
∂x2 (s,x(s,x0))z(s)ds.

Portanto, temos

d2h
dx2

0
(x0) =

∂2x
∂x2

0
(1,x0) = w(1) = z(1)

∫ 1

0

∂2S
∂x2 (s,x(s,x0))z(s)ds

=
dh
dx0

(x0)
[∫ 1

0

∂2S
∂x2 (t,x(t,x0))e

∫ t
0

∂S
∂x (s,x(s,x0))dsdt

]
.

Derivando (2.11) em relação a x0 temos

∂3x
∂x3

0
(t,x0) =

∫ t

0

(
∂3S
∂x3

(
∂x
∂x0

)3

+3
∂2S
∂x2

∂x
∂x0

∂2x
∂x2

0
+

∂S
∂x

∂3x
∂x3

0

)
ds. (2.13)
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Fazendo u(t) = ∂3x
∂x3

0
(t,x0) em (2.13), temos

u(t) =
∫ t

0

(
(z(s))3 ∂3S

∂x3 +3z(s)w(s)
∂2S
∂x2 +u(s)

∂S
∂x

)
ds, (2.14)

onde para t = 0 temos u(0) = 0. Derivando (2.14) em relação a t obtemos o problema de
Cauchy,{

du
dt = ∂S

∂x (t,x(t,x0))u(t)+
(

3∂2S
∂x2 (t,x(t,x0))z(t)w(t)+ ∂3S

∂x3 (t,x(t,x0))(z(t))3
)

u(0) = 0
,

cuja solução pelo método de “variação de parâmetros” é

u(t) = z(t)
[

3
∫ t

0

∂2S
∂x2 (s,x(s,x0))w(s)ds+

∫ t

0

∂3S
∂x3 (s,x(s,x0))(z(s))2ds

]
. (2.15)

Considerando a função M(t) = 3
2

[
w(t)
z(t)

]2
, temos que

dM
dt

= 3
[∫ t

0

∂2S
∂x2 (s,x(s,x0))z(s)ds

]
∂2S
∂x2 (t,x(t,x0))z(t)

= 3
∂2S
∂x2

[
z(t)

∫ t

0

∂2S
∂x2 (s,x(s,x0))z(s)ds

]
= 3

∂2S
∂x2 (t,x(t,x0))w(t),

o que substituindo em (2.15), obtemos

u(t) = z(t)
[

M(t)+
∫ t

0

∂3S
∂x3 (s,(x(s,x0)))(z(s))2ds

]
.

Portanto, temos

d3h
dx3

0
(x0) =

∂3x
∂x3

0
(1,x0) = u(1) = z(1)

[
M(1)+

∫ 1

0

∂3S
∂x3 (s,x(s,x0))(z(s))2ds

]

=
dh
dx0

(x0)

3
2

 d2h
dx2

0
(x0)

dh
dx0

(x0)

2

+
∫ 1

0

∂3S
∂x3 (t,x(t,x0))e2

∫ t
0

∂S
∂x (s,x(s,x0))dsdt

 ,

que conclui a demonstração desta proposição. �

O Lema a seguir também foi estudado em [2] e será útil na demonstração de
alguns resultados do Capítulo 3.

Lema 2.15. A primeira derivada da aplicação de Poincaré associada a uma órbita
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periódica de (2.2) é dada por,

e
∫ 1

0 C(t)dt se x(t)≡ 0. (2.16)

ou

e−
∫ 1

0 (B(t)x(t)+2C(t))dt = e
∫ 1

0 (A(t)(x(t))2−C(t))dt se x(t) 6≡ 0. (2.17)

Prova. Aplicando o item i) da Proposição 2.14, temos,

dh
dx0

(x0) = e
∫ 1

0 (3A(t)(x(t))2+2B(t)x(t)+C(t))dt , (2.18)

então para x(t)≡ 0 temos,
dh
dx0

(0) = e
∫ 1

0 C(t)dt .

Para x(t) 6≡ 0 podemos reescrever (2.2) como segue,

dx
dt

x(t)
= A(t)(x(t))2 +B(t)x(t)+C(t),

que integrando no intervalo [0,1] temos,

ln(x(t))
∣∣∣∣1
0
=
∫ 1

0
(A(t)(x(t))2 +B(t)x(t)+C(t))dt,

logo, ∫ 1

0
(A(t)(x(t))2 +B(t)x(t)+C(t))dt = 0. (2.19)

Multiplicando (2.19) por −2 e adicionando a
∫ 1

0 (3A(t)(x(t))2 + 2B(t)x(t) +
C(t))dt temos,

∫ 1

0
(3A(t)(x(t))2 +2B(t)x(t)+C(t))dt =

∫ 1

0
(A(t)(x(t))2−C(t))dt.

Multiplicando (2.19) por −3 e adicionando a
∫ 1

0 (3A(t)(x(t))2 + 2B(t)x(t) +
C(t))dt temos,

∫ 1

0
(3A(t)(x(t))2 +2B(t)x(t)+C(t))dt =−

∫ 1

0
(B(t)x(t)+2C(t))dt.

Daí,

dh
dx0

(x0) = e−
∫ 1

0 (B(t)x(t)+2C(t))dt = e
∫ 1

0 (A(t)(x(t))2−C(t))dt .

Concluímos a demonstração. �
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a próxima proposição foi estudada em [6] e será utilizada na demonstração do
Teorema 3.5.

Proposição 2.16. Considere em [0,1]×R a equação diferencial

dx
dt

= f (t)P(x), (2.20)

com f : [0,1]→ R e P : R→ R funções de classe C1. Suponha que a equação P(x) = 0
tenha n soluções, x1, ..., xn, logo xi(t) = xi, i = 1, ..., n são soluções periódicas de (2.20).
Se
∫ 1

0 f (t)dt = 0, então todas as soluções de (2.20) são periódicas, caso contrário, os

únicos ciclos limite são xi(t), para i = 1, ..., n e além disso se xi tem multiplicidade 1
então xi(t) é hiperbólico e sua estabilidade é determinada pelo sinal de dP

dx (xi)
∫ 1

0 f (t)dt.

Prova. Uma solução x = x(t) de (2.20) com condição inicial x(0) 6= xi para i = 1, ..., n

satisfaz a equação

ϕ(x(t)) :=
∫ x(t)

x(0)

du
P(u)

=
∫ t

0
f (s)ds. (2.21)

Como dϕ

dx = 1
P(x) , temos que dϕ

dx 6= 0 se x 6= xi. Isto implica que ϕ(x) é injetora.

Se
∫ 1

0 f (t)dt = 0, por (2.21) temos ϕ(x(0)) = 0 = ϕ(x(1)) e como ϕ(x) é injetora
só podemos ter x(0) = x(1), logo toda solução de (2.20) é periódica.

Se
∫ 1

0 f (t)dt 6= 0, então teremos ϕ(x(0)) = 0 6=
∫ 1

0 f (t)dt = ϕ(x(1)) e daí só
podemos ter x(0) 6= x(1), logo x(t) não é periódica o que implica que as soluções xi(t) são
os únicos ciclos limite de (2.20). Além disso, pela Proposição 2.14 temos,

dh
dx0

(xi) = e
∫ 1

0
∂( f (t)P(x))

∂x (xi)dt = e
dP
dx (xi)

∫ 1
0 f (t)dt .

Seja xi uma raiz de P(x) de multiplicidade igual a um, então dP
dx (xi) 6= 0 e

dP
dx (xi)

∫ 1
0 f (t)dt 6= 0 o que implica que dh

dx0
(xi) 6= 1, portanto xi(t) é hiperbólico. �

A seguir apresentamos dois lemas estudados em [1] que serão úteis na demons-
tração do Teorema 3.11.

Lema 2.17. Considere as funções Φ,Ψ : [0,1]→ R, definidas como

Φ(x0) := (n−m)
∫ 1

0
an(t)(x(t,x0))n−1(t)dt +(1−m)

∫ 1

0
a1(t)dt (2.22)

e

Ψ(x0) := (m−n)
∫ 1

0
am(t)(x(t,x0))m−1(t)dt +(1−n)

∫ 1

0
a1(t)dt, (2.23)

onde x(t,x0) = x(t) é solução de uma equação generalizada de Abel na forma

dx
dt

= an(t)xn +am(t)xm +a1(t)x, (2.24)
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tal que x(0) = x0. Seja h(x0) a aplicação de Poincaré associada à equação (2.24). Se x(t)
for uma solução periódica, então temos,

dh
dx0

(x0) =

{
eΦ(x0) = eΨ(x0), se x0 6= 0,

e
∫ 1

0 a1(t)dt , se x0 = 0.
(2.25)

Prova. Pela Proposição (2.14) temos que

dh
dx0

(x0) = e
∫ 1

0 nan(t)xn−1dt+
∫ 1

0 mam(t)xm−1dt+
∫ 1

0 a1(t)dt . (2.26)

Se x0 = 0 temos x(t)≡ 0 então

dh
dx0

(0) = e
∫ 1

0 a1(t)dt .

Usando as equações (2.22) e (2.23) podemos reescrever (2.26) na forma

dh
dx0

(x0) = eΦ(x0)+mZ(x0) = eΨ(x0)+nZ(x0), (2.27)

onde
Z(x0) :=

∫ 1

0
an(t)xn−1dt +

∫ 1

0
am(t)xm−1dt +

∫ 1

0
a1(t)dt.

Se x0 6= 0 temos x(t) 6= 0 daí

1
x(t)

dx
dt

= an(t)xn−1 +am(t)xm−1 +a1(t),

que integrando no intervalo [0,1] temos

ln(x(1))− ln(x(0)) =
∫ 1

0
an(t)xn−1dt +

∫ 1

0
am(t)xm−1dt +

∫ 1

0
a1(t)dt = Z(x0),

e como x(t) é periódica temos que Z(x0) = 0 o que substituindo em (2.27) conclui a
demonstração. �

O Lema a seguir foi estudado em [1] apenas para k = 0. O que apresentamos
aqui é uma generalização deste resultado.

Lema 2.18. Considere a família a um parâmetro de equações diferenciais

dx
dt

= f (t,x)+ εx2k+1, (2.28)

onde f é periódica de período 1 na variável t, k é um número inteiro não negativo e

f (t,0) ≡ 0. Suponha que para ε = 0 a equação (2.28) possui um ciclo limite não nulo

semi-estável x(t) tal que x(0) = x∗0. Então, para |ε| suficientemente pequeno e com o
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sinal apropriado, a equação (2.28) possui no mínimo dois ciclos limite numa pequena

vizinhança de x(t).

Prova. Defina Dε(x0) = hε(x0)− x0 onde hε(x0) é a aplicação de Poincaré associada à
equação (2.28).

Vamos dividir esta demonstração em dois casos,
CASO 1. x∗0 > 0,

(1) Suponha que x(t) é estável na região {(t,x) ∈ S : x < x(t)} e instável na região
{(t,x) ∈ S : x > x(t)}. Isto implica que D0(x0) > 0 em uma vizinhança de x∗0.
Tome então dois números x1 < x∗0 < x2 tais que D0(x1) > 0 e D0(x2) > 0. Pela
continuidade das soluções de (2.28) em relação ao parâmetro ε temos que existe
um δ > 0 tal que para 0 < |ε|< δ temos Dε(x1) > 0 e Dε(x2) > 0. Para ε < 0, pelo
fluxo de (2.28) teremos Dε(x∗0) < 0, pois x(t) > 0 o que implica em ε(x(t))2k+1 < 0,
pelo teorema de Bolzano a função Dε possui duas raízes x+

ε e x−ε tais que x1 < x−ε <

x∗0 < x+
ε < x2. Ou seja, as soluções de (2.28) x−ε (t) e x+

ε (t) tais que x−ε (0) = x−ε e
x+

ε (0) = x+
ε , são periódicas;

t

x

0 1

x∗0
-

:

:

-

6

- t

x

0 1

x∗0
x−ε

x+
ε

-
z

-

-

:

:

6

-

Figura 2.4: Retratos de fase de (2.28) na vizinhança de x∗0 para
ε = 0 e ε 6= 0 respectivamente.

(2) Suponha que x(t) é instável na região {(t,x) ∈ S : x < x(t)} e estável na região
{(t,x) ∈ S : x > x(t)}. Isto implica que D0(x0) < 0 em uma vizinhança de x∗0.
Tome então dois números x1 < x∗0 < x2 tais que D0(x1) < 0 e D0(x2) < 0. Pela
continuidade das soluções de (2.28) em relação ao parâmetro ε temos que existe
um δ > 0 tal que para 0 < |ε|< δ temos Dε(x1) < 0 e Dε(x2) < 0. Para ε > 0, pelo
fluxo de (2.28) teremos Dε(x∗0) > 0, pois x(t) > 0 o que implica em ε(x(t))2k+1 > 0,
pelo teorema de Bolzano a função Dε possui duas raízes x+

ε e x−ε tais que x1 < x−ε <

x∗0 < x+
ε < x2. Ou seja, as soluções de (2.28) x−ε (t) e x+

ε (t) tais que x−ε (0) = x−ε e
x+

ε (0) = x+
ε , são periódicas.
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t
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Figura 2.5: Retratos de fase de (2.28) na vizinhança de x∗0 para
ε = 0 e ε 6= 0 respectivamente.

CASO 2. x∗0 < 0,
A demonstração deste caso é semelhante à do caso anterior. Basta aplicar a

mudança de variáveis y(t) =−x(t). �

2.2.4 Alguns Resultados Sobre Fluxos Planares

Os resultados apresentados nesta subseção foram estudados em [6] e serão
utilizados na demonstração do Teorema 3.5.

Considere o sistema {
ẋ = P(x,y)
ẏ = Q(x,y)

, (2.29)

de classe N ≥ 1, e seja L um arco da órbita associada a solução (x,y) = (ϕ(t),ψ(t)) para
t ∈ [0,τ]. Para algum ε > 0 suficientemente pequeno considere Σt = {(α(t,n),β(t,n)) :
|n| < ε} uma parametrização local para um conjunto de seções transversais a L em cada
ponto (ϕ(t),ψ(t)) para t ∈ [0,τ] onde (α(t,0),β(t,0)) = (ϕ(t),ψ(t)) e ∆(0,0)∆(τ,0) > 0
para

∆(t,n) =

∣∣∣∣∣ dϕ

dt
dψ

dt
∂α

∂n (t,n) ∂β

∂n (t,n)

∣∣∣∣∣ . (2.30)

O fluxo de (2.29) define uma aplicação de Poincaré entre Σ0 e Στ que relaciona,
pelo fluxo, um ponto de Σ0 a um ponto de Στ (quando possível).

Proposição 2.19. Seja H a aplicação de Poincaré descrita acima, então a derivada de H

em p = (α(0,0),β(0,0)) = (ϕ(0),ψ(0)) é dada por,

H ′(p) =
∆(0,0)
∆(τ,0)

exp
(∫

τ

0
div(P(ϕ(t),ψ(t)),Q(ϕ(t),ψ(t)))dt

)
.

Em [7], [8] e [3], encontramos subsídios para demonstrar este resultado. Utiliza-
remos esta proposição para demonstrar o seguinte resultado.
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Corolário 2.20. Considerando a equação (2.2) na forma do sistema diferencial

X(t,x) = (ṫ, ẋ) =
(
1,A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2 +C(t)x(t)

)
, (2.31)

Seja (t,γ(t)) uma solução de (2.31) definida em [0,1]. Então, para alguma função

g(t,x) ∈C1 tal que g(t,x) 6= 0 para (t,x) ∈ S a derivada da aplicação de Poincaré entre

Σ0 e Σ1 onde Σt = {(t,γ(t)+n) : n ∈ R} no ponto (0,γ(0)) é dado por

H ′(0,γ(0)) =
|g(0,γ(0))|
|g(1,γ(1))|

exp
(∫

τg

0
div(|g(t(s),γ(t(s)))|(X(t(s),γ(t(s)))))ds

)
sendo τg um número real positivo e t(s) uma função crescente dependente de g.

Prova. Como g(t,x) não se anula em [0,1]×R o sistema (2.31) é equivalente a

X̄(t,x) = |g(t,x)|X(t,x) = |g(t,x)|
(
1,A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2 +C(t)x(t)

)
, (2.32)

Como (t,γ(t)) é uma solução de (2.31) então existe uma função t(s) e um
número real positivo τg tal que (t(s),γ(t(s))) seja uma solução de (2.32) no intervalo
[0,τg] de forma que teremos t(0) = 0 e t(τg) = 1. Aplicando a Proposição 2.19 para
calcular a derivada da aplicação de Poincaré entre as seções transversais Σ0 e Σ1 onde
Σt(s) = (α(s,n),β(s,n)) = (t(s),γ(t(s))+n) no ponto (0,γ(0)) temos

H ′(0,γ(0)) =
|∆(t(0),0)|
|∆(t(τg),0)|

exp
(∫

τg

0
div(X̄(t(s),γ(t(s))))ds

)
(2.33)

De (2.30) temos,

∆(t,n) =

∣∣∣∣∣|g(t,x)| (A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2 +C(t)x(t))
0 1

∣∣∣∣∣
daí

∆(t(0),0) = ∆(0,0) = |g(0,γ(0))|

e
∆(t(τg),0) = ∆(1,0) = |g(1,γ(1))|,

substituindo os dados acima e (2.32) em (2.33) concluímos a demonstração. �

Corolário 2.21. Considere a equação diferencial (2.2) na forma do sistema diferen-

cial (2.31) e seja g(t,x) ∈ C1 uma função de período 1 em t que não se anula em

[0,1]×R. Seja K uma região conexa de [0,1]×R difeomorfa ao cilindro, suponha que

div(|g(t,x)|X(t,x)) não muda de sinal em K e se anula apenas em um conjunto de me-

dida nula não invariante pelo fluxo de (2.31). Então (2.2) possui no máximo um cilo limite

completamente contido em K e quando este existe é hiperbólico.
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Prova. Seja x(t) um ciclo limite de (2.2) completamente contido em K. Então a curva
(t(s),x(t(s))) é uma solução de (2.32), definida em [0,τg]. Usando o Corolário 2.20 e a
periodicidade de g(t,x) (pois, |g(0,x(0))|= |g(1,x(1))|) temos

H ′(0,x(0)) = exp
(∫

τg

0
div(|g(t(s),γ(t(s)))|(X(t(s),γ(t(s)))))ds

)
6= 1. (2.34)

Pela Definição 2.1 é possível observar que a aplicação h(x) relacionada com (2.2)
se comporta como a aplicação H(t,x) relacionada com (2.31). Logo podemos estudar a
estabilidade de (2.2) através de (2.34). Suponha que (2.2) possua em K mais de um ciclo
limite. Como div(|g(t,x)|X(t,x)) não muda de sinal em [0,1]×R e se anula apenas em
um conjunto de medida nula que não é invariante pelo fluxo de (2.31), concluímos que
todos eles têm a mesma estabilidade o que não é possível. Logo existe no máximo um
ciclo limite completamente contido em K. �

Teorema 2.22. Considere a equação de Abel (2.2) na forma do sistema diferencial (2.31).
Suponha que existe um número real w e uma função real f (t,x) ∈C1 de período 1 em t,

que se anula apenas em um subconjunto de medida nula de [0,1]×R tais que a função,

Mw(t,x) = 〈∇ f (t,x),X(t,x)〉+w f (t,x)div(X(t,x)),

não muda de sinal em [0,1]×R e se anula apenas em um conjunto N de medida nula

tal que o conjunto N\Q não é invariante pelo fluxo de (2.31), sendo Q o conjunto de

pontos (t,x) ∈ S tais que f (t,x) = 0. Sejam Ωi, i ∈ I, onde I é um conjunto de índices,

subconjuntos conexos de Q tais que os conjuntos Ωi∩Σ0 e Ωi∩Σ1 são unitários e para

i 6= j se tenha
(
Ωi∩Ω j

)
∩{(0,1)×R}= ∅. Seja o conjunto Q̃ = {Ωi : i∈ I}, suponha que

o conjunto Q̃ tenha K1 ∈ N elementos e que K2 ≤ K1 destes elementos sejam invariantes

pelo fluxo de (2.31).

t

x

0 1

Ω1

Ω2

Ω3

Ω4

6

-

Figura 2.6: O conjunto Q̃.

Então a equação (2.2) possui no máximo K1 + K2 + 1 ciclos limite e cada ciclo limite

ou é um elemento de Q̃ ou não intercepta nenhum elemento de Q̃. Além disso os ciclos
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limite de (2.2) não pertencentes a Q̃ são hiperbólicos e sua estabilidade é dada pelo sinal

constante da função w f (t,x)Mw(t,x) ao longo de sua trajetória.

Prova. Seja Ωi(s) = (t(s),ωi(s)) uma parametrização de cada Ωi ∈ Q̃. Observe que a
função Mw(Ωi(s)) = 〈∇ f (t(s),ωi(s),X(t(s),ω(s))〉 não muda de sinal, o que significa que
o fluxo de X(t,x) atravessa a curva Ωi(s) em um único sentido. Como f (t,x) é periódica
em t então cada curva Ωi(s) também é periódica, o que implica que ou Ωi(t) é um ciclo
limite de (2.2) ou não intercepta nenhum dos ciclos limite de (2.2).

Podemos dividir S\Q̃ em K1 + 1 regiões conexas difeomorfas ao cilindro onde
a função g(t,x) = | f (t,x)| 1w é sempre positiva, aplicando o Corolário 2.21 em cada uma
destas regiões concluímos que existem no máximo K1 + 1 ciclos limite em S\Q̃ todos
hiperbólicos e a estabilidade de cada um é dada pelo sinal de

div(|g(t,x)|X(t,x)) = div(| f (t,x)|
1
w X(t,x))

= div(| f (t,x)|
1
w , | f (t,x)|

1
w (A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2 +C(t)x(t)))

=
∂(| f (t,x)| 1w )

∂t
+

∂(| f (t,x)| 1w (A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2 +C(t)x(t)))
∂x

=
1
w
| f |

1
w−1

σ( f )
∂ f
∂t

+
1
w
| f |

1
w−1

σ( f )
∂ f
∂x

(Ax3 +Bx2 +Cx)

+| f |
1
w (3Ax2 +2Bx+C)

= σ( f )
1
w
| f |

1
w−1

(
∂ f
∂t

+
∂ f
∂x

(Ax3 +Bx2 +Cx)
)

+w
1
w
| f |

1
w−1

σ( f ) f (t,x)div(X(t,x))

= σ( f )
1
w
| f |

1
w−1 (〈∇ f (t,x),X(t,x)〉+w f (t,x)div(X(t,x)))

= σ( f (t,x))
1
w
| f (t,x)|

1
w−1Mw(t,x)

onde σ f (t,x) é o sinal de Como Q̃ possui K2 elementos invariantes pelo fluxo de (2.2) o
número máximo de ciclos limite de (2.2) é K1 +K2 +1. �



CAPÍTULO 3
Resultados

O objetivo deste capítulo é realizar um estudo sobre a quantidade de ciclos limite
da equação generalizada de Abel 1.1. No ano de 1980, A. Lins Neto em [5] apresentou
uma construção em que dado um número natural l é possível se obter uma equação de
Abel (n = 3) possuindo no mínimo l ciclos limite; em 2006 A. Gasull e A. Guillamon
apresentaram em [1] uma generalização da equação construída por A. Lins Neto, para
n > 3.

3.1 Um caso particular

O caso mais simples a ser estudado é a equação (1.1) quando n = 1. Assim, temos
o seguinte problema de Cauchy

dx
dt

= a1(t)x+a0(t), x(0) = x0, (3.1)

onde t ∈ [0,1] e ai : [0,1]→ R, i = 0,1 são funções contínuas de período 1.
Pela proposição 2.14 temos que

dh
dx0

(x0) = e
∫ 1

0 a(t)dt .

Vamos resolver o problema de Cauchy (3.1) usando o método de “variação de
parâmetros” (vide [3], [8] ou [7]). Este método consiste em fazer a seguinte mudança de
coordenadas

x(t) = c(t)e
∫ t

0 a1(s)ds, (3.2)

onde c(t) é uma função derivável em [0,1]. Como x(0) = x0, por (3.2) temos que c(0) = x0
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e derivando (3.2) temos

dx
dt

=
dc
dt

e
∫ t

0 a1(s)ds + c(t)a1(t)e
∫ t

0 a1(s)ds

a1(t)c(t)e
∫ t

0 a1(s)ds +a0(t) =
dc
dt

e
∫ t

0 a1(s)ds + c(t)a1(t)e
∫ t

0 a1(s)ds

dc
dt

= a0(t)e−
∫ t

0 a1(s)ds, c(0) = x0,

cuja solução é

c(t) = x0 +
∫ t

0
a0(r)e−

∫ r
0 a1(s)dsdr.

De onde concluímos que a solução de (3.1) é

x(t) =
[

x0 +
∫ t

0
a0(r)e−

∫ r
0 a1(s)dsdr

]
e
∫ t

0 a1(s)ds. (3.3)

Fazendo x(0) = x(1) em (3.3) temos a seguinte equação

x0 = x(0) = x(1) = x0e
∫ 1

0 a1(s)ds + e
∫ 1

0 a1(s)ds
∫ 1

0
a0(r)e

− ∫ r
0 a1(s)dsdr

= Ax0 +B,

ou
(1−A)x0 = B,

onde A = e
∫ 1

0 a1(s)ds = dh
dx0

(x0) e B = e
∫ 1

0 a1(s)ds ∫ 1
0 a0(r)e

− ∫ r
0 a1(s)dsdr.

Podemos concluir então que,

i) Se 1− A 6= 0, então (3.1) possui um único ciclo limite em x0 = B
1−A e este é

hiperbólico;

ii) Se 1−A = 0 e B = 0, então todas as soluções de (3.1) são periódicas;

iii) Se 1−A = 0 e B 6= 0, então (3.1) não possui órbita periódica.

3.2 A equação de Ricatti

Teorema 3.1 (Equação de Ricatti). A equação,

dx
dt

= a2(t)x2 +a1(t)x+a0(t), (3.4)

onde t ∈ [0,1] e ai : [0,1]→ R, i = 0,1,2 são funções contínuas de período 1, possui no

máximo dois ciclos limite.
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Prova. Suponha que (3.4) possui duas soluções fechadas xi(t), i = 1,2. Aplicaremos em
(3.4) a mudança de variáveis,

y = y(t,x) =
x(t)− x1(t)
x2(t)− x1(t)

. (3.5)

A mudança acima transforma respectivamente as soluções x1 e x2 em y1(t) ≡ 0
e y2(t)≡ 1 e a equação (3.4) em,

dy
dt

=
d(x−x1)

dt (x2− x1)− d(x2−x1)
dt (x− x1)

(x2− x1)2

=
(a2(x2− x2

1)+a1(x− x1))(x2− x1)− (a2(x2
2− x2

1)+a1(x2− x1))(x− x1)
(x2− x1)2

=
a2x2x2−a2x2

1x2 +a1xx2−a1x1x2−a2x2x1 +a2x3
1−a1xx1 +a1x2

1
(x2− x1)2

+
−a2xx2

2 +a2xx2
1−a1xx2 +a1xx1 +a2x1x2

2−a2x3
1 +a1x1x2−a1x2

1
(x2− x1)2

=
a2(x2x2− x2

1x2− x2x1− x2
2x+ x2

1x+ x2
2x1)

(x2− x1)2

=
a2(x2− x1)(x2− (x1 + x2)x+ x1x2)

(x2− x1)2

=
a2(x2− x1)(x− x2)(x− x1)

(x2− x1)2 = a2(x2− x1)
(

x− x1

x2− x1
−1
)(

x− x1

x2− x1

)
= a2(x2− x1)(y−1)y

= λ(t)y(y−1), 0≤ t ≤ 1, (3.6)

onde λ(t) = a2(t)(x2(t)− x1(t)). Por (3.5) observamos que uma solução x(t) de (3.4) é
fechada se, e somente se, a solução correspondente y(t) de (3.6) é fechada.

Aplicando em (3.6) a seguinte mudança de variáveis,

z(t) =
y(t)−1

y(t)
. (3.7)

Temos,

dz
dt

=
d(y−1)

dt y− d(y)
dt (y−1)

y2 =
1
y2

dy
dt

=
λ(t)y(y−1)

y2 =
λ(t)(y−1)

y
= λ(t)z. (3.8)

Observamos que (3.7) leva a solução y1≡ 0 de (3.6) na “solução” z1≡∞ de (3.8)
e a solução y2≡ 1 de (3.6) na solução z2≡ 0 de (3.8), além disso, por (3.7) temos que uma
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solução y(t) de (3.6) é fechada se, e somente se, a solução correspondente z(t) é fechada.
A solução geral de (3.8) é

z(t) = exp
(∫ t

0
λ(s)ds

)
· z0, (3.9)

onde z(0) = z0 é uma condição inicial dada.
Seja, z(t) uma solução fechada de (3.8), aplicando (3.9) temos,

z(0) = z(1)

z0 = exp
(∫ 1

0
λ(s)ds

)
· z0

z0

(
1− exp

(∫ 1

0
λ(s)ds

))
= 0.

Logo, se z(t) é fechada temos z(t) ≡ 0 ou
∫ 1

0 λ(s)ds = 0. Na primeira hipótese
concluímos que as únicas “soluções” de (3.8) (e consequentemente de (3.4) e (3.6)) são z1

e z2 (x1 e x2 para (3.4) e y1 e y2 para (3.6)) já na segunda hipótese concluímos que todas
as soluções de (3.8) (e consequentemente de (3.4) e (3.6)) são fechadas. �

3.3 A equação de Abel

Nesta seção passamos ao caso n = 3. Estudaremos a equação

dx
dt

= a3(t)x3 +a2(t)x2 +a1(t)x+a0(t). (3.10)

Pela Proposição 2.10 temos que se (3.10) possui uma solução periódica x1(t),
então pode ser escrita na forma

dx
dt

= A(t)x3 +B(t)x2 +C(t)x. (3.11)

O primeiro resultado que apresentamos aqui foi estudado por Lins Neto em [5].

Teorema 3.2. A equação de Abel (3.10), com a3(t) ≥ 0 e a3(t) 6≡ 0, t ∈ [0,1], possui no

máximo três ciclos limite.

Prova. Suponha que (3.10) possua pelo menos quatro soluções fechadas: x1(t) < x2(t) <

x3(t) < x4(t). Aplicando a mudança de variáveis (3.5) em (3.10), as soluções xi(t),
i = 1, ...,4, são transformadas respectivamente em y1 ≡ 0 < y2 ≡ 1 < y3 < y4 e (3.10)
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é transformada em,

dy
dt

=
d(x−x1)

dt (x2− x1)− d(x2−x1)
dt (x− x1)

(x2− x1)2

=
(a3(x3− x3

1)+a2(x2− x2
1)+a1(x− x1))(x2− x1)

(x2− x1)2

−
(a3(x3

2− x3
1)+a2(x2

2− x2
1)+a1(x2− x1))(x− x1)

(x2− x1)2

=
(a3(x3− x3

1)+a2(x2− x2
1))(x2− x1)− (a3(x3

2− x3
1)+a2(x2

2− x2
1))(x− x1)

(x2− x1)2

=
a3(x3− x3

1)+a2(x2− x2
1)−a3(x2

2 + x2x1 + x2
1)(x− x1)−a2(x2 + x1)(x− x1)

x2− x1

= (a3(x2 + xx1 + x2
1)+a2(x+ x1)−a3(x2

2 + x2x1 + x2
1)−a2(x2 + x1))

x− x1

x2− x1

= y(a3x2−a3x2
2 +a3xx1−a3x2x1 +a2x−a2x2)

= y(x− x2)(a3x+a3x1 +a3x2 +a2)

= y(x− x2)
x2− x1

x2− x1
(a3x+a3x1 +a3x2 +a2)

= y(y−1)(x2− x1)(a3(x− x1)+2a3x1 +a3x2 +a2)

= y(y−1)(a3(x2− x1)(x− x1)+(x2− x1)(2a3x1 +a3x2 +a2))

= y(y−1)(ay+b) = a(t)y3 +(b(t)−a(t))y2−b(t)y, (3.12)

onde a(t) = a3(t)(x2(t)− x1(t))2 ≥ 0 (e 6≡ 0) e b(t) = (x2(t)− x1(t))(2a3(t)x1(t) +
a3(t)x2(t) + a2(t)). Como já havíamos observado antes (na prova do Teorema 3.1),
por (3.5) segue que uma solução x(t) de (3.10) é fechada se, e somente se, a solução
correspondente y(t) de (3.12) é fechada. Portanto yi, i = 1, ...,4, são todas fechadas.
Aplicando em (3.12) a seguinte mudança de variáveis,

z =− ln
y

y−1
, y > 1, (3.13)

temos,
dz
dt

=
dy
dt

y(y−1)
= ay+b. (3.14)

Por (3.13) observamos que uma solução y(t) de (3.12), tal que y(t) > 1 para todo
t ∈ [0,1], é fechada se, e somente se, sua correspondente z(t) é fechada.

Como zi(t) =− ln yi(t)
yi(t)−1 , i = 3,4, são soluções fechadas de (3.14), temos,

0 = (z4(1)− z3(1))− (z4(0)− z3(0))

=
∫ 1

0

(
dz4

dt
− dz3

dt

)
dt =

∫ 1

0
a(y4(t)− y3(t))dt > 0.
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Uma contradição. �

Os próximos dois resultados foram obtidos por A. Gasull e J. Llibre em [2].

Teorema 3.3. Seja a equação de Abel (3.11), suponha que A(t) 6≡ 0 e não muda de sinal

(isto é, A(t)≥ 0 ou A(t)≤ 0). Então podemos afirmar,

i) A soma das multiplicidades de todos os ciclos limite de (3.11) é no máximo 3;

ii) Considerando c =
∫ 1

0 C(t)dt e d =
∫ 1

0 B(t)e
∫ t

0 C(s)dsdt, a tabela 3.1 mostra uma

distribuição mais precisa dos ciclos limite de (3.11).

c < 0 c = 0 c > 0

A(t)≤ 0 A(t)≥ 0 A(t)≤ 0 A(t)≥ 0 A(t)≤ 0 A(t)≥ 0

d <0 d =0 d >0 d <0 d >0 d =0 d <0 d >0 d <0 d =0 d >0

x>0 0 0 2 1 0 1 0 1 0 1 2 0 0

x=0 1 1 1 1 2 2 3 2 2 1 1 1 1

x<0 2 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 2

Tabela 3.1: Distribuição dos ciclos limite da equação (3.11), con-
tando multiplicidades, em cada região do plano (x < 0,
x = 0 e x > 0) considerando A(t) ≤ 0 ou A(t) ≥ 0 tal
que A(t) 6≡ 0.

Prova. Considere o caso A(t)≥ 0 (A(t)≤ 0). Temos,

∂3

∂x3 (A(t)x3 +B(t)x2 +C(t)x) = 6A(t),

daí pela Proposição 2.14 obtemos que d3h
dx3

0
(x0) > 0 (d3h

dx3
0
(x0) < 0) para qualquer x0 para o

qual h(x0) esteja definido.
Suponha que x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x4 sejam zeros da função h(x0)− x0, contando

multiplicidades. Pelo Teorema de Rolle existem y1, y2 e y3 com

x1 ≤ y1 ≤ x2 ≤ y2 ≤ x3 ≤ y3 ≤ x4,

tais que y1, y2 e y3 sejam zeros de dh
dx0
−1, contando multiplicidades. Aplicando novamente

o Teorema de Rolle existem z1 e z2 com

y1 ≤ z1 ≤ y2 ≤ z2 ≤ y3,
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tais que z1 e z2 sejam zeros de d2h
dx2

0
, contando multiplicidades. E novamente pelo Teorema

de Rolle existe w1 com z1 ≤ w1 ≤ z2, tal que w1 seja zero de d3h
dx3

0
. Uma contradição, logo

vale a afirmação i) do Teorema.
Para demonstrar a afirmação ii) iremos estudar o número de zeros, contando

multiplicidades, da função
f (x0) = h(x0)− x0.

Para x(t) ≡ 0 temos f (0) = h(0)− 0 = 0, d f
dx0

(0) = dh
dx0

(0)− 1 = ec − 1 e
d2 f
dx2

0
(0) = d2h

dx2
0
(0) = 2ecd.

Para x(t) 6≡ 0 temos

d f
dx0

=
dh
dx0
−1,

d2 f
dx2

0
=

d2h
dx2

0
e

d3 f
dx3

0
=

d3h
dx3

0
.

Além disso, pelo Lema 2.15

d f
dx0

(x0) =
dh
dx0

(x0)−1 = e
∫ 1

0 (A(t)(x(t))2−C(t))dt−1

= e
∫ 1

0 A(t)(x(t))2dte−c−1 se x(t) 6≡ 0. (3.15)

e pela Proposição 2.14

d3 f
dx3

0
(x0) =

dh
dx0

(x0)

3
2

 d2h
dx2

0
(x0)

dh
dx0

(x0)

2

+6
∫ 1

0
A(t)e2

∫ t
0

∂S
∂x (s,x(s,x0))dsdt

> 0.

Iremos dividir a demostração desta segunda parte do teorema em dois casos.
CASO 1. A(t)≥ 0 e A(t) 6≡ 0,
Para x(t) 6≡ 0 temos

∫ 1
0 A(t)(x(t))2dt > 0 daí,

e
∫ 1

0 A(t)(x(t))2dt > 1.

(1) Se c < 0,
d f
dx0

(0) < 0 e
d f
dx0

(x0) > 0 se x(t) 6≡ 0.

Portanto f (x) é uma função estritamente crescente nas regiões x < 0 e x > 0 o
que garante a existência de, no máximo, um ciclo limite em cada uma destas
regiões, contando multiplicidades (a multiplicidade é garantida pelo fato de que
d f
dx0

(x0) 6= 0).

O ciclo limite x(t) ≡ 0 também possui multiplicidade igual a 1 (pois, d f
dx0

(0) 6= 0).
Na figura 3.1 estão representados todos os retratos de fase possíveis para este caso;
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Figura 3.1: Possíveis retratos de fase para a equação (3.11) com
A(t)≥ 0, A(t) 6≡ 0 e c > 0.

(2) Se c = 0 e d < 0,

d f
dx0

(0) = 0 e
d f
dx0

(x0) > 0 se x(t) 6≡ 0.

Quanto as regiões x < 0 e x > 0 é possível obter os mesmos resultados do item
(1). No entanto, suponha que exista um ciclo limite x1(t) < 0. Como d f

dx0
(0) = 0 e

d2 f
dx2

0
(0) = 2d < 0 então o ciclo limite x(t) ≡ 0 é instável considerando-se apenas a

região x < 0. Neste caso teremos d f
dx0

(x1(0)) ≤ 0, o que é uma contradição. Logo
a equação não possui ciclo limite em x < 0 e possui no máximo um, contando
multiplicidade, na região x > 0.

Já em x = 0, temos d f
dx0

(0) = 0 e d2 f
dx2

0
(0) < 0 o que permite que a multiplicidade de

x(t)≡ 0 seja no máximo dois;

(3) Se c = d = 0,
d f
dx0

(0) = 0,
d2 f
dx2

0
(0) = 0,

d3 f
dx3

0
(0) > 0

e
d f
dx0

(x0) > 0 se x(t) 6≡ 0.

Neste caso também podemos obter os mesmos resultados do item (1). Mas, se
supormos que existem dois ciclos limite x1(t) > e x2(t) < 0, como x(t) ≡ 0 é
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instável, teremos d f
dx0

(x1(0)) ≤ 0 e d f
dx0

(x2(0)) ≤ 0, o que é uma contradição. Logo
não existem ciclos limite em x < 0 e x > 0.

Na região x = 0, como d f
dx0

(0) = 0, d2 f
dx2

0
(0) = 0 e d3 f

dx3
0
(0) > 0, pelo teorema de Rolle

a multiplicidade de x(t)≡ 0 é no máximo três;

(4) Se c = 0 e d > 0,

Semelhante ao item (2);

(5) Se c > 0 e d < 0,

d f
dx0

(0) > 0,
d2 f
dx2

0
(0) < 0,

d f
dx0

(x0) = e
∫ 1

0 A(t)(x(t))2dte−c−1 se x(t) 6≡ 0

e
d3 f
dx3

0
(x0) > 0.

Na região x < 0 suponha que exista um ciclo limite x1(t) e que não haja outro entre
x1(t) e x(t) = 0. Como x(t)≡ 0 é instável, teremos d f

dx0
(x1(0))≤ 0 como d f

dx0
(0) > 0

então existem pontos entre x1(0) e 0 onde a função d f
dx0

é estritamente crescente,

ou seja existe y1, x1(0) ≤ y1 < 0 tal que d2 f
dx2

0
(y1) > 0 e como d2 f

dx2
0
(0) < 0 existe y2,

y1 ≤ y2 < 0 tal que d3 f
dx3

0
(y2) < 0. Contradição, logo não existe ciclo limite na região

x < 0.

Na região x > 0 o número máximo de ciclos limite é dois, contando multiplicidades,
pois o número máximo de ciclos limite é três e já conhecemos um (x(t)≡ 0).

Pelo fato de d f
dx0

(0) > 0 a multiplicidade de x(t)≡ 0 é um;

(6) Se c > 0 e d = 0,

d f
dx0

(0) > 0,
d2 f
dx2

0
(0) = 0,

d f
dx0

(x0) = e
∫ 1

0 A(t)(x(t))2dte−c−1 se x(t) 6≡ 0

e
d3 f
dx3

0
(x0) > 0.

Suponha que x1(t) < 0 (x2(t) > 0) seja um ciclo limite e que não hajam outro
ciclo limite entre x1(t) e x(t) ≡ 0 (x(t) ≡ 0 e x2(t)). Como x(t) ≡ 0 é instável
temos d f

dx0
(x1(0)) ≤ 0 e ( d f

dx0
(x2(0)) ≤ 0), então existe y1, x1(0) ≤ y1 < 0 (y2,

0 < y2 ≤ x2(0)) tal que d2 f
dx2

0
(y1) > 0 (d2 f

dx2
0
(y2) < 0), daí existe z1, y1 ≤ z1 < 0 (z2,

0 < z2≤ y2) tal que d3 f
dx3

0
(z1) < 0 (d3 f

dx3
0
(z2) < 0). Contradição, logo não existem ciclos

limite nas regiões x < 0 e x > 0.
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A multiplicidade do ciclo limite x(t)≡ 0 é igual a um (pois, d f
dx0

(0) > 0).

(7) Se c > 0 e d > 0,

Semelhante ao item (5).

CASO 2. A(t)≤ 0 e A(t) 6≡ 0,
Pelo Lema 2.11 temos que a demonstração deste caso é semelhante à do caso

anterior. Basta aplicar a mudança de variáveis y(t) =−x(t). �

Teorema 3.4. Seja a equação de Abel (3.11), suponha que B(t) 6≡ 0 e não muda de sinal

(isto é, B(t)≥ 0 ou B(t)≤ 0). Então podemos afirmar,

i) A soma das multiplicidades de todos os ciclos limite de (3.11) é no máximo 3;

ii) A Tabela 3.2 mostra uma distribuição mais precisa dos ciclos limite de (3.11).

c < 0 c = 0 c > 0

B(t)≤ 0 B(t)≥ 0 B(t)≤ 0 B(t)≥ 0

x > 0 1 2 1 2 1

x = 0 1 1 2 1 1

x < 0 2 1 1 1 2

A soma das multiplicidades é no Máximo 3 3 3 3 3

Tabela 3.2: Distribuição dos ciclos limite da equação (3.11), con-
tando multiplicidades, em cada região do plano (x < 0,
x = 0 e x > 0), considerando B(t) ≤ 0 ou B(t) ≥ 0 tal
que B(t) 6≡ 0.

Prova. Pela Proposição 2.14 e Lema 2.12, temos

d2h
dy2

0
(y(0)) =

dh
dx0

(y(0))

2

∫ 1

0
B(t)(y(t))−

3
2 e
∫ t

0(−B(s)(y(s))−
1
2−2C(s))dsdt 6= 0

ou
d2h
dy2

0
(y(0)) =−

dh
dx0

(y(0))

2

∫ 1

0
B(t)(y(t))−

3
2 e
∫ t

0(B(s)(y(s))−
1
2−2C(s))dsdt 6= 0.

Aplicando o teorema de Rolle à igualdade acima, concluímos que existem no
máximo dois ciclos limite, contando multiplicidades, em cada uma das regiões x < 0 e
x > 0.

Observe que, y = x−2 (y0 = x−2
0 ) implica em dy

dx = −2x−3 (dy0
dx0

= −2x−3
0 ) e

d2y
dx2 = 6x−4 (d2y0

dx2
0

= 6x−4
0 ). Além disso,

d2 f
dx2

0
=

d2h
dx2

0
=

d2h
dy2

0

(
dy0

dx0

)2

+
dh
dx0

d2y0

dx2
0

.
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Dividiremos esta demonstração em dois casos,
CASO 1. B(t)≥ 0 e B(t) 6≡ 0,

(1) Se c < 0,

d f
dx0

(0) < 0,
d f
dx0

(x0) > 0 se x0 < 0 e
d2 f
dx2

0
(x0) > 0 se x0 > 0.

Dos dados acima concluímos que o número máximo de ciclos limite, contando
multiplicidades, é igual a dois em x > 0, um em x = 0 e também um em x < 0.
Agora suponha que existam três ciclos limite x1(t), x2(t) e x3(t) tais que x1(t) <

0 < x2(t) < x3(t), aplicando o Lema 2.13 juntamente com as informações acima,
concluímos que x1 e x3 não podem coexistir. Logo existem no máximo três ciclos
limite;

(2) Se c = 0,

d f
dx0

(0) = 0,
d f
dx0

(x0)

{
> 0, se x0 < 0
< 0, se x0 > 0

e
d2 f
dx2

0
(x0) > 0 se x0 ≥ 0.

Os dados acima indicam a existência de no máximo um ciclo limite em cada uma
das regiões x > 0 e x < 0 e que a multiplicidade de x(t) ≡ 0 é no máximo igual a
dois. Suponha que existam dois ciclos limite x1(t) e x2(t) tais que x1(t) < 0 < x2(t),
pelos dados acima teremos x1(t) instável e x2(t) estável, aplicando o Lema 2.13
concluímos que x1(t) e x2(t) não podem coexistir. Logo existem no máximo três
ciclos limite;

(3) Se c > 0,

Semelhante ao item (1).

CASO 2. B(t)≤ 0 e B(t) 6≡ 0,
Pelo Lema 2.11 temos que a demonstração deste caso é semelhante à do caso

anterior. Basta aplicar a mudança de variáveis y(s) =−x(1− t). �

Os próximos três resultados foram estudados em [6].

Teorema 3.5. Considere a seguinte equação de Abel

dx
dt

= A(t)x3 +B(t)x2. (3.16)

Suponha que existem dois números reais a e b tais que aA(t)+ bB(t) 6≡ 0 e não

muda de sinal em [0,1] (isto é, aA(t)+bB(t)≤ 0 ou aA(t)+bB(t)≥ 0). Nestas condições

podemos afirmar,
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i) A equação (3.16) possui no máximo um ciclo limite não nulo e quando este ciclo

limite existe é hiperbólico;

ii) Considerando l(t) = aA(t)+bB(t)
b quando b 6= 0, a tabela 3.3 mostra uma localização

mais precisa deste ciclo limite, além de trazer informações sobre existência e

estabilidade.

Estabilidade Existência Região

∫ 1
0 A(t)dt < 0 Estável Não garantida x < a

b

l(t)≤ 0
∫ 1

0 A(t)dt > 0
∫ 1

0 B(t)dt < 0 Instável Não garantida x > 0

ab < 0
∫ 1

0 B(t)dt > 0 Instável ∃ a
b < x < 0∫ 1

0 A(t)dt < 0
∫ 1

0 B(t)dt < 0 Estável ∃ a
b < x < 0

l(t)≥ 0
∫ 1

0 B(t)dt > 0 Estável Não garantida x > 0∫ 1
0 A(t)dt > 0 Instável Não garantida x < a

b

b = 0 Vide Tabela 3.1∫ 1
0 A(t)dt = 0 6 ∃∫ 1
0 B(t)dt = 0 6 ∃

a = 0 Vide Tabela 3.2∫ 1
0 A(t)dt < 0

∫ 1
0 B(t)dt < 0 Estável Não garantida x < 0

l(t)≤ 0
∫ 1

0 B(t)dt > 0 Estável ∃ 0 < x < a
b

ab > 0
∫ 1

0 A(t)dt > 0
∫ 1

0 B(t)dt < 0 Instável Não garantida x > a
b∫ 1

0 A(t)dt < 0
∫ 1

0 B(t)dt > 0 Estável Não garantida x > a
b

l(t)≥ 0
∫ 1

0 A(t)dt > 0
∫ 1

0 B(t)dt < 0 Instável ∃ 0 < x < a
b∫ 1

0 B(t)dt > 0 Instável Não garantida x < 0

Tabela 3.3: Informações sobre o único ciclo limite não nulo de
(3.16), considerando aA(t) + bB(t) ≤ 0 ou aA(t) +
bB(t)≥ 0 tal que aA(t)+bB(t) 6≡ 0.

Observação 3.6. Na tabela acima a informação “Não garantida” significa apenas que

através do método utilizado não foi possível obter informações sobre a existência ou não

deste ciclo limite.

Prova. Nesta demonstração não estudaremos os casos a = 0 e b = 0 pois estes casos
podem ser encontrados nas Tabelas 3.1 e 3.2, pois se a = 0 teremos satisfeitas as condições
do Teorema 3.4 com C(t) ≡ 0 ou seja, c = 0 e se b = 0, teremos satisfeitas as condições
dos Teorema 3.3 também com c = 0. Então estudaremos o caso em que ab 6= 0.
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Aplicando o Teorema 2.22 com f (t,x) = x2(bx−a) e w =−1 temos

M−1(t,x) =
〈
(0,2x(bx−a)+bx2)),(1,A(t)x3 +B(t)x2)

〉
−x2(bx−a)(3A(t)x2 +2B(t)x)

= (3bx2−2ax)(A(t)x3 +B(t)x2)− (bx3−ax2)(3A(t)x2 +2B(t)x)

= x3(A(t)(3bx2−2ax−3bx2 +3ax)+B(t)(3bx−2a−2bx+2a))

= x4(aA(t)+bB(t)).

que se anula identicamente apenas sobre a solução x(t) = 0 e como f (t,0) = 0 as
condições do Teorema 2.22 são satisfeitas. Observe que Q̃ = {Ω1(t),Ω2(t)} onde Ω1(t) =
(t,0) e Ω2(t) = (t, a

b) e que apenas Ω1(t) é invariante pelo fluxo, pois dΩ2
dt ≡ 0 e

X(t,Ω2(t)) = a2

b3 (aA(t) + bB(t)). Portanto pelo Teorema 2.22 temos que (3.16) possui
no máximo três ciclos limite não nulos, cada um deles é hiperbólico sendo no máximo
um ciclo limite em cada uma das três regiões de [0,1]×R: [0,1]× (−∞, a

b), [0,1]× (a
b ,0)

e [0,1]× (0,∞) se ab < 0 ou [0,1]× (−∞,0), [0,1]× (0, a
b) e [0,1]× (a

b ,∞) se ab > 0.
Podemos reescrever (3.16) nas duas seguintes formas

dx
dt

= A(t)(x(t))2
(

x(t)− a
b

)
+

aA(t)+bB(t)
b

(x(t))2,

dx
dt

=−b
a

B(t)(x(t))2
(

x(t)− a
b

)
+

aA(t)+bB(t)
a

(x(t))3.

Seja a função l(t) = aA(t)+bB(t)
b observe que l(t)≤ 0 ou l(t)≥ 0, temos

dx
dt

= A(t)(x(t))2
(

x(t)− a
b

)
+ l(t)(x(t))2, (3.17)

dx
dt

=−b
a

B(t)(x(t))2
(

x(t)− a
b

)
+

b
a

l(t)(x(t))3. (3.18)

Para demonstrar que (3.16) possui no máximo um ciclo limite não nulo iremos
comparar as equações (3.17) e (3.18) com

dx
dt

= A(t)(x(t))2
(

x− a
b

)
(3.19)

e
dx
dt

=−b
a

B(t)(x(t))2
(

x− a
b

)
, (3.20)

respectivamente.
Utilizaremos a Proposição 2.16 no estudo das soluções de (3.19) e (3.20).
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Seja x0(t) = 0 solução de (3.16). Pela Proposição 2.14 temos

dh
dx0

(0) = e0 = 1 e
d2h
dx2

0
(0) = 2

∫ 1

0
B(t)dt. (3.21)

Sejam x̄0(t) = 0 e x̄1(t) = a
b soluções de (3.19). Pelas Proposição 2.14 temos

dh
dx0

(0) = e0 = 1,
d2h
dx2

0
(0) =−2

a
b

∫ 1

0
A(t)dt e

dh
dx0

(a
b

)
=

a2

b2

∫ 1

0
A(t)dt. (3.22)

Sejam x̂0(t) = 0 e x̂1(t) = a
b soluções de (3.20). Pela Proposição 2.14 temos

dh
dx0

(0) = e0 = 1,
d2h
dx2

0
(0) =

∫ 1

0
B(t)dt e

dh
dx0

(a
b

)
=−a

b

∫ 1

0
B(t)dt. (3.23)

Vamos dividir a demonstração do teorema em dois casos,
CASO 1. l(t)≥ 0,

(1) Se
∫ 1

0 A(t)dt = 0, pela Proposição 2.16 todas as soluções de (3.19) são periódicas.
Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais que x(0) =
x̄(0) 6= 0. Como l(t) ≥ 0 temos dx

dt ≥
dx̄
dt e como l(t) não é identicamente nula em

[0,1] temos que x(1) > x̄(1) = x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite.

Portanto o único ciclo limite de (3.17) é x(t) = 0.

(2) Se
∫ 1

0 B(t)dt = 0, pela Proposição 2.16 todas as soluções de (3.20) são periódicas.

(2.1) Se a
b > 0, sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.18) e (3.20), respectivamente, tais

que x(0) = x̄(0) > 0 (x(0) = x̄(0) < 0). Como l(t)≥ 0, temos dx
dt ≥

dx̄
dt (dx

dt ≤
dx̄
dt )

e como l(t) não é identicamente nula em [0,1] temos que x(1) > x̄(1) = x̄(0) =
x(0) (x(1) < x̄(1) = x̄(0) = x(0)), logo x(t) não é um ciclo limite.

Portanto o único ciclo limite de (3.17) é x(t) = 0;

(2.2) Se a
b < 0, sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.18) e (3.20), respectivamente, tais

que x(0) = x̄(0) < 0 (x(0) = x̄(0) > 0). Como l(t)≥ 0, temos dx
dt ≥

dx̄
dt (dx

dt ≤
dx̄
dt )

e como l(t) não é identicamente nula em [0,1] temos que x(1) > x̄(1) = x̄(0) =
x(0) (x(1) < x̄(1) = x̄(0) = x(0)), logo x(t) não é um ciclo limite.

Portanto o único ciclo limite de (3.17) é x(t) = 0;

(3) Se
∫ 1

0 A(t)dt > 0 e
∫ 1

0 B(t)dt 6= 0.
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Figura 3.2: Comparando x(t) e x̄(t). Casos (2.1) e (2.2) respecti-
vamente.

(3.1) Se a
b < 0. Pela Proposição 2.16 e equação(3.22) os únicos ciclos limite de

(3.19) são: x̄0(t) = 0 o qual é semi estável, e x̄1(t) = a
b que é instável. Sejam

x(t) e x̄(t) soluções de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais que 0 6= x(0) =
x̄(0) > a

b . Como x̄0(t) é semi estável e x̄1(t) é instável temos que x̄(1) > x̄(0).
Além disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1], o que implica
que x(1) > x̄(1) > x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite.

Portanto (3.17) possui no máximo um ciclo limite não nulo e quando este
existe é hiperbólico (instável) e pertence a região [0,1]× (−∞, a

b);
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Figura 3.3: Comparando x(t) com x̄(t), para 0 6= x0 > a
b . Caso

(3.1).

(3.2) Se a
b > 0 e

∫ 1
0 B(t)dt > 0. Pela Proposição 2.16 e equação (3.22) os únicos

ciclos limite de (3.19) são: x̄0(t) = 0 o qual é semi estável, e x̄1(t) = a
b que é

instável. Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais
que 0 6= x(0) = x̄(0) > a

b . Como x̄0(t) é semi estável e x̄1(t) é estável temos
que x̄(1) > x̄(0). Além disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1],
o que implica que x(1) > x̄(1) > x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite.

Suponha que (3.16) possui um ciclo limite x3(t) tal que x3(0) = x3 e 0 < x3 <
a
b , ele será hiperbólico e o único ciclo limite em [0,1]× [0, a

b ]. Por (3.21) temos
que d2h

dx2
0
(0) > 0 o que implica que h(x) tem concavidade positiva em 0 ou seja
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o ciclo limite x(t) = 0 é instável em [0,1]× [0,∞) o que implica que x3(t) teria
que ser semi-estável, o que é uma contradição. Logo o ciclo limite x3(t) não
existe.

Portanto (3.16) possui no máximo um ciclo limite não nulo e quando este
existe é hiperbólico (instável) e está contido na região [0,1]× (−∞,0);

t
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z

6

-

Figura 3.4: Comparando x(t) com x̄(t), para x0 > a
b > 0. Caso

(3.2).

(3.3) Se a
b > 0 e

∫ 1
0 B(t)dt < 0. Pela Proposição 2.16 e equação (3.22) os únicos

ciclos limite de (3.19) são: x̄0(t) = 0 o qual é semi estável, e x̄1(t) = a
b que é

instável. Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais
que 0 6= x(0) = x̄(0) > a

b . Como x̄0(t) é semi estável e x̄1(t) é estável temos
que x̄(1) > x̄(0). Além disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1],
o que implica que x(1) > x̄(1) > x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite.

Pela Proposição 2.16 e equação (3.23) os únicos ciclos limite de (3.20) são:
x̂0(t) = 0 o qual é semi estável, e x̂1(t) = a

b que é instável. Sejam x(t) e x̂(t)
soluções de (3.17) e (3.20), respectivamente, tais que 0 6= x(0) = x̂(0) < 0.
Como x̂0(t) é semi estável e x̂1(t) é instável temos que x̂(1) < x̂(0). Além
disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1], o que implica que
x(1) < x̂(1) < x̂(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite.

Portanto (3.16) possui um ciclo limite não nulo e este é hiperbólico (instável)
e está contido na região [0,1]× (0, a

b).

(4) Se
∫ 1

0 A(t)dt < 0 e
∫ 1

0 B(t)dt 6= 0.

(4.1) Se a
b > 0. Pela Proposição 2.16 e equação (3.22) os únicos ciclos limite de

(3.19) são: x̄0(t) = 0 o qual é semi estável, e x̄1(t) = a
b que é estável. Sejam

x(t) e x̄(t) soluções de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais que 0 6= x(0) =
x̄(0) < a

b . Como x̄0(t) é semi estável e x̄1(t) é estável temos que x̄(1) > x̄(0).
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Figura 3.5: Comparando x(t) com x̄(t), para x0 > a
b > 0 e x(t) com

x̂(t), para x0 < 0. Caso (3.3).

Além disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1], o que implica
que x(1) > x̄(1) > x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite.

Portanto (3.17) possui no máximo um ciclo limite não nulo e quando este
existe é hiperbólico (estável) e pertence a região [0,1]× (a

b ,∞);

Observe que neste caso só podemos ter
∫ 1

0 B(t)dt > 0, pois caso contrário
teríamos

∫ 1
0 l(t)dt =

∫ 1
0 (aA(t)+bB(t)

b )dt = a
b
∫ 1

0 A(t)dt +
∫ 1

0 B(t)dt < 0, ou seja
l(t)≤ 0.

(4.2) Se a
b < 0 e

∫ 1
0 B(t)dt > 0. Pela Proposição 2.16 e equação (3.22) os únicos

ciclos limite de (3.19) são: x̄0(t) = 0 o qual é semi estável, e x̄1(t) = a
b que

é estável. Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais
que 0 6= x(0) = x̄(0) < a

b . Como x̄0(t) é semi estável e x̄1(t) é estável temos
que x̄(1) > x̄(0). Além disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1],
o que implica que x(1) > x̄(1) > x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite.

Suponha que (3.16) possui um ciclo limite x3(t) tal que a
b < x3(0) < 0

teremos necessariamente que x3(t) é estável mas temos também por (3.21)
que d2h

dx2
0
(0) > 0 o que implica que h(x) tem concavidade positiva em 0 ou seja

o ciclo limite x(t) = 0 é estável em [0,1]× (−∞,0] o que implica que x3(t)
teria que ser instável, uma contradição, logo o ciclo limite x3(t) não existe.

Portanto (3.16) possui no máximo um ciclo limite não nulo e quando este
existe é hiperbólico (estável) e está contido na região [0,1]× (0,∞);

(4.3) Se a
b < 0 e

∫ 1
0 B(t)dt < 0. Pela Proposição 2.16 e equação (3.22) os únicos

ciclos limite de (3.19) são: x̄0(t) = 0 o qual é semi estável, e x̄1(t) = a
b que

é estável. Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais
que 0 6= x(0) = x̄(0) < a

b . Como x̄0(t) é semi estável e x̄1(t) é estável temos
que x̄(1) > x̄(0). Além disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1],
o que implica que x(1) > x̄(1) > x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite.

Pela Proposição 2.16 e equação (3.23) os únicos ciclos limite de (3.20) são:
x̂0(t) = 0 o qual é semi estável, e x̂1(t) = a

b que é estável. Sejam x(t) e x̂(t)
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soluções de (3.17) e (3.20), respectivamente, tais que 0 6= x(0) = x̂(0) > 0.
Como x̂0(t) é semi estável e x̂1(t) é estável temos que x̄(1) < x̄(0). Além
disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1], o que implica que
x(1) < x̄(1) < x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite.

Portanto (3.16) possui um ciclo limite não nulo e este é hiperbólico (estável)
e está contido na região [0,1]× (a

b ,0).

CASO 2. l(t)≤ 0.
Aplicando em (3.16) a mudança de variáveis x(s) = x(1− t) temos

dx
ds

=
d(x(s))

ds
ds
dt

= −d(x(s))
ds

= −A(s)x3(s)−B(s)x2(s).

Logo temos l(s)≥ 0. Portanto a demonstração deste caso é semelhante à do caso
anterior. �

Corolário 3.7. Considere a equação de Abel (3.11). Suponha que
∫ 1

0 C(t)dt = 0 e que

existem dois números reais a e b tais que

aA(t)e
∫ t

0 C(s)ds +bB(t)

não é identicamente nulo e também não muda de sinal para todo t ∈ [0,1]. Nestas

condições (3.11) possui no máximo um ciclo limite não nulo e quando este existe, é

hiperbólico.

Prova. Aplicando em (3.11) a mudança de coordenadas

y(t) = x(t)e−
∫ t

0 C(s)ds ou x(t) = y(t)e
∫ t

0 C(s)ds,

temos

dy
dt

=
dx
dt

e−
∫ t

0 C(s)ds−C(t)x(t)e−
∫ t

0 C(s)ds

=
(
A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2 +C(t)x(t)

)
e−

∫ t
0 C(s)ds−C(t)x(t)e−

∫ t
0 C(s)ds

=
(
A(t)(x(t))3 +B(t)(x(t))2)e−

∫ t
0 C(s)ds

=
(

A(t)
(

y(t)e
∫ t

0 C(s)ds
)3

+B(t)
(

y(t)e
∫ t

0 C(s)ds
)2
)

e−
∫ t

0 C(s)ds

=
(

A(t)
(

e
∫ t

0 C(s)ds
)3

y3(t)+B(t)
(

e
∫ t

0 C(s)ds
)2

y2(t)
)

e−
∫ t

0 C(s)ds
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=
(

A(t)e3
∫ t

0 C(s)dsy3(t)+B(t)e2
∫ t

0 C(s)dsy2(t)
)

e−
∫ t

0 C(s)ds

= A(t)e2
∫ t

0 C(s)dsy3(t)+B(t)e
∫ t

0 C(s)dsy2(t). (3.24)

Observe que a mudança de coordenadas aplicada em (3.11) conserva a quan-
tidade de ciclos limite da equação pelo fato de

∫ 1
0 C(t)dt = 0, ou seja y(0) = x(0) e

y(1) = x(1).
Como

aA(t)e2
∫ t

0 C(s)ds +bB(t)e
∫ t

0 C(s)ds

também não é identicamente nula e não muda de sinal em [0,1], podemos aplicar o
Teorema 3.5 em (3.24) de onde concluímos a demonstração deste corolário. �

Teorema 3.8. Considere a equação de Abel (3.11). Suponha que existem três números

reais a, b e c tais que aA(t)+bB(t) não é identicamente nulo e também não muda de sinal

para todo t ∈ [0,1], e além disso, (bC(t)− cA(t))2 +(aA(t)+bB(t))(cB(t)+aC(t)) < 0
para todo t ∈ [0,1]. Então (3.11) possui no máximo quatro ciclos limite não nulos.

Prova. Os casos a = 0 ou b = 0 já são garantidos pelos Teoremas 3.3 e 3.4. Considerare-
mos então ab 6= 0 e aplicando o Teorema 2.22 em (3.11) com f (t,x) = bx3− ax2 + cx e
w =−1 temos

M−1(t,x) =
〈
(0,3bx2−2ax+ c),(1,A(t)x3 +B(t)x2 +C(t)x)

〉
−x(bx2−ax+ c)(3A(t)x2 +2B(t)x+C(t))

= x(3bx2−2ax+ c)(A(t)x2 +B(t)x+C(t))

−x(bx2−ax+ c)(3A(t)x2 +2B(t)x+C(t))

= (3bA(t)−3bA(t))x5 +(3bB(t)−2aA(t)−2bB(t)+3aA(t))x4

+(cA(t)−2aB(t)+3bC(t)−bC(t)+2aB(t)−3cA(t))x3

+(−2aC(t)+ cB(t)+aC(t)−2cB(t))x2 +(cC(t)− cC(t))x

= x2((aA(t)+bB(t))x2 +2(bC(t)− cA(t))x− (cB(t)+aC(t))).

e como

∆(t) = 4(bC(t)− cA(t))2 +4(aA(t)+bB(t))(cB(t)+aC(t))

= 4((bC(t)− cA(t))2 +(aA(t)+bB(t))(cB(t)+aC(t))) < 0

logo M−1(t,x) não muda de sinal em [0,1]×R e se anula apenas em x = 0. Pelo Teorema
2.22, temos que se a2−4bc≤ 0 então K1 ≤ 2 e logo o número máximo de ciclos limite de
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(3.11) é K1 +K2 +1≤ 5 e como um destes é o próprio x(t) = 0 temos no máximo quatro
ciclos limite não nulos para (3.11).

Suponha agora que a2 − 4bc > 0 temos que Q̃ = {x0(t),x+(t),x−(t)} onde
x0(t) = 0 e x±(t) = a±

√
a2−4ac
2b . Se um dos valores x+ ou x− for igual a zero então teremos

K1 = 2 e K1 +K2 +1≤ 5 e como um destes é o próprio x(t) = 0 temos no máximo quatro
ciclos limite não nulos para (3.11). Se nenhuma das curvas x±(t)(t) for solução de (3.11)
então K2 = 1 e logo K1 +K2 +1≤ 4 e logo o número máximo de ciclos limite não nulos
de (3.11) é três.

Suponhamos agora que x+(t) e x−(t) são não nulas e que as duas são soluções
de (3.11). Então temos

A(t)(x+)3 +B(t)(x+)2 +C(t)x+ = 0

e
A(t)(x−)3 +B(t)(x−)2 +C(t)x− = 0,

daí
A(t)(x+)2 +B(t)x+ +C(t) = 0 (3.25)

e
A(t)(x−)2 +B(t)x−+C(t) = 0. (3.26)

Subtraindo (3.26) de (3.25) temos

0 = A(t)((x+)2− (x−)2)+B(t)(x+− x−)

=
a
√

a2−4bc
b2 A(t)+

√
a2−4bc

b
B(t)

=

√
a2−4bc

b2 (aA(t)+bB(t)) 6= 0.

daí concluímos que se uma das curvas x+(t) e x−(t) for uma solução de (3.11) então a
outra não pode ser. Logo (3.11) possui no máximo cinco ciclos limite não nulos.

Podemos reescrever (3.11) como

dx
dt

= x
(

A(t)x
(

x− a
b

)
+ xl(t)+C(t)

)
. (3.27)

Observe que x+ +x− = a
b e (x−x+)(x−x−) = x2−xx+−xx−+x+x−. Se x+(t)

(ou x−(t)) for uma solução periódica de (3.11) temos

x+
(

A(t)x+
(

x+− a
b

)
+ x+l(t)+C(t)

)
= 0
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(
x−
(

A(t)x−
(

x−− a
b

)
+ x−l(t)+C(t)

)
= 0
)

.

de onde tiramos que C(t) = A(t)x+(a
b−x+)−x+l(t) (ou C(t) = A(t)x−(a

b−x−)−x−l(t)).
Daí (3.27) fica,

dx
dt

= x
(

A(t)x
(

x− a
b

)
+ xl(t)+A(t)x+

(a
b
− x+

)
− x+l(t)

)
= x

(
A(t)x(x− x+− x−)+A(t)x+x−(x− x+)l(t)

)
= x

(
A(t)(x2− xx+− xx−+ x+x−)+(x− x+)l(t)

)
= x

(
A(t)(x− x+)(x− x−)+(x− x+)l(t)

)
= x(x− x+)

(
A(t)(x− x−)+ l(t)

)
(3.28)

= x(x− x−)
(
A(t)(x− x+)+ l(t)

)
.

Iremos comparar as soluções da equação (3.28) (ou (3.28)) com a equação

dx
dt

= A(t)x(x− x+)(x− x−). (3.29)

Vamos dividir a demonstração desta proposição em dois casos,
CASO 1. l(t)≥ 0,

(1) Se
∫ 1

0 A(t)dt = 0, pela Proposição 2.16 todas as soluções de (3.29) são periódicas.
Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais que x(0) =
x̄(0) ≥ x+. Como l(t) ≥ 0 temos dx

dt ≥
dx̄
dt e como l(t) não é identicamente nula

em [0,1] temos que x(1) > x̄(1) = x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite.
Portanto (3.28) possui no máximo quatro ciclos limite não nulos;

(2) Se
∫ 1

0 A(t)dt ≥ 0, pela Proposição 2.16 os únicos ciclos limite de (3.29) são:
x0(t) = 0, x+(t) e x−(t). Todos são hiperbólicos e cuja estabilidade é dada pelo
sinal de x+x−

∫ 1
0 A(t)dt, x+ ∫ 1

0 A(t)dt e −x−
∫ 1

0 A(t)dt, respectivamente.

(2.1) Se x+ > x− > 0, então x0(t) = 0 e x+(t) são instáveis enquanto x−(t) é
estável. Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais
que x(0) = x̄(0) > x+. Como x+(t) é instável temos que x̄(1) > x̄(0). Além
disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1], o que implica que
x(1) > x̄(1) > x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite. Portanto (3.28)
possui no máximo quatro ciclos limite não nulos;

(2.2) Se x+ > 0 > x−, então x+(t) e x−(t) são instáveis enquanto x0(t) é estável.
Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais que
x(0) = x̄(0) > x+. Como x+(t) é instável temos que x̄(1) > x̄(0). Além
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disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1], o que implica que
x(1) > x̄(1) > x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite. Portanto (3.28)
possui no máximo quatro ciclos limite não nulos;

(2.3) Se 0 > x+ > x−, então x0(t) = 0 e x−(t) são instáveis enquanto x+(t) é
estável. Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais
que x(0) = x̄(0) > 0. Como x0(t) é instável temos que x̄(1) > x̄(0). Além
disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1], o que implica que
x(1) > x̄(1) > x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite. Portanto (3.28)
possui no máximo quatro ciclos limite não nulos;

(3) Se
∫ 1

0 A(t)dt ≤ 0, pela Proposição 2.16 os únicos ciclos limite de (3.29) são:
x0(t) = 0, x+(t) e x−(t) todos hiperbólicos e cuja estabilidade é dada pelo sinal
de x+x−

∫ 1
0 A(t)dt, x+ ∫ 1

0 A(t)dt e −x−
∫ 1

0 A(t)dt, respectivamente.

(3.1) Se x+ > x− > 0, então x0(t) = 0 e x+(t) são estáveis enquanto x−(t) é
instável. Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais
que x− > x(0) = x̄(0) > 0. Como x−(t) é instável temos que x̄(1) < x̄(0).
Além disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1], o que implica
que x(1) < x̄(1) < x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite. Portanto (3.28)
possui no máximo quatro ciclos limite não nulos;

(3.2) Se x+ > 0 > x−, então x+(t) e x−(t) são estáveis enquanto x0(t) é instável.
Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais que
0 > x(0) = x̄(0) > x−. Como x0(t) é instável temos que x̄(1) < x̄(0). Além
disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1], o que implica que
x(1) < x̄(1) < x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite. Portanto (3.28)
possui no máximo quatro ciclos limite não nulos;

(3.3) Se 0 > x+ > x−, então x0(t) = 0 e x−(t) são estáveis enquanto x+(t) é
instável. Sejam x(t) e x̄(t) soluções de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais
que x+ > x(0) = x̄(0) > x−. Como x+(t) é instável temos que x̄(1) < x̄(0).
Além disso, l(t) é positiva e não identicamente nula em [0,1], o que implica
que x(1) < x̄(1) < x̄(0) = x(0), logo x(t) não é um ciclo limite. Portanto (3.28)
possui no máximo quatro ciclos limite não nulos.

CASO 2. l(t)≤ 0.
Aplicando em (3.11) a mudança de variáveis x(s) = x(1− t) temos

dx
ds

=
d(x(s))

ds
ds
dt

= −d(x(s))
ds

= −A(s)x3(s)−B(s)x2(s)−C(t)x(s).
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Logo temos l(s)≥ 0. Portanto a demonstração deste caso é semelhante à do caso
anterior.

Seguindo o mesmo raciocínio para o caso em que x−(t) é a solução de (3.28)
concluímos a demonstração. �

3.4 Resultados mais gerais

Nesta seção estudaremos dois casos da equação (1.1) para n ≥ 3. Os resultados
apresentados aqui foram estudados por A. Gasull e A. Guillamon em [1].

Proposição 3.9. Sejam l, p > n > m≥ 2, então existem equações da forma

dx
dt

= ε̃xp + ε f (t)xn +a(t)xm +δx, (3.30)

onde f e a são polinômios trigonométricos de período 1, |ε̃| ≥ 0 e |δ| ≥ 0 que possuem

no mínimo l ciclos limite.

Prova. Considere para t ∈ [0,1]a equação

dx
dt

= ε f (t)xn +a(t)xm. (3.31)

Escolha a função a(t) de forma que se tenha
∫ 1

0 a(t)dt = 0 e defina A(t) =∫ t
0 a(s)ds. Sejam Ā = maxt∈[0,1]|A(t)| e φ(t,x,ε) as soluções de (3.31) tais que φ(0,x,ε) =

x.
Se ε = 0 temos

dx
dt

= a(t)xm,

aplicando o método da separação de variáveis e trocando a variável t por s, temos

dx
xm = a(s)ds,

que integrando em s ∈ [0, t] resulta em

(φ(t,x,0))1−m

1−m
− x1−m

1−m
= A(t)

daí,

φ(t,x,0) = x
(

1
1− (m−1)A(t)xm−1

) 1
m−1

, (3.32)
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definida para x ∈
[
0, 1−m

√
(m−1)Ā

)
= I, observe que φ(t,x,0) é tal que φ(0,x,0) =

φ(1,x,0).
Podemos escrever φ(t,x,ε) como

φε(t,x) = φ(t,x,ε) = φ(t,x,0)+ εW (t,x,0)+ ε
2R(t,x,0) (3.33)

onde W (t,x,0) = ∂φ

∂ε
(t,x,0) e W (0,x,0) = 0.

Fazendo W (1,x,0) = W (x) e R(1,x,0) = R(x), temos

hε(x) = φ(1,x,ε) = x+ εW (x)+ ε
2R(x). (3.34)

Observe que se x0 ∈ I é uma raiz de W (x) de multiplicidade 1, então para valores
suficientemente pequenos de ε existe x̄0(ε) ∈ I próximo a x0 tal que φ(t, x̄0(ε),ε) é um
ciclo limite hiperbólico de (3.31). Assuma que, dado um número natural l, é possível
escolher funções f (t) e a(t) de maneira que W (x), como definida acima, possui l raízes
de multiplicidade 1, este fato será demonstrado no Lema 3.10. Assim sendo, podemos
escolher ε suficientemente pequeno tal que (3.31) possui no mínimo l ciclos limite. Para
concluir esta demonstração é suficiente considerar a equação (3.30) como pertubação de
(3.31), escolhendo f (t) e a(t) de forma que (3.31) possui l ciclos limite hiperbólicos, para
ε e δ suficientemente pequenos (3.30) preserva esta quantidade de ciclos limite. �

Lema 3.10. Dado um número natural l, é possível escolher funções f (t) e a(t) de maneira

que W (x), como definida acima, possui l raízes de multiplicidade 1.

Prova. O primeiro passo na demonstração deste lema é expressar a função W (t,x) em
termos de f (t) e a(t), por (3.31) e (3.33) temos

∂W (t,x)
∂t

=
∂

∂t

(
∂φ

∂ε

)
=

∂

∂ε

(
∂φ

∂t

)
=

∂

∂ε
(ε f (t)φn +a(t)φm)

= f (t)(φ0 + εW + ε
2R)n + ε f (t)n(φ0 + εW + ε

2R)n−1(W +2εR)

+a(t)m(φ0 + εW + ε
2R)m−1(W +2εR)

= f (t)(φ0(t,x))n +a(t)m(φ0(t,x))m−1W (t,x)+O(ε).

Se ε = 0, por (3.31) temos a(t) = 1
(φ0(t,x))m

dφ0(t,x)
dt , daí

dW (t,x)
dt

= f (t)(φ0(t,x))n +m
1

φ0(t,x)
dφ0(t,x)

dt
W (t,x),
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ou seja,

d
dt

(
W (t,x)

(φ0(t,x))m

)
=

1
(φ0(t,x))2m

(
dW (t,x)

dt
(φ0(t,x))m−W (t,x)

dφ0(t,x)
dt

)
=

1
φ2m

0

((
f (t)φn

0 +m
1
φ0

dφ0

dt
W
)

φ
m
0 −mφ

m−1
0

dφ0

dt
W
)

= f (t)(φ0(t,x))n−m. (3.35)

Integrando (3.35) no intervalo [0,1] e utilizando (3.32) temos

W (x) = W (1,x) = xn
∫ 1

0

f (t)

(1− (m−1)A(t)xm−1)
n−m
m−1

dt. (3.36)

Fazendo y = xm−1, α = n−m
m−1 , a(t) = 2π

m−1cos(2πt) e H f (x) = W (x)
xn obtemos

H f (y) =
∫ 1

0

f (t)
(1− sen(2πt)y)α

dt.

Fixando um valor para l e um polinômio p(y) = ∑
l
i=0 biyi onde bi ∈ R, para

i = 0, 1, · · · , l. Iremos provar que existe uma função f (t) da forma

f (t) =
l

∑
j=0

β j f j(t),

onde f j(t) = sen j(2πt), β j ∈ R, tal que

H f (y) = p(y)+O(yl+1). (3.37)

A função H f (y) é linear em relação a f . Podemos escrever

H f j(y) =
l

∑
k=0

yk

k!
dkH f j

dyk (0)+O(yl+1). (3.38)

Por indução simples podemos mostrar que

dkH f j

dyk (y) =

{
Σ(α+k−1)

Σ(α−1)
∫ 1

0
sen j+k(2πt)

(1−sen(2πt)y)α+2 dt, se k 6= 0

H fi(y), se k = 0
,

onde

Σ(α+ k) =


α · (α+1) · · ·(α+ k) se k > 1,

α se k = 1,

1 se k < 1.
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que substituindo em (3.38) concluímos que

H f j(y) =
l

∑
k=0

yk
(

α+ k−1
k

)∫ 1

0
sen j+k(2πt)dt +O(yl+1)

=
l

∑
k=0

c j,kyk +O(yl+1),

onde c j,k =
(

α+k−1
k

)∫ 1
0 sen j+k(2πt)dt.

Assim, temos

H f (y) = [β0 β1 · · · βl]


c0,0 c0,1 · · · c0,l

c1,0 c1,1 · · · c1,l
...

... . . . ...
cl,0 cl,1 · · · cl,l




1
y
...

yk

+O(yl+1).

Seja a matriz C = (c j,k)l
j,k=0, temos

det(C) =
l

∏
k=0

(
α+ k−1

k

)
det(G),

onde G = (gi, j)l
j,k=0 é tal que gi, j =

∫ 1
0 sen(2πt)dt. Seja L o conjunto de todas as

combinações lineares das funções f0, f1, · · · , fl , a matriz G é a matriz do produto interno
〈 , 〉 : L×L→ R, onde 〈 f ,g〉=

∫ 1
0 f (t)g(t)dt, logo gi, j = 〈 fi, f j〉, como { f0, f1, · · · , fl} é

uma base de L então det(G) 6= 0.
Portanto det(C) 6= 0 o que implica que o sistema

CT XT = BT ,

onde X = [β0 β1 · · · βl] e B = [b0 b1 · · · bl], é sempre possível e determinado.
Portanto é possível escolher β0, β1, · · · , βl , tais que (3.37) seja satisfeita. Pelos Lemas 2.5
e 2.9 concluímos através de (3.37) a demonstração deste lema. �

Teorema 3.11. Considere a equação de Abel generalizada,

dx
dt

= an(t)xn +am(t)xm +a1(t)x, (3.39)

onde n > m > 1, e an(t), am(t) e a1(t)∈C1 de período 1. Suponha que an(t) ou am(t) não

muda de sinal em [0,1]. Então,

i) Se n é ímpar, então (3.39) possui no máximo cinco ciclos limite. Além disso, em cada

região D+ = {(t,x)∈ S : x > 0} e D−= {(t,x)∈ S : x < 0} ocorre exatamente uma
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das seguintes possibilidades,

i.i) A equação (3.39) não possui ciclos limite;

i.ii) A equação (3.39) possui um único ciclo limite e este é hiperbólico;

i.iii) A equação (3.39) possui um único ciclo limite e este é semi-estável;

i.iv) A equação (3.39) possui exatamente dois ciclos limite e estes são hiperbólicos.

ii) Se n é par, então (3.39) possui no máximo quatro ciclos limite. Além disso, em cada

região D+ e D− ocorre exatamente uma das possibilidades i.i) a i.iv), descritas no

item anterior.

Prova. Vamos dividir a demonstração deste teorema em dois casos,
CASO 1. n é ímpar,

(1) Se an(t)≥ 0. Sejam x1 < x2 < 0 < x3 < x4, temos x(t,x1) < x(t,x2) < 0 < x(t,x3) <

x(t,x4) o que implica em

∫ 1

0
an(t)(x(t,x1))n−1dt >

∫ 1

0
an(t)(x(t,x2))n−1dt

e ∫ 1

0
an(t)(x(t,x3))n−1dt <

∫ 1

0
an(t)(x(t,x4))n−1dt.

Logo por (2.22) temos
Φ(x1) > Φ(x2)

e
Φ(x3) < Φ(x4),

ou seja, Φ(x) é uma função estritamente decrescente em D− e estritamente cres-
cente em D+. Pelo Lema 2.17 temos dh

dx0
(x0) = eΦ(x0), o que implica que dh

dx0
(x0) é

estritamente decrescente em D− e estritamente crescente em D+, como dois ciclos
limite adjacentes possuem estabilidade diferentes, chegamos à conclusão de que
em cada uma das regiões D− e D+ a equação (3.39) possui no máximo três ciclos
limite. Suponha que em uma das regiões D− e D+ a equação (3.39) possui os três
ciclos limite. Um deles será semi-estável, aplicando o Lema 2.18 é possível, para
um ε suficientemente pequeno, construir uma equação da forma (3.39) com qua-
tro ciclos limite na mesma região, o que é uma contradição, pois vimos que (3.39)
possui no máximo três ciclos limite em cada uma das regiões. Portanto concluímos
que (3.39) possui no máximo dois ciclos limite em cada uma das regiões D− e D+.
Assim sendo, vale o item i) e um dos subitens de i.i) a i.iv);



3.4 Resultados mais gerais 62

(2) Se an(t) ≤ 0. A demonstração deste item é semelhante à do item anterior, basta
aplicar a mudança de variáveis y(s) = x(1− t);

(3) Se bn(t)≥ 0. Sejam x1 < x2 < 0 < x3 < x4, temos x(t,x1) < x(t,x2) < 0 < x(t,x3) <

x(t,x4) o que implica em

∫ 1

0
bn(t)(x(t,x1))n−1dt >

∫ 1

0
bn(t)(x(t,x2))n−1dt

e ∫ 1

0
bn(t)(x(t,x3))n−1dt <

∫ 1

0
bn(t)(x(t,x4))n−1dt.

Logo por (2.23) temos
Φ(x1) < Φ(x2)

e
Φ(x3) > Φ(x4),

ou seja, Φ(x) é uma função estritamente crescente em D− e estritamente decres-
cente em D+. Pelo Lema 2.17 temos dh

dx0
(x0) = eΦ(x0), o que implica que dh

dx0
(x0) é

estritamente crescente em D− e estritamente decrescente em D+, como dois ciclos
limite adjacentes possuem estabilidade diferentes, chegamos à conclusão de que
em cada uma das regiões D− e D+ a equação (3.39) possui no máximo três ciclos
limite. Suponha que em uma das regiões D− e D+ a equação (3.39) possui os três
ciclos limite. Um deles será semi-estável, aplicando o Lema 2.18 é possível, para
um ε suficientemente pequeno, construir uma equação da forma (3.39) com qua-
tro ciclos limite na mesma região, o que é uma contradição, pois vimos que (3.39)
possui no máximo três ciclos limite em cada uma das regiões. Portanto concluímos
que (3.39) possui no máximo dois ciclos limite em cada uma das regiões D− e D+.
Assim sendo, vale o item i) e um dos subitens de i.i) a i.iv);

(4) Se bn(t) ≤ 0. A demonstração deste item é semelhante à do item anterior, basta
aplicar a mudança de variáveis y(s) = x(1− t).

CASO 2. n é par,

(1) Se an(t)≥ 0. Sejam x1 < x2, temos x(t,x1) < x(t,x2) o que implica em

∫ 1

0
an(t)(x(t,x1))n−1dt <

∫ 1

0
an(t)(x(t,x2))n−1dt.

Logo por (2.22) temos
Φ(x1) < Φ(x2),
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ou seja, Φ(x) é uma função estritamente crescente em S . Pelo Lema 2.17 temos
dh
dx0

(x0) = eΦ(x0), para x0 6= 0, o que implica que dh
dx0

(x0) é estritamente crescente
em D−∪D+, como dois ciclos limite adjacentes possuem estabilidade diferentes,
chegamos à conclusão de que a equação (3.39) possui no máximo quatro ciclos
limite x(t,x1) < x(t,0) < x(t,x2) < x(t,x3) ou x(t,x1) < x(t,x2) < x(t,0) < x(t,x3),
pois a estabilidade de x(t,0) é dada pelo sinal de −Φ(0). Assim sendo, vale o item
ii) e um dos subitens de i.i) a i.iv);

(2) Se an(t) ≤ 0. A demonstração deste item é semelhante à do item anterior, basta
aplicar a mudança de variáveis y(s) = x(1− t);

(3) Se bn(t)≥ 0. Sejam x1 < x2, temos x(t,x1) < x(t,x2) o que implica em

∫ 1

0
bn(t)(x(t,x1))n−1dt <

∫ 1

0
bn(t)(x(t,x2))n−1dt.

Logo por (2.23) temos
Φ(x1) > Φ(x2),

ou seja, Φ(x) é uma função estritamente decrescente em S . Pelo Lema 2.17 temos
dh
dx0

(x0) = eΦ(x0), para x0 6= 0, o que implica que dh
dx0

(x0) é estritamente decrescente
em D−∪D+, como dois ciclos limite adjacentes possuem estabilidade diferentes,
chegamos à conclusão de que a equação (3.39) possui no máximo quatro ciclos
limite x(t,x1) < x(t,x2) < x(t,0) < x(t,x3) ou x(t,x1) < x(t,x2) < x(t,0) < x(t,x3),
pois a estabilidade de x(t,0) é dada pelo sinal de −Φ(0). Assim sendo, vale o item
ii) e um dos subitens de i.i) a i.iv);

(4) Se bn(t) ≤ 0. A demonstração deste item é semelhante à do item anterior, basta
aplicar a mudança de variáveis y(s) = x(1− t).

O que conclui a demonstração. �

Teorema 3.12. Considere a equação de Abel generalizada,

dx
dt

= an(t)xn +a2(t)x2 +a1(t)x+a0(t), (3.40)

onde an(t), a2(t), a1(t) e a0(t) ∈C1 são todas de período 1. Suponha que an(t) não muda

de sinal em [0,1]. Então,

i) Se n ≥ 3 é ímpar, então (3.40) possui no máximo três ciclos limite contando

multiplicidades;

ii) Se n ≥ 4 é par, seja l um número natural qualquer, existe uma equação do tipo

(3.40) com no mínimo l ciclos limite.
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Prova. Seja n≥ 3 um número natural ímpar, pela Proposição 2.14 temos,

dh
dx0

(x0) = e
∫ 1

0 (nan(t)xn−1+2a2(t)x+a1(t))dt ,

d2h
dx2

0
(x0) =

dh
dx0

(x0)
∫ 1

0
(n(n−1)an(t)xn−2 +2a2(t))e

∫ t
0(nan(s)xn−1+2a2(s)x+a1(s))dsdt

e

d3h
dx3

0
(x0) =

dh
dx0

(x0)

[ d2h
dx2

0
(x0)

dh
dx0

(x0)

2

+

∫ 1

0
n(n−1)(n−2)an(t)xn−3e2

∫ t
0(nanxn−1+2a2x+a1)dsdt

]
. (3.41)

Vamos dividir a demonstração deste teorema em dois casos,
CASO 1. n≥ 3 é ímpar,

(1) Se an ≥ 0, por (3.41) temos que d3h
dx3

0
> 0 pois, n− 3 é par. Suponha que x1 ≤ x2 ≤

x3 ≤ x4 sejam zeros da função h(x)−x, contando multiplicidades. Pelo Teorema de
Rolle existem y1, y2 e y3 com

x1 ≤ y1 ≤ x2 ≤ y2 ≤ x3 ≤ y3 ≤ x4,

tais que y1, y2 e y3 sejam zeros de dh
dx0
− 1, contando multiplicidades. Aplicando

novamente o Teorema de Rolle existem z1 e z2 com

y1 ≤ z1 ≤ y2 ≤ z2 ≤ y3,

tais que z1 e z2 sejam zeros de d2h
dx2

0
, contando multiplicidades. E novamente pelo

Teorema de Rolle existe w1 com z1 ≤ w1 ≤ z2, tal que w1 seja zero de d3h
dx3

0
. Uma

contradição, logo (3.40) possui no máximo três ciclos limite;

(2) Se an(t) ≤ 0. A demonstração deste item é semelhante à do item anterior, basta
aplicar a mudança de variáveis y(s) = x(1− t).

Portanto o item i) do teorema é válido.

CASO 2. n≥ 4 é par. Pela Proposição 3.9 existe uma equação da forma

dy
dt

= a(t)y3 +b(t)y2, (3.42)
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onde a(t) e b(t) são polinômios trigonométricos, que possui no mínimo l ciclos limite
hiperbólicos. Para ε > 0, suficientemente pequeno, a pertubação de (3.42)

dy
dt

= ε

n

∑
p=4

bp(t)yp +a(t)y3 +b(t)y2 (3.43)

onde bn = 1 e bp(t), p = 4, . . . , n− 1 são funções contínuas, também possui no mínimo
l ciclos limite. Aplicando em (3.43) a mudança de coordenadas x(t) = y(t)− k(t), onde
k(t) é de classe C1, temos,

dx
dt

=
dy
dt
− dk

dt
= ε

n

∑
k=4

bp(t)(x+ k)p +a(t)(x+ k)3 +b(t)(x+ k)2− dk
dt

= εxn + ε

n−1

∑
p=4

(
n

∑
i=p

(
i
p

)
(k(t))i−pbi(t)

)
yp +a(t)(x+ k)3 +b(t)(x+ k)2− dk

dt

= εxn + ε

n−1

∑
p=4

(
n

∑
i=p

(
i
p

)
(k(t))i−pbi(t)

)
yp +a3(t)x3 +a2(t)x2 +a1(t)x+a0(t).

onde ai, i = 0, . . . , 3, são polinômios em a(t), b(t), dk
dt , k(t) e bi(t), i = 4, . . . , n−1. Por

exemplo,

a3(t) = ε

n

∑
i=4

(
i
3

)
(k(t))i−3bi(t)+a(t).

Vamos procurar funções bi(t) e k(t), i = 4, . . . , n−1, tais que,

dx
dt

= εxn +a2(t)x2 +a1(t)x+a0(t) (3.44)

ou seja,
n

∑
i=p

(
i
p

)
(k(t))i−pbi(t)≡ 0 e a3(t)≡ 0. (3.45)

Da primeira parte de (3.45), temos

bp(t) =−
n

∑
i=p+1

(
i
p

)
(k(t))i−pbi(t),

ou seja,

bn−1(t) =−
(

n
n−1

)
k(t),

bn−2(t) = −
(

n−1
n−2

)
k(t)bn−1(t)−

(
n

n−2

)
(k(t))2

= (k(t))2
(

n
n−2

)
,
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bn−3(t) = −
(

n−2
n−3

)
k(t)bn−2(t)−

(
n−1
n−3

)
(k(t))2bn−1(t)−

(
n

n−3

)
(k(t))3

= −(k(t))3
(

n
n−3

)
,

e por indução concluímos que,

bp(t) = (k(t))n−p(−1)p
(

n
n− p

)
. (3.46)

para p = 4, . . . , n−1.
Aplicando (3.46) na segunda parte de (3.45) temos

a3(t) = ε

n

∑
i=4

(
i
3

)
(k(t))i−3bi(t)+a(t) = 0

ε

n

∑
i=4

(−1)i
(

i
3

)
(k(t))i−3(k(t))n−i

(
n

n− i

)
= −a(t)

ε

n

∑
i=4

(−1)i
(

i
3

)
(k(t))n−3

(
n

n− i

)
= −a(t)

(k(t))n−3

(
ε

n

∑
i=4

(−1)i
(

i
3

)(
n

n− i

))
= −a(t)

k(t) =

(
− a(t)

ε∑
n
i=4(−1)i

( i
3

)( n
n−i

)) 1
n−3

.

A função acima está bem definida pois n é par. Em geral, k(t) como dado acima
não é de classe C1.

Vamos mostrar que é possível escolher a(t) de maneira que k(t) seja uma função
de classe C1.

Na equação (3.42), denote por t1, . . . , tr as raízes de a(t). Escolha um natural
N ≥ 3 e uma função crescente ψ(t) ∈ C∞ definida em [0,1], satisfazendo ψ(0) = 0,
ψ(ti) = ti, ψ(1) = 1, d jψ

dt j (ti) = 0 e dψ

dt (t) 6= 0 se t 6= ti, para i = 1, · · · , r e j ∈ N.
Aplicando a mudança de coordenadas t = ψ(s), (3.42) fica{

dt
ds = dψ

ds
dx
ds = a(ψ(s))dψ

ds x3 +b(ψ(s))dψ

ds x2 . (3.47)

Observe que si = ti, para i = 1, · · · , r, também são raízes de â(s) = a(ψ(s))dψ

ds .
Além disso a multiplicidade de cada si é “infinita” como raiz de â(s).
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Cada órbita da equação

dx
ds

= â(s)x3 + b̂(s)x2, (3.48)

com b̂(t) = a(ψ(t))dψ

ds restrita ao intervalo (si,si+1) com i = 0, . . . , r + 1 e s0 = 0 e
sr+1 = 1, coincide geometricamente com uma órbita de (3.47), portanto a equação (3.48)
também possui l ciclos limites.

Substituindo a equação (3.42) por (3.48), a função

k(t) =

(
− â(t)

ε∑
n
i=4(−1)i

( i
3

)( n
n−i

)) 1
n−3

é de classe C1.
Portanto é possível construir uma equação do tipo (3.40) satisfazendo o item ii)

deste teorema. �
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