UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

HUGO LEONARDO DA SILVA BELISARIO

Ciclos Limite para a Equacao de Abel
Generalizada

Goidnia
2009



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



EE S R ]

6@
¢ @®
*® S
U FG sistema de bibliotecas ufg

Termo de Ciéncia e de Autorizacao para Disponibilizar as Teses e Dissertacoes Ele-
tronicas (TEDE) na Biblioteca Digital da UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal de Goi-
as — UFG a disponibilizar gratuitamente através da Biblioteca Digital de Teses e Dissertacdes
- BDTD/UFG, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo com a Lei n® 9610/98, o
documento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins de leitura, impressao e/ou
download, a titulo de divulgacdo da producdo cientifica brasileira, a partir desta data.

1. Identificacdo do material bibliografico: [X] Dissertacao [ ]Tese

2. Identificacdao da Tese ou Dissertacao
Autor: | Hugo Leonardo da Silva Belisario

CPF: | |E-mai|: |h_ugo matematic@yahoo.com.br
Seu e-mail pode ser disponibilizado na pagina? [X]Sim [ 1 Nao

Vinculo Empregaticio | Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia de Goias -
do autor: IFGoias. Campus de Inhumas.

Agéncia de fomento: Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico | Sigla: | CNPq
e Tecnoldgico
Pais: | Brasil | UF: | DF | CNPJ: | 33.654.831/0001-36
Titulo: | Ciclos Limites para a Equacdo de Abel Generalizada.

Palavras-chave: | Equacdo de Abel, aplicacdo de Poincaré, estabilidade de 6rbitas periddi-
cas, ciclo limite, 16° problema de Hilbert.

Titulo em outra lingua: | Limit cycles for generalized Abel equation.

Palavras-chave em outra lingua: | Abel equation, Poincaré map, stability of periodic drbits
limit cycle, 16th Hilbert problem.

Area de concentracdo: | Andlise

Data defesa: (dd/mm/aa) 30/10/2009.

Programa de Pos-Graduacdo: | Instituto de Matematica e Estatistica - Mestrado em Ma-
tematica.

Orientador: | Ronaldo Alves Garcia.

CPF: | | E-mail: | ronaldo.a.garcia@uol.com.br

Co-orientador(a): |

CPF: | | E-mail: |

3. Informacdes de acesso ao documento:
Liberacdo para disponibilizagdo?! [X] total [ 1 parcial

Em caso de disponibilizagao parcial, assinale as permissdes:
[ ] Capitulos. Especifique:
[ 1 Outras restricoes: Gostaria que nao fosse divulgado os anexos.

Havendo concordancia com a disponibilizacdo eletronica, torna-se imprescindivel o
envio do(s) arquivo(s) em formato digital PDF ou DOC da tese ou dissertacgao.
O Sistema da Biblioteca Digital de Teses e Dissertacdes garante aos autores, que os arqui-
vos contendo eletronicamente as teses e ou dissertagdes, antes de sua disponibilizacdo,
receberdo procedimentos de seguranca, criptografia (para ndo permitir copia e extracdo de
conteldo, permitindo apenas impressdo fraca) usando o padrdao do Acrobat.

Data: 02/12/2009 Assinatura do autor

" Em caso de restri¢do, esta poderd ser mantida por até um ano a partir da data de defesa. A extensdo deste prazo
suscita justificativa junto a coordenag@o do curso. Todo resumo e metadados ficardo sempre disponibilizados.



HUuGO LEONARDO DA SILVA BELISARIO

Ciclos Limite para a Equacao de Abel
Generalizada

Dissertagdo apresentada ao Programa de P6s—Graduagdo
do Instituto de Matemadtica e Estatistica da Universidade
Federal de Goids, como requisito parcial para obten¢ao do
titulo de Mestre em Matematica.

Area de concentraciao: Anilise.

Orientador: Prof. Dr. Ronaldo Alves Garcia

Goidnia
2009



Dados Internacionais de Catalogacao na Publicacao (CIP)
GPT/BC/UFG

Belisario, Hugo Leonardo da Silva.
B431c Ciclos limite para a equacdo de Abel generalizada
[manuscrito] / Hugo Leonardo da Silva Belisario. - 2009.
xv, 69 f. : il., figs, tabs.

Orientador: Prof. Dr. Ronaldo Alves Garcia.

Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal de Goids,
Instituto de Matematica e Estatistica, 2009.

Bibliografia.
Inclui lista de figuras e tabelas.

1. Equacgdo de Abel 2. Ciclos limite 3. Aplicagao de
Poincaré. I. Titulo.
CDU:517.911




HUGO LEONARDO DA SILVA BELISARIO

Ciclos Limite para a Equacao de Abel
Generalizada

Dissertacdo defendida no Programa de Pés—Graduagao do Instituto de
Matematica e Estatistica da Universidade Federal de Goids como requi-
sito parcial para obtengdo do titulo de Mestre em Matemadtica, aprovada
em 30 de outubro de 2009, pela Banca Examinadora constituida pelos
professores:

Tomoddo Mo § e

Prof. Dr. Ronaldo Alves Garcia U
Instituto de Matematica e Estatistica — UFG
Presidente da Banca

Prof. Dx/ ‘Marcelo Méssias
UNESP/Presidente Prudente
, Rt

7 " 3 53
% L7 %1.4 LA D L \f._,éZ/?,’x.,
Prof. Dr. Fabio Vitoriano ¢ Silva
Instituto de Matemadlica ¢ Estatistica — UFG




Todos os direitos reservados. E proibida a reprodugio total ou parcial do
trabalho sem autorizagcdo da universidade, do autor e do orientador.

Hugo Leonardo da Silva Belisario

Graduou-se em Licenciatura Plena em Matemética na UFG - Universidade
Federal de Goids, na extinta extensdo de Rialma. Durante a graduacdo,
fol monitor das disciplinas de Geometria Analitica e Equacdes Diferenciais
Aplicadas e pesquisador do CNPq em um trabalho de iniciacdo cientifica
sobre estabilidade assintética de uma classe de equagdes diferencas. Durante
o mestrado, na UFG, foi bolsista do CNPq. Atualmente é professor de
matematica no IFG - Instituto Federal de Educacgdo, Ciéncia e Tecnologia
de Goias - Campus de Inhumas.



Dedico este trabalho as mulheres da minha vida: Maria Angelina, minha mae e

Gleiceanne, minha esposa.



Agradecimentos

Primeiramente ao Criador pelo dom da vida e pela beleza de toda a criagcdo, que
nos faz querer entendé-la.

Aos meus pais, pelo estimulo e apoio desde a primeira hora; pela paciéncia e
sensatez com que sempre me ajudaram.

A minha esposa, pelo companheirismo, paciéncia e compreensdo reveladas ao
longo destes meses.

Aos meus familiares e amigos que sempre me apoiaram e acreditaram nessa
conquista.

Aos professores de toda a minha vida, da pré-escola a pés-graduacdo, que me
inspiraram e incentivaram.

Ao Prof. Dr. Ronaldo Alves Garcia, pela orientagdo, disposicdo e paciéncia
durante a elaboracao deste trabalho.

Ao CNPq pelo apoio financeiro recebido durante a realizagdo deste trabalho.



Aquele que pode digerir um segundo ou terceiro fluxo, uma segunda ou
terceira diferenca, ndo precisa, creio eu, ter relutancia em face de qualquer
questao sobre a Divindade.

George Berkeley,
Historia da Matemdtica.



Resumo

BELISARIO, Hugo Leonardo da Silva. Ciclos limite para a equaciio de Abel
generalizada. Goiania, 2009. 69p. Dissertacao de Mestrado. Instituto de Mate-
matica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho realizamos um estudo sobre as equagdes do tipo

n
% = l;)ai(r)xi, (A)
onde q; €C', i=0,---.ne0<r<1 Uma equagdo da forma (A) é denominada
equagao de Abel generalizada. Nosso estudo se refere ao problema proposto por C. Pugh:
existe um nimero natural N dependendo apenas de n, tal que a equagdo (A) possui no
maximo N ciclos limites?
Inicialmente estudamos o problema de C. Pugh paran = 1 e n =2, para os quais a equacao
(A) possui, no maximo, um e dois ciclos limite, respectivamente. Para n = 3, A. Lins
Neto mostra que, se a3(7) ndo muda de sinal em [0, 1], entdo a equag@o (A) possui no
maximo trés ciclos limite. Além disso A. Lins Neto mostra que, dado um nimero natural
[, é possivel construir uma equacio da forma (A) com n = 3 que possui no minimo /
ciclos limites. Ainda para n = 3, A. Gasull e J. Llibre estudam o problema de C. Pugh
considerando que a;(¢) ndo muda de sinal em [0,1], e M. J. Alvarez, A. Gasull e H.
Giacomini também estudam o problema de C. Pugh considerando que existem niimeros
reais a e b tais que aa3(t) + bay(t) ndo muda de sinal em [0, 1] e a; (1) = ap(t) = 0. Além
destes resultados, estudamos alguns resultados mais gerais estudados por A. Gasull e A.

Guillamon.

Palavras—chave
Equacdo de Abel, aplicacao de Poincaré, estabilidade de drbitas periddicas, ciclo

limite, 16° problema de Hilbert.



Abstract

BELISARIO, Hugo Leonardo da Silva. Ciclos limite para a equaciio de Abel
generalizada. Goiania, 2009. 69p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemdtica
e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work we conducted a study on the equations of the type

n
% = i_zéai(t)xi, (A)
where ¢; € C', i=0,---,nand 0 <7 < 1. An equation of the form (A) is called a
generalized Abel equation. Our study refers to the problem proposed by C. Pugh: There
is a natural number N depending only on n, such that the equation (A) has at most N limit
cycles?

Initially we study the problem of C. Pugh for n = 1 and n = 2, for which the equation
(A) has at most one and two limit cycles, respectively. For n = 3, A. Lins Neto shows
that if a3(¢) does not change sign on [0, 1], then the equation (A) has at most three limit
cycles. Also A. Lins Neto shows that, given a natural number /, it is possible to construct
an equation of the form (A) with n = 3 that has at least / limit cycles. Still for n = 3, A.
Gasull and J. Llibre study the problem of C. Pugh considering that a;(¢) does not change
sign on [0, 1], and M. J. Alvarez, A. Gasull and H. Giacomini also study the problem of
C. Pugh considering that there are real numbers a and b such that aa3(t) + bax(t) does
not change sign on [0, 1] and a; () = ao(¢) = 0. Besides this, we study some more general
results studied by A. Gasull and A. Guillamon.

Keywords
Abel equation, Poincaré map, stability of periodic orbits, limit cycle, 16 Hilbert

problem.
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CAPITULO 1

Caracterizacao do Problema

Neste trabalho nos propomos a estudar o seguinte problema, proposto inicial-
mente por C. Pugh (citado em [5]):
Sejam g; : [0,1] = R, i = 0,---, n funcdes de classe C!. Considere a equacio

diferencial,

-~ = Zn:aj(t)xj:S(t,x), (1.1)

onde0<r<leneN.

A equagdo (1.1) é chamada de Equacao de Abel Generalizada. Particular-
mente, a equacdo (1.1) € chamada de Equacao Afim se n = 1, Equacao de Ricatti se
n =2 e de Equacao de Abel se n = 3.

Uma solugdo completa de (1.1) é uma fungéo x : [0,1] — R que satisfaca a
equacao (1.1).

Utilizaremos a notac¢do x(f,xp) para designar a solugdo do problema de Cauchy
formado pela equagdo (1.1) e a condic@o inicial x(0) = x.

Dizemos que uma solugio de (1.1) é fechada ou periddica se esta for completa

e x(1,x0) = xo.

x(t,xo)
XO%

Figura 1.1: Solucdo Periddica.

A motivagdo para estudar tais solugdes é que se a; : [0,1] = R, i=0,---,n

forem fungdes periddicas de periodo 1, a equagdo (1.1) € equivalente ao campo de



13

vetores X (z,x) 1 Za, xi no cilindro S* x R e as solucdes fechadas de (??) sao

equivalentes a Orbitas fechadas do campo de vetores no cilindro.

Uma solugdo periddica isolada no conjunto de todas as solucdes periddicas de
(1.1) é chamada de ciclo limite.

O problema consiste na seguinte pergunta: sob quais hipdteses sobre as funcdes
ai, i=0, ..., n,épossivel encontrar um nimero inteiro N dependendo apenas de n, tal que
a equacdo (1.1) possua no maximo N ciclos limite ou que todas as suas solugdes sejam
periddicas?

O problema acima foi motivado pela segunda parte do 16° Problema de Hilbert
que consiste em:

Seja o campo de vetores,
dx
@ = P(xy)
dt ’
{ b _ oy D (1.2)

onde P(x,y) e Q(x,y) sdo polindmios de grau n. Existe uma cota superior para o nimero
de ciclos limite do campo acima dependendo apenas de n?

Em coordenadas polares temos,
x=rcos(0) e y =rsen(8).
Dai o sistema (1.2) fica,

flif = cos(0)P(rcos(0),rsen(0)) +sen(0)Q(rcos(0),rsen(0))
fl_e _ cos(0)Q(rcos(0),rsen(8)) —sen(8)P(rcos(0),rsen(8)) - (1.3)

r

Suponha que dt Y dependa somente de 0 isto &, fff f(0) onde f(0) ndo se anula.

Assim temos,
dr 1 dr & ~
—_— == {(0)r, 1.4
a8~ f(8) dr i_zé“( r 14
onde 4;(0) = ﬁ 3-:0kjcosj(9)senj*i(6).
Uma solugdo de (1.2) é periddica se, e somente se sua correspondente r(6,rg)
em (1.4) for tal que r(2m,ry) = rp.

Em [4], Niels Henrik Abel estudou as seguintes equacoes:

dy+(p+qy+ry2)dx:O (1.5)

(y+s)dy+ (p+qy+ry*)dx =0, (1.6)
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onde p, g, r e s sd@o funcdes na varidvel x.

Ele mostrou que estas equacdes podem ser reduzidas as equacoes

dz+(P+Qz%)dx =0 (1.7)

zdz+ (P+Qz)dx =0 (1.8)

respectivamente, onde P e Q sdo funcdes na varidvel x.
Para transformar (1.5) em (1.7) Abel utilizou duas mudangas de coordenadas
diferentes.

A primeira consiste em fazer y = z+ #/, desta forma temos
dy =dz+dr,
que aplicando em (1.5) nos da

dz+dr' +(p+q(z+7)+r(z+r)?)dx =0
dz+dr' + (p+qr' + gz +r2 +2r 7+ r)dx = 0

d /
dz+ (d_r —I—p+qr’—|—rr’2) dx+ (q+2rr’)zdx+rz2dx =0.
x

q

— 5

A segunda consiste em fazer y = zr/, desta forma temos

A seguir, basta fazer g +2rr’ = 0 ou seja, ' =

dy = zdr' +7dz
que aplicando em (1.5) nos da

Fdz+ (zdr' + p+q(zr') +r(z)})dx = 0

rdz+ (zdr + p+qr'z+r'?22)dx = 0
1dr

dz+ B/dx—k <—/—r +q> zdx+rr'Z2dx = 0.
r r' dx

. / .
Para concluir, basta fazer %‘é—; +g=0ouseja, ¥ =e

= [ adt
Para transformar (1.6) em (1.8) Abel utilizou a mudanca de coordenadas y =
o+ Bz, desta forma temos

dy =do+zdP + Bdz
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que aplicando em (1.6) nos da

(04 Bz+5)(da+zdB + Bdz) + (p+ q(o+ Pz) + r(a+Bz)*)dx = 0
do
<Z+ 0c+s> det (oc+s)a+q+qoc+roc2d

X+
p p2
do. ap
2 4+g+2ra) + (o +5)5- 1d
B(dx 1 r2) ( S)dxzdx+ <——B+r)zzdx:0.
B B dx
Para concluir, basta fazer
1d
a+s=0 e Bd_5+r:0’
ou seja
u=-5 e B:effxoﬁdl.

Observe que a equacdo (1.7) pode ser reescrita na forma

dZ 2
Z—_p—
T 0z,

ou seja, na forma (1.1).
J4 a equacdo (1.8) podemos reescrevé-la na forma
dz 1

= _0-—p-
oo 2P

onde, aplicando a mudanca de coordenadas w = %, temos

dw ldz_

2 _ 2 3
o Z2a " (—Q—Pw) =—0w" — Pw”,

ou seja, também podemos escrever (1.8) na forma (1.1). Este € o motivo pelo qual
denominamos a equacgdo (1.1) de Equacdo de Abel Generalizada.

O Capitulo 2 inicia-se com uma se¢ao dedicada a conceitos bésicos, que se fardo
necessdrias para o bom entendimento deste trabalho. A segunda secdo € dedicada a vérios
resultados considerados preliminares e que serdo ferramentas tteis na demonstragcdo dos
resultados obtidos no Capitulo 3.

Vamos ao Capitulo 3. Iniciamos este capitulo com o estudo do problema de C.
Pugh para a subclasse mais trivial das equacdes generalizadas de Abel, o cason = 1. Na
segunda secdo apresentamos um resultado obtido por Lins Neto em [5], o Teorema 3.1,
que resolve definitivamente o problema proposto por C. Pugh para o caso em que n = 2
(Equagdo de Ricatti).
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Na terceira secdo, estudamos o caso n = 3 com base em [5], [2] e [6]. Neste caso
€ possivel, em casos particulares, garantir que (1.1) possui no maximo trés ciclos limite
contando multiplicidades, sob as hipoteses dos Teoremas 3.10, 3.3 e 3.4, no maximo um
ciclo limite ndo nulo, sob as hipdteses do Teorema 3.5 e Coroldrio 3.7 e no maximo
quatro ciclos limite ndo nulos, sob as hipéteses do Teorema 3.8. Além destes resultados,
as Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3, trazem resultados sobre localizagdo, estabilidade e existéncia
destes ciclos limite.

Na ultima secdo, partimos para alguns casos mais gerais do problema proposto,
considerando n > 3. Com base em resultados estudados em [1], sob algumas hipéteses, é
possivel encontrar as cotas do problema estudado (Teoremas 3.11 e 3.12). Os resultados
mais interessantes deste estudo sdo a Proposicdo 3.9 e a parte ii) do Teorema 3.12 que
mostram que € possivel construir equacdes de Abel generalizadas para um valor de n > 4
dado, que possuem no minimo uma quantidade / de ciclos limite. A proposi¢ao 3.9 é uma

generaliza¢do do mesmo resultado obtido por Lins Neto em [5] para n = 3.



CAPITULO 2

Generalidades

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados utilizados no decorrer
deste trabalho. Na primeira secdo trazemos as definicdes e na segunda secdo varios

resultados considerados preliminares.

2.1 Definicoes

Definicdo 2.1. Sejam Lo = {(t,x) € R?>:t =0}, L, = {(t,x) e R?:t =1} e U o
subconjunto aberto de ¥ tal que, (0,x9) € U se, e somente se x(t,x0) NX| # &. Definimos
a Aplicagdo de Poincaré associada a equagdo (1.1) h: U C Xy — X1 como segue, se

xo € U entdo h(xp) = x(1,xp).

h(xo)

x(t,x0)
X

Figura 2.1: Aplicacdo de Poincaré.

Observe que, se x(t,x) € uma solugdo periddica de (1.1), entdo temos A (xp) = xo.

Definicio 2.2. A multiplicidade de um ciclo limite x(t,xo) é a multiplicidade algébrica

de xo como zero da fungdo h(xg) — xo.

Definicao 2.3. Dizemos que um ciclo limite x(t,xo) de (1.1) é,

(a) Estavel se existe € > 0 tal que, |h(y) —xo| < |y — xo| para todo y € (xo — €,x0) U

(x0,Xx0 +€);
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(b) Instavel se existe € > 0 tal que, |h(y) —xo| > |y — xo| para todo y € (xo — €,x9) U

(X(),)C() + 8),‘

(c) Semi-Estavel se existe € > 0 ral que, |h(y) —xo| > |y —xo| para todo y € (xo —€,x0)

e |h(y) —xo| < |y —xo| para todo y € (xo,x0+ €) ou o contrdrio.

TS — — —hlx) X = — Swe = — —J(x)

Figura 2.2: Ciclos limite estdvel, instdvel e semi-estdvel, respecti-
vamente.

v~
v~

v~

Definicdo 2.4. Um ciclo limite x(t) de (1.1) é dito Hiperbélico se 7= ( (0)) #1

Em particular, se %(x(O)) < 1, podemos aplicar o teorema do valor médio

e concluir que x(r) é estavel. Por outro lado, se %(X(O)) > 1, entdo x(¢) é instdvel.

Veremos na Proposi¢do 2.14 que as condicdes acima sdo equivalentes a dizer que, se

fol gi( x(t))dt < 0, entdo x(r) é estavel e se fl aS( x(t))dt > 0, entdo x(¢) é instavel.
19

Além disso, veremos que um ciclo limite € hiperbdlico se [, af( x(t))dt # 0.

2.2 Resultados Premilinares

Esta secdo, dedicada a resultados necessdrios no desenvolvimento deste trabalho,
estd dividida em quatro subse¢des: a primeira traz dois Lemas estudados em [5] que
serdo utilizados na demonstracdo do Lema 3.10; a segunda trata de algumas mudancgas de
coordenadas e equacdes equivalentes a equacao generalizada de Abel; a terceira subsecdo
trata da aplicacdo de Poincaré e da estabilidade de 6rbitas periddicas e na ultima subsecdo
falamos sobre alguns resultados conhecidos para fluxos planares que serdo utilizados

neste estudo.

2.2.1 Construcao de Funcoes

Nesta secao apresentamos dois lemas que serdo utilizados na demonstracao do
Lema 3.10. Seja g uma fung¢do real, denotaremos por j"(g) o polindmio de Taylor da
func¢do g em x = 0 de grau n e por J" ao conjunto de todos os polindmios em x de grau

menor ou igual a n.
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Lema 2.5. Sejam go, g1, -+, gn fungoes reais analiticas definidas em todo o intervalo
(—8,8) para algum & > 0. Suponha que j*(gr) = x*, para k =0, 1, --- | n. Entdo existe
uma combinagdo linear g = Y ya;g; com pelo menos n raizes xi, ---, X, tais que
x € (0,9) e %(xl) #O0paratodol=1,--- n

Prova. Iremos construir uma sequéncia de fungdes G;, [ = 0,1, ---, n, com G; =
Zﬁzo(—l)isign_,- onde € >0,i=0,1,---, n, serd escolhido de maneira que G; possui
no minimo / raizes x;; com %(Xi,l) #£0,i=1,---,1.

Como j"(gx) = x*, parak=0, 1, - -- , n temos que para cada g existe um nimero

real 0; > 0 tal que gx(x) > 0 para 0 < x < 6. Escolha Jy tal que 0 < 8y < min{6y : k =
0,1,---,n},logo gi(x) >0,k=0,1,---, n,para 0 < x < J.

Escolhendo €y = 1 temos Gy = g, que é uma fung¢@o positiva em [0, d¢|. Escolhe-
remos €| < €y de maneira que G (8p) > 0. Como j"~!(Gy) = —g;x"~ !, existe um §; > 0
tal que G1(x) < 0 para x € (0,8;] e logo G possui uma raiz x; ; € (81,0p). Calculando

dgcl (x1,1), temos

dGl - dgn—l n—1
T (x1,1) = —&1 . (x1,1) +O((x1,1)" )

= —e1(n—1)(x1,1)" 2+ O((x11)" ).

Logo podemos escolher 8y tdo pequeno que 7 46, L(x1,1) # 0.

Considere que G1(x) possui uma raiz xj i tal que d_Gx(Xl,l) #0eque G1(9;) <0.
Podemos escolher €, < € tdo pequeno que Ga(x) =~ Gi(x) para x € [8;,80] e assim
teremos uma raiz x » € (81,89) de G (x) tal que % 4G, 22 (x12) # 0. Como j"%(G,) = xx" 2,
existe &, > 0 tal que G(x) > 0 parax € (0,3;] e logo G, possui uma raiz x; » € (8, 01).

ng(

Calculando X272), temos

dG de,_ _
T2 (122) = ©278 2 (130) + O((x22)" %)

dx
= &2(n—2)(x22)" 7 + O((x22)"?).

Logo podemos escolher 8, tdo pequeno que 5 4Gy 2(x22) # 0.

Considere que G;(x), [+ 1 < n, possui [ raizes x;; tais que %(xu) = 0, para
i=1,---,1, e que (—1)'G;(§) > 0. Podemos escolher €| < & tio pequeno que
Gl+1( ) = G;(x) parax € [§;,80] e assim teremos [ rafzes x; ;1 € (8;,80) de G, (x) tais
que l FL(xjy41) #0, para i =1, ---, [. Como F D (Gryy) = (=) g (D),
existe 81+1 > 0 tal que (—I)IHGZH( ) > 0 parax € (0,8, 1] e logo Gy, 1 possui uma raiz
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dGy.
X41,0+1 € (841,9;). Calculando = (x;41,141), temos

dG dgn—(1+1 B
d;+1(x1+1,1+1) = 81“%()61“,1“)4-O((X1+171+1)” (1+1)

= g1 (n— (4 1) () T2+ 0((re ).

Logo podemos escolher §; tdo pequeno que di’x L (x741,041) #O.

Considere que G,_1(x), possui n — 1 raizes x;,_1 tais que d(‘;j’;l (Xin—1) # 0,
parai=1,---,n—1, e que (=1)""'G,_1(8,_1) > 0. Podemos escolher €, < €, 1
tdo pequeno que Gy,(x) ~ G,_;(x) para x € [5,_1,00] e assim teremos n — 1 raizes
Xin € (0y—1,00) de Gy(x) tais que dd%(xm) #0,parai=1,---,n—1. Como j!(G,) =
(—1)"e, + (—1)""'g,_1x, existe 5, > 0 tal que (—1)"G,(x) > 0 parax € (0,3,] e logo G,

possui uma raiz x, , € (8,,0,—1). Calculando dgc" (Xp,n), temos

dG _ d dgo
o) = (21" et S () + (1) () + Ol
= (=1)" ey 1+ O(xun)".
Logo podemos escolher §,_ tdo pequeno que %(xm) # 0. O

Observaciio 2.6. No Lema 2.5 podemos substituir a suposicdo j"(gx) = x*, para k =
0,1,---,npor

n—k
j”(gk):chJka, k=0,---,n, c;€RI1=0,---,n—k e cop>0.
=0

Vejamos alguns exemplos de fungdes como as estudadas no Lema 2.5.

Exemplo 2.7. O exemplo mais trivial das funcoes estudadas no Lema 2.5 sdo as fungoes
gk(x) =x k=0,1,--- n.

Exemplo 2.8. Um exemplo de fungcdes como as da Observacdo 2.6 sdo as fungdes

gk(x) = sen*(x), k=0, 1, --- , n. Observe que,

digk - k!
dxi  (k—i)!

sen* " (x)cos' (x) + O((sen(x))*~2),

logo as funcoes gy sdo da forma dada na Observagdo 2.6.
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Lema 2.9. Seja Y uma familia de fungdes reais analiticas definidas em [—1,1] de
dimensdo n+ 1. Definat:Y — J" por t(f) = j*(Hy) em x =0, onde

1
Hy(x) = x™"Wr(x) = /0 %du

para uma fung¢do continua A : R — R e um niimero real o. dado.
Se T é sobrejetora, entdo existe f €Y tal que Wy(x) possui n raizes xy, -+ , X,

com —* dW L(x;) #£0, parai=1,

Prova. Como 1T é sobrejetora existem fungdes foy, -+, f € Y tais que T(fi) = x*, para
k=0,1, -, n Defina gi(x) = Hy,(x), pelo Lema 2.5, existe uma combinagdo linear
g(x) = Y'i_pa;g;(x) que possui no minimo n raizes xi, -, x, € (0,8) com %(xi) # 0,
para i = 1, ---, n. Escolhendo f(r) = Y%_a;f;(t), teremos Hy(x) = g(x) e portanto
X1, -+, X € (0,0) serdo as raizes desejadas de Wr(x) = x"g(x). O

2.2.2 Equivaléncias

Nesta subsecdo apresentamos quatro resultados estudados por A. Gasull e J.
Llibre em [2], sendo que o Lema 2.11 apresentado aqui € uma generalizacao do resultado
estudado em [2] para n = 3. Os resultados estudados nesta secdo serdo utilizados nas

demonstracdes dos Teoremas 3.3 e 3.4.

Proposicao 2.10. Toda equagdo de Abel,

dx
5= a3 (1) +ax(t)x* +ay (t)x +ao(t), (2.1)
com uma solugdo periddica x| (t), pode ser escrita na forma

dx

= A()x> +B(1)x*> +C(1)x. (2.2)

Prova. Aplicando a mudanga de varidveis y(¢) = x(z) —x; (¢) em (2.1) temos,

& _dv_dn
dt dt dt
= a3(1) (X —x}) +ax (1) (* =) +ar (1) (x— x1)
= a3(1) (¥ —x7) + a2 (1) (x+x1) (x—x1) +ar (1) (x —x1)
= a3(1)((y+x1)° —x) +aa(t) (v +x1) +x1)y+ar(1)y
= a3(1)(y’ + 3y%x1 + 3yx +x —}) +aa(1) (v + 231 )y + an (1)
= a3(1)y’ + (3x1 +a2)y* + (3x} + 2azx1 +a1)y

= A(t)y’ +B(t)y* +C(t)y,
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onde A(t) = az(t), B(t) = 3x1(t) + ax(t) e C(t) = 3(x1(¢))* + 2a2(t)x1(t) +ay (t). O

Lema 2.11. No estudo da quantidade de ciclos limite de (1.1) podemos considerar
—ayj no lugar de ayj para todo j =0,...,[5], ou —azj1 no lugar de ayj\ para todo
J=0,..,[].

Prova. Aplicando em (1.1) a mudanca de varidveis

(1) = —x(1), (2.3)
temos,
dy dx ! -
=G =Ly
Ji
n . . n . .
=Y (1)) (=) = Y (=) a;(0)y’, 2.4
j=0 j=0
logo podemos considerar —az; no lugar de ay; para todo j =0, ..., [5].
Aplicando em (2.4) a mudanca de varidveis
y(s) =y(1—-1),
temos,
dy dydt dy " ; - , .
A A —1 g () = —1Va: (.
dS dl_ dS dl_ ZO( ) a]( )y ZO( ) a]( )y
Jj= Jj=
logo podemos considerar —a ;1 no lugar de ay; para todo j =0,..., [%] UJ

Lema 2.12. As solucoes de (2.2) nas regioes x > 0 e x < 0 podem ser estudadas na regido

y= ﬁ > 0 como solugées das equagoes diferenciais (2.5) e (2.6), respectivamente.

Y~ 2a() - 2B)yH0) - 2000, 25)
% — 2A(1) +2B(1)y* (1) — 2C(1) (). (2.6)

Prova. Basta aplicar em (2.2) a mudanga de varidveis y = é pois teremos,
dy —2dx
dt X3 dt
1 1
= —2A(t) —2B(t)— —2C(t)—. 2.7
(1)~ 2B(), —2C(1) 5 @7)
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Observe que,

1
1 _ 1 :{ 1 sex>0
1

VA —,sex<0 ’
0 que substituindo em (2.7) conclui a demonstragao. 0

Lema 2.13. Considere em (2.2) B(t) > 0 ou B(t) <0 tal que B(t) #Z 0 e x(t) = x(t,x0)

uma solugdo, entdo o fluxo de (2.2) intercepta a curva 0(t) = —x(t,xo) formando com %

um angulo agudo positivo ou negativo, respectivamente.

Ax Ax
tr tr
0 dx 1 0 o 1
‘_/d%/— dt
d9
—X0 ¢(I) dt —X0 _W
dx do

Figura 2.3: O dngulo formado entre % e ;= nos casos em que
B(t) > 0 e B(t) <0, respectivamente.

Prova. Por (2.2) temos % =A@)(x(t))> +B(t)(x(1))> + C(t)x(t).

Os vetores tangentes da curva (¢, —x(t)) sio
(1, =A@ (x(1))* = B(t) (x(1))* = C(0)x(1)).
O campo de vetores (2.2) em (7, —x(t)) é dado por
(1, =A@ (x(1))* +B(t) (x(1))* = C(0)x(r))-
Como B(t) > 0 ou B(r) < 0 é tal que B(r) # 0 temos
—A(1)(x(1))* = B(1) (x(1))* = C(0)x(r) < —A(r)(x(1))? + B(1) (x(t))* — C(t)x(7)
—A()(x(1))? = B(t)(x(1))* = C(1)x(t) = —A(t) (x(1)) + B(1) (x(1))* = C(1)x(t),

respectivamente. Nas inequagdes acima a desigualdade estrita vale para algum 7 € [0, 1].

Logo o Lema ¢ vélido. 0J
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2.2.3 Estabilidade e Aplicacao de Poincaré

Nesta subsecao apresentamos cinco resultados sobre a estabilidade das solugdes

da equacao de Abel.
A proposi¢do seguinte foi citada em [2], mas a demonstracdo apresentada aqui

pode ser encontrada em [3].
Proposicao 2.14. Seja h(xo) a aplicagdo de Poincaré associada a equagdao,

dx
Ry

o (.0,
onde S € C? é de periodo 1 em relacdo at et € [0,1]. Temos,

i) j)z) (x0) = e/o Bex(tx0))dt .

’

't 98
ii) % (xg) = i (x )[fo P z(f,x(f,xo))ejoa(s’x(s’x(’))dsdt] ;

dxg
d%n
ey 3 ﬁ(x) 3 198 i
i) 4(00) = 450 | 3 SR | 1} 250t oo
X0

Prova. Pela defini¢do 2.1, temos h(xg) = x(1,xo), logo (xo) = a%(l,xo) Zé’(xo) =

3
(1 xo) e Zg = %})‘(on)-

Como x(t,xp) € a solu¢do do problema de Cauchy,

dx
— = S(t
a S (2.8)
x(0) = xo
entao, .
x(t,x0) = X0 +/ S(s,x(s,x0))ds.
0
Derivando em relagdo a xg, temos
o0x ) )
txo—l—I—/ Ssxsxo x(sxo)d (2.9
oxo 8 X0

Fazendo z(t) = g—x(t Xp) em (2.9), temos

t
= H—/ BS (s,x(s,x0))z(s)ds, (2.10)
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onde para r = 0 temos z(0) = 1. Derivando (2.10) em relagéo a t obtemos o problema de

Cauchy,

)

4 = 95 (s,x(s,%0))z(1)
(0) =1
cuja solugdo é

2(t) = b Blsatsmo)ds

Portanto, temos

dd_h(.xo) = aa_x(17)€0) = Z(l) — ef()l %(tvx(tax()))dl.
X0 X0

Derivando (2.9) em relacdo a xg, temos

X0

02 02 p) 29 02
a—x%c(f,xO) / (a f(s x(s,x0)) (a—;;(s,XO)) +a—i(S,x(S,xo))a—)2€(s,xo)> ds. (2.11)

9%x

Fazendo w(r) = W(t,xo) em (2.11), temos
0

2
()= [ (G ooxs0) GODH+ G s ) as. @212

onde para t = 0 temos w(0) = 0. Derivando (2.12) em relagéo a t obtemos o problema de

Cauchy,

Y

o — 98 (1 x(t,x0) w(t) + L (1,x(t,%0)) (2(1))?
w(0) =0

cuja solugdo pelo método de “variacdo de parametros” é

1 928
w(0) =200) [ 53 (s.x(s.30))e(s)ds,

Portanto, temos

d*h x -
d_x%(xo) = %(LXO) = w(l) = z(1) 5 8 (5, x(s,0))2(s)ds
dh 1825 tag s

Derivando (2.11) em relagdo a xo temos

93x t (335 /ox\® 925 ox 9%x 9Sdx
%(I,XO)—/O (ﬁ (a_X()) +38_x28_)q)8_x(2)+8_x8_x(3)> ds. (2.13)
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Fazendo u(t) = %(i,xo) em (2.13), temos
[ 530S d%S EN
)= [ (653 +36m(0 53 +uls), ) s @14

onde para r = 0 temos u(0) = 0. Derivando (2.14) em relagio a ¢ obtemos o problema de

Cauchy,

Y

{ o — 351 x(r50)u(0)+ (3510,5(0,30) 2(0)wl0) + 250, x0,30)) <(0)°)
u(0)=0

cuja solugdo pelo método de “variacdo de parametros” é

t )2 t 3
) =203 [ S rtsmpmras+ [ Ssntsam)coria] . @13

[%t))] 2, temos que

\S1[o%}

Considerando a fungio M(t) =

t 2 2
%gz [ 35@x@x@)(ﬂﬁ%§@#@m»dﬂ
2 t )2
— 3‘375 [ (t) g f(s x(s,x0))z(s )ds]
aZS

355 (1x(t,50) (o),

o que substituindo em (2.15), obtemos

u(t) = [ +/g§ smm@@ﬂﬂ.
Portanto, temos

3 3
dh _ Ox zl)[M

173
= S 3] = (1) = 20 [ (1) + |3 5ox0) o) s

1733
- j—h(xo) % dxo +/ 0 S (t,x(t,x0))e 2 5 (x(soxo) s gy :
X0 dxo
que conclui a demonstracdo desta proposicao. 0

O Lema a seguir também foi estudado em [2] e serd util na demonstracdo de

alguns resultados do Capitulo 3.

Lema 2.15. A primeira derivada da aplicacdo de Poincaré associada a uma orbita
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periodica de (2.2) é dada por,
e O] (2.16)
ou
o Jo BOx(O)+2C(0)dr _ ,Jo (AW (x(1)*~C@)dr ¢, x(t) £ 0. (2.17)
Prova. Aplicando o item i) da Proposi¢do 2.14, temos,
A (1) = e BADEO42BE)x(e)+C(0)d (2.18)
dxo ’
entdo para x(¢) = 0 temos,
dh 1
el — oo Ct)ar
ax 0)=e :
Para x(t) # 0 podemos reescrever (2.2) como segue,
dx
I = A1) (x(1))* +B(1)x(1) +C (1),
x(1)
que integrando no intervalo [0, 1] temos,
1 1
In(x(t))| = /O (A1) (x(t)) + B(t)x(1) +C(1))dr,
0
logo,
1
/0 (A(t)(x(t))* 4+ B(t)x(t) + C(r))dr = 0. (2.19)
Multiplicando (2.19) por —2 e adicionando a fol (3A(1)(x(2))? + 2B(t)x(t) +
C(t))dt temos,
1 1
/0 (3A(1)(x(t))? + 2B(e)x(r) +C(¢))dt = /0 (A1) (x(1))? — C(1))dt.
Multiplicando (2.19) por —3 e adicionando a [, (3A(¢)(x(r))? + 2B(1)x(t) +
C(t))dt temos,

1

/0 ' GA) (x(1))2 + 2B()x(r) + C(1))dt = — /O (B(1)x(r) +2C(1))dr.

Dai,

A1) = e BTN _ A0 ()€
de

Concluimos a demonstragao.
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a proxima proposicao foi estudada em [6] e serd utilizada na demonstragdo do

Teorema 3.5.

Proposicdo 2.16. Considere em [0, 1] x R a equacdo diferencial

T = J0Pw), (220

com f:]0,1] - R e P:R — R fungées de classe C'. Suponha que a equagdo P(x) =0
tenha n solugdes, X\, ..., X, logo x;(t) = x;, i = 1,..., n sdo solugoes periddicas de (2.20).
Se fol f(t)dt =0, entdo todas as solucdes de (2.20) sdo periddicas, caso contrdrio, 0s
tnicos ciclos limite sdo x;i(t), para i = 1,..., n e além disso se x; tem multiplicidade 1

entdo x;(t) € hiperbdlico e sua estabilidade é determinada pelo sinal de ¢ 4P (x;) fol f(t)dt

Prova. Uma solug@o x = x(¢) de (2.20) com condi¢@o inicial x(0) # x; para i = 1,..., n

x()  du t
o(x(1)) = / ) %: /O £(s)ds. (221)
de _

Como ¢ ( j» temos que d ? —£ 0 se x # x;. Isto implica que @(x) & injetora.

satisfaz a equagao

Se fo f(t)dt =0, por (2.21) temos @(x(0)) =0 = @(x(1)) e como @(x) ¢ injetora
s6 podemos ter x(0) = x(1), logo toda solugdo de (2.20) é periddica.

Se [y f(t)dt # 0, entdo teremos @(x(0)) = 0 # [} f(t)dr = @(x(1)) e daf s6
podemos ter x(0) # x(1), logo x(¢) ndo € periddica o que implica que as solugdes x;(t) sdo

os unicos ciclos limite de (2.20). Além disso, pela Proposicao 2.14 temos,

ﬁ()C,') = efol w(ﬂ)dr = edx (xt)fo f(t)dr
dxg

Seja x; uma raiz de P(x) de multiplicidade igual a um, entdo (x,) #0e
4P (x;) fo f(t)dt # 0 o que implica que d—xO(x,) # 1, portanto x;(t) é hlperbohco. O
A seguir apresentamos dois lemas estudados em [1] que serdo uteis na demons-

tracdo do Teorema 3.11.
Lema 2.17. Considere as fungoes ®,¥ : [0,1] — R, definidas como
1 1
®(x0) = (n—m) / (1) (x(,30) V" (O)dt + (1 —m) / a1 (1)dr (2.22)
0 0
1 1
W(xg) := (m—n)/ am (1) (x(t,x0))™ 1 (1)dt + (1 —n)/ ai(t)dt, (2.23)
0 0
onde x(t,x0) = x(t) € solucdo de uma equacdo generalizada de Abel na forma

Z_): =a, (t)xn + am(l‘)xm +a (l)x, (2.24)
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tal que x(0) = xo. Seja h(xy) a aplicagdo de Poincaré associada a equagdo (2.24). Se x(t)

for uma solugdo periddica, entdo temos,

(2.25)

-1
elo ar(t)dr, se xg = 0.

dh (x0) = { e®0) — oF0) g0 x #£0,

Prova. Pela Proposi¢do (2.14) temos que

j_h<x()) _ efol nan(t)x”*'dtJrfol mam(t)xm*]dtJrfol aj (t)dt. (2.26)
X0

Se xp = 0 temos x(¢) = 0 entdo

dh

_ o ai(t)dt
i (0) =eho :

Usando as equacdes (2.22) e (2.23) podemos reescrever (2.26) na forma

S (xg) = P01 20) — M) n2(r) (227)
X0

onde

1 1 1
Z(x0) = / (1) Nt + / ()"t + / a1 (1)dt.
0 0 0
Se xo # 0 temos x(t) # 0 daf

—— =a,(O)x"  +an(O)x" ! +a (),
que integrando no intervalo [0, 1] temos

In(x(1)) ~In(x(0)) = [ ant) it + [ (0" Vdt + / ()t = Z(xo),

e como x(¢) é periddica temos que Z(xp) = 0 o que substituindo em (2.27) conclui a
demonstracao. 0
O Lema a seguir foi estudado em [1] apenas para k = 0. O que apresentamos

aqui € uma generalizacdo deste resultado.

Lema 2.18. Considere a familia a um parametro de equagoes diferenciais

% = f(t,x) +ex?* L, (2.28)

onde f é peridodica de periodo 1 na varidvel t, k é um niimero inteiro ndo negativo e
f(t,0) = 0. Suponha que para € = 0 a equagdo (2.28) possui um ciclo limite ndo nulo

semi-estdvel x(t) tal que x(0) = x;,. Entdo, para |€| suficientemente pequeno e com o
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sinal apropriado, a equacdo (2.28) possui no minimo dois ciclos limite numa pequena

vizinhanga de x(t).

Prova. Defina Dg(xo) = he(xp) — xo onde he(xp) € a aplicagdo de Poincaré associada a
equacao (2.28).
Vamos dividir esta demonstra¢do em dois casos,

Caso 1. xj >0,

(1) Suponha que x(z) é estdvel na regido {(z,x) € S :x < x(¢)} e instdvel na regido
{(t,x) € 5 : x> x(r)}. Isto implica que Do(xp) > 0 em uma vizinhanga de xj,.
Tome entdo dois nimeros x| < x;; < x tais que Do(x1) > 0 e Do(x2) > 0. Pela
continuidade das solucdes de (2.28) em relacdo ao parametro € temos que existe
um O > 0 tal que para 0 < |€| < & temos Dg(x1) > 0 e Dg(xp) > 0. Para € < 0, pelo
fluxo de (2.28) teremos D (x{)) < 0, pois x(¢) > 0 o que implica em €(x())* ! <0,

pelo teorema de Bolzano a fun¢do Dg possui duas raizes xg

ex, taisquex; <xz <
xpy < xg < x. Ou seja, as solugdes de (2.28) x; (¢) e xg (¢) tais que x; (0) =xg e

xg (0) = x7, sdo periddicas;

0 1 0 1

Figura 2.4: Retratos de fase de (2.28) na vizinhanga de x; para
€ = 0 e € # 0 respectivamente.

(2) Suponha que x(¢) € instdvel na regido {(t,x) € S :x < x(¢)} e estdvel na regido
{(t,x) € § : x > x(t)}. Isto implica que Dp(xp) < 0 em uma vizinhanga de xj.
Tome entdo dois nimeros x| < x;; < x2 tais que Do(x1) < 0 e Do(x2) < 0. Pela
continuidade das solucdes de (2.28) em relacdo ao parametro € temos que existe
um & > 0 tal que para 0 < |€] < & temos Dg(x1) < 0 e Dg(x2) < 0. Para € > 0, pelo
fluxo de (2.28) teremos Dg(x{)) > 0, pois x(¢) > 0 o que implica em £(x())**! > 0,

pelo teorema de Bolzano a fun¢do Dg possui duas raizes xg

exg taisquex; <xg <
xy < xg < x. Ou seja, as solugdes de (2.28) x; (¢) e xg (¢) tais que x; (0) =xg e

xg (0) = x7, sdo periddicas.
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X L3 . —_ J— v JR— JR— —
X0 0
\ Xz >

0 1 0 1

Figura 2.5: Retratos de fase de (2.28) na vizinhanga de x; para
€ = 0 e € # 0 respectivamente.

CAso 2. x5 <0,

A demonstracido deste caso é semelhante a do caso anterior. Basta aplicar a

mudanca de varidveis y(z) = —x(t). O

2.2.4 Alguns Resultados Sobre Fluxos Planares

Os resultados apresentados nesta subsecdo foram estudados em [6] e serdo
utilizados na demonstragcdo do Teorema 3.5.

Considere o sistema
x = P(x,y)

y=0(xy)

de classe N > 1, e seja L um arco da drbita associada a solug@o (x,y) = (¢(¢),y(z)) para

(2.29)

t € [0,7]. Para algum € > 0 suficientemente pequeno considere X, = {(az,n),B(t,n)) :
|n| < €} uma parametrizacdo local para um conjunto de se¢des transversais a L em cada

ponto (@(t),y(z)) parar € [0,7] onde (a(,0),B(¢,0)) = ((z),y(r)) e A(0,0)A(7,0) >0
para

Alt,n) = (2.30)

O fluxo de (2.29) define uma aplicacao de Poincaré entre Xo e X1 que relaciona,

pelo fluxo, um ponto de Xy a um ponto de ¥; (quando possivel).

Proposicao 2.19. Seja H a aplicacdo de Poincaré descrita acima, entdo a derivada de H
em p = ((0,0),B(0,0)) = (9(0),w(0)) é dada por,

H () =g grew ([ aiPlo). w0t v)ar ).

Em [7], [8] e [3], encontramos subsidios para demonstrar este resultado. Utiliza-

remos esta proposi¢ao para demonstrar o seguinte resultado.
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Corolario 2.20. Considerando a equacdo (2.2) na forma do sistema diferencial
X(t.2) = (i.5) = (LA +BO GO +COx0). @231

Seja (t,y(t)) uma solugdo de (2.31) definida em 0, 1]. Entdo, para alguma fun¢do
g(t,x) € C' tal que g(t,x) # 0 para (t,x) € S a derivada da aplicagédo de Poincaré entre
Lo e X) onde Xy = {(t,¥(t) +n) : n € R} no ponto (0,7(0)) é dado por

H0,10)) = S0 T enp ([ vl 16K 00105

lg(1,v(1)

sendo Tg um niimero real positivo e t(s) uma fungdo crescente dependente de g.

Prova. Como g(t,x) ndo se anula em [0, 1] X R o sistema (2.31) é equivalente a
X(t,x) = |g(t,2)|X (1,x) = |g(t.0)| (1LA@) (x(1))* + B(1) (x(1))* + C(1)x(r)) ,  (2.32)

Como (z,y(t)) é uma solugio de (2.31) entdo existe uma fungdo #(s) e um
nimero real positivo T, tal que (¢(s),Y(t(s))) seja uma solugdo de (2.32) no intervalo
[0,7,] de forma que teremos #(0) = 0 e #(t,) = 1. Aplicando a Proposi¢do 2.19 para

calcular a derivada da aplicacdo de Poincaré entre as secdes transversais Xy € £; onde
Zy(s) = (aUs,n),B(s,1)) = (¢(s),¥(z(5)) +n) no ponto (0,7(0)) temos

! _ 10,0 ex N iv(X (t(s s s
H'(0,0) = {500y P ([Favxeoaemas) e
De (2.30) temos,
e = 59 <A<r><x<r>>3+B<r>1<x<r>>2+c<r>x<r>>‘
dai
A(2(0),0) = A(0,0) = [(0,v(0))|
e
A(t(tg),0) = A(1,0) = [g(1,¥(1))],
substituindo os dados acima e (2.32) em (2.33) concluimos a demonstracao. ]

Corolario 2.21. Considere a equacdo diferencial (2.2) na forma do sistema diferen-
cial (2.31) e seja g(t,x) € C' uma funcdo de periodo 1 em t que ndo se anula em
[0,1] x R. Seja K uma regido conexa de [0,1] X R difeomorfa ao cilindro, suponha que
div(|g(t,x)|X (t,x)) ndo muda de sinal em K e se anula apenas em um conjunto de me-
dida nula ndo invariante pelo fluxo de (2.31). Entdo (2.2) possui no mdximo um cilo limite

completamente contido em K e quando este existe é hiperbilico.
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Prova. Seja x(t) um ciclo limite de (2.2) completamente contido em K. Entdo a curva
(t(s),x(¢(s))) é uma solugdo de (2.32), definida em [0,7,]. Usando o Coroldrio 2.20 e a
periodicidade de g(¢,x) (pois, |g(0,x(0))| = |g(1,x(1))|) temos

H (0.1(0) = exp [ dilelt6) 10D KGO A6 ) 21 234

Pela Definigdo 2.1 é possivel observar que a aplicagdo /(x) relacionada com (2.2)
se comporta como a aplicagdo H (z,x) relacionada com (2.31). Logo podemos estudar a
estabilidade de (2.2) através de (2.34). Suponha que (2.2) possua em K mais de um ciclo
limite. Como div(|g(t,x)|X (¢,x)) ndo muda de sinal em [0, 1] x R e se anula apenas em
um conjunto de medida nula que ndo € invariante pelo fluxo de (2.31), concluimos que
todos eles tém a mesma estabilidade o que nao € possivel. Logo existe no maximo um

ciclo limite completamente contido em K. 0J

Teorema 2.22. Considere a equagdo de Abel (2.2) na forma do sistema diferencial (2.31).
Suponha que existe um niimero real w e uma fungdo real f(t,x) € C' de periodo 1 em t,

que se anula apenas em um subconjunto de medida nula de [0,1] x R tais que a fungdo,
My (1) = (9 £(8,), X (6,)) + w6, x)div(X (1, 5)),

ndo muda de sinal em [0,1] X R e se anula apenas em um conjunto N de medida nula
tal que o conjunto N\Q ndo ¢é invariante pelo fluxo de (2.31), sendo Q o conjunto de
pontos (t,x) € S tais que f(t,x) = 0. Sejam Q;, i € I, onde I é um conjunto de indices,
subconjuntos conexos de Q tais que os conjuntos Q;NYXy e Q; NX| sdo unitdrios e para
i # j se tenha (Q;NQ;) N{(0,1) xR} = @. Seja o conjunto Q = {Q; :i € I}, suponha que
o conjunto Q tenha K| € N elementos e que K, < K| destes elementos sejam invariantes
pelo fluxo de (2.31).

Q)

Q

Q3

— ¢
—_— &

Figura 2.6: O conjunto Q.

Entdo a equacdo (2.2) possui no mdximo K| + K + 1 ciclos limite e cada ciclo limite

ou é um elemento de Q ou ndo intercepta nenhum elemento de Q. Além disso os ciclos
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limite de (2.2) ndo pertencentes a Q sdo hiperbdlicos e sua estabilidade é dada pelo sinal

constante da fungdo wf(t,x)M,,(t,x) ao longo de sua trajetoria.

Prova. Seja Q;(s) = (t(s),;(s)) uma parametrizacio de cada Q; € Q. Observe que a
funcdo M, (Q;(s)) = (Vf(2(s),®;(s),X (¢(s),®(s))) ndo muda de sinal, o que significa que
o fluxo de X (¢,x) atravessa a curva Q;(s) em um tdnico sentido. Como f(¢,x) é periddica
em ¢ entdo cada curva Q;(s) também € periddica, o que implica que ou Q;(¢) é um ciclo
limite de (2.2) ou ndo intercepta nenhum dos ciclos limite de (2.2).

Podemos dividir $\Q em K + 1 regides conexas difeomorfas ao cilindro onde
a fungdo g(t,x) = |f (t,x)\tlv € sempre positiva, aplicando o Corolério 2.21 em cada uma
destas regides concluimos que existem no maximo Kj + 1 ciclos limite em $\Q todos

hiperbdlicos e a estabilidade de cada um € dada pelo sinal de

div(|g(t,x)|X(1,x)) = div(|f(2,x
= div(|f(6,%)[7, | £ (1,0 (@) (x(1))* + B(r) (x(1))? + C(1)x(1)))

A1) A FAOEN)P +BOE0)? +Ce)x(0)
ot ox
= Lo+ L ito(n Y iar 82+ )
+\f|%(3Ax +2Bx+c)

o(f)L 4 (af of

[ X(2,x))
[

== :\_

s B

(a4 B —|—Cx))
P71 o) i (X 0,)

= O U (70,00, X)) 0 (X 0,0)

= O (10)) - £ Ml

onde 6f(z,x) é o sinal de Como O possui K> elementos invariantes pelo fluxo de (2.2) o

nimero maximo de ciclos limite de (2.2) é K1 + K, + 1. O]



CAPITULO 3

Resultados

O objetivo deste capitulo € realizar um estudo sobre a quantidade de ciclos limite
da equacgdo generalizada de Abel 1.1. No ano de 1980, A. Lins Neto em [5] apresentou
uma constru¢do em que dado um ndmero natural / é possivel se obter uma equacgdo de
Abel (n = 3) possuindo no minimo [ ciclos limite; em 2006 A. Gasull e A. Guillamon
apresentaram em [1] uma generalizacdo da equacgdo construida por A. Lins Neto, para
n> 3.

3.1 Um caso particular

O caso mais simples a ser estudado € a equacdo (1.1) quando n = 1. Assim, temos

o seguinte problema de Cauchy

d
d—f = a1 (t)x+ao(1), x(0) = xo, 3.1)
onder € [0,1]eq;:[0,1] - R, i=0,1 sdo fungdes continuas de periodo 1.

Pela proposi¢do 2.14 temos que

j_;;(xo) _ lat)r

Vamos resolver o problema de Cauchy (3.1) usando o método de “variagdo de
parametros” (vide [3], [8] ou [7]). Este método consiste em fazer a seguinte mudanca de
coordenadas

x(t) = c(t)elo1(9)ds, (3.2)

onde ¢(¢) € uma fungdo derivavel em [0, 1]. Como x(0) = x, por (3.2) temos que ¢(0) = xg



3.2 A equacdo de Ricatti 36

e derivando (3.2) temos

X _ e [a)ds 4 o(p)q ()elba(s)ds

dt dt

al(t)c(t)eféal(S)ds —l—ao(t) _ %eféal(s)ds+C(t)a1(t)ef(;a1(s)ds
de — J§ai(s)ds
Z = ao(l’)e fO 1(‘ )d , C(O) = X0,

cuja solugdo é
—xo+/ ao(r e~ Joar(s)ds g,

De onde concluimos que a solugdo de (3.1) é
x(1) = [xo + / ao(r)e loals derl eloa ($)ds (3.3)

Fazendo x(0) = x(1) em (3.3) temos a seguinte equacdo
%0 = x(0) = x(1) = xeld (s 4 ol a(5)ds / L do(r)e s,

0
= Axo+ B,

ou
(1—-A)xo =B,
onde A = elo @1(s)ds — %(xo) e B = elo@i(s)ds fol ao(r)e Joar(s)ds gy
Podemos concluir entdo que,

i) Se 1 —A # 0, entdo (3.1) possui um tnico ciclo limite em xy = % e este é

hiperbdlico;
i1) Se 1 —A =0e B =0, entdo todas as solucdes de (3.1) sdo periddicas;

iii) Se 1 —A =0e B # 0, entdo (3.1) ndo possui 6rbita periddica.

3.2 A equacao de Ricatti

Teorema 3.1 (Equacdo de Ricatti). A equagdo,

dx

o= ar()x* + a1 (t)x+ao(t), (3.4)

ondet € [0,1] ea;:[0,1] = R, i=0,1,2 sdo fungdes continuas de periodo 1, possui no

mdximo dois ciclos limite.
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Prova. Suponha que (3.4) possui duas solugdes fechadas x;(¢), i = 1,2. Aplicaremos em

(3.4) a mudanca de varidveis,

x(t) —x1 (1)

o) —x1 () 3.5)

y:y(t7x) =

A mudanga acima transforma respectivamente as solugdes xj € x em yi(¢) =0

e y2(t) = 1 e aequagdo (3.4) em,

d(xp—x1)

dy _ %(}Q—xl)— 2 (x—x1)
dt (x2 —x1)?
(@2 =) +ar(x—x1)) (2 —x1) = (a2(x3 —x7) + a1 (x2 —x1)) (x —x1)
a (2 — 1)
B a2x2x2 — azx%xz +aixxy; —ajxixy — a2x2x1 + azx‘;’ —ajxxi + alx%
a (%2 —x1)?
—azxx% =+ azxx% —ajxxy + ajxx; +a2x1x% — azx? +aixixy — alx%
(%2 —x1)2
@ (x2x2 —x%xz — x%x —x%x+x%x+x%x1)
B (%2 — 1)
 a(x —x1)(x* — (x1 +x2)x +x1x0)
a (2 —x1)2
_ az(xz—xl)(x—xé)(x—xl) ~ tr(rr 1) (x—x1 _1> (x—xl >
(x2 —x1) X2 — X1 X2 — X1
= az(x2 —x1)(y— 1)y
=Mt)y(y—1), 0<r<1, (3.6)

onde A(t) = ax(t)(x2(z) —x1(t)). Por (3.5) observamos que uma solugéo x(¢) de (3.4) é
fechada se, e somente se, a solu¢@o correspondente y(¢) de (3.6) é fechada.

Aplicando em (3.6) a seguinte mudanca de varidveis,

o) = . (3.7)

Temos,

dz _ My 1) 1dy
dt y2 y2 dt

MY MG s

Observamos que (3.7) leva a solucdo y; = 0 de (3.6) na “solu¢do” z; = oo de (3.8)

e a solucdo y, = 1 de (3.6) na solugdo z; = 0 de (3.8), além disso, por (3.7) temos que uma
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solucdo y(r) de (3.6) é fechada se, e somente se, a solugdo correspondente z(#) é fechada.

A solucao geral de (3.8) é

2(t) = exp ( / t?»(s)ds) 2. (3.9)

onde z(0) = z9 é uma condi¢do inicial dada.

Seja, z(¢) uma solugdo fechada de (3.8), aplicando (3.9) temos,

2(0) = z(1)
= exp

20
2 (1 —exp (/Olk(s)ds)) _0.

Logo, se z(t) é fechada temos z(t) = 0 ou fol A(s)ds = 0. Na primeira hipétese

([ o)

concluimos que as unicas “solugcdes” de (3.8) (e consequentemente de (3.4) e (3.6)) sdo z;
e 72 (x1 e xp para (3.4) e y1 e y» para (3.6)) ja na segunda hipétese concluimos que todas

as solucdes de (3.8) (e consequentemente de (3.4) e (3.6)) sdo fechadas. ]

3.3 A equacio de Abel

Nesta sec@o passamos ao caso n = 3. Estudaremos a equacao
dx
dt

Pela Proposi¢@o 2.10 temos que se (3.10) possui uma solug¢do periddica x; (),

a3 ()% +ay(1)x* +ay (H)x+ao(t). (3.10)

entdo pode ser escrita na forma

% _ AP B2 +C(0)x G.11)

O primeiro resultado que apresentamos aqui foi estudado por Lins Neto em [5].

Teorema 3.2. A equagdo de Abel (3.10), com a3(t) > 0 e a3(t) #0, t € [0,1], possui no

mdximo trés ciclos limite.

Prova. Suponha que (3.10) possua pelo menos quatro solugdes fechadas: x; (1) < x(f) <
x3(t) < x4(t). Aplicando a mudanca de varidveis (3.5) em (3.10), as solucdes x;(z),

i=1,...,4, sdo transformadas respectivamente em y; =0 <y, =1 < y3 < yq e (3.10)
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¢ transformada em,
dy _ o —x) - )
dt (x2 —x1)?
_ (@3(FP =) +ar (¥ —xf) +ar (x—x1)) (2 —x1)
(22 —x1)?
(a3(8 —xq) +aa (a3 —xf) + a1 (v —x1)) (x —x1)
(%2 —x1)?
(@3 =) Faa (P = 7)) (2 —x1) = (a3 =) + a2 (x5 — 7)) (x —x1)
(2 —x1)2
a3 (¥ —x3) +ax(x* —x3) — az (x5 +x0x1 +x7) (x —x1) —az(x2 +x1) (x —x1)
X2 —X]

(a3 (x® +xx; +x7) +as(x +x1) —az (63 +x2x1 +x3) —az(x2 +x1))

X —X1

X2 — X1

a3x — a3x2 + azxxy —azxyx| +azx — azxz)

x—x2)(azx + azx) +asxy +az)
Xy —

><

— X (a3x +azx; +azxy +ap)

)
e
(2 — xl)(a3 (x —x1) + 2a3x] +azxy +ay)
(
(

(
(
(
y=1)
(y—1)(az(xp —x1)(x —x1) + (x2 — x1) (2azx; + azxp +az))
(y—1)

y
y
y
y
y
Y-

ay+b) = a(t)y’ + (b(t) —a(t))y* — b(t)y, (3.12)

onde a(t) = a3(t)(x2(t) —x1(¢))> > 0 (e Z0) e b(t) = (x2(t) — x1(¢))(2az(t)x1 (t) +
az(t)x2(t) + ax(t)). Como ja haviamos observado antes (na prova do Teorema 3.1),
por (3.5) segue que uma solucdo x(¢) de (3.10) é fechada se, e somente se, a solugdo
correspondente y(z) de (3.12) é fechada. Portanto y;, i = 1,...,4, sdo todas fechadas.

Aplicando em (3.12) a seguinte mudancga de varidveis,

Y

z=—In——, y>1, (3.13)
y—1
temos,
dy
dz i
—=—%"—=ay+b. (3.14)
dt  y(y—1)

Por (3.13) observamos que uma solugdo y(¢) de (3.12), tal que y(¢) > 1 para todo
€ [0, 1], é fechada se, e somente se, sua correspondente z(z) é fechada.

Como z;(t) = —In (g)

i

7, 1 =3,4, sdo solugdes fechadas de (3.14), temos,

0 (1) —2z3(1)) — (24(0) — 23(0))

1
<%‘— Ci,i:) dt = /0 a(ya(t) —y3(1))dt > 0.
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Uma contradi¢do. 0

Os préximos dois resultados foram obtidos por A. Gasull e J. Llibre em [2].

Teorema 3.3. Seja a equacdo de Abel (3.11), suponha que A(t) Z£ 0 e ndo muda de sinal
(isto é, A(t) > 0 ou A(t) < 0). Entdo podemos afirmar,

i) A soma das multiplicidades de todos os ciclos limite de (3.11) é no mdximo 3;

ii) Considerando ¢ = fOIC(t)dt ed= fol B(t)eféc(s)dsdt, a tabela 3.1 mostra uma

distribuicdo mais precisa dos ciclos limite de (3.11).

c<0 c=0 c>0
Al) <0 A(t)>0 A()<0 A(t)>0 Al) <0 A(t)>0
d<0 | d=0 | d>0 d<0 | d>0 | d=0 | d<0 | d>0 d<0 | d=0 | d>0
x>0 0 0 2 1 0 1 0 1 0 1 2 0 0
x=0 1 1 1 1 2 2 3 2 2 1 1 1 1
x<0 2 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 2

Tabela 3.1: Distribuicdo dos ciclos limite da equacdo (3.11), con-
tando multiplicidades, em cada regido do plano (x <0,
x=0ex>0) considerando A(t) <0 ou A(t) > 0 tal

que A(t) # 0.

Prova. Considere o caso A(t) > 0 (A(r) < 0). Temos,

3

@(A(z)f + B(t)x* + C(t)x) = 6A(1),
daf pela Proposi¢ao 2.14 obtemos que %(xo) >0 (%(xo) < 0) para qualquer x( para o
0 0

qual & (xp) esteja definido.
Suponha que x; < xp < x3 < x4 sejam zeros da fungdo h(xp) — xp, contando

multiplicidades. Pelo Teorema de Rolle existem yy, y € y3 com
XSV S X2 Sy2 Sa3 S y3 S Xy,

tais que yp, y2 € y3 sejam zeros de j—g) — 1, contando multiplicidades. Aplicando novamente

o Teorema de Rolle existem z; € zo com

yi<z1 <y2 <22 <y3,
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tais que z] € z2 sejam zeros de I contando multiplicidades. E novamente pelo Teorema
O

de Rolle existe w; com z;1 < wy < 2, tal que wy seja zero de " Uma contradicdo, logo
O
vale a afirmacdo i) do Teorema.
Para demonstrar a afirmacdo ii) iremos estudar o ndmero de zeros, contando

multiplicidades, da funcao
f(x0) = h(xo) —xo.
Para x(t) = 0 temos f(0) = h(0) =0 =0, L) = 2 (0)—1=e"~1¢
2 2 .
4L(0) =44 2(0) 2¢d.
Para x(t) # 0 temos
df _ dh d*f  d*h . &Pf  dh
dxg dxg = di  dx} dxy — dx)’

Além disso, pelo Lema 2.15

df( 0) = dh D 30) =1 = el ADGO?=C)dr _y

dxg dxg
= JoANGI dig—c 1 e x() 0. (3.15)
e pela Proposicao 2.14
d? f dh 3 Th(x
_ dxo 2f (s,x(s,x0))ds
= — | 6 0% 0% dt | > 0.

Iremos dividir a demostracdo desta segunda parte do teorema em dois casos.
CASO 1. A(t) >0eA(r) Z0,
Para x(r) # 0 temos [, A(t)(x(¢))2dr > 0 dai,

oJo AW G)2dr

(1) Sec <0,

—(0)<0 e ﬁ(xo)>OSex(t)$éO.
dxg

Portanto f(x) é uma funcgdo estritamente crescente nas regides x < 0 e x > 0 o
que garante a existéncia de, no méaximo, um ciclo limite em cada uma destas

regi()es contando multiplicidades (a multiplicidade € garantida pelo fato de que
de (xO) # 0).
O ciclo limite x(z) = 0 também possui multiplicidade igual a 1 (pois, dx ( ) # 0).

Na figura 3.1 estdo representados todos os retratos de fase possiveis para este caso;
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Figura 3.1: Possiveis retratos de fase para a equagdo (3.11) com

A(t) >0,A(t) Z0ec>0.

(2) Sec=0ed <0,

af

dxo

d
(0)=0 e —f(xo) >0 se x(t) Z0.
dxg
Quanto as regides x < 0 e x > 0 € possivel obter os mesmos resultados do item

(1). No entanto, suponha que exista um ciclo limite x; () < 0. Como 5—;;(0) =0e

2
ZT];(O) = 2d < 0 entdo o ciclo limite x(¢) = 0 € instdvel considerando-se apenas a
0
regido x < 0. Neste caso teremos %(xl (0)) <0, o que é uma contradi¢éo. Logo

a equacdo ndo possui ciclo limite em x < 0 e possui no maximo um, contando

multiplicidade, na regido x > 0.

4 _ df (o — d*f . .
Jaem x = 0, temos d—xO(O) =0e W(O) < 0 o0 que permite que a multiplicidade de
0
x(t) = 0 seja no maximo dois;
(3) Sec=d =0,

df d>f df
——(0)=0, —5(0)=0, —=%(0)>0
0 =0 Z20=0. 750

e

df

E(xo) >0 se x(t)#0.

Neste caso também podemos obter os mesmos resultados do item (1). Mas, se

supormos que existem dois ciclos limite x1(z) > e x(¢f) < 0, como x(¢) =0 é
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4)

&)

(6)

instdvel, teremos j—)ﬁ;(xl (0))<O0e %(xz(O)) <0, o que é uma contradi¢do. Logo

ndo existem ciclos limiteem x < 0 e x > 0.

Na regido x = 0, como df 5 (0)=0, Z 5(0) Oe —J;(O) > 0, pelo teorema de Rolle

a multiplicidade de x(z ) — 0 é no méximo trés;

Sec=0ed >0,

Semelhante ao item (2);

Sec>0ed<0,
d d? d .
Yoy >0, Prioy<o, W eg = el 1000Pee 1o x) 20
0
© 3
df( 0) > 0.
dx}

Na regido x < 0 suponha que exista um ciclo limite x; (¢) e que ndo haja outro entre

x1(t) e x(t) = 0. Como x(¢) = 0 € instdvel, teremos j—f(xl (0)) <0 como df 5(0)>0

entdo existem pontos entre x;(0) e O onde a funcao jf

ou seja existe yq, x1(0) < y; <0 tal que d—x];(yl) >0 e como ﬂ(()) < 0 existe ya,
0

dx(%
3
y1 <y2 <O0tal que 37]; (y2) < 0. Contradi¢do, logo ndo existe ciclo limite na regido
0

x<0.

¢ estritamente crescente

Naregido x > 0 o nimero maximo de ciclos limite € dois, contando multiplicidades,

pois o nimero maximo de ciclos limite é trés e ja conhecemos um (x(¢) = 0).

Pelo fato de j—){;(O) > 0 a multiplicidade de x(¢) = 0 é um;

Sec>0ed=0,
d d? d »
d)i;( ) >0, dxf( )=0, d;;(xo)—efo A()(x(1))%dt y=c _ se x(t) Z0
0
© 3
a’f
> 0.
dxo( *o)

Suponha que x;(7) < 0 (x2(¢) > 0) seja um ciclo limite e que ndo hajam outro
ciclo limite entre x;(7) e x(t) =0 (x(t) = 0 e x2(¢)). Como x(z) = 0 é instdvel
temos j—j;(xl(O)) <0e (dxo( 2(0)) < 0), entdo existe y1, x1(0) <y <0 (2,
0 < y» <x(0)) tal que d—];(yl) >0 (d ];(yz) < 0), daf existe z1, y1 < z1 <0 (22,
0 <z <y»)talque —f (zl) <0 (—g( 72) < 0). Contradicdo, logo ndo existem ciclos

limite nas regides x < O ex>0.
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A multiplicidade do ciclo limite x(¢) = 0 é igual a um (pois, df (0) > 0).

X
(7) Sec>0ed >0,
Semelhante ao item (5).
CASO2.A(r) <0eA(r) 0,

Pelo Lema 2.11 temos que a demonstracio deste caso € semelhante a do caso

anterior. Basta aplicar a mudanga de varidveis y(t) = —x(¢). O

Teorema 3.4. Seja a equacdo de Abel (3.11), suponha que B(t) # 0 e ndo muda de sinal
(isto é, B(t) > 0 ou B(t) < 0). Entdo podemos afirmar,

i) A soma das multiplicidades de todos os ciclos limite de (3.11) é no mdximo 3;

ii) A Tabela 3.2 mostra uma distribui¢do mais precisa dos ciclos limite de (3.11).

c<0 c=0 c>0
B(r) <0 | B(t)>0 B(t)<0 | B(t)>0
x>0 1 2 1 2 1
x=0 1 1 2 1 1
x<0 2 1 1 1 2
A soma das multiplicidades € no Maximo 3 3 3 3 3

Tabela 3.2: Distribuicdo dos ciclos limite da equacdo (3.11), con-
tando multiplicidades, em cada regido do plano (x <0,
x=0ex>0), considerando B(t) <0 ou B(t) > 0 tal

que B(t) #0.

Prova. Pela Proposi¢ao 2.14 e Lema 2.12, temos

2
%(Y(O) dxo /B 3 6 (=B(s)((s))” T 2c(s (Ddsgy 2
0
ou h
d*h Se((0)) 1 3 B -Y acns
d—y%(y(O)):—dOT [ Bty el g, 2o

Aplicando o teorema de Rolle a igualdade acima, concluimos que existem no
maximo dois ciclos limite, contando multiplicidades, em cada uma das regides x < 0 e
x>0.

_ 2 I, NS dy _ —3 (dyo _ 3
Observe que, y = x~~ (yo = x;°) implica em 7 = —2x7° (! = —2x57) e
d’y —4 (40 _ 6.4 Além di
o =0x (d2 = 6x, ). Além disso,

d*f d*h  dh (dy0>2 dh d%y,

dxo de dyO d_xo % dx(z)'
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Dividiremos esta demonstra¢do em dois casos,
CAso 1. B(t) >0eB(t) #0,

(1) Sec<0,

d d?
0<0, ZLig)y>0sex0<0 ¢ L) >05ex0>0.
dxg dxg

ar

dX()

Dos dados acima concluimos que o nimero maximo de ciclos limite, contando
multiplicidades, € igual a dois em x > 0, um em x = 0 e também um em x < 0.
Agora suponha que existam trés ciclos limite x; (), x»(¢) e x3(¢) tais que x; (1) <
0 < x2(t) < x3(¢), aplicando o Lema 2.13 juntamente com as informagdes acima,

concluimos que x; € x3 ndo podem coexistir. Logo existem no médximo trés ciclos

limite;
(2) Sec=0,
df df >0, se xg <0 d’f
—(0)=0, ——(x e —=(xg)>0sexy>0.
dxo() dxo( ){ <0, sexg>0 dx(z)(o) 0=

Os dados acima indicam a existéncia de no maximo um ciclo limite em cada uma
das regides x > 0 e x < 0 e que a multiplicidade de x(¢) = 0 é no madximo igual a
dois. Suponha que existam dois ciclos limite x; () e x(¢) tais que x; (1) < 0 < x,(¢),
pelos dados acima teremos xj(¢) instdvel e x»(z) estdvel, aplicando o Lema 2.13
concluimos que x; () e x(¢) ndo podem coexistir. Logo existem no maximo trés

ciclos limite;
(3) Sec >0,
Semelhante ao item (1).
CASO2.B(t) <0eB(t) #0,
Pelo Lema 2.11 temos que a demonstracio deste caso € semelhante a do caso

anterior. Basta aplicar a mudanga de varidveis y(s) = —x(1 —1). O

Os préximos trés resultados foram estudados em [6].

Teorema 3.5. Considere a seguinte equagdo de Abel

d

d—f — A1) + B(t)x>. (3.16)
Suponha que existem dois niimeros reais a e b tais que aA(t) + bB(t) # 0 e ndo

muda de sinal em [0, 1] (isto é, aA(t)+bB(t) <0 ou aA(t) +bB(t) > 0). Nestas condigdes

podemos afirmar,



3.3 A equagdo de Abel

46

i) A equacgdo (3.16) possui no mdximo um ciclo limite ndo nulo e quando este ciclo

limite existe é hiperbdlico;

ii) Considerando l(t) = M

(1)

quando b # 0, a tabela 3.3 mostra uma localizagcdo

mais precisa deste ciclo limite, além de trazer informagoes sobre existéncia e

estabilidade.
Estabilidade Existéncia Regido
fol A(r)dr <0 Estével Nio garantida x< g
10)<0 | flA(r)dr >0 | [y B(t)dt <0 Instével Nio garantida x>0
ab <0 Jo B(r)dt >0 Instavel 3 4<x<0
JoA(t)dr <0 | [y B(t)dt <0 Estavel 3 4<x<0
I(t) >0 JiB(t)dt >0 Estavel Nio garantida x>0
JhA@R)dr >0 Instével Nio garantida x<jp
b=0 Vide Tabela 3.1
Jo A(t)dt =0 i
Jo B(t)dt =0 i
a=0 Vide Tabela 3.2
JdA@R)dr <0 | [y B(t)dt <0 Estavel Nio garantida | x<0
() <0 Jo B(r)dt >0 Estavel 3 0<x<$
ab>0 Jol A(r)dr >0 jol B(t)dt <0 Instdvel Nio garantida x> g
JhA@)dr <0 fol B(r)dt >0 Estédvel Nio garantida x>3
I()>0 | flA@r)di >0 | [y B(t)dt <0 Instavel 3 0<x<¢
fol B(t)dt >0 Instdvel Nio garantida x<0

Tabela 3.3: Informacdes sobre o tnico ciclo limite ndo nulo de
(3.16), considerando aA(t) + bB(t) < 0 ou aA(t) +

bB(t) > 0 tal que aA(t) + bB(t) £ 0.

Observacao 3.6. Na tabela acima a informacdo “Ndo garantida” significa apenas que

através do método utilizado ndo foi possivel obter informacdes sobre a existéncia ou ndo

deste ciclo limite.

Prova. Nesta demonstracdo ndo estudaremos os casos a = 0 e b = 0 pois estes casos

podem ser encontrados nas Tabelas 3.1 e 3.2, pois se a = 0 teremos satisfeitas as condi¢des

do Teorema 3.4 com C(z) = 0 ou seja, ¢ = 0 e se b = 0, teremos satisfeitas as condi¢des

dos Teorema 3.3 também com ¢ = 0. Entao estudaremos o caso em que ab # 0.
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Aplicando o Teorema 2.22 com f(t,x) = x>(bx —a) e w = —1 temos

M_y(t,x) = {(0,2x(bx —a) +bx?)), (1,A(H)x° +B(t)x2)>
—x*(bx —a)(3A(1)x* +2B(1)x)
= (3bx* — 2ax)(A(t)x> + B(1)x?) — (bx® — ax®) (3A(t)x* + 2B(1)x)
= x3(A(t) (3bx* — 2ax — 3bx* + 3ax) + B(t) (3bx — 2a — 2bx + 2a))
= x*(aA(t) +bB(1)).

que se anula identicamente apenas sobre a solugdo x(t) = 0 e como f(¢,0) =0 as
condi¢des do Teorema 2.22 sio satisfeitas. Observe que O = {Q(¢), Q2 ()} onde Q;(¢) =
(t,0) e Q(z) = (t,%) e que apenas Q(¢) € invariante pelo fluxo, pois % =0e
X(t,(1)) = Z—i(aA(r) + bB(t)). Portanto pelo Teorema 2.22 temos que (3.16) possui
no maximo trés ciclos limite ndo nulos, cada um deles € hiperbdlico sendo no méximo
um ciclo limite em cada uma das trés regides de [0, 1] x R: [0, 1] X (—oo, 7), [0,1] x (%,0)
e [0,1] x (0,00) se ab < 0 ou [0, 1] X (—e0,0), [0,1] x (0,%) € [0,1] x (,0) se ab > 0.

Podemos reescrever (3.16) nas duas seguintes formas

B A0 ))? () - &) 4+ AOLEED 2

dx b aA(t) +bB(t)

= 2B (+l0) - 1) + L ()

Seja a fungdo [(t) = M observe que /(1) < 0ou l(t) > 0, temos
L A0l (x0)— ) +10) (0 a1
Z_)tc - _ZB(I)(X(’))Z <x(t) - %) + gl(f)(x(t))3- (3.18)

Para demonstrar que (3.16) possui no maximo um ciclo limite ndo nulo iremos

comparar as equacoes (3.17) e (3.18) com

dx 2 a
= A (x-7) (3.19)
© d b
x a
= 2B (x(0)* (x— 7). (3.20)
respectivamente.

Utilizaremos a Proposi¢do 2.16 no estudo das solucdes de (3.19) e (3.20).
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Seja xo(t) = 0 solugdo de (3.16). Pela Proposicdo 2.14 temos

dh d*h 1
—(0)=e"=1e —=(0)=2[ B(t)dt. 3.21
dx()() e edx%() A (t)dt (3.21)

Sejam Xo(t) = 0 e X1 (¢) = % solugdes de (3.19). Pelas Proposi¢do 2.14 temos

dh
—0)==1, — ——Z/A — (= /A t)dt. (3.22
dx, V) = dxo b © dxo T (5:22)
Sejam Xo(t) = 0 e %1 (¢) = § solugdes de (3.20). Pela Proposigdo 2.14 temos
dh
—0)=€"=1, /B - /B Hdt. (3.23
dxo( )=e dxo © dxo ( )

Vamos dividir a demonstracdo do teorema em dois casos,
Caso 1. I(t) >0,

(1) Se fOIA(t)dt = 0, pela Proposicdo 2.16 todas as solucdes de (3.19) sdo periddicas.
Sejam x(t) e %(t) solugdes de (3 17) e (3.19), respectivamente, tais que x(0) =
%(0) # 0. Como I(t) > 0 temos dt < > dx e como /() ndo é identicamente nula em

[0,1] temos que x(1) > (1) = x(0) = (0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite.

Portanto o tnico ciclo limite de (3.17) é x(¢) = 0.
(2) Se fol B(t)dt = 0, pela Proposicdo 2.16 todas as solugdes de (3.20) sdo periddicas.

(2.1) Se § > 0, sejam x(t) e %(¢) solugdes de (3.18) e (3.20), respectivamente, tais
que x(0) = x(0) > 0 (x(0) =x(0) < 0). Como [(¢) > 0, temos 7 dx > dx (dz < dt)
e como /(¢) ndo é identicamente nula em [0, 1] temos que x(l) > x(l) =x(0)=
x(0) (x(1) < x(1) = x(0) = x(0)), logo x(¢) ndo é um ciclo limite.
Portanto o tnico ciclo limite de (3.17) é x(t) = 0;

(2.2) Se ; <0, sejam x(¢) e x(t) solucdes de (3.18) e (3.20), respectivamente tais
que x(0) =%(0) < 0 (x(0) =x(0) > 0). Como [(t) > 0, temos 4* > 49X (dr < dx)
e como /() ndo é identicamente nula em [0, 1] temos que x(1) > x(1) =x(0) =
x(0) (x(1) < x(1) =x(0) = x(0)), logo x(¢) ndo é um ciclo limite.

Portanto o tnico ciclo limite de (3.17) é x(¢) = 0;

(3) Se [y A(t)dt > 0e [} B(t)dt # 0.
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X0

— ) o — — )

X0

) N

Figura 3.2: Comparando x(t) e x(t). Casos (2.1) e (2.2) respecti-
vamente.

(3.1) Se 3 < 0. Pela Proposi¢do 2.16 e equagio(3.22) os tnicos ciclos limite de

(3.2)

(3.19) sdo: Xp(t) = 0 o qual € semi estdvel, e X (¢) = ¢ que € instdvel. Sejam
x(t) e x(t) solugdes de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais que 0 # x(0) =
%(0) > 5. Como Xo(t) € semi estdvel e X (¢) € instdvel temos que ¥(1) > %(0).
Além disso, /(1) é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1], o que implica
que x(1) > x(1) > x(0) = x(0), logo x(¢) ndo € um ciclo limite.

Portanto (3.17) possui no maximo um ciclo limite ndo nulo e quando este

existe € hiperbdlico (instdvel) e pertence a regido [0, 1] X (—oo, 7);

oE T T T

) )

b

Figura 3.3: Comparando x(t) com %(t), para 0 # xo > . Caso
(3.1).

Ses>0e folB(t)dt > 0. Pela Proposicéo 2.16 e equagdo (3.22) os unicos
ciclos limite de (3.19) sdo: Xo(¢) = 0 o qual € semi estdvel, e X1 (t) = § que é
instavel. Sejam x(¢) e x(z) solugdes de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais
que 0 # x(0) = x(0) > . Como Xo(z) € semi estdvel e ¥;(¢) € estdvel temos
que X(1) > x(0). Além disso, /() é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1],
o que implica que x(1) > x(1) > x(0) = x(0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite.
Suponha que (3.16) possui um ciclo limite x3(¢) tal que x3(0) = x3e 0 < x3 <

5 ele serd hiperbélico e o dnico ciclo limite em [0, 1] x [0, £]. Por (3.21) temos
que %(0) > 0 o que implica que 4(x) tem concavidade positiva em 0 ou seja
0
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(3.3)

o ciclo limite x(¢) = 0 € instavel em [0, 1] x [0,0) 0 que implica que x3(7) teria
que ser semi-estavel, o que € uma contradi¢cdo. Logo o ciclo limite x3(f) ndo

existe.

Portanto (3.16) possui no maximo um ciclo limite ndo nulo e quando este

existe € hiperbdlico (instdvel) e estd contido na regido [0, 1] x (—o0,0);
1 x(1)
o T T T

X3 _ e = = =

X0 t

Figura 3.4: Comparando x(t) com (t), para xo > 3 > 0. Caso
(3.2).

Sez>0e fol B(t)dt < 0. Pela Proposi¢do 2.16 e equagdo (3.22) os dnicos
ciclos limite de (3.19) sdo: Xo(¢) = 0 o qual € semi estdvel, e X () = ; que €
instdvel. Sejam x(7) e x(r) solugdes de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais
que 0 # x(0) = x(0) > . Como Xo(z) € semi estdvel e ¥;(¢) € estdvel temos
que x(1) > x(0). Além disso, /(t) € positiva e ndo identicamente nula em [0, 1],
o que implica que x(1) > x(1) > x(0) = x(0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite.
Pela Proposi¢do 2.16 e equacao (3.23) os unicos ciclos limite de (3.20) sdo:
%o(t) = 0 o qual € semi estdvel, e £ (¢) = § que € instdvel. Sejam x(r) e £(¢)
solugdes de (3.17) e (3.20), respectivamente, tais que 0 # x(0) = £(0) < 0.
Como £y(z) é semi estdvel e £(z) € instdvel temos que £(1) < £(0). Além
disso, I(t) é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1], o que implica que
x(1) < (1) < £(0) = x(0), logo x(z) nao € um ciclo limite.

Portanto (3.16) possui um ciclo limite ndo nulo e este € hiperbdlico (instavel)

e estd contido na regido [0, 1] x (0, 7).

(4) Se [y A(t)dt < 0e [, B(t)dt #0.

4.1)

Se % > 0. Pela Proposicdo 2.16 e equagio (3.22) os tnicos ciclos limite de
(3.19) sdo: %o(t) = 0 o qual é semi estdvel, e ¥ (¢) = § que € estdvel. Sejam
x(t) e x(r) solugdes de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais que 0 # x(0) =

%(0) < . Como Xo(t) € semi estdvel e X (¢) € estavel temos que %(1) > %(0).
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4.2)

(4.3)

2 S g

Figura 3.5: Comparando x(t) com x(t), para xo > 3 > 0 e x(t) com
X(1), para xo < 0. Caso (3.3).

Além disso, [(r) é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1], o que implica
que x(1) > x(1) > x(0) = x(0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite.

Portanto (3.17) possui no mdximo um ciclo limite ndo nulo e quando este
existe € hiperbdlico (estdvel) e pertence a regido [0, 1] X (§,0);

Observe que neste caso s6 podemos ter fol B(t)dt > 0, pois caso contrario
terfamos [ 1()dr = [ (“ABD gy — @ (L A(1)dr + [} B(r)dr < 0, ou seja
I(r) <0.

Sey<Oe fOIB(t)dt > 0. Pela Proposi¢@o 2.16 e equagdo (3.22) os tinicos
ciclos limite de (3.19) sdo: Xo(t) = 0 o qual € semi estdvel, e X1 () = § que
¢ estavel. Sejam x(t) e X(t) solugdes de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais
que 0 # x(0) = x(0) < £. Como Xo(t) € semi estdvel e ¥; () é estdvel temos
que X(1) > x(0). Além disso, /() é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1],
o que implica que x(1) > %(1) > x(0) = x(0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite.
Suponha que (3.16) possui um ciclo limite x3(z) tal que § < x3(0) <0
teremos necessariamente que x3(r) é estivel mas temos também por (3.21)
que %(0) > 0 o que implica que h(x) tem concavidade positiva em 0 ou seja
o ciclo limite x(z) = 0 € estavel em [0, 1] X (—o0,0] 0 que implica que x3(¢)
teria que ser instdvel, uma contradi¢@o, logo o ciclo limite x3(z) ndo existe.

Portanto (3.16) possui no mdximo um ciclo limite ndo nulo e quando este

existe é hiperbdlico (estdvel) e estd contido na regido [0, 1] x (0,0);

Se s <0e fol B(t)dt < 0. Pela Proposi¢do 2.16 e equagdo (3.22) os dnicos
ciclos limite de (3.19) sdo: Xo(t) = 0 o qual € semi estdvel, e X1 () =  que
¢ estdvel. Sejam x(¢) e %(¢) solugdes de (3.17) e (3.19), respectivamente, tais
que 0 # x(0) = x(0) < . Como Xo(¢) € semi estdvel e ¥;(¢) € estdvel temos
que x(1) > x(0). Além disso, /(t) € positiva e ndo identicamente nula em [0, 1],
o que implica que x(1) > x(1) > x(0) = x(0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite.
Pela Proposi¢do 2.16 e equacao (3.23) os unicos ciclos limite de (3.20) sdo:

%o(t) = 0 o qual € semi estdvel, e £1(t) = § que € estdvel. Sejam x(¢) e £(¢)
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solucdes de (3.17) e (3.20), respectivamente, tais que 0 # x(0) = £(0) > 0.
Como £p(z) é semi estdvel e £(r) é estavel temos que x(1) < x(0). Além
disso, I(t) é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1], o que implica que
x(1) < x(1) < %(0) = x(0), logo x(¢) ndo € um ciclo limite.

Portanto (3.16) possui um ciclo limite ndo nulo e este € hiperbdlico (estavel)

e estd contido na regido [0, 1] x (%,0).

CAs02.1(t) <0.
Aplicando em (3.16) a mudanga de varidveis x(s) = x(1 —t) temos

dr d(x(s)ds  d(x(s))

ds ds dt ds
= —A(s)x>(s) — B(s)x*(s).

Logo temos /(s) > 0. Portanto a demonstragdo deste caso é semelhante a do caso

anterior. O

Corolario 3.7. Considere a equacdo de Abel (3.11). Suponha que fol C(t)dt =0 e que

existem dois niimeros reais a e b tais que
aA(t)eo €4 1 pp(r)

ndo é identicamente nulo e também ndo muda de sinal para todo t € [0,1]. Nestas
condigoes (3.11) possui no mdximo um ciclo limite ndo nulo e quando este existe, é

hiperbolico.

Prova. Aplicando em (3.11) a mudanca de coordenadas
y(l‘) = x(t)g_ [6 C(s)ds ou .x(t) — y(l.)efé C(S)ds,
temos

dy _ dx _ o) — JiCls)ds
il C(t)x(t)e
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( A3 C(s)ds 3( )+B(t)e2f6C(s)dsy2(t)> o= o Cls)ds
= A(1)e2 B3 (1) 4 B (1) COMy2 (r). (3.24)

Observe que a mudanca de coordenadas aplicada em (3.11) conserva a quan-
tidade de ciclos limite da equacdo pelo fato de [y C(t)dt = 0, ou seja y(0) = x(0) e

y(1) =x(1).
Como
aA (t)ezf(g Cls)ds 4 bB(Z)gf(; C(s)ds

também ndo é identicamente nula e ndo muda de sinal em [0,1], podemos aplicar o
Teorema 3.5 em (3.24) de onde concluimos a demonstrac¢ao deste coroldrio. O

Teorema 3.8. Considere a equacdo de Abel (3.11). Suponha que existem trés niimeros
reais a, b e c tais que aA(t) + bB(t) ndo é identicamente nulo e também néo muda de sinal
para todo t € [0,1], e além disso, (bC(t) — cA(t))?> + (aA(t) +bB(t))(cB(t) +aC(t)) < 0

para todo t € [0,1]. Entdo (3.11) possui no mdximo quatro ciclos limite ndo nulos.

Prova. Os casos a = 0 ou b = 0 ja sdo garantidos pelos Teoremas 3.3 e 3.4. Considerare-
mos entdo ab # 0 e aplicando o Teorema 2.22 em (3.11) com f(z,x) = bx —ax*+cxe

w = —1 temos

M_1(t,x) = {(0,3bx* —2ax +c), (1,A(t)x’ + B(t)x* + C(1)x))
—x(bx* —ax+¢)(3A(t)x* +2B(1)x+C(1))
x(3bx* —2ax + ¢)(A(t)x* + B(t)x +C(z))
—x(bx* — ax +¢)(3A(t)x* +2B(t)x +C(1))
= (3bA(t) — 3bA(t))x> + (3bB(1) — 2aA(t) — 2bB(t) 4 3aA(r))x*
+(cA(t) — 2aB(t) + 3bC(t) — bC(t) + 2aB(r) — 3cA(r))x°
+(=2aC(t) + cB(t) +aC(t) — 2¢B(1))x* + (cC(t) — cC(t))x
= x2((aA(t) +bB(t))x2 +2(bC(t) — cA(t))x — (cB(t) + aC(t))).

€ como

A(t) = 4(bC(t) — cA(t))2 +4(aA(t) +bB(t))(cB(t) +aC(t))
= 4((bC(1) — cA(1))* + (aA(t) + bB(1))(cB(t) +aC(1))) < 0O

logo M_(t,x) ndo muda de sinal em [0, 1] x R e se anula apenas em x = 0. Pelo Teorema

2.22, temos que se a?® —4bc < 0 entdo K1 <2 elogo o nimero maximo de ciclos limite de
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(3.11)é K; + K> + 1 <5 e como um destes é o proprio x(¢) = 0 temos no maximo quatro
ciclos limite ndo nulos para (3.11).

Suponha agora que a’> — 4bc > 0 temos que Q = {xo(t),x"(¢),x (t)} onde
xo(t) =0ex®(t) = “ig—@. Se um dos valores x™ ou x™ for igual a zero entdo teremos
K1 =2eK;+K;+1<5ecomoum destes é o proprio x(¢) = 0 temos no maximo quatro
ciclos limite ndo nulos para (3.11). Se nenhuma das curvas x*(¢)(t) for solugio de (3.11)
entdo K> = 1 e logo K| + K + 1 < 4 e logo o nimero méximo de ciclos limite ndao nulos
de (3.11) é trés.

Suponhamos agora que x™ (¢) € x™(¢) sdo ndo nulas e que as duas sdo solugdes
de (3.11). Entdo temos

AP B +C()xT =0

c
A()(x ) 4+B()(x)*+C(t)x~ =0,
dai
A ()2 +B()xT+Ct) =0 (3.25)
c

A()(x" )2 +B()x™ +C(t) =0. (3.26)

Subtraindo (3.26) de (3.25) temos

0= A(N)((x")? = (7)) +B)(x" —a7)
ava* —4bc Vva? —4bc
Va? — 4bc
= T(aA(t) +DbB(t)) # 0.
daf concluimos que se uma das curvas x* (¢) e x™ (¢) for uma solugdo de (3.11) entdo a
outra ndo pode ser. Logo (3.11) possui no maximo cinco ciclos limite ndo nulos.

Podemos reescrever (3.11) como

% —x (A(t)x< — g) +xI(t) +C(t)) ) (3.27)

Observe quext +x~ =% e (x—x")(x—x7) =x* —xxT —xx™ +xTx". Sex" (1)

(ou x~ (¢)) for uma solugdo periddica de (3.11) temos

xt (At (¢ - g) +x71(1) +C(1)) =0
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(x* (A(r)xi (xi = g) +x"1(1) —I—C(t)) = O) :
de onde tiramos que C(1) = A(t)x" (4 —xT) —xT1(t) (ouC(t) = A(t)x™ (§ —x~) —x"1(1)).
Dai (3.27) fica,

X (A (x- “) () + AW (5 ") —1)
= x (A()x(x—x" —x7) +A@)xTx" (x —x7)I(1))

=t —xx aTa )+ (e —x)I(r))

(A@)(x—x7)+1(r)) (3.28)

Iremos comparar as solu¢des da equagao (3.28) (ou (3.28)) com a equacao

d
d—f = A(f)x(x —xT)(x—x7). (3.29)
Vamos dividir a demonstracdo desta proposi¢do em dois casos,

Caso 1. [(t) >0,

(1) Se folA(t)dt = 0, pela Proposicédo 2.16 todas as solugdes de (3.29) sdo periddicas.
Sejam x(¢) e x(r) solugdes de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais que x(0) =
%(0) > x*. Como [(r) > 0 temos % > Z—f e como [(t) ndo é identicamente nula
em [0, 1] temos que x(1) > x(1) = x(0) = x(0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite.

Portanto (3.28) possui no maximo quatro ciclos limite ndo nulos;

(2) Se folA(t)dt > 0, pela Proposi¢do 2.16 os tnicos ciclos limite de (3.29) sdo:
xo(t) =0, xT(r) e x (¢). Todos sdo hiperbélicos e cuja estabilidade é dada pelo
sinal de x™x~ [ A(t)ds, xt [y A(t)dt e —x~ [} A(t)dt, respectivamente.

(2.1) Se x* > x~ > 0, entdo xo(t) = 0 e x"(¢) sdo instdveis enquanto x (¢) é
estavel. Sejam x(z) e x(¢) solucdes de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais
que x(0) = x(0) > xT. Como x*(r) € instdvel temos que x(1) > %(0). Além
disso, I(z) é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1], o que implica que
x(1) > x(1) > %(0) = x(0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite. Portanto (3.28)
possui no maximo quatro ciclos limite nao nulos;

(2.2) Se x> 0> x", entdo x (¢) e x~ () sdo instdveis enquanto xo(z) € estdvel.
Sejam x(¢) e X(t) solu¢des de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais que

x(0) = x(0) > x*. Como x"(¢) é instdvel temos que x(1) > %(0). Além
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(2.3)

disso, [(¢) é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1], o que implica que
x(1) > x(1) > %(0) = x(0), logo x(¢) nao é um ciclo limite. Portanto (3.28)

possui no maximo quatro ciclos limite nao nulos;

Se 0 > xT > x7, entdo xo(¢t) = 0 e x (¢) sdo instdveis enquanto x*(¢) é
estdvel. Sejam x(¢) e x(7) solugdes de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais
que x(0) = x(0) > 0. Como x((t) é instavel temos que x(1) > %(0). Além
disso, I(z) é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1], o que implica que
x(1) > x(1) > %(0) = x(0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite. Portanto (3.28)

possui no maximo quatro ciclos limite nao nulos;

(3) Se fOIA(t)dt < 0, pela Proposi¢do 2.16 os tnicos ciclos limite de (3.29) sdo:

xo(t) = 0, x(r) e x~(¢) todos hiperbdlicos e cuja estabilidade é dada pelo sinal
de x*x~ [ A(t)dt, xT [} A(t)dt e —x~ [y A(¢)dt, respectivamente.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Se xt > x~ > 0, entdo xo(t) = 0 e xT(z) sdo estdveis enquanto x (¢) é
instavel. Sejam x(¢) e x(z) solugcdes de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais
que x~ > x(0) = x(0) > 0. Como x(¢) € instdvel temos que x(1) < x(0).
Além disso, [(t) é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1], o que implica
que x(1) <x(1) < x(0) =x(0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite. Portanto (3.28)

possui no maximo quatro ciclos limite ndo nulos;

Se x>0 > x", entdo x" () e x () sdo estdveis enquanto xo(z) € instdvel.
Sejam x(z) e x(¢) solugdes de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais que
0 > x(0) = %(0) > x~. Como xy(z) é instavel temos que x(1) < x(0). Além
disso, I(z) é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1], o que implica que
x(1) < x(1) < %(0) = x(0), logo x(¢) ndo é um ciclo limite. Portanto (3.28)

possui no maximo quatro ciclos limite nao nulos;

Se 0 > x> x7, entdo xp(t) = 0 e x (¢) sdo estaveis enquanto x* (1) é
instdvel. Sejam x(¢) e x(r) solugdes de (3.28) e (3.29), respectivamente, tais
que x* > x(0) = x(0) > x~. Como x™(¢) € instdvel temos que x(1) < x(0).
Além disso, () é positiva e ndo identicamente nula em [0, 1], o que implica
que x(1) < x(1) <x(0) = x(0), logo x(¢) ndo € um ciclo limite. Portanto (3.28)

possui no maximo quatro ciclos limite nao nulos.

CAs0 2. 1(r) <0.

Aplicando em (3.11) a mudanga de varidveis x(s) = x(1 —#) temos

dx _ d(x(s))ds _ d(x(s))
ds ds dt ds
= —A(s)x>(s) = B(s)x*(s) — C(1)x(s).
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Logo temos /(s) > 0. Portanto a demonstragdo deste caso é semelhante a do caso
anterior.
Seguindo o mesmo raciocinio para o caso em que x () é a solugdo de (3.28)

concluimos a demonstragao. 0

3.4 Resultados mais gerais

Nesta se¢do estudaremos dois casos da equacdo (1.1) para n > 3. Os resultados

apresentados aqui foram estudados por A. Gasull e A. Guillamon em [1].

Proposicao 3.9. Sejam [, p > n > m > 2, entdo existem equagdes da forma

% = &P +ef(t)x" +a(r)x™ + bx, (3.30)

onde f e a sdo polindmios trigonométricos de periodo 1, |€| > 0 e |8| > 0 que possuem

no minimo [ ciclos limite.
Prova. Considere para t € [0, 1]a equagdo

d

d—f = ef(1)X" +a(t)x™. (3.31)
Escolha a fungdo a(t) de forma que se tenha fol a(t)dt = 0 e defina A(t) =

fya(s)ds. Sejam A = max,e(o,1]|A(t)| € 0(t,x,€) as solugdes de (3.31) tais que (0, x,€) =

X.

Se € = 0 temos J
d—); =a(t)x",

aplicando o método da separacdo de varidveis e trocando a varidvel ¢ por s, temos

dx _ a(s)ds,

xm
que integrando em s € [0,¢] resulta em

(9(t,x,0)) Xt

1—m C1l-m

0

dai,
1

1 m—1
0(t,x,0) =x(1 my Py A(l)xm_l) , (3.32)
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definida para x € [0, R/ (m— 1)A> = I, observe que ¢(z,x,0) é tal que ¢(0,x,0) =
o(1,x,0).

Podemos escrever 0(z,x,€) como
Oe(£,X) = 0(t,x,€) = ¢(t,x,0) + €W (t,x,0) +€2R(z,x,0) (3.33)

onde W (1,x,0) = %(#,x,0) e W(0,x,0) = 0.
Fazendo W(1,x,0) = W(x) e R(1,x,0) = R(x), temos

he(x) = 0(1,x,€) = x+eW (x) +€2R(x). (3.34)

Observe que se xg € I € uma raiz de W (x) de multiplicidade 1, entdo para valores
suficientemente pequenos de € existe Xy(€) € I proximo a xp tal que ¢(7,%p(€),€) € um
ciclo limite hiperbdlico de (3.31). Assuma que, dado um nimero natural /, € possivel
escolher fungdes f(7) e a(t) de maneira que W (x), como definida acima, possui / raizes
de multiplicidade 1, este fato serd demonstrado no Lema 3.10. Assim sendo, podemos
escolher € suficientemente pequeno tal que (3.31) possui no minimo / ciclos limite. Para
concluir esta demonstracdo € suficiente considerar a equacio (3.30) como pertubacio de
(3.31), escolhendo f(¢) e a(t) de forma que (3.31) possui / ciclos limite hiperbélicos, para
€ e d suficientemente pequenos (3.30) preserva esta quantidade de ciclos limite. 0

Lema 3.10. Dado um niimero natural 1, € possivel escolher funcdes f(t) e a(t) de maneira

que W (x), como definida acima, possui l raizes de multiplicidade 1.

Prova. O primeiro passo na demonstracio deste lema é expressar a funcdo W (t,x) em
termos de f(z) e a(t), por (3.31) e (3.33) temos

= f(1) (0o +€W +€*R)" +ef(1)n(do + W +€>R)" 1 (W +2¢R)
+a(t)m(Qo +eW +€*R)™ (W + 2¢R)
F(£)(9o(t,x))" +a(t)m(do(t,x))™ "W (t,x) + O(e).

Se € =0, por (3.31) temos a(t) = mdq)(ig’x) , daf
dw (t,x) " 1 dgo(t,x)
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ou seja,

i((W(r,x) ) - 1 (dW(t,x) (q)o(t’x))m_W(Lx)dq)(ﬁ,x))

1 " m—
:@<(f(t)¢o+m% ;;0 )¢o mog ™! ¢° )
= f(6)(00(t,x))"™". (335)

Integrando (3.35) no intervalo [0, 1] e utilizando (3.32) temos

_ ! f(@)
W(x)—W(l,x)—x/o TEy—r 1. (3.36)

Q

Fazendoy =x""!, o= q(t) = an cos(2mt) e Hy(x) = W) 5btemos

_ (! f()
Hr() = /o (1- sen(Znt)y)“dt'

Fixando um valor para / ¢ um polindmio p(y) = Zfzo biy' onde b; € R, para

i=0,1,---, [ Iremos provar que existe uma fungdo f(¢) da forma

)
fle)y="Y B;fit)

J=0

onde f;(t) = sen’ (27t), B; € R, tal que
Hy(y) = p(y) +0(' ™). (3.37)

A fungdo Hy(y) é linear em relagdo a f. Podemos escrever

L ykdFH
Yy f
Hy, (y) = k_OH dykj (0)+ O(yl+1)_ (3.38)

Por inducgdo simples podemos mostrar que

b

sen (27t )y)%+2
dy*

dkaj( - (x—l—k 1 fO lsen”k 2mt) dt, sek#0
Hfi(y), sek=0

onde
(ot 1) (a+k) sek>1,

o
Lo+k)=1¢ o sek=1,
1 se k < 1.
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que substituindo em (3.38) concluimos que

l 1
o+k—1 -
Hy) = YA (4T [ sentHeman 00
k=0 0
l
=Y cipf+o6Mh,
k=0

onde cjr = (“*F 1) fo sen/ K (2me)dr.

Assim, temos

co0 co1 - corf |1

10 C1,1 - €1y y 141
He(y)=1[Bo B1 --- Bi| . . . : +00™).

co ca oyl P

. . o l
Seja a matriz C = (c; k) 4—o» temos

det(C) = Il] <“+:_ 1>det(G),

k=0
onde G = (gi,j)é' o € tal que g;; = J sen(2nt)dr. Seja L o conjunto de todas as

combinacdes lineares das fungdes fo, f1, - -, f;, a matriz G € a matriz do produto interno

<7 > :LXL—)R7 onde <f7g> = fOlf(t)g(t)dt’ IOgO gi,j = <fl7fj>’ como {f07 f17 7fl} €
uma base de L entdo det(G) # 0.

Portanto det(C) # 0 o que implica que o sistema

cTxT — BT
onde X =[Byp By --- PJeB=][by by --- by, é sempre possivel e determinado.
Portanto é possivel escolher o, B1, -« , By, tais que (3.37) seja satisfeita. Pelos Lemas 2.5
e 2.9 concluimos através de (3.37) a demonstra¢ao deste lema. O

Teorema 3.11. Considere a equagdo de Abel generalizada,

dx

i an(1)x" + ap ()X +ay (1)x, (3.39)

onden>m>1, ea,(t), an(t) e ay(t) € C' de periodo 1. Suponha que a,(t) ou a,(t) ndo

muda de sinal em [0, 1]. Entdo,

i) Sen éimpar, entdo (3.39) possui no mdximo cinco ciclos limite. Além disso, em cada
regido DT ={(t,x) €S: x>0} e D~ = {(t,x) €S : x < 0} ocorre exatamente uma
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das seguintes possibilidades,

i.i) A equacdo (3.39) ndo possui ciclos limite;
i.ii) A equacdo (3.39) possui um tinico ciclo limite e este é hiperbdlico;
i.iii) A equacdo (3.39) possui um iinico ciclo limite e este é semi-estdvel;
i.iv) A equagdo (3.39) possui exatamente dois ciclos limite e estes sdo hiperbdlicos.
ii) Se n é par, entdo (3.39) possui no mdximo quatro ciclos limite. Além disso, em cada

regido D e D~ ocorre exatamente uma das possibilidades i.i) a i.iv), descritas no

item anterior.

Prova. Vamos dividir a demonstragdo deste teorema em dois casos,

CASoO 1. n é impar,
(1) Seay(r) >0.Sejamx; < x2 <0< x3 < x4, temos x(£,x1) < x(f,x2) <0 < x(t,x3) <

x(t,x4) o que implica em

1 1
/ (1) (x(2,30) )"\t > / (1) (x(2,32) )"~ dit
0

0

€
/lan(t)(x(t,xs))”ldt < /lan(;)(x(t,m))nldt_
0 0
Logo por (2.22) temos
D(x1) > P(x2)
e

D(x3) < P(xa),

ou seja, (x) é uma funcdo estritamente decrescente em D~ e estritamente cres-
cente em DT, Pelo Lema 2.17 temos j—)ﬁg(xo) = ¢®™), o que implica que %(xo) é
estritamente decrescente em 2~ e estritamente crescente em DT, como dois ciclos
limite adjacentes possuem estabilidade diferentes, chegamos a conclusido de que
em cada uma das regides D~ e DT a equacio (3.39) possui no maximo trés ciclos
limite. Suponha que em uma das regides D~ e D' a equagio (3.39) possui os trés
ciclos limite. Um deles serd semi-estavel, aplicando o Lema 2.18 € possivel, para
um ¢ suficientemente pequeno, construir uma equacio da forma (3.39) com qua-
tro ciclos limite na mesma regido, o que € uma contradi¢@o, pois vimos que (3.39)
possui no maximo trés ciclos limite em cada uma das regides. Portanto concluimos
que (3.39) possui no maximo dois ciclos limite em cada uma das regides D~ e D™.

Assim sendo, vale o item i) e um dos subitens de i.i) a i.iv);
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(2)

3)

4)

(1

Se a,(r) < 0. A demonstracdo deste item é semelhante a do item anterior, basta

aplicar a mudanga de varidveis y(s) = x(1 —1);

Se b, (1) > 0. Sejam x; < xp <0 < x3 < x4, temos x(7,x1) < x(t,x2) <0< x(t,x3) <

x(t,x4) o que implica em

/b x(t,x1))"” 1a’t>/ ba(t)(x(t,x2))" Lt

e
/ b (t) (x(t,x3))"" 1dt</ b (1) (x(t,x4))" " Ldt.
Logo por (2.23) temos
fD(xl) < CID(XQ)
e

(I)(X3) > CID(X4),

ou seja, ®(x) é uma funcido estritamente crescente em D~ e estritamente decres-

dh(O)é

estritamente crescente em D~ e estritamente decrescente em DT, como dois ciclos

cente em DT, Pelo Lema 2.17 temos j—h(xo) e®0) o que implica que

limite adjacentes possuem estabilidade diferentes, chegamos a conclusido de que
em cada uma das regides D~ e D a equagdo (3.39) possui no maximo trés ciclos
limite. Suponha que em uma das regides D~ e D™ a equagio (3.39) possui os trés
ciclos limite. Um deles serd semi-estdvel, aplicando o Lema 2.18 € possivel, para
um € suficientemente pequeno, construir uma equagdo da forma (3.39) com qua-
tro ciclos limite na mesma regido, o que € uma contradi¢ao, pois vimos que (3.39)
possui no maximo trés ciclos limite em cada uma das regides. Portanto concluimos
que (3.39) possui no mdximo dois ciclos limite em cada uma das regides D~ e D,

Assim sendo, vale o item i) e um dos subitens de i.i) a i.iv);

Se by(t) < 0. A demonstracdo deste item é semelhante a do item anterior, basta

aplicar a mudanga de varidveis y(s) = x(1 —1).
CASO 2. né par,

Se a,(t) > 0. Sejam x; < xp, temos x(z,x;) < x(z,x2) 0 que implica em

1

1
/ (1) (x(t, 1)) Vi < / (1) (x(t,32) )"\ dr.
0

0

Logo por (2.22) temos
D(x1) < D(xy),
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ou seja, P(x) é uma fungdo estritamente crescente em .S. Pelo Lema 2.17 temos
j—)z)(xo) = ¢®(0)_ para xo # 0, 0 que implica que j—)fg(xo) ¢ estritamente crescente
em D~ U DT, como dois ciclos limite adjacentes possuem estabilidade diferentes,
chegamos a conclusdo de que a equagdo (3.39) possui no maximo quatro ciclos
limite x(7,x1) < x(7,0) < x(t,x2) < x(,x3) oux(t,x1) < x(t,x2) < x(£,0) < x(¢t,x3),
pois a estabilidade de x(z,0) é dada pelo sinal de —®(0). Assim sendo, vale o item

ii) e um dos subitens de i.i) a i.iv);

(2) Se ay(t) < 0. A demonstracdo deste item é semelhante a do item anterior, basta

aplicar a mudanga de varidveis y(s) = x(1 —1);

(3) Se by(t) > 0. Sejam x| < xp, temos x(#,x1) < x(t,x3) o0 que implica em

1 1
/ b (1) (x(2,21) )"\t < / ba(1) (x(2,32) )"~ di.
0 0

Logo por (2.23) temos
(D(xl) > CI)(XQ),

ou seja, ®(x) é uma fungio estritamente decrescente em . Pelo Lema 2.17 temos
C;'l—fo(xo) = ¢®(0) | para xy # 0, 0 que implica que j—)g)(xo) ¢ estritamente decrescente
em D~ U DT, como dois ciclos limite adjacentes possuem estabilidade diferentes,
chegamos a conclusdo de que a equagdo (3.39) possui no maximo quatro ciclos
limite x(¢,x1) < x(t,x2) < x(£,0) < x(t,x3) ou x(¢,x1) < x(t,x2) < x(£,0) < x(t,x3),
pois a estabilidade de x(z,0) é dada pelo sinal de —®(0). Assim sendo, vale o item

ii) e um dos subitens de i.i) a i.iv);

(4) Se by(t) < 0. A demonstragdo deste item é semelhante a do item anterior, basta

aplicar a mudanga de varidveis y(s) = x(1 —1).
O que conclui a demonstracao. 0J

Teorema 3.12. Considere a equagdo de Abel generalizada,

dx

5= an (X" + az (t)x* +ay (1)x +ap(1), (3.40)

onde a,(t), ax(t), a\(t) e ap(t) € C' sdo todas de periodo 1. Suponha que a,(t) ndo muda
de sinal em [0, 1]. Entdo,

i) Se n > 3 é impar, entdo (3.40) possui no mdximo trés ciclos limite contando

multiplicidades;

ii) Se n > 4 ¢é par, seja | um nimero natural qualquer, existe uma equagdo do tipo

(3.40) com no minimo [ ciclos limite.
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Prova. Seja n > 3 um ndmero natural impar, pela Proposicdo 2.14 temos,

dh

a(XO) _ efol (nan(t)x”*1+2a2(t)x+a1(t))dz,
2 1 t _
fz_}zl(x") - %("0) / (n(n = Dan(t)x"2 + 2 (1) )elo "+ 2shctan()ds gy
X0 0 0
(]
2 2

d3h( S 2 (x0)
—30) = 50 +
dx} dx 51;; (x0)

1 ‘ e
/ n(n—1)(n—2)ay ()" 3o nan" F2axtands gy | (3 47)
0

Vamos dividir a demonstrac@o deste teorema em dois casos,
CAsO 1. n > 3 ¢ impar,

(1) Se a, > 0, por (3.41) temos que Z%é’ > 0 pois, n — 3 € par. Suponha que x; < xp <
0
x3 < x4 sejam zeros da fungdo h(x) — x, contando multiplicidades. Pelo Teorema de

Rolle existem yq, y € y3 com
X Sy1 <Sxp <y2 <3 <y3 < ay,

tais que yi, y2 € y3 sejam zeros de % — 1, contando multiplicidades. Aplicando

novamente o Teorema de Rolle existem z; € zp com

Vi<z1<y2 <2 <Yy3,

d?*h

tais que z; € zp sejam zeros de s

contando multiplicidades. E novamente pelo
. . 3
Teorema de Rolle existe wy com z; < wy < 7o, tal que wy seja zero de ZT?. Uma
0
contradi¢do, logo (3.40) possui no maximo trés ciclos limite;
(2) Se ay(t) < 0. A demonstracdo deste item é semelhante a do item anterior, basta
aplicar a mudanga de varidveis y(s) = x(1 —1).

Portanto o item i) do teorema € valido.
CASO 2. n > 4 ¢ par. Pela Proposi¢do 3.9 existe uma equagdo da forma

dy

3 2
— =a(t)y’ +b(t)y", (3.42)
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onde a(t) e b(t) sdo polindmios trigonométricos, que possui no minimo / ciclos limite
hiperbdlicos. Para € > 0, suficientemente pequeno, a pertubagdo de (3.42)
dy !

_ 3 2
i epZ:‘pr(t)yP +a(t)y’ +b(t)y (3.43)

onde b,=1¢e¢ bp(t), p =4, ..., n—1 s3o funcdes continuas, também possui no minimo
[ ciclos limite. Aplicando em (3.43) a mudanga de coordenadas x(¢) = y(t) — k(t), onde

k(t) é de classe C!, temos,

A dy dk ¢ dk
== d_f_E egbp ) +R)? +a(0) (k) b (x+ ) = =
n—1 n i )
—edieY (¥ (p) (k(t))’%,-(t)) Y alt) (K + (o) (x4 k)~ T
p:4

||

\M|
TN
HM ’

<> b()> Va3 (t)x’ +ax(1)x* +ar(1)x+ao(r).

onde a;, i =0, ..., 3, sdo polindmios em a(t), b(t), Z];’ k(t)ebi(t),i=4,...,n—1.Por
exemplo,
82 ( ) ) 73bi(1) +alr).
Vamos procurar fungdes b;(t) e k(t), i =4, ..., n— 1, tais que,
dx )
i ex" +ay(t)x"+ap(t)x+ap(t) (3.44)
ou seja,
n - .
) <’> (k(t))""Phi(t) =0 e a3(t)=0. (3.45)
i=p p

Da primeira parte de (3.45), temos

ou seja,
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byl) = <k<r>>”—f’<—1>f’( " ) (3.46)

parap=4,...,n—1.
Aplicando (3.46) na segunda parte de (3.45) temos

A fungdo acima estd bem definida pois n é par. Em geral, k(¢) como dado acima
nio é de classe C!.

Vamos mostrar que é possivel escolher a(¢) de maneira que k(¢) seja uma fungio
de classe C'.

Na equag@o (3.42), denote por 11, ..., t, as raizes de a(t). Escolha um natural
N > 3 e uma fungdo crescente y(7) € C* definida em [0, 1], satisfazendo y(0) = 0,
y(t) =t,y(l) =1, ‘gt‘j"(t,) Oe ‘Z—j’(t) #0set#t,parai=1,---,rejeN.

Aplicando a mudancga de coordenadas t = y(s), (3.42) fica

3 y . (3.47)
{ & = a(w(s)) @x +b(y(s)) G’

Observe que s; = t;, para i = 1, -+, r, também sio raizes de a(s) = a(y(s)) 7 -

Além disso a multiplicidade de cada s; € “infinita” como raiz de da(s).
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Cada orbita da equacgdo

d ~
X a() +h(s)?, (3.48)
ds

com b(r) = a(w(t))fl—'f restrita ao intervalo (s;,si+1) com i=0,....,r+1esp=0¢

sr+1 = 1, coincide geometricamente com uma Orbita de (3.47), portanto a equacao (3.48)
também possui / ciclos limites.

Substituindo a equacdo (3.42) por (3.48), a funcao

ar) -
(- |
" ( eZy(-Di(3) (n"))

Portanto € possivel construir uma equacao do tipo (3.40) satisfazendo o item ii)

é de classe C'.

deste teorema. O
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