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Capitulo 1

Introducao

Os derivativos sao os mais sofisticados instrumentos financeiros. Pode se também
dizer que sao os mais intricados, misteriosos e até mesmo os mais arriscados. Os
derivativos sdo tao antigos que nao tém um inventor conhecido. O uso dos deriva-
tivos surgiu da necessidade de reduzir a incerteza. Derivativos sao instrumentos
financeiros sem valor proprio. Tanto que este tipo de contrato financeiro tem esse
nome por derivarem seu valor de algum outro ativo, exatamente o motivo pelo qual
servem para minimizar o risco de flutuacoes inesperadas de precos.

Os derivativos se apresentam em duas modalidades: como contratos a termo
(contratos de entregas futuras a precos especificados) e como contratos de op¢oes
que fornecem a um lado a oportunidade de comprar ou vender para o outro lado
a um precgo prefixado. Por mais sofisticado que parecam esse contratos financeiros
provavelmente seu papel na administragao do risco surgiu, ha varios séculos, no
campo. No século XII, os vendedores nas feiras medievais assinavam contratos,
denominados Lettres de faire, prometendo a entrega futura dos itens vendidos. No
século XVII, os senhores feudais Japoneses vendiam seu arroz para entrega futura em
um mercado chamado Cho-ai-mai sob contratos que os protegiam dos mau tempo
ou da guerra.

De acordo com P. L. Bernstein[1], no livro I da politica Aristételes descreveu
uma opc¢ao como “um dispositivo financeiro que envolve um principio de aplicacdo
universal”. Grande parte da famosa febre das Tulipas da Holanda no século XVII

envolveu a comercializacao de opcoes de compra e venda de Tulipas, em vez das



proprias Tulipas. Em muitos aspectos, tais contratos de opgoes eram tao sofisticados
quanto os atuais. Os revendedores de Tulipas compravam opcoes de compra quando
queriam a garantia de poder aumentar seus estoques enquanto os precos estivessem
subindo. Essas opc¢oes davam ao revendedor o direito, mas nao a obrigacao, de
solicitar ao outro lado a entrega de Tulipas a um prego prefixado. Os plantadores
que buscassem protecao contra preco em queda compravam opgoes de venda que
lhes davam o direito de vender para o outro lado a um preco prefixado. O outro
lado dessas opcoes, os vendedores, assumiam esse risco em troca dos prémios que
presumivelmente compensariam os vendedores de opcoes de compra pelo risco de
aumento dos precos, e os vendedores de opcoes de venda pelo risco de queda dos
precos.

Qual é o Prémio justo para uma opc¢ao no Mercado de Capitais? Quanto vale
um contrato de op¢ao? Como decidir quanto pagar por uma opc¢ao de compra ou de
venda, e por que esses valores mudam com o tempo? As respostas a estas perguntas
se tornam mais claras se examinarmos um exemplo apresentado no livro de P. L.
Bernstein[1] de uma op¢ao amplamente negociada no mercado financeiro Americano
envolvendo acoes. Em 6 de junho de 1995, quando a acao da AT&T estava sendo
vendida por $ 50,00 ddlares, uma op¢ao a venda oferecia ao seu detentor o direito
de comprar a acao da AT&T por $ 50, 25 délares até 15 de outubro de 1995. A acéo
estava sendo transacionada por menos que o preco de exercicio, isto é $ 50,25. Se a
acao permanece abaixo do preco de exercicio durante o tempo de vencimento, esta
opcao nao teria valor e seu detentor perderia todo o prémio pago por ela. Contudo,
aquele prémio era tudo que o comprador da opcao arriscava e tudo que o vendedor
da opcao poderia esperar ganhar. Se a acao da AT&T subisse além do preco de
exercicio, antes de 15 de outubro, em uma quantia superior ao prémio da opc¢ao,
esta geraria lucro. De fato, o lucro potencial da opcao seria ilimitado.

A opcao sobre a acdo da AT&T estava sendo vendida por $ 2, 50 em 6 de junho de
1995. Mas por que o prémio tinha o valor de $ 2,507 Para responder essa pergunta
podem ser utilizados modelos matematicos, que levam em conta a incerteza e nao
apenas a intuicao.

O primeiro esforco de aplicagao da matematica, em vez da intuicao, na avaliacao



de uma opcao foi realizada por Louis Bachelier ainda em 1900. Nas décadas de
1950 e 1960, alguns outros pesquisadores também realizaram diversas tentativas.
O enigma foi enfim resolvido no final da decdda de 1960 por um estranha trinca.
Todos os seus integrantes com menos de trinta anos. Fischer Black, Myron Scholes
e Robert C. Merton, brilhantes inovadores em financas além de sua contribuicoes

especificas a teoria das opcoes.

A historia Comega em 1965, quando Black fez amizade com um colega chamado
Jack Treynor. Na época Black estudava economia nas horas vagas sob a orientacdo de
Franco Modigliani, do MIT, futuro ganhador do prémio nobel de economia. Treynor
mostrou a Black seu antigo trabalho em um modelo para explicar como os mercados
equilibram risco e retorno. Sendo Black um crente incondicional do livre mercado,
decidiu aplicar as idéias de Treynor a avaliacao de opcoes e, para ajudar nesse
trabalho, aceitou o conselho de Traynor de aderir a um workshop de finangas no
MIT. Trés anos depois, Black continuava ajustando equacoes que se recusavam a
fornecer uma resposta adequada. A analise de Treynor de como as flutuagoes do
mercado influenciam a avalicdo dos papeis individuais simplesmente nao soluciona
o problema. A essa altura, Black e Scholes comecaram a trabalhar juntos. Quanto
mais analisavam juntos as equagcoes, mas claro ficava que a resposta nao tinha ne-
nhuma relacdo com o modelos de Treynor de risco e recompensa. No ano de 1970,
Scholes contou a Merton as dificuldades que ele e Black estavam tendo. O problema
despertou imediatamente o interesse de Merton. Em pouco tempo, ele resolveu o
dilema dos colegas, mostrando que eles estavam no caminho certo por motivos que

eles préprios haviam ignorado. O modelo matemético foi entao concluido.

Apesar da aparéncia algébrica complexa, as idéias béasicas por tras do modelo
sao facies de entender. O valor de uma opc¢ao depende de quatro elementos: tempo,
preco, taxa de juros e volatilidade. Esses elementos aplicam-se tanto as opgoes de
venda como as opgoes de compras. Dentre esses o mais decisivo é o quarto elemento:
a volatilidade esperada do ativo subjacente. Como a agao da AT&T no exemplo
citado, vendida a $ 50,00 ddlares, enquanto o detentor da opcéo tinha o direito de
compra-la a $ 50,25 em qualquer momento entre 6 de junho e 15 de outubro de

1995. A probabilidade de que o preco da acao da AT&T possa subir - ou cair - é



irrelevante. A tnica coisa que importa é até onde o preco da acao pode ir, e nao a
direcdo em que se move. A noc¢ao de que a direcdo da mudanca de preco é irrelevante
para a avaliacao de uma opcao é tao antiintuitiva que explica em parte a demora de
Black e Scholes em alcancar a resposta que procuravam. Mas eles decifram o enigma
devido a natureza assimétrica da prépria opcao: o potencial de perda do investidor

limita-se ao prémio, enquanto o potencial de lucro é ilimitado.

Se a acao da AT&T cair para 45, 40 ou mesmo 20 ddlares durante a vigéncia da
op¢ao, o detentor da op¢do de compra ndo perderd mais de $ 2,50. Entre $ 50,25
e $ 52,75, o detentor ganhard menos de $ 2,50. Acima de $ 52,75, o potencial de
lucro ¢ infinito, pelo menos em teoria. Com todas as varidveis incluidas, o modelo de
Black-Scholes indica que a op¢ao da AT&T valia $ 2,50 em junho de 1995, porque
os investidores esperavam que a acao da empresa variasse em uma extensao de cerca
de 10%, ou cinco pontos, em cada direcdo durante os quatro meses de existéncia
da opcao. A volatilidade é sempre o fator determinante. Os negociantes de opcoes
entendem tais diferencas. O que quer que faca uma acao se mover é o que importa,
pois acoes que tendem a cair com rapidez, também tendem a subir rapidamente. Os
compradores de opcoes estao atras de agoes instaveis, os investidores que vendem

opcoes gostam de agoes estaveis.

Black e Scholes reuniram suas idéias sobre a avaliacao das opc¢oes em um artigo
enviado em outubro de 1970 ao Journal of Political Economy, uma prestigiosa revista
publicada pela Universidade de Chicago. Os editores rejeitaram prontamente o
artigo, alegando que Black e Sholes puseram nele financas demais e economia de
menos. A Review of Economics and Statistics de Harvard foi igualmente rapida
em devolver o artigo. Nenhuma das publicagoes sequer se deu ao trabalho de pedir
a um revisor que o examinasse. O artigo veio enfim a ser publicado na edi¢ao de
maio-junho de 1973 do Journal of Political Economy [2], mas somente depois da
recomendacao de dois influentes professores da Universidade de Chigaco. O artigo
se revelou um dos mais notaveis trabalhos de pesquisas ja publicados no campo da
economia ou das financas. Muitos trabalhos baseados na metodologia de Black e
Scholes surgiram em seguida, entre os mais importantes destacamos os seguintes.

Merton [3] estendeu o modelo de Black e Scholes para ac¢oes com pagamento de

4



dividendos, e mostrou que uma op¢ao de compra Americana, onde a agao subjacente
nao paga dividendos, pode ser avaliada como se fosse uma opcao de compra Européia,
ou seja, o exercicio antecipado nunca serd 6timo. Cox & Ross [4] estenderam o
modelo de Black e Scholes para ativos subjacentes que seguiam outros processos
estocasticos que nao o Movimento Geométrico Browniano, como por exemplo, um

processo de Poisson.

Ainda existia uma questao. Como avaliar uma op¢ao Americana que pode ser
exercida antecipadamente? Nenhuma solucao analitica fora encontrada. Entao
métodos numéricos ou de aproximagao deveriam ser utilizados. Brennan & Schwartz
[5] aplicaram métodos de diferencas finitas para resolver a equagao diferencial parcial
para uma op¢ao Americana. Diferentemente, Cox, Ross & Rubinstein [6] utilizaram
um processo discreto no tempo e binomial no espaco para aproximar um processo
continuo e calcular o pre¢o de uma opgao Americana. Duffie [7] apresenta um algo-
ritmo de diferencas finitas de Crank-Nicholson, para o cdlculo de debéntures (bonds)
e opgoes sobre estas debéntures. Hull e White [8] sugerem alteragdes no esquema de
diferencas finitas explicito, similares ao apresentado por Courtadon [9], de forma a
assegurar que opcoes possuam probabilidades positivas, em uma alusao ao modelo
trinomial. Segundo Hull [10], os métodos de diferengas finitas sdo muito usados na
avaliacao de derivativos exdticos, opgoes sobre debéntures e taxas de juros, opgoes
Européias e Americanas. Porém, eles se tornam muito complicados e “caros” com-
putacionalmente com o aumento de varidveis que determinam o valor da opcao, pois

a malha torna-se multidimensional.

No Brasil encontram-se diversos trabalhos sobre o assusto de precificacao de
opgoes. Nao se pode deixar de citar a tese de mestrado de Oliveira[l11] que propde
e analisa métodos numéricos aplicados a problemas de precificagdo de opgoes. Com
uma abordagem essencialmente matematica do tema, embora os resultados procu-

rados tenham como origem dificuldades da pratica financeira.

Mais recentemente a comunidade académica e o mercado tém-se preocupado com
o tempo de processamento de diversos métodos numéricos usados em financas. E
necessario que esses métodos sejam rapidos e precisos. E claro que nem sempre é

possivel encontrar métodos numéricos que possuam essas caracteristicas. Trabalhos



atuais na literatura sdo Marcozzi, Choi e Chen [12] que tem como foco examinar
a aplicacdo de fungoes de base radiais ou Radial Basis Functions (RBF) para o
problema de precificacao de opgoes que dao direito a negociacao de um ou dois
ativos subjacentes, e Song Wang [13] em 2004, onde o método de volumes finitos é
aplicado ao problema de avaliacao dos contratos de opcoes.

No presente trabalho, é apresentado o modelo de Black e Sholes que serve ens-
sencialmente para avaliacao de opcoes Européias e suas generalizacoes para opgoes
Americanas, que sao modeladas por uma inequacao parabdlica. Sao estudados os
contratos de opgoes que dao direito de compra ou de venda de um ou dois ativos
utilizando solugdes numéricas. Vale ressaltar a abordagem essencialmente de mo-
delagem compucional. Porém, nao deixa de haver uma preocupacao em buscar
resultados aplicaveis ao problemas de interesse essencialmente economico. Assim,
o trabalho enfoca especialmente a aplicacao de métodos numéricos a problemas de
precificacao de contratos de opgoes de estilo Europeu ou Americano.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No capitulo 2, sao apresen-
tados os conceitos de financas da teoria de economia e alguns conceitos da teoria
de estatistica, de forma a estabelecer definicbes que sejam relevantes no contesto
da modelagem financeira. A formulacao matematica do modelo de Black e Sholes
é apresentada no capitulo 3, juntamente com a formulacao de suas generalizacoes
para contrato de opcdes que dao direito a negociacao de dois ativos subjancentes. J&
o capitulo 4 contempla a construcao e obtencao de solucées aproximadas. Por fim,

os capitulo 5 e 6, apresentam resultados numéricos e conclusao, respectivamente.



Capitulo 2

Fundamentos em Financas

A base tedrica do problema de modelagem abordado nesse trabalho provém da
teoria de financas e da teoria estatistica. Desta forma, antes de iniciar o estudo da
modelagem do problema de precificagao de opcoes, faz-se uma rapida abordagem de

alguns conceitos da teoria de financas e da teoria estatistica.

2.1 Mercado Financeiro

Entende-se por mercado financeiro o conjunto de instituicoes financeiras que
sao responsaveis pela captagdao de poupanca e concessao de crédito. Desta forma,
pode-se afirmar que o Mercado Financeiro transfere as poupancas das unidades
econdmicas superavitdrias para as deficitdrias. Essas transferéncias dao origem ao
que o Mercado Financeiro denomina de spread, que é a diferenca entre a taxa de
captacao dos recursos e a taxa de empréstimo desses recursos. Em suma, o spread é
a remuneracao do intermedidrio financeiro pelo pagamento ao servico prestado.

O mercado financeiro se subdivide em quatro mercados: Crédito, Cambial,
Monetario e Capitais, cada qual com caracteristicas préprias. Apenas o ultimo

aqui sera abordado.

2.1.1 Mercado de Capitais e suas Modalidades Operacionais

O mercado de capitais é o conjunto de operagoes de médio prazo (1 a 3 anos),

longo (acima de 3 anos) ou indeterminado (permanente). Os recursos destinam-se em
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geral, ao financiamento de capital fixo das empresas, tendo como intermediarios as
institui¢oes financeiras ndo bancérias (Corretoras, Bancos de Investimentos, entre
outros). A médio e a longo prazo, financia capital de giro para as empresas e

habitacao para pessoa fisica.

No mercado de capitais brasileiro, as bolsas de valores operam com as seguintes
modalidades operacionais: Mercado a Vista e os Mercados de Derivativos
(Mercado Futuro, Mercado a Termo e Mercado de Opgoes). Os derivativos sao uti-
lizados para proteger os produtores e os investidores de oscilagoes indesejaveis no
preco de mercadorias no mercado a vista. Por exemplo, precos de mercadorias agri-
colas ou de ativos financeiros (moeda, taxa de juros, agoes, indice de bolsa, etc)
que se movem por varios motivos: politicos, economicos, climaticos, etc. Assim,
uma das fungées do mercado de derivativo é permitir ao produtor, ao industrial, ao
comerciante, ao importador ou exportador negociar no presente a compra ou venda
de mercadorias ou ativos financeiros em uma data futura. Essa negociagao implica
em contratos a termo, futuro e opgoes, que sao modalidades operacionais dos deriva-
tivos, padronizados em datas de liquidagao (exercicio), na quantidade negociada ou
na qualidade do produto negociado. As normatizacoes sao de responsabilidade das
bolsas que negociam os derivativos e das institui¢oes reguladoras do mercado que
também sao responsaveis pela regulamentacao das margens de garantias a serem de-
positadas pelos compradores e vendedores descobertos. Nos mercados de derivativos,

as intervengoes em uma operacao sao feitas pelo Produtor, Hedger e Especulador.

O produtor agricola ao vender no presente a sua safra para data futura quer
garantir no presente o preco da producao futura. Este preco ira cobrir os seus custos
e despesas de produgao, incluindo sua margem de lucro. Desta forma, o produtor
garante um pre¢o minimo. Se no futuro o preco da mercadoria for maior que o preco
acertado no contrato vendido pelo produtor no passado, este deixa de ganhar, mas
nao perde. Quando vendeu no passado, se protegeu contra as oscilagdes indesejaveis
de preco no mercado.

O “hegder” quer garantir no presente, o preco no futuro de um produto que
comprou do produtor. Ao comprar um contrato futuro de uma mercadoria agricola

o hegder também estara se protegendo contra a alta de precos da mercadoria que



ird necessitar no futuro.

O especulador nao deseja possuir o produto comprado relativo ao contrato
futuro, ele deseja apenas tirar proveito das oscilacoes dos precos. Desta forma, o
produtor ou o hedger poderdo transferir os seus riscos para o especulador.

E l6gico que quem vende a futuro uma mercadoria agricola ou um ativo finan-
ceiro acredita que os precos lhe satisfazem e que o preco da mercadoria ou do ativo
financeiro no futuro estara menor que a venda a futuro realizada no momento pre-
sente. O comprador a futuro espera o contrario, isto é, que os pre¢os no momento
presente sao menores que os precos da mercadoria ou do ativo financeiro no futuro.

As operagoes com derivativos sao realizadas nas Bolsas de Mercadorias, onde
sdo negociados basicamente contratos com derivativos de produtos agricolas e/ou
minerais (soja, café, gado, agicar, prata, ouro), além dos ativos financeiros como
taxa de juros, délar americano, moedas em geral, e outros. Ja nas Bolsas de Valores
sao negociados nao sé derivativos sobre as acoes como também sobre os indices das
bolsas. As operacdes com os contratos de derivativos sdo realizadas nas modalidades
de contratos a termo, contratos futuros e contratos de opcoes que sao validos para

as negociagoes com mercadorias e ativos financeiros.

2.2 Mercado de Opcoes

Depois deste breve apanhado sobre o mercado financeiro brasileiro, comenta-se
sobre o mercado de opg¢oes, para compreender melhor os fenomenos que regem a
modelagem do prémio da opc¢ao. O mercado de opgoes é aonde nao se negociam os
ativos subjacentes (acOes) e sim os direitos sobre estes. Sao direitos de uma parte
comprar (ou vender) a outra, até determinada data, uma quantidade de ativos a
um preco predeterminado. Neste mercado, podem ser negociadas opgoes de compra
e op¢oes de venda de ativos subjacente (por exemplo, agdes). Segundo Hull [10],

definem-se:

1. Opgodes de Compra de Ac¢oes: Nas opgoes de compra, o Titular (comprador

da opc¢do), tem o direito, se desejar, de comprar do Langador (vendedor de
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opgoes), exigindo que este lhe venda um lote padrao de determinada acdo, a

um pre¢o por acao previamente estipulado até uma data prefixada.

2. Opgoes de Venda de Acgodes: Nas opcoes de venda, o Titular (vendedor
da op¢ao) tem o direito, se desejar, de vender ao Lanc¢ador (comprador da
op¢ao), exigindo que este lhe compre, um lote padrao de determinada agdo, a

um prego por acao previamente estipulado até uma data prefixada.

Verifica-se que o comprador de opgoes, tem os direitos, e paga ao vendedor de
opgoes (Langador), que tem as obrigagoes, o valor pago por este direito, se denomina
de “Prémio”. O maximo que o Titular pode perder é o prémio pago, porque se 0
mercado nao lhe for favoravel, este nao exerce seu direito e perde o prémio.

Se o Lancador esté coberto! e exercido? nao tem o que temer, porque este tem
as acoes para entregar ao Titular. No entanto, o Lancador que esta descoberto tem
que depositar duas vezes o valor do prémio do dia da operagdo ou 10% do prémio
a vista da acdo (o que for maior), como garantia da operagao. Se for exercido, terd
que comprar as agoes no mercado a vista, para honrar seu compromisso frente ao
Titular.

Segundo Lemgruber [14] no comego do século XX, teve inicio a Associag¢io dos
Corretores de Opgoes de Compra e Venda com o objetivo de promover uma reuniao
entre compradores e vendedores de opcoes. Na Associagdo, se algum corretor neces-
sitasse de uma opg¢ao entrava em contato com alguma corretora associada que, logo
em seguida, tentaria encontrar dentre os seus associados algum que estivesse pronto
a lancar uma opcao do tipo procurada. Nao existindo nenhum vendedor para o tipo
de opcgao desejada, a prépria corretora lancaria uma op¢ao igual a procurada pelo
associado, cobrando junto a este um preco apropriado. Este tipo de negociacdo,
fora de alcance das Bolsas de Valores é conhecido como Mercado de Balcdo (over
the counter market). Porém, a associagao nao foi capaz de contornar o problema de
criar um mecanismo para garantir que o vendedor de uma opc¢ao honrasse sua parte

no contrato caso a opgao viesse a ser exercida.

!Margem de garantia depositada na CVM.
2Exercicio da opc¢do, isto é, venda do ativo subjacente em uma determinada data.

10



A Chicago Board of Trade criou em abril de 1973 uma nova bolsa, a Chicago
Board Options Exchange, para a negociacdo de opgoes de acgdes. A partir desta
época, os mercados de opcgoes tiveram sua popularidade aumentada e novas bolsas
de negociacao de opgoes foram criadas. Nos anos 80, desenvolveram-se os mercados

de opcoes de taxa de cambio, de indices de acoes e de contratos futuros.

No Brasil, a principal bolsa que negocia opcoes é a Bolsa de Mercadorias &
Futuros (BM&F), localizada em Sao Paulo, que atualmente negocia op¢oes sobre o
ouro disponivel, café e outros. Em segundo, vem a Bolsa de Valores de Sao Paulo

(BOVESPA) que negocia opg¢oes sobre determinadas agoes.

2.2.1 Tipo e Estilo de Opcao

Como foi mencionado anteriormente existem dois tipos de op¢oes: de Compra
(Call) e de Venda (Put). As opcoes podem ser de estilo Americano, Europeu e
outros que nao sao tratados neste trabalho. A denominacao de op¢ao Americana ou
Européia nada tem a ver com a localizagao geografica, o fato é que as opgoes Ame-
ricanas podem ser exercidas a qualquer hora, até a data de vencimento, enquanto
que as opcoes Européias, s podem ser exercidas na data de vencimento. A maior
parte das opgoes negociadas em bolsas sao do estilo Americano. Do ponto de vista
matematico as opcoes Européias sdo em geral mais faceis de serem analisadas do

que as Americanas, como serd visto a seguir.

Opcoes Européias

Sao contratos de op¢oes que contém uma clausula para efeito de prazo de exercicio
do direito do comprador, onde tal direito somente podera ser realizado na data de
vencimento ou expiracao do contrato de opcao. Como exemplos de opcoes do tipo
Europeu tem-se os antigos contratos de taxas de caimbio de compra e de venda sobre
taxa de cambio de Reais por Délar Comercial, os de Reais por délar flutuante e os de

venda sobre Depésitos Interfinanceiros (DI) de um dia, todos negociados na BM&F.
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Opcoes Americanas

Sao aqueles contratos de opgoes em que o comprador pode exercer o seu direito
a qualquer momento, desde a data em que foi lancada a opc¢do até a sua data de
vencimento. Este tipo de opcao é mais utilizado pelas bolsas que negociam contratos
de opc¢oes. Pode-se citar como exemplos do tipo Americano, os contratos de Opgoes
de Venda sobre Futuro Cambial de Café Arabica, da BM&F, cujas opgoes poderao
ser exercidas pelos titulares a partir do primeiro dia 1til seguinte a data de abertura
da posicao até a data de vencimento.

Quando dividendos sao esperados nao se pode afirmar que uma opcao de compra
Americana nao sera exercida antecipadamente. As vezes, ¢ ideal exercer uma op¢ao
de compra Americana imediatamente antes de uma data ex-dividendo?, pois o divi-
dendo fard com que o preco da acao seja reduzido, tornando a op¢ao menos atrativa.
Assim pode-se dizer que nunca é ideal exercer uma opc¢ao de compra em outros mo-
mentos. Caso o dividendo seja suficientemente grande e a opcao de compra esteja
dentro do preco, podera ser interessante abandonar o valor-tempo remanescente da
opcao para evitar os efeitos adversos do dividendo sobre o prego da agao.

Na pratica, as opcoes de compra costumam ser exercidas antecipadamente, ime-

diatamente antes do término da data ex-dividendo.

2.2.2 O Prémio

Um dos pontos mais importantes relativo as opcoes, é como seriam cotadas
numa situacao de equilibrio com o prego e as caracteristicas do ativo subjacente.
As opgoes, como outro ativo qualquer, serdao cotadas de acordo com as forcas de
oferta e demanda para a referida op¢ao no mercado. Entretanto, ao estar o prémio
de uma opcao diretamente relacionado com o preco do ativo subjacente, é possivel
que a op¢ao seja cotada como uma funcao do preco do ativo subjacente. O valor
da opcao, prémio, é a quantia paga pelo titular que adquiriu o direito de exercer a
opcao no prazo de exercicio.

Os termos preco da opcdo ou prémio sao intercambidveis. O prego é expresso de

3Dia posterior ao pagamento de dividendo de uma acdo.
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varias formas, sendo que a principal tem sido como um percentual por unidade do
ativo subjacente, ou como um valor em centavos, ou outra unidade de divisa por
unidade do ativo subjacente da opcao.

O comprador de uma opc¢ao estd exposto a muito menos risco de preco do que
o vendedor ou lancador da opc¢ao. O risco do comprador da opc¢ao esta limitado
ao prémio pago no ato da compra, ao passo que o risco do vendedor é proporcional
ao potencial movimento de preco do ativo subjacente da opcao. Isto é diferente da
negociacao de futuros onde os riscos do comprador e do vendedor sao simétricos.

Do ponto de vista tedrico, no preco de uma opcao ou prémio estao embutidos

dois elementos: o valor intrinseco (1) e o valor temporal (7).

Valor Intrinseco

Ea quantia de uma op¢ao que geralmente esta dentro do prego (in the money).
Uma opcao esta dentro do prego se existe algum lucro que o tomador ou comprador
pode realizar imediatamente ao exercer a opcao do tipo Americano. O lucro é
derivado da diferenga entre o preco de mercado do ativo subjacente da opgao (S) e
o preco de exercicio da op¢do (E).

Vale dizer que uma opgéo de compra (Call) tem valor intrinseco quando o prego
de exercicio é menor que o prego do ativo subjacente (E < S), enquanto que, para
opgoes de venda (Put) quando o prego de exercicio for maior que o prego do ativo
subjacente (E > S). Portanto, a op¢ao tem valor intrinseco quando houver lucro em
qualquer uma das referidas situacoes. Pode-se observar que se o preco de exercicio de
uma op¢ao de compra (ou de venda) for igual ao pre¢o de mercado, o valor intrinseco
serd zero (E = S). Isto ocorre quando a opgao alcanca o nivel at the money, que é o
mesmo que uma op¢ao sem valor. Uma opg¢ao geralmente sera vendida pelo menos
ao seu valor intrinseco. Como pode ser observado na Tabela 2, verifica-se de forma
resumida a classificacao da situagao da opc¢ao segundo os valores do prego do ativo
(S) e o preco de exercicio (F).

Por conseguinte o preco de venda, ou valor total, de uma opc¢ao geralmente excede
seu valor intrinseco. Isto é verdadeiro para op¢oes do tipo Americano porque o valor

temporal é sempre mantido positivo para cima até a data de expiracao. Entretanto,
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isto é duvidoso para opcoes Européias, visto que o seu valor pode nao aumentar
ao aproximar-se o tempo de expiracao, dado que ele somente pode ser exercido na
data de vencimento. Isto é, uma opcao Européia pode estar in the money antes da

expiracao. Contudo, proximo da data de expiragao a op¢ao poderd estar out of the

money.
Tabela 1 - Terminologia bésica de opgoes
Situacao Opcao de compra | Opcao de venda
Dentro do Preco (In the money) (S) > (E) (S) < (E)
Sem Valor (At the money) (S) = (E) (S) = (E)
Fora do Preco (Out of the money) (S) < (E) (S) > (E)

Nota: Preco do Ativo (S) e prego de exercicio (E)
Fonte: Bolsa de Mercadorias & Futuros - BM&F.

2.3 Variaveis Basicas da Precificacao de Opcao

Antes de iniciar a modelagem matematica do problema de precificagdo de op¢oes,
ainda se faz necesséario estudar a influéncia de algumas variaveis sobre o valor dos
contratos de opcoes.

O preco das opcgoes depende de duas varidveis: do pregco do ativo subja-
cente (Underlying Asset Price) e do prego de exercicio (Strike ou Ezercise price).
Porém, essas duas varidveis isoladamente ndo sao suficientes para determinar o
prémio justo a ser pago por uma opcao. Como saber qual a maneira mais pre-
cisa de determinar o preco de uma op¢ao, usualmente denominados de prémio? O
processo de avaliagdo poderd ser similar, respeitando apenas ao tipo (se opgao de
Compra ou se opgao de Venda), e ainda, sobre qual estilo a mesma est4 referenciada.
De qualquer forma, para ambos os tipos, serao necessarias “informacoes” que a
priori o investidor tenha conhecimento ou, em funcao de sua estratégia, poderao ser

estimadas.

As varidveis a seguir podem ser encontradas em qualquer modelo de avaliacao do
valor de uma opgao. Seguindo o estudo apresentado em Hull [15], faz-se para cada

variavel consideracoes sobre sua influéncia no prémio, dado que as demais varidveis
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do modelo permanecem fixas.
1. Prego do Ativo Subjacente (S) - Underlying Asset Price: é o prego
do ativo sobre o qual a opgdo de compra (ou de venda) é referenciada em dado

momento.

Py
.

Preco da Opcao de Conpra

Preco da Opcao de Venda

Preco do Ati vo Subjacente (S) Preco do Ativo Subjacente

Ficura 2.1: Variacao do Prémio dado variacao no Preco do Ativo Subjacente

A figura(2.1) demonstra intuitivamente o que ocorre na prética do mercado, pois
para valores altos no preco do ativo subjacente as opc¢oes de compra tendem a ficar
mais valorizadas, ja as opcoes de venda tendem a uma desvalorizacao, dado que o
preco de exercicio (E) é mantido fixo nos contrados de opgoes.

2. Precgo do Exercicio (E) - Strike ou Ezercise Price: é o preco pelo qual o
comprador da opc¢ao pode exercé-la.

s

Preco da Qpcao de Venda

Preco da Opcao de Conpra

Preco de Exercicio (E) Preco de Exercicio

FIGUrA 2.2: Variacao do Prémio dado variacao no Preco do Exercicio

Se a opcao for exercida em alguma época no futuro, o retorno de uma opcao
de compra serd a quantidade que o valor do ativo subjacente excede o preco de
exercicio. As opcoes de compra, portanto, tém mais valor quando aumenta o preco

do ativo subjacente, e menos valor quando aumenta o preco de exercicio. Para uma
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opcao de venda, o retorno do exercicio é quanto o preco de exercicio excede o preco
do ativo subjacente. Entao, as opgoes de venda comportam-se diferentemente das
opcoes de compra quando aumenta o preco do ativo subjacente ou quando aumenta

o prego de exercicio, como é apresentado na figura(2.2).

3. Tempo até o Vencimento (T) - Tempo até o Ezercicio ou time to Expi-
ration: é a data de vencimento da opcao, ou seja, a data até a qual o comprador
pode exercer seu direito de comprar (ou vender) o ativo subjacente da opcao, de
acordo com o preco estabelecido (prego de exercicio). Evidentemente, quanto mais
distante estiver a data de vencimento da opcao, maior serd o direito concedido e,
consequentemente, maiores possibilidades existem de que a op¢ao ofereca condigoes
para o exercicio.

Tanto as opgoes de compra como as opcoes de venda Americanas tornam-se
mais valiosas conforme aumenta o prazo para o vencimento. Para se observar este
fato, supoem-se que duas opc¢oes diferem entre si apenas no que se refere a data de
vencimento. O titular de uma opc¢ao de longa duragao tem as mesmas oportunidades
de exercicio que o titular de uma opg¢ao de curta duragao - e outras mais. A opc¢ao de
longa duracao, por conseguinte, deve sempre valer, pelo menos, tanto quanto a opgao

de curta duracdo, uma ilustragio desta observagio é apresentado na figura(2.3).

Preco da Opcao de Conpra
Preco da Opcao de Venda

Tenpo para o Vencinmento (T) Tenpo para o Venci nento

FicurA 2.3: Variacao do Prémio dado variacao do Tempo até o Vencimento

Observa-se que as op¢oes de compra e venda Européias nao se tornam necessa-
riamente mais valiosas & medida que aumenta o tempo para o seu vencimento. Isso
porque nao é verdade que o titular de uma opg¢ao Européia de longa duracao tenha

as mesma, oportunidades de exercicio que o titular de uma de curta duragdao. O
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titular de uma opc¢ao Européia de longa duragao s6 pode exercé-la no vencimento.
Exemplificando: duas opgoes Européias de compra de uma acdo, uma com a data
de vencimento em 1 més e a outra em 2 meses. Supondo que um dividendo muito
grande seja esperado em 6 semanas e que ele cause uma queda no prego da agao, é
provavel que isso faga com que a opc¢ao de curta duracao tenha um valor maior do
que a opcao de longa duragao

4. Taxas de Juros (r) - Interest Rates: influem na determinac¢do do prego a
ser pago (prémio) pela aquisi¢do da opgao. O impacto da taxa de juros no preco
das opcoes é ponto de grandes discussoes. Existem bens muito sensiveis as variacoes
das taxas de juros (por exemplo agoes), de tal forma, aumentos nas taxas provocam
uma queda no preco de mercado dos ativos subjacentes e vice-versa. O que se pode
dizer é que quanto maior o patamar das taxas de juros, maior serd o valor (prémio)

de uma opc¢ao de compra e menor serd o de uma opc¢ao de venda.

Preco da Qpcao de Conpra
Preco da Qpcao de Venda

. e

Taxa de Juros Livre de Risco (r) Taxa de Juros Livre de Risco

F1GURA 2.4: Variacao do Prémio dado variagao do Taxas de Juros

A taxa de juros livre de risco afeta o preco de uma opcao de maneira menos
clara. Com a expansao da taxa de juros na economia, tende a aumentar a taxa de
crescimento esperada para o preco do ativo subjacente. Todavia, diminui o valor
atual de quaisquer fluxos de caixa a serem recebidos pelo titular da opcao no futuro.
Esses dois efeitos tendem a diminuir o valor de uma opcao de venda. Logo, o preco
de uma opcao de venda recua a medida que se eleva a taxa de juros livre de risco.
No caso das opcoes de compra, o primeiro efeito tende a aumentar seu preco e o
segundo, a diminui-lo. O primeiro efeito prevalece sobre o segundo, isto é, o preco

das opcoes de compra sempre aumentam com a taxa de juros livre de risco. Essas
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teorias pressupoem mudancas em outras variaveis. Na pratica, quando crescem as
taxas de juros diminuem os precos das opcgoes de venda e aumentam os precos das

opgoes de compra, como pode ser visto na figura(2.4).

5. Volatilidade (0?) - Volatility: Os mercados de op¢oes, como os mercados
futuros, jogam com a incerteza em relagao ao nivel de preco de mercado do ativo
subjacente para uma determinada data futura. Esta incerteza é medida pelo grau
de volatilidade do preco de mercado. Em outras palavras, é o movimento que sofre
o preco do ativo subjacente com o passar do tempo. Quanto maior a expectativa
de grandes movimentos no preco, maior a probabilidade da opcao de ser exercida
obtendo-se um ganho e, portanto, mais valorizada estara esta opcao, seja de compra

ou de venda. Afinal, alta volatilidade ndo pressupoe variacao apenas numa dire¢ao.

Preco da Opcao de Conpra
Preco da Opcao de Venda

Vol ati | i dade Vol ati | i dade

FicurA 2.5: Variagao do Prémio dado variacao da Volatilidade

Em geral, a volatilidade do prego de um ativo subjacente é a medida da incerteza
quanto as oscilacoes futuras em seu preco. Quanto maior a volatilidade, maior a
possibilidade do ativo subjacente (agdo) ter um desempenho tanto bom quanto ruim.
Para o dententor de um ativo subjacente, as duas coisas tendem a se compensar. O
mesmo nao é valido para o titular de uma opcao de compra ou de venda. O primeiro
beneficia-se com elevagoes de prego, mas terd risco limitado se o preco cair, ja que
o méaximo que poderd perder serd o prémio. O segundo beneficia-se com quedas de
preco, mas tera risco limitado se ele subir. Assim, os valores das opgoes de compra

e de venda crescem a medida que aumenta a volatilidade.
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2.4 Teoria Estocastica

Dada a necessidade de teoria estatistica na modelagem matematica do problema
de precificacdo de opcoes, serao apresentados alguns conceitos de probabilidade e de

processo estocastico relevantes no contexto da modelagem financeira.

2.4.1 Processo de Markov

Processo de Markov é um tipo de processo estocastico onde somente o valor
presente de uma variavel é relevante para prever o futuro. A vantagem do processo
de Markov é que ele simplifica a andlise dos processos estocasticos.

Geralmente os precos das agoes sao estimados usando o Processo de Markov.
Por exemplo, suponha que o preco de uma ac¢ao da IBM hoje custe $ 100,00. Se o
preco desta agao segue um processo de Markov, nossas previsoes sobre a flutuacao
futura dos precos desta acao nao devem levar em conta a flutuacao ocorrida semana
passada, més passado ou no ano passado. A unica informacao importante que temos
para avaliar esta acdo ¢ seu preco atual, ou seja, $100,00. Normalmente os precos
futuros sao expressos em termos de distribuicoes de probabilidades. A propriedade
do processo de Markov nos diz que a distribui¢ao de probabilidades dos precos em
qualquer tempo no futuro depende tnica e exclusivamente do preco atual da acao.

A propriedade do processo de Markov para os precos das agoes é consistente com
a Forma Fraca da Eficiéncia de Mercado, que diz que o preco atual de uma acao ja
reflete plenamente todas as informacoes que estao contidas na sequéncia histoérica do
preco. Dai segue que nao existe nenhum beneficio em se prever as movimentacoes
futuras no preco das acoes baseadas em séries histéricas dos pregos, ou seja, admite-

se como valido o processo de Markov.

2.4.2 Processos Estocasticos e Movimento Browniano

Um processo estocdstico é uma variavel que evolui no decorrer do tempo de forma
incerta ou parcialmente aleatéria. O preco de fechamento de uma agao é um exemplo
de processo estocastico que flutua aleatoriamente, como pode ser visto na Fig. 2.6,

que apresenta a histéria de valor diario do fechamento da acao BANESPA PN de
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11/7/2003 a 15/12/2004. Verifica-se que ao longo do tempo, esta acdo apresenta
uma taxa de retorno esperada positiva, compensando os acionistas que investiram
nesta acao. Os processos estocasticos podem ser continuos ou discretos, dependendo

da variavel tempo ser considerada continua ou discreta, respectivamente.

Preco da Acao BANESPA PN (BESP4) em R$
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FIGURA 2.6: Valor didrio dos fechamentos da acdo BANESPA PN (11/7/2003 a
15/12/2004)

Um movimento Browniano, ou processo de Wiener, é um processo estocastico

continuo que apresenta trés importantes propriedades:

1. Eum processo de Markov, ou seja, a distribuicao de probabilidades dos valores

futuros do processo dependem somente do seu valor atual;

2. Possui incrementos independentes, ou seja, a distribuicao de probabilidade da
variacao do processo em um intervalo de tempo, é independente de qualquer

outro intervalo de tempo (que nao sobreponha o primeiro);

3. As variacgoes de um processo, em um intervalo de tempo finito, seguem uma
distribuicao Normal, com variancia que cresce linearmente com o intervalo de

tempo.
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Dado z(t), um processo de Wiener Az, uma varia¢ao de z(t), e At um intervalo

de tempo qualquer, tem-se:

1. Az = gV At, onde ¢, é uma variavel aleatéria que segue uma distribuicao

Normal padrao, com média 0 (zero) e desvio padrao 1 (um);

2. A varidvel aletéria ¢; ndo é correlacionada serialmente, ou seja, E(g41) =0

para t # 0.

Quando o intervalo de tempo At torna-se infinitesimalmente pequeno, pode-se

representar a variacao de um processo de Wiener, dz, em tempo continuo como:

dz = e,V dt. (2.1)
Um movimento Browniano com tendéncia é uma extensao do processo acima,
sendo representado pela seguinte equacao estocastica:

dzx = adt + odz, (2.2)

onde « é o parametro de tendéncia (ou crescimento), o é o parametro de variancia,
x é o0 processo estocastico, como, por exemplo, o preco de uma acao. Para qualquer
intervalo de tempo At, a variacao em x, possui distribuicao Normal, com esperan-
ca E(Az) = aAt, e a variancia Var(Az) = ¢2At. Um Movimento Geométrico

Browniano com tendéncia é definido pela equacao abaixo:

dz = azdt + oxdz ou ci_a: = adt + odz. (2.3)

2.4.3 Lema de Ito

Um processo estocdstico continuo z(t), é chamado de processo de Itd, quando é

representado pela equacao:

dr = a(z,t)dt + b(z, t)dz (2.4)
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onde a(z,t) é fungdo ndo-aleatéria de tendéncia, b(z,t) é a funcio ndo-aleatéria da
variancia, z(t) é um processo de Wiener, e t é o tempo. Observa-se que o0 Movimento
Geométrico Browniano é um caso especial do processo de Ito, onde a(z,t) = ax e
b(z,t) = ox.
Dada uma fungao F(z,t), diferencidvel no minimo duas vezes em x, € uma vez
em t, o lema de It0 mostra que a mesma segue o seguinte processo:
oF oF 1 0*’F

oF
_ 2
dF = T + a(z,1) e + b (z, )8$2 dt + b(z, t) 5 dz. (2.5)

Este lema é a base de férmulas e métodos de precificacdo de derivativos, pois F'(z, t)
pode ser o pre¢o de um contrato futuro, ou o pre¢o de uma opgao de compra (ou
venda).

Enquanto parece razoavel que o pre¢o de uma acdo siga um processo de Markov,
e tenha incrementos independentes, nao é razoavel admitir que as variagoes do preco
sigam uma distribui¢do Normal, afinal o preco de uma acao nao pode ser inferior
a zero. Assim, pode-se supor que os precos de uma acao sigam uma distribui¢ao
Lognormal, ou seja, as variacoes no logaritmo do preco seguem uma distribuicao
Normal.

Desta forma, sendo S o processo Geométrico Browniano que descreve o prego
da acdo, e F(S) igual a log S (log ou In representam neste trabalho o logaritmo

natural), tem-se, pelo lema de Ito:

dS = aSdt + 0S5dz, (2.6)

OF OF 1 O*F -1
I R R (2.7)
dF = [O—l—aSS + - (JS) 52] dt+JSSdz (2.8)

Assim, baseado nos resultados obtidos e na andlise do movimento Browniano,
tem-se que dentro do intervalo de tempo T, a variacao em logS segue uma dis-

tribuicao Normal com média (a — —) T, e a variancia o27T.
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A versao discreta da equagao estocastica pode ser escrita da seguinte forma:

2
log (St;tAt) = (a - %) At + oV Atey, (29)

ou

[(a— é) At—{—a\/ﬁet] )

St+At = Ste (210)

Pois Az é um processo de Wiener (Az = ¢,/ At), ¢, é uma varidvel aleatéria que

segue uma distribuicao Normal padrao,

S
AF = Fyn — Fy = 109Sia¢ — log Sy = log (%)
t

e AF, At e Az, sao as versoes discretas de dF', dt e dz, respectivamente.
Em um ambiente neutro ao risco (ou risco-neutro), onde a taxa de retorno de
todos os ativos é igual a taxa de juros livre de riscos, a tendéncia « ¢é igual a taxa

de juros livre de riscos r.

2.5 Principio da Auséncia de Arbitragem

Este principio é fundamental no desenvolvimento de férmulas para avaliacao de
derivativos, como serd visto neste trabalho. Antes de discutir sobre a auséncia de
arbitragem, tem-se a seguinte pergunta. O que € arbitragem? Arbitragem é nada
mais nada menos que a obtencao de lucros com as diferencas de preco quando o
mesmo titulo, moeda ou commodity é negociado em dois ou mais mercados. Por
exemplo, um arbitrador compra simultaneamente um contrato de ouro no mercado
de Nova York e vende um contrato de ouro no mercado de Chicago, obtendo um
lucro, pois naquele momento, hd um diferencial de preco entre os dois mercados.

Os modelos de Precificacao de opgoes, baseam-se no principio de nao-arbitragem,
que estabelece a nao existéncia de oportunidade de arbitragem sem riscos em um
mercado ideal. Esta hipdtese justifica-se pelo fato de que tais oportunidades sdo
detectadas rapidamente em um mercado competitivo, de modo que todos os agentes

vao querer usufruir delas, fazendo com que os precos dos ativos envolvidos subam
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e que a arbitragem deixe de existir. O principio da auséncia de arbitragem diz que
dois substitutos perfeitos, que sao negociados livremente, devem ser vendidos pelo
mesmo prego, na auséncia de fricgdes (como custos de transagao, limites na venda a
descoberto, impostos, etc). Este conceito é também conhecido como a lei do preco
unico.

Outras formas de descrever o principio da auséncia de arbitragem, conforme o
livro de Chriss [16] é que nao ha cendrio onde um conjunto de ativos é precificado
de tal forma que a compra e/ou venda simultanea destes ativos possam resultar em
lucro sem risco. Verifica-se em Harrison e Kreps [17] que em um mercado no qual
os precos dos ativos sdo descritos por um processo estocastico que atende a certas
condigoes de regularidade, a auséncia de oportunidades de arbitragem é equivalente
A existéncia de uma medida de probabilidade ¢ equivalente* a p, tal que todos os

precos descontados sao g-martingales®. Isso quer dizer que vale:
o
C = GTT/ h(ST)qt,TdST
0

onde h(St) é o payoff, ou seja, o preco de um derivativo qualquer (C) é o valor
da esperanca matemaética do payoff, com relagdo a densidade condicional (g;7) do
preco da agdo no vencimento (Sr) sob a medida ¢, chamada de medida martingale
equivalente. Vale notar que isso nao implica que os precos reais dos ativos sejam
martingales®. Na verdade, a maioria dos precos dos ativos apresenta um drift posi-
tivo, ou seja, seus valores crescem em média ao longo do tempo. De outra forma,
S é usualmente um sub-martigale: E,(S;/F;) > S; para j > i. A densidade ¢ é
conhecida na literatura de financas por trés nomes: “Probabilidade Neutralizadora
do Preco da Incerteza”, “State Price Density” e “Medida Martingale Equivalente”.
Um estudo mais aprofundado sobre a medida martingale equivalente na teoria

de arbitragem pode ser encontrado nos livros de Duffie [7], Neftci [18], e Elliott [19].

4Duas medidas p e g sio equivalente se elas operam no mesmo espaco amostral e P(4) > 0 &
Q(A) > 0, onde A é qualquer evento no espac¢o amostral.

Sum processo S é uma martingale com rela¢io a uma medida ¢ e uma filtagao (F;) se E,(S;|F;) =
S;, para todo j > i.

®Martingale - E[X,11/Xo = o, -+ , Xn—1 = Tn_1,Xn = x| = =, isto é, o valor esperado de
X,+1 dado os valores passados e presentes de Xg,- -+, X,, sdo iguais ao valor presente de X,,.
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2.6 Resultados Gerais na Precificacao

Aqui serdo seguidos os principios e resultados do artigo de Robert C. Merton [3],
que traz informagao sobre propriedades e condi¢oes que devem ser satisfeitas pelos
prémios de opgoes Americanas ou Européias, tanto de compra como de venda.

Seja ¢(S, 7, E) o prémio de uma opg¢ao de compra Européia com preco de exercicio
F com tempo de expiracao de 7 anos, no instante presente a acao custa S. A mesma

op¢ao do estilo Americana é representada por C(S, 7, E).

Seja p(S, 7, E) o prémio de uma op¢ao de venda Européia com preco de Exercicio
FE que vence dentro de 7 anos, no instante presente a acao custa S. Ja para o estilo
de opgao Americana representa-se por P(S, 7, F) o prémio.

O valor pago pelo compromisso assumido pelo vendedor da op¢do, o prémio, ndo

pode ser negativo em qualquer circunstancia, logo
c(S, 1, FE) >0, C(S,7,E)>0.

Na determinagcéo do lucro gerado ao exercer uma opgao de compra Européia (ou

Americana), tem-se

e S > E o comprador exerce a op¢ao, pagando E (prego de exercicio) pela acao
objeto, e em seguida vende a mesma no mercado por S, valor da acao, obtendo

um lucro de (S — E);

e S5 < FE neste caso o comprador desiste de exercer a opc¢ao, assim nao obtem

lucro.

Assim, verifica-se que o exercicio da opgao gera ao comprador um lucro igual a
max{S — E,0} £ (S — E)* (por defini¢do).

Proposigao 2.6.1 O preco de uma op¢io de compra na data de vencimento (1 =0)
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equivale ao lucro por esta gerado.

(S, =0,E) = (S—E)*
C(S,0,E) = (S—E)*

Demostragdo Assumindo que ¢(S,0,F) < (S — E)*, pode-se comprar a opgdo
e erercé-la no ato, gerando um lucro instantineo de (S — E)* — ¢(S,0,E) > 0.
Logo dado a Nao Arbitragem tem-se que ¢(S,0,E) > (S — E)*. Por outro lado se
¢(S,0,E) > (S — E)*, pode-se vender uma opgao, recebendo ¢(S,0,FE). Se S > E,
compra-se a ac¢do subjacente por S e vende-se ao valor de E ao comprador de opg¢ao,
obtendo assim um lucro de ¢(S,0, E)— (S —E)* > 0. Agora se S < E, o comprador
ndo exerce a op¢do e perde o prémio para o vendedor. Deste modo fica garantido,
de qualquer forma, um lucro imediato do investidor. Também pela condi¢cdo de ndo

arbitragem tem-se que ¢(S,0,E) < (S — E)*. Logo pode-se concluir que

c(S,0,FE) = (S - E)*.

Analogamente, no caso de opgdes Americanas tem-se

C(S.0, E) = (S — E)*.

Proposicao 2.6.2 C(S,7,E) > (S — E)*

Demostragdo Tem-se que C(S,7,E) > (S — E)" para S < E. Agora supondo
que S > E dado, existir 7 tal que C(S,7*,E) < (S — E)* = S — E. Assim
pode-se comprar um op¢ao por C(S,7*, E), e exercé-la imediatamente, gerando um
lucro de (S — E)*t, wverifica-se que tém-se um lucro instantineo gerado de L =
S—E—-C(S,7,E) > 0. Assim, tém-se que C(S,7*,E) > (S — E)" para S > E.
Logo para todo os S.

26



Proposicao 2.6.3 Se 1 > 1, tem-se

C(SaTI:E) EC(S,TQ,E), C(S,TlaE) ZC(S:T%E)'

Proposicao 2.6.4 C(S,7,E) > ¢(S, 1, E).

Proposigao 2.6.5 Se E; > E,, tem-se

c(S, 1, Ey) < (S, 1, Esy), C(S,7,Ey) <C(S,1, Ey).

Agora pensando em uma a¢do como sendo uma op¢ao Americana com vencimento
ilimitado que gera um lucro de S = (S — 0)™ no exercicio, ou seja, qualquer agao
equivale a uma op¢ao perpétua (7 — oo) com preco de exercicio igual a zero (E = 0),
logo S = ¢(S, 00,0). Assim pode-se estabelecer um limite superior para uma op¢ao

de compra.
Proposigao 2.6.6 C(S,7,E) < S ec(S,7,E) <S.

Demostracao Para todo 7 e para todo E > 0, tem-se:

S =C(S,00,0)>C(S,1,0)>C(S,1,E).

Logo C(S,7,E) < S
Coroldrio 2.6.0.1 ¢(0,7,E) =C(0,7,E) = 0.

Demostragao Pela proposi¢io anterior tem-se que: S =0, ¢(0,7, E) < 0, porém
tem-se que C(0,7, F) > 0, logo para S = 0 encontra-se c(0,7, E) > 0. Desta forma,

conclui-se que ¢(0,7, E) = 0, da mesma forma C(0,7,E) = 0.

Teorema 2.6.1 O prémio de opcoes de compra com preco de exercicio E satisfazem

para todo S, et a sequinte desigualdade

c(S,7,E) > (S — EP(1))",
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C(S,7,E) > (S — EP(r))*,

onde P(T) € o preco de um titulo que paga uma unidade monetdria ao final de T

anos.

Demostragao Suponha que ¢(S,7,E) + EP(1) < S, vendendo a descoberto uma
acdo custe S*, comprando a opcio e E titulos, obtem-se um lucro de L = S —
c(S,7,E)— EP(1) > 0. Ao final de T anos, supondo que a a¢do custe S*, a op¢do e
o titulo comprados rendem o valor de (S* — E) + E > S*, suficientes para comprar
uma agdo e fechar posicoes em descoberto.

Assim, garante-se no minimo o lucro L inicial sem imobilizacdo de capital.
Portanto, ¢(S,7,E) + EP(1) > S, ou seja, ¢(S,7,E) > S — EP(7), dado que
c(S,1,F) > 0, tem-se,

c(S,7,E) > (S — EP(1))".

Para o caso das opgoes Americanas, tem-se: C(S,7,E) > (S — EP(7))", dado
a proposicao 2.6.4.
Coroldrio 2.6.1.1 C(S,00,FE) = ¢(S,00,E) = S.
Demostracao Pelo Teorema 2.6.1 e pela proposi¢ao 2.6.6, tem-se:
(S—EP(1))" <¢(S,7,E) <8,
(S—EP(1))" <C(S,7,E) < S,
Como o limite para 7 — oo de (S — EP(7))" € igual a S, 0o mesmo ocorre com
c(S,,E) eC(S,7,E).

Teorema 2.6.2 Uma opcao de compra Americana nunca € exercida antes do venci-

mento, ou seja, seu prémio € idéntico ao de uma op¢cao Européia.

c(S,7,E)=C(S,7,E).
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Demostragao Um investidor comprou por C(S, T, E) uma op¢do de compra Ame-
ricana, com vencimento de T anos. Supondo que falte um periodo de 7" < T anos
para o vencimento, quando o preco da acao vale S*. Se S* < E, a op¢do ndo
seria exercida, logo pode-se assumir que S* > E. O exercicio prematuro da op¢do
apos ™™ anos rende S* — E. Uma alternativa € ndo exercer a opgdo, vendendo a
descoberto uma acdo e comprando E titulos que vencem em 7 anos. O rendimento
que é gerado nesta operacio € de S — EP(t*) > S — E, maior ou igual ao exercicio
prematuro. Apés T* anos, se a acdo estd valendo S, tem-se que a op¢do gera o lucro
de (S — E)*, que somado ao rendimento de E, gerado pelo titulo, e descontadas as

despesas de S para comprar uma acgdo, e fechar a posi¢do descoberta, tem-se um

saldo de (S—E)*+E—-S=(E-S)*>0.

Portanto, as operagoes acima levam a um rendimento maior ou igual ao exercicio
da op¢do apds T anos, de modo que a op¢do ndo € exercida neste instante. Como T*
foi arbitrado, tem-se que o exercicio prematuro da op¢cdo ndo acontece em nenhum

nstante anterior ao vencimento.

Observacgao: Pelo fato de que

(S*—E)" < (S*— EP(t")* < C(S8*,7E),

também é preferivel fechar a posicao tomada na opcao, vendendo uma opgao Ame-

ricana com mesmo preco de exercicio com vencimento em 7 — 7 anos.

Considerando agora as opgoes de venda, representadas por p(S,7; E) quando do
tipo Europeu e por P(S,7; F) quando do tipo Americano. Alguns resultados sao

analogos aos obtidos para opcoes de compra:
p(S,7;E), P(S,7;E) =0
p(S,0; E) = P(S,7; E) = (E = S)*
P(S,m;E) = p(S,7; E)

P(S,7;E) > (E-8)*
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Seja B'(T) o valor presente de $ 1 em 7 anos, segundo a taxa de juros para
empréstimos, ou seja, os agentes do mercado podem tomar emprestado uma quantia
SB'(T) e pagar S ao final de 7 anos.

O importante resultado a seguir relaciona explicitamente opg¢oes de compra e

opcoes de venda do estilo Europeu:

Teorema 2.6.3 Se B'(1) = P(1), vale a sequinte igualdade

p(S,7,E) =c(S,7,E) — S+ EP(1).

Demostragao Verifica-se que p(S, 7, E)+S—EB'(1) < ¢(S, 1, E) supondo que esta
desigualdade nao seja valida, pode-se vender uma op¢do de compra A com o prego de
erercicio E e vencimento em T anos, comprar uma op¢ao de venda B com o mesmo
preco de exercicio e data de vencimento, comprar uma a¢do e tomar emprestado
uma quantia de EB'(1) para pagamento de T anos. Produzindo assim um lucro
de L = ¢(S,7,E) — p(S,7,E) — S+ EB'(1) > 0, ao final de T anos, tem-se duas

situagoes:

e S>F : A opcao A serd exercida e a op¢do B nao serd exercida, vende-se a

acdo por E e com esta quantia paga-se o emprestimo tomado inicialmente;

e S < FE : Neste caso a op¢cao A ndo serd exercida e a B serd exercida, vende-se

a acdo por E e novamente liquidam-se as dividas.

e S =F : Ambas ndo sao exercidas e o emprestimo serd pago pela venda das

agoes.

Em qualquer caso anteriormente citado, as operacoes sao concluidas sem lucro
ou prejuizo, garantindo o lucro inicial de L sem imobilizacdo de capital portanto,

tem-se:

p(S,7,E)+ S — EB'(1) > ¢(S,7,E),

p(S,7,E) > ¢(S,7,E) — S+ EP(1).
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Do mesmo modo, pode-se verifica que

p(S, 7, E) <c(S,1,E)— S+ EP(T).

Corolério 2.6.3.1 p(0,7, E) = EP(7).

Coroldrio 2.6.3.2 p(S,7 = o0, E) = 0.
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Capitulo 3

Modelo de Black e Scholes

Neste capitulo é apresentado o modelo de precificagao de opgoes Européias de-
senvolvido por Black e Scholes[2], e sua generalizagdo para o caso do problema de
precificacao de opgoes Americanas que é formulado como uma inequacgao variacional.
Para todos os casos sao estudadas as opcoes que dao direito a negociar um ou dois

ativos subjacentes.

3.1 Hipdteses do Modelo

As Hipoteses essenciais do modelo de Black-Scholes para a obtencao do prémio de
uma opgao sao as seguintes:

H1. As transacdes ocorrem continuamente e os ativos negociados sdo totalmente
divisiveis;

Isto equivale a dizer que as varidveis preco e tempo sao continuas.

H2. A taxa de juros sem riscos (r) vigente no mercado é constante;

Esta taza de juros refere-se ao retorno de um titulo sem riscos.

H3. O Ativo Subjacente (agio-objeto) ndo paga dividendo ou similares;

Essa hipdtese pode ser substituida por uma mais fraca, de que os dividendos sdo
constantes e conhecidos ao longo do tempo.

H4. Nao ha custos de transacao na compra e venda de ativos;

H5. Nao ha oportunidade de arbitragem sem riscos;

H6. A tomada e concessao de empréstimos sao irrestritas e realizadas a mesma
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taxa (7);
H7. Nao ha restricao para a venda a descoberto;
As Hipoteses Hj a H7 estao relacionadas ao principio de nao arbitragem.

H8. O preco da agao segue um Movimento Browniano Geométrico da forma:

% = pudt + odX

S(0) = S,

sendo 4 o retorno esperado da agdo, e o a variancia do retorno constante.

3.2 Modelo Unidimensional

Black e Scholes idealizaram um portfolio de a¢des e opcdes imune as variagoes de
precos, de modo que o risco fosse nulo. Em seguida, considerando que este portfolio
deve ter o retorno igual a taxa de juros (r), deduziram uma equacao diferencial para

o prémio da opcao.

3.2.1 Opcoes Européias

Seja V(S,t) o prémio da op¢do no instante ¢, quando a agdo custa S = S(t).

Supondo que V satisfaz as condicoes do Lema de Ito ! tem-se

bov tov 1 [to*V

Lema de Ité: seja X = X (¢) um semi-martingale continuo e F' = F(X,t) uma fungdo de
classe C2. Tem-se que F satisfaz:
L OF L oF 1 [*O°F

F(X,t) = F(X(0),0) + i S+ i X 5 | ax

d<X,X >

33



Como < S, S > é a variagdo quadrética de S(t), dado por

t
<S,8>% / (09)%dS = (09)*t
0

tem-se
POV,
V(S,t) - V(S /—dt+/ G505+ 5 [ Geeosi
Considerando que dS = uSdt + 0SdX, resulta
POV,
V(S,t)-V (S —dt+ ,uSdt—i— —O’SdX+ 882 o-S*dt,

V(S, 1) — V(S(0),t = 0) /—SdX/ OV OV g 1OV he) g
’ as° o T S“ t39527

Pode-se entao escrever

dV(S,1) = 0S5dX + (uS oz + 50”8

oV OV 1,0V, OV
1
S ( S 25 T o ) dt. (3:1)

Admite-se V deve ser de classe C2, com a primeira e segunda derivadas em relagao
a S limitador. Seja

Mm=v-A-S§
o valor do portfolio, formado pela venda de uma opcao e compra de A agoes. Con-
siderando que o incremento do valor do portfolio em um espago-tempo é dado por

dIl = dV — A - dS, (3.2)

mantendo-se fixa a razao A, e substituindo (3.1) em (3.2), tem-se

)% av 1 0*V 8V
M= o0S%-dX L ors?
d 0S——=d +( SaS+ St — 552 815

dt — Ad
S ) o

Considerando que dS = uSdt + 0SdX, obtem-se

dll = 0S—5dX + | pS—5 + 0252

ov ov 1 82V ov
oS oS 852 ot

) dt — A(uSdt + 0SdX),
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oV v 1,.,0°V oV
dn_as<85 A)dX+(u585+208852+8t Aus)dt.

Pode-se eliminar a componente aleatéria nesse processo estocastico, escolhendo-se

v

A=—.
oS

O que reduz, o portfolio & componente deterministica,

s , 02V OV
dll = <205’ 852+ 5 dt.

Donde se obtem
a1, ,0*V oV
T 3.3
@ 27" 95 "l (3:3)
De acordo com as hipéGteses (H2, H4 a H7) de Black e Scholes, o portfolio devera ter
0 mesmo retorno que a taxa de juros (r). Sendo o retorno do portfolio constante e

igual a r, seu valor II satisfaz a seguinte equacao diferencial

di

— =L 4
= (3-4)

Substituindo (3.4) em (3.3), encontra-se

1, .V v
M= 25297 L 9V
ril= 50555 + 5

ComoII =V —AS =V —S(0V)/(9S), tem-se

WV N\ 1, ,»PV oV
7"<V %S)—QO’S&SQ'Fat,

ou

ov, oV 1, , 0?V
rV rﬁS— 8t+205852'

E por fim, deduz-se a Equacao Diferencial Parcial de Black-Scholes

oV 1 , ,0°V oV _
Y +205 8524—7“858—7“1/—0, (3.5)

O parametro A, que corresponde a derivada do prémio com respeito ao preco do
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ativo subjacente, tem grande importancia pratica. J4 que este mede a sensibilidade
do prémio de um derivativo com respeito a variacdo do preco do ativo subjacente

no mercado.

3.2.1.1 Condigao de Contorno

Este estudo sobre condi¢ao de contorno estd baseado em Oliveira [11]. No dia
a dia do mercado, nao existe a necessidade de se obter o prémio, quando o preco
do ativo subjacente (a¢do) assume valores extremos, dado que em geral estes limites
inferior e superior, tém probabilidades despreziveis de ocorréncia.

Porém, matematicamente, faz-se necessario considerar condicdes de contorno
adequadas. Consideramos inicialmente o limite inferior S = 0. Como foi visto

no coroldrio 2.6.0.1, verificou-se que a condi¢ao de contorno em S = 0, para ¢(S,t) é
c(0,t) = 0. (3.6)

Utilizando a hipétese H2 de Black-Scholes e o corolario 2.6.3.1, obtém-se a

condicao de contorno para a opcao de venda Européia:
p(0,t) = Ee "I, (3.7)

Admite-se que o dominio da varidvel pre¢o nao é limitado superiormente, e por-
tanto deve-se verificar o comportamento de ¢ quando S tende ao infinito (S — o).
Dado que o prego (S = S(t)) é um semi-martingale continuo, suas trajetérias sdo
continuas quase sempre, ou seja, S é continua em relagdo a t quase sempre. Logo, se
S — o0 a opc¢ao nao pode ser limitada no tempo pela data de vencimento, ou seja,

deve-se ter T" — oo. De fato, se T' € R, existiria

te[0, 7] talque limS(t) = oo,

t—t

contradizendo a continuidade de S(t). Assim, somente faz sentido calcular limites
quando S — oo em opcoes perpétuas.

Admite-se que ¢ (S, t) seja uma opgao perpétua de compra Européia e pu (.S, t)
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uma opg¢ao perpétua de venda Européia. Pelo corolario 2.6.1.1 e o 2.6.3.2, tem-se
que

Coo(S,t) =S e poo(S,t) =0.

Supondo que nas situacoes em que S >> 0 o prémio de uma op¢ao arbitraria se

aproxima do prémio de uma opcao perpétua, pode ser deduzir que

lim ¢(S,t) = lim cx(S,t) ~ S, (3.8)
S—o00 S—o00
lim p(S,t) = lim py(S,t) = 0. (3.9)
S—o0 S—o0

Portanto, pode-se usar a relacao existente entre S e £, como uma fonte de infor-
macao sobre a solucao, apesar do problema estar na forma de equagao deterministica
em que S nao depende de t. Conclui-se que p(S,t) — 0 quando S — oo nao parece

6bvio se S e t sao tratadas como variaveis independentes.

3.2.1.2 Solugao Analitica

Um dos pontos muito criticados do artigo de Black e Scholes [2], foi a resolugao
da equacgao (3.5). O livro de Wilmott [20] apresenta uma deducao mais clara para

a solugao analitica, desta equacao, que serd apresentada a seguir.

Solucao Analitica - Opgoes de Compra

De acordo com o modelo de Black e Scholes o preco de uma opc¢ao Européia de

compra ¢(S,t) é a solugdo da equacio

oc 1 ,.,0% dc B
a+505@+7"5%—7‘0—0, S>0, 0<t<T, (310)

Com “condicao final” ou no vencimento,

¢(S,T) = (S — E)*
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e condicoes de contorno

c(0,t) = 0; lim ¢(S,t) =~ S.
S—o0
Na equagao (3.10) observa-se que cada vez que “c” é diferenciado com respeito a
“S’ é multiplicado por “S”. Observa-se, também que esta equacao estd claramente

na forma backward, com dados finais apresentados em ¢t =71

Fazendo uma mudanga na varidvel temporal, onde por defini¢do (7 2T t),
transforma-se (3.10) em um Problema Canénico, isto é, um problema de valor inicial,
dado por

de 1 0%c oc

2 452627 - _ 11
5 205852+T585 re, S>0, >0, (3.11)

com condicao inicial,

¢(8,0) = (S - E)T,

e condigoes de contorno,

c(0,7 —7) =0, lim ¢(S, T —7) =~ S.
S—o0
Pode-se também dizer que 7 é por definicao o tempo que falta para o vencimento
da opcdo. Embora o problema acima nao necessite da condicao 7 < 7', o modelo

pressupoe que o prémio seja calculado até este limite.

Pela transformagao logaritmica (z = In(S/FE)), obtem-se uma equagdo com coe-
ficientes constantes. Desta forma, fazendo a substituicdo S = Ee” na equagdo (3.11)
obtem-se

dc 1 ,0% 1

o2 (r— oY) — 12
5 20&624—(7" o) re, zr€R, T>0 (3.12)

com condicao inicial,
e condigoes de contorno,

(0,7 —7)=0, lim ¢(S,T — 1) ~ Ee”.
S—00
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Uma forma de adimensionalizar o problema é redefinir o tempo, dividindo por
02/2, e a varidvel dependente, dividindo por E. Para isso, basta utilizar as transfor-

magcoes abaixo

(T — 1)
= Fe* = =F
S e’ 72 c(S,t) v(x,7),
para se obter
ov 0% ov
P9V (K -1 K 1
5 8x2+( 1 )(% 10; z€R, T>0 (3.13)

com condicao inicial,

v(z,0) = (" = 1)*

e condigoes de contorno,

v(0,T —7) =0, lim v(S,T — 1) =~ €”,

S—o0

onde

2
K1: r

o2’
Visando uma forma ainda mais simples, introduz-se a mudanca de variavel,

v(z,t) = e Fu(a, 7),

com « e 3 constantes, resultando

ou 0%u ou
7 = 92 + [2a — (k1 = 1)] oz + [—5 +a’ + alkr —1) - Kl} u. (3.14)
Escolhendo
1 1
a=—2(ki=1) e B=—7(k+1)

[A9e))

anulam-se os coeficientes que multiplicam os termos em “Ou/0x” e “u” na equagio
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(3.14) reduzindo-se o modelo de Black e Scholes a sua forma mais simples

ou_ ot
or 0z’

zE€R 7>0, (3.15)
u(z, 0) = (e%(k1+1)$ _ e;(kl—l)z)J’

O problema (3.15) tem solucao tinica dada por

+ @-s?
%k+1)w+e2(k Ls ] e i ds.

u(z,7)

sl |

Calculando-se a integral obtem-se
u(z,7) = o3 (k12 g (k1 t1)? "N(dy) + eé(kl_l)xi(kl_l)%N(dﬂ

onde
z

PRI T
e V2T

N (ki +1)V21r e dy=

(ky — 1)V2r,

DN | —

+

l\DIr—t

Nd,) = L /d1

é a funcao distribuicao acumulada para a distribuicao Normal.

Retornando a varidvel ¢(S,t), tem-se:
¢(S,t) = SN(D;) — Ee"T=UN(D,) (3.16)

com

In(2)+ (r — 30°)(T — t)
o/(T —t) o/ (T —1) .

S

I

¢}

S

I
]I

Solucao Analitica - Opgoes de Venda

No caso de opcao de venda pode-se usar o mesmo raciocinio da op¢ao de compra.
Denota-se p = p(5, t) a solucdo da equacao de Black-Scholes que representa o prémio

de uma opc¢ao Européia de venda com data de vencimento 7" e preco de execicio FE.
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De mesma forma, pode-se definir a “condi¢ao final” ou no venciamento,
p(S,T) = (E-8)"
e as condicoes de contorno
p(0,t) = Ee "TD, Sli_)rlolop(S, t) ~ 0.

Assim, p(S,t) é solucdo da segunte equacao

Op _ 1 4,0 o
2% 205852 TSaS—i-rp, S>0, 0<t<T (3.17)

com “condig¢ao final”,

p(S.T) = (E - S)*

e condicoes de contorno
p(0,t) = Ee "D, lim p(S,t) ~ 0.
S—o00

Resolvendo esse problema andlogo ao caso de uma opc¢ao de Européia de compra,
chega-se a

p(S,t) = —=SN(=D;) + Ee "T-ON(—D,) (3.18)

Observacgao: Existe uma relacao das solucoes para a opcao de compra e de venda
conhecida como Put-Call Parity Formula, que surge da utilizagdo do Teorma 2.6.3

adicionado a hipotese H2.

P(S,) = c(S,1) — S + Ee T (3.19)

3.2.1.3 Formulacao Variacional

Conforme apresentado anteriormente o problema matemaéatico associado ao mo-
delo de Black e Scholes de precificacdo de opcoes esta definido em um dominio

ilimitado Q4 = [0,00]. Visando a construgao de solu¢do aproximadas, faz-se ne-
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cessario o trucamento dominio Q, em um dominio limitado Q = [0, S;4z], onde
Smaz € 0 maior valor que o ativo subjacente possa ter no mercado a vista. Segundo
Oliveira[11] deve-se adotar S, sufientemente grande e levando-se em consideragao
a precisao da aproximagao e os custos computacionais decorrentes. Tem-se observado
que valores de S, entre 1,5F e 3FE apresentam bons resultados. Uma questao em
aberto é determinar S,,,, em funcao dos parametros da equacao e do erro maximo

admitido.

Normalmente sao usadas condigoes de contorno de Dirichlet no conjunto limitado

Q). Para opcoes de venda tém sido usadas

p(0,t) = Ee "™ Y ¢ p(Spmas,t) =0, (3.20)

resultantes de (3.7) e (3.9). Para o caso de opcao de compra, condi¢des de contorno
de Dirichlet, no conjunto limitado 2, provém de (3.6) para S = 0 e da férmula de
paridade (3.19) e combinada com a condigdo de contorno para as opgdes de venda

(3.20) para S = Sy,4, suficientemente grande, resultando

c(0,t) =0 e ¢(Smaz,t) = Smaz — Eem(T=t) (3.21)

Existem outras maneiras de se lidar com as condigoes de contorno associadas no
dominio truncado. Topper [21] sugere a condi¢do de contorno de Neumann

0c(Smaz,t) .
oS o

(3.22)
que resulta de (3.21) derivada com respeito ao prego em S = S,4, suficientemente
grande. Sao também utilizadas condicoes de contorno de Robim [21]. No capi-
tulo 4 serd feito um estudo numerico ilustrando o efeito do trucamento do dominio

associado a condicoes de contorno de Dirichlet e Neumann

O modelo de Black e Scholes para a opc¢ao de venda, no dominio limitado €2,

consite na equacao diferencial
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op 1, 282p op
— — -0 —S+rp= 2
or 2 5 052 T@S r 0, (3.23)

com condicao inicial,

p(57 0) = (E - S)+a

condicoes de contorno,
p(0,T—7)=FEe ™ e p(Smaz, T —7)=0.

Por simplicidade esta apresentacdo serd limitada as condicdes de contorno de

Dirichlet para a formulagao variacional, denota-se o conjunto de fungoes admissives
={v e H'(Q); v(0) = Be™™", v(Smas) = 0},
e o espaco das variagoes admissives
= {ve H' (), v(0) = v(Smaz) = 0}.
Definindo o seguinte produto interno em L?((2),

(u,v) 2 /OSmaw u(z)v(z) dz,

multiplicando a equacgao (3.23) por uma uma funcao teste v e integrando entre 0 e

Sinaz, €ncontra-se:

Op 1 2 0°p op
(8—7_,1)> 30 (S 852’) r(SaS )—i-r(p, v) =0, YwveU (D).

Considerado que
1 _,0%

10 5 Op op
2”7 982~ 208 [S as} 585"

resulta

(%’0 _ %02 (% [523_2] ,U> — (r - o?) (Sgs > +r(pv)=0. (3.24)
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Usando a integragdo por parte no segundo termo na equacao (3.24), e dado que

v € Up(R) , obtem-se
Op o’ op Ov 2 9p _
(aT,U)+2 (S(‘BS’S(?S)_(T_G) Sas’” +7r(p,v) =0

Desta forma, o Problema de precificagdo de opgoes de venda pode ser assim

formulado

PROBLEMA EV: Para 1 € [0,T] encontrar p(7) € U, tal que

(@,v) +a(p,v) =0, Yov e Uy,
or

satisfazendo a condicao inicial
(p(S,0),v) = (E—-S)",v), Voe Uy,

com a(-,-) : U; x Uy — R dado por
_o* ([, 0p Ov 9 Op
a(p,v) = ) (S%,Sﬁ) —(r—o7) (Sﬁ,v) + r(p,v).

Verifica-se a existéncia e unicidade da solu¢ao da formulagao variacional pelo
teorema de J. L. Lions que é apresentado em Brezis[22]. No préximo capitulo serao

apresentadas a aproximagoes por elementos finitos para o PROBLEMA EV.

Observagao: Usando-se as condigbes de contorno de Neumann (3.22), define-se o
espago

Uz = {v e H'(Q); v(0) = 0},

e o Problema de precificacdo de op¢oes de compra fica formulado como

PROBLEMA EV*: Para 7 € [0,T] encontrar ¢(7) € UF tal que

(%,v) +a(e,v) = f(v), VYweU;,
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satisfazendo a condicao inicial

(c(S,0),v) = ((E—S)",v), YveU,

com
o’ [ 0c _0Ov ) Oc
ale,v) = ) <5£,5£> —(r—2o°) (Sﬁ,v) +r(c,v)
e
I 9o
f(’l)) = 50- Smawv(sm(w)‘

onde f(v) é um funcional linear associado a uma carga pontual em S = S,44,
resultante da condicdo de contorno de Neumann que nesta formulacao variacional é

satisfeita de forma natural.

3.2.2 Opcgoes Americanas

Sera feita uma abordagem matematica deste problema seguindo o livro de Wil-
mott, Dewynne e Howison [20]. Como mencionado no primeiro capitulo, as opgoes
Americanas podem ser exercidas a qualquer instante apés o lancamento pelo titular,

resultando, portanto, em um problema de fronteira livre.

3.2.2.1 Teoria Basica de Modelagem em Opc¢oes Americanas

Antes da data de exercicio com certeza ocorrem variagoes no valor do ativo sub-
jacente (S) no mercado a vista. Considerando que o prémio de uma op¢ao de venda

Européia é menor que seu valor intrinseco tem-se

p(S,t) < max{E — S, 0}. (3.25)

Supondo que a opcao pode ser exercida em qualquer tempo antes da data de exer-
cicio, entao surge uma boa oportunidade de arbitragem que pode ser caracterizada
como: adiquirindo a opc¢ao pelo valor P, exercendo esta op¢ao, vendendo a acéo
por E. e recuperando a a¢ao no mercado a vista por S. O portfolio livre de risco é

formado assumindo o valor de E — P — S. Naturalmente, é de se esperar que cada
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oportunidade nao dure muito tempo, dado que o valor da opcao é impulsionado para
cima, devido a lei da oferta e demanda. Assim, conclui-se que cada exercicio quando

é permitido mostra, ao contrario da desigualdade (3.25),

V(S,t) > max{S — E, 0}, (3.26)

sinalizando que o valor de uma opc¢ao de venda Americana deve ser diferente da sua
correspondente opcao Européia.

A precificacao de opgoes Americanas pode ser apresentada como um Problema
de Fronteira Livre. Dado que em cada tempo ¢ ha um valor de S que marca a
fronteira entre duas regioes: uma onde se deve manter a opcao, isto é, nao exercer
o direito de compra (ou venda) do ativo subjacente, e a outra onde se deve exercer
este direito. Denota-se esta fronteira por Sy(t), cujo valor ndo é conhecido. Pode-se
dizer que existe uma falta de informacdo comparado com um caso correspondente
de opcoes Européias, ja que é conhecido o valor da condicao de contorno aplicada no
caso de opcoes Européias, como foi visto anteriormente. Esta situacao de nao termos
informacao sobre a condicao de contorno é comum em alguns problemas da fisica,

como um exemplo pode-se citar “O Problema de Obsticulo”, ver Glowinski[23].

A B

FiGURA 3.1: Problema de obstaculo: A corda é fixada em A e B e deve passar
uniformemente sobre o obstaculo que esta entre os pontos.

Simplificadamente, um problema de obstaculo apresenta-se quando uma corda
elastica é fixada nas duas extremidades, A e B, passando sobre um objeto saliente
entre os dois extremos (como pode ser visto na Figura 3.1). Pode-se verificar que ndo

se conhece a priori a regiao de contato entre a corda e o obstaculo. Mas admite-se
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que a corda deve satisfazer duas restricoes. A primeira é que o obstaculo jamais pode
exercer uma forca negativa sobre a corda, isto é, o obstaculo apenas pode empurrar
a corda e nao puxar. A segunda restricao é que a corda encosta continuamente
no obstaculo. Isto é um tanto 6bvio. Exceto em pontos onde a corda desgarra
do contato com o obstaculo. Combinando a primeira restricdo com a equacao de
deslocamento da corda, tem-se que a curvatura da corda é negativa ou igual a zero.

Em resumo tem-se as seguintes hipdteses:
e A corda deve estar acima ou sobre o obstaculo;
e A corda deve ter curvatura zero ou negativa;
e A corda deve ser continua;
e A inclinacdo da corda deve ser continua;

Dentro destas restricoes demostra-se que existe solucao unica para este problema
do obstaculo.
Em problemas de precificacdo de op¢ao Americanas, admitem-se restri¢oes simi-

lares a estas do problema do obstaculo, ou sejam:
e O prémio deve ser maior do que o valor intrinseco (Payoff);
e A equacao de Black-Scholes é substituida por uma inequagao;
e O valor da opc¢ao deve ser uma funcao continua de S;
e O delta da opgdo (sua inclinagio) deve ser continua;

A primeira destas restricoes diz que o lucro da arbitragem, obtido pelo exercicio
antecipado deve ser menor ou igual a zero. Nao significa que o exercicio antecipado
nunca deva ocorrer, e sim que a oportunidade de arbitragem nao deva existir. Assim
0 prémio é o mesmo, ou, maior que o valor intrinseco. A opc¢ao deve ser exercida,
satisfazendo apropriadamente a equacao de Black-Scholes. Combinando os dois
casos pode-se produzir uma inequacao para a equacgao de Black-Scholes, a qual é a
segunda restricao citada anteriormente. Existe algumas caracteristicas interessantes

desta desigualdade que serao citadas mais adiante.
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A terceira restricao, o valor da opg¢ao é continuo, segue de uma simples arbi-
tragem. Se houver uma descontinuidade no valor da op¢do em funcao de S, e se esta
descontinuidade persistir para mais do que um tempo infinitesimal, um portfolio das
opgoes somente faria um lucro livre de risco com probabilidade 1 (um) se o preco
do ativo for igual ao valor em que ocorreu a descontinuidade.

Como no problema do obstdculo, nao se sabe a posi¢ao de Sy, e deve-se impor
duas condigoes em Sy. O valor da opcao ¢ determinado extraordinariamente se Sy
for especificado. J4 a segunda condigdo em Sy é que o delta da opcao deve também
ser continuo, a quarta restricao citada anteriormente.

Considere a opgao de venda Americana, com valor P(S,t). Tem-se que esta op¢ao
tem um limite do exercicio quando S = S(t), ou seja, a opgao deve ser exercida
se S < Sf(t) e mantida caso contrario. Supondo que S;(t) < E, a inclinagdo do
valor intrinseco (max{E — S,0}) no ponto de contato é igual a —1. Considere as

trés possibilidades para a inclinagao da opgao (A), OP/0S, em S = Sf(1):

opP

® o5 <~1
opP

® o5 > 1
oP __

® o5 =1

Verifica-se que as duas primeiras sao incorretos. Suponha primeiramente que
92 < —1. Entao para os incrementos de S até Sy(t), P(S,1) estd a abaixo do valor
intrinseco, desde que sua inclinagao é mais negativa, como visto na Figura 3.2 (A),
contradizendo o limite de arbitragem P(S,t) > max{S — E, 0}, sendo impossivel tal
suposi¢ao para 0P/0S. Agora supondo que g—f; > —1, como se pode ver na Figura 3.2
(B). O valor da opg¢ao com esta inclinagao seria subdtima, no sentido que nao fornece
a opg¢ao seu valor maximo consistente com a estratégia de hedging livre de risco e
a constante de arbitragem dada por P(S,t) > max{S — E,0}. H& dois aspectos
a serem considerados. Um é a estratégia baseada na arbitragem em hedging, que
¢ como anteriormente foi procedido, levando a equacao de Black-Scholes. A outra
é a estratégia de exercicio, que seria: o Titular deve decidir-se, em principio,

de que modo exclusivamente S deveria baixar antes que exerca a opc¢ao. A base

48



desta decisao é dada na escolha da estratégia que deve maximizar uma medida de
aproximacao do valor da op¢ao para o Titular. A opc¢do deve satisfazer a equacdo
diferencial parcial com P(Sf(t),t) = E—S(t) como uma das condicdes de contorno,
assim a escolha de Sy(t) afeta o valor de P(S,t) para todos valores grandes de S.
No caso que é visto na Figura 3.2 (A) o valor de Sf(t) é desfavoravel e o lucro de
arbitragem é possivel para S maiores que S¢(t). Se Op/0S > —1 em S = Sf(1),
o valor da opgdo préximo de S = S;(t) pode ser aumentado para escolher um
valor menor de Sy. Assim, verifica-se que o valor do exercicio move acima do valor
intrinseco e dp/0S decresce. Desta forma a opgio é sem valor (misvalued). Em
realidade, tem-se incrementos positivos no valor de P(S,t) com o passar do tempo
seguindo a equagao diferencial parcial para todos os valores de S maiores do que
Sf(t), e decrescimento de S menores que S;(t). Chegando a um ponto crossover
entre as duas possibilidades incorretas de dp/dS, o qual simultaneamente maximiza
o lucro do lancador e o titular e evita a arbitragem. Isto produz uma condigao
de contorno como sendo dp/0S = —1 em S = Sf(t). Deve-se reforcar que este
argumento, ndo é apenas uma derivagao formal da segunda condicdo de contorno.
Tal derivagao pode ser extraida da linguagem de controle estocdstico, de problemas

de parada 6tima, ou de teoria dos jogos.

FI1GURA 3.2: Precgo de exercicio (A) baixo, (B) alto.

Uma segunda, mais heuristica, derivagao para uma condicao de igualdade, basea-
se, outra véz, no argumento de arbitragem, considerando o valor de uma opgao de
venda Americana P(S,t). Supde-se que S é proximo de Sy. Agora considera-se um

portfolio simples, ao longo do tempo com um ativo e uma opcao de venda qualquer,
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definido como:

II=P+S.

A variacao do preco deste portfolio em relagao a uma variacdo pequena no tempo
(dt), é dada por
dll = dP + dS.

Desde que P = E — S para S < S¢, porém reduzindo S, tem-se:

dll =0, paraS < Ss.

Ja para aumentos nos valores do ativo subjacente S, tem-se:

opP
dll = — dt
(0585 —|—oS> + O(dt),
onde O(dt) constante de sobra do termo de acumulagio de d.S, e os termos restantes

para o Lema de It6 aplicado para P. Assim

EldI] = %05’ (‘;—]; + 1) El|da]] = \/%as (g—]; + 1) Lo, (3.27)

Conclui-se que
orP

— =-1 3.28
=1 (3.25)

para que o gradiente dP/0S seja continuo em S = Sj.

Finalmente, retornando a segunda restricao apresentada anteriormente na pdgina
45, que a “inequacgao” satisfaz as hipéteses de Black-Scholes. Recalculando a equagao
diferencial parcial de Black-Scholes seguindo a forma de um argumento de arbi-
tragem. Este argumento é somente e parcialmente valido para opcoes Americanas,
porém o parentesco entre a arbitragem e as hipéteses de Black-Scholes persiste,

resultando agora em inequagao.

Foi estabelecido anteriormente um portfolio (IT), com exatamente a mesma es-
colha do delta para o caso de op¢oes Européia. Entretanto, no caso Americano isto

nao é suficiente para a opcao ser segura, mesmo de longa e curta duracao; deve
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existir um tempo de forma que seja otimizado para o exercicio da opc¢ao. Assim, o
titular de uma opgao pode estar diante do exercicio. A arbitragem nao longo conduz
a um valor tinico para o retorno sobre o portfolio, somente para uma inqueagao. Nos
nao dizemos que o retorno do portfolio nao pode ser maior do que o retorno de um

depdsito de banco. Para uma opcao Americana de venda, a inequacao é

or 1, _,0°P oP
— +-0°S*——+rS— —rP<0. 3.29
ot 2 05? oS - ( )
A inequacdo aqui apresentada seria um igualdade para uma opcao Européia.
Quando é 6timo manter a op¢ao pode ser modelada pela igualdade, isto é, a equacao
de Black e Scholes é valida e a restrigdo eq.(3.25) deve ser satisfeita. Do contrario,

isto é, o exercicio 6timo da op¢do, tem-se somente a inequacdo (3.29) e a eq.(3.25)

é satisfeita - o obstaculo é a solucao.

3.2.2.2 Problema de Fronteira Livre

Anteriormente foi apresentada uma formulagao do problema de opg¢ao Americana
do ponto de vista do exercicio prematuro, agora far-se-4 uma formulagdo como um
problema de fronteira livre.

Se em algum instante t* < T o preco do ativo subjacente é de S* < E(1 —
e‘T(T_t)), a opcao deve ser imediatamente exercida, pois o rendimento L gerado
pelo exercicio prematuro satisfazz L = E — S* > E(e™T=%)) > p*(5* 1), em
que p*(S*,t) é o preco de venda Européia com preco de exercicio E e vencimento
em T — t* anos. Como qualquer portfolio tem rendimento (£ — S)" em t =T e
tem o mesmo valor presente que esta opcao Européia, tem-se que nenhum portfolio
representa uma alternativa melhor que o exercicio prematuro. Observando que neste
caso o prémio P(S*,t*) deve valer E — S* para que ndo haja arbitragem.

Em particular, tem-se para S* = 0: P(0,t*) = E utilizando o argumento de
arbitagem, pode-se verificar que P(S,t) > (E — S)* =0, VS > E. Verifica-se que
para cada instante ¢ os precos que levam ao exercicio prematuro formam um intervalo
de [0, S|, cujo limitante superior serd denominado ponto 6timo de exercicio.

O ponto Sy separa o dominio em um segmento onde a opgao é exercida e outro
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em que é conveniente exercé-la posteriormente. Assim, o problema de precificacao
de opgoes Americanas pode ser visto como um problema de fronteira livre em
que a fronteira livre é dada por Sy = Sy(t).

Pode-se formular o problema de fronteira livre, em duas regioes bem definidas,

uma onde deve-se exercer a opcao

oP 1 o*P oP
P =(E-9)" —+-0252— — —rP<0; <S5<8
(S,t) = ( S)T, oy +205 852-1—7“585 rP<0; 0<S<Sy,

outra onde nao é 6timo o exercicio da opcao

oP 1 0*P oP
P E_ + - 452627 = P: : < < .
(S,t) > ( S)T, at+205852+7°585 r 0; Sp<S<o

Tem-se duas condigoes de interface entre as duas regides no ponto Sy = Sp(t)

que devem ser respeitadas

P(Ss(t),1) = (B = S5;(1))",  55(S¢(1),8) = —1.

Além da condigao no vencimento,
P(S:T) = (E - S)+a
e das condicoes de contorno,

P(0,t) = Ee "TY), lim P(S,t) = 0.

S—o0

3.2.2.3 Formulacao Variacional

Matematicamente, o modelo de Black e Scholes para a op¢ao Americana de venda,

no dominio limitado €2 pode ser formalmente apresentado como

PROBLEMA A: Para 7 € [0,T] encontrar P(S,7) € K satisfazendo

P(S,7)=(E-S)"; 0<S<Sy,
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20 S 2 rS 5 +7r 0; 0< S5 <8y, (3.30)

P(S,T)>(E—S)+; SfSSSSmaza

oP 1, ,0°P 9P
P L L L <S< S 31
5 20585’2 rSaS-I—T 0; Sp<S<S (3.31)

condigoes de interface entre as duas regioes

oP
P(Sf,T—T)Z(E—Sf)+, ﬁ(Sf,T—T)Z—l,

condicao inicial,

P(S,0) = (B — 8),

e condigoes de contorno,

PO, T—71)=FEe ", P(Smaz, T —7) =0.

Definido-se o subconjunto das fungoes limitadas inferiormente por g(S) que é o
valor intrinseco (Payoff), no caso de opgoes de venda g(S) = (F —S)*, para compra

g9(S) = (S — E)*, como

K={veU;v(S,T)>g(S) gs. em Q}, (3.32)

multiplicando (3.30) e (3.31) por (v — P), onde v é uma funcao teste em K, e

somando-as tem-se

(‘98—1:, (v— P)> - 3o (s?%j, (v— P)) oy (sg—g, (v— P)) +

+7(P,(v—P)dS>0.  (3.33)

Considerando que



resulta

(0m) 3 (3] o)
—(r —o?) (Sg—f;, (v — P)) +7(P,(v—P)) >0 (3.34)

Usando a integracdo por parte no segundo termo na equagio (3.34), e con-

siderando a condicao de contorno

0
(U_P) :07
Smam
obtem-se
oP o? oP _ 0 9 oP
(8—T’U_P) t5 (Sﬁ’S%(U_PO —(r—o7) (S%,U—P) +

+r(P,v—P)>0

Deste modo, o problema de precificacao de opgoes Americanas de venda é for-

mado como

PROBLEMA AV: Para todo 7 € (0,7T], encontrar P = P(1) € K satisfazendo a

inequacao variacional

P
<88—7_,1}—P) +a(Pbv—P)>0 WYweK (3.35)

e a condicao inicial
(P(S,0),v)=((E~-S)"v), WEK,

com

o? ( OP _0v 5 oP
a(P,v) = ) (Sﬁ,sﬁ) —(r—o%) (S%,v> +7r(P,v). (3.36)

Essa formulacao serd utilizada para construcao de aproximacoes por elementos

finitos. Antes, porém, serao apresentados resultados fundamentais sobre existéncia

e unicidade de solucao para inequagoes parabdlicas aplicaveis ao PROBLEMA AV.
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3.2.2.4 Existéncia e Unicidade de Solucgao

Verifica-se a existéncia e a unicidade da solugao para a inequacao variacional
parabolica das op¢oes Americanas usando o teorema de J. L. Lions que é apresentado
em Brezis [22]. Para tanto demonstra-se que a forma bilinear, Eq. (3.36), satisfaz

as propridades seguintes.

i. Continuidade:

la(T;u,v)| < M||u||l1||v]|1 q-t-p. 7 € [0,T] Yu, v € Uy

ii. Coercividade:

la(T;v,v)| > a||v||? — C||v||* q.t.p. 7 €[0,T] Vv € Uy

onde o, M e C' sao constantes positavas.
A primeira propriedade se verifica aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

na Eq. (3.36), encontrando:

2

la(P,v)] < +(r—o?) [oll + Pl

oP ov
S%H HS% \S%
o2 oP
< - _ 2 i
< {0} (Js5] -1
ov
(Jsasl +11)

2
< max{%, (r — 02),7“} (HS(;—]SD

9 1/2
+ ||P||2>

1/2
o ||”
(Hsg +||v||2)
Definindo )
oP
171 [s5g | + et
v
Iolf = s + 1l

encontra-se

|a(P;v)| < BIIP[l]v]l1,
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onde

2
B = C’lmax{%,(r —02),7'},

donde se conclui é que a primeira propriedade é satisfeita. Agora a segunda pro-

priedade sera verificada.

o [ 0v _Ov 5 v
a(v,v) = 5 <5’£,S£> —(r—o9) (Sﬁ,v) +7(v,v)
como (S52%,v) = —1||v||%, resulta
o) = S22 4 = Aol + ol
alv,v) = 5 a9 r—o 21) r||v

%

2 2
3
+ ol = S fol?

2 0_2
2 2
+ Il ) ~loll?,

ov

a(v,v) = 5 HSﬁ
o? 3r ov

> mind —, =

a(v,v) > m1n{2,2}(HSaS

donde se obtem

a(v,v) > ol = Clv|*,

com
(o2 3r o2
0“““{7’5}’ C=3-

Portanto as condicoes (i) e (i) do teorema de J. L. Lions sdo satifeitas. Desta
forma, pode-se dizer que esite solucao tinica para a inequacao variacional parabdlica

para precificacao de uma op¢ao Americana.

3.3 Modelo Bidimensional

E anéalogo ao caso de uma dimensao, porém, aqui a opgao negociada da como
direito de negociar comprando (ou vendendo) dois ativos subjacentes em conjunto
a um preco e a uma data futura predeterminada. Assim pode-se dizer que se tem

uma opc¢ao em duas dimensoes.
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3.3.1 Opcoes Européias

Seja V(S1,S2,t) o prémio da opgdo no instante ¢, quando o ativo subjacente 1
custa S; = S1(t) e o ativo subjacente 2 custa Sy = Sy(t). Seja também a taxa de

juros (r) fixa.

Os precos das ac¢oes seguem Movimentos Browniano Geométricos, dados por

dSl = ,liSldt—f—O'lslXm
dSQ = ,U,Sgdt-f-O'QSQdXQ

= Sistema Estocstico

onde o7 é a volatilidade do prego do ativo (S;), dX; movimento Browniano, e p,

retorno esperado do ativo. Usando série de Taylor obtemos

ov oV oV
av. = Edt—l— 35, 5 a5 + 852d5
v PV v

Sendo que o processo de Wiener dX;, 7 = 1, 2 satisfaz

onde p1o = corr(S152) e —1 < p1p < 1. Como dS; = 0;5;dX; + puSidt i = 1,2,

resulta

dS? = 0252dX2 = o25%dt
dS? = 0252dX2 = 03S3dt
dSldSQ == O'lsla'gsngldXz = 0'1510'282/)12(#

que substituidos na eq.(3.37), fornece

ov

95, (Sp02d X5 + pSadt)
1 82V 82‘/ 82‘/

+ <852 %SZdt-i-26518520'1510'252,012dt+ 65’2 SSZdt>

dV = —dt + == (SlUlXm + ,U,Sldt) +
1
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Pode-se entao escrever

oV ov oV ov oV
V 0'151851 1+0'252852 2 + <M51851+M82852+ 8t+

1 o’V 1 0%V 0?V
+ 50’%5’%6—512 + 5035228—5% + p120'10'25152m> dt, (338)

onde V satisfaz as condicoes do Lema de Ito.

Seja I =V — A1S1 — AyS; o valor do portfolio. Mantendo fixas as razoes A; e

Ay o incremento do valor do portfolio no espaco-tempo é dado por
dIl = dV — A1dS; — AqdS,. (3.39)

Substituindo (3.38) na (3.39) e utilizando os movimentos Brownianos que regem os

precos das acoes, tem-se

ov oV oV ov. Jv 1 0%V
dll = ——dX ——dX — =+ + 2018 ==
0'151851 1+0252852 2+<M51651+M82852+ ot +201518512
1 0%V 0%V
+ 5035228—85 + p120'10'25152881852) dt — Al(,uSldt + O'151dX1)
—AQ(,U,Sth + O'QSQdXQ).
Reorganizando os termos da equa(;éo, tem-se
ov oV ov ov
In = — A — A X
d 0'151 (851 1) dX1+GQSQ (652 2>d 9 + (Mslasl +/LSQaS2
av 1 o?vV 1 o?V o?V
+§ + EG%S%G—S% + 50’%536—8% + p120'1025152m — All,LSl
_AQMSZ) dt.

Pode-se eliminar as componentes aleatérias deste processo estocastico escolhen-
do,
oV ov

A = — Ay = ——.
T 27 098,

Assim, o portfolio torna-se completamente deterministico, ou seja,

OV 1L,V 1, PV 92V
dl = (6t T 50151 g T 5% g T ea1eiSigame | di,
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ou na forma diferencial,

0*v 0*V

0’V 1
+ P12010251S2m-

+ 0285852

@:8_‘/ 1 2827
dt or " 2° 1852

(3.40)
De acordo com as hipoteses H2 e H4 a H7 de Black e Scholes, o portfolio devera
ter o0 mesmo retorno que a taxa de juros r. Assim sendo, o retorno do portfolio II

satisfaz a equacao diferencial
dll

— =rlIL 3.41
=7 (3.41)

Substituindo (3.41) em (3.40), encontra-se

ov 1 o’V 1 A% oV
= 3+ 5018t ggr + 5051 557 T P05 S50
como
oV oV
I=v -A — A =V - —
V 151 25, =V a5, Si— a5, 52
chega-se
ov oV ov 1 0’V 1 0’V o’V
(V — 8—5181 — 6—5’252> = E —O'fS% 882 0353 852 + ,0120'10'25152 881652

Desta forma tem-se a Equacao Diferencial Parcial de Black-Scholes em

duas dimensoes

OV 1, PV 1, PV 92V
ot 151G T30 ggr T P0102SiS G A
av av
e 42
+ 85 Sl +7‘aS SQ rV =0. (3 )

A equagao aqui apresentada contém a correlagao entre os dois ativos subjacentes
que a opcao da direito de negociar, que na formulacao variacional por simplificagao
da modelagem serd tratada como zero, fazendo como que nao exista dependéncia

entre os ativos subjacentes.
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Formulacao Variacional

Visando a construcao da formulagao variacional, é necessario a aproximacgao do
dominio Q4 = [0, 00] %[0, o] por um dominio limitado © = [0, ST"**]x [0, S5***], onde
SeT e ST s30 os maiores valores dos ativos subjacentes (S2) e (S1) no mercado a

vista, respectivamente.

Supondo que a covariancia entre S; e Sy é igual a zero, implica que a correlacao
de S) e Sy também serd igual a zero (cov(S1,S2) = 0 = pg,s, = 0). Desta forma,

nao existe dependéncia linear entre S; e Sy e (3.42) reduz-se a

ov 1 0%v
o T30S g 852

0*v ov ov

+ 0232 51-1-7“85

5 882 85 So —rv =0. (3.43)

Como no caso unidimensional faz-se a transformada na variavel temporal, 7 = T —t.
Deste modo, um problema de valor inicial para opgoes Européia de venda é expresso

por
PROBLEMA 2E: Para todo 7 € (0,T], encontrar p € W tal que

Op

1 5, ,0%
87_201

1 ,.,0% Op Op
1952 ~ 272

2—_ — R
SQ(?S% 85’151 7“65252+7“p 0, (3.44)

com condic¢do inicial,

p(SlaSQaO) = (E - Min{sl’SQ})—i—a

condicao de contorno,

p(Sl, So, T — 7') = ﬁ(Sl, SQ) = (Ee*” — MZTL{Sl, SQ})+, V(Sl, SQ) € 01.

Definindo o conjunto de funcoes admissiveis,

W ={ve H'(Q); v(Si,Ss) = p(S1,S2) em 00},
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e o espaco das variagoes admissiveis,
={v e H'(Q),v =0 em 09},

multiplicando a equagao (3.44) por v e integrando no dominio €2, obtem-se

Op 1 , 0%p 1 o[ 0% dp
(aT ) 27 (SaSW“ 2 Q‘Sasw aasb

_ <§%&,>+unm:u (3.45)
Considerando que
5 i [ 2] s 2
: gsggisg - %Uga% 52 6‘952 ~ B2

resulta

dp 1,00 2 Op o2 0 2 Op _
(67' ) 1<851 [S aSlj| U) 72 852 82852 ¥

1

2

(r—al)<ap Si > (r—o3 ( Sy v)—i—r(p v) = 0. (3.46)
251 22\ 08y 7 ’

Usando integracdo por partes no segundo e no terceiro termo da equagédo (3.46),

e dado que v € Wy(2), obtém-se

dp 1 op o\ 1 op . o
(87’U> + (81351 81351) + = (5285'2 52852>
op op B
— =) (Sigm0) — (D) (Sepmv) +r () =0

Desta forma o problema de precificacao de opcgoes de venda em duas dimensioes
pode ser formulado como segue
PROBLEMA 2EV: Para T € [0,T], encontrar p(7) € W satisfazendo a equagao

variacional

(%,v> +a(p,v) =0 YveW, (3.47)
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e condi¢ao inicial,
(p(S1,82,0),v) = (B — Min{Sy, S2})",v) Vv e W,

onde a forma bilinear a(-,-) : W x Wy, — R é dada por

1 p o v\ 1 I Ov
alpv) = 501 (Slasl Slas) (52852 5265)

—(r — o) (sl(%’l ) (r — o2) (52(;952 )—i—r(p,v).

Como no caso unidimensional, tem-se a existéncia e unicidade da solucao da

formulagao variacional pelo teorema de J. L. Lions que é apresentado em Brezis[22].

3.3.2 Opcoes Americanas

No caso da modelagem matematica da precificacio de op¢oes Americanas em
duas dimensoes, segue-se a mesma idéia apresentada para uma dimensao. Verifica-
se que este problema pode ser formulado como um Problema de Fronteira Livre da

seguinte maneira dividindo em duas regioes, um onde deve-se exercer a opcao

P(Sl, Sg,t) = (E - MZTL{Sl, 52})+:

- 512 252 SS S
ot i 155'1 272 2852 + p010201 2851652+T851 1
+ T%SQ—TPW 0< S <Sy, 0<S,< Sy,

2

outra onde nao é 6timo o exercicio da opcao

P(S1, S5, 1) > (B — Min{S1, S2})",

0P 1,0 1 ,,0°P »?P 9P
ot °iSi 5 55z T 2% 5g8 T AL P T T T
P
+ T%SQ_TP—O Slfgsléoo, SQfSSQSOO.
2
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As condigoes de interface entre as duas regioes no ponto Sy sao

P(S14(t), S24(t),1) = (E = Min{Sy;(t), Sor () }) ",

oP

S (S0 S0, 1) = 1.

A condic¢ao de tempo final ou no vencimento é
P(Sl, SQ, T) = (E — MZTL{Sl, SQ})+,
e condi¢ao de contorno,

P(Sl, SQ, t) = (E@ir(T*t) — MZTL{Sl, SQ})+, V(Sl, SQ) € OQOO

Formulacao Variacional

Como no caso da op¢ao Européia faz-se uma transformada para um problema de
valor inicial e assume-se que a covariancia entre S; e Sy é igual a zero, desta forma

a correlacao de S7 e S, também serd igual a zero,

cov(S1,52) = 0= ps,5, = 0.

O problema de opcoes Americanas de venda bidimensional pode ser expresso por

PROBLEMA 2A: Para 7 € [0,T], encontrar P € Y tal que, na regido onde

deve-se realizar o exercicio da opcao

P(Sl, 52,7') = (E - M’LTL{S1, SQ})+,

oP 1 ,,0°P 1, .8°P QP opP
or 2019155 T %% g5 T Tag 0 T g% T
+ TPEO, 7'>0, 0§51§51f, OSSQSSQJ", (348)
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e na regiao onde o exercicio da op¢ao nao é 6timo,

P(S,, 85, 7) > (E — Min{S;, S:})*,

oP 1,,0P 1 ,,0°P 9P oP
o Slasl 2 52652 "55. " " a5,

+ T'P =0, 7>0, Slf <5 < S{nax’ SQf <5, < Smaz (349)

So +

com condicoes de interface entre as duas regioes,

P(Slf,SQf,T_T) = (E—M?:n{slf,SQf})+,
oP
a—n(Slf,ng,T—T) = —1,

condigao inicial,
P(Sl, Sg, O) = (E — MZTL{Sl, SQ})+,

e condicao de contorno,

P(Sy, 85, T —7) = (Ee " TD — Min{Sy,S:})", V(Si,Ss) € 09.

Definindo-se o subconjunto das fungdes limitadas inferiormente por g(S) que é o
valor intrinseco (Payoff), no caso de opgoes de venda g(S) = (E — Min{Si, So})*,
para compra ¢g(S) = (Min{S;,Ss} — E)™, como

Y={veW; v(S,S27)>g(S,5) qs. em Q}

obeserva-se que a soma das integrais no dominio 2 do produto da equacao (3.48) e

(3.49) por v — P, onde v é uma funcao teste de Y , é dada pela inequacgao

T n) () (s )

(i) (i)
+ r(P,(v—P))>0.

64



Considerando que

2p - .
o°p :lafi 528_]3 _afsla_P

27171957 = 27195, |71 95 |

‘P11 [ P ] P
20 :_Jgi 528_ _Jggla_

2052 T 27205, | 7205, ]

resulta

(en) - ([l )t [t o)

— (=) (ggsl,( )) —(r—o) (S—;sz,(u —P))
+ r(P(v-P)) 20 (3.50)

Usando a integracdo por partes no segundo e terceiro termo na equagao (3.50), e
dado que v, P €Y, e
dp

8—&(U_P)

dp
=0, e —(v—P)
a0 05,

=0,
[2/9)

obtem-se:

oP 1 oP 1 or 9
Zu-P - —P 2 ~P)) -
(af’“ ) g (S 95, 35, " )> * 5% (S 95, 95, )>

~ - )(Slgg P)—(r )<52§£ P)

+ r(P,u—P)>0

Desta forma o problema de precificacao de opcoes de venda Americanas bidi-

mensional pode ser formulado como

PROBLEMA 2AV: Para T € [0,T] encontrar P(7) € Y satisfazendo a inequagao
variacional

((Z—P,U—P> +a(P,v—P)>0,veY
.

e a condicao inicial

P(Sl, SQ,O) = (E - M?:n{51,52})+,
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com

a(Pv) = 10%(5’ OF g0 >+1 (SQBP 52‘91’)—

08, "1 as, 08, 7208,
oP oP
— (’I‘ ) (Sl 851 ) (T ) <52852 )
+ r(Pv)=0. (3.51)

Como no caso unidimensional, dado que a forma bilinear tem as mesmas pro-
priedades, de continuidade e de coercividade, a existéncia e unicidade da solugao do

PROBLEMA 2AYV sao também assegurados pelo teorema de J. L. Lions.
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Capitulo 4

Métodos Numeéricos

Sao apresentadas aproximacoes por elementos finitos no dominio espacial e por
diferencas finitas no dominio temporal para os problemas de precificacdo de opgoes

Européias e americanas em uma e duas dimensoes.

4.1 Problemas Unidimensionais

4.1.1 Opcao Européia

Considera-se inicialmente a equacdo de Black & Scholes como apresentada em

(3.23),
Op

1
or 277 952 'aS

com condic¢ao inicial
e condi¢ao de contorno,

p(0, T —7)=FEe™™ e p(Spmaz, T —7) =0,

cuja forma variacional consiste em:

PROBLEMA EV: Para 1 € [0,T], encontrar p € U, tal que

0
(%,v) +a(p,v) =0, Yov e Uy,
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com condic¢ao inicial
(p(S,0),v) = (E - S)",v), Yove U,

ea(-,-): U, x Uy — R dado por

o (,0p Ov ) dp
a(p,v) = 5 (S%ﬁ’%) — (r — o) (Sg,v) +r(p,v).

4.1.1.1 Aproximacgao por Elementos Finitos

Seja Dy, C H'(0, Sjpaz) um subespaco de elementos finitos lagrangiano de classe
C° e grau k. A aproximacdo por elementos finitos do PROBLEMA EV, correspon-

dente a opcoes Européias, consiste em

PROBLEMA Eh: Encontrar p, € U" = D, N U, tal que

9
(%’@ Talpn,vn) =0, Vo € Uy = Da N,

com condic¢ao inicial

(Pn(0),v1) = (E = 8)T,vn), Von €U,

2
a(pp,vp) = % (S%,S%) —(r—o?) (S%,UO + 7(Pp, vp)- (4.1)
A ideia central deste método é construir uma particao do dominio em subregices
denominadas de elementos, estabelecer pontos nesta particao, denominados de
nos, nos quais a solucao aproximada serd avaliada e construida com base de fungoes
polinomiais em geral associadas a cada né da particao e caracterizada por nao se
anularem apenas nos elementos adjacentes ao né associado. A determinacao de cada
funcao de base é obtida pela imposi¢ao de um conjunto de restrigoes dos nés. Diz-se

que a aproximagcdo é conforme quando o conjunto U C U,.

O método de elementos finitos introduz fungoes base com suporte “compacto”
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localizados nos pontos nodais do elementos, assim tem-se:

= sz‘(t)N

n—1
v = Z v; IV;(S)
=2

(4.2)

(4.3)

Estas fungoes {N;(S)}? sdo chamadas também fungdes de interpolacao globais

ou funcoes coordenadas associadas ao no i, possuem a caracteristica de valer um

no né i e zero nos demais. Observa-se que valores nodais p;(t) sdo dependentes do

tempo.

Substituindo eq.(4.3), no problema variacional aproximado, tem-se:

> v { (Nz: %ph> + U'(Niaph)} =0, VyeR,
T

=1

como v; é arbitrario, tem-se:

(Nz,aaph>+a(Ni,ph):0, 1=2,3,---,n—1.
T

Considerando (4.2), encontra-se:

(Nz,zapa >+a(N,,ZpJ >_0, =23,

n

)3 {%(T)(Nu N;(S)) + pj(r)a(Ni, Nj(S))} = 0.

Definindo a matriz de “massa” M, como
Smaa}
My = (N N) = [ N(S)Ny(S)as,
0

e a Matriz de “rigidez” K, como

Smaa} 2
Ky = a(N;, N;) = / (%SN,-,SSN]-,S — (r—o0%)SN;N, 5 + rNiN]) ds,
0
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e consideranto os valores prescritos no contorno tem-se

n—1
8pg op1 Opn,
Z{ hr 7) + Kijp;(T )} = O_Milﬁ_Min—T_ aP1 — Kinpy

Jj=2

Deste modo o problema aproximado, corresponde ao sistema de equacoes dife-

renciais ordinarias de primeira ordem,

oP

M(?T( 7)

+ KP(71) = R(7),

que serd resolvido pelo método de Euler implicito, apresentado a seguir

4.1.1.2 Aproximacgao no Tempo

Denota-se por 0,p(7) a aproximagao por diferencas finitas implicitas de primeira

ordem para %(7‘). Dividindo o intervalo [0, 7] em sub-intervalos [7,, 1, Tm], onde
Tm = MAT, m = 0,1,2,--+ | Mypq, com 79 = 0 e 7, .. = T, 0 esquema de Euler

implicito, para aproximacao do termo gp( ) é dado por

m+1 m

op
or

N m_ P —-p
(Tm) ~ a’l’p - AT .

Assim a aproximacao por diferencas finitas consiste em

PROBLEMA Ehm: Param =0,1,2,--- encontrar pi* € U" satisfazendo
(0.0, v) + alpt,vp) =0, Vo, € UL,
e a condicao inicial
(pY,vn) = (E = S)",vy), Vo, € UL

com

2 m+1 m+1
a(pptt,vh) = + % (S TS a—> —(r—o° (S a’*) + (PPt op).



Considerando a defini¢do de 0,p(7) e introduzindo as condigbes de contorno o
PROBLEMA FEhm resulta no segunte sistema de equacOes algébricas, para cada
m=20,1,2,---,

(M + ATK)P™! = A7R™ — MP™,

M é a matriz de massa, K a matriz de rigidez, R™! é o vetor de acoes nodais no
instente m + 1, resultando da imposicio das condicoes de contorno, P™ e P™! s3o0

os valores nodais nos instantes m e m + 1, respectivamentes.

4.1.1.3 Analise Numérica - Opc¢oes Européias

A andlise numérica detalhada de equagdes variacionais parabdlicas pode ser en-
contrada em Thomé [24]. Verifica-se que para elementos lineares (k = 1) o problema
semi-discreto apresenta a taxa de convergéncia do erro de discretizacao da ordem de

h? na norma L2, ou seja

+ sup |p|2) + Cyh? sup |pls
) <T <T

Op
E(T)

Ip(7) = pu(r)|| < CH? (|p0|2 +sup

sendo que esta estimativa apresenta taxas étimas de convergéncia.

Ja para o problema totalmente discreto usando o esquema de Euler implicito
tem-se que o erro total na discretizacdo, na norma L2, é da ordem de h? 4+ Ar. Esta
analise estd fundamentada na coercividade da forma bilinear e na regularidade da

solucdo exata p(7).

4.1.2 Opcoes Americanas

Como foi apresentado anteriormente, o problema das op¢oes Americanas é for-
mulado como um problema de fronteira livre, da seguinte maneira:

PROBLEMA A: Para T € [0,T], encontrar P(S,7) € K satisfazendo

P(S,7) = (E~S)",

2p P
UZSQa——TSa—-i-TPZO; 0<8S<8Sy, (4.5)

9P 1
or 277 852~ "7 95
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P(S,7)> (E-9)",

2
8_P — 102528_13 — rsa_P

57 37 % gz g TP =05 5 <5< Sma (4.6)

com condicoes de interface entre as duas regioes

P(Sf,T—T)Z(E—Sf)+, g—g(Sf,T—T):—l,

condicao inicial,

P(S,0) = (E - S)7,

e condigoes de contorno,

PO, T—7)=FEe ', P(Smaz, T — 1) =0.

cuja forma variacional é dada por:

PROBLEMA AV: Para todo 7 € (0,T], encontrar P(S,7) € K satisfazendo a

inequacao variacional

P
((Z—T’U_P>+G(P’U_P)20 Vv e K (4.7)

e a condicao inicial

(P(S,0),0) = (E— 8)*,v) Wwek,

com

o? [ ,OP _0v o [ oOP
a(P,v) = 5 <S£,S%) — (r—o9) <Sﬁ,v> +r(P,v), (4.8)

e K conforme definido anteriormente em (3.32).
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4.1.2.1 Método de Elementos Finitos

Para construcao de uma aproximacao por elementos finitos, define-se a aproxi-

magcao K para o conjunto K,
Kh = {Uh € Uf;?)h(si) 2 g(SZ),z = 1, 2, tee ,TL}, (49)

ou seja, a restricao de desigualdade serd verificada apenas no pontos nodais da malha
de elementos finitos.

A aproximacgao de uma inequagao variacional parabdlica serd semelhante ao caso
de uma eliptica se considerarmos uma discretizacao no tempo, isto é, aproxima-se
o dominio do tempo [0,7] por uma particio 0 =7 < T < -+ < Tpp,0e = 1 com
intervalos uniformes de tempo Ar.

Utilizando aproximagoes P : 7 — K de P : [0,T] — K, surgindo a aproximagao
do problema de opgoes Americanas de venda:

PROBLEMA Am: Param=0,1,2,---, encontrar P™ € K tal que,

(Pm—H —_ pm

X ,v—P”+1> +a(P™t y — P >0, Yo e K
-

com condic¢ao inicial
(P°,v) = (P(S,0),v), Vv e K
onde a(-,-) é dado por:

G(Pm+1,’l) _ Pm+1) — 7

as oS oS
gpm+1
_ _ 42 _ pm+l
(r—o) <S 55 ¥ P )
+ 7 (Pm-}-l’ v — Pm-l-l)

2 m—+1 m—+1
o (Sap JOu _ OP )

Usando o Método de Galerkin tem-se o problema variacional aproximado no

subespago de dimensao finita. Ficando formulado da seguinte forma:

PROBLEMA Ahm: Param =0,1,2,---, encontrar P™ € K}, tal que, para todo
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Vp, € Kh,

(P,;n“ — P

X ,Up — P,;”“) + (P o, — P >0 (4.10)
-

com condicao inicial

(P,?,’Uh) = (P(S, 0),7)h), V’Uh € Kh.

4.1.2.2 Analise Numérica - Opgoes Americanas

Apresentando-se a estimativa obtida por Johnson [25], embora este resultado
tenha levado em consideracao uma forma bilinear particular de um problema de
obstaculo, os argumentos da demonstracao sugerem que é possivel generalizar o
resultado sem perdas na ordem da estimativa.

A estimativa do erro para aproximag¢ao de uma inequacao variacional parabdlica
assumindo regularidade sobre a solucao exata é dada pelo teorema.

Teorema Supondo P a solugdo da inequacdo (3.35), e Py a solugcdo do pro-
blema correspondente discreto, inequacdo (4.10). Entdo, eriste uma constante C
independente de AT e h tal que:

n=1

N 1/2
max || P* — Py'flo + (Z |1 — P,¢||§AT> < Cl(log AT~")*AT¥* + ] (4.11)

4.2 Problemas Bidimensionais

4.2.1 Opcoes Européias

A equacgdo de Black & Scholes em duas dimensoes é dada pela equagao (3.44),
onde tem-se que p(Si, Se,7) é o prémio da op¢ao no instante 7, quando as agoes

custam S; = S1(7) e Sy = Sa(7)
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PROBLEMA 2E: Para todo 7 € (0,T], encontrar p € W tal que

op
or

*p Op op
Ugsgﬁ — 8—5151 — 7'8—5252 +rp= 0

2282171
Wlosz 2

1
—0
2
com condic¢ao de inicial,

p(Sl, SQ, 0) = (E — MZ?’L{Sl, SQ})+,
condicao de contorno,

p(Sl, SQ, T— ’7') = ﬁ(Sl, SQ) = (EE_TT — Mm{Sl, SQ})+, V(Sl, SQ) € 01.

cuja forma variacional é dada por

PROBLEMA 2EV: Para todo 7 € (0,T], encontrar p € W tal que
0
(8—£,v> +alp,v) =0 YveW,
com condic¢do inicial,

(p(S1,52,0),v) = (E — Min{S, S2})*,v) Vv e W

1 op ov 1 op ov
a(p,v) = _‘71 (SIaS1 5185 ) _02 (52852 8285’ ) —

—(r — o) (slggl )—(7«—03) (52(;95 )—i—r(p,v).

Método de Elementos Finitos

Seja D), o subespaco de elementos finitos lagrangiano de classe C° e grau k. A

aproximagcao por elementos finitos do PROBLEMA 2EV, consiste em
PROBLEMA 2Eh: Param =0,1,2,---, achar p, € W* = D, N W tal que:
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0
<%, Uh) -+ a(ph,vh) = 0, V’Uh € Wél = Dh N W(), (4.12)

com condic¢ao inicial
(pn(0),v) = (E — Min{Sy, So})",vn) Vo, € W,

comT € [0,7T], e %L: a derivada de p,(7) em relacdo a variavel 7. Lembrando-se que
para cada 7 € [0,7], %’% € Wh. O PROBLEMA 2Eh, é denominado de aproximacao
semi-discreta ou aproximagao continua no tempo, desde que a varidavel temporal nao
estd sendo discretizada.

No problema totalmente discretizado usa-se diferenca finita na discretizacao
temporal, mais precisamente aplicou-se o esquema de FEuler implicito, Primeira-
mente, divide-se o intervalo [0,7] em sub-intervalos [7,,_1, 7], onde 7, = mAT,
m=1,-+ Mpee com 79 = 0 e 7, =T. Além disso, seja p™ = p(7,,). Logo o

esquema de Euler Implicito, para aproximacao do termo p,(7) é dado por:

m+1 _ . m

m p p
AT

Logo, substituindo no problema variacional e usando o método de Galerkin, tem-
se o problema totalmente discretizado da seguinte forma

PROBLEMA 2Ehm: Param = 0,1,2,---, achar p* € W" tal que:

(O-p} o) + a(p;”“, vp) =0, Yu, € W(? (4.13)

com condic¢ao inicial

(p?zvvh) = (p(SbSQaO)avh)v vvh € W(;l

4.2.2 Opcoes Americanas

O problema de opgoes Americanas em duas dimensoes, foi apresentado anteriomente

como um problema de Fronteira Livre da seguinte forma:
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PROBLEMA 2A: Para todo 7 € (0,7], encontrar P € Y tal que, na regido onde

deve-se realizar o exercicio da opcao

p(SlaSQ:T) = (E - Min{Sl’SQ})+a

oP 1 ,,0°P 1, ,0°P QP opP
I LT e T A T L T
4+ P30, 750, 0<S <Sy 0<S<Sy,  (414)

e na regidao onde o exercicio da op¢ao ndo é 6timo,

P(Sl,SQ,T) > (E — Min{Sl,Sg})+,

#2P 1, ,0P 9P oP
- 2qQ2Y - - 2qQ27 - 77 St
2711557 ~ 3722558 T a5, 0 T Tag, e T

+ TPZO, T>0, Slf§81 SS{TMH, Szf < S Ssgnaz’ (415)

8_P_1
or

com condigoes de interface entre as duas regioes,

P(Sif, S5, T —7) = (E — Min{Siy,Sa})",

oP
a—n(slf,SQf,T — ’7') = -1,

condicao inicial,
P(Sl, SQ, 0) = (E — Mm{Sl, SQ})+,

e condicao de contorno,
P(Sl,SQ,T_T) = (E— Min{51,82})+, V(Sl,SQ) € 8Q

Cuja forma variacional consiste em
PROBLEMA 2AV:Parat € [0,T], encontrar P(7) € Y satisfazendo a inequagao

variacional

P
(g—,v—P> +a(P,v—P)>0,veY
-
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e a condicao inicial

P(Sl, SQ,O) = (E — Min{Sl,Sz})+,

com

1, oP ov 1, oP ov
a(Pv) = 571 (51851’51851>+202 <528Sg’52852)

oP oP
— (’I‘ — O'f) <Sla—511,’l]) - (T - O‘g) (528—512,'0>

+ r(Pv). (4.16)

Método de Elementos Finitos

Para construcao de uma aproximacao por elementos finitos, define-se a aproxi-

magcao Y, para o conjunto Y,
Yy = {vp, € Whiun(S)) > g(S:),i=1,2,--+ ,n},

ou seja, a restricao de desigualdade serd verificada apenas no pontos nodais da malha
de elementos finitos.

A aproximacgao de uma inequacgao variacional parabdlica sera semelhante ao caso
de uma eliptica se considerarmos uma discretizacao no tempo, isto é, aproxima-se
o dominio do tempo [0,7] por uma partigdo 0 =7 < 7o < -+ < Tpp0e = 1 cOM
intervalos uniformes de tempo Ar.

Assim a aproximacao do problema de opg¢oes americanas de venda em duas di-
mensoes é dada por
PROBLEMA 2Am: Param =0,1,2,---, encontrar P™ € Y tal que,

(Pm—l—l —_ pm

U — Pm-i—l) + G(Pm+1,’lj o Pm—I—l) 2 0
AT

com condic¢ao inicial

(PO,’U) = (P(Sl,SQ,O),?)), YoeY
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Usando o Método de Galerkin tem-se o problema variacional aproximado no
subespago de dimensao finita. Ficando formulado da seguinte forma:

PROBLEMA 2Ahm: Param =0,1,2,---, encontrar P € Y}, tal que,

Pt — pm
AT

,Up — P,;”“) +a(P v, — P >0 (4.17)
com condicao inicial

(PI?7,Uh) = (P(SI: 5270)7Uh)7 V/Uh € Yh-

4.3 Solucao dos Problemas Algébricos

Apresenta-se agora os aspectos relativos a formulagao dos algoritmos para solugao
numérica das equacgoes e inequagoes variacionais parabodlicas para os problemas de
precificacao de opcoes.

Em todas as implementacoes foram utilizados métodos iterativos, mas precisa-
mente o método de sobre-relaxacdo sucessiva - SOR(w), e para o problema de pre-
cificacdo de opgoes Americanas foi usado o método iterativo de Sobre-Relaxacao

Sucessiva - SOR(w) com proje¢ao sobre o convexo.

Método Iterativo de Sobre-Relaxagao Sucessiva - SOR(w)

Nos métodos iterativos de solucao de sistemas lineares Az = b em geral se calcula
a norma do residuo “r = b — Ax” da solucao aproximada e verifica se esta atingiu
um valor que torna a solucao aceitavel, ou seja, a norma do residuo é um critério de
parada do método.

Na precificacao de opcoes Européias foi usado nas implementacoes o método de
Sobre-Relaxacao Sucessiva, sendo que este usa a idéia de que se a direcao de p™ para

m+1 ¢ uma boa direcao para a qual se deve mover a solucao, entao é melhor mover

p
em w > 1 vezes mais rdpido nessa diregao.

Neste método o w é denominado paramentro de relaxagdo. Verifica-se que na
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constru¢ao do método toma-se uma combinacao, ponderada apropriadamente, de

F1,(k+1) FLk) -, o
i ep, , isto &,
p;n'i'la(k'i'l) — (1 _ U.))pzn—i—l,(k) + U)p;n—i—l’(k—i—l)

conduzindo a

n
1,(k+1 1,k +1,(k+1 +1,(k
P = (1 - )t 4 2 (b _Z% P = 3 al ()>'
j=it1
Para a precificacdo de opgoes Americanas, nas simulagoes computacionais para

a solugdo do sistema (4.10), foi utilizado o método iterativo de Sobre-Relaxagao

sucessiva - SOR(w) com projegao sobre o convexo a cada instante de tempo, ou seja

i—1 n
m+1,(k+1) m+1,(k)
bi — aiij — aiij
j=1 j=i+1

ﬁm+1,(k+1) — (1 _ w)Pm+1,(k) +

J i

+1,(k+1) - | pmtL,(k+1)
P = min [ij ,g(Sj)]

onde a;; sdo os coeficientes da matriz do sistema de inequagoes (4.17) resultante da
aproximagcao por elementos finitos com interpolante linear. No caso de opcoes de
venda ¢(S;) = (E — S;)*, para compra ¢(S;) = (S; — E)™.

O método iterativo converge para 0 < w < 2. Para w = 1 seria o equivalente ao

método de Gauss-Seidel, w < 1 tem-se sub-relaxacao e w > 1 tem-se sobre-relaxagao.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

Neste capitulo sao apresentados resultados de experimentos numéricos com o
objetivo de ilustrar alguns aspectos importantes relativos a aplicacao dos métodos
numeéricos no mercado financeiro, mas precisamente, ao uso de métodos de ele-
mentos finitos para solucao numérica de equacoes e inequacoes correspondentes a

precificacao de opgoes Europeias e Americanas em uma e duas dimensoes.

A primeira parte dos experimentos apresentados é destinada a estudos de con-
vergéncia e validagdo da implementagdo computacional. A segunda parte se destina
a validacao do modelo. Por fim sdo apresentadas situacoes de aplicacoes a contratos
de opgoes que apresentam direito de negociar dois ativos, ou sejam problemas em
duas dimensoes espaciais como apresentados anteriomente na modelagem do proble-

ma de precificacao no capitulo 3.

Na solucao das equagoes e inequacoes foram utlizados métodos iterativos, método
de sobre relagio sucessiva - SOR(w), no caso de op¢oes de estilo Europeu. J4 para as
opcoes do estilo Americano, modeladas por inequagoes, foi usado o método de sobre
relagao sucessiva - SOR(w) com projegao sobre o conjunto de restrigdes (convexo),
como foi apresentado no capitulo anterior. Em todas as simulagdes apresentadas
usou-se 0 parametro de relagao w igual a 1.8, dado que apresentou menor custo

computacional (menor nimero de iteracoes).
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5.1 Estudo de Truncamento do Dominio

Exemplo 1: Condigao de Contorno de Dirichlet

Para se tratar numericamente o problema de precificacdio de opcao torna-se
necessario truncar o dominio semi-inifito, onde esta definido o problema continuo,
em um dominio finito. Este exemplo visa o estudo da influéncia deste truncamento
em S,,q; no valor de uma opgao européia previsto por aproximacoes via métodos de

elementos finitos.

A aproximagao mais comumente adotada é interromper o dominio em algum
ponto, como descrito anteriormente no capitulo 3, colocando-se uma borda sobre o
dominio onde a opcao é intensamente “dentro do preco” e impondo-se uma condi¢ao

de contorno aproximada nesta borda. Pode-se usar condi¢ao de contorno de Dirichlet

C(Ov 7—) = 07 C(Smazv 7—) = Smaz - Ee_r(T)- (51)

O erro relativo para andlise da influéncia da condi¢do de contorno no valor da

opcao é definido

_ g (S) = (S, Trmes)
o= C(g’ Tmmam) [%] .

onde ¢} (S) é o valor aproximado da op¢do de compra Europeia e ¢(S, T,...) a

solucio analitica (3.16) no tempo 7, .. = Myee X AT, S = S correspondente ao

valor do ativo.

Os parametros usados sao extraidos do livro do Hull [10], sendo eles: taxa de
juros (r) igual a 10%/ano, volatilidade (o) de 20%/ano, tempo de exercicio de 0,5

ano e preco de exercicio R$ 40, 00.

Nas Tabelas 2, 8 e 4 sao apresentados os resultado para o valor do ativo (.5) igual
a R$ 42,00 e para diferentes valores de S,,q., obtidos com interpolagoes lineares,
quadréticas e ciibicas, respectivamente, utilizando A7 igual 5 x 1074, com 1000
passos no tempo (m = 1000) e condi¢ao de contorno para S, dada por (5.1). O

resultado analitico dado por (3.16) é de R$ 4,759422387.
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Tabela 2 - Valor da opc¢ao aproximado por elementos finitos usando

elementos lineares e seu erro relativo a solugao analitica

Smaz | N. Elementos | ¢j'™e* (S) er

45 45 4,60363 | -3,273%
46 46 4,67969 | -1,675%
47 47 4,72035 | -0,820%
48 48 4,74054 | -0,396%
49 49 4,74988 | -0,200%
o0 50 4,75392 | -0,115%
60 60 4,75650 | -0,061%
70 70 4,75650 | -0,061%
80 80 4,75650 | -0,061%
90 90 4,75650 | -0,061%
100 100 4,75650 | -0,061%

Tabela 3 - Valor da opc¢ao aproximado por elementos finitos usando

elementos quadratico e seu erro relativo a solugdo analitica

Smaz | N. Elementos | ¢j'm () e,
45 45 4,60408 | -3,263%
46 46 4,68056 | -1,656%
47 47 4,72169 | -0,792%
48 48 4,74233 | -0,359%
49 49 475201 | -0,155%
50 50 475628 | -0,066%
60 60 4,75914 | -0,006%
70 70 4,75914 | -0,006%
80 80 4,75914 | -0,006%
90 90 4,75914 | -0,006%
100 100 4,75914 | -0,006%
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Tabela 3 - Valor da opc¢ao aproximado por elementos finitos usando

elementos ciibicos e seu erro relativo a solucao analitica

Smaz | N. Elementos | ¢j'™e* (S) er
45 45 4,60408 | -3,263%
46 46 4,68056 | -1,656%
47 47 4,72169 | -0,792%
48 48 4,74232 | -0,359%
49 49 4,75201 | -0,155%
50 50 4,75628 | -0,066%
60 60 475914 | -0,006%
70 70 475914 | -0,006%
80 80 475914 | -0,006%
90 90 4,75914 | -0,006%
100 100 4,75914 | -0,006%

3.5 T T T T T
elemento linear —+—
elemento quadratico ---x---
elemento cubico ------

25

abs(e_r)

15 F

05

70 80 90 100
S_max

40

FIGURA 5.1: Anélise do erro relativo absoluto para solucao aproximada por ele-
mento finito com elemento linear, quadratico e ciibico para a condigao
de contorno de Dirichlet

Observe que o valor do ativo R$ 42,00 adotado, obviamente requer S,,,, maior

do que R$ 42,00. A escolha S,,., = R$ 45,00 é inadequada por estar muito préxima
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do valor do ativo o que acarreta um erro relativo elevado em todos os trés casos de
interpolacao considerados. J& para Sp., > R$ 60,00, ou seja, Sy,qz > 1.5F, observa-
se uma grande reducao do erro relativo indicando que o truncamento do dominio
pode ser feito com uma certa seguranca para valores S,,,, > 1.5F. Na Figura 5.1,
apresenta-se o grafico para os erros relativos (com elementos lineares, quadratico e
cubico) onde se observa um comportamento assintético conforme aumenta-se o valor
de S,,..- Basicamente o efeito do truncamento é despresivel para S,,.; > 1.5F.

E importante observar que os resultados apresentados nas Tabelas 3 e 4, cor-
respondentes a interpolacdes lagranginas quadraticas e cibicas sdo mais precisos
que os apresentados por Topper [21] na pagina 118, para o mesmo problema de
opcoes Européia de compra, usando os mesmos parametros de modelagem e o método
de colocacao para a solucao aproximada associada a uma interpolacao ciibica de

Hermite, com valor e, = —3, 310% para Sy,.: = 45 e e, = —0,058% para Sy,a, = 100.

Exemplo 2: Condigcao de Contorno de Neumann

O mesmo estudo do efeito do truncamento do dominio foi realizado para a

condicao de contorno de Neumann dada por

0c(Smaz, T)

c(0,t) =0, 53

=1 (5.2)

para opcoes Européias, conforme apresentado no PROBLEMA EV*.

Os resultados das simulagoes para o valor do ativo (5) igual a R$ 42,00, e para
diferentes valores de S,,.;, com interpolacoes lineares, quadraticas e cibicas, sao
apresentados nas Tabelas 5, 6 e 7, respectivamente.

Observa-se que para Spq. > R$ 60, 00, isto é, para Sye > 1.5F o truncamento
do dominio ndo influi significativamente no valor da op¢ao. Observa-se ainda que
condicbes de contorno de Dirichlet sdo mais robustas do que as condi¢oes de Neu-
mann, conforme esperado. Apartir de S,,., = R$ 60,00, com 60 elementos lineares,

quadraticos, ou ctibicos, o truncamento nao apresenta influéncia no valor da opc¢ao.
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Tabela 5 - Valor da opc¢ao aproximado por elementos finitos usando

elementos lineares e seu erro relativo a solugao analitica

Smaz | N. Elementos | ¢j'™e* (S) er

45 45 4,94990 | 4,002%
46 46 485165 | 1,937%
47 47 4,80048 | 0,862%
48 48 4,77562 | 0,340%
49 49 4,76432 | 0,102%
50 50 4,75952 | 0,002%
60 60 4,75650 | -0,061%
70 70 4,75650 | -0,061%
80 80 4,75650 | -0,061%
90 90 4,75650 | -0,061%
100 100 4,75650 | -0,061%

Tabela 6 - Valor da opc¢ao aproximado por elementos finitos usando

elementos quadratico e seu erro relativo a solugdo analitica

Smaz | N. Elementos | ¢j'm () e,

45 45 4,95562 | 4,122%
46 46 4,85669 | 2,044%
47 47 4,80482 | 0,954%
48 48 4,77936 | 0,419%
49 49 476762 | 0,172%
50 50 476251 | 0,065%
60 60 4,75914 | -0,006%
70 70 4,75914 | -0,006%
80 80 4,75914 | -0,006%
90 90 4,75914 | -0,006%
100 100 4,75914 | -0,006%
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Tabela 7 - Valor da opc¢ao aproximado por elementos finitos usando

elementos ciibicos e seu erro relativo a solucao analitica

Spaz | N. Elementos | ¢ (S) er
45 45 4,95562 | 4,122%
46 46 485669 | 2,044%
47 47 4,80482 | 0,954%
48 48 477936 | 0,419%
49 49 4,76761 | 0,172%
o0 50 4,76251 | 0,065%
60 60 475914 | -0,006%
70 70 475914 | -0,006%
80 80 475914 | -0,006%
90 90 4,75914 | -0,006%
100 100 4,75914 | -0,006%
e elementd inear ——
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FIGURA 5.2: Anélise do erro relativo absoluto para solucao aproximada por ele-
mento finito com elemento linear, quadratico e ciibico para a condigao
de contorno de Neumann

Neste exemplo destacar que os resultados apresentados nas Tabelas 6 e 7, corres-

pondentes a interpolagoes lagranginas quadraticas e cubicas para alguns S,,,,; sao
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mais precisos que os apresentados por Topper [21] na pagina 118, para o mesmo pro-
blema de opgoes Européias de compra, usando os mesmos parametros de modelagem
e o método de colocacao para a solucao aproximada associada a uma interpolacao
ctibica de Hermite, com por exemplo valores para o erro relativo e, = —0, 058% para

Simaz = 100.

5.2 Estudos de Convergéncia

Exemplo 3: Contrato de Opcao de Compra

Para o problema de precificacao de contratos de opcao do estilo Europeu, usa-
se a equacao de Black & Scholes apresentada na equagdo (3.5). Para o caso de
contratos de opcoes que dao direito a compra, Black e Scholes encontraram uma
solugao analitica para esta equagao conforme apresentado em (3.16).

Este exemplo tem como objetivo verificar a convergéncia da solu¢do numérica do
problema variacional aproximado, apresentado no capitulo 4, para a solucao analitica
dada por (3.16).

A taxa de convergéncia esperada na norma L%([0, Spez)), é da ordem de h? +
AT, para o problema totalmente discreto usando o esquema de Euler implicito na
discretizacao temporal e o método de elementos finitos na discretizacao espacial.

Considera-se um contrato de opcao de um ativo subjacente qualquer, de compra
e estilo Europeu, onde sua volatilidade (o) é de 30%/ano, sendo o prego de exercicio
(E) igual a $100, 00 e o tempo de vencimento de um ano, a taxa de juros (r) aplicada
tem o valor de 13%/ano.

Usou-se o dominio truncado adequadamente, de acordo com o estudo anteior, no
estudo da convergéncia h. Sendo S,,,,; = R$ 150,00 = 1.5E. Neste estudo foi usada
a condigao de contorno de Dirichlet dada por (3.21).

Foram realizadas discretizagoes por elementos finitos usando malhas refinadas
gradativamente adotando-se 20, 40, 80 e 160 elementos (nel), para verificacdo da
convergéncia do método. Adotou-se a relagio de AT = O(h?) variando-se a quanti-

dade de passos no tempo, em 15, 60, 240 e 960.
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A Figura 5.3 apresenta o grafico de convergéncia para aproximacgao do prémio do
contrato de opcio do estilo Europeu de compra na norma ||c—cp||z2. E confirmada a
convergéncia com a taxa quadratica, como previsto na teoria, como se pode constatar
pela inclinagao da reta correspondente ao grifico —log(nel) x log(erro) apresentado

na Figura 5.3.

Analise de Erro
1 T

logi (err‘o) —

05 F

log(erro)

05 F : 2

-15

L L L L L L
08 1 12 14 16 18 2 22 24
- log(nel)

FiGuraA 5.3: Andlise de Convergéncia - Opcao Européia de Compra na norma
L*([0, Symas))

Exemplo 4: Contrato de Opcao de Venda

Segue-se o estudo de convergéncia como no exemplo anterior. O objetivo deste
exemplo também ¢é verificar a convergéncia da solu¢ao numérica do problema apro-
ximado para o contrato de opcgoes que da direito a venda de um ativo subjacente
qualquer. Neste caso a solucao analitica da equacao diferencial passa a ser dada pela
equagao (3.18) e serd usada a condi¢ao de contorno de Dirichlet dada por (3.20).

Consideramos um contrato de opcao de estilo Europeu de um ativo subjacente
qualquer, que da direito a venda deste ativo no mercado financeiro com volatilidade
(o) de 40%/ano, preco de execircio (F) igual a $100, 00, tempo de vencimento de
um ano, a taxa de juros (r) de 19%/ano. O dominio é truncado adequadamente de

acordo com o estudo anterior (estudo de truncamento do dominio), sendo Sy,4p =
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R$ 150,00 = 1.5F. A taxa de convergéncia esperada é a mesma do exemplo 1, ou
seja da ordem de h? + A7 na norma L?([0, Spaz])-

Foram realizadas discretizagoes por elementos finitos, usando malhas refinadas
gradativamente adotando-se 20, 40, 80, 160 elementos (nel). Adotou-se a relagdo de
A7 = O(h?) variando-se a quantidade de passos no tempo, em 15, 60, 240 e 960,
respectivamente.

Na Figura 5.4 tem-se o grafico de convergéncia para a aproximacao do prémio do
contrato de opcao do estilo Europeu que da direito a venda de um ativo subjacente
na norma ||p — pyl|z2. Mais uma vez é obtida convergéncia com a taxa quadrética

como previsto, como se pode verificar pela a inclinagao do reta na Figura 5.4.

Analise de Erro
1 T

logi (err‘o) —

05 F

log(erro)

05 F : 2

-15

L L L L L L
08 1 12 14 16 18 2 22 24
- log(nel)

FIGURA 5.4: Andlise de Convergéncia - Opg¢ao Européia de Venda na norma
L*([0, Siaz])

E interessante destacar que com estes exemplos testou-se a convergéncia para os
dois tipos de contratos de op¢oes, tanto para as opgoes de compra, que dao direito
ao investidor comprar ativos subjancentes no mercado financeiro, como contratos de
opcoes de venda, sendo que ambos apresentaram convergéncia na taxa quadratica
na norma L? como previsto pela andlise numérica de problemas parabdlicos.

Deve-se observar ainda que as taxas de convergéncia foram obtidas com malhas
muito pouco refinadas, o que atesta as boas propriendade de estabilidade e precisao

da formulagao de elementos finitos adotada.
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Exemplo 5: Simulacao Computacional

Seja um contrato de op¢ao de venda de um ativo subjacente ficticio do mercado
financeiro, do estilo Europeu com os seguintes parametros de modelagem: taxa de
juros (r) igual a 19%/ano, volatilidade (o) igual a 50%/ano, prego de exercicio (F)
igual a $50, 00 e tempo de exercicio de 0,3 ano.

Nesta simulagao, como nas anteriores, foi realizada uma discretizacao por ele-
mentos finitos, usando uma malha de 30 elementos no dominio do preco, isto é, 30
elementos no dominio espacial. Na discretizacao temporal, adotou-se A7 = 0, 03.

Usou-se o dominio truncado adequadamente, de acordo com o estudo de trunca-
mento do dominio com S,,,, = R$ 100,00 = 2E > 1,5E. Foi usada a condigao de
contorno de Dirichlet dada por (3.20).

O intuito desta simulagdo nao é verificar a convergéncia, mas sim fazer uma
comparagao dos valores previstos pelo método de elementos finitos, segundo a teoria
apresentada no capitulo anterior, com os valores da solucao analitica dado pela
equagao (3.18).

Opcao Europeia de Venda - r = 19%/a - volat = 50%/a - E = $50
50 T T T

T
Valor Intrinseco
MEF

L X 4
30 \

20 - X E

Premio da Opcao de Venda (p(S,t)), $

10 + N\ 4

0 20 40 60 80 100
Preco do Ativo (S), $

FicUurA 5.5: Comparacao do Valor Intrinseco, Solucao Exata e Aproximacao por
Elemtos Finitos

Como pode ser visto na Figura 5.5, que apresenta as curvas dos valores obtidos
pelo método de elementos finitos e a correspodente a solucao analitica para o tempo

7 =0, 3 anos, ha uma excelente proximidade entre a solugao aproximada e a exata.
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Nao se percebe, visualmente, qualquer diferenca entre elas.

Portanto o investidor, pode usar o grafico da solu¢do numérica para estimar o
valor do prémio dado o valor do ativo subjacente em um determinado instante de
tempo. E bom lembrar que solucoes analiticas existem apenas em situacoes simples,
como no caso dos contratos de estilo Europeu em uma dimensao espacial. Contratos
de opcoes Americanas, de maior initeresse do investidor, ndo tém solugao analitica

mesmo em uma dimensao.

5.3 Validacao do Modelo

Exemplo 6: Contrato de Opcao de Compra da Telebras

Neste exemplo faz-se um confronto da solu¢ao numérica do modelo matematico
de Black e Sholes, apresentado no capitulo anterior, com dados do Mercado Finan-
ceiro (Mercado de Opgoes). Com este estudo pretendemos testar mais precisamente
a validade do modelo computacional desenvolvido.

Os dados aqui considerandos sao do contrato de opcoes do estilo Europeu, que
d4a direito a compra do ativo subjacente acoes da Telebrds PN, isto é, opcoes Eu-
ropéias de compra das agoes da Telebrds PN, negociadas na Bolsa de Valores de Sao
Paulo (BOVESPA), com vencimento em junho de 1997. Os dados apresentados no
Apéndice C da tese de mestrado de Rochman [26], encontram-se disponiveis no site
da FGV-EAESP (http://www.fgvsp.br/academico/producao/).

Seguindo a idéia explorada nos primeiros exemplos sobre convergéncia do modelo,
foram feitas simulagoes variando o nimero de pontos da malha de elementos finitos
para analisar o comportamento do método numérico quando sao mantidos fixos todos
os parametros do problema de precificacao de opcao. Faz-se uma comparacao com
valores reais do mercado, e ndo mais com as solugoes exatas do modelo de Black
e Scholes apresentadas nas equagOes (3.16) e (3.18), para contratos de opgoes de
compra e de venda, respectivamente.

No primeiro gréafico, Figura 5.6, tem-se um contrato de opgao cujo preco de

exercicio é de R$ 135, 00, com taxa de juros livre de risco de 21, 20%, correspondente
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ao CDI Over Médio. A volatilidade implicita anual do periodo considerado foi de
45, 32%ano.

Acompanhando as séries dos contratos de opgoes verifica-se que quando o tempo
que falta para o vencimento da opcdo em ano é de 0,0437, tem-se que o ativo
subjacente, a acao da Telebrds PN, estava com a cotacao na Bolsa de Valores de Sao
Paulo (BOVESPA) de R$ 146,70 e o prémio da opgao, valor de compra do titulo de
op¢ao, estava avaliado na BOVESPA em R$ 14, 10.

Utilizou-se na simulacdo elementos lineares, e malhas para o preco do ativo sub-
jacente, com 10, 20, 25, 50, 100, 150, 200 elementos. Os dominios sao truncados
adequadamente. De acordo com o estudo de truncamento apresentado no primeiro
exemplo, usou-se as condicoes de contorno de Dirichlet dada por (3.20). Adotou-se
AT igual 87.4 x 107° para a primeira malha, isto é, para a malha de 10 elementos do

ativo, agoes Telebrds PN, mantendo-se AT = O(h?) para as malhas subsequentes.

15 T T

Vallor de Mercado
+ MEF --—+--

14.9 | '\\ -
148 .
147 F 4
146 | 4

145 ' -

Premio da Opcao, $

14.4 + i E
14.3 + ! E
142 | .

14.1 B R I

1 1 1
0 50 100 150 200
N. de elementos

FicurA 5.6: Convergéncia da previsdo por elementos finitos para valor de mercado

Como pode ser verificado na Figura 5.6, com apenas 100 elementos do ativo
subjacente j4 se encontra uma boa estimativa do valor de fechamento do mercado
para o prémio da opcao de compra da Telebrds PN. Para 100 elementos obtve-se

um valor aproximado de R$ 14,1061 que difere em menos de um centavo do valor
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de fechamento do mercado que é de R$ 14, 10.

Seguindo a mesma idéia do exemplo anterior analisa-se outro contrato de opgao
real do mercado financeiro, que também da direito a compra da acao da Telebrds
PN do estilo Europeu, cujo preco de exercicio tem o valor de R$ 100,00, a taxa
de juros livre de risco aplicado estava em 22,12%ano. Também se adotou o CDI
Over Médio como a taxa de juros. A volatilidade implicita anual considerada foi de
36, 40%ano.

Acompanhando as séries dos contratos de opgoes verifica-se que quando o tempo
restante até o vencimento em ano é de 0,1905, as acoes da Telebrds PN (Teld)
estavam cotadas a R$ 121,99 na bolsa de valores de Sao Paulo, BOVESPA, e o
preco de mercado da opcao era de R$ 26, 60.

Como no caso anterior foi utilizado o método dos elementos finitos, com elementos
lineares e malhas com 10, 20, 25, 50, 100, 150, 200 elementos. Os dominios sao
truncados adequadamente. De acordo com o estudo de truncamento do dominio,
apresentado primeiro exemplo, usou-se a condicao de contorno de Dirichlet dada
por (3.20). Sendo utilizado A7 igual 3.81 x 1073 para a primeira malha, isto é,

para a malha de 10 elementos do ativo, mantendo-se AT = O(h?) para as malhas

subsequentes.
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Ficura 5.7: Comportamento do Método de Elementos Finitos
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Para este contrato, assim como no anterior, com apenas 100 elementos, tem-se
uma boa estimativa do valor de fechamento para a opcao que da direito a compra,
como pode ser verificado no grafico da Figura 5.7. Também neste caso, com apenas
100 elementos, o valor numérico encontrado R$ 26,5996 apresenta uma diferenca
menor que um centavo para o valor de mercado que é de R$ 26,60, como verificado
na BOVESPA.

Destaca-se o bom desempenho do modelo na estimativa do valor de fechamento
real no mercado financeiro. Porém observa-se que aqui se estd fazendo experimentos
com modelos que nao levam em conta alguns fatores aleatérios do mercado, como
crises economicas, fusoes de companhias e outros fatores que tenham influéncia direta
na cotacao dos ativos subjacentes. Fica assim uma ressalva, nem sempre o valor
previsto vai estar préoximo do valor de mercado, devido a fatores imprevisiveis na

modelagem matemdtica do problema de precificacdo de contratos de opcdes.

5.4 Simulacoes de opcoes Européias e Americanas

Exemplo 7: Estudo Comparativo

Neste exemplo sao apresentados resultados de simulagoes de dois contratos de
opcoes de estilos diferentes, sendo um do estilo Europeu e o outro do estilo Ameri-
cano. Os dois contratos dao direito a venda de um ativo subjacente negociado no
mercado financeiro.

A idéia deste exemplo é apenas apresentar uma aplicacdo da modelagem com-
putacional para os dois estilos de contratos de op¢oes apresentados no terceiro capi-
tulo, onde se apresentou a modelagem matematica desenvolvida por Black e Scholes
para o problema de precificagao de opgoes Européias e suas generalizagao para opgoes
Americanas.

Os dois contratos foram simulados com iguais parametros de modelagem, quais
sejam: taxa de juros (r) igual a 19%/ano, volatilidade (o) de 50%/ano e tempo de
exercicio de um ano. Os dominios foram truncados adequadamente, de acordo com

o estudo de truncamento do dominio, apresentado nos exemplos 1 e 2.
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Foi realizada uma discretizacao por elementos finitos, usando uma malha de 41
pontos no dominio do preco do ativo subjacente, isto é, 40 elementos no dominio

espacial. J4 no dominio temporal foram usados 30 passos no tempo.

Na Figura 5.8, constata-se o que anteriomente foi mencionado na teoria financeira
para modelagem de opc¢oes, ou seja, o prémio do contrato de opgoes Americanas é
maior do que o préemio do correspondente contrato de opcoes Européias com o mes-
mos paramentros de modelagem. Observa-se o passo 21 do precgo do ativo subjacente
(S), dado como o ponto 6timo para execer a op¢ao, que na modelagem matematica
do problema de precificacao de contratos de opgoes do estilo Americano é denomi-
nando como a fronteria livre (Sy). Para o investidor, verifica-se que sendo desejdvel
exercer o direito de venda do ativo subjacente de um contrato de opcoes do estilo
Americano, deve ser feito quando o ativo subjacente (S) tem seu valor no intervalo

de (0, S¢], dado que o prémio ¢ idéntico ao valor intrinseco.

Opcao Europeia de Venda - r = 50%/a - volat = 19%/a - E = $100
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FIGURA 5.8: Opcao de venda Americana e Européia
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Exemplo 8: Opcao de Venda Européia com dois Ativos

Sao apresentados resultados da simulacdo de um contrato de opcao do estilo
Europeu, que da direito a venda de dois ativos subjacentes do mercado financeiro
(modelo bidimensional).

Os parametros da modelagem matemdtica usados na simulacao extraidos do
artigo de Marcozzi [12], sao: taxa de juros (r) de 10%/ano, a volatilidade (o) de
30%/ano, o prego de exercicio (E) de R$ 100, 00.

Como se esta trabalhando com contratos de opgoes que dao direito de venda de
dois ativos subjacentes, é necessirio na modelagem o valor da correlacdo entre os
dois ativos. Neste estudo admite-se que os ativos nao sao correlacionados.

Realizou-se uma discretizacao por elementos finitos, usando uma malha de 16 x 16
elementos quadrilaterais e 200 passos no tempo.

Desta forma, simulou-se o mesmo contrato de opgoes apresentado no artigo de

Marcozzi, e se chegou aos resultados apresentado nos graficos das Figuras 5.9 e 5.10.

Exemplo: Problema de Black & Scholes 2D (nos=289, f=0) - r=0.10, voltl = volt2 = 0.3 , corr(S1,52)=0.0

u(xy) —+—

Preco da Opcao Venda (p(x.y)), $

50

2 (r]ecu do Ativo 1 (S1), $

FIGUuRrA 5.9: Valor Intrinseco
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Exemplo: Problema de Black & Scholes 2D (nos=289, f=0) - r=0.10 , volt1 = volt2 = 0.3, corr(S1,52)=0.0

uxy) —+—

50

) 206 !
Preco do ativo 2 (S2), $ v 2B9eco do Ativo 1 (S1), $

300 300

FIGurA 5.10: Valor na Data de Exercicio

Esta simulacao é apenas ilustrativa para o caso de modelagem em duas dimensoes
espaciais, isto é, contratos de opcoes que dao direitos a venda de dois ativos, usando
método de elementos finitos. Foram obtidos resultados proximos dos apresentados

no artigo de Marcozzi, onde foi utilizado o método de Radial Basis Functions (RBF).

Exemplo 9: Opcoes de Venda Européia e Ameri-

cana com dois ativos subjacentes

Considere dois contratos de opg¢oes do tipo de venda sendo um do estilo Europeu
e outro do estilo Americano, com os mesmos parametros de modelagem: taxa de
juros (r) igual a 10%/ano, volatilidade (o) igual a 30%/ano, prego de exercicio (F)
de R$ 130,00 e tempo para vencimento de um ano.

Neste exemplo se esta interessado em apresentar uma aplicacao da modelagem
computacional introduzida nos capitulos anteriores, para opcoes de diferentes estilos
(Europeu ou Americano) que dao direito a venda de dois ativos subjacentes.

Admite-se que nao existe dependéncia entre os ativos subjacentes dos contratos
de opgodes de venda. Desta forma a correlagao é igual a zero, corr(Si, Sz) = 0.

Realizou-se uma discretizacao por elementos finitos, com uma malha de 16 x 16

98



elementos quadrilaterais e 250 passos no tempo.

Os resultados encontrados na simulagdo sao apresentados nas Figuras 5.11 e
5.12. No primeiro gréfico, Figura 5.11, sao apresentados os valores para o instante
de tempo de 6 meses para o vencimento dos contratos de opgoes, que apresenta
o comportamento dos precos da opc¢ao para o conjunto de valores dos ativos sub-
jacentes no decorrer do tempo de expiragao. Ja no segundo grafico, Figura 5.12,
tem-se o valor da simulagao dos contratos de opc¢oes no instante de vencimento dos
contratos de opcoes.

Analisando o comportamento do valor da opc¢ao verifica-se o deslocamento da
regiao de contato da opcdo Americana com o payoff com o decorrer do tempo,
como pode ser visualisado nas Figuras (5.11) e (5.12), onde ocorre uma variagio no
conjunto de pontos (Sy) que sdo pontos 6timos de exercicios, reduzindo o intervalo
onde ¢ favoravel o exercicio. Assim um investidor que possui uma opcao de venda
Americana querendo exercé-la, deve fazé-lo logo apés o lancamento da opcao no

mercado, dado que se tem maior possibilidade de lucro.

Exemplo: Problema de Black & Scholes 2D (nos=289, f=0) - r=0.10 , voltl = volt2 = 0.3, corr(S1,52)=0.0

Payoff —+—
—7 americana ---%---
Preco da Opcao Venda (p(x,y)), $ europeia —-®-

90
80
70
60
50
40
30
20
10

0

50

Preco do ativo 2 (S2), %00

FIGURA 5.11: Opgao Americana e Européia 2d (7 = 6 meses)
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Exemplo: Problema de Black & Scholes 2D (nos=289, f=0) - r=0.10 , voltl = volt2 = 0.3, corr(S1,52)=0.0

Payoff ——
americana ---*---
europeia —-m-

Preco da Opcao Venda (p(x,y)), $

90
80
70
60
50
40
30
20
10

50 50

Preco do ativo 2 (S2), %00 Z%Qeco do Ativo 1 (S1), $

3007 300

FI1GURA 5.12: Opgao Americana e Européia 2d (Valor na Data de Exercicio, 7 = 0)
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Capitulo 6

Conclusao

Foi apresentado um exemplo de aplicacao do método dos elementos finitos a um
problema de precificacdo de opcbes expresso matemdaticamente por uma equacio
ou inequacdo variacional parabdlica, cujo operador diferencial guarda uma certa
relacdo com o problema correspondente de difusao-convecc¢ao-reagao com coeficientes
variaveis.

Dado o avanco tecnolégico, o acesso a informagao cada vez mais rapido, a glo-
balizacao e a sofisticacao dos mercados financeiros, onde os derivativos de opcoes
ja existentes sao adaptados as necessidades das empresas dando surgimentos a con-
tratos de opgoes mais sofisticados, onde em muitas ocasioes nao se tem a solugao
analitica do modelo matematico, fica evidenciada a necessidade do uso de métodos
numéricos a fim de obter uma aproximacao da solucao.

Na solugdo das equagoes (opgoes Européias) ou inequagdes (opgdes Americanas)
variacionais por métodos de elementos finitos, pode-se destacar a flexibilidade deste
método em lidar com equacoes e inequacoes com coeficientes varidveis como ocorre
na modelagem de opcoes.

Os resultados apresentados na aproximacao por elementos finitos sao satisfatérios
como pode ser visto na Figura 5.5, onde os valores aproximados obtidos sao préximos
da solugao analitica da equagdo de Black e Scholes (3.18). Foram considerados
modelos matematicos de opgoes Européias e Americanas em uma e duas dimensoes,
bem como o estudo mais detalhado de aproximacao por elementos finitos destes

problemas.
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Outro fato importante que pode ser destacado, sao os resultados encontrados nas
duas simulacdes do exemplo 6, onde os valores aproximados obtidos pelo método de
elementos finitos sao comparados com os valores de fechamentos reais do mercado
de op¢oes, na Bolsa de Valores de Sdo Paulo (BOVESPA). Estes resultados apresen-
taram uma diferenca de menos de um centavo, para uma malha de 100 pontos nodais.
Porém deve-se observar que nem sempre o valor numérico vai estar tao préoximo do
valor de mercado, devido a fatores nao considerados na modelagem matematica do
problema de precificacao de opcoes, tais como crises financeiras e fatores aleatérios
em geral.

Na modelagem de opgoes em duas dimensdes, que dao direito de venda (ou
compra) de dois ativos subjacentes, na simula¢io apresentada no exemplo 8, Figura
5.9 e Figura 5.10, foram encontrados valores proximos aos apresentados no artigo
de Marcozzi [12], com Radial Basis Functions (RBF). J4 no Exemplo 9, verifica-
se um deslocamento da regiao de contato da op¢ao Americana com o payoff com
o decorrer do tempo, como visto nas Figura 5.11 e Figura 5.12, onde ocorre uma
variacdo no conjunto de pontos (Sy) que sdo pontos étimos de exercicios. Neste
caso, pode-se dizer que se o investidor que possui uma opcao Americana querendo
exercé-la prematuramente, deve fazer logo apds o lancamento da opgao no mercado,
dado que se tem maior possibilidade de lucro, isto é, mais pontos da curva da opcao
Americana igual ao valor intrinseco (payoff).

A principal contribuicao desta dissertacao é a apresentacao e implementagao com-
putacional de métodos numéricos, métodos de elementos finitos, para precificacao
de opcoes Européias e Americanas em uma e duas dimensoes.

Este trabalho pode ser expandido para aplicacoes de métodos numéricos onde
se tenha modelos mais realistas do mercado de opcoes. Um exemplo seria admitir
que a volatilidade empregada no modelo de Black e Scholes nao seja constante e sim
proveniente de um modelo de volatilidade estocastica. Uma outra aplicacdo seria
o modelo apresentado por Lisa Borland em [27], onde os ativos ndo seguem uma

distribuicao de probabilidade Normal. Tais aplicacoes ficam para trabalhos futuros.
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Apéndice A
Coeficiente de Correlacao

Define-se como Coeficiente de Correlacao entre S; e So como sendo:

- [(S - E(Sl)> (82 - E(&))}

0102 01 09

onde verifica-se que p representa a dependéncia linear entre S; e Sy, F(-) a média,

e 0; a variancia de S;, 1 =1, 2.

Proposicao A.0.1 S; e Sy sdo varidveis aleatorias com variancias finitas e positi-

vas.

(0 <01 <00,0< 09 <00)

ii. ps;s, = 1 se, e somente se, P(So = AS;1+B)=1,YVA>0BE€R

iii. ps,s, = —1 se, e somente se, P(So = AS1+ B)=—-1VA<0BE€eR

Demostracao A.0.1 Como

0 < (S1 —E(S) Sy — E(&))2

01 09
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tem-se

0 < E <51 —B(S1) _ S»— E(Sz))z
01 02
B Sy — E(S1)\? S, — E(S)\* 2
_ (701 ) + B (22— o BI(S - B(S))(5: — B(S2))
var(2Sl) N var(2Sl) _ 2c00(515,) — 141 —2pg,,
Ul 0-1 0102

0<2—-2pg,5,ps:5 <1

Porém, tem-se que

(Sl — E(5) 452 _E(SQ))Q <0

01 02 -

onde encontra-se:

0 < E(Sl_E(51)+Sg—E(S2))2

o )
B Sy — E(S)\? Sy — E(S)\® 2
_z (07) + B (2222 )+ B((S: — B(S))(5: — B(S)
““T(,ZSI) n UW(QSI) L 2eou(Si50) g 205,55
o7 ok} 0102

0 <2+2pg,s,
,05152 Z _]-

Assim demonstra-se o item (i)
Agora, analisando o itens (ii) e (iii), tem-se:

Sep=1
=0

i (sl —B(S) S E(52)>2

o1 02

P (51 —E(S) _ S — E(52)> _q

o )
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Se p=—1

E(Sy—EwO+ﬁb—E“”)2:0

01 02

Sy = E(S:) = (81~ E(51)
1
Com probabilidade 1

A== B=ES)+2Z2E(S)

g1 ]

Por outro lado P(Sy = AS; + B) =1 VA # 0, tem-se:

p(815:) = E

(&—M&»(A&+B—Aﬂ&y4j
o VA%

A A&—M&UQ A .
= —F|———— ) = — = Sinal(A) =4+Aou — A
A ( > A (4)

Uma alta correlacdo entre S; e Ss.

Se ps,s, proximo de 1, significa que o valor de Sy tende a acompanhar o de Sy
(Quanto maior Sy, maior também é, geralmente, Sy )

Por outro lado, uma correlagdo negativa forte (ps,s, prozimo de —1) significa a

tendéncia oposta, ou seja, quanto maior Si, menor S, e vice-versa.
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