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Resumo

A geometria, topologia e elasticidade estao presentes em vérios ramos da fisica, e
desempemham papel fundamental no entendimento de varios fenémenos fisicos. Nesse
trabalho, apresentamos trés sistemas distintos onde podemos ver esse papéis. No primeiro,
uma particula quantica neutra confinada a mover-se em uma superficie conica é usada
como modelo para explorar estados ligados devido a um potencial proporcional ao inverso
do quadrado da distancia e devido a um potencial tipo delta. Ambos potenciais aparecem
naturalmente devido a geometria e topologia do cone. No segundo, propomos um método
de sondar os efeitos de um espago curvo tridimensional usando materiais de grande
coeficiente de expansao térmica. Neste caso, os trés ingredientes citados acima sao
importantes para o entendimento do problema. Por fim, determinamos a interacao entre
nanocoldides adsorvidos na superficie de um filme esmético livremente suspenso. Essa
interacao é mediada por deformacoes elasticas no filme esmético; ela é de longo alcance, o
que é importante para a formacao de estruturas coloidais auto organizadas na superficie

de tal filme.
Palavras-chave: Potenciais patologicos, Membranas fluidas, Flutuagoes térmicas, Es-

paco curvo tridimensional, Coléides adsorvidos, Filmes liquidos, Cristal liquido esmético,

Tensao superficial.
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Abstract

Geometry, topology and elasticity are found in various branchs of physics and they
play important roles in the understanding of many physical phenomena. In this work,
we present three diferent systems where we can see such importance. First, a quantum
neutral particle, constrained to move on a conical surface, is used as a toy model to
explore bound states due to both a inverse squared distance potential and a delta-function
potential, which appear naturally in the model due the geometry and toplogy of the cone.
In the second one, we propose a method for probing the effects of curved 3-space by using
materials with large coefficients of thermal expansion. Studying their fluctuations can be
naturally cast in terms of a nonflat background geometry. In the last one, we determine
the elastic-mediated interaction between colloidal nanoparticles adsorbed on the surface
of free-standing smectic films. In contrast with the short-range character of the elastic-
mediated force between particles adsorbed on smectic films supported by a solid substrate,
the effective force acquires a long-range character in free-standing films, thus playing an

important role in the formation of self-assembly structures in these systems.

Keywords:  Pathological potentials, Fluid membranes, Fluctuations, Curved three-

space, Adsorbed colloids, Liquid films, Smectic liquid crystals, Surface tension.
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CAPITULO 1

Introducao

Esse trabalho surgiu do nosso interesse inicial em se estudar sistemas fisicos
onde possamos aplicar as ferramentas da geometria diferencial e também da topologia.
Como sabemos, o uso dessas duas teorias mateméaticas tem um importante papel para
o entendimento do nosso mundo fisico. Sabemos que ambas as areas sao importantes
para o estudo e a compreensao do nosso universo e estao presentes tanto em relatividade
geral quanto em teorias de particulas elementares. Com respeito a materiais, é sabido
que suas propriedades sao entendidas nao s6 em termos de seus constituintes atomicos,
mas também em termos das estruturas geométricas que o povoam. Durante o processo de
concepgao de um certo material, aspectos microestruturais (tais como defeitos pontuais,
deslocagoes, lacunas, falhas de empilhamento e “grain boundary”) ocorrem, e alteram suas
propriedades macroscopicas mensuraveis (modulos elésticos, fluxos elétricos e térmicos,
etc). Ou seja, a historia de vida de um material é também importante, o que significa dizer
que nao temos um unico aluminio, aco, ou zinco. Diferentes histérias termomecanicas
levarao a distintas estruturas internas. Com isso, podemos alterar, por exemplo, a
condutividade térmica e elétrica de um material. Para entender um material é preciso
confrontar suas estruturas geométricas, desde o nivel atomico (geometria apresentada
pela rede cristalina, por exemplo) até o nivel macroscopico (defeitos topologicos), com
a maneira como se organizam dentro do material. Essa anélise passa por complexos
diagramas de fase [1]. Um estudo deste tipo mostra que podemos preparar estados
metaestaveis com as propriedades que desejarmos, ou seja, temos af a ciéncia/ engenharia
dos materiais. Mas, como sabemos, as mais variadas técnicas sao usadas em matéria
condensada para abordar esses problemas, o que nem sempre faz uso da geometria
diferencial [1]. Estamos interessados em estudar problemas onde ela se faz presente e onde

possamos usar as suas ferramentas, as quais permitem também explorar analogias entre



2 CAPITULO 1 INTRODUCAO

areas distintas da fisica. Por exemplo, em teoria de cordas, branas sao superficies que se
comportam de maneira analoga a vortices e a paredes de dominio em sistemas de matéria
condensada. Elas possuem massa e carga, e apresentam o fenémeno de aniquilacao (entre
brana e anti-brana), similarmente ao que ocorre no hélio superfluido 3He. A Fisica
da Matéria Condensada possui uma diversidade de sistemas e fenomenos acessiveis a
experimentos que podem ser usados como um laboratério para testar hipoteses da teoria
de gravitacdo e cosmologia [2|. A equivaléncia entre gravidade tridimensional com torgao

e a teoria de defeitos em solidos ¢ apresentada na referéncia [3].

Na proxima secao, fazemos uma introducao referente & primeira parte do nosso
trabalho, a qual consiste em estudar a influéncia da geometria e topologia na mecanica
quantica. Neste ponto, um terceiro elemento entrou na nossa pesquisa: as extensoes
auto-ajuntas de operadores em mecdnica qudntica. Na secao seguinte, fazemos uma breve
introducao no sentido de apenas apresentar o que seja matéria condensada mole, pois
temos um problema referindo-se a analogia entre gravitacao e esse fantastico ramo da
fisica, bem como o estudo da interacao coloidal mediada por deformacoes elasticas de um

cristal liquido esmético.

1.1 Geometria, Topologia e Mecanica Quantica

Defeitos topologicos tém recebido muita atencao em sistemas quanticos. Recente-
mente, a dindmica quantica de particulas relativisticas [4-8] e nao-relativisticas [9-11] na
presenca de defeitos topologicos tem sido estudada. O fenémeno de fases topoldgicas na
funcao de onda de particulas em experimentos de interferéncia ¢ um dos efeitos quanticos
que tém atraido bastante atencdo. O primeiro efeito associado com fases quéanticas
topologicas é conhecido como efeito Aharonov-Bohm. Na presenca de defeitos topologicos,
a dinamica quantica de uma particula carregada com um momento de dipolo magnético
permanente interagindo com um campo eletromagnético foi investigada em [6]. Fases

geométricas para uma particula neutra com momentos de dipolo magnético e elétrico
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permanentes interagindo com um campo elétrico externo em um espago-tempo curvo
foi estudado em [12], e na presenca de um espago-tempo curvo com torgao pode ser
visto em [13]. Em [14], os autores discutiram o comportamento relativistico e nao-
relativistico de uma particula neutra com um momento de dipolo magnético permanente
interagindo com um campo elétrico externo em um sistema girante na presenca de uma
corda cosmica. Outro topico que tem recebido atencao, e em que estamos interessados
aqui, ¢ o estudo dos niveis de energia de um atomo colocado em um ambiente onde se
tem defeitos topologicos: campos gravitacionais, solidos tridimensionais, grafeno, etc.
Esses niveis de energia também serao influenciado pelas interagoes com a curvatura local
e pela topologia do espago/espago-tempo. Como resultado, um observador em repouso
em relacao ao atomo poderia ver a mudanca em seu espectro. Este desvio nos niveis
de energia atomica dependerd de quantidades advindas do espago/espago-tempo. O
problema de se encontrar estes desvios nos niveis de energia perante a influéncia dos
campos gravitacionais é de grande interesse teérico bem como observacional. Estes desvios
no espectro de energia devido ao campo gravitacional sao diferentes daqueles produzidos
pelo campo eletromagnético presente, por exemplo, perto de anas brancas e estrelas de
néutrons. De fato, foi mostrado que, na geometria de Schwarzschild, o espacamento dos
niveis devido ao efeito gravitacional é diferente daqueles bem conhecidos efeitos Stark
e Zeeman de primeira ordem. Assim, podemos separar as perturbagoes gravitacionais
das perturbagoes eletromagnéticas do espectro [15]. Em [16], os niveis de Landau foram
investigados em um meio elastico continuo com um defeito topolégico e na presenca de
uma campo magnético externo. Neste trabalho, foi mostrado que a presenca de defeitos
topologicos quebra a degenerecéncia infinita dos niveis de Landau. Os niveis de Landau

na presenca de uma densidade de deslocagbes parafuso foi investigado em [17].

Nossa primeira busca concentrou-se em estudar sistemas quéanticos com defeitos
topologicos. Neste ponto, fomos além, e nos deparamos com um assunto que tem
aparecido na literatura ultimamente, mas sem muito entendimento ainda: extensoes
auto-adjuntas do hamiltoniano em mecdnica qudntica. Na referéncia [18|, é dito que

esse tema poderia iniciar “a fisica das extensoes auto-adjuntas‘, mas ao compreender o
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seu verdadeiro papel, nao podemos dizer o mesmo. A mensagem que deixamos aqui € que,
dado um operador hamiltoniano atuando em um conjunto de fungoes de onda definidas
em um espaco de Hilbert, e as quais conhecemos suas propriedades analiticamente,
somos capazes de descobrir quais sao todas as possiveis condi¢oes de contorno para o
sistema. De fato, essa conclusao nao é nossa, e foi primeiro observada no trabalho [19], e
posteriormente aplicada na referéncia [20], onde os autores estudaram campos escalares
na presenca de uma corda coésmica. Em varios trabalhos envolvendo mecanica quantica,
os autores simplesmente fazem o exercicio descrito acima; alguns obtém os estados ligados
em funcao de parametros advindos da extensao auto-adjunta, o que parece sugerir novos
ntmeros quanticos [21]. Tal fato nao faz sentido, pois como esta explicitado na livro de
fisica-matematica Methods of Modern Mathematical Physics II |22], “as extensoes auto-
adjuntas fornecem todas as condigoes de contorno existente no sistema, mas a fisica
vai selecionar qual delas é a correta”. Este ponto serd ilustrado no nosso trabalho.
Podemos apontar alguns exemplos que inspiraram a nossa busca: em [23] tem-se os
estudo das extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano com potencial tipo Aharonov-Bohm-
Coulomb. Em [24], apresentam-se as extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano de Landau.
Aplicacoes a fisica de muitos corpos sao discutidas em [25]. O que falta na maioria destes
trabalhos é se determinar o valor correto do(s) parametro(s) de extensdao em fungao da
fisica neles contida. Por isso, apresentaremos uma breve discussao sobre este tema no
capitulo 2, mas seu papel s6 ficara claro apos a leitura do capitulo 3, onde fazemos
aquilo que era nosso interesse desde o inicio: discutir como a geometria e a topologia da
superficie conica influencia nos estados ligados de uma particula neutra. Estes resultados
foram publicados em C. Filgueiras and Fernando Moraes, Physics Letters A 361 15-15
(2007); Annals of Physics 323 3150-3157 (2008).
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1.2 Matéria Condensada Mole: Uma breve introducao

A matéria condensada mole (ou matéria mole) é uma subarea da fisica da matéria
condensada que estuda os materiais que nao sao nem soélidos cristalinos, nem liquidos
simples, mas se situam entre esses dois. Esse interessante estado da matéria pode assumir
véarias formas e pode ser visto facilmente a nossa volta. Alguns exemplos do nosso
dia-a-dia incluem tintas (dispersdes coloidais), gels, cristais liquidos, plasticos e colas
(solugbes macromoleculares), saboes e muito do nosso proprio corpo (sistemas compostos
por moléculas anfifilicas tais como membranas). A matéria mole é caracterizada por
interacoes relativamente fracas que levam a uma ordem apenas parcial em escalas de
comprimento muito maiores do que aquela de uma molécula individual, como no caso
de uma dispersao agua-surfactantes-6leo: ela exibe estruturas desordenadas esponjosas
compostas de dominios de dgua em Oleo, divididas por monocamadas de surfactantes.

Esses dominios sdo da ordem de centenas comparado a uma tnica molécula de sabao [37].

A seguir, apresentamos brevemente alguns dos exemplos citados acima de materiais

moles. Esses sistemas vao de dezenas a centenas de angstrons.

1.2.1 Cristais Liquidos

A descoberta dos cristais liquidos é creditada ao botanico austriaco Friderich Reinitzer.
Em 1888, ele observou que o material benzoato de colesterol, o qual ele extraiu de
plantas, possui dois pontos de fusao: a 145,5°C, esse material derrete e forma um
fluido completamente liquido e turvo; a 178,5°, ele se torna transparente de forma
repentina. O fisico alemao Otto Lehmann verificou essas observacoes e, pensando que
o material era um cristal com uma “fraca resisténcia mecéanica“, deu a ele o nome de
liquido cristalino. A partir dai, ao longo dos anos subsequentes, uma série de cientistas
se engajou na pesquisa sobre estes materiais. Um ponto importante foi o convencimento
que a comunidade cientifica teve de que os cristais liquidos representam uma nova fase da

matéria(mesofases), intermediaria entre os solidos e os liquidos. Mais adiante, mostrou-
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se que campos elétricos podem orientar os cristais liquidos. Uma janela se abriu para
aplicagoes 6ticas, pois foram descobertos novos materiais que sao fluidos birrefringentes,
e que podem ser alinhados por superficies e controlados por campos elétricos. A historia
dos cristais liquidos tem sido dominada, desde 1964, pela industria de displays. Na
referéncia [38] encontramos uma revisao histérica sobre esses materiais, e essa ligagao
entre ciéncia e tecnologia pode ser vista facilmente. Por outro lado, como dissemos
anteriormente, vemos que os estudos desses materiais também é importante em pesquisas
cientificas em dire¢ao as analogias com a gravitacao, por exemplo. Na referéncia [42], o
trabalho de se estudar as trajetorias da luz ao redor de defeitos topoldgicos em cristais
liquidos levou & previsao de uma familia de cordas cosmicas assimétricas em [61].

Os cristais liquidos sao fases de materiais compostos de moléculas anisotropicas,

conforme exemplos mostrados na figura 1.1.

(a)
CsHy CN
(b)
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o | " ‘ﬁ
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[ | )\
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le \E’xx/
o AN\
OCBHW DCEHI'?

Figura 1.1 Estrutura quimica (a) de uma molecula com formato de bastao(5CB) e (b) de uma

molecula com formato de banana.

Essas fases apresentam ordem orientacional, mas nao possuem, necessariamente,
ordem posicional(translacional). As moléculas do tipo bastao tendem a ficar paralelas

entre si por razoes entropicas e energéticas. Forcas de Van der Waals, que surgem da po-
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larizabilidade anisotrépica molecular, levam a um alinhamento paralelo em temperaturas
abaixo de um certo valor critico [44]. Muitas mesofases existem como resultado dessas
interacoes e algumas sao mostradas na figura 1.2. A mais simples é a nematica, onde o
eixos de simetria moleculares sao, em média, paralelos e sem qualquer ordem posicional.
Essa direcao preferencial é representada por um versor n, chamado diretor. Esse especifico
alinhamento molecular pode levar a uma anisotropia no indice de refracao do material, na
constante dielétrica, na permeabilidade, na condutividade elétrica e na viscosidade. Isso
significa dizer que os valores dessas grandezas calculadas na direcao do eixo molecular
longo sao diferentes daqueles calculados na direcao normal a esse eixo longo. Fases
esméticas também possuem alguma ordem posicional: uma modulagao periédica na
densidade em uma direcao. Em outras palavras, os eixos longos das moléculas sao
arranjados lado a lado e paralelamente uns aos outros, em uma série de camadas. Eles
sao perpendiculares ao plano delas. As camadas sao livres para deslizarem e moverem-
se umas sobre as outras. O estado esmético é fluido, viscoso e ordenado. Moléculas
quirais(de simetria de mao direita ou de esquerda) formam fases onde os eixos das
moléculas adjacentes sao torcidas umas relativas as outras. Cristais liquidos que sofrem
transicoes de fases devido a mudancas na temperatura sao chamados de termotropicos,
enquanto que aqueles que transitam de fase em fung¢ao da concentracao do solvente sao
chamados [liotropicos. Muitas estruturas biologicas como o cérebro, o sistema nervoso,
os musculos e o sangue contem cristais liquidos liotropicos Esses materiais nem sempre
sdo encontrados em fases liquido-cristalinas(assim como &gua pode ser encontrada no
estado solido ou de vapor). As propriedades que sdo de interesse nesses materiais sao:
transigoes de fase em diregao a estados orientados e parcialmente ordenados(em fungao da
temperatura), resposta orientacional a campos elétricos e magnéticos fracos, e a fluidez de
estados que apresentam estruturas em camadas(fases esméticas). As aplicagoes incluem o
seu uso em displays, onde a sensitividade a campos elétricos fracos é usada para modular
suas propriedades 6ticas, bem como o uso da viscosidade anisotropica das fases esméticas
na industria quimica. Nas referéncias [39,40|, podemos encontrar algumas aplicagoes

tecnologicas interessantes e que, obviamente, rendem ou irao render milhares de dolares
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a industria em geral.

(a)

()

Figura 1.2 Estruturas das fases dos cristais liquidos: (a)Termotropicos: i. nematica , ii
colestérica, iii esmética A, iv esmética C. (b) liotropicos i. nematica cilindrica, ii. nemética

lamelar(figura obtida da referéncia [39])

1.2.2 Dispersoes Coloidais

Uma dispersao coloidal consiste em particulas liquidas ou sé6lidas na presenca de um
solvente molecular (figura 1.3). As propriedades de interesse incluem: a tendéncia que
a dispersao tem de ser estavel ou em separar-se em fases contendo uma fase rica em
particulas e a outra sendo quase um solvente puro, a existéncia de ordenamento, cristais
em larga escala com parametro de rede da ordem de comprimentos de onda 6tico e que
fundem perante a aplicacao de pequenos estresses, e mudancas na viscosidade que podem
ser controladas pela concentracao. As dispersoes coloidais sao usadas em tintas, corantes
e encapsulamento de drogas; lisossomos sao um tipo de dispersao coloidal que se encontra

em células biologicas e sao usados para a digestao.
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Figura 1.3 Liquido coloidal a esquerda; Solido coloidal a direita(figura obtida da referéncia [41])

1.2.3 Solugoes Macromoleculares

Sao compostas por moléculas de longas cadeias em solucao. Acima de uma escala
de comprimento caracteristica, usualmente varios nanémetros, as cadeias sao flexiveis e
suas conformagoes sao dominadas por sua entropia em solucao (figura 1.4). As questdes
de interesse incluem o estudo da escala de comprimento com respeito a concentracao
polimérica e a natureza cooperativa da adsorcao de polimeros nas interfaces. Na
industria quimica, polimeros sao usados como aditivos, lubrificantes e em formagao de
plasticos. Em sistemas biolégicos, macromoléculas lineares que possuem uma variedade
de estruturas conformacionais estao por toda parte, incluindo proteinas, moléculas longas

de agiicar, DNA e RNA.

1.2.4 Gels

Sao substancias compostas de moléculas de cadeias longas, interconectadas por
jungoes, tanto quimica quanto fisicamente (figura 1.5). Se a densidade dessas jungoes
excede um certo valor critico, conhecido como “ponto de gelagao”, o sistema mostra uma
resposta a estresses externos conforme um soélido. Isso é um contraste com fluidos(mesmo
um fluido de alta viscosidade como solugdes poliméricas), que nao apresentam resposta a

estresses no regime de baixa frequéncia(tempo longo). O estudo das estruturas de larga
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Figura 1.4 Solugao polimérica diluta a esquerda; Solugao polimérica semi-diluta a direita(figura

obtida da referéncia [41])

escala dos gels(o tamanho tipico de uma malha chega a centenas de angstrons) concentra-
se na transicao gel em funcao da concentragao de juncgoes, dilatacao das malhas por acao
de solventes, heterogeneidade e flutuagoes, e a estabilidade dos médulos de cisalhamento
e escoamento. As aplicac¢oes vao de fraldas(onde a dilatagdo do gel pela agao de solvente
¢é possivel gragas ao desdobramento ou esticamento entrépico dos segmentos poliméricos
na rede gel) até o uso de gels ativos pela maioria das células biologicas; esses gels dao as
células elasticidade e integridade perante deformacao por superfies de contato ou agentes

intracelulares.

Figura 1.5 Sol & esquerda; gel a direita (figura obtida da referéncia [41])
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1.2.5 Sistemas anfifilicos auto-organizados

Sao compostos de moléculas que possuem partes hidrofobicas (odeiam de &gua) e
partes hidrofilicas (gostam de agua), o que faz com que as moléculas sejam ativas
interfacialmente. Esses sistemas incluem &lcoois (os quais combinam, covalentemente,
uma cadeia de hidrocarbonos com uma polar do grupo O H), surfactantes (possuem uma
cadeia de hidrocarbonos ligada a grupos carregados tais como Na™SO; ou a grupos
nao-polares, mas que possuem grupos hidrofilicos), e lipidios (tipicamente, consistem
de duas cadeias de hidrocarbonos ligada a um grupo hidrofilico). Essas moléculas
reduzem a tensao superficial de sistemas com agua ou 6Oleo, e em alguns casos permitem
a estabilizacao de fases com uma certa quantidade microscopica de interface interna. Um
sistema composto de dgua, 6leo e moléculas anfifilicas, e que é formado por uma dispersao
em equilibrio contendo dominios de 4gua em 6leo (ou 6leo em dgua), e com a maioria das
moléculas anfifilicas localizadas nas interfaces internas, sao chamados de microemulsoes

(figura 1.8). Um fen6émeno similar ocorre em misturas de apenas dois componentes (dgua

Oleo Filme anfifilico

Figura 1.6 Microemulsoes: agregados globulares a esquerda; esponja a direita(figura obtida da

referéncia [41])

e moléculas anfifilicas, por exemplo): dependendo da concentragao, podemos observar
objetos tais como micelas, membranas, vesiculas (membranas fechadas), etc (veja a figura
1.7). Essas membranas de duas camadas podem moldar-se em uma variedade de formas,

incluindo vesiculas esféricas e fases esponjosas. Conforme dissemos acima, cristais liquidos
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Figura 1.7 Estruturas que podem ser formadas quando temos fosfolipideos em meio aquoso

(http://en.wikipedia.org/wiki/Micelle)

liotropicos sao aqueles que sofrem mudanca de fase conforme a concentragao do solvente é
alterada, passando por um valor critico. Esse tipo de material é, geralmente, feito de dois
ou mais componentes. Um deles é anfifilico e o outro é agua. Conforme a concentracao de
agua é alterada, varias mesofases podem ser observadas. Na figura (1.2), os dois tipicos
arranjos moleculares sao mostrados, mas varias outras modificacoes a partir dessas fases

podem ser encontradas [44].

As propriedades que sao de interesse incluem as mudancas estruturais em larga escala,
a viscosidade e a tensao interfacial desses sistemas que podem, algumas vezes, apresentar
valores muito baixos que sao da ordem de cinco a seis vezes menores que os valores
tipicos da tensdo superficial agua/6leo. A auto-organizagao desses sistemas ¢ usada pela
industria quimica em dispersoes, encapsulamento e como agentes de limpeza de 6leo.
Na industria da biotecnologia, eles sao estudados no sentido de se elaborar uma melhor
engenharia de encapsulamento e entrega de drogas a partes especificas do organismo.
A natureza faz uso de muitas formas de auto-organizacdo em biologia, indo desde a
formagao de células e membranas porosas que sao relativamente simples em formato,

até o reticulo endoplasmatico que apresenta uma estrutura esponjosa complexa. A
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variedade de estruturas observadas em sistemas auto-organizados anfifilicos sao também
encontradas nos copolimeros em blocos, onde uma parte do polimero pode ser hidrofilica e
a outra um bloco hidrofébico. Esses copolimeros em blocos formam varias microestruturas

superficiais que sao usadas em litografia e na formacao de padroes.

Oleo Filme anfifilico

Figura 1.8 Microemulsoes: agregados globulares & esquerda; esponja a direita (figura obtida

da referéncia [41])

Estamos interessados em estudar flutuagoes de membranas a partir de uma configu-
ragao de equilibrio. A primeira motivacao para investigar membranas surge a partir da
biologia. A camada de lipidio é o componente estrutural mais elementar e indispensével
presente nas membranas biologicas, as quais formam a borda de todas as células e
suas organelas. KEssas membranas biologicas consistem de varios tipos diferentes de
lipidios e outros anfifilicos. Biomembranas sao “decorada” com proteinas, o que assegura
suas propriedades funcionais essenciais tais como bomba de fons, conversao da energia
da luz em energia quimica e reconhecimentos especificos. A figura 1.9 mostra uma
biomembrana, de maneira esquemaética, exemplificando sua complexidade. Por causa
dessa complexidade, estudaremos vesiculas artificiais, o que ainda permite entender
as propriedades fisicas das bicamadas, pois podemos experimentar os processos fisicos
que também governam membranas mais complexas. Como exemplos, podemos citar
as transformagoes de configuragoes vistas na figura (1.10), as quais sdo semelhantes a
exocitose e a endocitose observadas em biomembranas.

Uma ressalva aqui: quando nos referimos a motivagao biolégica, nao estamos nos
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Figura 1.9 Biomembrana (http://pt.wikipedia.org/wiki/Membrana_ plasmatica)

; s
. .10 pm‘ ‘

Figura 1.10 Transformacbes de configuracbes de vesiculas livres induzidas por mudanca

na temperatura: a) expulsdo de vesiculas menores a partir de uma maior (exocitose); b)
transformacao de um discocite até um estomatocite (endocitose). As configuragoes sao simétricas

em relagdo as linhas tracejadas mostradas nas figuras (figura obtida da referéncia [48])

referindo a biofisica, que consiste em elaborar modelos detalhados dos processos biol6gicos
reais. Quando se diz fisica inspirada pela biologia, os fisicos fazem perguntas que
podem ou nao serem interessantes aos bidlogos. Como um exemplo, podemos citar a
referéncia [46], onde a possibilidade de um mdquina de membrana é discutida. No regime
de nimero de Reynolds pequenos, uma vesicula pode “nadar” somente se sofrer transi¢oes

em ciclos como o da figura (1.11). No caso de uma transi¢do reciproca na auséncia de
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inércia, que consistem em uma mudanga de configuragao (representada por S) do tipo
S1 — Sy — 51, a vesicula nao pode “nadar”’. Um exemplo deste fato é um tipo de
molusco( escalope), ilustrado na figura (1.12). Ele possui uma dobradica apenas, abre sua
concha vagarosamente e a fecha rapidamente esguichando agua. No regime de numero de

Reynolds pequenos, e com somente um grau de liberdade, ele nao pode “nadar” [47].

~*
=0,
R g

JO~
O

Figura 1.11 Ciclo de deformagao de uma vesicula que pode leva-la a “nadar” para cima da

pégina; figura obtida da referéncia [46]

Figura 1.12 Representacao de um Molusco chamado escalope

Outra motivagao ¢ a analogia que pode ser observada entre a fisica de membranas e
a gravitagdo quantica. Como sabemos, o valor da constante cosmologica é pequeno(A ~
107?22, em unidades naturais de Planck: h = ¢ = G = 1), mas ndo zero, o que &
um quebra-cabeca da cosmologia moderna. Um dos formalismos da gravitacao quantica

(formalismo de Causet), propoe a troca do espago-tempo por uma estrutura discreta,
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uma cole¢ao de pontos carregando relagoes causais. Neste formalismo é previsto que
a constante cosmologica possui flutuagoes quéanticas (efeito Casimir). A ordem de
magnitude prevista para essas flutuacoes concorda com valores subsequentes observados
para a constante cosmologica. No trabalho intitulado The universe in a soap film [49], os
autores mostram que A flutuante é um fato genérico das teorias quanticas da gravidade, e
¢ uma das poucas predicoes que emergem delas. A analogia aqui é baseada no mapa usual
entre Teoria Quéantica de Campos e a Mecanica Estatistica. A descricao geométrica da
membrana como uma superficie no espago corresponde a descrigao geométrica do espago-
tempo como uma variedade quadridimensional. As flutuagoes quanticas do espago-tempo
mapeiam-se nas flutuagoes térmicas da membrana. A quebra da descricao geométrica
suave em escala molecular corresponde a escala discreta do espago-tempo que é esperada
a partir da gravitagao quantica. Essa analogia esta descrita em detalhes na referéncia [50];
assim como flutuacoes térmicas levam a membrana a exibir uma tensao superficial nao-
nula muito pequena, flutuacoes quénticas levam a uma constante cosmoldgica nao-nula
e muito pequena também. Entao, a idéia de uma constante cosmologica flutuante é
reforcada, e podemos testéd-la em laboratoério, medindo-se a tensao superficial que vem
de flutuacoes térmicas em membranas. Isso poderia explicar o porqué da constante

cosmologica ser tao pequena.

Inspirados por essa analogia entre membranas e gravitagao, buscamos propor um
método de experimentar os efeitos de um espago curvo tridimensional usando materiais de
grande coeficiente de expansao térmica. Nossa proposta emprega membranas ou feitas ou
dopadas com NIPA, um polimero que se expande e se contrai em fun¢ao da temperatura
do solvente [51]. O estudo de suas flutuagoes pode ser feito em termos do estudo de
superficies imersas em um espago curvo tridimensional. Nesta linguagem, grandezas que

sao meramente topoldgicas no espaco euclidiano, podem agora ser medidas diretamente.

Os proximos capitulos estao organizados como se segue: no capitulo 2 e 4, discutimos
as bases matemaéticas utilizadas em nossos trabalhos. No primeiro, uma breve discussao
sobre o que ¢é extensao auto-adjunta e sobre sua utilizacao é feita, enquanto que no

segundo o formalismo utilizado para se estudar calculo variacional de superficies é
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apresentado. Isso serd tutil para os capitulos subsequentes. No capitulo 3, discutimos
a mecanica quantica de uma particula neutra na presenga de um espago conico. Esse é
um problema que ilustrara o que entendemos sobre o papel das extensoes auto-adjuntas
em problemas de mecéanica quantica onde singularidades se fazem presente. Ja no capitulo
5, apresentamos o trabalho que propoe um método de experimentarmos o espaco curvo
tridimensional em matéria condensada mole. Mais um trabalho em matéria condensada
mole em que participei é discutido no capitulo 6, e fala sobre a interacao de particulas
coloidais mediada por deformacoes elésticas em cristais liquidos esméticos. Por fim, temos

a conclusao e consideragoes finais.






CAPITULO 2

Extensoes auto adjuntas do Operador

Hamiltoniano

Esse capitulo descreve, de maneira sucinta, o que sao extensoes auto adjuntas, e como
proceder para encontra-las. Ele é baseado em C. Filgueiras e F. Moraes, Revista Brasileira

de Ensino de Fisica 29, 11 (2007).

2.1 Introducao

Em mecanica quéntica, para que um operador A seja um observavel, ele deve ser
hermitiano. Isso é usualmente declarado como A = AT [26]. Contudo, o que nao fica
claro é que, tecnicamente, um operador sera um observavel se ele for auto adjunto, isto
¢, D(A) = D(A") e A = AT, onde D(A) é o dominio em que o operador atua. Para que

um operador seja auto adjunto, é preciso que ele seja simétrico

(A0, ¢) = (o, AY). (2.1)

Enquanto nao especificamos a fisica do problema, o que temos simplesmente é o problema
de um operador A atuando em um subespago de Hilbert. Neste ponto, um fato nos
passa despercebido: a condigao (2.1) revela que, matematicamente, as condigoes de
contorno para um sistema nao devem ser impostas: elas entram na propria defini¢ao do
operador em questao. Isso quer dizer que no dominio de tal operador teremos autofunc¢oes
satisfazendo a diferentes condigbes de contorno. Assim, antes mesmo de especificar a
fisica do problema, podemos fazer a seguinte pergunta: Qual é o dominio em que um

operador simétrico sera efetivamente auto adjunto? Com o exemplo da se¢ao a seguir,

19
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vamos deixar a mensagem de que um operador simétrico A atuando em um subespaco de
Hilbert admite, na maioria dos casos, infinitas condi¢oes de contorno. Mas é 6bvio que a

fisica do problema é que vai selecionar qual é a correta.

2.2 O Operador Hamiltoniano em um intervalo finito

Consideremos o operador hamiltoniano, H = h2 d <z agindo em um espago de fungoes
definidas no intervalo finito [0, L]. Se identificissemos esse problema como o de uma

particula livre em uma caixa unidimensional, o dominio de H seria dado por [26],

D(H) = {6,6,d € L0, L)) 6(L) = 6(0) = $(1) = (0) =0} .  (22)

(onde ¢, ¢ sao as derivadas primeira e segunda com relagdo a x, respectivamente). Mas
nao foi isso que dissemos de inicio. Conforme ja sabemos, para que H seja auto adjunto

em [0, L] é preciso que ele seja simétrico, isto é,

(Ho,v) — (¢, Hy) = 0. (2.3)

A integracio por partes (2.3), com ¢ = ¢ (isto ¢, D(H) = D(H")) leva a
1 /. : . :
5: (AL (L) = 6(1)6 (L) = $(0)6"(0) + 9(0)6"(0) ) = 0. (2.4)
Usando a identidade o (zy* —2*y) = 1 (Jz + iyl — |z — iy\Q), primeiro tomamos x =
Lo*(L) e Y = ¢(L) ; depois © = Lp*(0) e Y = ¢(0). A expressio (2.4) pode ser rescrita

como

Lé(0) — it (0 ‘ +‘L¢ )+ io(L —0. (2.5)

" |26 o) - |Lo(r) —io(n)]

Para que a expressao (2.5) se anule, vemos que ¢( ), o(L), ¢(0) e ¢(0) devem satisfazer

as seguintes condigoes de contorno

0
v [ T , (2.6)
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. U & uma matriz unitaria 2 x 2 que parametriza as condi¢oes de contorno. Deste modo,

vemos que o dominio de H em [0, L] é
Dy(H) = {¢, &, é € L2([0, L)) |satisfaz (2.6)} . (2.7)

Notemos que é a fisica do problema que vai selecionar os parametros corretos da matriz
U. Por exemplo: U = I corresponde & condicao de contorno periédica 2.2, que pode
ser aplicada & particula em uma caixa unidimensional ou em um circulo. Se se tem a
presenca de um fluxo magnético, outra condi¢ao de contorno é selecionada para modelar
o problema, e assim por diante.

Por fim, podemos escrever o espectro de H em [0,L] sem especificar a fisica do
problema. Isto é feito em [18], e ndo vamos reproduzi-lo aqui. Mas vale uma ressalva sobre
o artigo [18]: devemos ser cautelosos ao analisa-lo pois pode ficar uma falsa impressao de
que estamos obtendo o espectro do hamiltoniano em uma caixa unidimensional. Se assim
fosse, estariamos dizendo que esse problema fisico teria infinitas condigoes de contorno
nos extremos r = 0 e x = L, e que poderiamos escolher qualquer uma, aquela que nos
fosse mais conveniente. Mais ainda, os autores dizem que experimentos devem ser feitos
para decidir qual é a correta. Obviamente, isto nao faz sentido fisico algum, e no préximo
capitulo, onde apresentaremos nosso trabalho, ilustraremos melhor este ponto. Conforme
foi dito antes, temos apenas o espectro de H em L?([0, L]), do qual podemos extrair os
estados ligados da particula na caixa tomando-se U = I.

Até aqui, esperamos ter passado a seguinte mensagem: em geral, um operador simé-
trico terd extensoes auto adjuntas, ou seja, infinitas condi¢oes de contorno parametrizadas
por um ou mais parametros. A fisica é que vai selecionar, naturalmente, a condicao de
contorno correta. Um exemplo disto é o caso de um campo classico ou quantico em
torno de uma singularidade conica (defeito conico). Ao se estudar o comportamento de
varios desses campos e ondas no espaco conico, muitas vezes erramos em dizer que tais
campos sao regulares no apice do cone (em coordenadas cilindricas, isso significa dizer
que tais campos sao regulares quando p = 0). Ao fazer isto, estamos ignorando o fato de
que, fisicamente, estas singularidades possuem um tamanho finito (como no caso de uma

corda cosmica [27] ou uma deslocagao em um solido elastico [28]), e que mesmo a grandes
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distancias estes campos sofrem efeitos devido a estrutura interna de um defeito conico [29].
Conforme o trabalho de B.S. Kay e U.M. Studer [19], o problema pode ser modelado via
condigoes de contorno: para uma variedade de situacoes envolvendo campos escalares e
ondas em torno de singularidades conicas, existe uma familia de possiveis condigoes de
contorno (extensoes auto adjuntas) - uma delas é regular na origem, enquanto as outras

envolvem campos que divergem logaritmicamente préoximo da origem:
¢ — cte x In(p/R) (2.8)

onde R é o parametro de extensao, com dimensao de comprimento, que pode ser
determinado em termos da estrutura interna de um defeito conico [30]. Ilustraremos
essa idéia no proximo capitulo mas agora aplicando no contexto da mecéanica quantica.
Contudo, prosseguir conforme feito acima nao ¢ pratico. E preciso saber como proceder
as extensoes auto adjuntas via a teoria de von Neumann-Krein. Aquilo que nos interessa
dela sera esbocado a seguir, mas sem o rigor da matematica. Isso pode ser encontrado

em [22].

2.3 0O Método de von Neumann-Krein

A teoria de von Neumann das extensoes auto adjuntas pode ser utilizada mais conve-
nientemente para se determinar o niimero de parametros independentes que descrevem
as extensoes auto adjuntas. Conforme dissemos anteriormente, para que um operador
A seja autoadjunto, ele deve obedecer A = A" e D(A) = D(AT). Contudo, existe um

teorema [22| que mostra que o dominio de A é dado por
DAY =DA) oK, ® K_. (2.9)

onde K, e K_ sao chamados subespacos deficientes; eles sao expandidos pelas solugoes

das equacoes de autovalores

Ky ={y € L*| ATy = Lihy } . (2.10)
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As dimensoes destes espacos, (n,,n_), sao chamadas de indices deficientes.

Vemos dai que, mesmo que A seja hermitiano, isto nao quer dizer que ele seja
formalmente autoadjunto, pois, em geral, os dominios D(A) e D(A") sdo diferentes.
Mas é possivel escrever um dominio para A (o qual chamamos de D,,.,(A)) tal que
Dipaz(A) = D(AT). Neste dominio, A serd um operador simétrico. Para encontrar este
dominio D4, (A), primeiro devemos verificar os indices deficientes: estes sdo usados para
determinar se A possui somente uma, infinitas ou nenhuma extensao auto adjunta. O
teorema a seguir nos mostra como verificar qual dessas possibilidades ocorre:

Teorema: Para um operador A com indices deficientes (n,,n_) existe trés possibili-
dades:

1. Seny =n_ =0, entdo A é essencialmente autoadjunto( isto é, possui uma tunica
extensao auto adjunta);

2. Sen, = n_. =mn > 1, entao A possui infinitas extensoes auto adjuntas,
parametrizadas por uma matriz unitaria n X n;

3. Se ny # n_, entao A nao possui extensao auto adjunta.

Com este resultado em maos, evocamos outro teorema, que diz que podemos estender

o dominio D(A) ao dominio D4, (A), o que é declarado como
Diar(A) = {0+ C (v + Uy_) |¢p € D(A), Ccomplexo,U fixa} (2.11)

Neste dominio, o operador A é autoadjunto.

Resumindo o que foi dito até aqui nesta se¢ao, esperamos que a receita de se proceder
as extensoes auto adjunta seja entendida: primeiro, obtemos os niicleos (2.10), os quais
serao mapeados pela matriz unitaria U. Em seguida, devemos obter o dominio extendido
(2.11). Convém notar que esse nao é um trabalho dificil se solugdo geral da equagao
de Schrodinger fornecer fungoes analiticas, com suas propriedades conhecidas. O passo
seguinte, e importante que foi usado no nosso trabalho, é apresentado no proximo capitulo.
Ele ¢é relevante em problemas que possuem topologia nao trivial, ou seja, espacos onde
foi retirado um ponto, uma linha ou um plano, os quais podem introduzir potencias de

curto alcance no sistema. No nosso caso, temos uma superficie conica, a qual corresponde
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a topologia de um plano furado. Veremos que essa geometria introduz um potencial de

curto alcance que é essencialmente a curvatura gaussiana do cone.

2.4 Consideracoes finais

Para finalizar, pensamos ser importante chamar a atencao para o fato de que o tema
sobre extensoes auto adjuntas pode gerar alguma confusao. Essa confusao é gerada pela
leitura de diversos artigos no tema, como foi dito anteriormente. Mesmo recentemente,
isso prossegue [31]. Falta o entendimento do que significa tudo isso. O que temos a dizer
é que, se vocé conhece a fisica do seu problema e sabe quais sao as condigoes de contorno
dele, nao precisa se preocupar com esse tema apresentado aqui. De fato, ao nosso ver,
quando vocé faz isso, automaticamente seleciona os parametros corretos da matriz U,
conforme dissemos na segunda secao desse capitulo. Entao, no proximo capitulo, ficara
claro o papel das extensoes auto adjuntas quando nao sabemos explicitar as condic¢oes

de contorno do sistema, algo que ocorre quando se tem singularidades.



CAPITULO 3

Mecanica quantica de uma particula no cone

Nesse capitulo, apresentamos como a geometria e a topologia do cone pode influenciar
para a existéncia de estados ligados de uma particula neutra. Ele é baseado em C.

Filgueiras and F. Moraes, Annals of Physics 323, (2008) 3150-3157.

3.1 Introducao

A geometria simples, mas nao trivial de um cone, aparece como uma geometria
efetiva em diversas entidades fisicas tais como corda coésmica [27], defeitos em meios
elasticos [3], defeitos em cristais liquidos [52], etc. A dindmica quantica de uma particula
em um espago conico tem sido profundamente estudada com diferentes motivagoes [53].
Uma questao importante referente ao cone é a singularidade da curvatura em seu apice.
A maneira mais simples de se tratar com esta singularidade é impor que a funcao de onda
seja nula no apice, conforme feito em [53]. De fato, esta ¢ somente uma das possiveis
condigoes de contorno [54|. O tratamento mais geral pode ser feito usando o método
das extensoes autoadjuntas [22]. Aparentemente, isso leva uma familia de condi¢oes de
contorno, conforme foi dito no capitulo anterior. De fato, somente uma condicao de
contorno corresponde a fisica do problema [4,54,55]. Outro problema que requer as
extensoes auto-adjuntas envolve um potencial que decai com o inverso do quadrado da
distancia. Embora ele tenha sido estudado ja em 1950 por K. M. Kase [58], esse potencial
patologico tem recebido alguma atencao recentemente(veja [56,57] e suas referéncias).
O principal problema é que os niveis de energia sao ilimitados inferiormente, fazendo
com que os estados ligados sejam instaveis. Esquemas diferentes de regularizacao tém

sido usados para abordar este problema, incluindo corte radial [59] ou extensdes auto-

25
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adjuntas [56].

Nesse capitulo, estamos interessados em aplicar o método das extensoes auto-adjuntas
para estudar a dindmica quantica de uma particula neutra confinada a superficie conica.
Conforme sera visto a seguir, além da singularidade conica, ha também uma contribuicao
de uma interagao que decai com o inverso do quadrado da distancia.

Quando uma particula pontual move-se confinada a uma superficie imersa em um es-
pago euclidiano tridimensional, ela esté sujeita a um potencial geométrico [60]. Aplicando
este resultado ao nosso problema, teremos o potencial patolégico decrito acima. Usando

coordenadas p e @, introduzimos o seguinte elemento de linha
ds* = dp* + o*p*db?, (3.1)

de tal modo que p > 0,0 < 0 < 27. A métrica (3.1) descreve um cone se 0 < o < 1.
A figura (3.1) mostra como podemos “fabricar” um cone a partir de uma folha planar:
uma se¢ao angular é removida com uma posterior identificagao das fronteiras produzidas.
Se v é o angulo que define a secao que foi removida, entao a superficie remanescente
corresponde a um setor angular dado por 2ra = 27 —y. Isso é exatamente o que descreve
a métrica (3.1). A incorporagao do termo o a métrica planar em coordenadas polares
faz com que o angulo total na superficie seja f027r adf = 2ra < 27, pois 0 < a < 1. Sendo
2 o angulo de abertura do cone(veja figura (3.1)), podemos mostrar que o = tan f3:
este resultado vem se identificarmos o comprimento de um circulo em torno do cone sem
o setor, dado por 2map, com o comprimento deste circulo em termos de 23, dado por
2rptan B. Quanto mais proximo « se aproxima da unidade(ou 23 tende a 7), mais o
cone se aproxima do plano. Para a = 1, o cone se torna um plano. Se o > 1, a relacao
(3.1) ainda existe e a superficie conica corresponde a uma inser¢ao de um setor(isto é,
2 > m). Chamamos esse resultado de anti-cone.

Note que o elemento de linha (3.1) é simplesmente uma segdo com ¢t = const. e

z = const. da métrica da corda cosmica, dada por
ds* = —cdt* + dz* + dp® + a*p*db?, (3.2)

onde, neste caso, « ¢é relacionado a densidade linear de massa p de uma corda cosmica (o =
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A\

Figura 3.1 Superficie conica de déficit angular .

1 —4Gpu/c?, onde G ¢é a constante gravitacional e ¢ ¢ a velocidade da luz). Usualmente,
somente o < 1 é considerado em cosmologia, pois a > 1 corresponde a uma densidade de
massa negativa. Embora o caso a > 1 também ocorra em sistemas de matéria condensada,

consideraremos apenas o caso a < 1 aqui.

3.2 O modelo

Considere uma particula neutra confinada em uma superficie céonica. Como conse-
quéncia da topologia nao-trivial do cone, e também por causa do confinamento bidimen-

sional, devemos levar em conta o potencial geométrico dado por [60]
h2

Vseo = —501

(H? - K), (3:3)

onde H ¢é a curvatura média e K ¢ a curvatura gaussiana da superficie. Para o cone [61],

K- (1—_@) 3p). (3.4)

a p

1 — 2
H= 7”20‘ (3.5)
ap

E claro que a singularidade expressa pela funcdo ¢ na curvatura gaussiana ¢ devido
ao apice do cone, o qual, a partir de agora, referiremos como “defeito” por causa de
suas caracteristicas de defeito topologico. Dependendo de «, ambas as curvaturas podem
contribuir com potenciais atrativos ou repulsivos. A particula neutra, com seu movimento

confinado a superficie conica, é sujeita ao potencial resultante

n? (1 —a? n?o(1—a\ 6(p)
Ures—_8M(a2p2 )+2M( o ) P . (36)
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Sistemas reais possuem um defeito com raio finito, significando que a curvatura é
suavizada ao longo do didmetro do defeito. Por isso, consideraremos o defeito conico
com um nicleo de raio a, o qual ¢ muito pequeno comparado & escala de comprimento do
sistema como um todo. Escrevendo a curvatura gaussiana como um potencial de curto
alcance, para o qual Ugperi(p > a) = 0, a equacao de Schrodinger para a particula fica

n 1o ( 0 18 [1-a2\ 1
oM | vop \Pan ) T azn2 02 — 5 ) 2| Y U =FEU .
2M {p dp (p(?p) er ( 4a? ) p2:| + Ushors () N CAY)

onde Ugport(p) = %K; K torna-se (3.4) no limite a — 0.

Seguindo Kay e Studer [19], podemos resolver esse problema modelando-o via condi-

¢oes de contorno: substituimos o problema verdadeiro por

2 2 2
comV¥, , indexado por um parametro 7, o qual ¢ relacionado ao comportamento da funcao
de onda no limite p — a. Mas, em geral, nao podemos impor qualquer condi¢ao de
contorno (por exemplo, e.g. ¥ = 0 em p = 0) sem descobrir quais as condi¢oes de
contorno que sdo permitidas para a equagao (3.8). Este é o escopo das extensoes auto-
adjuntas [18,22].

Terminamos essa se¢ao lembrando que o problema de um dipolo em uma superficie
cOnica é qualitativamente o mesmo discutido aqui, pois a topologia do cone introduz
uma auto-interacao que cai com o inverso do quadrado da distancia a partir do vértice
[59,62,63]. Mais ainda, a dependéncia desta auto-interagdo com a abertura do cone é
a mesma que aparece no potencial geométrico. Por essa razao, nosso resultado também

fornece uma luz no problema do dipolo discutido em [56].

3.3 Extensoes auto-adjuntas

Para proceder as extensoes auto-adjuntas de (3.8), usamos a decomposigao tensorial

L*(R™, pdp) ® L*(S',df). Conforme visto em [21], o operador —g—;? ¢ essencialmente
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auto-adjunto em L*(S,df). Assim, colocando a fun¢ao de onda na forma

W, (p,0) = @, (p)e”, (3.9)

onde [ = 0,4+1,4+2... é o nimero quantico do momento angular, chegamos a funcao

modificada de Bessel
1d d v? 9
i i) = (v ) o 0

onde k? = —Q%E > (0, uma vez que estamos olhando para estados ligados, e com
P (1-a?
2
=—-—" 3.11
v a? 4o ( )

Para o < 1, temos v?> < 0 para [ = 0, e ¥? > 0 para [ = +1,£2... Nao existe uma
valor de [ para o qual ¥ = 0, a ndo ser [ = 0 (mas, neste caso, a deve ser 1, ou seja, o
espago é plano).

Agora, para encontrar o dominio total de ®, em L*(R™,pdp), temos que achar o

subespago deficiente de (3.10). Como vimos, devemos resolver a equacao de autovalores
HID, = FikgDy, (3.12)

onde H = [%di <pi) — (;—; + k2)] vem da equagao (3.10), para cada caso: v* < 0 e

As tnicas autofungoes que sdo quadrado-integraveis e que sao solugoes de (3.12), sdo

as fungoes modificadas de Bessel K, isto ¢&,

Q4 (p) = const. K, <%\/:F2i]\/[k0> : (3.13)

2 2

onde u = v, se v > 0, ou u = i|v], se v* < 0. A dimensao desse espago deficiente
é (ny,n—) = (1,1). Por causa disso, o dominio de (3.10) em L*(R*, pdp) é dado pelo

conjunto de autofungoes

,(p) = xulp) + C [KH (% —2iMk:0) + ek, (%\/MH , (3.14)

onde x,(p), com x,(a) = x,(a) =0, é a fungao de onda quando nao temos Uspor(p). O

tltimo termo em (3.14) fornece o comportamento correto da fungao de onda quando p = a.
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O parametro n(mod2m) representa escolhas a priori das condigoes de contorno. Conforme
discutimos acima e veremos abaixo, a fisica do problema determina esse parametro sem
ambiguidade. De fato, n descreve o acoplamento entre Ugpori(p) € a funcdo de onda.
Entao, ele deve ser expresso em termos de «, o raio a do defeito e o momento angular
efetivo v. O proximo passo é encontrar um fitting para 1 compativel com Uspore(p).

Faremos isso nas proximas duas secoes para os casos v2 < 0 e v2 > 0, respectivamente.

3.4 O caso?<0

Existe somente uma possibilidade neste caso, que é [ = 0. Agora,

n* 2 R (1—a?
Uspr = _ 3.15
= 9Ma2p?  8M ( a?p? ) (3.15)

é o potencial efetivo que inclui um termo centripeto e uma contribuicao devido a curvatura

média. A contribuicdo da curvatura gaussiana ao potenial é dada por

R 1—a) d(p)
Ushort—2M< a ) P . (316)

Entao, neste caso, Ucsr < 0 & atrativo; Ugpere > 0 € repulsivo. Veremos abaixo que,
mesmo com essa repulsdao de curto-alcance, o potencial atrativo 1/p? garante a existéncia
de estados ligados.

Nessa secao, encontraremos um fitting para 7, seguindo o procedimento descrito por

Kay e Studer [19]. Primeiro, escrevemos a solugao estdtica de (3.7), ou seja,

h2 1 a a V2 true
{_m |:;a_p (pa_p) o E:| + UShOTt(p)} q)static =0 (317)

Uma vez que estamos considerando o raio a do feito conico, podemos escrever a
curvatura gaussiana (3.4) como

K:A(l_Q)5@_@% (3.18)

(0] a

onde a constante A foi inserida por conveniéncia - para o caso que estamos estudando

aqui, ela é de fato 1, e se fazemos A — oo, estamos escolhendo a condi¢ao de contorno
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U(p =a)=0. Assim, requeremos que

P ddtrue . 1% dq)n,static

static

q)true dp ‘P ‘o (I)n,static dp ‘P=a?

static

(3.19)

onde D, saric(p) vem de (3.14). Para v* > 0, as fungdes de onda (3.14) sdo dadas em
termos de K|, a funcio de Bessel modificada de argumento imaginério puro [64] . Como

a =~ (0, usamos a expansao para r pequeno,

Kip(z) = sin [vIn(z/2) + vy [1 + O(2?)] (3.20)

vsinh(7v)
onde v ¢ a constante de Euler-Mascheroni. Levando em conta (3.14), chegamos a

d®, static/dp Fy(p=a)

o =a—tl—— (3.21)
cbn,static(p) ‘PH Fn(p = a)

onde

F,(p) = sin [1/ In (%p/ﬂi) + V”y} + €' sin [1/ In <\/+27ikop/2h> + y'y] (3.22)

e ), = dd%. Integrando (3.17) de 0 a a, temos
dq)true — a 1— 0 —
et =0 [ g (1) =) [ w329
dp 0 @ a

Considerando que

/ Y i () Jodp ~ Vgt (p—a) / pdp.
0

temos
a dotue -« v
e = A - —. 24
Ohtic(p=a) dp e ( o ) 2 (324
Assim, de (3.19), (3.21) e (3.24), obtemos a relagao
E,(p=a) l—a V2
——— A - — 3.25
“Fy(p=a) o) (3:25)

a qual nos fornece o parametro n em termos da fisica do problema, isto ¢, o comportamento
correto da fungdes de onda quando p — a (ou o acoplamento entre o potencial de curto-

alcance Usgpori(1) € as fungdes de onda). A seguir, encontraremos os estados ligados do
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hamiltoniano e veremos que a férmula (3.25) fornece o espectro sem qualquer parametro

arbitrario. Para isto, devemos resolver o problema de autovalores

h? [10 0 V2
537 L35 (35 + | 02 = -0 520

cuja solucao geral ¢ dada por

®p(p) = Ky, (%\/%) . (3.27)

Como essa solugao pertence ao dominio do hamiltoniano que aparece em (3.10), ele é da

forma (3.14), isto é,

i(p) = () + C Ky (BV=2ME) + e Ky (£V2ME)] . (3.28)

Usando as expressoes (3.28) e (3.20), chegamos a

Fy(p = a) = sin [,, In <\/Wa/2h> n w} (3.29)

e
Fy(p=a) =< cos [V In <\/—2MEa/2h) n w] . (3.30)
a
Usando as expressoes acima para [, e Fn em (3.25), chegamos a
1— 2
v cot |:V111 (\/ —2MEa/2h> + V’7:| = ( a) - % (3.31)
Q
Com A = 1, a inversao da equagao (3.31) produz
2h? 2 4 ({l-a v
E = ~ 72 %P [; cot ( = 5) - 2v] . (3.32)

Note que o caso estudado nessa secao, v < 0, corresponde a a < 1. Isto significa que,
enquanto a curvatura média contribui atrativamente, a curvatura gaussiana contribui
com um potencial de curto-alcance repulsivo. A equagao (3.11) implica que o tnico valor
permitido para o momento angular é [ = 0, significando que temos apenas um estado
ligado individual.

Note que se fizermos A — oo na equagao (3.31), obteremos o resultado da referéncia

[59]:

2h? 2nm
com n = 1,2,..., o qual corresponde a impor a condicao de que a funcoes de onda

desaparecem em p = a, ou seja, temos uma barreira infinita em r < a.
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3.5 O caso?>0

Neste caso, temos que o < 1 el # 0 = Ucss > 0, Uspore > 0. Entao, mesmo que a
contribuicao vinda da curvatura média seja atrativa, U.ss nao é. Portanto, nao haverd
estados ligados. Poderemos ter estados ligados somente se tivermos um cone finito, isto

é, uma caixa bidimensional na geometria do cone.

3.6 Conclusao

Muitos autores tém discutido, separadamente, a dinamica quantica de uma particula
na presenca dos potenciais mal-comportados discutidos nesse capitulo. Em um simples
modelo, estudamos essas condi¢oes andmalas de maneira unificada, o que clarifica o
significado das condig¢oes de contorno normalmente usadas em tais problemas, como
impor que a funcao de onda seja nula na origem, por exemplo. De fato, essa imposi¢ao
é, em um certo sentido, arbitraria. As extensoes auto-adjuntas introduzem uma maneira
natural de se encontrar as condi¢oes de contorno apropriadas que descrevem a fisica desses
potencias singulares. Uma interpreta¢ao comum [66] das extensoes auto-adjuntas é que
elas fornecem uma familia de solugoes associadas com certa liberdade em se escolher as
condigoes de contorno. Contudo, considerando um defeito de raio finito e tomando-se ele
a zero, nos fixamos as condigao de contorno, conforme [55].

Nosso modelo consiste em uma particula neutra em uma superficie conica. A
geometria conica introduz um potencial que depende do inverso do quadrado da distancia
devido a curvatura média, o qual pode ser atrativo ou repulsivo, dependendo de [. A
geometria do cone é também responsavel pela interacao tipo delta, a qual é repulsiva.

Nossos resultados estao resumidos na tabela I abaixo.

a <1

v <0 1 estado ligado para [ = 0

v? > 0 | estados de espalhamento para [ # 0

Tabela I. Sumario dos resultados.
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A tabela I revela que, quando o potencial de curto-alcance é repulsivo (o < 1), um
potencial atrativo efetivo assegura um estado ligado (I = 0). Agora, quando « < 1, para
[ # 0, temos ambos U.ss € Uspore repulsivos, o que nao leva a estados ligados.

Uma vez que nossa equagao de Schrédinger é singular em p = a, resolvemos o problema
prestando atencao ao comportamento correto das fungoes de onda neste ponto. Usando
as extensoes auto-adjuntas do operador hamiltoniano, este comportamento aparece
naturalmente, mas tivemos que fazer um fitting para o parametro de extensao em termos
da fisica bem conhecida do sistema quando p < a. Este procedimento nos deu expressoes
analiticas exatas para os niveis de energia.

Sem as extensoes auto-adjuntas, podemos seguir o procedimento usado em [54]
para lidar com potencias de curto-alcance. Contudo, o método usando extensoes auto-
adjuntas é mais solido e mais pratico. O leitor pode comparar, por exemplo, o problema
Aharonov-Bohm-Coulomb discutido por Hagen e Park [54], e por Park e Oh [20]. O
mesmo espectro nao-relativistico foi encontrado em ambos os trabalhos, mas com muito
menos esfor¢o no segundo, onde as extensoes auto-adjuntas foram utilizadas. Um outro
exemplo da importancia do método pode ser visto em [66], onde estudamos o efeito
Aharonov-Bohm gravitacional nos estados ligados devido & corda cosmica. Este efeito
foi previsto inicialmente para o caso hipotético de uma corda césmica cercada por uma
parede cilindrica [67]. Usando a condi¢ao de contorno correta, dada pelas extensoes auto-
adjuntas, somos capazes de mostrar que o efeito ainda existe, mesmo sem a necessidade

desta parede.



CAPITULO 4

Membranas e o calculo variacional

O proposito desse capitulo é apresentar alguns teoremas conhecidos que sao
utilizados para se estudar calculo variacional de superficies, tanto no espaco euclidiano
quanto em espagos curvos. Demonstracoes formais, as quais podem ser encontradas
em [32], serdo deixadas de lado. Mas é preciso que o leitor tenha uma nogao bésica sobre
a notacao usando campos vetoriais. Obter os teoremas importantes para nos é muito

mais pratico do que na notacao cléssica da geometria diferencial.

4.1 Elasticidade de membranas fluidas

Membranas fluidas podem ser compostas de varios tipos diferentes de moléculas.
Contudo, os seus comportamentos(configuragoes, flutuagoes, termodinamica) podem ser
entendidos a partir de um ponto de vista unificado, o qual considera a energia livre de
deformacgao de uma membrana. Se a membrana fosse vinculada a viver no plano, a tnica
energia relevante seria aquela devido a compressao das moléculas, ou seja, mudanca na
area média por molécula. Isso é andlogo a ondas sonoras em um fluido tridimensional.
Contudo, a membrana pode deformar-se na direcao normal ao plano, o que implica em
um conjunto de “modos” descrevendo a conformagao do filme. Essas deformacoes para
fora do plano sao conhecidas como modos de curvatura, e a energia livre associada a eles
¢ chamada energia livre de curvatura.

Estamos interessados em estudar deformacoes onde o volume total da membrana ou
vesicula nao muda. Isso ocorre para as deformacoes de baixa energia, pois a energia
necessaria para mudar o seu volume médio é bem maior do que aquela associada com

efeitos térmicos [35]. Neste caso, as escalas de comprimentos que descrevem suas

35
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configuracgoes e flutuagoes sao bem maiores do que sua espessura d, e podemos considera-
las como superficies bidimensionais imersas no espago euclidiano tridimensional. Mais
ainda, essas configuracoes sao fundamentalmente distintas daquelas vistas em interfaces
tipo bolha de sabao, pois elas sao determinadas pela energia de curvatura, e nao pela
tensao superficial. Com essas consideragoes, Helfrich e Canham [83] notaram que o
comportamento estatisticos de tal membrana “fina” pode ser estudada dentro do modelo

continuo baseado na seguinte energia de curvatura:
F= /dS{2/<;H2+/<;K}, (4.1)

onde H e K sao, respectivamente, as curvaturas média e gaussiana de um ponto p sobre
a superficie. Se k1 e kg sdo as curvaturas principais em p(figura (4.1)), entdo H =
(/ﬁ + /<¢2) /2 e K = Kikg; Kk é a constante de curvatura e K é a constante de curvatura

gaussiana. Ambas possuem dimensao de energia.

Figura 4.1 Curvaturas principais de uma superficie: K1 = 1/Ry e ko = 1/Rs, onde Ry e Ry

sao os ratos de curvatura; n é o vetor normal.

Em (4.1), o termo proporcional & tensao superficial ou ao potencial quimico esté
omitido. Podemos proceder desta forma pois o niimero fixo de moléculas na membrana
assegura uma area interna fixa, e também pelo fato de que sua compressao/dilatacao
envolve uma energia muito maior do que o custo energético devido a deformacoes de
curvatura. Essa auséncia de tensao superficial, no sentido ordinéario, leva a uma profunda

diferenca entre membranas e interfaces liquidas, onde a drea interfacial pode ser criada
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ou destruida as custas de uma dada tensao superficial. Para uma interface, particulas
“interfaciais” sao as mesmas que aquelas presentes no volume do sistema, diferentemente
do que ocorre com membranas. Essa diferenca fundamental é a razao para a existéncia
de uma grande variedade de configuracoes nao-esféricas, em contraste com o que ocorre
com a forma esférica tipica de equilibrio de liquidos simples.

A energia de curvatura gera nao somente uma grande variedade de configuragoes, mas
também leva a um diferente espectro de flutuacgoes ou excitagoes dessas configuracoes.
Ela também leva a uma diferente dindmica daquela apresentada por interfaces liquidas
simples [35]. Para estudar estes aspectos, é preciso, em um primeiro momento, proceder ao
célculo variacional de superficies. Uma vez que (4.1) depende de H e K, primeiro devemos
encontrar féormulas variacionais para essas duas grandezas, as quais podem ser usadas para
estudar as flutuagoes de membranas a partir de uma configuragao de equilibrio. Com elas
em maos, partimos para a obtengao da primeira variagao do funcional (4.1). Lembramos
que essas superficies estao imersas no espaco euclidiano £3. Na secao 4.3, apresentamos
as formulas variacionais para uma superficie imersa em um espaco curvo. Esses serao os
resultados que serao usados no capitulo seguinte, ou seja, o nosso trabalho propriamente

dito.

4.2 Deformacgao de superficies no espago euclidiano

Considere uma superficie compacta M C E3, com o campo vetorial unitério interior
N. Estamos interessados em estudar a deformacao dessa superficie perante o mapa

linear

i — € e[ xM — E*: (t,p) = p(p) = u(t,p) = p+tZ, (4.2)

onde [y = p, para todos os pontos p definidos em M, e Z, = %]tzo é o campo vetorial
de deformacao, o qual, em qualquer ponto da superficie, fornece a “velocidade inicial” da
deformacao. Entao, esse vetor ¢ tangente a trajetoria que ¢é tragada pelo ponto p perante

a deformagao(veja figura (4.2)). A colegao de todos os campos vetoriais em M que tomam
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valores em E® serd denotado por X (M). Se o vetor Z é tangente a superficie em qualquer
de seus pontos, a deformacao é chamada deformacao tangente. Se ele é normal, entao

ele leva o nome de deformacgao normal. Primeiramente, desejamos saber como um tensor

Msf

/‘qm)
/u‘,lﬂ"‘l?

Z(f, )

Figura 4.2 O vetor deformacao é a velocidade vetorial inicial da trajetoéria que é descrita pelo

ponto p movendo-se perante a deformagao.

qualquer definido na superficie muda perante a acao do vetor Z. Por isso, comegamos
olhando para a variagao da métrica ou primeira forma fundamental da superficie p;, a
qual é denotada por I(u;). O vetor normal de u;(M) ¢ denotado por N;. Queremos saber

a maneira como I muda perante a deformacao. Para isso, definimos

A

P(p) + X(M) x X(M) = S(M)

(VW) = I () (dpe(V'), dpe(W)) = {dpie(V'), dpe(W)) (4.3)

onde X (M) denota o conjunto de todos os campos vetoriais na superficie M e (M)
refere-se a todas as fungoes mapeando a superficie em $. Com esta definigao, a variagao da
primeira forma fundamental ao longo da deformagao ¢ definida como um tensor enviando

o par (V, W) de campos vetoriais a fungao
0 N
of = §|t:01(ﬂt)(va w). (4.4)

Essa expressao é valida para qualquer tensor B em ;.
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Em (4.3), du (W) representa como o campo vetorial W € X (M) é transferido a p, o

que ¢é escrito como

dps(W) =W +tDy Z, (4.5)

onde D é a derivada parcial padrao, também chamada de conexdo em E3. Dessa

expressao, segue imediatamente que a variacao de I satisfaz
61 =(V,DwZ)+(DyZ,W). (4.6)
Antes de prosseguirmos, devemos recordar a definigdo do operador forma em M [33]:
A:X(M)— X(M):V +— —DyN. (4.7)

Os autovalores desse operador sao chamados de curvaturas principais kq e ko € (M) (espago
de fungoes reais em M), e os correspondentes autovetores sdo as respectivas diregoes
principais, denotas por e; e eo € X (M).

Neste ponto, lembramos que a energia livre de Canham-Helfrich (4.1) para uma
membrana é escrita em termos dos dois invariantes do operador A, onde H = %TrA =
% e K = det A = k1ko. Entao, uma vez que estamos interessados em formulas
variacionais para a superficie, devemos olhar para as quantidades H e K, ou seja, devemos
saber como esses dois invariantes modificam-se perante a acao do vetor de deformacao
Z. Para isso, notemos, primeiramente, a figura (4.3). Ela ilustra como o vetor normal
N, é enviado a todas as superficies deformadas. Depois, observamos que o operador que
mede a varia¢ao de um tensor, dado em (4.4), é linear perante sucessivas variagoes. Uma
consequéncia direta disso é que as variagoes de H e K de uma superficie, ao longo de
uma deformagao tangente, podem simplesmente serem expressas como derivadas parciais
ao longo do campo vetorial de deformacao Z. De um modo mais geral, a variagao de

qualquer tensor B ao longo da deformacao tangente ¢ dada pela derivada de Lie deste

tensor, com respeito ao campo vetorial de deformacao Z:
dzH = Z[H],

5, K = Z[K],
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Figura 4.3 Vetor normal N; em todas as superficies 1

§,B = L[B.

(4.8)

Nessas expressoes, Z € tangente a M. Assim, nao precisamos nos preocupar com essa

componente da deformacao, e focamos somente na deformagao normal.

Para sabermos como H e K variam perante uma deformacao linear, precisamos saber

primeiro como o operador forma A varia. O préximo teorema nos da uma expressao geral

para 0 A:
(0A)(W) = =Dw (dN) = Daw)Z.

Nesta equagao, 6N segue a partir de (4.5) e de
0 _ _
Sy li=0 (it (W)s Nowipy) = (DwZ, N) + (W, DzN) = 0

Entao,

ON = (DzN,e1)er+ (DzN,e3) e3 = — (Do, Z,N)ey — (Do, Z, N ) es.

Outras relagoes importantes sao as equacgoes de Codazzi,

€9 [/ﬁ]el == (Iig - Iil) Veleg

61["?2]62 = (/‘61 - 52) Vegela

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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as quais nos dizem que VA e um operador simétrico; V é a conexao de Levi-Civita da
superficie.
A seguinte expressao fornece a variacao do operador forma, a qual é obtida a partir

de (4.9), (4.11) e (4.12),

(5A)(el):{<DelDBIZ, W)+ L 7 v o <D61Z,61>}61+

+ {/@ o (Dey Z,N) + (D¢, De, Z,N) — k1 ((De, Z,e1) + (D, Z, eg>)} . (4.13)

A seguir, obteremos JA olhando para o mapa inverso d(u; )(é1(pt)) de (4.5), ou
seja, apos a deformagao, transferimos o vetor é;(u;) & superficie original, e a variagdo
de A é obtida a partir desse mapa inverso. Assim, temos os campos vetoriais é;(u;) =

d(ps)(é1(pe)) e éa(pe) = d(py)(é2(pt)), que podem ser expandidos em termos da base

{e1,e2}:

é1() = e1 +tsrea + O(t?);

éa(1ty) = ey + tgper + O(t%). (4.14)

onde ¢,¢ € I(M). Se a variagao ¢ feita nos dois lados da equagao A(u)er(p) =

k(pe)er (), entdo teremos
(514)(61) = ((5/‘3?1)61 + (K,l — /i2)§162 (415)
Comparando esta equacao com (4.13), obtemos

0k1 = (De,De, Z,N) + ——— <D622 N) =21 (D¢, Z, e1) (4.16)
Ko —

€1

<DelZ N)+ (DeyDe,Z,N) — k1 ({De, Z, €1) + (D., Z, €5))(4.17)

(Hl - ff2)§1 = o1 — Ha

Se a deformagao é decomposta em suas componentes tangencial e normal, o vetor de
deformagao pode ser escrito como Z = fN + ZT e conforme observado em (4.8), a

expressao (4.16) fornece

Sk = Hessf(er,e1) + fri + Z7[k1]. (4.18)
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Com este resultado em maos, chegamos ao teorema que querfamos, o qual fornece a

variacao de H e K perante Z = fN + Z1:

§H = %Af + (2H? - K) f + Z"[H];

§K = roHessy(ey, e1) + riHesss(eq, €2) + 2f KH + ZT[K]. (4.19)

onde Af = f" & o laplaciano de f, o qual é o traco de sua matriz hessiana Hess(e;, e;).
Outro resultado importante que usaremos diz respeito a como muda o elemento de
area dS perante o vetor de deformacao. Uma vez que dB(ut) = nydS, onde ny(p) ¢ a area

do paralelogramo expandido por duy(e1(p)) e du(ea(p)), temos
§(dS) = (divz" —2fH)dS (4.20)

onde (4.5) foi usado.

Agora, podemos aplicar os tultimos resultados para obter a primeira variagao do fun-
cional (4.1) perante Z = fN. Mas, antes de prosseguir, é importante notar que a segunda
integral nesta energia nao depende da forma especifica de uma membrana/vesicula. Este

resultado vem do teorema de Gauss-Bonnet, o qual é escrito como

/ ASK = 2my (M), (4.21)

onde x(M) = 2(1 — g) é a caracteristica de Euler(g é o género da superficie, isto é, o

namero de “buracos” desta; veja figura (4.4)). Este teorema nos mostra que f dSK é um

Figura 4.4 Género de superficies orientaveis: (a) g=0, (b) g=1,(c) g=2e (d) g=3.

imwvariante topologico. Entao, para uma topologia fixada, esta energia pode ser ignorada,
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ou seja, podemos tomar £ = 0. Assim,

0F =4 |:/d52,‘<,H2:| =

_ / (6dS)2kH? + / dS6(2kH?) =

= 25/015 |[—2fH®+ HAf +2H (2H” — K)]
= 2m/d5f [AH +2H (H* - K)] . (4.22)

No ultimo passo, utilizamos o fato de que um campo vetorial tangente a superficie possui
divergéncia nula, o que implica em [dSHAf = [dSfAH. A equagdo (4.22) pode ser
usada se estamos interessados em estudar configuracoes de equilibrio de uma membrana.
Dai, segue que

AH +2H (H? - K) =0, (4.23)

que é a equagdo de Fuler-Lagrange para o sistema. A esfera é um ponto critico deste
funcional. Na referencia [35], uma revisao sobre o estudo de configuragoes de membranas
fluidas e vesiculas é apresentado. Mais ainda, o problema sobre flutuagoes térmicas em
torno de configuragoes de equilibrio é discutido. Neste tocante, a primeira variagao (4.22)
fornece a forca na direcao normal que a membrana aplica no fluido onde ela esté imersa.
No proximo capitulo, estaremos interessados em aplicar as formulas (4.19) e (4.22) para
discutirmos, sucintamente, sobre flutuacoes de uma vesicula esférica imersa em um espaco

curvo.

4.3 Foérmulas variacionais para superficies em espacos curvos

Conforme dissemos, estamos interessados em encontrar férmulas variacionais para a
superficie (M, g) em presenga de um espago curvo (M, g). Objetos geométricos em (M, g)
serao distinguidos com uma barra. O primeiro ponto importante sobre superficies imersas

em um espago curvo é a equacao de Gauss:

g (R(X,Y)Z,W) =g (R(X,Y)Z, W) + (X, Z)II(Y,W) — II(X,W)II(Y, Z) (4.24)
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Nesta equacdo, R(X,Y)Z = Vixy] — VxVy + VyVx e R(X,Y)Z = V|xy] — VxVy +
VyVyx s@o os tensores de curvatura de Riemann-Christoffel da superficie e do espaco
ambiente, respectivamente. As expressoes g(-, ) e g(+, ) formam os respectivos produtos
escalares usuais; II(V, W) = (A(V), W) define a segunda forma fundamental. Note que,

para uma superficie M C E3, a equacao de gauss se torna
g (R(X,Y)Z,W) =1I(X, 2)II(Y,W) — TI(X, W)IL(Y, Z) (4.25)
Contraindo essa equagao duas vezes, obtemos o teorema egregium
K =g (R(ey,ez2)ea, 1) = Rigio, (4.26)

que diz que a curvatura gaussiana K ¢é independente da segunda forma fundamental, ou
seja, depende somente da métrica da superficie. Conforme o teorema de Gauss-Bonnet
discutido anteriormente, K é um invariante topologico, que nao depende da maneira como

a superficie é imersa em E®. Quando (M, g) C (M, g), ao contrairmos (4.24), obtemos
K=K +detA (4.27)

onde K é a curvatura seccional da superficie e A é o operador forma, como antes. Vemos
que K nao é mais o determinante do operador forma, ou seja, o produto das duas

curvaturas principais. Definimos
Hy=K— K =det A = k1Ko (4.28)

como a curvatura de Gauss—Kronecker. Conforme percebemos, enquanto K é topologico,
H, nao ¢, pois depende do espaco ambiente (M, g). Isso fica evidente se olharmos para a

versdo do teorema de Gauss-Bonnet de uma superficie (M, g) C (M, g), a saber [36]:

dSHy =2mx(M) — | dSK (4.29)
/ /

Como veremos, esse resultado ¢ um ingrediente chave para o nosso trabalho apresentado

no capitulo 4. A seguir, apresentamos as férmulas variacionais para H e Hs:

1~ 1~ 1
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§Hy = 2fHH>+ ks [Hessp(ér,61) + fg(R(R, 1), é1)]

+K1 [HeSSf(éQ, ég) + fg(}_{(’fl, ég)ﬁ, ég)] . (431)

Nessas expressoes,
3
Ric(X,Y) =) g (R(X,&)Y. &)
i=1
¢ o trago usual do tensor de Riemann do espago ambiente, e {é;, é2,é3 = n} é uma base
ortonormal em p. Usando a relacio Ric(n,n) = Ric(éy,é;) + Ric(éy,é;) — 2K, onde

K = g(R(é1,é2)é1, é2), (4.30) pode ser rescrito como

1 - 1
6H = 5fRic(ﬁ, n) + SAS+ f(2H? — H,), (4.32)
Usando essas expressoes e relembrando que 0dS = —2H fdS, temos que
SF = /de{zﬁ {AHJr 2H (H2 —Hy w)]
+K [Iigg (R(ﬂ, él)’fl, él) + ng (R(ﬂ, ég)ﬂ, ég)] } (433)

Podemos, agora, passar ao proximo capitulo, onde a aplicacao desses resultados seréa

discutido.






CAPITULO 5

Espaco curvo sem gravidade:

Uma proposta experimental

Nesse capitulo, vamos discutir como podemos testar os efeitos de uma espaco tridi-
mensional em uma membrana fluida. Ele é baseado em C. Filgueira, Steven Verpoort

and Randall D. Kamien, submetido.

5.1 Introducao

Desde os tempos de Einstein, fisicos tedricos e escritores de ficgao cientifica tém sido
fascinados com espagos curvos [68]. Muitas idéias interessantes e bonitas tem aparecido
em matéria condensada que dependem da matematica do espago curvo bidimensional.
Como exemplos, temos o estudo da ordem cristalina [69-72]| e liquido-cristalina |73, 74],
super-fluidez [75], jamming |76, 77|, e novas formas de auto-enovelamento [78]. Algumas
dessas propostas tém sido estudadas experimentalmete, enquanto que outras esperam
a sua vez nos laboratérios: o estudo de sistemas em substratos curvos bidimensionais
estd na iminéncia de ser realizado. Por outro lado, algumas propostas que requerem um
espago curvo tridimensional tém sido apresentadas, tais como ordem de vidros [?,79],
empilhamento de esferas [80], empilhamento de DNA [81] e espumas [82]. Embora
a possibilidade de experimentos na vizinhanca de uma grande quantidade de massa
permitiria tais estudos, eles sao altamente impraticaveis. Neste capitulo, apresentamos
uma proposta experimental empregando membranas ou feitas ou dopadas com NIPA, um
polimero que se contrai e se expande em funcao da temperatura do ambiente [78]. O

que é ganho formulando o comportamento de um material em termos do espaco curvo?

47
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Lembremos que a energia livre de Canham-Helfric para uma membrana pode ser escrita

em termos do operador forma A;;:
F= /dS {2kH* + KK}, (5.1)

onde H = $Tr A = ¢ K = det A(veja capitulo anterior). Por causa do teorema
de Gauss-Bonnet [33,84], vimos que o segundo termo dessa energia pode ser escrito
como um invariante, o que nao contribui tanto para as equacgoes de equilibrio mecanico
quanto ao estudo da dindmica de super-relaxamento da membrana [85]. De fato, para
uma superficie fechada, nao existem contornos. Assim, o termo K some inteiramente do
problema por causa de (4.21). Por outro lado, quando a membrana esta imersa em um
espago curvo tridimensional, discutimos anteriormente que a curvatura gaussiana nao é
mais o determinante do operador forma; enquanto ¢ dA K ¢é topologico, § dA H, nao é.

Assim, em um espago curvo, a energia livre de Canham-Helfrich se torna
F:/dA{g(2H—CO)2+/@(K—[_()} (5.2)

onde incluimos a curvatura espontinea C,, a qual reflete uma possivel assimetria na
membrana. A origem deste termo pode ser devido a uma diferenca quimica no ambiente
em volta dos dois lados da membrana, ou a uma diferenca quimica na composicao das
monocamadas. Em [46] ¢ mostrado que ela é uma quantidade que pode ser controlada
por diferentes processos, tais como polimerizagao, associagao e/ou adsorgao de particulas
dispersas. A figura (5.1) ilustra esse controle via o ancoramento de polimeros na
membrana.

A medida dA é induzida pelo espaco curvo. Considerando superficies compactas,
¢ ainda verdade que f dA K ¢é a caracteristica de Euller; contudo, a introdugao do
termo K implica em um termo tipo-tensio superficial, induzido pela geometria, KK .
Como resultado, flutuagoes de membranas e estados de equilibrio vao depender de
k , implicando que esta quantidade pode ser medida diretamente. Obviamente, isso
poderia ser apenas um exercicio de pura imaginacao se nao fosse possivel realizar o
experimento. Contudo, existe um sistema polimérico, tal como N-Isopropylacrylomide

(NIPA), o qual reage sensitivamente com a dgua em fungao da temperatura. Podemos
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Figura 5.1 Polimeros ancorados em um segmento da membrana leva a diferentes formas.

inserir uma membrana feita de NIPA dentro de um solvente com a temperatura variando
espacialmente. Dois pontos materiais sobre a membrana irao aproximar-se ou afastar-se
um do outro dependendo da temperatura ambiente. Conforme a membrana expande-se

e contrai-se isotropicamente, a distancia ds? entre dois pontos sera dada por
ds* = h(T) [da® + dy® + d2°] (5.3)

onde z,y, e z s@o as coordenadas na membrana, 7' é a temperatura local, e h(T') captura
a expansao térmica do material. Uma vez que T' = T'(r) é uma funcdo da posi¢ao da
membrana no espaco r, podemos reinterpretar h(7T) como um fator conforme para a
métrica tridimensional. Notemos que, em geral, métricas tridimensionais nem sempre
podem ser colocadas em um sistema de coordenadas conformes.

Para demostrar nossa idéia, vamos discutir dois diferentes experimentos possiveis, um
dindmico e o outro estatico. Primeiro, para o problema dindmico, analisamos flutuagoes
de membranas esféricas na presenca de um gradiente de temperatura radial, o que é bem
simples. Antes de fazer isso, vamos revisar alguns pontos da dindmica de membranas

fluidas na préxima secao.

5.2 Alguns aspectos de hidrodinamica

Mudancas configuracionais de vesiculas comprimem dois aspectos conceituais dife-

rentes. Primeiro, a agitacao térmica gera flutuacoes dindmicas em torno da configuragao
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de mais baixa energia. Como a escala de tempo para flutuagoes de grande comprimentos
de onda é da ordem de segundos, essas flutuacoes podem ser vistas com video-microscopia.
Segundo, em qualquer transformacao de configuracao descontinua, uma forma instavel
decai em dire¢cao a um novo minimo através de um movimento essencialmente determinis-
tico. Em ambos os casos, a presenca do liquido onde a membrana esta imersa determina
a dindmica de maneira nao-trivial, uma vez que gera uma interacao dinamica efetiva de
longo alcance ao longo da membrana.

A equacao de movimento para a membrana pode ser derivada a partir da equacao de
Navier-Stokes para o liquido viscoso em torno desta. Para o campo vetorial de velocidades
v(r) do solvente com densidade p e viscosidade 7, esta equagao ¢ dada por

d(pv)

2 4
;7 J— ;7 \Y% .

onde p(r) é a pressao e G(r) sao as forgas externas sobre o liquido. Esse termo inclui tanto
as forgas exercidas pela membrana quanto forgas vindas de fronteiras do sistema(adesao
da membrana na presenga de substratos).

Em uma boa aproximagao, o termo inercial na equagao de Navier-Stokes pode ser
negligenciado para uma variedade de fenémenos de interesse. Conforme pode ser verifi-
cado a posteriori, os correspondentes nimeros de Reynolds sao pequenos comparados
a unidade. Nesse regime, chamado aprorimacao de Stokes, temos que resolver a equacao

que vem do balanco de forcas

Vp —nViv =G. (5.5)

Uma simplificagao a mais que surge para esses fendmenos pode ser usada para eliminar
a pressao p em (5.5). Ela consiste no fato de o fluido ser incompressivel, o que se traduz

matematicamente como

Vv =0 (5.6)

Essas equagoes podem ser resolvidas, formalmente, introduzindo as transformadas de

Fourier

v, = /d3rexp (—iq.r) v(r) (5.7)
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G, = /dBTeXp(—iq.r) G(r) (5.8)
A solugao para (5.4) e (5.5) se torna uma relagao linear entre o campo de velocidades e

as forcas externas:

1 %4y
qu (5ZJ — ]) qu, (59)

2 2
nq q
onde 7, 7 denotam as componentes cartesianas. No espago real, esta relagao lé-se

v(r) = /d%’@(r, FG(r). (5.10)
Nessa expressao,

/

O(r,r)

(Sij +

_ (ri —mi) (i —1y)
. — J . (5.11)
8 |r — 1’| v — 1’|
Entdo, a hidrodinamica gera uma interacdo de longo alcance( 1/|r —r'|) através do
campo de velocidades.
Como nenhum liquido penetra no interior da membrana, podemos identificar a
velocidade normal do liquido em cada ponto R(s;, s2) da superficie, v[R(s;, s2)].n(sy, s2),

com a mudanca na configuracao da membrana. Assim, obtemos a equacao dindmica de

movimento para a membrana como

’

OR (51, 52, ¢) (51, 5) = (50, 52). / oG (5.12)

A quantidade crucial é a densidade de for¢a exercida pela membrana(e pelas paredes
quando existe confinamento geométrico) sobre o liquido, G(r). Em geral, essa densidade
de forca possui componentes normal e tangencial. A energia de curvatura contribui para
a componente normal.

A hidrodinamica se torna mais simples quando somente mudangas configuracionais
em torno de uma superficie média sao consideradas. Do ponto de vista pratico, tal aproxi-
macao ¢ ainda suficiente para a discussao bésica de todas as quantidades experimentais
disponiveis na dindmica de membranas.

Para oferecer um modo simples de como obter o tempo de relaxacao de deslocamentos

em torno de uma configuracao de equilibrio, é instrutivo inspecionar a relaxacao dos
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pequenos deslocamentos h(z,y,t) em torno de uma membrana plana localizada em z = 0.

Nessa geometria, podemos aplicar a transformada de Fourier paralela & membrana, o que

¢ dado por

vy(2) = /dxexp(—iq.x) v(r) (5.13)
e

Gy(2) = / dxexp (—iq.x) G(r), (5.14)
onde r = (x,2) = (z,y,2). Podemos, ainda, decompor v,(z) e G,(z) em suas

componentes z, longitudinal e transversal:
Vy(2) = Vo (2)2 + v (2)d + v (2)t (5.15)

Gy(2) = Gq:(2)z2 + Gqi(2)q + th(z)f (5.16)

Inserindo essas equagoes em (5.4), e levando-se em conta que a forca G,(z) age somente
no plano z = 0(a agao da forga em h(x,z) ¢ um efeito de alta ordem), produzimos um
desacoplamento entre as componentes z e longitudinal, de acordo com [35]:

1

var(0) = m

G,(0), (5.17)

onde r = [ ou z. A componente transversal nao se acopla ao deslocamento normal nesta
geometria.

A energia (4.1) pode ser escrita como

1 d?q
F== | —FE,(qhghy, 5.18
5 | ook (515)

quando h(x) = [ %hqexp (ig.x); E, = rkq* é 0 modo de curvatura. A forga normal G,

é dada por
OF, . 4
Gy = _3h("§1 = —FEohg = —Kq hq. (5.19)
A velocidade normal & membrana é dada por %“ = vq:(0), 0 que, junto com (5.17) e
(5.19), leva a
oh
1= —Ty(q)E(q)hqg (5.20)

ot
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onde T'y(q) = 1/4nq é o coeficiente cinético, o qual reflete o caracteristico longo-alcance

do amortecimento hidrodinamico. A solucao desta equagao é dada por

hq(t) = hq(0)exp (—70(q)t) , (5.21)

Yo(q) = To(q) Eo(q) = rq®/4n (5.22)

sendo a taza de amortecimento. Essa forma (5.22) da taxa de amortecimento como um
produto entre o coeficiente cinético(que contem a dissipagao) e a energia(que contém a
forga), é caracteristica da dinamica de pequenos nimeros de Reynolds. Este resultado é
importante pois oferece uma maneira de como podemos obter v,(¢) para geometrias mais

complexas, tais como quando estudamos flutuagdes em torno de uma esfera ou cilindro.

5.3 A proposta

Vamos estudar flutuagoes em torno de uma membrana esférica com raio a,. Para
isso, decompomos f em modos, f = >, 1w, Yim(0, ¢) [88], onde Y, sdao os harmonicos
esféricos. Também consideramos C, = 0. Para a esfera nao-perturbada, temos k1 = ko =

1/a,. Entao, as equagoes (4.31) e (4.32) se tornam

1 _ 2+
SH = 3 %ulmiﬁm (Rlc(n, n) + aig) , (5.23)
e
H
st — 228 (5.24)
Qo

Vemos imediatamente que quando Ric(7, 7) é ndo-nulo, temos contribui¢cdes ndo-triviais
a variagao da curvatura extrinseca em todos os modos. Em particular, no espago plano, as
deformagoes associadas com o modo [ = 1 sao nulas, o que corresponde a um deslocamento
uniforme da esfera original. Contudo, no nosso caso, a intensidade das flutuagoes é
completamente determinada pelo espaco ambiente (M,g). Entdo, poderia ser possivel

medir a amplitude dos deslocamentos dos modos de H no sentido de se extrair Ric(n, n) =
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g (R(h, é1)i, &1)+8 (R(R, é2), &) = <RT€T + Rm) lv—e, = R” s, A partir disso, sera
possivel checar a mudanca na amplitude de outros modos.
Voltando para nossa métrica, podemos calcular Ric(#, ) para h(r) = 14 e~ uma

forma que poderia surgir a partir de um gradiente de temperatura. Com isso, encontramos

1 —CQo
S (5.25)

Ric(n, n) 11 co—cos

r=ao

Variando o raio a,, pode ser possivel extrair x a partir do tempo de relaxamento para
os primeiros modos. Para obter essa grandeza, notemos primeiro que (4.33) pode ser
aproximado por

OF = /dSQf [kAH + H~J, (5.26)

pelo fato de que, para nossa métrica, g (R(ﬁ, é1)n, él) =g (R(ﬁ, o)1, ég) = (1/2) Ric(n, ).
Usamos também o fato de que H(H? — H,) é de altas ordens em wu,,,,, e por isso pode ser
omitido. Nessa expressdo, v = (k + &/2) Ric(f, ).

Considere, agora, a superficie R(r) = r — a, <1 + th U Yim (0, ¢)> = 0. O vetor
normal serd dado por

A= (5.27)

onde

1 OR 1 8R 1 OR
R=——7% _ 5.28
v \/_37“ \/_7“ 00 \/Trsinﬁ 0o (5:28)

para a métrica ds* = f(r) (dr® 4+ r?dQ). Entao, (5.27) e (5.28) produzem

ov » & OV -

n~T—E—0— 5.29
T T 6 06 (5.29)

com & = a,/r. Usando a expressdao V.n = gZz + Din! = fa(g;\i/g)7 temos

2 3 dlnf 3 1 0(%sind) 1 0?0
~ -1+ - — . 5.30
Vi 7"{ 1A Tor T 2 [sme 20 sin?0 062 (5:30)
1 _ 1 ~ 1 ] AU — 1 1 8(sin6%) 1 92 ]
Uma vez que o = ao(1+70) T 4, (1 - )7 € S — 72 |sin6 00 + sinZ § 9¢? ’
obtemos
K P(1+1)?
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O termo onde se tem vH produz

I(1+1)
/dSao\If’yH’V ——Z\ ZmIQ N (5.32)
Assim, substituindo (5.31) e (5.32) em (5.26), chegamos a
I(l+1
OF =) fuym|’ { (h1/2 V(410 + 1) — o — 25017] } , (5.33)
I,m

6lnf

onde f=1+32 lr—a € 7 = (K + E/2) Ric(n, 7).

Quando f(T) = f(r) = 1(Ric(i,n) = 0 e 8 = 1), recuperamos o resultado

0F m kY fuml {11+ 1)(1 = 1)(1+2)}, (5.34)

L,m

o qual se refere as flutuacgoes em torno de uma membrana esférica em E3 [89]. Da relagao

(5.33), junto com (5.22), obtemos finalmente
I(1+1)
B1/2
onde h=1+ae %, =1+ %raglh oy € 7 = (K + R/2) L et

r ao 1+ae=cao *

=TI

[k1(1 + 1) — v — 280"/ (5.35)

Nesta se¢ao, notamos que é possivel testar os efeitos de um espaco curvo tridimensional
no laboratorio. Outra maneira de sondar aspectos do espago ambiente é considerar um
sOlido tridimensional em um espaco curvo. Assim como a fisica de cristais em duas
dimensoes leva a forgas e vinculos geométricas [70-72|, o mesmo poderia ocorrer com as
propriedades de cristais tridimensionais euclidianos. Se imaginarmos o crescimento de
uma semente cristalina na origem, a mudanga da geometria ambiente poderia forgar o

surgimento de deslocacoes e desclinagoes.

5.4 Conclusao

Neste capitulo, propomos um método para verificar os efeitos de um espaco curvo
tridimensional usando materias com grande coeficiente de expansao térmica. O estudo
das flutuagoes de superficies pode ser, naturalmente, usado para tal fim. Vimos que,
grandezas que sao puramente topologicas no espaco euclidiano, agora deixam de ser.

Portanto, podem ser medidas diretamente.






CAPITULO 6

Interacao entre nanocoléides adsorvidos em

esméticos

Nesse capitulo, determinamos a interacao mediada por deformacgoes elasticas
entre nanoparticulas coloidais adsorvidas na superficie de filmes esméticos livremente
suspensos. Ele é baseado em I. N. de Oliveira, M. S. S. Pereira, M. L. Lyra,C. Filgueiras,
C. Satiro e Fernando Moraes, Phys. Rev. E 80 042702 (2009).

6.1 Introducao

Interagoes de longo-alcance surgem em cristais liquidos quando seus modos de flutua-
¢ao sao modificados pela imposi¢ao de condig¢oes de contorno [92|. Por exemplo, quando
coldides sao imersos nesses materiais, surge uma interagao entre eles devido a distorcoes
elasticas na ordem liquido-cristalina. Essa interagao, mediada por deformacoes elasticas,
¢ identificada como o principal mecanismo para a formacao de vérias estruturas auto-

organizadas, tais como redes periddicas e clusters anisotropicos |93].

A interacao efetiva entre particulas hdspedes em cristais liquidos hospedeiros, tem
sido investigada extensivamente tanto experimentalmente [94-98] quanto teoricamente
[99-103]. Em amostras nematicas, a adi¢do de particulas coloidais esféricas induzem
a formacao de defeitos toplogicos na ordem nemética, o que depende da intensidade
e dire¢cdo do ancoramento na superficie do coléide [96,100]|. Para um ancoramento
homeotrépico forte, a particula hospede comporta-se como um defeito radial do tipo
porco-espinho. Um defeito hiperboélico radial do tipo porco espinho emerge no sentido

de aniquilar a carga toplogica no ambiente nematico [96]. Tal par de particula-defeito

o7
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constitui um dipolo eldstico, o qual minimiza a energia elastica associada as distorcoes da
ordem nematica. Como consequéncia, uma interacao efetiva do tipo dipolar ocorre entre
particulas coloidais. Ela é atrativa ou repulsiva dependendo da distancia e da direcao
relativa entre os dipolos elasticos [96]. Por outro lado, uma interacao do tipo quadrupolar
aparece entre particulas imersas quando uma dispersao coloidal em cristais liquidos é
confinada a uma célula planar [98], bem como quando uma ancoramento tangencial ¢

induzido na superficie coloidal [95].

Em filmes esméticos livremente suspensos, experimentos mostram que coléides moles
e duros modificam a estrutura das camadas esméticas em torno deles [104-106]. Em
particular, foi observado a formagao de um menisco em volta de colbides adsorvidos, e
uma interagao atrativa devido a sobreposi¢ao dos meniscos [104]. Tal interagao efetiva tem
sido associada com ondulagoes nas camadas esméticas. Mais ainda, a adi¢ao de particulas
hospedes afetam outras propriedades fisicas dos filmes esméticos, tal como a temperatura
de transigao [107]. Em esméticos ferroelétricos, a interagao entre inclusoes é influenciada
pelo rearranjo de defeitos topolégicos e pelo ancoramento na superficie da inclusao [108].
Estudos tedricos mostram que deformacoes pontuais das camadas esméticas promovem
uma interagao entre coldides no interior da amostra [109], bem como em membranas e
em filmes finos depositados em um substrato solido [110,111|. No dltimo caso, a forga

predita decai exponencialmente com a separacao entre os coldides.

6.2 Energia Livre

Um cristal liquido esmético pode ser visto como um empilhamento de superficies
equidistantes bidimensionais, z = a,n; n é um inteiro, dando a n—ésima camada, e a,
é separacao entre cada duas delas. Quando as superficies sofrem deformagoes, podemos
definir a fungao u(x) (x=(x,y,z)), que descreve essas deformagoes a partir da dire¢ao .
Assim, temos que as superficies sdo escritas com as constante ¢(x) = z — u(x) = a,n. O

vetor normal as camadas ¢ definido por n = V¢/ |Vg|.
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Como estamos falando de superficies que podem sofrer deformagoes elasticas, podemos
pensar em termos geométricos. Assim como uma membrana, teremos os termos contendo
a curvatura média H e gaussiana K de cada camada, isto é, a energia de curvatura e a
energia de curvatura gaussiana. Conforme demonstrado em [112], podemos escrever estas

quantidades em termos de n, isto é,

R
H = év : n|¢($’yvz):0 (61>

1 . R R .
K =9 [0(98) = (0 V)8 ooy (62)

Por outro lado, as camadas esméticas possuem um espacamento preferencial a,.
Entao, existe uma energia associada com a mudanca deste espacamento. Enquanto as
duas curvaturas sao naturais do ponto de vista geométrico, uma expressao para o termo
associado a compressao/dilatagdo ndo ¢ bem definido [113]. Retornando a familia de
camadas igualmente espacadas (u(x,) = 0), temos na, = ¢ (X, + a,nn). Diferenciando

essa expressao com respeito a n, encontramos
n.Vo (x, + ann) = 1, (6.3)

o que implica que |V¢| = 1. Assim, o termo devido a deformagao por compressao/dilatagao,
quando expresso em termos de ¢, deve desaparecer quando essa condicao ocorre. Podemos

definir esse termo, o qual chamamos de u,,, por [113]
U =1— |Vl =1-0.Ve (6.4)

ou, alternativamente, como
1
51— (Vo). (6.5)

Uzz =

Ambas definigoes desaparecem quando |V¢| = 1. Em termos de u, u,, ~ d,u + O(u?)
e Uy, ~ O,u+ O(u2) sao idénticos até a ordem linear em u e diferem somente em seus

termos nao-lineares. Assim, quando consideramos a energia de compressao quadratica:

B

F.= Bl /d%uzz (6.6)
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o termo harmoénico é independente da escolha especifica de u,,. O termo linear sempre
serd, O,u. A constante B é uma constante associada aos modos de compressao das
camadas.

No nosso trabalho, consideramos a aproximagao harmonica, uma vez que estamos
considerando nanoparticulas coloidais, ou seja, consideramos deformacgoes pontuais. Para
particulas maiores, devemos considerar a teoria nao-linear, mas neste caso devemos
resolver equacoes diferenciais nao-lineares. Solugoes analiticas sao conhecidas apenas
quando o filme esmético ¢ distorcido pela presenga de um defeito topologico chamado
desclinagao [114, 115]. Entao, consideramos a energia livre descrevendo distorgoes
elasticas em um cristal liquido esmético como

F,. = %/d?’aj [B (D) + K (Viu)ﬂ ) (6.7)

onde o primeiro termo corresponde a forma linearizada do termo (6.6), V, = 20, +
90, ¢ o gradiente no plano perpendicular a Z, o segundo termo nesta energia livre ¢ a
forma linearizada da curvatura média [116]. A energia de deformagao gaussiana pode ser
desprezada, pois sera de altas ordens em w.

O acoplamento entre o filme e o gis ambiente é representado pela tensao superficial,

que reduz as flutuagoes proximas da superficie do filme. Assim, temos

Fo= 3 [ @[V uon, 00 + Voaon, ) (6.8)
onde v ¢ a tensao superficial na superficie do filme. Uma tensao superficial caracteristica
pode ser definida em termos das constantes elasticas da fase esmética, 7., a qual delimita
dois regimes de tensao superficial: v > 7. e 7 < 7.

Para investigar os efeitos associados com a adsorcao de particulas coloidais no filme
esmético livremente suspenso, um termo adicional deve ser incluido na energia livre para
representar o custo energético associado com deformacoes na ordem esmética devido a

coloides adsorvidos na superficie do filme. Este termo ¢ dado por

Fy= —/def(a:L)u(xl,l), (6.9)
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onde f é a carga que representa o estresse normal na superficie do filme devido a
adsorcao coloidal. Em particular, assumimos f apresentando um raio de acao de poucos
nanometros, com uma magnitude suficiente para ondular a camada superficial [110].

Entao, a energia livre total fica

F=F,+F,+Fy. (6.10)

6.3 O problema

O campo de pressao adicional na superficie do filme, devido a adsorgao coloidal,
perturba a ordem esmética. O deslocamento das camadas que minimiza a energia eléstica

livre é obtida a partir da equacao de Euler-Lagrange, isto ¢,

Pu

2
a qual deve satisfazer as seguintes condigoes de contorno:
0
vAu(z =1) — B (—“) = —f(z.) (6.12)
0z ).,
e
ou
vAu(z =0)+ B[ — = 0. (6.13)
0z ) _,

Realizando uma integracao parcial e assumindo que as deformacoes das camadas sao

nulas nos suportes dos filmes, a energia livre total (6.10) pode ser escrita como [110]

IR
Fe—g / 2 (e u(z, D). (6.14)

onde L é o tamanho transversal do filme e a, é o comprimento de corte, da ordem
do didmetro molecular. A energia elastica livre depende da deformacao induzida pelas
particulas coloidais na superficie do filme, o que é representado por f. De fato, o
deslocamento das camadas, u(x), ¢ distorcido por essas particulas em z = [. Usando o
formalismo das fungoes de Green, podemos definir o deslocamento das camadas esméticas

como

u(u,z):/ &z [f(7)C(zs —71],2)]. (6.15)

Qo
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E facil mostrar que a funcdo de Green no espaco de Fourier é dada por

Gy(2)

1 { cosh(g?.2) + asinh(g*\.2) (6.16)

" 7 | 2acosh(gAd) + (1 + a2)sinh(¢2\.2) | |
onde a = (v/7:); A\e = \/K/B tem a dimensdo de comprimento, e fornece a escala de
comprimento das deformacoes no interior do filme. A transformada inversa de Fourier

resulta em

G(r2) = [ 1Gy(2) a0, (6.17)

Nessa expressao, R = |z; —z,| e J,(¢R) ¢ a fungdo de Bessel de ordem zero. A energia

livre total pode ser expressa como F' = % (U1 + Uss] + Uy 2, onde
Uy = — / Pad fi(w ) f3(2.)C (ler — 1)) (6.18)

Ui ¢ a autoenergia associada com o i-ésimo coldide adsorvido(i = 1,2), enquanto U 2
representa a interagao entre os coldides adsorvidos mediada por deformacoes elasticas.
Essa interagao depende da espessura do filme e da distancia entre as particulas. A carga
do coloide foi escrita como f(z 1) = fi(x1 )+ fo(x1), com f; apresentando um pequeno raio
de agao. Ele pode ser representado como f;(z,) = p; (Jx1 — Z'|), onde p; ¢ ndo-nulo para
distancias menores que o comprimento de corte a; da ordem de poucos nanometros, e '
é a posicao do i-ésimo coldide. Pelo fato de a fungao de Green nao mudar significamente
em distancias menores que a;, podemos escrever a energia de interacao como U; o =
—P PG (R,z=1), onde P, = foai pi2mwrdr representa a carga efetiva do i-ésimo coloide
adsorvido na superficie do filme. O problema de se calcular a interacao mediada pela
elasticidade é reduzido ao problema de se encontrar a fungao de Green no espaco real. Tal
formalismo foi usado anteriormente para investigar particulas coloidais adsorvidas em um
filme esmético depositado em um substrato sélido, o que faz desaparecer o deslocamento
da camada esmética em z = 0, isto é, u(z = 0) = 0. Neste caso, a fungdo de Green 1é-se
como
sinh(g*\.2)

G5 (2) = 6.19
0 (2 % [y cosh(g2Acl) 4 v sinh(g2Acl)]’ (6.19)

a qual leva a uma forca que decai exponencialmente com a distancia entre os coldides.

Contudo, podemos notar que a presenca do substrato sélido faz a funcao de Green ser
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regular no regime de pequenos vetores de onda. E esse comportamento regular para
pequeno g que é responsavel por esse decaimento exponencial da energia de interacao
a distancias grandes entre as particulas. Para filmes esméticos livremente suspensos,
a situcao é diferente. A funcao de Green é singular para pequenos vetores de onda,
divergindo conforme 1/¢*. Tal singularidade tera um impacto forte na intera¢ao, conforme
descreveremos a seguir.

No que segue, adotamos valores experimentais tipicos: x = 107N, B = 2,5 x
10N/m?, v, = VKB = 5 x 1073 N/m. Consideramos particulas coloidais idénticas (P, =
P, = P), com uma carga efetiva P = bk, a, = 4 angstrons, espacamento entre as
camadas d = 30 angstrons, e o diametro tipico do filme dado por L = 4mm. Na figura
6.1, esbocamos a energia de interacao elastica efetiva em funcao da distancia entre as

duas particulas, para a expessura do filme e tensao superficial fixadas. Mostramos ambos

.1 : | : | I |
00~ Satr i o I
ol fr i
;‘:_. -1 - S
= G =
F"‘u _(}2 ?/ L_. —
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Figura 6.1 Potencial de interacao elastica versus R/v/AJd. Ambos os caso sdo mostrados:
filme ancorado por um substrato solido (linha tracejada, Us) e um filme livremente suspenso
(linha solida, Uy). Os parametros fisicos foram: v = 25 x 1073N/m e [ = 300nm. O decaimento
exponencial rdpido de U contrasta com a convergéncia logaritimica lenta de Uy que é tipicamente

da ordem de 10kpT & temperatura ambiente

0s casos, isto é, para o filme depositado em um substrato solido e para o filme livremente
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suspenso. A distancia entre as particulas escala-se por uma tipica distancia dada por
V. A interacdo é principalmente atrativa em ambos os casos, exceto para um caracter
oscilatorio de Uy a grandes distancias, o que nédo ¢ visivel na escala mostrada em [110].
Note que o decaimento exponencial da interacao no filme com susbtrato contrasta com
o decaimento bem lento da interacao em filmes livremente suspensos. A forca efetiva
entre as particulas é mostrada na figura (6.2), para os mesmo conjunto de parametros

dados acima. Para pequenas distancias entre as particulas, a forca de interacao possui

|[F1 (pN)

iy 1 1
112
R/( lce’ )

Figura 6.2 A amplitude da forca eldstica em funcdo de R/v/A.. A forga no filme ancorado
pelo substrato solido (Fs-diamantes) muda do regime 1/R em pequenas distancias, para o
decaimento exponencial em distancias grandes. A for¢a no filme livremente suspenso (Fy)
mantém o decaimento lento 1/R em grandes distancias. A linha sélida representa a forma

assintotica analitica Fy = PP/ (47yR).

um decaimento similar a 1/R para ambos os regimes de tensao superficial. Para o filme
depositado no substrato, a interacao muda para uma forca decaindo exponencialmente
no regime de grandes distancias entre as particulas. Essa mudanca de regime ocorre para
grandes valores da forca e para filmes mais finos, e com tensao superficial fraca. Por
outro lado, o decaimento lento 1/R persiste em filmes livremente suspensos. De fato,

a forma assintotica da forca pode ser computada analiticamente, notando-se que o seu
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comportamento a longas distancias é determinado pela forma singular da funcao de Green
para pequenos vetores de onda. Um célculo direto resulta em |F| = PP,/ (47yR). Esse
comportamento assintético € mostrado na figura (6.2) como uma linha sélida. Analisamos,
também, a dependéncia do potencial de interacao efetiva com a expessura do filme. Os
principais resultados estdo mostrados na figura (6.3). Ele converge lentamente para um
valor constante que é proporcional a 1/(y + 7.). O potencial ndo depende da espessura
do filme quando v = 7., e exibe tendéncias opostas para a tensao superficial grande

ou pequena. Finalmente, reportamos a dependéncia do potencial de interacao com a
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Figura 6.3 Potencial de interagao elastica em filmes esméticos livremente suspensos em fungao
da expessura normalizada do filme para trés tensoes superficiais representativas e R = 5a,. Os
pardmetros fisicos sdo os mesmos usados nas figuras anteriores. Ele converge lentamente para
um valor constante proporcional a 1/ (v + 7.), com tendéncias de convergéncias distintas para

grande e pequenas tensoes superficiais.

tensao superficial. A figura (6.4) mostra o decaimento tipico 1/v para grandes tensoes
superficiais, o que vale para diferentes distancias entre as particulas e expessuras do
filme. Em particular, uma lei 1/ acontece para distancias grandes entre as particulas,

independente do regime da tensao superficial.
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Figura 6.4 Potencial de interagao elastica em filmes esméticos livremente suspensos em fungao
da tensao superficial para duas distancias representativas entre as particulas e em funcao da

espessura do filme. Os parametros fisicos sao os mesmos usados nas figuras anteriores.

6.4 Conclusao

Neste capitulo, determinamos a interagao mediada por deformacoes elasticas entre
nanoparticulas coloidais adsorvidas na superficie de um cristal liquido esmético. Demos-
tramos que essa interagao tem uma caracteristica de longo-alcance, com a forca decaindo
assintoticamente e lentamente com 1/R. Tal caracteristica contrasta com aquela da
for¢a caindo exponencialmente quando o filme esta depositado em substrato solido. Este
cenario em oposicao mostra-se relacionado ao papel desempenhado pelas deformacoes
elasticas de grandes comprimentos de onda em filmes sujeitos a diferentes condic¢oes
de tensao superficial. Um substrato solido regulariza a funcao de Green caracteristica
neste regime, levando a uma energia de interagao de curto alcance. Por outro lado,
a tensao superficial age em ambas superficies do filme esmético livremente suspenso,
o que leva a uma contribuicao singular de modos elésticos de grande comprimento
de onda. Eles sao responsaveis pela natureza de longo-alcance da interagao efetiva

entre as nanoparticulas. Essa interacao é tem um alcanse maior do que a forca de
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Coulomb entre duas nanoparticulas coloidais carregadas. Entao, ela seréd a forca de longo-
alcance predominante, e terd um papel muito importante na formacgao de estruturas
auto-organizadas na superficie do filme esmético. As forcas reportadas aqui podem,
em principio, ser medidas diretamente usando pingas Oticas [95,117], ou com técnicas
magneto-oticas [94,118]. Seria interessante realizar tais medidas no sentido de sondar-se

a caracteristica de longo-alcance dessa interagao elastica.






Consideracoes finais

Nessa tese, apresentamos trés trabalhos distintos envolvendo sistemas bidimensionais:
dindmica quantica de uma particula neutra no cone, flutuagoes de membranas(superficies
bidimensionais) em um espago tridimensional curvo, e interagdo entre nanocoloides
depositados na superficie de um filme de cristal liquido esmético.

No capitulo 3, estudamos a dinamica quantica de uma particula neutra na presenca
de um espaco conico. Vimos que a topologia do cone tem forte influéncia na existéncia de
estados ligados. Mais do que isso, mostramos qual o verdadeiro papel desempenhado pelas
extensoes auto-adjuntas, que é fornecer uma ferramenta sélida para se estudar sistemas
quanticos na presenca de singularidades. Isso ¢ muito importante, pois podemos elucidar
alguns trabalhos na literatura. Como dissemos no capitulo 2, vérios trabalhos sobre
extensao auto-adjunta deixam em aberto o papel do(s) parametro(s) de extensdao. Em
outros, porém, nao foi levado em conta a possibilidade da existéncia dos estados ligados
apresentados no capitulo 3. Um exemplo ¢é a referéncia [119], onde os autores calculam
o calor especifico para um sistema quantico de particulas na presenca de um espaco
conico. Eles consideraram somente a condi¢ao de contorno regular, e se considerarmos
as condicoes de contormo divergentes na origem, podemos revisitar este trabalho e
olhar o que podemos adicionar de interessante ao problema. Outro trabalho no qual
podemos jogar uma luz é discutido em [120]. No limite continuo, um sistema quantico de
particulas em grafeno é descrito pela equacao de Dirac sem massa, com a velocidade da
luz substituida pela velocidade de Fermi. Assim, os autores de [120] levantam a questao
de se entender o papel das extensoes auto-adjuntas nestes sistemas. Conforme podemos
notar em nosso trabalho, a extensao auto-adjunta seria 1til para se estudar particulas no

grafeno com defeitos topoldgicos.
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No capitulo 5, discutimos como podemos sondar um espago curvo tridimensional.
Isso é possivel gracas a existéncia de polimeros do tipo NIPA, os quais reagem com a
agua em funcao da temperatura. O ingrediente chave é a expansao e contracao dessas
moléculas, e por meio de um gradiente de temperatura, podemos ter uma particula
coloidal sentindo os efeitos devido a um espaco curvo tridimensional no laboratorio.
Seria interessante, por exemplo, simular a parte espacial da métrica de Schwarchild em
laboratoério, e realizar experimentos que sao complicados de se fazer em cosmologia.
Um exemplo interessante do ganho dessa analogia entre matéria condensada mole e
cosmologia foi apontada na introdugao dessa tese, entre constante cosmoldgica e tensao
superficial [49,50], e também entre cristais liquidos nematicos com defeitos topologicos e
cordas cosmicas [42,61|. Trabalhos futuros poderiam tentar explorar analogias a partir
do nosso trabalho apresentado no capitulo 5. Outro ponto interessante a se explorar seria
aquele apontado em [113]. No espago euclidiano, os autores discutem que nao é possivel

encontrar superficies com K # 0, que sejam, ao mesmo tempo, minimais (H = 0) e

du

52 = 0), pois sempre teremos K = 0. Mas se o cristal liquido

igualmente espagadas (
esmético for imerso em um espago curvo, poderiamos verificar se encontramos superficies

minimais, igualmente espacadas, e com K # 0.

Ja no capitulo 6, estudamos a interagao entre particulas coloidais adsorvidas em filmes
esméticos. Vimos que, quando tais filmes sao livremente suspensos, a interacao entre
as nanoparticulas tem um carater de longo-alcance, o que é muito importante para a
formagao de estruturas auto-organizadas em matéria condensada mole. Como pontos
a explorar, poderfamos estudar aspectos hidrodinamicos e, talvez, estudar a interacao
entre colbides adsorvidos em membranas feitas de, ou dopadas com, NIPA, na presenca
de um gradiente de temperatura. Poderfamos tentar explorar analogias com a gravitacao,
bem como investigar se isso contribui para interagoes de longo-alcance entre as particulas

adsorvidas.

Sumarizando, estudamos problemas onde a geometria, a topologia e a elasticidade
possuem papel fundamental. No primeiro, tanto a geometria quanto topologia sao

importantes para a existéncia de estados ligados. No segundo, os trés ingredientes se
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fazem presente. Por tltimo, temos apenas a elasticidade, junto com o fato de que o filme

esmético é livremente suspenso, levando a resultados interessantes.
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