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Resumo da Dissertagao apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

PROBLEMA DO SUBGRUPO OCULTO EM GRUPOS
NILPOTENTES

Tharso Dominisini Fernandes

Abril | 2008

Orientador: Renato Portugal, D.Sc

Computadores quanticos prometem resolver certos problemas assintotica-
mente mais rapido do que os computadores classicos. Algoritmos quanticos, como
o algoritmo de Shor, podem ser considerados casos particulares do chamado Pro-
blema do Subgrupo Oculto(PSO). O PSO consiste em encontrar um subgrupo H
de um grupo G por meio de avaliacoes de uma funcao f que é constante em classes
laterais de H e distinta em classes laterais diferentes. O PSO em grupos abelianos
é resolvido eficientemente em um computador quantico, mas sera que os compu-
tadores quanticos podem resolver o PSO em grupos nao abelianos? Esta questao
tem sido discutida regularmente pela comunidade cientifica devido a importantes
aplicagoes, como é o caso do problema de isomorfismo de grafos e do problema do
menor vetor em um reticulado.

Nesta dissertacao é feita uma revisao do trabalho de Ivanyos et al. (2007a), o qual
apresenta uma solucao para o PSO em grupos nilpotentes de classe 2. Com esta
finalidade, é elaborada uma breve revisao sobre a Computagao Quantica; sao mos-
tradas algumas caracteristicas dos grupos nilpotentes e dos grupos soliveis, dando
uma atencao especial aos grupos nilpotentes de classe 2; é exposto o método pa-
drao de solucao do PSO em grupos abelianos; também sao exibidas as principais
caracteristicas de seqiiéncias policiclicas e redugoes importantes do PSO em classes

de grupos nilpotentes usando as propriedades de seqiiéncias policiclicas; e por fim
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é apresentado um algoritmo quantico eficiente para resolucao do PSO em grupos

nilpotentes de classe 2.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

HIDDEN SUBGROUP PROBLEM IN NILPOTENT GROUPS

Tharso Dominisini Fernandes

April, 2008

Advisor: Renato Portugal, D.Sc

Quantum computers may solve certain problems asymptotically faster than
the classical computers. Quantum algorithms, such as Shor’s algorithm, may be
considered as a particular case of the Hidden Subgroup Problem (HSP). The HSP
consists in finding a subgroup H of a group G by evaluating a function f, which is
constant in cosets of H and distinct for each coset. The HSP for Abelian groups is
efficiently solved in a quantum computer, but is quantum computers can solve the
HSP in non-Abelian groups efficiently? This question has been regularly discussed
by the scientific community due to the importance of some applications, such as
the graph isomorphism problem and the short vector in a lattice.

In this dissertation we review the Ivanyos et al. (2007a) that address HSP in
nilpotent groups of class 2. We make a brief review on Quantum Computing; we
address some characteristics of nilpotent groups and solvable groups, with special
attention to nilpotent groups of class 2; we discuss the standard method of solution
of the HSP in Abelian groups; we present the main characteristics of the polycyclic
sequences and important reductions of the HSP in classes of nilpotent groups using
the properties of polycyclic sequences. Finally, we present an efficient algorithm

to solve the HSP in nilpotent groups of class 2.
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Capitulo 1

Introducao

A Computacao Quantica, que nos ultimos anos tem sido vista como uma
area de pesquisa em grande crescimento, faz uso das propriedades da Mecanica
Quantica na Teoria da Computacao, permitindo o desenvolvimento de algoritmos
exponencialmente mais rapidos do que os correspondentes classicos existentes.

A Computagao Quéantica tem inicio na década de 80. Feynman (1982) mostra que
a Mecanica Quantica pode ser usada para computar informagoes. Poucos anos
depois, Deutsch (1985) mostra que a Computacao Classica pode ser vista como
um caso particular da Computacao Quantica em termos de computabilidade. E
assim comecam a surgir os primeiros algoritmos quanticos.

Deutsch e Jozsa (1992) apresentam um algoritmo quantico para determinar se uma
dada fungao é balanceada ou nao, enquanto Simon (1997) propde um algoritmo
quantico para determinar o periodo de uma funcao periédica. Mas a comunidade
cientifica s6 passou a dar importancia & Computagao Quantica quando Shor (1994)
apresentou um algoritmo quantico para fatoragao de ntimeros inteiros, algoritmo
esse que obteve ganho exponencial em relagao a seus equivalentes classicos. Jozsa
(1997) apontou que esses algoritmos eram casos particulares de um problema maior,
o Problema do Subgrupo Oculto (PSO)! . H4 outros algoritmos quéanticos que nao

sao casos particulares do PSO, mas sao importantes para a Computagao Quantica,

1O PSO consiste em encontrar um subgrupo H de um grupo G por meio de avaliacdes de
uma funcao f que é constante em classes laterais de H e distinta para classes laterais diferentes.
No capitulo 4 é feita a defini¢ao formal do problema.



como o algoritmo de Grover (1996).

Vale ressaltar que as aplicagoes do PSO nao se restringem as citadas acima, dentre
outras aplicagoes pode-se destacar:(1) uma solugao eficiente para o PSO no grupo
simétrico implica em uma solucao eficiente para o problema do isomorfismo de
grafos, implicagao que pode ser vista com detalhes em Dalcumune (2008); (2) uma
solucao eficiente para o PSO no grupo diedral implica em uma solugao eficiente
para o Problema do Menor Vetor em um Reticulado (Khot, 2005).

Um grande esfor¢o tem sido feito com objetivo de resolver o PSO devido a sua
grande importancia. Encontrar uma solugao para o PSO no caso geral é uma ta-
refa que ainda nao teve éxito, uma alternativa que tem sido usada é buscar solugoes
em classes de grupos especificas. No caso de grupos abelianos o problema ja esta
completamente resolvido (Mosca e Ekert, 1999).

A Transformada de Fourier Quantica desempenha um papel fundamental na so-
lugao do PSO em grupos abelianos, ja em grupos nao abelianos hé duas técnicas
que em geral sao usadas: a primeira extende a solugao do PSO abeliano a classes
de grupos nao abelianos usando a Transformada de Fourier Quantica nao abeliana
(Hales e Hallgren, 2000; Puschel et al., 1999; Moore et al., 2004; Grigni et al., 2001);
a outra técnica reduz o PSO, mesmo que em grupos nao abeliano, a instancias de
grupos abelianos para revolver o PSO (Ivanyos et al., 2007b, 2003; Friedl et al.,
2003).

Nesta dissertagao é feita uma revisao do trabalho de Ivanyos et al. (2007a), no qual
¢ apresentado uma solucao eficiente para PSO em grupos nilpotentes de classe 2.
A solucao proposta por Ivanyos et al. (2007a) faz uso da estrutura dos grupos nil-
potentes de classe 2 para reduzir o PSO nesta classe de grupos ao PSO abeliano,
generalizando o método usado em Ivanyos et al. (2007b) para resolugao do PSO
em grupos extra-especiais. Embora Ivanyos et al. (2007a) nao solucionem o PSO
em grupos nilpotentes gerais, eles fazem uma reducao relevante, a qual suposta-
mente contribuira para futuros trabalhos que objetivam resolver o PSO em grupos

nilpotentes.



No capitulo 2 é exposta uma revisao sobre a Computacao Quantica, destacando-se
o contexto historico, a Mecanica Quantica e a estrutura dos algoritmos quanticos.
No capitulo 3, algumas propriedades dos grupos nilpotentes sao expostas, dando
uma atencao especial aos grupos nilpotentes de classe 2. No capitulo 4 é apresen-
tado o método de solucao padrao do PSO em grupos abelianos, com a omissao
de alguns detalhes. No capitulo 5 é visto como o PSO é resolvido em grupos nil-
potentes de classe 2, e para esse fim sao apresentadas algumas propriedades das
seqiiéncias policiclicas, além de redugoes do PSO em grupos nilpotentes gerais, as
quais sao fundamentais nao s6 para o PSO em grupos nilpotentes de classe 2, mas
também para futuras investidas em busca de solu¢oes para o PSO em toda classe

de grupos nilpotentes.

1.1 Notacao

A notacao utilizada neste trabalho é a mesma da Mecanica Quantica, a
notacao de Dirac. Essa notacao facilita a manipulagao algébrica no uso das pro-
priedades matematicas dos Sistemas Quanticos.

Um vetor em um espago Hilbert H é denotado por [¢) e chamado de ket. O seu
dual é representado por (1|

O produto interno de dois vetores [1)) , |¢) é dado por (¢ |¢), que é escrito de forma
simplicada como (1 |¢).

Um produto que serd utilizado nesta dissertacao é o produto tensorial ou produto
de Kronecker (Loan, 1992).

A defini¢ao de produto Kronecker em matrizes é suficiente para este trabalho, em-
bora haja defini¢oes de produto tensorial muito mais gerais do que sera apresentada

aqui.



O produto tensorial entre duas matrizes A,,x, € Bpxg,

11 A2 -+ Aip

Q21 Q22 -+ Aoy
A=

m1 Am2 - Amp

¢é a matriz definida por

anB

a1 B
Ao B — 21

CLmlB

alzB
CLQQB

amgB

bll b12

alnB
agnB

An B

denotada por (A ® B)mpxng- Um caso particular do produto tensorial é o produto

tensorial entre dois vetores que pode ser escrito de forma simplificada por [¢) |®).

Sejam |p1) , |12) vetores de dimensao m, |v1),|va) vetores de dimensao n e z um

escalar. O produto tensorial satisfaz as seguintes propriedades:

(1) O vetor |p1) ® |v1) é um vetor de dimensao mn.

(2) 2(lm) @ ) = (z]m) © [11) = ) @ (2 [11))-

(3) (1) + [p2)) @ 1) = |pa) @ |w1) + |a2) © 1)

(4) 1) @ ([1) + [12)) = |pa) ® [11) + |pa) @ |w2).

Os itens (2), (3) e (4) levam a concluir que o produto tensorial é bilinear.

A base computacional é formada por vetores ortonormais do espago de Hilbert C",

descrita a seguir:

= .=

oy n=1) =




H&a uma maneira de representar operadores lineares com uso do produto interno.
Representagao essa conhecida como produto externo, sejam |u) um vetor de uma
espago vetorial M e |v) um vetor de um espago vetorial N, o operador linear

ln) (v| : N — M cuja acado é dada por:

() WD) = ) v |v) = (o) )

é o produto externo de |u) e |v). Ele apresenta a seguinte propriedade



Capitulo 2
Computacao Quantica

Com a criacao dos primeiros algoritmos quanticos na década de 80, os quais
obtiveram um ganho exponencial em relagao aos algoritmos classicos existentes,
foi criada uma grande expectativa em relagao a potencialidade da Computacao
Quantica. Nos dias atuais, a Computacao Quantica é uma area de pesquisa muito
explorada, tanto em relacao a criagao de dispositivos quanticos quanto em relagao
a criagao de algoritmos quanticos. Neste capitulo é apresentado um histérico da
Computacao Quantica, os postulados da Mecanica Quantica e a composicao dos
algoritmos quanticos. Uma boa revisao sobre o assunto pode ser encontrada em

Marquezino (2006).

2.1 Histérico da Computacgao Quantica

Para se falar da histéria da Computacao Quantica, é necessario mencionar
dois triunfos intelectuais do século XX: a Mecanica Quantica e o desenvolvimento
da Teoria da Ciéncia da Computacao.

A Mecanica Quantica surge na virada do século XX, momento em que comeca a
surgir uma série de problemas com a fisica classica. Os sistemas fisicos previam
absurdos como catdstrofe ultravioleta e energias infinitas. A principio, esses proble-
mas foram resolvidos com a inclusao de hipdteses adicionais a fisica atual da época,
mas a crise tornou-se mais agravante, pois as tentativas de explicacao tornavam-se

cada vez mais insustentaveis. Foi entao que no inicio da década de 20 criou-se a



teoria da Mecanica Quantica, teoria esta que contribuiu para a explicagao de varios
fenomenos fisicos e foi consolidando-se com passar do tempo.

Contudo, o que vem a ser Mecanica Quantica? Mecanica Quantica nada mais é do
que uma estrutura matematica ou conjunto de regras para a construcao de teorias
fisicas (Nielsen e Chuang, 2003).

A outra grande conquista intelectual do século XX foi o desenvolvimento da Te-
oria da Computacao. Alan Turing (1936) desenvolveu em detalhes uma méaquina
capaz de executar algoritmos, a famosa Maquina de Turing, que é uma maquina
tedrica composta de um programa; uma unidade de controle de estados finitos,
constituido de um conjunto finito de estados internos; uma fita, desempenhando o
papel de meméria do computador; e uma cabega de leitura e gravagao (Nielsen e
Chuang, 2003). Turing mostrou que existe uma Maquina de Turing Universal, de
forma que ela pode ser usada para simular qualquer outra Maquina de Turing. E
foi ainda mais além ao argumentar que existe uma Méaquina de Turing Universal
a qual representa toda tarefa realizada por meio de algoritmos, ou seja, todo pro-
cesso algoritmico que possa ser realizado na natureza pode ser descrito por uma
Maquina de Turing. Tal afirmativa ficou conhecida como tese de Church-Turing.
A criacao dos transistores, em 1948, foi um grande progresso no desenvolvimento
dos computadores. A evolugao tecnoldgica nessa area foi muito rapida, os transis-
tores tornavam-se cada vez mais rapidos e menores (Tanenbaum, 2001).

Gordon Moore (1965) fez uma predi¢ao na qual afirmava que o nimero de tran-
sistores por unidade de area e, conseqiientemente, o poder de processamento dos
computadores dobrariam a cada 18 meses. Predicacao essa que ficou conhecida
como a famosa lei de Moore. Essa lei conseguiu prever, de forma razoavel, a evo-
lucao dos computadores até os dias atuais. Mas ha um limite para a lei de Moore,
visto que com a miniaturizacao dos componentes do computador, os efeitos quan-
ticos comecam a surgir e as leis da fisica classica passam a nao valer mais. A partir
da ordem de 25 nanometros, os efeitos quanticos comecam a interferir no proces-

samento de informagoes (Ellenbogen, 1998). Uma alternativa para esse problema



seria passar a usar os efeitos quanticos como aliados, com o propdsito de aumentar
a eficiéncia de computacao.

A partir da década de 80 comecam a aparecer os primeiros trabalhos importan-
tes para o desenvolvimento da Computacao Quantica. Feynman (1982) mostrou
que a Mecanica Quantica pode ser usada para a computacao. Um pouco depois,
Deutsch publicou um artigo, no qual provava que toda Computacao Classica po-
deria ser computada pela Computacao Quantica, o que levou a se imaginar que
a Computacao Quantica teria poderes maiores que a Computacao Cléssica. Apds
essa publicagao comegou-se a criar aplicagoes para a maquina quantica proposta
por Feynman.

Shor (1994) propde um algoritmo quantico para a solu¢ao de importante problema
da Teoria dos Numeros, o problema de fatoracao. Ele mostrou que usando a Com-
putacao Quantica o problema seria resolvido em tempo polinomial nos dados de
entrada, enquanto que os métodos atuais de Computacao Classica sé o resolvem em
um tempo de computagao exponencial. Com esse avanco, a Computacao Quantica
passa de um mero interesse académico a um interesse mundial. No ano seguinte,
Kitaev (1995) desenvolve um algoritmo quantico para calcular a ordem dos ele-
mentos de um grupo.

Simon (1997) desenvolveu o primeiro algoritmo para resolugao do Problema do
Subgrupo Oculto em grupos da forma Z5. Posteriormente, varios trabalhos foram
feitos, buscando uma solucao para esse problema, como o trabalho de Hallgren
et al. (2000), o qual apresenta uma solu¢do para o problema com a hipétese de
que o grupo oculto é normal. Ja os trabalhos de Mosca (1999), Watrous (2001),
Nielsen e Chuang (2003), e de Ivanyos et al. (2003) analisam problemas como de-

composicao de grupos Abelianos e cédlculo de ordem de grupos soltveis.



2.2 Mecanica Quantica

Nesta secao sao descritos os quatro postulados da Mecanica Quantica, pos-
tulados que, foram introduzidos ap6s um longo processo de tentativa e erro, como
é comum na criacao de novas teorias. O primeiro postulado faz a descricao ma-
tematica de um sistema quantico isolado, o segundo descreve como o0s sistemas
quanticos evoluem, ja o terceiro descreve a forma como pode-se extrair informa-
¢oes de um sistema quantico através do processo de medicao, e o quarto descreve
a forma como sistemas quanticos diferentes podem ser combinados.

Um sistema quantico isolado é associado a um espaco linear complexo C" com

produto interno, num espaco de Hilbert, que é chamado de espaco de estados.

Postulado 2.2.1 A qualquer sistema fisico isolado existe associado um espaco
vetorial de Hilbert complexo, conhecido como espaco de estado do sistema. O
sistema é completamente descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitario no

espaco de estados.

Por analogia a um sistema fisico classico de dois niveis capaz de representar um bit,
pode-se pensar em um sistema fisico quantico de dois niveis capaz de representar
um bit quantico, o que se define por ¢-bit (quantum bit). Um bit classico assume o
valor “0” ou “1”, ja o g-bit pode assumir os valores “0”, “1” ou qualquer superposicao

deles, o que é visto como combinagao linear.
Definicao 2.2.1 Um ¢-bit é um vetor unitério de C?

Um ¢-bit [1) € C? pode ser visto como combinagao dos elementos da base compu-
tacional |¢) = a|0) 4+ b|1). Onde a,b € C sao chamados de amplitudes e obedecem
a equagao |a|* + |b]> = 1. Diz-se que |¢)) estd em superposicao de |0) e |1).

O préximo postulado diz como ocorre a evolugao temporal de um sistema. A evo-
lucao temporal nos sistemas quanticos é dada por uma transformacao no espaco
de Hilbert em questao. Como o vetor que representa o sistema deve ser sempre
um vetor unitario, a transformacao também deve ser sempre unitaria, ou seja, a

transformacao deve levar vetores unitarios a vetores unitarios.

9



Postulado 2.2.2 A evolucao de um sistema quantico fechado é descrita por uma
transformagao unitéria. Ou seja, o estado |1)) de um sistema em um tempo t; esta
relacionado ao estado [¢)') do sistema em ¢ por um operador unitario que depende

somente de t; e t:
") =Uly).

Exemplo 2.2.3 Um operador unitario muito usado € a porta de Hadamard, sendo

denotado por H.

A porta de Hadamard atua sobre os vetores da base computacional da seguinte

forma:
H|0) = 55[0) + 1) e H|1) = 5[0) — [1).

Ja foi visto em qual estrutura matematica estd o espaco de estados e também j4 foi
descrito como o estado evolui. A evolucao dos estados na Mecanica Quantica é um
processo deterministico, porém nao foi mostrado como extrair informacoes de um
sistema quantico, o que introduz um carater probabilistico a Mecanica Quantica.
No proximo postulado, o postulado da medida, é visto como extrair informagoes

de um sistema quantico.

Postulado 2.2.4 As medidas quanticas sao descritas por determinados operado-
res de medida M,,, os quais atuam sobre os estados do sistema. O indice m
refere-se aos possiveis resultados da medida, onde m € N. Se o estado quantico
for |¢), imediatamente antes da medida, a probabilidade de um resultado ocorrer

¢ dada por:

p(m) = (Y| M, My |1),
e o estado do sistema apds a medida sera:

Mm|9)

V@M, My )
10



Os operadores de medida satisfazem a relacao de completude:

> MM, =1.

Onde MT é a matriz transposta conjugada da matriz M.

A relagao de completude deve-se ao fato de que a soma das probabilidades deve

ser igual a 1, para todo estado [1)).

Exemplo 2.2.5 Um exemplo de medida ¢ a medida de um estado na base com-
putacional, que é um tipo de medida muito utilizada na Computacao Quantica.
Defini-se My := |0)(0|, M; = |1)(1], seja M = {My, M;} os operadores de me-
dida, observe que MZ = MyM, = (]0)(0])(]0)(0]) = |0){0] = My, 0 mesmo acon-
tecendo a M = Mj, também observe que Mg = M, e M = M. Com isso
MJMO + M{er = MyMy + MM, = I, portanto a relacao de completude é satis-
feita.

Dado um estado |¢)) = «|0) 4+ (|1), a probabilidade de se ter o resultado 0 é dada

por:

p(0) = (V| MIMo|w) = (V| Mo|vh) = |af?

A probabilidade de se ter o resultado 1 é dada por:

p(1) = (W|MIM[v) = (Y| My|y) = |B]?

O estado do sistema apds a medida sera:

M|0a‘|w> M) se o resultado da medida foi 0.

o]
Mfﬁlf’) = %, se o resultado da medida foi 1.

Exemplo 2.2.6 Pode-se generalizar esses operadores de medida para um espaco
de dimensao n. Com M; := |i)(i|, com i =0,1,...n—1 e o conjunto de operadores

de medida M = {M,}.
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1 sej=k=1

0 caso contrario

Pode-se ver que M;r = M; e que M? = M;, com isso a relacio de completude é

satisfeita.

oMM =Y MP=> M;=1

7

No estado |[¢)) = ap|0) + a3|1) + -+ + a,—1|n — 1). A probabilidade de se medir e

obter o resultado i é:

p(i) = (WIMIMi|) = |a|”

E o estado do sistema apods a medida sera:

Agora é mostrado como se constréi um estado composto por dois ou mais sistemas
distintos. Um estado composto por mais de um estado é formado pelo produto

tensorial de seus sistemas individuais, como serd visto a seguir.

Postulado 2.2.7 O espago de um sistema fisico composto é produto tensorial
dos espacos de estados dos sistemas fisicos individuais. Se os sistemas forem de

1 até n, e o sistema ¢ estiver no estado [¢;), o estado do sistema composto serd

V1) @ [1h2) @ -+ @ |¢1)
2.3 Algoritmos Quéanticos

Na Computacao Classica, a unidade basica para armazenar informagcao é o
bit, ja no contexto da Computacao Quantica a unidade basica para armazenar uma

informagao é o ¢-bit. Mas além de armazenar informacao também ha o interesse
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em manipular informacoes.
As operacoes mais basicas da Computacao Quantica sao as operacoes que atuam
sobre um ¢-bit, que sao representadas pelas matrizes unitarias 2 x 2. E as principais

operacoes légicas que atuam sobre um ¢-bit sao as apresentadas na tabela a seguir.
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Nome H Representacao H Matriz
. 10
Identidade I ( 01 >
Hadamard H H= L o
V21l —1
. 0 1
Pauli-X (NOT) X ou o, ox =X = < 10
. 0 —i
Pauli-Y Y ou oy oy =Y = ( i 0
. 1 0
Pauli-Z Z ou o, ( 0 —1 )
10
Fase S ( 0 )
1 0
m/8 T ( 0 e2mi/8 )

Tabela 2.1: Principais operagoes logicas sobre um ¢-bit
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As operacoes légicas bésicas, tanto em sistemas classicos quanto em sistemas
quanticos, sao chamadas de portas logicas.
Os sistemas de computacao classicos sao formados por circuitos, os quais sao feitos
de portas e fios. Os circuitos manipulam informagoes e podem ser vistos como uma
fungao f: {0,1}* — {0,1}' que tem como entrada informagoes codificadas em k
bits e como saida informagoes codificadas em [ bits.
Existe um conjunto elementar de portas légicas que sao universais para compu-
tagao classica, universais uma vez que todo circuito pode se decompor em uma
combinacao de portas elementares. Esse conjunto de portas elementares é formado
pelas portas E(AND), OU-EXCLUSIVO(XOR), NAO(NOT).
Semelhantemente a Computacao Classica, na Computacao Quantica tem-se os cir-
cuitos quanticos, os quais funcionam como operadores unitarios e sao compostos
por fios e portas quanticas. A figura 2.1 mostra um circuito quantico. No final
do circuito quantico é comum ser feita uma medida para extrair informagoes do

processamento.

¥) Uly)

Figura 2.1: Circuito quantico.

A Computagao Quantica também possui um conjunto elementar de portas
l6gicas universais, formado pelas portas Hadamard, de fase, 7/8, CNOT e Toffoli!
Nielsen e Chuang (2003) provam que todas transformagoes unitdrias podem
ser decompostas em termos dessas portas. Exemplificando, a seguir sera visto
o primeiro algoritmo quantico proposto por Deutsch (1985), apesar de nao ter
aplicagao pratica é usado para fins didaticos.
O algoritmo de Deutsch resolve o problema, dada a fungao f : {0,1} — {0, 1},

descobrir se a funcao f é balanceada, f(0) = f(1), ou se a fungao é constante, ou

1 As portas CNOT e Toffoli sdo transformacoes unitarias 2 e 3 q-bits respectivamente e podem
ser vistas em Nielsen e Chuang (2003)
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seja, f(0) # f(1).

Deutsch propos o algoritmo baseado no circuito da figura 2.2.

o &
ny —{a—L
l l } l l

|%0) 1) [2) lds) Jha)

Figura 2.2: Circuito quantico do algoritmo de Deutsch.

Passo a passo,

o) = 10)@ 1)
[¥h) = %[(I0>+|l>)®(l0>—|1>)]=%(|00>—I01>+|10>—I11>)
[¢2) = %(lof(()» —10(@£(0))) + [1/(1)) = 11 @ f(1))))

= %[I0>®(|f(0)>—|1®f(0)>)+|1>®(|f(1)>—|1@f(1)>)]
[¢3) = jE%If(O)EBJ"’(W®(|0>—|1>)

%
[Ya) = |f(0)@ f(1))

Onde @ representa a soma médulo 2 e |ij) = |i) 7).

Se |14) for igual a 0, significa que f(0) = f(1) e se |1y) for igual a 1, entdo
7(0) # (1),

Esse algoritmo ilustra a capacidade do paralelismo quantico, uma vez que a aplica-
cao do operador unitario Uy permite a avaliacao da funcao f em pontos distintos
simultaneamente 2 . Isso também pode ser visto de forma mais clara usando so-
mente o operador U;. Aplicando U; ao estado 1/v/2[(|0) + [1)) ® |0)], obtém-se:

Us(1/2(10) + 1)) ® [0)) = |0f(0)>:/%\1f(1)>

Observe que o estado final contém informagoes de f(0) e f(1) usando apenas uma

2 O operador unitdrio Uy ¢ definido |z,y) — |2,y ® f(z)). Pode se demonstrar facilmente que
Uy € um operador unitério.
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avaliacao de f.
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Capitulo 3

p-Grupos Nil-2 de Expoente p

Neste capitulo sao apresentadas algumas propriedades de p-grupos nil-2 de
expoente p que sao fundamentais no desenvolvimento do trabalho. Primeiramente é
feita uma breve introducao a teoria de grupos, em seguida sao vistas as principais
caracteristicas dos grupos soliveis e nilpotentes e posteriormente é apresentada
uma caracterizacao dos p-grupos nil-2 de expoente p. Maiores detalhes sobre
grupos soliveis e nilpotentes grupos podem ser encontrados em Spindler (1994).
Em especial na se¢ao 3.3 sao apresentadas algumas caracteristicas dos grupos nil-2

que nao sao comuns em literaturas.

3.1 Breve introducgao a Teoria de Grupos

Nesta secao serao vistas algumas defini¢oes e propriedades da teoria de grupos
que fundamentais para o desenvolvimento desta dissertacao.
Um conjunto G nao vazio com uma operac¢ao bindria * é um grupo se a operacgao
for associativa, ou seja, Vr,y,2 € G, (xxy) * 2 = x x (y * 2), se em G existe um
elemento neutro e, tal que Tz *xe = e*xx = x, e existir 2’ € G, tal que x x 2’ = e.
Para facilitar a notacao, é omitido *, substituindo a * b por ab.
Se a operagao definida em G for comutativa, isto é xy = yx,Vr,y € G, o grupo é
dito abeliano. Quando zy = yx é dito que x e y comutam.
O grupo G é finito se G possui uma quantidade finita de elementos, e denota-se

por |G| esta quantidade.
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Um grupo G pode conter varios grupos, chamados de subgrupos de G, como é
visto a seguir. Um subconjunto H de G é dito subgrupo de G, denota-se H < G,

se H é um grupo com a operagao definida em G.

Exemplo 3.1.1 O subconjunto de um grupo G formado por elementos G que
comutam com todos os elementos de G, é um subgrupo de GG, chamado de centro

de G e é denotado por Z(G).

A partir de um subgrupo de G pode-se criar novos grupos, chamados de grupos
quociente. A seguir sao apresentadas algumas propriedades dos subgrupos que
permitem a definicao dos grupos quociente.

Uma classe lateral (a esquerda) de H em G é um conjunto da forma gH = {gh; h €
H}, onde g € G, semelhantemente define-se classe lateral a direita de H. Se
g1, g2 € G, entao s6 ha duas alternativas, ou as classes laterais de ¢, g2 sao distintas
ou sao idénticas, em particular pode-se decompor G como uniao disjunta de em

classes laterais, a figura 3.1 ilustra essa afirmacao.

VRN
\/a

\ /

g ﬁ

=7

\1//

Figura 3.1: G decomposto como uniao disjunta de classes laterais. Fonte: apud
(Gongalves, 2005)

A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda é chamado de
indice de H em G, e é denotado por (G : H). Um teorema elementar porém

importante da teoria de grupos é o Teorema de Lagrange enunciado a seguir.
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Teorema 3.1.1 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um sub-

grupo de G. Entao |G| = |H|(G : H).

Seja H < G,segH = Hg,Vg € GG, o subgrupo H de G é dito normal em G. Quando
H é um subgrupo normal de GG, a operacgao induzida *, onde gy Hxg, H = g1g2H €
bem definida e o conjunto formado por todas as classes laterais de H é um grupo,
chamado de grupo quociente G/H. Em algumas literaturas o grupo quociente
G/H ¢é chamado de grupo fator G/H.

Um conceito importante, principalmente para teoria de grupos computacional, é o
de conjunto de geradores. Seja S um subconjunto de um grupo G, o subgrupo de
G gerado por S, representado por (S) , é o conjunto de todos os elementos de G se
escrevem como produto de elementos de S e dos seus inversos munido das mesmas
operagoes que GG. Diz que S é um conjunto gerador de (S).

Seja G um grupo e g um elemento de G, se existir um inteiro n tal que ¢" =
w = e, entao {g) = {e,9,9° ...,g" '} e é chamado grupo ciclico gerado por
qg. nCaso n seja 0 menor inteiro tal que ¢"™ = e, n chamado ordem de ¢g. Quando
os elementos de um grupo G tem como ordem um nimero primo p ou 1, G é um
grupo de expoente p. E quando a ordem dos elementos do grupo forem poténcias
de p, G é um p-grupo.

Seja G um grupo finito de ordem |G| = p™m onde p nao divide m. Um subgrupo
de G de ordem p" chama-se um p-subgrupo de Sylow de G.

Sejam M, N dois grupos, uma funcao f : M —— N que preserva a operacao
definida no grupo, isto é, f(ab) = f(a)f(b),Va,b € G, recebe um nome especial, f
é chamada de homomorfismo. Em particular quando f é uma bijecao diz que f é
um isomorfismo.

A seguir é apresentado um teorema importante para analise da complexidade dos

algoritmos quanticos.

Teorema 3.1.2 Seja G um grupo com |G| > 1. Existe um conjunto gerador para

G com no maximo [log, |G|] elementos.
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Prova. Pelo fato de que |G| > 1, existe g1 # e € G, com isso |{g1)| > 2,
pois g1,95 € {g1). Se G = (g1) o processo termina e a afirmacio do teorema
é vélida, caso contrdrio, existe g» € G \ (g1). Segue que [{gi,g2)| > 2%, pois
91,92, G192 € gigs sao distintos. Se G = (g;,g2) 0 processo termina e a afirma-
¢ao do teorema é valida, caso contrario existe g3 € G \ (g1, g2) e usando um
argumento semelhante ao anterior, |(g1, g2, g3)| > 23. Continuando esse processo

até que se tenha [(g1, g2, -, Gfog, |c11)| = 21821611 mas 2M°821¢11 > |G|, portanto

<gl7927 -+ G[log, |G|]> =G. u
3.2 Grupos Nilpotentes e Grupos Soliiveis

Definicao 3.2.1 Dado G um grupo. O comutador de dois elementos z,y € G é

1

definido com [z,y] = 7'y txy. O comutador de dois subgrupos X, Y < G ¢ o

subgrupo de G gerado por todos os comutadores [z, y] onde = € X,y € Y, ou seja

(X Y] ={a"ly ez e X,y e Y},

Observe que [z, y] = e se e somente se xy = yx. E similarmente [X,Y] = {e} se e
somente se quaisquer dos elementos x € X e y € Y comutam.
E apresentado a seguir as definicoes de série de comutadores e série central decres-

cente, que caracterizam os grupos soluveis e os grupos nilpotentes respectivamente.

Definigao 3.2.2 (Série de Comutadores) Dado G um grupo, defini-se a série G° D

G'D2G?*D---DG® D ... de G indutivamente por
GO =@, GE = [0 GW)]
chamada série de comutadores de G.

O subgrupo G de G é chamado de subgrupo dos comutadores de G e é denotado

por G'.

Definigao 3.2.3 (Série central decrescente) Dado G um grupo, defini-se a série

GOGMNOGEE DO...DGH DO ... de G indutivamente por

GO = @G, G =[G, G
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chamada série central de G.

Definicao 3.2.4 Um grupo G é dito soluvel se a sua série de comutadores termina
em {e}. E um grupo G ¢ nilpotente se a série central decrescente termina em {e}.
Diz que G é um grupo soliivel classe n se G™ = {e} e G~V £ {e} analogamente

diz que G é um grupo nilpotente classe n se GI" = {e} e GI"~1 £ {e}
Proposicao 3.2.1 Dados os grupos G, H.
(1) Se U < G entao U® c G e UM c GIF.

(2) Se f: G — H é um homomorfismo entdao f(G®) C H® e f(GF) C HF
VEk > 0.

(3) G® C GM vk > 0.
(4) Se G =[], G; entdo G® = [T, G™ e GW =TT, G,
Prova.

(1) E facilmente provada por inducao sobre k.

(2) Yo,y € G, se tem f([z,y]) = fla"ly " ay) = f(2)" f(y) " f2)f(y) =
[f(z), f(y)], com essa propriedade, a afirmagao é facilmente provada por

indugao.
(3) Sera provado por indugao sobre k, o caso de k = 0 é trivial. Agora suponha

que G® C G entdo

G+ — [G(k), G(k)] C (@, G[k]] — G+

(4) Dadoz = (%’)z’:l ..... Y = (Z/z‘)z‘=1 ..... » € G, entao [x,y] = (xflyfll‘iyi)i:l n =

.....

Observe que o item (3) da proposigao 3.2.1 é equivalente a afirmagao, todo grupo

nilpotente ¢ um grupo solavel.
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Teorema 3.2.1 (1) A imagem homomorfica de um grupo solivel (nilpotente)

¢ soluvel (nilpotente).
(2) Um subgrupo de um grupo solivel (nilpotente) é também solivel(nilpotente).
(3) O produto direto de grupos soluveis (nilpotentes) ¢é solivel (nilpotente).

Prova. Conseqiiéncia imediata da proposicao 3.2.1. m

O teorema a seguir caracteriza os grupos soliveis e os grupos nilpotentes.
Teorema 3.2.2 Dado um grupo G.

(1) Se N é um subgrupo normal de G. Entao G ¢ solivel se e somente se N e

G/N sao soluveis.

(2) G é um grupo solivel finito, se e somente se, existe uma série

G:=My> M >---> M, ={e}

de subgrupo de G, tais que todos os grupos fatores My /M1 sdo ciclicos

de ordem prima.

(3) O grupo G é nilpotente se e somente se G é isomorfo ao produto direto de

seus subgrupos de Sylow.

Prova. Ver (Spindler, 1994). =

3.3 p-Grupos de expoente p Nil-2

Sera definido primeiramente o que é uma classe de grupos nil-n para poste-

riormente particularizar para o caso nil-2.

Definicao 3.3.1 Chama-se nil-n a classe de grupos formada por grupos nilpoten-

tes de classe menor ou iguais a n.

Proposicao 3.3.1 Seja G um grupo nil-c, entao todo subgrupo e grupo fator de

G é nil-c.
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Prova. Seja H um subgrupo de G, pelo item (1) da proposigao 3.2.1 sabe-se que
HY C G = {e}, logo H também é nil-c.

Um subgrupo fator é imagem homomorfica de G, usando o item (2) da proposigao
3.2.1 pode-se concluir que o grupo fator de um grupo nil-c também é nil-c. =
Sendo assim a classe nil-2 abrange os grupos abelianos e os grupos nilpotentes de
classe 2 em ambos os casos ¢é facil ver que G é um grupos que esta em nil-2 se
G' < Z(G). Onde Z(G) é o subgrupo de G que contém os elementos que comutam
com todos de G, e é chamado centro de G.

A proposicao a seguir mostra que o comutador, nos grupos nil-2 tem a propriedade

de ser bilinear.

Proposicao 3.3.2 Dado G um grupo nil-2. Entao para todo g1, g2, 93,94 € G,

(9192, 9394] = [91, 93][91, 94][92, 93] (92, 94]

Prova. Sera provado inicialmente que o comutador ¢ linear no primeiro

argumento, pela definicao:

9192, 93] = (9192) ' 957" 019293 = 95 91 95 - 919293,

adicionando o elemento gsg; * entre os elementos,

(9192, 93) = 95 91 95 " 919393 9295 = 95 ‘g1, 93)93 ' 9293,

Lembrando que G' C Z(G),

(9192, 93] = (91, 93)95 " 93~ 9293 = [91, 93][92, g3)-

Analogamente tem-se que [g1, g394] = [91, 93][91, 94]. E com isso,

(9192, 9394] = [91, g5][91, 94] (92, 95][92, 94]
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A estrutura dos grupos nil-2 é expressa a seguir na proposicao 3.3.3, do fato

3 de Ivanyos et al. (2007Db).

Proposicao 3.3.3 Dado G um p-grupo de expoente p nilpotente de classe 2.
Entao existem naturais m e d, e um conjunto de elementos zy,...,z,, € G e

21,...,2q4 € G, tais que:
~ 7m ~ 77d
(1) G/G"' =7} e G' ~ Zs.

(2) Dado g € G existe um tnico elemento (eq,...,em, f1,..., fi) € Zz”d tal

1

ue g se escreve de forma g = ¢ ...zt 24,
1 m ~1 d

(3) G=(x1,...,xm) e G = (21,..., 2q).

Quando G for um p-grupo nil-2 de expoente p, G/G" =~ Z' e G' ~ Zg, G
serd identificado pelos parametros (m,d).
Agora é definido um automorfismo nos p-grupos nilpotentes de classe 2 de expoente
.
Seja G um p-grupo nilpotente de classe 2 de expoente p, para j = 1,2,...,p — 1,
defini-se ¢; : G — G nos geradores de G como sendo ¢;(x;) = x;7 e faz uma
extensao homomorfica de ¢; a todos os elementos de G da seguinte forma, dado
g € G, sabe-se que g = x,“*1 ...z, “m, observe que esta sendo usado somente o
fato de que G = (x1,...,xy,), sendo assim ¢;(g) = (@;(zg,))* ... (¢;(xk,,)) " =

[Ekljekl e :L‘kmjekm.

Proposigao 3.3.4 ¢; é um automorfismo Vj € {1,2,...,p — 1}

Prova. A funcao ¢; é construida homormoficamente, mas ainda falta provar que ¢;
é uma bijecao. Esta sendo considerando G um grupo finito, por isso basta provar
que ¢; ¢ uma fungao injetora. Por isso serd provado que ¢; ¢é injetora, dados
91,92 € G, suponha que ¢;(g1) = ¢;(g2). Existem (ey ,....ep ), (e,...,€} )

. 1 1 1 1 .
€ 77 tais que gy = xg, ¥ ... 2, %m e g = @, .. .1y, “im, aplicando ¢, te-se
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Og1) = Plag .. xp, ) = 2, 7% oy, e e Bgs) = dlay, D ..y, Tn) =

. 2 . 9 ., Lo
2,70 Ly, 7. Pela hipétese inicial, tem-se:

.1 .1 . 9 . 9
e €
xRy, T =y Ty, PO, (3.1)

GG nao é necessariamente um grupo abeliano mas pode-se comutar os elementos de
G da seguinte forma, v, w € G, vw = wvv 'w lwy = wolv, w]. Usando este fato e
o fato de que G' C Z(G), pode-se reordenar ambos os lados da igualdade (5.4) de

forma que ao final tem-se:

-1 -1 -2 -2
20 xy = xR Y e G (3.2)
A/} ! : 1 1 2 2 d : / fi é
Como 2/, 2" € G', existem (f}, ..., fy),(fi, .-, fi) € Zy tais que 2" = 2" ... 23" e
2 2
n__ i fa .
M=zt 20, logo:
4 1 1 1 9 Lo g2 2
x7 .. .xm]emz{I .. .zcj;d =x74 .. .xmjemzfl .. .zgd (3.3)

Usando o segundo fato da proposicao (3.3.3), pode-se concluir que:

(j6%7"'7j€’}n7f117"'7f;) - (je§7"'7j672’n7f127"'7f3)

(e%,...,e;l,fll,...,ff}) = (e%,...,efn,ff,...,fj) (3.4)

Logo 2’ = 2" e g1 = go. Portanto ¢; é um isomorfismo. m
¢; esta definida para j =1,...,p — 1, defini-se ¢, como sendo ¢y(g) = e, Vg € G,
¢p nao ¢ um automorfismo, mas sera util no desenvolvimento do capitulo 5.

Na proposicao a seguir sao vistas algumas propriedades do automorfismo ¢;.

Proposicao 3.3.5 Dado G um p-grupo de expoente p nilpotente de classe 2. En-

tao ¢; apresenta as seguintes propriedades:
(1) Vj € Z,,Vz € G, (2) = 27"
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(2) Vg € G, 32 € G, 6(0) = ¢/ "

Prova.

(1)

Para j = 0, a prova é trivial. Agora dado 5 # 0, pelo fato de que dados
v,w € G, vw = wovlwlwe = wolv, w], dado g € G, existe z € G’ tal
que ¢;(g) = ¢’z. Seja z = [g1, go], entao existe 21, 20 € G’ tais que ¢;(z) =
0i(lg1, 92]) = [0i(91), 9i(92)] = lg121, ;22] = [91, a)lg1, 22)[21, ga)[21, 22] =
o ,
91, 92) = lg1, 92"
Para provar este item, tome inicialmente j, um elemento fixo raiz primitiva
da unidade em Z;. Entdo ¢;(g) = ¢’s, para algum s € G’ como j, é
uma raiz primitiva da unidade existe um inverso para jo — j3. defini-
se z, = U037 sendo assim ¢;,(g) = ¢’ AR ¢ k= ta
g : N ¢’ zg 0. Tome gz, entao
S S ) . )
Djo (k) = D)y (9)Pjo(2) = g2 0270 = k. Agora se j € Zy, ¢j(k) = I

logo ¢;(g) = ¢;(k)d;(zy") = g/zdzy7" = gl g7
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Capitulo 4

Problema do Subgrupo Escondido em

Grupos Abelianos

Uma solugao eficiente para o Problema do Subgrupo Oculto (PSO) tem como
conseqiiéncia algoritmos eficientes para alguns problemas como céalculo de fatora-
¢ao, logaritmo discreto, isomorfismo de grafos e Problema do Menor Vetor em um
Reticulado. Em relacao ao algoritmo eficiente para o PSO abeliano, os problemas

de céalculo de fatoracao e logaritmo discreto apresentam solucoes eficientes.

4.1 Preliminares

Dado um grupo finito G, é considerado que os elementos de G sao codifi-
cados por strings binarias. Se N = |G| precisa-se de strings binarias de tamanho
[log N'| para decodificar os elementos de G. Sendo assim, é levado em conta que
um algoritmo é eficiente se a quantidade de operacoes do algoritmo é de ordem
polinomial no tamanho da entrada. Quando a entrada de um algoritmo é com-
posta de elementos de um grupo G, é necessario que o algoritmo seja de ordem
O(poli(log N)) para que este seja eficiente.

E considerado que existe um algoritmo eficiente para codificar os elementos G' em
strings bindarias, as quais representam os vetores da base computacional, vetores
estes definidos no capitulo 2, do espaco de Hilbert H.

Seja ¢ € G. E suposto que a transformagao Uy, a qual atua nos elementos da
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base Uy (|g)) = |99'),Vg € G, onde gg¢' representa o produto em G, pode ser im-
plementada eficientemente, ou seja, U, é decomposta em um nimero de ordem
O(poli(log N)) de portas bésicas.

Se H for um subgrupo de G, denota-se por |H) o estado ﬁ > nen |h). B defini-se
a acdo de um elemento g € G no estado |H), como sendo Uy|H) = ﬁ Y onen 1hg)
e indica-se por |H - g).

Especificamente neste capitulo é considerado, a menos de uma mencao anterior,
grupos abelianos finitos. O Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos
indica que cada grupo abeliano finito pode ser expresso como a soma direta de sub-

grupos ciclicos e Mosca (1999) prova que essa decomposigao pode ser computada

eficientemente, fato que também é levado em conta neste capitulo.

4.2 Problema do Subgrupo Oculto

O PSO consiste em encontrar geradores de um subgrupo H de um determi-
nado grupo finito G com uma fungao oraculo f definida em G tal que f(a) = f(b)
se e somente se aH = bH para todo a,b € G. Mais formalmente veja a definicao

a seguir.

Definicao 4.2.1 (PSO) Sejam G um grupo finito, X um conjunto finito e f :
G — X uma funcao tal que existe um subgrupo H de G tal que Vgq,92 € G,
f(g1) = f(g2) se e somente se ;H = goH. O Problema do Subgrupo Oculto
baseia-se em utilizar avaliagoes da funcao f para determinar um conjunto gerador

para H.

A funcao f é chamada funcao separadora de classes de H ou func¢ao que oculta H
em G.

Pode-se imaginar um algoritmo cldssico para o problema com procedimento que
avalia f(g) para todo g € G e determina o subgrupo oculto H em G com |G|
avaliagoes da fungao f, mas como a entrada do algoritmo é log |G|, este algoritmo
pode ser considerado de ordem exponencial nos dados de entrada, portanto nao é

eficiente.
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4.3 Transformada de Fourier Abeliana

Uma das mais importantes ferramentas da Computacao Quantica é a Trans-
formada de Fourier, a qual é usada como elemento principal na fatoracao de inteiros
e em boa parte dos algoritmos quanticos.

Antes de definir a Transformada de Fourier Quantica, sao apresentadas proprie-
dades da teoria do cardter que contribuem para um melhor compreensao de tal
Transformada. Maiores detalhes sobre teoria de cardter podem ser encontrados

em Lomont (2004).

4.3.1 Carater

Definigao 4.3.1 O carater de um grupo G é um homomorfismo y : G — C*.

Onde C* é o grupo multiplicativo dos complexo.

Se o grupo G for um grupo abeliano finito x(G) ~ G e quando G = Zy, X - - - X Zn;,

o carater de G é definido por

k
xg(h) = [ Jwhi (4.1)
i=1

onde g = (g1, 9k)sh = (h1,..., h) € Zn, X -+ X Ly, ,wn, é a N;-ésima raiz da
unidade (Lomont, 2004).
Proposicao 4.3.1 Seja G um grupo abeliano, entao:

(1) Para g,h € G, x4(h) = xu(9)-

(2) Seja N = |G|, N = N;...N. Considere o vetor

Xg (1)
o) = —
Vy) = ——
g \/N
Xg(hwv)
para g € GG, onde hq,...,hy representam todos os elementos de G. Os

vetores assim definidos sao unitarios e ortogonais dois a dois.
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Prova.
(1) Direto da equagao 4.1.

(2) O fato de que os vetores sdo unitarios é uma conseqiiéncia de que suas
entradas sao nimeros complexos com normas iguais a 1.

E provado inicialmente para o caso G = Zy,. Sejam g; # g2 € G.

. 1 N;—1 . . N;—1
(vglvn) = Z Xo (1) X0 (1) = 17 ) (W)W = > (W)W
v =0 i=0

)* g2

Como g1 # g2, (wW§,)*w}, é uma raiz da unidade nao trivial e portanto

Ni—1 91 \*, 92 \i _
Yizo ((Wi) WN) = 0.
O caso geral segue da generalizacao do argumento acima juntamente com

a equagao 4.1.

]

Um conjunto de caracteres de um grupo G com a multiplicacao em C* formam
um grupo e ¢é facil verificar que xg,4g, = X1 Xgo- S€ja Fio a matriz |G| x |G| cujas
colunas sao os vetores |v,,), onde os elementos g; formam uma lista completa de

elementos de G.

Xgl(hl) X92<h1> s X9N<h1>

mo_ L Xoi(h2)  Xgo(h2) . Xgy(ho)
“TVUN

Xa1 (hN) ng(hN> SR XQN(hN>

A matriz F; é uma matriz unitaria e simétrica, denominada Transformada de

Fourier Quantica. A atuacao de Fg nos vetores da base é dada por:

Falg) = ZXg

hEG’
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Observe que se G = ZY, com a operagao XOR bit-a-bit, tem-se:

oo CHRICEE S el

hEG i=1 hEG

que é a aplicacao da transformada de Hadamard nos vetores da base, ou seja,
Fg = H®".

Nielsen e Chuang (2003) provam que se Fz é uma matriz 2" x 2" a transformada é
facilmente decomposta em portas universais que a simulam exatamente; caso con-
trario, a transformada também pode ser decomposta em portas universais, porém

a sua simulacao é feita de forma aproximada.

4.4 Subgrupo Ortogonal

Seja H um subgrupo de GG defini-se o seguinte conjunto,

L ={ge€G;x,(h)=1,Yh € H}.

Como G é um grupo finito e Xy, 19, = X1 Xg1, H' com a operacio definida em G é
um grupo, portanto um subgrupo de G. H+ é chamado subgrupo ortogonal de H.
A analogia com espagos vetoriais nem sempre ¢é vélida, mas no caso em que G = Z3
z € H* se e somente se (—1)<*"> = 1,Vh € H logo < z,h >=0,Vh € H, por isso
a terminologia.

A seguir sao apresentadas algumas propriedades que evolvem subgrupos ortogonais.
Lema 4.4.1 H' ~ G/H. Em particular |H| = |G|/|H]|.

Prova. Ver Lomont (2004). m

Proposigao 4.4.1 (HY)* = H.

Prova. Segue do fato que x,(h) = xn(g). ®

Lema 4.4.2 Dado um conjunto de geradores de H*, pode-se computar um ele-

mento aleatdério de H eficientemente.
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Prova. Ver Lomont (2004). =
Uma conseqiiéncia imediata do lema anterior é que um conjunto de geradores de
um subgrupo H de G pode ser obtido eficientemente a partir de um conjunto de

geradores de H*.

4.5 Algoritmo Quantico para Solugao do PSO em Grupos Abelianos

Sejam GG um grupo abeliano finito e f uma funcao que oculta um subgrupo
H em G, nesta secao é visto um algoritmo quantico para gerar elementos do sub-

grupo ortogonal de H.

Lema 4.5.1 Para qualquer classe lateral H; de H em G, tem-se

19)) x(g:) [h)
Pl 7 2519 = 1 2

onde g; ¢ um elemento fixo representante da classe lateral H;.

Prova. Pela definicao de Fg, alterando a ordem da soma,

(4.2)

\/WZ\Q \/WZZXg

geEH; heG geH;

Seja g; um representante de H;, um elemento qualquer g € H; pode ser escrito na
forma g = ¢;7, para algum 7 € H. Analisando somente o somatorio interno da

segunda parte da igualdade 4.2,

Do Xe(h) Ry =Y xu(g) |

g€eH; geH;

= > xulgim) h)

TeEH

= xau(g0) Y () )

TEH
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Se h € H*, entao x,(7) = 1, pois 7 € H. Logo,

> xg(M) By = xalg:) Y xu(r) |k

geH; TeEH

= xnlg:)|H||h)

Retornando a igualdade 4.2 e usando o lema 4.4.1,

\/WZL@ = \/WZZXQ

geEH; heG geH;

\/\/@ZM 9:)

= Xh gz
Niapd

A seguir é visto o algoritmo quantico para encontrar elementos do subgrupo orto-

gonal de um grupo oculto.

Lema 4.5.2 Sejam G um grupo abeliano e f uma fungao que oculta um subgrupo

H de G, existe um algoritmo quantico para gerar elementos do subgrupo H*.

Prova. Aqui serd considerado que existe um circuito quantico Uy que computa a
funcao f, e atua sobre os vetores da base da seguinte forma Uy |g) |0) = |g) | f(9))-
Como Uy s6 permuta os elementos da base, levando vetores unitdrios em vetores

unitarios, Uy serd uma operagao linear unitaria.

Algoritmo 1 Algoritmo para encontrar elementos do subgrupo ortogonal

Entrada: G, circuito quantico que calcula f: G — {0,1}" e circuito quantico para cdlculo de Fg
Salda he H

: Inicialize o computador com os estados |eg) |0™).

. Aplique Fg ao primeiro registrador.

. Aplique Uy no estado.

: Mega o segundo registrador.

. Aplique Fg ao primeiro registrador.

: Mega o primeiro registrador.

O N =

A figura 4.1 ilustra o circuito quantico do algoritmo.
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|0c) Fg Fg /7@:

o) ——— A
! l l ! ! l

|%0) [V ) Js) [ha) ()

Figura 4.1: Circuito Quantico para encontrar elementos do subgrupo ortogonal.

Desta forma,

|tho) = |OG>|Om>

1) = Z‘g 0™)
gEG

|1/}2> = W%w ’f

a) = Z 9) [7)

|¥s) = !h>

Onde W € H-. m
Seja G um grupo abeliano e f uma fungao que oculta um subgrupo H de G. De
acordo com o teorema 3.1.2, repetindo o algoritmo do lema 3.1.2 ordem de log| H|
vezes se tem um conjunto de geradores para H*, e a partir dai pode-se repetir o
algoritmo do lema 4.4.2 ordem log|H | vezes para se obter um conjunto de geradores

de H. Com isso tem-se o teorema a seguir.

Teorema 4.5.1 Se GG é um grupo abeliano, entao existe um algoritmo quantico

eficiente para resolucao do PSO em G.
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Capitulo 5

Resolucao do PSO em Grupos

Nilpotentes de Classe 2

Neste capitulo é apresentado um algoritmo eficiente para o PSO em grupos
nilpotentes de classe 2 (Ivanyos et al., 2007a). Na primeira segao é exibida uma
introducao sobre Seqiiéncia Policiclica; na segunda, sao realizadas algumas conside-
racoes em relagao as Apresentacoes Policiclicas; na terceira secao sao apresentadas
reducoes classicas, as quais trazem o problema de grupos nilpotentes de classe 2
a p-grupos nil-2 de expoente p, onde o grupo oculto é considerado trivial ou de
ordem p; ja na quarta secao ¢ mostrado o algoritmo quantico para a resolucao
do problema; e por ultimo demonstramos um algoritmo eficiente para resolver a

equagao que surgi com o algoritmo quantico.
5.1 Seqiiéncia Policiclica

Nesta secao sao apresentadas algumas propriedades das seqiiéncias policicli-
cas que serao uteis na definicao da Apresentacao policiclica de um grupo.
Seja G um grupo. Diz-se que G é um grupo policiclico se existe uma série de
subgrupos de G, chamada série policiclica, G = G; > Gy > -+ > G,11 = {e},

onde G;;1 é normal em G; e o quociente G;/G;,1 é ciclico.

Definigao 5.1.1 Seja G um grupo policiclico. A seqiiéncia de elementos de G,

X = [x1, 29, ..., 2, tal que x;G;11 gera o quociente G;/G;y1, ou seja, (x;Gi1) =
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G;/Gi11 é chamada seqiiéncia policiclica de G.

Nao ¢ dificil ver que G pode ser descrito por sua Série Policiclica, ou seja, G =
(x1,29,...,x,). Mais adiante é visto que além da seqiiéncia policiclica de G gerar

o grupo G, G pode ser unicamente definido por X.

Definicao 5.1.2 Seja X uma seqiiéncia policiclica de G. A seqiiéncia R(X) :=
(r1,79,...,7ry,), definida por r; := |(G; : G;41)| é chamada de seqiiéncia de ordens

relativas de X.

O nome seqiiéncia de ordens de X é bem apropriado, uma vez que r; é a ordem de
$iGi+1 em Gz/Gz—i—l
Agora é apresentado uma importante caracteristica da seqiiéncia policiclica, a

forma de apresentagao unica de um grupo em relacao a sua seqiiéncia policiclica.

Proposicao 5.1.1 Seja G um grupo policiclico. Dada X = [z1,2s,...,2,] uma
seqiiéncia policiclica de G, com as ordens relativas R(X) = (ry,79,...,7,). Entao,
para todo g € G hd uma tnica seqiiéncia [e1,ea,...,e,], com e; € Z,, tal que

€n

— €1 .62
g=x'Ty’. .. x.

Prova. Seja g € G, sabe-se que (1G3) = G1/Gs. Sendo assim, ha um
unico e; € Z,, tal que gGo = 7' Gs, logo existe zo € G de forma que g = x{" 2o.
A seqiiéncia Xy = [xa,...,T,] é uma seqiiéncia policiclica de G, e como z € Gs
pode-se usar os mesmos argumentos para provar que existem es € Z,.,, z3 € Gs tais
que g = x7'x5%23 e eg é Unico. E seguindo indutivamente, hd uma unica seqiiéncia

le1,e2,...,¢e,), onde e; € Z,, tal que g = x7' 25 ... 25", =

Definigao 5.1.3 A expressao g = z7'z5> ... 2% da proposi¢ao 5.1.1 é chamada
forma normal de G em relacao a X. E a seqiiéncia (eq, es, ..., €,) é 0 vetor expoente

de g em relagdo a X e escreve-se expx(g) = (e1,€2,...,€,).

Os vetores de expoentes dos elementos em grupos policiclicos podem ser usados

para descrever as relagoes de G nos geradores X. A seguir é vista essas relagoes.
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Proposicao 5.1.2 Seja X = [x1,29,...,x,]| seqiiéncia policiclica de G com as

ordens relativas R(X) = (ry,rs,...,r,). Entao:
(1) Vi € 1,2,...,n, a forma normal da poténcia z;* é
Ty o Qa4+l Qg 42 a;,
TP =Ty Tyl T

onde a;, € {0,1,...,7, — 1}, parak =1+ 1,...,n.

(2) Dados 1 < j <i < n a forma normal do conjugado xj_lxixj ¢é da forma

bijj+1,,.bi5, 542

ey = bijn
T; Xk = T 42 ST

onde b; j, € {0,1,..., 7, — 1}, parak=j5+1,...,n.

(3) Dados 1 < j <i < n a forma normal do conjugado xjxixj_l é da forma

o=l Ciggtl ) Ciggt2 Cijn
T = X0 X ST

onde ¢; jx € {0,1,...,7, — 1}, parak =j+1,...,n.
Prova.

(1) 7 :=|(Gi : Git1)|, com isso tem-se que x;'G;11 = Giy1, logo x)" € Giyr. A
seqiiéncia [z;11, Tita, . . ., Ty] é uma seqiiéncia policiclica de G;,;. Portanto,

T ri Qi1 Qii42 Qi n
tem-se x;° que apresenta a forma normal z;'=x, 7" 2,757 xR

(2) Dados 1 < j < i < n, como j < i, Gj4; é normal em G;, com isso

x;lxixj € Gji1, pois x; € Gjp1. A seqiiéncia (11, Tito, ..., %,] é uma
G SR Y : -1 _ b1, biggte bi,jn
seqiiéncia policiclica de Gii1, por isso x; wurj=x,; " o, 5 a0

(3) Anélogo ao item anterior
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5.2 Apresentacgoes Policiclicas

Nesta secao é demonstrado como um grupo solivel pode ser apresentado por
sua seqiiéncia policiclica. Maiores detalhes sobre Apresentacoes Policiclicas podem

ser encontradas em Holt et al. (2005).

Definigao 5.2.1 A apresentagdo de um grupo é definida por [z, 2o, ..., x,|R],
onde x1, T, ..., x,, sao os geradores do grupo e R as relacoes entre os geradores.

Existem inteiros a;, b; j i, ¢ ;1 de forma que R consista em:

T Gl B2 a;, -
(1) ) = 2,05 ..o, parai € 1,2,...,n.
(2) a7 lww; = 2t gt gl para 1< j<i<n
j ] j+1 Jj+1 g4l p S>>t n.
—1 _ Cigtl Cit Cijon Py
(3) wjmiw;” =AY o para 1 < <i<in

As relagoes da apresentacao policiclica sao chamadas de relagoes policiclicas. E
dado o grupo Pc[xy, s, ..., x,|R], definido e representado por uma apresentagao
policiclica, é chamado de PC—Grupo.

Todo grupo policiclico possui uma seqiiéncia policiclica X e toda seqiiéncia polici-
clica induz a um conjunto completo de relagoes policiclicas, pela proposicao 5.1.2.
Os expoentes S da apresentagao policiclica sdo iguais as ordens relativas R(X)
neste caso.

Um caso de Apresentacao Policiclica é quando tem-se uma Série Policiclica Re-
finada em que os grupos fatores da série policiclica sao grupos ciclicos de ordem

prima. O que se leva a definir:

Definicao 5.2.2 Seja [X|R] uma Apresentagao Policiclica. Se os expoentes S da
apresentacao forem todos elementos primos, essa apresentacao é denominada de

Apresentacao Policiclica Refinada.

Um grupo nilpotente é um grupo policiclico e pode ser representado por uma Apre-
sentacao Policiclica Refinada. Na se¢ao seguinte o problema é reduzido fazendo o

uso do conceito de Apresentacao Policiclica Refinada.
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5.3 Reducoes Classicas

Resolver o PSO diretamente nos grupos nilpotentes nao tem sido considerado
uma tarefa facil. Para facilitar a resolucao de tal problema, aqui é apresentada uma
série de redugoes em classes de grupos nil-c, uma classe fechada para subgrupos e
grupos fatores.

E considerado na presente secao que um grupo nilpotente é representado por sua
Apresentacao Policiclica Refinada.

Também sao utilizados, nesta secao, varios resultados que podem ser encontrados
em diferentes literaturas, como as citadas a seguir. Usando a implementacao quan-
tica de Ivanyos et al. (2003) do algoritmo de Beals e Babai (1993), uma Apresenta-
¢ao Policiclica Refinada para um grupo soluvel pode ser computada eficientemente.
Segundo Hofling (2007), hd um algoritmo cléssico eficiente para calcular a forma
normal dos elementos de um grupo nilpotente, o qual denomina-se procedimento
de coleta. E se ha um procedimento de coleta, uma Apresentacao Policiclica Re-
finada pode ser obtida eficientemente para subgrupos e grupos fatores por Holt
et al. (2005), de forma classica. Holt et al. (2005) também mostra que subgrupos
de Sylow, centro e grupo de comutadores podem ser calculados de forma classica
e de maneira eficiente, caso haja um procedimento de coleta. Um outro resul-
tado também usado é que em p-grupos, com Apresentacao Policiclica Refinada,
o normalizador de subgrupos pode ser computado em tempo polinomial usando a
técnica classica de Eick (2002) com algoritmo de estabilizador de subespago de

Luks (1992).

Lema 5.3.1 Seja G um grupo nil-c. O resolver o PSO em G reduz-se a resolver

PSO em p-grupos nil-c.

Prova. Este resultado é uma conseqiiéncia imediata de que um grupo ¢ nilpotente
se e somente se o grupo é isomorfo a soma direta de seus subgrupos de Sylow, os
quais sao p-grupos. Como a ordem dos subgrupos de Sylow sao primas duas a

duas, qualquer subgrupo H de G é intercessao de H com os subgrupos de Sylow
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de G (Chi et al., 2006). m

Lema 5.3.2 Seja G um p-grupo nil-c. Resolver o PSO G pode ser reduzido a
encontrar subgrupos ocultos em n:l-c com a hipétese adicional de que o subgrupo

oculto tem ordem 1 ou p.

Prova. Aqui é assumido que ha um procedimento P, o qual encontra subgrupos
ocultos em nil-c com a hipdtese adicional de que o subgrupo oculto tem ordem 1
ou p. O problema ja foi reduzido a p-grupos, seja G um p-grupo de C', e f a funcao
separadora de classe, a qual oculta um subgrupo H de G.

Primeiramente é calculada uma seqiiéncia refinada de G, G = G1 > Ga > -+ - > G,
Observe que |G| = p, pois G,/{e} ~ G, tem ordem p dai que |G,_| = p* pelo
teorema de Lagrange, da mesma forma |G,_;| = p"!, para 0 <i < s — 1.

Agora percorre a seqiiéncia refinada de G até encontrar um grupo de ordem p,
comecando por G. G tem ordem p, se nao é encontrado em G4 um subgrupo de
ordem p, é procurado em G4_; por um subgrupo de ordem p, pois se HNG, = {e}.
Suponha que |H N G| = p?, entdao G,_1 = H, mas G;NG,_1 = Gy, N H que é um
absurdo. Agora imagine que H N G,_; = {e} para 0 < i < s — 2 e provado que
ou |[HN G i11| = pou|HNG, ;41| = 1. Suponha que |H N G,_iy1| = p*,
com 1 < k, mas a cardinalidade de Gs_;11 \ Gs_;j11 é p, como H N G,_; = {e},
H C Gs_i11 ~ Gs_i11, 0 que é um absurdo, logo |H N Gs_i11| = p.

Quando encontrar um subgrupo de ordem p, (h) na seqiiéncia policiclica de G,
o processo ¢é reiniciado em G/(h), mas (h) ndo necessariamente ¢ um subgrupo
normal de G, por isso o processo é reiniciado em Ng((h)).

Mas como pode-se encontrar subgrupos de H em um grupo fator? Seja f a funcao
que oculta H em G, dado H um subgrupo de H, entdo f oculta Ng(H) N H em
Ne(H) e vai ocultar (Ng(H) N H) em (Ng(H) N H)/H, se h é um representante
de classe em (Ng(H)NH)/H, h € (Ng(H)N H), logo h também é um gerador de
H.

Considere o seguinte algoritmo:
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Algoritmo 2 EncotrarGruposdeOrdemp

Entrada: P,G

Saida: Geradores de H

1: Sucesso:=V, H := {e}

2: enquanto Sucesso = V faga
se G # H entao

3

4 compute (Ng(H)NH) =G1bGab > Gs,ii=s
5: enquanto ¢ > 0 faca

6: Chame P em G;

7 se P retornar (h) entdo

8 H:=(HU{h}),i:=0

9 senao

16: i=i—1

11: se i = 0 entdo
12: Sucesso:=F
13: fim se

14: fim se

15: fim enquanto

16: senao

17: Sucesso:=F

18: fim se

19: fim enquanto

O algoritmo 2 termina quando (Ng(H) N H)/H = {e}, e isso ocorre quando
Gi = NG(I:[) N H = H. Suponha que H é um subgrupo préprio de H, pelo fato
de G ser nilpotente, H é um subgrupo préprio de Ny(H) = Ng(H) N H o que
é um absurdo. Portanto H = H. No algoritmo a chamada do procedimento P
estd dentro de 2 loops que tem tamanho maximo s, com isso o algoritmo executa

O(logf) |G|) chamadas de P. =

Lema 5.3.3 Seja G um p-grupo nil-c. Resolver o PSO em G, em que o subgrupo
oculto é trivial ou tem ordem p, pode ser reduzido ao PSO em grupos nil-c de

expoente p.

Prova. Uma vez que o objetivo é encontrar grupos de ordens menores ou iguais a
p, define-se G* o subgrupo de G formado pelos elementos de ordem menor ou igual
a p. O fato que G* ser o subgrupo de G pode ser visto em Hall Jr. (1959). Cria-se
um algoritmo por inducao no tamanho da Apresentacao Policiclica Refinada de G,
se |G| =p,G* = G. Caso contrério seja G =G > Gy > -+ > G4 > Ggy = {e} a
Série Policiclica de G, com s > 1. A série é construida a partir de G4 e por isso nao
¢ dificil criar a Série Policiclica comecando com um elemento do centro. E suponha,
daqui em diante, que Gy C Z(G). Para facilitar a notagao, seja M = Go, N = G.
Sera descrito o passo de indugao em um caso mais simples para posteriormente

generalizar. Adicionando a hipétese (G/N)* = (G/N), o grupo quociente existe
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pois é considerado que N C Z(G). Veja que essa hipétese adicional é o mesmo que
afirmar que todos os elementos de G/N tém ordem p, o que é equivalente a dizer
que funcao ¢ : x — 2P leva todo elemento de G em N. Se a hipdtese é satisfeita
para G, a hipétese continua sendo verdade para M, ou seja, (M/N)* = M/N. O
teorema 12.4.4 de Hall Jr. (1959) afirma que ¢ é uma fungao separadora de classes
de C* em G, e com isso percebe-se que ou C* = G ou o indice de p. Se C* = G nao
ha nada para prova, mas caso contrario, vai-se computar M*. E se M* = M entao
G* = M senao M* tem indice p em M e tera indice p? em G. Sejam u € M ~ M*
ey € G\ M, como uw? € G, y? € G e, existem jy, j, € Z;, de forma que u? = gl
eyl = giy. Lembrando que com uma Apresentacao Policiclica Refinada as formas
normais de u” e y? podem ser computadas. Definindo x := w/#/* poténcias podem
ser computadas usando exponenciacao, 2 = y? mas portanto xy~! € G*, da forma
a qual zy~! foi definido, zy~! € G* . M*. Sendo assim, G* = (M*, zy~'). No caso
geral, (G/N)* é computado indutivamente, e se (G/N)* = G/N aplica-se o método
anterior para computar G*, caso contrario defini-se o conjunto K = (G/N)*N.
Afirma-se que G* = K*, e prova-se que G* C K.

Seja x € G*, x = yz onde y é um representante de alguma classe lateral de N e
z € N, entao y? = yPzP = (yz)? = (z)? = 1, pois |[N| = p, N < Z(G) e z € G*.
Logo € K* Observe que K/N = (G/N)* implica em (K/N)* = K/N. Portanto
pode-se determinar K™ indutivamente usando o caso simplificado.

Seja ¢(s) o numero de chamadas recursivas em fungao de s, em que s é o tamanho
da Série Policiclica. No caso simplificado faz-se s — 1 célculos. E no caso geral
tem-se c(s) = c(s — 1) + s — 2 e com isso c(s) = O(s?). =

Essa seqiiéncia de lemas tem como conseqiiéncia o teorema a seguir.

Teorema 5.3.1 O problema do subgrupo oculto em grupos nil-c é reduzido ao

PSO em p-grupos de expoente p nil-c onde o subgrupo oculto tem ordem 1 ou p.
E particularizando para os grupos nil-2.

Corolario 5.3.1 O problema do subgrupo oculto em grupos nil-2 é reduzido ao

PSO em p-grupos de expoente p nil-2 onde o subgrupo oculto tem ordem 1 ou p.
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5.4 Algoritmo Quantico

Nesta secao é construido algoritmo quantico para resolucao do PSO em gru-
pos nil-2. Na classe de grupos nil-2 o PSO foi reduzido ao PSO em p-grupos nil-2
de expoente p, com a hipotese de que o grupo procurado tem ordem p ou 1.

Em Algoritmos Quanticos Abelianos, geralmente repete-se vérias vezes a aplicagao
da Transformada de Fourier de uma mesma funcao que oculta o grupo, como a
cada interagao usa-se diferentes funcoes que ocultam o grupo em questao, lanca-se
mao de uma técnica ja usada por Ivanyos et al. (2003), na qual usa-se um proce-
dimento que oculta o subgrupo em questao. E visto a seguir como se defini este

procedimento e como ele sera usado na resolugao do PSO em grupos abelianos.

Definicao 5.4.1 Um conjunto de vetores {|¥,) : ¢ € G} de um espago de Hilbert

‘H é um conjunto que oculta o subgrupo H em G, se

e |¥,) é um vetor unitdrio para todo g € G.
e Se g, ¢ pertencem a mesma classe lateral de H, entdo |V,) = |Uy).

e Se g,¢ pertencem a classes laterais diferentes, entao |¥,) é ortogonal a

‘\Dg/>'
Agora defini-se o que é o procedimento quantico que oculta o subgrupo H de G.

Definicao 5.4.2 Dados g1, ¢s,...,g9ny € G um procedimento quantico que oculta
um subgrupo H de G, um procedimento quantico que tem como entrada os esta-
dos [g1)|g2) - - - |gn)|0) e como saida os estados |g1)|ge) - - - |gN>|\I/;1)|\I/§2) . |\Ifgv>,

onde {|¥}) : g € G} é um conjunto que oculta H em G.

A proposicao a seguir mostra como usar o procedimento quantico para substituir

a aplicacao da Transformada de Fourier no PSO abeliano.

Proposicao 5.4.1 Dado G um grupo abeliano. Se existe um procedimento quan-
tico eficiente que oculta o subgrupo H em G, entao existe um procedimento quan-

tico eficiente para encontrar H em G.
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Prova. Usa-se aqui o algoritmo quantico para resolucao do PSO abeliano com

uma pequena variacao.

Algoritmo 3 PSEAbelianoPQE

1: Prepare a superposigéo inicial |15)|0™).
2: Aplique a transformada de Fourier abeliana no primeiro registrador:

> lg)o™)

geG

3: Chame o procedimento quéntico que oculta H em G:

> lolwy)

geG

4: Aplique novamente a transformada de Fourier abeliana:

Yo xa@ImTy)

geEG/H,heHL

5: Mega o primeiro registrador.

Depois da execucio do algoritmo terd um elementos de H+. Empregando os

mesmos procedimentos que foram utilizados na resolucao PSO abeliano, obtém-se

os elementos geradores de H com probabilidade maior que % [ ]

Nao se trabalha com um procedimento quantico para ocultar H e sim é criado
. . , .

um procedimento quantico que oculta HG’'. No teorema a seguir mostra-se como

encontrar H tendo um procedimento quantico eficiente que oculta HG'.

Teorema 5.4.1 Dado G um p-grupo nil-2 de expoente p. Dada uma funcao oré-
culo f que oculta um subgrupo H de GG, com a promessa de que H tem cardinali-
dade 1 ou p. Se existe um procedimento quantico eficiente que oculta HG' em G,

entao H pode ser encontrado eficientemente.

Prova. Primeiramente veja como encontrar H pode ser reduzido a encontrar HG'.
H é um grupo abeliano, pois H tem ordem p ou 1, e G’ C Z(G), portanto HG' é
um grupo abeliano.

A fungao f que oculta H em G também oculta H em HG', entao basta usar o

algoritmo para resolugao do PSO abeliano em HG’ para encontrar H.

Observe-se que G' nao é necessariamente um grupo abeliano e por isso nao

se pode aplicar diretamente a proposicao anterior para encontrar HG' tendo um
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procedimento quantico que oculta HG' em (G, mas agora o problema é levado a
um grupo abeliano para encontrar HG'.

G é um grupo nil-2 de parametros (m,d). Dado um elemento g € G, g se escreve

de forma tnica g = x7'z5’ ...z ... z{lzf e zg;d, denota-se por g, o elemento
g =alxP ...zt e seja o conjunto G = {G: g € G} e em G defini-se a operagao

* : G — G com sendo dados g1,92 € G, G1 * G = Gag1. A operacdo * estd bem

definida e verifica-se que (*,G) é um grupo. Defini-se:

f:G— G/

g gG'

f € um homomorfismo. Veja que f também é um isomorfismo. f é injetora,

pois dados g1,92 € G, tais que f(g1) = f(g2), escrevendo g¢;, g2 pelos gera-

ej em 1 fa ef em I7 £
dores, g1 = x,'...xm'2y" .. 20, g0 = o' .xat ... 2. Pelo fato de que

_ 1 1 2 2
f@) = f(g2), existe z € G’ tal que zy'...z0r = a' ... 202, mas pela escrita
tnica, z = e e el = e3,--- el = €. A f é sobrejetiva, pois dado ¢gG' € G/,
€1 .62 f1_f2

escrevendo g como produto de geradores, g = z7'x5’ ...z ... 21" %) ...zgd, g =

e1,.e2 €1 .62

g = x'x? .. xtm aplicando f a g, f(g) =g =g = 27232 ...2G = g =

e a2l 216G Portanto f é isomorfismo.

G é isomorfo a G/G' que é isomorfo a Zy' logo G é isomorfo a Zy.

Observe que HG'/G' é um subgrupo de G/G’, pois HG' é um subgrupo de G.
Com isso, HG' N G é um subgrupo de (G, *). Agora pode-se tratar do problema
em um grupo abeliano e o procedimento que oculta HG' em G também oculta
HG' NG em G. Ainda resta um problema, pois foi encontrado apenas HG' N G,
mas afirma-se o seguinte, HG' = (HG' N G)G'. O subgrupo G’ é um subgrupo
conhecido, logo HG' pode ser conhecido também. m

Deve-se, contudo, criar um procedimento quantico eficiente que oculta o subgrupo

HG em Q.

Seja |G!) = \/% Zzezgn w™<%#>|z). Se multiplicar o vetor pelo elemento w<"*>,
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tem-se:

w<u,z’>|G;> _ w<u,z > - Z —<u, z>‘

w u,z’ Z>‘
\% ’GI 2ELY \% ’GI zgn

Z w2y = |G- ).

ZEZ;”
Dai,
|G- 2y = wS>|GL). (5.1)

Ja a acdo de h em |aHG!) serd
aHG,, - h) = |aHG!) (5.2)

Nao ¢é dificil notar que o conjunto {|aHG" - g),g € G} é um conjunto que oculta
HG' em G. Mas criar o estado |[aHG") é eficiente somente para p,d constantes.
Usando a Transformada de Fourier, pode-se criar eficientemente o estado |[aHG.,),
para algum a € G e para algum z € G', embora nao é permitido criar diretamente
um conjunto que oculta HG' em G devido a uma fase que é adicionada ao estado.

Porém, mais adiante serd visto como anular essa fase criada.

Lema 5.4.1 Existe um algoritmo quantico eficiente para criar o estado

Z |u)|aHG.,)

uEZm

Prova.
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Algoritmo 4 CriarEstado|laHG")

1: Prepare a superposigao inicial |04 )|0¢)|0).
p

2: Use o paralelismo quantico para criar a superposicio:

> 1022)19)1f(9))

geG

3: Mede o terceiro registrador:
|Ozg)|aH )

para algum a € G
4: Aplique a transformada de Fourier no primeiro registrador:

|Z) aH)

para algum a € G.
5: Multiplique o segundo registrador pelo inverso do primeiro:

D | —2)aHz)

ZGZg
6: Aplique novamente a transformada de Fourier ao primeiro registrador:

ST W S ) aHG)

uEZg
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]
Medindo o primeiro registrador do estado Zuezg w2 lu)|aHG!)), tem-se o es-
tado |aHG!,). No préximo lema é visto que os estados |[aHG')) sao autovalores da
acdo de ¢;(g), com g € HG', ou seja, |aHG.,) é um autovetor da transformagao

Us,(g), €m que g € HG'. E os autovalores sao poténcias de raizes da unidade.

Lema 5.4.2 Tem-se que

(1) Vz € Z,Va € G,Vu € ZL,Vj € Z,

laHG., - ¢;(2)) = w7 |aHG' - ¢;(2))

(2) Vh e H ¥z € Z¢,Va € G,Yu € Z{,Vj € L,

AHG, - 6;(h)) = w0 [aHG, - 6,(2))

Prova. Segue diretamente da proposicao 3.3.5 e das identidades 5.1, 5.2. m

Veja que os autovalores dependem somente de u, j, onde v é um elemento aleatério
de Z2, jé j é escolhido. Se o autovalor associado a [aHG),) for igual a 1, o conjunto
{laHG!, - $;(g)),9 € G} é um conjunto que oculta HG' em G, como é visto mais
adiante. Porém dados um vetor u € Z%, h € H e z € G', o |[aHG, - ¢;(hz)) =

WS> (=7 t<uz>% g H G ). Encontrar j # tal que a equacio
<u,zp > (§— )+ <u,z> 52 =07 (5.3)

seja satisfeita nao ¢ uma tarefa facil e nao se tem solugao garantida, mas criando
outros estados da forma |aHG!) pode-se chegar a uma equagao que pode ser re-
solvida eficientemente.

Seja o inteiro n = n(d) a quantidade de estados que serd criado, em fungao de d
que sera determinado mais tarde.

Com isso para @ = (ay,...,a,) € G", U= (uy,...,uy) € (Z9)" ¢ j = (j1,..-,Jn) €

(Z,)" ~ 0" e g € G, defini-se o estado:
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[05™) = @lai G, - 65(9))

Deve-se encontrar j € (Z,)" \. 0" de forma que o conjunto {|¢g’ﬂ’3); g € G} oculta
HG em G.

Diz-se que a tripla (@,%,j) é uma tripla perfeita se o autovalor do vetor |¢Z’ﬁ’;>
sobre a agao de ¢;,(h) é 1,Vh € HG', ou seja, wz’ﬁ’;> = ®j|a;HG,, ), Yh € HG'.

Serd visto no préximo lema que quando a tripla (@,,j) é perfeita, o conjunto

{[43%7); g € G} oculta HG' em G.

Lema 5.4.3 Se (@,,j) é uma tripla perfeita, entao {|¢gﬂ’7); g € G} oculta HG'

em GG

Prova. Observe que HG' é um subgrupo normal de G, pois dados g € G,h €
H,z € G, gh = hglg, h], como G’ C Z(G), multiplicando ambos os lados da igual-
dade anterior por z, ghz = hz[g, h|g, portanto gHG' = HG'g.

Dados ¢1, g2 € G elementos que pertencem as classes laterais distintas. Como ha
pelo menos um j; # 0,0 <@ < n, ¢;, é um automorfismo, logo leva elementos de
classes laterais distintas a classes laterais distintas. E com isso ¢,,(g1) pertence
a uma classe lateral distinta de ¢;,(g2). Tem-se que supplaHG!) = suppla HG'),
com isso o conjunto supp(|aHG,, - ¢;,(g1))) pertence a uma classe lateral distinta,
da qual pertence o conjunto supp(laHG!, - ¢;,(92))). Portanto, os vetores |¢gf’3> e
|¢Zf’7> sao ortonormais.

Agora imagine que g1, go pertencem a mesma classe lateral. Sendo assim, existe
g € HG', tal que g1 = gg2, € ¢5,(91) = ¢;,(9)¢5(92),Vi € {0,...,n}. Dai
] gf@ = | gg@, usando o fato de que ¢;,(g9) € HG' e ®}_,|a; HG,, ) é um auto-
vetor da agao de ¢,,(g) com autovalor 1, ng@ = \wgfj). n

Uma questao ainda pendente é como encontrar j de forma que o conjunto { Wg’ﬁ’;); g e
G} oculta HG' em G. Dado hz em HG' e (@,u,j) € G.

wza]> _ wZQ;I<ui,zh>(j¢—j$)+<ui,z>j§ ®2L:1 |aiHG;> (5'4)

z
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Como a o autovalor do estado acima dever ser 1, Vz,,z € G’, na equagao que

depende somente de j e 7.

Z?:l u;i(Ji — ]3)
Z?:1 U;Ji

O teorema A.0.4 do apéndice A mostra que

= 0%
(5.5)
= 0%

quando n = (d + 1)?(d + 2)/2 o

sistema 5.5 admite solugao e pode ser encontrada eficientemente. Assim ¢é criado

o procedimento quantico que oculta HG' em G.

Teorema 5.4.2 Dado G um p-grupo nil-2 de expoente p. Dada uma funcao f

que oculta um subgrupo H de GG, com a promessa de que H tem ordem 1 ou p.

Existe um procedimento quantico eficiente que oculta HG' em G.

Agora usado o teorema 5.4.1 e as reducoes que foram feitas na secao anterior

chegamos ao principal teorema desse capitulo que é enunciado a seguir.

Teorema 5.4.3 Seja G um nil-2. O PSO pode ser resolvido de forma eficiente

em @G.
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Capitulo 6

Conclusoes

Esta dissertagao iniciou-se com uma revisao dos conceitos da Computacao
Quantica. Em seguida foi elaborada uma breve revisao sobre grupos Soliveis e
Nilpotentes, dando énfase aos grupos nilpotentes de classe 2. Também foram apre-
sentadas algumas propriedades de grupos nilpotentes de classe 2 nao muito comuns
em literaturas; e, omitindo alguns detalhes, foi mostrado o algoritmo quantico pa-
drao para solucao do PSO em grupos abelianos, que tem como um dos pontos
principais a aplicagao da transformada de Fourier abeliana.

No principal capitulo desta dissertacao, o capitulo 5, foram exibidas as princi-
pais caracteristicas de Cadeias Policiclicas. Em seguida, foram expostas redugoes
importantissimas na resolucao do PSO em grupos Nilpotentes e apresentado o al-
goritmo quantico para resolucao do PSO em grupos nilpotentes de classe 2, uma
importante classe de grupos na Teoria de Grupos.

Um resultado importante que foi indicado nesta dissertacao é o fato de que o PSO
em grupos de nilpoténcia constante - classe de grupos fechada para subgrupos e
para grupos fatores - sao reduzidos a p-grupos de expoente p, onde o subgrupo
oculto tem ordem 1 ou p.

Uma perspectiva para trabalhos futuros é usar “ferramentas” apresentadas por
(Ivanyos et al., 2007a) na solu¢ao do PSO em grupos Nilpotentes de classe 2 para

a extensao da solucao em grupos Nilpotentes de classe 3.
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Apéendice A

Resolvendo o sistema de equacoes

Este apéndice é integralmente destinado a mostrar que o sistema de equacao 5.5
admite solucao e pode ser computada eficientemente. Baseado no teorema 5 de
(Ivanyos et al., 2007a).

Teorema A.0.4 Considere a equagao:

Z?:l ui(Ji — ]3) = 04
Z?:1 U;Ji = 04

(A.1)

Onde @ = (uy,...,u,) € (Z9)". Se n = (d+ 1)*(d 4 2)/2 o sistema A.1 admite

solucao e é encontrada eficientemente.

Prova. Se p = 2 o sistema coincide com um sistema linear e pode ser computado
eficientemente, por isso é considerado p > 2.
O teorema de Chevalley-Warning de (Chevalley, 1936; Warning, 1936) garante

que o sistema A.1 admite solucao e é equivalente ao sistema,

Z?:luijz? = 07
Eyzluiji - Oda

(A.2)
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segundo (Ivanyos et al., 2007a).

Seja u; = (u14, U2, - - -, Ugy), COM iSSO tem-se o sistema:

Vie(ILdl, Y wg = 0°

(A.3)
Vi e [|17d|]7 Z?:l Ul,z‘ji = 0%
Considere primeiramente a seguinte soma do sistema:
{ Vie[|1,d]], YL wgi = 0% (A.4)

Sendo assim, o sistema é representado pela matrix d x n:

Uyl .. Uin

Ud1 - Udn
O algoritmo que sera apresentado é um algoritmo recursivo. Se d = 1, tem-se
uma tnica equagao quadrdtica da forma uy1j5%? + w275 + u13j5 = 0, que é um
caso particular do Teorema A3 de (v. de Woestijne, 2005) e uma solugao pode ser
encontrada eficientemente.
E considerado que tem-se d equacdes com n = (d+ 1)(d + 2)/2 incégnitas. Pode-
se fazer operagoes elementares (subtraindo linhas e multiplicando por constantes)
em M, criando um sistema equivalente, com objetivo de reduzir o sistema a um
sistema de d — 1 equagbes com d(d + 1)/2 incégnitas para usar a recursividade.
Se o posto de M for menor que d, pode-se esquecer uma equacao e ficar com um
sistema de d — 1 equagoes com o mesmo numero de incoégnitas, mas se o posto de

M for d, fazendo operacoes elementares na matriz M, obtém-se um sistema:
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10 0 ... 0 wul), ... u)
o1 0 ... 0 uggﬂ uéln
M1:
1 1
0 ... 0 1 0 u .y oo,
0 ... 00 1 uf), ... o)

Uma questao simples de ser verificada ¢ que metade dos elementos de Z; possui
raiz, considerando o grupo Z,. Com isso um elemento A que nao possui raiz pode
ser computado facilmente, ¢ um elemento qualquer de Z, que nao possui raiz ¢é
multiplo de uma raiz por A. Agora observe a coluna d + 1 do sistema. Se essa
coluna for toda nula, entdao jg1 = 1 e 5, = 0,Vi # d + 1 é uma solugao nao
trivial para o sistema. Caso contrario, separa-se os elementos da coluna d + 1,
considerando (k1, k2) # (0,0) tais que os ki primeiros elementos e os ko elementos

seguintes nao possuem raizes, ja os restantes dos elementos da coluna d + 1 de

v 2

M sao nulos. Existem vy, vg, ..., Uk, 4k, diferentes de 0, tais que u; 4., = 7,

para 1 < 1 < ky e ug,ljﬂ = M}, para ky +1 < i < ky + ky. Os elementos
v; V1 < @ < ki + ko podem ser determinados eficientemente de acordo com o

algoritmo de Shanks-Tonelli em (Shanks, 1972). Agora define-se as incégnitas

Jkitkot1, - - -, Ja todas iguais a 0, eliminando as colunas ky + ko + 1,...,d de M.
Dividindo a linha ¢ por v;,V1 = 1,...,k; + k. Introduzindo as novas varidveis
j;- = jw{l, V1 =1,...,k+ky tem-se um sistema equivalente a M; com n—d+ki+ks
variaveis com as incognitas ji, e ,j,;1+k2,jd+1, ey Jn

10 oo oee o 001 WP, W)

0

0 ... 1 i .1 wdL, oWl

1 ... A ul(ch)+1,d+2 e u,(fl)ﬂn
My = 0

0 0 1 A ulige o U n

0 0 0 0 ul(c21)+k2+1,d+2 e ul(fl)—i-kg—f—l,n

0 0 W, ..l
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Agora subtrai a primeira linha das linhas 2,...,k; e a linha 2 da s linhas k; +

. . ., . . o ., . W

L,..., ko+ki. Esubstitui as varidveis j,, . .., j,, DO j; € as Variaveis jp o1, -, Jp, 4k,
./ ré 7/ . ~ ~ . . .

por j , lembrando que se esta buscando uma tnica solugao nao trivial para o sis-

tema. Efetuando as mudancas na matriz Mo:

1 01 uf’;ﬁ ug?’?)l
01 A ud)y oo ul)
My=100 0 uly, ... us)
000 uf), ... u)

A parte final da reducao distingue-se em 2 casos, dependendo da congruéncia de p
modulo 4. Se p é congruo a 1 médulo 4, entao —1 possui raiz e uma raiz s de —1
pode ser computado eficientemente. Sendo assim, define-se j, = sjz41 € elimina-se
a coluna 1 da matriz M3, definindo como 0 o elemento da linha 1 coluna d 4+ 1 e
alterando a linha 1 e linha 2. Quando p é congruo a 3 moédulo 4 o elemento —1
nao possui raiz e portanto defini-se A = —1. Defini-se j,;l 41 = Ja+1, eliminando a
coluna 2 e nomeando como sendo 0 o elemento da linha 2 coluna d + 1. Obtendo
uma matriz da forma:

1 (3) (3

O Uigig o0 Uj,
(3) (3)
M — 0 0 uggyn --v Uy,
4 — )
(3) (3)
0 0 Uggrg -+ Ugy
.-, . . . . . . ’ ~
nas variaveis j,jgti,-.-,Jn, oOnde a = A, j = jg,+1 quando p é congruo a 1

médulo p, e caso contrario, « = 1 e j' = j;. Com isso chegou-se a um sistema
com d — 1 equagoes e d(d + 1)/2 incégnitas. Usando o processo recursivo, faz-se
a mesma redugao que foi feita na matriz M na matriz My. Até chegar ao sistema
3%+ jiie + D hais uf’,ﬁ;k = 0, definindo b = >7,_,., ug?,ljk, tem-se o sistema
J”?+ i, +b =0, que novamente é um caso particular do Teorema A3 de (v. de
Woestijne, 2005) e pode ser determinada eficientemente.

As operagoes realizadas para resolver o sistema sao todas de ordem O(poli(dlogp)).

o7



Como o sistema é resolvido recursivamente, pode acontecer de aumentar o grau do
polinémio, mas a ordem do algoritmo continuard sendo O(poli(dlogp)).
Novamente volta-se ao sistema A.3. Sejam n’ = n(d+ 1) e 1 < k < d, considere o

sistema quadratico d equagdes com n variaveis:

{WEHLCZH, SO w2 = 0% (A.5)

Como foi visto, o sistema de equacoes acima possui solucao e pode ser computada
eficientemente. Para um & qualquer, dado (jrni1,-- -, j(k+1)n) uma solugao do k-

ésimo sistema quadratico. Entao o conjunto:

{015+ A0 Adngts s AJons - - - s AddJdn41s - - - s AdJd+1)n) = (Ao, Aa) € ZZH}

é um subespaco de ZZ™!, cujos elementos sio solugoes da equagao quadrética de

A.2. Entao pode-se computar um elementos nao diferente de (0, ...,0) tal que,

{071, -5 AoJiny Aidnsts -+ Ald2ns -+ -5 Adddntts - - - AdJ(d+1)n) © (Ao, Aa) € ZZH}

seja uma solugao nao trivial do sistema linear de A.2. Concluindo assim a prova
do teorema.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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