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CONTROLEH. DE SISTEMAS LINEARES COM INFINITOS SALTOS
MARKOVIANOS VIA REALIMENTAC AO DE SAIDA

Marcos Garcia Todorov
Marcgo / 2007

Orientador: Marcelo Dutra Fragoso
Modelagem Computacional

Este trabalho trata do problema de contrddle de uma classe de sistemas lineares
com saltos Markovianos (MJLS) a tempo continuo, onde aigatteMarkov toma valo-
res em um conjunto infinito enumeravel. Wounded real lemméue chamamos JBRL)

é desenvolvido, estabelecendo que a factibilidade de et infinito de desigualda-
des matriciais lineares (LMIs) interconectadas é necéss suficiente para que um dado
sistema seja estocasticamente estavel (SS) e atenda asempinhdH., prescrito. O
problemaH., estudado consiste na atenuacao do efeito que peragbastocasticas de
energia finita causam na saida de um sistaragior caso Neste problema, conhecido
na literatura comalisturbance attenuatio(DA), assumimos ainda que o controlador so-
mente tem acesso ao processo de saltos e a uma saida dasiGtemontroladores de
interesse devem garantir que tanto a estabilidade (SSyaquandesempenhid,, sejam
observados no sistema em malha fechada — donde as candig@estas pelo JBRL sao
determinantes para a existéncia de solugdes. Um imperéspecto dessa nova aborda-
gem é que ferramentas tao fundamentais quanto o Complemerschur ou o Lema da
Projecao, p.ex., nao podem mais ser usados para mangsutanjuntos de LMIs infini-
tamente acopladas — tal dificuldade & contornada peladin¢gm de versdes estendidas
desses resultados, no inicio do trabalho. Um dos prireieaultados (Teorenia 5) carac-
teriza a existéncia de solugdes através de dois praderill complementares, um dos
quais torna possivel @designcomputacional de controladores. Por fim, sao apresentados
algoritmos para a construcao pratica de controladdtésos ou sub-6timos, dando ori-
gem a um conjunto de ferramentas que, especialmente noroagoesa cadeia de Markov
é finita, podem ser implementadas computacionalmente deirmamediata. Mesmo no
caso finito, os resultados da tese sao mais fortes do quekasidset all [1].
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This work addresses th., control problem for a class of continuous-time Markov
jump linear systems (MJLS), in which the Markov chain takaluigs in an infinite coun-
table set. Abounded real lemmévhich we call JBRL) is developed, stating that the
existence of solutions to an infinite set of interconnedteedr matrix inequalities (LMIS)
is both necessary and sufficient for a given system beindghattically stable (SS) and
meeting a prescribeHl., performance level. Theél, control problem considered here
consists on the attenuation of thverst-caseeffect that finite-energy stochastic disturban-
ces cause at a system’s output. In this setting, which isregfeo in the literature as the
disturbance attenuatio(DA) problem, it is also assumed that the controller has acly
cess to the jump process and an output of the system. Theamtyotiers of interest must
then guarantee that, both, stability (SS) andHanperformance level are satisfied on the
closed-loop system — yielding that the conditions on whiehdBRL is stated are deter-
minant for the existence of admissible controllers. A sdlfeature, which distinguishes
our approach from previous ones, is that tools as fundarmastachur Complements or
the Projection Lemma, for example, can no longer be employeadbrk out the infini-
tely coupled LMIs which come up — such drawback is overcoméhkyintroduction of
extended versions of these tools, in the beginning of theediation. One of the main
results (Teoremid 5) characterizes the existence of adst@ssintrollers by means of two
complementary LMI problems, one of which is rather amen#&inéhe computational
design of controllers. At the end, we present some algostfanthe practical construc-
tion of either optimal or sub-optimal controllers, givinge to a collection of tools which,
especially in the finite case, may be computationally solaeadstraightforward manner.
Even in the finite case, the result here improves the onesiade all [1].
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1 Introducao

Uma questao inerente a modelagem matematica de umaegrariddade de proces-
sos (incluindo processos fisicos, quimicos, biolégiarondmicos, e industriais, entre
outros) consiste em como tratar, de maneira adequada,aateiras que se tem acerca do
fendbmeno de interesse. Tais incertezas tém, minimamewmas possiveis fontes: podem
ser devidas, por um lado, a uma observacao imprecisa afou@nhecimento incom-
pleto do processo em questao ou, por outro lado, as J@s¢ride ordem pratica de que
somos obrigados a lancar mao quando da descricao rattando problema. No con-
texto da teoria de sistemas e controle, em particular — dreeado em tais condicdes
adversas, projetode controladores &€ muitas vezes o principal objetivo alsangado —
pode-se afirmar que o tratamento adequado de incertezasdeagem & questao deci-
siva na solucao de problemas.

Um tipo de incerteza de particular interesse neste tralésdhacorréncia de variacdoes
abruptasna estrutura de um sistema. Em uma situacao pratica tqueotal fendomeno
pode se verificar, por exemplo, devido a ocorréncia def#im um dado processo (como
o rompimento de uma linha de transmissao em um sistema dgizeéetrica, a quebra
repentina de alguma maquina ou componente em um proceissirial, ou a falha de um
operador humano em um sistema de avia¢ao), ou devidoiasiudancas ambientais
(como a perda de sinal em um enlagigeless devido a chuva ou obstru¢ao do meio,
ou a contaminagcao de um rebanho ou plantagcao por demdmimicroorganismo)l'i
entao evidente que, neste contexto, um tratamento adegaaatcorréncia de fenobmenos
abruptos na modelagem — bem como no subseqiiente projetoileladores — pode ser,
entre outras coisas, a chave para se estudar sistemas comtofeiancia a falhas ou
maior robustez as condi¢des adversas do meio ambiente.

Matematicamente, uma maneira natural de se descreveragaarabrupta da es-
trutura de um dado sistema dinamico a tempo continuoa@é&drda acao dewitching
(chaveamento): assume-se que o0 sistema possui um congmtddfinido de diferentes



regimes (modos) de operacao, e certa lei que determinauahtdgstes ele se encontra a
cada instante de tempo. Em particular, sempre que cada umathss de operagao apre-
sentar uma dinamica linear e o processawéchingfor aleatorio, governado por uma
cadeia de Marko\ |2], diremos que o modelo em questao sist@ma linear com saltos
Markovianogou MJLS, do inglédarkov Jump Linear SystemEste tipo de sistema é o
objeto de estudo do presente trabalho.

Os MJLS constituem uma importante classe de sistemasibgbivejal[3], [4], [5],
ou |€]), ao lado dos sistemas chaveadewsiiched systemweja (6], [4], |8]), que tem
sido extensivamente estudada nas Ultimas décadas. Desddalhos histéricos de auto-
res coma Krasovskii e Lidskil [9], Floreniin [1L0], Sworddrd]] elWonharn([12], ainda na
década de 60, uma grande variedade de questdes foi aharaditeratura — dentre essas,
podemos destacar os problemas de estabilidade [13, 146]18,elstabilizagao robusta
[17,[18,19) 2D 21]; a introdugao e o estudo de nocdesstibilizabilidade, controla-
bilidade, observabilidade e detectabilidade [22,[23] 5428, 27 2B]; os problemas de
controle LQH> [29,[30, 31 32, 33, 34, 35] e contrat&, [36,[37,[38/ 39, 11], bem como
a fusao dessas abordagens [40]; sistemas com retdeti)(41,142,[43| 44, 45, 46, 47];
e filtragem [48[ 49, 50, 51]. Alguns exemplos de aplicagdes MJLS, bem como um
grande numero de referéncias, pode ser encontrada eBEF4 [ 55 56, 57] e nos livros
[58] e [59].

As primeiras referéncias a tratar do casfinito (em que a cadeia de Markov asso-
ciada ao sistema corresponde a um conjunto infinito cohtémam [60] e [61]. Um
importante aspecto dessa classe de sistemas correspoiatie ée que, diferente do que
ocorre no casdinito (em que a cadeia de Markov & um conjunto finito), neste caso 0s
conceitos de estabilidade na média quadratica (MSS)biédade estocastica (SS) nao
sao mais equivalentes [62]. Dentre a grande quantidadeestdes tebricas que se en-
contram em aberto no contexto de sistemas lineares cons $dldkovianos a tempo
continuo (com especial atencao ao caso infinito), dastas aqui a falta de uimoun-
ded real lemma, consequientemente, de uma teoria de conttglpor realimentacao de
saida. Estas questdes sao a principal motivacao demetrabalho.

A teoria de controléH., representa, atualmente, uma das mais importantes aborda-
gens para a analise e sintese de sistemas de controlenesiainio da frequiéncia, em
que foi originalmente proposta |63,164], seja no contextsratal de espaco de estados.
Esta segunda forma recebeu grande atencao a partir dddsmahos 80 (65, 66, 57], pois



foi a que possibilitou que problemas nao-lineares [68, é&jiantes no tempo e/ou em
horizonte finito [70] 7], 72, 73], em dimensao infin[tal[7d]i mesmo em um ambiente
estocastico [45, 76] fossem tratados de forma convenidwecaso dos MJLS, as pri-
meiras referéncias ao problerda foram [36], [37] e [38]. Outras referéncias sao:|[39],
em que o caso infinito viatate-feedbackrealimentacao de estado) foi tratadoj el [77],
relativo ao problema de controlé, de sistemasao-lineares com saltos Markovianos.
Em sistemas de tempo discreto destacamos dindall6l], [68Japitulo 7 de[][58].

Neste trabalho & tratado o problema de contrblede uma classe de sistemas linea-
res com infinitos saltos Markovianos. Inspirada em [75].esente abordagem tem como
uma de suas caracteristicas marcantes a introducao agewosbounded real lemmaa
literatura, através do estudo cuidadoso de um problemartteote 6timo em horizontes
finito e infinito. E interessante mencionar aqui que, mesmo se reduzido a@icagoe
0 espaco de estados da cadeia de Markov é finito, a prova tesdtado ainda se en-
contrava ausente na atual literatura de sistemas em tempiowo [79]. Em constraste
ao principal resultado de Seller e Senguptal, [80], queurdtoproblema em tempo dis-
creto e no caso finito, o assim batizatlomp-Bounded Real Lemn§@BRL) fornece a
caracterizacao da existéncia de solucdes para ogimzbtie controle através da factibili-
dade de um conjunto de LMIisfinitamenteacopladas, o que constitui um novo tipo de
abordagem na literatura dessa classe de sistemas (MJL{) patencial para aplicagdes
é explorado ainda neste trabalho.

A caracterizacao por conjuntos infinitamente acoplaeéds\is & também inovadora
no tratamento do problema de controle por realimentagdgattla em horizonte infinito
[81], que & a questao abordada em seguida. Apesar dohoateiFariagt all [1] ter tra-
tado — no caso em que o espaco de estados da cadeia de Mérkto-ede um problema
deste tipo, & possivel observar que apenas condicbeenstes foram obtidas para o pro-
blema de controle. Além disso, nota-se que uma hipotesinio restritiva, relacionada
ao processo de saltos (que foi utilizada inicialmente_ponieon [12]), & naturalmente
herdada de [36]. Com base no JBRL, no entanto, no presebtdhoanao somente é
relaxada a hipbtese de WonHam, mas também sao estalaslecindi¢cdes suficientes
necesarias a existéncia de solugdes para o problema de controlen i€ & possivel
apresentar (por uma abordagem inteiramente diferenteetiagmpregada em![1]) uma
mais completa caracterizacao das solucdes do problemiie a nocao de projecdes de-
sempenha um papel central (tal como em, p.€x],[[82, 75]) bawada a abordagem de
[83,73].



As questdes ddesign(projeto) de controladores sao também tratadas, via o a
dagem de programacao convexa. A caracterizacao migigadnsa das solugdes, no en-
tanto, nos permite estabelecer um procedimento mais ctomgibeque o delll], onde a
existéncia de solucoes pode, alternativamente, seadaeantes que se proceda ao projeto
propriamente dito. Essa solucao intermediaria, sergrata, € de fato parte da solugcao
total do problema deesign— o que indica que o procedimento aqui proposto & mais
flexivel, e portanto mais apropriado para aplicacdegjudaquele apresentado ern [1].

1.1 Descri@o do trabalho

O capituld® apresenta, em duas partes separadas, amatdgtada no decorrer do
trabalho e uma série de resultados auxiliares que seée@posteriormente. Embora to-
dos os resultados desse capitulo sejam contribuictginais da tese — destinados princi-
palmente a manipula¢éo de problemas LMI infinitamentpkcos, como os que surgem
no capituldb — sobressaem-s€omplemento de Schur Uniforrfieeoremdll) e dema
da Proje@o Uniforme(Lemal), pelo fato de desempenharem o mesmo papel cengral qu
suas versdes classicasl[84, 82], porém neste contexsamalo (veja também a Ndih 2).

Dois modelos de fundamental importancia para este trabsfo introduzidos no
capitulo[B. O primeiro deles consiste em um MJLS com cd@redigniciais aleatorias —
cujo espaco de estados da cadeia de Markov € um conjuntborgnumeravel — sujeito a
uma perturbacao aditivac L;‘V(R+) (i.e., uma perturbacao estocastica de energia finita)
e com uma saidg apenas para ilustrar o problema, o sistema & do tipo:

5. { X(t) = Agx(t) +Bav(t)
| 2t) = Cax(t)+Dgv(t),

onde, para um dado instante de tenipe O, X(t) & o processo de estaddfeé o pro-
cesso de saltos, modelado através de uma cadeia de Madgnin8o uma terminologia
usual na literatura de MJLS, a no¢ao de estabilidade ddataste trabalho corresponde
a deestabilidade estdxstica(SS, do ingléstochastic stability um tipo de estabilidade
interna “em um sentidd,” — sua definicdo &€ também situada no capifdlo 3. Adicio-
nalmente, a relacao entre SS e a existéncia e unicidadeldgéo de uma equacao de
Lyapunov em espaco de Banach & destacada, de acordo comportante resultado
de/Fragoso e Baczyn$ski [85] — esses resultados prelimisarés de grande importancia
para o trabalho. O segundo modelo & entao apresentadownmeersao mais completa



do sistema acima, na qual estao presentes as noc@estielee observafes parciais-
a serem exploradas no capitlilo 5.

No capitulol# & desenvolvido ubobunded real lemmaara a classe de MJLS in-
troduzida no capitulo anterior. O principal resultadomlad3, se propde a desempe-
nhar o mesmo papel que outtosunded real lemmatém em diferentes cenarios — veja
[86,[75,87/ 88, 80], por exemplo. O assim batizado JBRL (dt&sdump-Bounded Real
Lemma estabelece que a existéncia de solu¢des para um comjdinito de desigualda-
des matriciais lineares (LMIs) interconectadas & cduligecessaria e suficiente para que
um dado sistema seja estocasticamente estavel (SS) a atemd desempenhd, pres-
crito, o que representa uma contribuicao original desteeiho. Uma descricao resumida
da idéia por tras da prova desse importante resultadoesaada a seguir.

Em primeiro lugar, notamos que para a prova do Léina 3 & deafoedtal im-
portancia o estudo de um problema cmtrole 6tima o de minimizar um funcional
sujeito a uma restricao nas variaveis do sistema. E&$a fidi largamente explorada em
[75] e da origem a maior parte dos resultados auxiliaf@®®a. Basicamente, definimos
um funcionalv — y?||v||2 — ||Z|4, que atribui umcusto(ponderado pelo paramety) a
relacdo entre entrada)(e saida®). A idéia por tras do problema de controle 6timo é
entao decaracterizar, atraes da escolha dew LSV(R+) gue minimiza o funcional, qual
a pior perturba@o que pode afetar o sistema para um dado horizonte de temporni e
certo pa@metroy. A despeito de todas as questdes técnicas associad&spadema,
temos intuitivamente que um candidato a minimg,deve ser tal que a nornflar ||t &
relativamente pequena pala ||t relativamente grande (onde & a saida correspondente
a entradarr). Isto €, espera-se que o0 sistema seja s&gvel a acao derr, de maneira
que o ganh(%% € maximo para essa entrada e sua respectiva saida.

Apobs mostrarmos que o problema de controle 6timo & bemidefié estabelecido
no Lemd® querr, a solucao 6timaé uma realimentaio esética do estado do sistema
onde o ganho déedbackdepende da solucao de uma equacao diferencial de Riccat
em espaco de Banach de dimensao infinita (cuja existengracidade foi estabelecida
em [89]). Tal caracterizacao do minimo nos permite emstabelecer a Proposidgdo 6,
que é a ferramenta que torna possivel o tratamento dogmabtle horizonte infinito,
T — 0. Desse limite decorre que existe uma solucao para detadaiequacao algébrica
de Riccati (ARE) em um espaco de Banach de dimensao infmitae parece ser um
resultado novo na literatura. A partir desse Gltimo resldtauxiliar, a prova dbounded



real lemmaé entao obtida através de uma analise de pequenashasides na ARE,
essencialmente inspirada na abordagem adotada ém [75].

O problema de controld., & objeto de estudo do capitlllo 5. Apenas para referéncia,
o sistema de que tratamos € do tipo

X(t) = A&X(t) —|—BQIV(t) —|—GQIU(t)
2y Z(t) = CgX(t) +DgV(t) +Hgu(t)
y(t) = Fax(t) +LagVv(t),

ondex e 6 sao os processos de estado e de saltos, respectivamentebl€na pode ser
sumarizado como segue. Deseja-se caracterizar uma ckaseatdolesy, que garantam

a estabilidade do sistema em malha fechada, assim comovehpréscrito de atenuagao

do efeito causado pelas perturbacdesn uma saida de errg,no pior caso Assumimos

que, em um dado instante> 0, o controlador somente pode ter acesso ao processo de
saltos, 6, e a medicao do sistemgt). O diagrama de blocos do sistema em malha
fechada é tal como mostrado na figura abaixo.

Figura 1.1: Diagrama de blocos do sistema de controle

Em seguida, & escolhida conadmis$vel uma classe de controladores dinamicos
estaticamente dependentes do processo de saltos (i.&9ladares sem memoria de
{6:}1<t a qualquer instante de tempo- 0, analogamente &,). Neste ponto, o JBRL
(Lemal3) & empregado e demonstra-se, na PropoSicao &ngquado controlador ad-
missivel %" realiza o tipo de controle desejado se e somente se houvenmiehda
solugao para um problema LMI do tipo:

Encontre P< 0,

(1.1)
tal que MO (HDPVH F+ JH(AHDP) >0,



onde Z = Z(P), e onde< e > sado desigualdades matriciaisiformes e limitadas
introduzidas no capituld 2. Neste ponto fica evidente a itApcia do Lema da Projecao
Uniforme (Lemdll). Através dele é possivel, de maneirediiata, estabelecer um resul-
tado alternativo: que a existéncia de solu¢cdes adweisspara o problema de controle
depende da factibilidade de um probleprajetadq

Encontre P< O,
tal que A#°>0 sobre N (F)UN(H#P),

ondeZ = Z(P); note que’?’, que & desconhecidopriori, &€ eliminado neste segundo
problema. No entanto, uma vez que o conjumtq.”%”) depende da variavel de de-
cisao,P, € estabelecido a partir da ProposiGho 9 que a existélecsolucdes admissiveis
para o problema de controle depende, na verdad#gideroblemas LMI: um na variavel
P e outro na sua invers&—= P!, Esta caracterizagao, freqiientemente encontradtena li
ratura de outras classes de sistemas (veja, [.ex., [[15)8& dlponto de partida para uma
série de manipulagdes algébricas que nos permiterbedstaer a Proposic@aal10. Nela en-
contramos que, ao contrario do que se observa em outrasdgsistema, na classe de
MJLS aqui estudadiaé uma grande dificuldade em se expressar a caracteiizag pro-
blema de controle atra@s dos blocos diagonais-superiores de P. dsfo &, escrevendo
P=(P,P,,...) esuainvers&=(S,S,...), sob a forma

R:[x Pa
P Psi

Yi i
Si S
comX = (X1, X2,...) eY = (Y1,Y2,...) de dimensdes x n, observa-se que um acopla-

mento do tipaX = (Y — szglsg)*l deve ser satisfeito por qualquer g&S). Ora, esta
condi¢do nao so tornaria o problema nao-linear (ect@wexo) como também corres-

Y

], ie.”,

ponderia a um requisito muito conservador a ser exigido diag®es do problema (no
sentido de que se esperaria uma relacao muito intima agtvariaveis de decisao).

Uma importante simplificacdo no problema & introduzidate ponto. Ela consiste
narestricao do conjunto de controladores admissivaisaclasse de controlédl-order,
isto &€, uma classe de controladores que possuem o0 mesnavadevariaveis de estado

gue o sistema em malha abeifg, Esta estratégia, que foi empregada em diversos traba-

lhos (veja[1/211] para exemplos de MJILS €l[[75, 83] para exesg#m saltos), pode ser
sumarizada como segue. Supondo que a variavel de LyapRrovP, P, . ..), pode ser



escrita sob a forma

I

P =
Yiil_xi Xi_Yifl

], ie.?,

deve-se resolver dois problemas: primeiro, mostrar quastéexia de alguma variavel
com essa estrutura garante a factibilidade do problemarteot® e, segundo, estabele-
cer quais condicdes permitem caracterizar XasY (esses problemas sao resolvidos na
Proposicadg11).

O problema que consideramos em seguida, e que serviu deagimipara um dos
principais resultados deste trabalho (Teoréina 5), € iowdsstigar se as condigs (su-
ficientes) estabelecidas na Prop@i¢ll §o tamiem neceswias para a exi€ncia de
solu@es para o problema de control® Lema8, cuja principal fonte de inspiracao foi
[83, Theorem 4 € uma importante ferramenta neste ponto. Sao estati@secondicdes
necessarias para a existencia de solucdes do problernantrole, através da seguinte
heuristica: ao invés de eliminar a variavél do problemal(1ll) através da nocao de
projecdes (ou do Leniad 1, como foi descrito anteriormefde-lo através (i) da restricao
da LMl em [1.1) a subespacos de dimensoes inferioresvémtide transformacdes de con-
gruéncia), e (ii) da introducao de variaveis de folga{foes afins de#’) naquele pro-
blema. Vale adiantar que, diferente do que foi feito asal@Lemadll, neste caso nao se
perde toda a informacao sohr& (parte dela fica contida nas variaveis de folga) — esse
fato possibilita a solugao do problemadtesign mais adiante.

O Teorem&@lb encerra um conjunto de condicdes equivalambesténcia de solucdes
para o problema de controle em questdao. Um ponto marcagte & caracterizago
das soluges se d de duas formas alternativas, ambas as quais se expressanest
de problemas LMIA prova desse resultado &€ consequiéncia direta daacekagtre os
resultados anteriores, e se da através de simples artpstEnprojecao (atraves do Lema
). Um resultado pratico que decorre imediatamente desgerha € o Algoritm@l1l,
que prové (especialmente no caso findopsdiferentes solugdes computacionais para o
problema de existéncia de compensadores, em termos derpasLMI.

Com esse resultado de caracterizacao (Teokéma 5), sdmletadas as questdes de
projeto de controladores. Para isso, sdo estabeleciddsaremdb as formulas para
construgcao de um controlador sub-6timo de ordem igwdd aistema em malha aberta,
em uma técnica que é essencialmente uma extensao dagadmem]1Theorem 4.



Através desse resultado é possivel enunciar os algusi@dB que permitem, de duas ma-
neiras diferentes, expressar o problema de construcéondeladores através da solucao
de LMIs. Um fator de interesse pratico neste ponto & qua saiucao factivel do pro-
blema de existéncia (toda solucao obtida através doriigo[l) € parte da solucao do
problema delesign o que & uma caracteristica bastante modular dos proeathsaqui
propostos.

O problema de sintes¢, 6tima — aquele de encontrar, explicitamente, um controla-
dor capaz de garantir que o menor nivel de perturbac&@iyseja alcancado — é tratado
em seguida. O procedimento bisseccional apresentado moi#tg[4 (/-iteration) € lar-
gamente conhecido na literatura de contidde(veja, p.ex.,[[90] ou[58Algorithm 8.9),

e tem a funcao de ilustrar como os resultados do trabaldemaer empregados para
resolver o problema de otimizacdao em questao. Por fimfimdiitem do capituldb
apresenta alguns experimentos que ilustram os resultitides.

Sumarizando, este trabalho & organizado como segueitalog@introduz a notagao
adotada e certos resultados auxiliares; no cagitulo 3d@sentados os modelos basicos,
junto a alguns resultados relevantes da literatura e a giéfimie estabilidade estocastica.
O capituld® é inteiramente dedicado lamunded real lemmé_emal3). No capitul@l5
0 problemaH. & estudado e uma solucao & proposta por meio de LMIsInkémie, a
conclusao do trabalho & apresentada no cadilulo 6,mertte a algumas indicacdes de
trabalhos futuros. Convém mencionar aqui que os prineigaultados desse trabalho de
tese foram aceitos para apresentacao [ver [79]e [81]).



2 Preliminares

Neste capitulo & estabelecida a notacao adotada ao timgrabalho, alem de uma
série de resultados auxiliares — alguns dos quais sasmavtiteratura — que serao Uteis
em determinadas passagens.

2.1 Nota@o

Com relacao ao espaco dasiplas sobre o corpo dos complex@$, denotamos por
(-,-) e]|-|| o produto interno candnico e sua norma induzida, resentwnte. Isto €, para
xy e C",
Y =Xy, X = (2, (2.1)

ondex* & o conjugado transposto de qualgquerC". Denotamos ainda p&{(C™ C") o
espaco de Banach de todas as matrizes compMxa&"™™, equipado com a norma de
matrizes induzida d€" emC™,

M := sup{[[MZ]; [|z| = 1}, (2.2)
zeCm

e M(C") = M(C",C") abreviadamente. Para uso posterior, definimos aiiga™) =
{UeM(C");U*=U} e M(C")={U e M(C™);U > 0}.

Como é usualmente definido na literatura de sistemas éseam infinitos saltos
Markovianos — veja 161, 62, 16] por exemplo — definimos um espke Banach de di-
mensao infinita tal comHgﬂjB, 0 espaco composto por todas as cole¢des infinitas de ma-
trizes com tamanhos uniformes, do tipo= (Hy,H>,...), ondeH; € M(C™ C") para
qualqueti € . :={1,2,...}, e tais qud|H ||sup:= SURc » ||Hi|]| < . Escrevemos ainda
ngp
(subconjunto) délg,,, cujos elementoBl = (Hy,Hy, ...) exibem a propriedade adicional

no lugar deg;, tal como antes, e definimd@&l;, (resp. Hg;) como o subespago

de queH; € M(C™) (resp. H; € M(C"")) para todoi € ., que denotamos abrevia-
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damenteH = H*. Em seguida, definimoﬁlgjp como o conjunto de todas as colecdes
infinitas de matrizes com tamanhos uniformesm#ormemente positivas B> 0, i.e., tais
queH = (Hy,Hap,...) € ngp com H; > €l, sobre toda € .¥ e algume > 0 indepen-
dente dd (por simplicidade, escrevemos simplesmente ldue> 0), ondel,, & a matriz
identidade enC"*". De maneira analoga, dizemos due ]ﬁIQu—p (ou queL é uniforme-
mente negativaN < 0) sempre que-L > 0. Neste caso, escrevemos dye< 0 para
todoi € ..

Para H € HEp e L € Hgl tem-se qué|HL||sup < ||H||supl|L|lsup dondeHL :=
(Hil1,Halo,...) € Hap. Mais ainda, para tod6 € Hﬁﬂg é facil provar queH F] :=
([H1 F1],[H2 R),...) € Hgﬂ#)’m (o analogo valendo para concatenagao bloco-vertical ou
bloco-diagonal). Denotamos a matriz zero @" ou HQL% por Qy»m, 0 mesmo valendo
para as matrizes identidade e C**¢ e I, € ]I:]Iﬁjp Sempre que o tamanho de qualquer
dessas matrizes nao tiver importancia ou puder ser faotiendeduzido pelo contexto,
ele sera omitido. Adicionalmente, definimos Hé¢j:=H +H* e ¢(H,L) = L*HL. O
produto de Kronecker de matrizes complexas & denotad®pde maneira usual (cf.
[O1]); isto &, seM € C™™MeN € CP*4, com

Mll Ce Mlm
M — . . ,
Mn]_ cee Mnm
entao
MiiN ... MmN
M®N = R e CchPxmq (2.3)
Mn]_N e MnmN

Finalmente, a imagem e o nicleo de uma dada matriz complexaC"*™ sao deno-
tadasZ (M) e .4 (M), respectivamente (veja a Proposi§ho 2 para uma exterséaso
infinito).

Com respeito ao conjunto infinito enumerawélconsidere duas sequiéncias infinitas
m = (my,mp,...),n= (Ng,Ny,...), onde(m,n;) € {1,2,...,M}? para algum inteiré/ <
o e todoi € .. Assim, definimos o espaco de Banach de dimensao inﬁﬂﬂﬁé de
todas as colec¢Oes infinitas de matrizes, as quais corrdspoa objetos da formid =
(H1,Ho, . ..) tais queH; € M(C™,C") paratodad € .7, onde||H ||sup:= SUpc o |[Hi|| < co.
Também definimos os conjuntégy;, ]ﬁlgjpc Hgyp de maneira analoga ao que foi feito
anteriormente, ondél > 0 mais uma vez significa positividade uniformé,c ]ﬁlg‘jp
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Em particular, sempre que = (mm,...) en = (n,n,...) temos simplesmentégp =

Com relacao a objetos aleatérios, fixamos um espaco amapilidade completo
(Q,.%,P) equipado com uma filtragao continua a direffiaC .% sobret € R, := [0, 0).
Adicionalmente, escrevemds(-) para a esperan¢a matematica e definitbsomo o
espaco de todas as variaveis aleatorias de segunda,atdeipo(Q,.#) — C". Para um
dadoT > 0, definimos também o espakl(T) de todos os processygs= {(y(t),.%);t €
[0,T],y(-) € C"} tais que a normdy|it := (Jg E[[ly(t)]|?dt)¥/2 & finita. Escrevemos
ainda quey € L5(R ) sempre que o limit§y||r, := limt_ [|y||t for bem definido. Fi-
nalmenteIr(-) : Ry — {0,1} e 1ryy 1 (Q,#) — {0,1} sao fungdes indicadoras para
algum intervald” C R e algum eventd” € .%, respectivamente.

2.2 Resultados auxiliares

Esta secao introduz algumas ferramentas independemesegao necessarias mais
adiante, incluindo versdes estendidas do Complementclug & do Lema da Projecao.

A seguinte proposicao estabelece, em particular, quepssitividade uniforme da
identidade & preservada dﬁ@jp sob a aplicacao de uma transformacao de congruéncia,
entao tanto esse conjunto quaﬁﬂ@gp sao invariantes com respeito a aplicacao de tal
transformacao. Este simples teste sera de grandeagidlido decorrer do trabalho.

Proposigdo 1 Suponha que @ (Q1,Qy,...) € Hgp € tal que QQ > 0. Entio as se-
guintes afirmativas@o verdadeiras:

(i) X € 0, implicaem QXQ> 0,
(i) X € M2, implicaem QXQ< 0,

Prova: Em primeiro lugar provemos (i). Da hipbtese, temos queegis> 0 tal que
Q'Qi > nl para toda € .. Adicionalmente, uma vez qu€ > 0 deve existirgg > 0 tal
queX; > &l, parai € .. Assim:

QXiQi > Qi Qi > (&on)! = él, (2.4)
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para algune > 0 adequado, e

2 2
1QIXQ < |QiI“IXill < [1QISupll X llsup
de onde o resultado segue. Para provar (ii) basta tdogar —X. [ |
Nota 1 Um aspecto marcante da prova acima correspoadecessidade de se garantir
que a uniformidade das desigualdadegreservada junto com a limitag na norma. De
fato, isto traza tona dois importantes problemas que surgem quando o esjmestados

da cadeia de Marko@ assumido infinito, vi&-vis o caso finitoE importante frisar que
esta ickia estah presente em todas as provas apresentadas no decorrersisgta vv

O seguinte teorema representa uma importante ferrameragapesenvolvimento
desse trabalho. Sua prova € apresentada na suljsedio 2.2.

Teorema 1 (Complemento de Schur Uniforme) DadosYU1,Uy,...) € Hspﬁjp, V = (Vi,
Vy,...) € HEH e W= (Wy,Ws,...) € HE, as seguintes afirmativads equivalentes:

VY
0] > 0;
Ve W
(i) U>0e W—V*U V>0
(i) W>0e U-VW Iv*>0.

Além disso, 0 mesmo vale se trocarmepor <.

A seguinte proposicao introduz as no¢coesageme nicleode aplicacdes lineares
para cole¢des infinitas de matrizes, além de definir o qais tarde chamaremos a “base

ortonormal” de um dado espaco.

Proposicgao 2 SejaW = (W1,W,,...) € HEbtal que p = dim(.#"(Wj)) > Lparatodo ic
7. Entio, parap = (py, Pz, .. .), existed = (d;,®,,...) € HE P tal que, para qualquer
e,

(i) A (®i) = {0} e Z(Pi) = (Wh);

(i) @ =1p;

13



mais ainda, escrevemos simbolicamente gdé¥) = Z(®) e dizemos que tab &€ uma
base ortonormglara estes espacos.

Prova: Primeiramente note que, para tode ., tem-sep; < min{/, p}. Defina
D = [ @1 ... @p | €CP*Plondeo conjunt({(nyj}'fi:l C CP forma uma base orto-
normal para/”(W¥;). Entao (i) decorre imediatamente, e temos que

@11 . @@
PP = : : =lp, (2.5)
qquigqvl qquigqvpi
de onde a prova esta completa. [ |

O seguinte corolario segue imediatamente desses doltacss

Corolario1 Seja¥ = (W1,¥,,...) € HE tal quedim(./4 (¥;)) > 1 para todo i€ ..
Entio as seguintes afirmativadsequivalentes, paratodo & (U;,Uy,...) € Hé’(jp, V=
(V1,Va,...) e A € W= (Wi, Wb,...) € HE

0] >0em A ([W 0));

U
V* W
(i) U—-VW V" >0 em .+ (¥),e W> 0,

Prova: Do Teoremdll temos que a limitacdo na norma do lado esquierdada

uma dessas expressoes & equivalente; portanto apeteapn@sar que a uniformidade
das desigualdades é preservada.

Seja® uma base ortonormal pard (W), como na Ultima proposi¢ao. Entao (ii) &
equivalente a existéncia de algum- O tal queW, > ¢l paratodd € .7 e

0 < @ (Uj — &l —VIW V") j = &7 (U — VW V) — el (2.6)
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0 que equivale a seguinte desigualdade, de acordo com erfddr:

@ 0 U Vi ® 0
0 | Vit W 0 |
B PUD DV
Vid W
| 0 ®:d; 0 o olfle o[® 0
> € = =
0 I 0o 1 0 | 0O e || 01
. - _ ® 0]
Finalmente note que tal condi¢ao correspondea(l),c@)s0 I :JV[qu 0]
em todoi € .7 ]
@ 0 Ui —el \ o 0
> 0.
0 | Ve W —el 0 |

A seguinte extensao deemma3.1 de [82] constitue uma ferramenta de grande im-
portancia no desenvolvimento do capitulo 5. Sua proyarésantada na subse¢ao 4.2.2.

Lema 1 (Lema da Projego Uniforme) Assuma N (Ng,Np, ...) € HEh, M = (Mg, My,
...) € HElp e H= (H1,Hy,...) € HE), Enio a LMI

H 4+ N*X*M +M*XN > 0 2.7)

posSsui a0 menos uma Solg; X € Hgdp se e § se H for uniformemente positiva em
A (N)UA(M).

2.2.1 Prova doComplemento de Schur Uniformé&eoremall

Para facilitar a apresentacao esta prova foi dividida eas ghartes. A primeira parte

é enunciada através do seguinte lema.

Lema 2 Dados U= (Uy,Up,...) € HEH V = (V1,Vz,...) e HEf e W= (W, Wp,...) €
]ﬁlgjp as seguintes afirmativage equivalentes:
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U VW

U IV

] > &l, paratodo i€ . e algume > 0;

(i) Ui>pul e W—V*U, "V, > pl, paratodo ic .7 e algumy > 0;

@iy W >vl e Ui—ViW V* > vI, paratodo ic . e algumv > O;

Prova: Assuma (ii). Assim, definindX = —U -1V € Hg}, temos que, para todo

e,
Ui 0 I 0| U V | X
ul < i _ i i i (2.8)
0 W ViUV X[V W0 I
-1
| X | =X . .
Note que 0| = 0 | ; entao a expressao acima se reescreve
UV I o[ 1 =X
Ay ol (2.9
Vi W N I

Em seguida defina

“] [ | 0”' _”Hulzuu—mvuﬂuvuz; (2.10)
\Y; —Xi* | 0 | \Y;

entao existe; > 0 tal que, para todoe .7,

fi(u,v) =

VA0 = fi(uv) > VI[>>e(u®+|v])  VYuecCP,
v=0 = fi(uVv)=[ul®>a(ul+|v|*)  vueCP\{0}.
Isto €, para uma escolha apropriadede 0 e todoi € .7,

U V
Vit W

>

I 0 I =X B
xe ] [O I ] > (ue)l =&l (2.11)

e (i) segue.
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Agora assuma (i). Entao é imediato que, para algus0 e todoi € .77,

Ui 0 B I O U Vi I X
0 W VUV X ||V W] o
I O I X
> €
X< 1|01
Tal como antes, temos entao qgéu, V) := |Ju+ Xv||%> + |[V||Z > u(||ul|? + [|v||?) para

todo (u,v) € CP x CY diferente de zero, de onde (ii) segue.

A fim de provar a equivaléncia entre (i) e (iii), basta notae q

B o)

e a Proposicad 1 garante que a transformacao de cormauécima preserva a positivi-

U V
Vit W

WV

, (2.12)
Vi U

dade uniforme. TrocanddJ,V,V*,W) por (W,V*V,U) no inicio da prova temos entao
gue o resultado segue imediatamente. [ |

Note que no lema acima foi apenas provado que a existentiritentes inferiores
uniformes para alguma matriz em blocos se estende para sadassseus complementos
de Schur, e vice-versa. Para completar a prova do Teddensedjua, resta provar que li-
mitantes (superiores) na norma também podem ser induia®relacdes de equivaléncia.

Prova do Teoremé@l1Suponha que (ii) & verdade. Entao do Ldra 2 temos a po-
sitividade uniforme em (i) garantida, e apenas resta prquara limitacao na norma é
preservada. Da igualdade dm{2.8) temos que

u Vil [ 1 o]y 0 | =X
Ve Wl L= ] Lo WU o
_ 2
<" _N] Ui 0 " (2.13)
0 | 0 W—V*U Vv

Mas note que, da definicao,

Lo l==tlls L)

X||?+ Iyl = l},
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de maneira que ey sao tais quéx|| <1 e]ly|| < 1. Logo:

{Emlll

2
=[x =XylI2 4 Y117 < (X0 + 11 + 1y

<X I 20X I+ 1412112

< L 20X+ IV < 2211 + 112
2

< (T4 1X]lsup)”-

Além disso, uma vez qu§ = —Ui‘l\/i, deve existir algungp > 0 finito para o qual
[ < 11U IV < ol V [l sup
poisU € Hsup implica na existéncia de limitantes positivese, tais que
gl <U<el = U t<egll
De maneira semelhante temos que, para t[oé% na fronteira da hiperesfera unitaria e

ie.”,
X 2 -1 2
y] = [Uix||* + || (W = Vi"U; V)|

Ui 0
0 W VUV
< (U3t W = VUV
= sup sup
.y — 2
< (||U||5up+||W_V U 1VHsup) .

Substituindo esses resultados €m (2.13) segue entao que

|

para todd € .#, o que nos leva a (i).

U Vi
Vi W

2 T
H < (1+eolV lsup) “ ([IU [lsup+ W =V U~V [sup)

Assumindo agora que vale (i), a relacBal(2.8) estabeleee q

o] fu v
owvul\/I X L[V W0
- 2
< 'X‘] Ui v H (2.14)
|01 Vit W
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para qualquerc ., e como < (1+ ||X||sup)2, a condico (ii) & garantida.

o)

A equivaléncia entre (i) e (iii) & provada com o auxilioR@posicadll, de maneira

analoga ao efetuado no Leida 2. Finalmente, note que essag@g@stende trivialmente
ao caso negativo, umavez que um dgda 0 se e s6 se Q> 0. [ |

2.2.2 Prova doLema da Proje@o Uniforme Lemall

A seguinte extensao do resultado apresentado no Tedlem@ hacessaria nesta
subsecao. A idéia € transpor tal resultado para o ctmtéxmatrizes infinitagveja a

secad Z11).

Proposigio 3 Sejamp = (p1, p2,-.-) €4 = (d1, 0, .. ) tais que(pi, gi) € {1,2,...,M}?
para algum inteiro M< o e todo i€ .. Enfao as seguintes afirmativa8sequivalentes
paratodo U= (Uy,Up,...) € HEp V = (V1,Vz,...) € Hdhe W= (Wi, Wb, ...) € Hip

. luUu v
(i) > 0;
Ve W
(i) U>0e W—V'U V>0

(i) W>0e U-VW V* >0,

Prova: A prova é imediata. Simplesmente note que tanto a Propadigquanto o
Lemal2, assim como o Teorema 1, podem ser estendidos ao cageeemn, p e q Sao
substituidos pelas sequiéncias arbitrarias e limgatfainteiroam, n, p e q respectiva-
mente, por provas analogas. [

Com este resultado & possivel proceder a prova do pah@pultado desta secao.

Prova do Lemdll A prova de necessidade & imediata. Simplesmente assuena qu
exista talX e note quel{Z]7) deve valer, em particular, no conjunto adbc

A prova de suficiéncia €, embora mais extensa, semelaadaeemma3.1 em [82].
As maiores diferencas sao (i) que o Complemento de Sdhiformeé necessario, no
lugar do usual, e (ii) que agora & necessario provar guarsformacoes de congruéncia
com que nos deparamos preservam a uniformidade das delsigaalmatriciais, o que é
feito com o auxilio das proposicdEs [e 2.
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Note que, para qualquee . e um par(M;, N;) correspondente, temos q@® =
ot Wi, onde

Wi = A (M)NA(N), Wz = A (M)-N A (N), (2.15)
Woi = A (M)NA (N, Wsg = A (M)EN A (N .

Logo, & possivel definir matrizes compleXas, W, W5 e Wy de dimensdes adequadas

como bases ortonormais (veja a Proposigao 2) de cada wsesdespacos; isto &,
ZWi) = Wi com W;iWi = lgimw,), Pparatodo € {1,2,3,4}.

Em seguida, definind® = (Ty,Ty,...) € HEup por Ti = [Wa; Woi Wai Wy, i € ., temos
queT*T =1, >> 0; assim, segue da Proposi¢do 1 dud (2.7) & equivalente a

T*HT +(NT)*X*(MT) + (MT)*X(NT) > 0. (2.16)

Note que, para qualquee ., tem-se qu@iy; Wai| e Wi Whi] séo bases ortonormais
parat’ (M) e/ (N;), respectivamente. Entdo existem matriggs Qo] e [Ry Ryi], cada
qual com posto coluna completo, tais ddd; = [0 0 Q1 Qzi] eNi' Ty = [0 Ry; O Ry, para
ie.s.

Para simplificar a notacao & conveniente definir

[ My My Tz Tlg ]
N: Mg Mg M
N=| 2 ° ° 7 L —THT
|_|§ rlé Mg Tlg
| n; Ny Mg Ny |
[ 0 | (0 0 0 o0 ]
0 0O 0O O o
e (MT)*X(NT) = X0 R 0R|= ,
Q1 0 Z11 0 21
| @ | | 0 221 0 222

onde introduzimos as matrizes infinitas (veja a sd¢ab Qil¥ (Q11,Q12,...), Ry =
(R11,R12,...), etc, com cada particao confornie Agora, deve-se reconhecer que a

existéncia de taK satisfazendd (21 7) & equivalente a existénciazde, 212, 221 € 22>

20



adequados tais que

| My P} M3 My ]
s Mo+ 27 Mo+ 25
2 > 6T %n T >0, (2.17)
M3 Mg+ 211 Mg Mo+ 212
I M N3+ 221 N5+ 275 Mo+ 2o+ 255 |

X1 A2
(23) sempre que tal quadrd’ = (211, 212, 221, Z22) €xistir; note que, como o con-

junto das colunas de cada uma da matrizes indicadas érfirage independente, temos

N | 211 27 t
pois X = ([ Q1 Q ] ) [ - 12] [ Ri R } é uma solugao adequada para

que todas as inversas a esquefdd, sdo bem definidas.

Temos, da Proposicdd 3, quie (2.17) é equivalente assigasntes relacdes serem

satisfeitas:
My P S

Y(Z11) = | M} Ms Me+ 27 | >0, (2.18)
I'I}; ﬂg—l—%ll Mg

*

M4 My
Mo+ 222+ 25— | M7+ 25 | Y(21) 71| Na+ 25 | >0 (2.19)
Mo+ Z12 Mo+ 212

Portanto resta apenas provar que a condngiesaria, enunciada no comeco da prova,
garante a existéncia de ufty 1 adequado que resoMa(2118), uma vez que para toda esco-
lha em 2712, 221 € 211 sempre existira algun®,, limitado, tal quel(Z.119) é satisfeita.

Da Proposicabl3, tem-se qie(2.18) se verifica se e sonente s

Ns Mg+ 27
MNM>0 e ° 6 11
I'Ig+3&”11 Mg

I_I>l<
—[ i]nl_l[ﬂz n3}>>0,
I_I3

isto &, se e sO se

My 0 0
0 Ms— MMM Me—M3NMs+ 25 | >0 (2.20)
0 (nﬁ—ﬂﬁﬂflﬂs)*+%11 |_|8—|'|§I'I1_1I'I3
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Se restringirmos a busca pdt™ através da escolh&i; = — (Mg — I'I;I'Ifll'lg)*,
entdo a condi¢do acima & satisfeita se e somente seiatee¢aler

My 0 0
0 Ns—Mnin, 0 >0, (2.21)
0 0 Mg— N3N M3

0 que equivale a

My>0, . M1>0,
! 1 junto a ! 1 (2.22)
Ms— M35 M2 >0, Mg — N3N M3 > 0.

Consideremos a primeira condi¢ao, por exemplo. Da Picpoi® ela pode ser reescrita

N, n
%o (2.23)
M Ms

como

Agora, uma vez quél = T*HT, pode ser facilmente provado que essa condi¢ao & equi-
valente aH ser uniformemente positiva sobr& (M), o que faz parte da hipotese:

[y W | H W e | 0 (2.24)

para toda € .¥; a prova se encerra se repararmos que a segunda condig@a2@me
analogamente equivalentéda>> 0 sobre /" (N). u

A seguir & colocada uma consideracao final sobre esteut@pio sentido de con-
templar a aplicabilidade de alguns dos resultados obtidos.

Nota2 (i) Pela prova da Propos#pl3d temos que cada um dos resultados acima pode

ser estendido para o contexto mais geral de matrizes infird@amaneira direta.

No entanto, embora cada um desses resultados pudesseddosithlmente es-
tabelecido nesse contexto mais geral (de onde um conjunterdenentas mais
fortes seria — formalmente — estabelecido), essas ex¢sn&o seriam de nenhum
uso imediato para os fins deste trabalho. Portanto, a fim detenancomplexi-
dade notacionaldo pequena quanto pdssl, foi decidido apresentar nesta sec
apenas o essencial de resultados auxiliares;

(i) Deve-se notar que cada um dos resultados acima vale iguédnggrando¥” nao
é restrito a um conjunto infinito enun@rel. Por exemplo, se considerarmgs
como um intervalo d& (ndo necessariamente limitado), os mesmos resultados po-
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dem ser obtidos por provas bastante parecidas. Como umadqagcia imediata
pode-se considerar o caso em qudAC e/ou D §io fun@es do tempo com um li-
mitante superior na norma. Tais resultados seriai®is, por exemplo, no contexto
de sistemas variantes no tempo (como em, por exemplo, [SB3hu

\YAY
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3 Descricao dos modelos e resultados auxiliares

Neste capitulo serdao apresentados os modelos basicpedsstaremos tratando no
decorrer do trabalho, aléem de alguns resultados auxligue serdao necessarios mais

adiante.

Considere um espacgo de probabilidade compl&o0% ,P) equipado com uma fil-
tracao continua a direitégf; C .# sobret € R,. Sobre esta, considere um processo de
Markov homogéne® = {(6,.%),t € R, }, com trajetorias continuas a direita e espago
de estados infinito contavet = {1,2,...}, tal que:

Aijdt +o(dt), i # ]

o (3.1)
1+Aidt+o(dt), i=],

P(Bia = j[& =1) = {
onde 0< Ajj parai # J, € 0< Aji= —Ajj = Zjey\{i})\ij < p para algunp < o« e todo
i € .. Assuma ainda quéy : Q — . € uma variavel aleatoria com distribuicigp O
exemplo a seguir ilustra conmbpode se apresentar para diferentes valores de|A;;],
no caso particular em qu# = {1,2}.

Exemplo 1 Seja a cadeia de Markov a tempo cionto com espaco de estados &iio
< ={1,2} e taxa de transi#o

A= (3.2)

B B ]
B B |

ondef; > 0e B, > 0. A Figural3.1 ilustra algumas realizées do process6 para dife-
rentes valores d@; e 3», onde fica evidente a seguinte propriedade da cadeia de Marko
um aumento da taxa de trandig leva a saltos mais frégntes (switching maisapido),
enquanto sua diminud torna a ocoréncia de saltos menos frégnte (switching mais
lento). \VAYAV}
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B,=03 B, =3
B2 =04 [32 =04
2 2
o~ @~ H Hﬁ
1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (s) tempo (s)
[31 =03 [3l =3
B,=4 B,=4
1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (s) tempo (s)

Figura 3.1: Realizagdes do processo de saltos binareoditerentes valores d®

Com o processé@ assim definido, considere a equacao diferencial edioaas
X(t) = AgX(t) +BgVv(t), X(0)=x0 €L, (3.3a)
sobret € R, junto a relacao algébrica
Z(t) =CgX(t) +DgVv(t), teRy, (3.3b)

ondeA = (A1, Az,...) € HY,,da mesma forma que € Hgjp, C € Hgyg e D € Hgijp*. O
sistema assim definido sera o objeto de estudo do capltalodé denotaremos para

variavel de estado e pdg, ) uma variavel de estado aumentada, com condicao inicial

(X0,80). O processo aleatorip corresponde a saida do sistema, quando excitado pelo

sinal de entrada € L;‘V(R+). Explicitando a dependéncia denas condigdes iniciais
(X0, 6p), bem como na entradaporx(-) = X(-, Xo, 6o, V), colocamos a seguinte definicao.

Definicdo 1 Para uma condigo inicial x(0) = 0 e 6y ~ 1 arbitrario, definimos aes-
posta “zero-statetle (3.3) como x%s(-) = X(+,0, 6o,V). Por outro lado, para condies
iniciais arbitrarias mas uma entrada identicamente nula, temossposta “zero-input”
Xzi(+) = X(-, X0, 60, 0). v
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Toda questao relacionadastabilidadeno presente trabalho sera no seguinte sentido
de estabilidade interna.

Definicao 2 O sistemd3.3) & ditoestocasticamente estavel ($8) para toda condap
inicial xo € L} e distribuigo inicial 7o, tivermos queé|X,i||r, < . v

O exemplo a seguir ilustra um aspecto bastante peculiar daSMjue a estabilidade
do sistema depende nao somente da mAtez(Ag, Ay, ...), mas também das proprieda-
des do processo de saltos (velal [28]) [58] € [16] para umaiskdo mais extensa nesse
aspecto).

Exemplo 2 Considere novamente a cadeia de Markov a tempadigoatcom espago de
estados biario . = {1,2}, mas taxa de transép dada por

an-| P F ] . B>0, (3.4)
B -B
juntamente aos sistemas
v o xm(t) = Mg Xm (t) (3.5)
e
N XN (t) = NgXn (t), (3.6)
onde M= (M1,M2) e N= (N1,N) sdo dadas por
[ 1/2 -1 2 1
My = ;o M= ;
0 -2 0 1/2
[ -1 10 -1 0
Ny = , Ny = .
0 -1 10 -1

(1)
Uma realizago particular do processo de estado Bg, xy = [ X

M |, & mostrada
(@)
M

na Figural3.2, parg3 = 1.5 e uma dada amostra d&
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo (s)

Figura 3.2: Realiza¢ao dos procesfasxy, paraf = 1.5

A fim de tracar conclu#es acerca da estabilidade dos sistemas, considere a Figura
B3 a seguir. E mostrado como a étlia de 50 diferentes realizées dos processos de
estado (1 e xy) se comportam em um horizonte de tempo de 45 segundos, pasa du
diferentes taxas do processo de salBs= 0.03 e 3 = 1.5. Atraves dessas simulaesé
possvel verificar o que foi afirmado nos Exemplos 4.1 e 4.Z de [#&)bora as matrizes
M1 e My sejaminstaveis(no sentido de que parte dos seus autovalores eshtida no
semiplano complexo direito), a estabilidade do sist@émalepende de uma altaxa de
transigoes def (mais especificament@,> 1.34). Por outro lado, embora tantofNjuanto
N, sejamestaveigcom espectros inteiramente contidos no semiplano latsqlerdo),
a estabilidade d&y depende de uma taxa relativamente bairaransi@es do processo
de saltos 8 < 0.04, segundol[16]). Com isto verificamos experimentalmentedgiato,
a estabilidade individual de cada um dos modés a condi¢o necesaria — ou sequer
suficiente — para que se verifique a estabilidade do sistemasppndente. \VAVAVS

Um outro importante aspecto da estabilidade dé (3.3) & iszewl@ como segue.

Nota 3 Em [16, Theorem 5.2] foi provado que a estabilidade no senB8 para o sis-
tema(@.3) &€ equivalente ao processo x pertencer AR) sempre que & L;‘V(R+).
Neste caso, uma vez que C e & dimitadosé facil provar que z= LBZ(R+); Isto é, a
estabilidade SS implica em um tipo de estabilidaglexternalno sentido entrada-sda)
para essa classe de sistemas. VAV,
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tempo (s)

Figura 3.3: Valores médios aproximados|dg (t)||% e |xn(t)||? paraB = 0.03 (metade
superior) €8 = 1.5 (metade inferior)

ParaP = (Py,P,,...) € Hgj, considere o operaddf’ = (71, %,...) dado por
Z(P)=AR+RA+ Y AjP, €S (3.7)
j€S
O principal resultado de [85] estabelece o importante pagpel? (que & hermitiano e
limitado na normd|.7 (-)|| := supc.~ || (-)|, cf. [16]) desempenha na caracterizagéo
da SS do sistema(3.3), que € aqui reproduzido na forma dosnt@s a seguir. Eles

estabelecem que a estabilidade estocastida_de (3.3)dkegdarexisténcia e unicidade de
solugdes para um conjunto infinito enumeravel de egesde Lyapunov interconectadas.

Teorema 2 Se o sistemg33) & SS, erdto para todo Qe H, existe umiinico Pe Hg;,
tal que
F(P)—Q=0. (3.8)

Prova: Veja o Teorema 8 en [85]. [ |
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Teorema 3 Caso exista ¢ ]ﬁlgjp tal que(3.8) é satisfeita para algum B ]ﬁIQu—p, enfio o
sistemg3.3)é SS.

Prova: Veja o Teorema 7 en [85]. [ ]

Nota 4 A caracteriza@o da estabilidade interna do sistenfa3) atraves de equdies
de Lyapunov tem o mesmo papel que aquela classicamentelesida no caso linear
(veja o caftulo 4 de [92] para mais detalhes). Em particular, os readlbs do poximo
captulo dependem fortemente dos teorefag? e 3. VAY

A fim de introduzir o modelo que sera estudado no cafilelaécessario estabelecer
noc¢des precisas dmntrolee observades parciaisno sistemal(3]3). Para tanto, suponha
que o processo de salto@, (tal como definido anteriormente), & conhecido para todo
t € R, e considere a equacao diferencial estocastica

X(t) = AgX(t) + BgV(t) + Ggu(t), X(0)=xp € L5, (3.93)
sobret € R, juntamente as relagdes algébricas estocasticamidia s

Z(t) = Cgx(t)+DgVv(t)+Hgu(t), teR, (3.9b)
y(t) = Tax(t)+Lav(t), (3.9¢)

ondeA = (A1, Ag,...) € HY,, da mesma forma quB € Hgijp, G € Hgjp, C € Heyp,

D c HYjp?, H € Hip?, T € Hg,py eL € Hgyp'. Neste caso, tantoquantoy s&o saidas do
sistema, representando sinaisad®m e medi@o, respectivamente. O primeira) (repre-
senta uma saida que & adversamente perturbada da origeanjerqgamente ao processo
X, somente pode ser observada através da megigagapel que a acao de controlg (
ira desempenhar neste problema sera estabelecido riolof)' mais adiante.

Nota 5 A hipotese de que o estado da cadeia de Mak@onhecido a todo instante de

tempo seit de suma impoéncia no desenvolvimento do éago[H, uma vez que as leis
de controle & estabelecidas dependerde; paratodote R, . AY

29



4 Bounded real lemma

Neste capitulo sera estabelecido bounded real lemmpara a classe de sistemas
introduzida no capitulo anteridg provado que a existéncia de solu¢des para um conjunto
infinito de desigualdades matriciais lineares (LMIs) interectadas & condi¢cao necessaria
e suficiente para que um dado sistema seja estocasticanstitel €SS) e atenda a um
desempenheél,, prescrito.

4.1 Preliminares
Considere o modela, conforme definido no capitulo anterior:

5. { X(t) = Agx(t)+BgVv(t), x(0)=xp €Ll @)

Z(t) = CgX(t)+DgVv(t), teR,,

ondef representa o processo de Markov com gerador infiniteghafinido por[(3.]1) e
condicao inicial aleatorily ~ 1.

CasoX seja estavel no sentido SS podemos associar a esse sisteoperador de
perturbagio, L : L) (R) — L2*(R. ), da seguinte forma:

Lv(t) =CgxXzs(t) + DgV(t), teR,. (4.2)

Comparando coni{4.1) temos gre) = Lv(-) sempre queg = 0. Definimos a norma
desse operador da maneira usual:

V|

Il = sup

. 4.3)
vel?(R,), |vilg, #0 VIR,

Nota 6 Repare que a hiftese de estabilidade SS garante, conforme apontado nd3\ota
que esse operaddr limitado com respeita norma(@.3). VAV,
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O seguinte funcional sera de grande importancia em nossengolvimento. Ele
depende das condigdes inici&ig, 6p), da perturbacag, de um tempo terminal >0 e
de um nivel de atenuacao de perturbacao preserit®:

0. 00) = [ BN~ 2]t (4.4)

Nota 7 Embora o sistema possua condi@es iniciais aleatrias, note que o funcional
acima esh igualmente definido sobre condgs iniciais determiisticas (que &0 um caso
particular). Istoé&, podemos naturalmente pensar, por exemplo, em um cusipalo t
3¥(B,i,v) para qualquer vetof3 € C" e todo i€ .¥; esse fato séxlargamente explorado
mais adiante. \AY,

Note que o funcional acima atribui um custo para cada pextady € LSV(T) que se
considere. Admitindg > O suficientemente grande, temos que o custo correspondente a
uma perturbacao a qual o sistema é relativamestnével (isto €, para a qual o ganho de
v paraz € relativamente pequeno) sera maior do que aquele adeaciama perturbacao
a qual o sistema seja maensvel (isto &, para a qual o ganho #earaz seja maior).
Logo, faz sentido nos perguntarmos se as piores periebagie podem afetar o sistema
(para as quais 0 ganho entrada-saida € maximo) corréspoa minimos do funcional, e
qual o papel qug desempenha nesse problema.

4.2 OBounded Real Lemma

A maior parte dos resultados auxiliares ao JBRL, LEma 3,alipeito ao funcional
de custo definido acima. O primeiro teorema que estabelecérnseguinte:

Teorema 4 Para qualquer condigo inicial (xo, 6p) € todo ve Ly'(T), bem como T 0e
P=(PL,P,,...):[0,T] — Hgj,continuamente diferen@vel, o funcional de custo definido
em(@.2) pode ser escrito sob a forma

37 (%0, 60,v) = E({¥o,Pa,(0)x0) — E(X(T),Pa; (T)X(T))

T : X(t) X(t)
+/0 E{(x(t),Pgl(t)x(t)>+< ( ,Mé(P(t)) [ v ]>}dt, (4.5)

t)
onde, para m= n+ ny, definimos M(P) = (MY(P),MJ(P),...) atraves das seguintes

\Y
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matrizes nx m
FZ(P)-C'C  Gi(P)

Y(p) =
(P Gi(P)* HY

, (4.6)
com G(P) = PB; —C*D; e H' = yI,,, — D{'D; para qualquer ic ..
Prova: Considere a seguinte fun¢ao de Lyapunov:
Ft.xt) = > r(R()Qjt) = H E{(x(),R(x(t)1lg-j},  (4.7)
jes jer
ondeQj(t) := E[X(t)x(t)*1ig—j1], j € . Considere ainda as fun¢ogg-mensuraveis
fi(t,x(t)) = (x(1),Pj(t)x(t)) e Fj(t,x(t)) = E[fj(t,x(t))11j;], cuja diferencial se es-
creve:
dFj(t,x(t)) = E{dfj(t,x(t))Lg=j) } + E{fj(t,x(t))dLg—j1 }- (4.8)

A fim de calcular a primeira diferencial no lado direito dagsao acima iremos proce-
der da seguinte maneira, ondl§; (t, x(t); dx(t)) denota a primeira variagao Gateauxfge
na dire¢cad0,dx(t)), calculada enft,x(t)):

dfj(t,x(t)) = %fj(t,x(t))dt—i-6fj(t,x(t);dx(t))
= {(x(t), P(t)x(1)) + (AX(t) + Bjv(t), P ()x(t))

+(Pj(t)x(t), Ajx(t) + Bjv(t)) }dt. (4.9)
Com relacao ao segundo termo no lado direitd dé (4.8) temes

E[fj(t,X(t))dl{et:J}] = E“j(LX(t))l{BHdt:j}_fj(tax(t))l{etzj}]
= E{fjt,x(1)[P(6rat = i|6) —P(6 = [|&)]}
= E{Aq;fj(t,x(t))dt+o(dt)}, (4.10)

assumindg # 6. No entanto, parg = 6 temos queP (6.4 = j|&) —P(6 = j|&) =
1+ Aggdt+o(dt) — 1, e portantol(4.10) vale para tojle .~~.

Somando a expressdo (4.8) para tgdo.~ e eliminando os termos(dt) decorre,
uma vez que a sequéncia de somas par§@§ Fj(t,x(t)) converge uniformemente para
um limite em[0, T], que

dF (t,X(t)) = E(x(t), Pgx(t))dt

AaPQ+P9[A9[+Zjey)\6tij Ps.Ba, X(t) o, (4.11)
B} Pa 0 v(t) ’
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e o resultado segue em se integrando ambos os lados da éxpaesaa e combinando a

@.3). ]
O principal resultado deste capitulo (JBRL) & apresengeskguir.

Lema 3 (Jump-Bounded Real Lemm§) sistema & SS conjL|| < y se e somente se
existir P= (Py, P, ...) € T3, tal que M/(P) € FIT.

A proxima proposicao prova o teorema acima em uma doeié., estabelece uma
relaggo entre SS coffL|| < y e a existéncia de algume HI; tal queMY(P) € ;.

Proposicao 4 O sistem& é SS confjL|| < y sempre que existir P Iﬁlg‘gptal que M(P) €

T
Hsup.

Prova: Da hip6tese temos que exigte- 0 tal queMiV(P) > £2| para todd € ..
Logo, escolhendo qualquer0&? < £2 teremos as desigualdades estrivHgP) — £21 >
0, donde o primeiro bloco diagon@l!(P) — £21]11 = % (P) — C;Ci — &2l > 0 para todo
i € .. Assim, definindaZ; = %(P) —C'Ci — £21,>0,i € .7, decorre que existeP
25, tal que

Fi(—P) + (% +C/C+ 8%, =0, ie.”, (4.12)

ondeZ; +C'Ci + £2l,, > £21,,, de onde segue a estabilidade SSdele acordo com o
TeoremdBB. Além disso tem-se, para tasP, que

.
37(0,60,v) = /0E[VZHV(UHZ—H(LV)(t)HZ]dT

— _E(X(T),Pex(T)) +/OT E< [ \);23

i[9}
]
> 0+e? [ Vo)A, (4.13)

que & estritamente positivo sempre ¢ugr, # 0. Por fim, fazendol — « decorre que
VIIVIE, > ILv[§, para qualquer € Ly'(R+) com |[v||r, # O, donde concluimos que
L <. m

Para provar a segunda parte do JBRL, L&Ina 3, primeiro sstabedecidos alguns

resultados intermediarios.

A seguinte proposi¢ao especializa o principal resulte®9] para que seja utilizado
aqui. Sao estabelecidas a existéncia e unicidade dgbeslpara as equacodes diferenciais
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em espaco de Banach de que estaremos tratando em seguida.

Proposigio 5 Existem funges X= (X1, Xz,...) € Y = (Y1,Y2,...) de (—o, T] emHg;,
tais que, para qualquer¢ . e todo0 < T < oo,

X+ Z(X)=CiCi=0,  X(T)=0, (4.14)

Yi+.%(Y)-C'C—Gi(Y)RIG(Y)* =0, Y(T)=0, (4.15)
onde R=(Ry,...) € H'S‘YJE eR >0,ie.¥. Alem disso, asinicas soludes §o continua-

mente diferené@veis.

Prova: E suficiente provar a existéncia (com as propriedadesaddi) de, uma
vez quel(4.15) se reduz[@a{414) qualieD sao identicamente zero. A equacBo (¥.15)
pode ser escrita como

Yo+ YA+ ALY+ > A +Q ~%BR'BY =0, (4.16)
J#I
ondeA = A +3il +BR DG e Q= —C(1 +DiR'D;)C; parai € .. Mais ainda,
tem-se queA = (A, Ap,...) € HYp e Q=(Q1,Qz,...) =Q".

Os resultados de existéncia e unicidad¥ deguem entao pelo mesmo procedimento
apresentado na prova dbieorend.1 em [89]. [ |

O lema a seguir estabelece que o custo associado a qualquebaeio enh_'z‘V(T)
e condicao inicial fixada pode ser inferiormente limitadomaneira uniforme.

Lema 4 Supondo SS do sisterRacom||L|| < y tem-se, para qualquer condig inicial
(B,i) € C"x . e todo T> 0, que existe uma constante finita-d tal que

IH(Biv) = —¢||BlI*> wveLly(T). (4.17)

Prova: Com base na Proposichb 5 escaya= (Xr,1,X72,...) : [0, T] — Hg, sa-
tisfazendo[(4.74) sobre tod6, T|, de tal forma que o funcional de custo na forma do
Teoremd}4, considerand@ () no lugar deP(-), se escreve

J1(B,i,v) = (B,%1i(0)B) +/OT{E<Get(XT>*X(t),V(t)>
+(V(), Gg (X1)*X(t)) + (v(t), HE V(1)) }ct. (4.18)
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Podemos facilmente remover o Gltimo termo de dentro d@liateescrevendﬁ¥(0,i,v)
sob a mesma forma e lembrando qg = xi(-) + Xz<(:). Resulta entdo que

31(B,i,v) = 37(0,i,v) + (B, Xi(0)B)
T
+/0 E{{Gq (X7)"Xzi(t), V(1)) + (V(t), Ga (XT) Xi(t)) }dit.  (4.19)
Defina vo(-) = v(-)Ijo7/(-). Escolhendo entaa > 0 tal que £? < y*—||L||? tem-se
i) > Vvoll&, — ILvollf, > (V2 — [ILI1%)lIvol
00 T
> 52/0 E[||vo(t)|[2]ct :/0 E(ev(t), ev(t))ct, (4.20)
e assim, completando quadrados, podemos eliminar um tewatatico:
T
HBiN) = (BXT(OB)+ [ E{(evit).evv)

+(e71Gg (XT) " Xeil(t), £V(1)) + (eV(t), £ 'Gg (X1) (1))
+le G (Xr) Xei(t) [ — ||~ Gy (X7) (1) |t

> (B8 & [ EllGa ) Xt Aet (4.21)

Em seguida procuremos por limitantes uniformes p&ra) sobre todd0, T|. Pela ho-
mogeneidade dé(4]14) temos dGgt) = X7_(0) para qualquer € [0, T], levando a

(B, Xri(1)B) = (B, X7 i (0)B) = 3% ,(B,i,0) = —||z|3_; <O. (4.22)

O limitante inferior pode ser obtido como segue: primeirterque, para identicamente
zero, temos qug(s) = Cg.X;i(S) parase [0,T], donde

Ellz(9)[I”] = .ZyE[IICesxzi(S>||21{es_j}]S .ZyE[HCj||2||Xzi(5>||21{95—i}]
Je JjE
< HclliupzyE[I!Xzi(S)Hzl{es:j}] = |IClIZuE (9117, (4.23)
i€

e portanto existe uma constamte> 0 tal que

00

Tt
| ElESPds < [Clwn | Ellxa(s)Pids < colCllsnlBIZ  (424)

diretamente da hipotese de SS. Juntando os resultadasgegupara qualqug e C",

0> (B, X7i(t)B) > —co|/ClIsupll BII. (4.25)
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De maneira analoga B (4123) decorre, sempre omitindo andépeia temporal d¥7(-),
que E[[|Gg (Xr)"%i(t)[|?] < IG(Xr)lI5uEllI%(t) [ Como [|Gj(Xr)[| = [[%r,iBj —
CiDjll < [IXrjllIBj]l + IC;[[[Dj I, segue del{4.25) que, para tdde [0, T},

1G(X (1)) lsup < ol/Cl|supl| Bl|sup+ [ Cl[supl| Dl[sup (4.26)

e assim, mais uma vez usando a hipbtese de SS,

.
/0E[IIGEA(XT)*Xzi(t)||2]dt < [ICllZuplCollBllsup+ 1Dl sup)*l1%aill
< collClléucollBllsup+ IDllsup)?lIBIIZ  (4.27)

Substituindo[[4.25) d{4.27) de volta ém(4.21) vem o redalta

35 (B.i,v) > —{colCllsup+ &~ ?col|ClI5upColIBllsup+ 1Dl sup) *}HIBII?
> —c||B|?, (4.28)
para alguma constante> 0 convenientemente escolhida. [ |

O seguinte lema garante a positividade uniforme do segundo Hiagonal da matriz
MY(-) definida em[(4]6), que & obviamente uma condi¢cao negagsira que o Lemad 3

se verifique.
Lema 5 Suponha que o sistenizé SS confiL|| < y. Enfio HY = (HY,HY,...) € Hg).

Prova: Note que||H"||sup= SUpc.~ || Y?In, — DiDi| < y?+ ||D||§up; portanto, falta
somente provar que existe> 0 tal que HiV > £2l,,, paratodd €.#. Em primeiro lugar,
provemos por contradicao queiV > 0 sobre € .; isto €, suponha que existac C",
fi:=||u|, tal que (u,H'u) < —a paraalguni € .” ea > 0.

Tome mais uma vez o (nicér : [0, T] — Hg;, que satisfaZ(4.14) para tode ..
Assim, omitindo sua dependéncia no tempo,

0.1 = [ Elpult), a0Vt + (Ga X0 WE). et
+<v(t),Hgtv(t))}dt. (4.29)
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Considerandes(-) = pljg 5)(.) No lugar dev temos que, para todos [0,9d),

E{(xzs(t), Ga (X7)V(1)) + (Ga (XT)V(1), %s(1)) }
= > E{[0as(t), Ga (Xr) 1) + (Ga (X7) M, Xes(t)) | 116~} }

€S
< > 2AEXs(t) gl IHIGj(Xr)ull < 2] G(XT) [l supll E [Xzs(1)]
=%
< 2fi(col|B||sup+ Dl sup) [ICl|supll E[Xzs(t)]]] (4.30)

onde empregamoE{4]26) para obter a (ltima desigualdadendo a[[4.29) e usando a
hipbtese de negatividade eﬂf( teremos que, para algusn> 0 adequado,

34(0.1.v5) < [ (KIEB0]] - a)et (@.31)

Uma vez que as trajetbrias desao continuas a direita, segue dqui@,s(t)] também &
continua ent = 0". Tendo em mente queg0) = 0, decorre que o lado direito da ex-
pressao acima & portanto negativo em se tomandd suficientemente pequeno. Mas
isso contradiz o lema anterior, donde se concluildlie> 0 para qualqueire ..

Finalmente, considere D& <y e y= (y>—&2)%2, de tal forma quélL|| < ¥ < .
Repetindo os passos anteriores desde o comecoycomlugar dey concluimos que
HY = (y*— £2)I,, — DD; > 0 paratodd € ., donde

HY = V2l — DiDj > 2l (4.32)

segue imediatamente. [ |

Em seguida estabelecemos um resultado que relaciona aizagéan do funcional
de custcﬁ¥ (X0, 6o, -) @ uma perturbacao especifigg para uso posterior.

Lema 6 Suponha que o sisterigé SS conjLL|| < y e denote comorPa solu@o de(@.15)
com H' no lugar de R. Assim, definindo(Rr) = (K1(Pr),K2(Pr),...) com K(Pr) =
—(HY)~1Gi(Pr)* sobre ic .7, temos que:

(i) A perturbagio estoéstica vt (-) :=Kgq (Pr)x(-) & tal que
vr = argming¥ (xo, 6o, V), (4.33)
ved

onde® & o doninio dey com relago ao sewltimo argumento;
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(ii) O custo nmnimo associad@ dado por

3'¥ (X07 907VT) = E<X07 P‘ryQO(O)X()), (434)

e, obviamentejY (xo, 6o, V) < J¥ (X0, 6o, V) para qualquer v Ly (T).

Prova: De acordo com a positividade delY)* = HY sobre todd € .7 (Lemal®),
podemos definir o produto interr(ch~>Hgt = <-,Hg[~> e a norma induzida pelo mesmo,
|- ”Hg{ Entao a prova vem facilmente, uma vez que se escreva o enstona forma

mais adequada. Do Teorefda 4:

37 (%0, 60, V)
= E(x0,Pay(0)x0) —E(X(T),Per (T)X(T))
+/ E{(X(t), [Pg + Ta (P) —C4Calx(t)) + (Ga (P)"(t), V(1))
+(v(t), Ga (P)™X(1)) + (v(t), Hgv(t)) } ot
= E{x0,Pg(0)x0) —E(X(T), Py +/ E{llv(t) — K (P)x (t)llﬁev[
+(X(t),[Pa + Ta(P) —C4Cq — Ga (P)(Hg) "G (P)Ix(t)) Jdt.  (4.35)
Uma vez que o custo associado a um dado conjunto de argunéantiependente de uma

escolha particular er® (pela sua propria definicao), & possivel consideraxpaessao
anterior comPr (a solucao dd{4.15) coR= HY) no lugar deP. Assim:

340%,66,4) = Edte,Pry(0p) + || EIVD) - Ka(PrIXOIZ J
> E(Xo, Pr,6,(0)x0), (4.36)
e a igualdade vale somente#g) = v1(t) = Kg (Pr)x(t) para quase todbe [0, T], de
onde segue (i) e (ii). [ |

A seguinte proposi¢ao garante dee a solu¢ao dd{4.15) sobf@ T], € ao mesmo
tempo limitada e mono6tona. Esse resultado sera de gramgtaténcia no problema de
horizonte infinito, lint _.. Pr.

Proposicdo 6 Assuma que o sisteraze SS confjLL|| < y e considere P: [0, T] — Hg;, a
solu@o de(@I8)com R= HY. Enfio as seguintes afirmativas valem para todo[0, T|:
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(i) Paratodo i€ . existe uma constantex0 tal que

—cln < Pr,(t) <0. (4.37)

(i) Paratodo0<T <T e ic.” temos queP;(t) > Pri(t).
(i) O limite P=limt_..Pr(t) existe e tal que Pc Hg,

Prova: Esta prova depende do resultado de otimalidade obtido na &nterior.
Simplesmente tome qualquer pgB,i) € C"x . juntoat € [0,T], e escreva

(B.Pri(t)B) = (B,Pr-ti(0)B) = I} _((B.i,vr1)
< (Bi0=- [ Elgds <o (439

ondev(, & tal como definido en(4.B3). Por outro lado, foi provado monb[4 que
(B.Pr_i(0)B) = 3 _(B,i,vr_t) > —c||B||2 = (B, —cln, B), de ondel[Z37) segue.

Para a prova de (ii) defima(-} = v¢_i (")l _q(-) € L>'(R,). O resultado segue
imediatamente das relagcdes

(B.Pri(t)B) = (B.Pr—ti(0)B) =3Y_(B.i,vr)

(B9 =3 (Bive_y) - [ Ellets)Plos
< 3t (Bii,vi) = (B, Py (D). (4.39)

IN
e
_|

Por fim, temos que (iii) & simplesmente uma importante aisecia de (i) e (ii) e do
fato delyg;,, ser um espago completo. De fato:

im Pr(t) = lim Pr +(0) = im Pr(0), (4.40)

T—o

que € independente de Finalmente, a negatividade e a limitacdo na norma seglgem

@31). [ |

Note que o item (iii) da proposicao, quando consideradtojao problema de hori-
zonte finito [4.1b), implica que para tode . as equacdes algébricas de Riccati

Z(P) —G{Ci — Gi(P)(y*ln,— DiDi) 'Gi(P)* =0 (4.41)

tenham uma solucd® € Hg,,, Com isto & possivel, imediatamente ap0s o seguinte lema
apresentar a prova do principal resultado desse capitulo.
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Lema 7 SejamC¢ = (C£,Cs,...) e D = (Dy1,Dy,...), ondeCf := [C' ¢l]* eDj =
[Df  On,xn]*, paratodo ic .7 e parae > 0. Ento o operador de perturb@p LE:vis
Z, correspondente ao sistema

X(t) = AgX(t)+Bgv(t), teR
AU = Aax(t)+Bau(), teR. wa2)
Z(t) = CgX(t)+Dgv(t)
com X0) = X € L) & tal que, para alguma constarke> 0,
I < L) + ke?, (4.43)

onde a norma dé. & definida de forma alogaa delL.

Prova: Segundo a definicdo temos que, para qualmezet%”(RQ e todot > 0,
ILEV() |12 = [ILv(t)[|? + &2 [ es(t) |12 (4.44)
Integrando em tod® . e tomando o valor esperado decorre entao que
FE 2 2 2 2 2 2.2 2
IL*VIIR, = L&, +&%lXedlR, < (IL[°+c%e) VIR, (4.45)
para alguma constante> 0 (veja [16,Theorem 5.2 conforme apontado na Ndia 3). O

resultado segue entao imediatamentd_de (s8jatis mutandis [ |

Prova do Lem&l3Ainda nos resta provar a contrapartida da Proposicaaré tanto,
note primeiramente que, para algem- 0 e d > 0 suficientemente pequenos, temos do
lema anterior que

<y = L8 <y, (4.46)

ondeEl g=(e2+ 0912 ey, = (y»—£2)¥2. Assim, considerandg no lugar dey, os
resultados anteriores estabelecem quetQ)* := y?l,, — Dy D; — €2l paratodd € .7, e
portanto exist® = (P,,P,,...) € HY, tal que

=~

Fi(P) — (EEYEE — GE(P)(YPln, — DDy — €21,,) " 2GE (P)* =0, (4.47)

onde(C8)*CE = C'C; + 21y, GE(P) = BB — (C¥)*D; = BB, — C/'D; = G{(P), e D D; =
D;i'D;. Logo (4.4Y) pode ser escrita como (note ¢ié) & homogéneo):

F(—P) + {CI'Ci + &0+ Gi(P)(H*)'Gi(P)*} =0, (4.48)

Inote quet & ligeiramente maior do que enquantay;: € ligeiramente menor do que
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de onde decorre qu na verdade pertence[@ﬁg‘u—p, diretamente do Teorenid 2. Além
disso, a expressao acima estabelece que

Fi(P) —CICi — £2ln— Gi(P)(H) — €21,) "1Gi(P)* = 821, > 0, (4.49)

e comoHiV— €?lp, > 0 para toda € .7, segue do Complemento de Schur que este
P € M2, & tal queMY(P) € %, concluindo a prova. u

Encerramos o presente capitulo com a seguinte promosig&la, o resultado do
Lemal3 & apresentado de uma maneira ligeiramente diferentgial sera mais adequada
para os fins do capitulo seguinte. A principal inovacaorelacao ao resultado anterior
se expressa por uma dependéncia afim nas matrizes do s{gteB&, e D).

Proposicdo 7 O sistemax & SS conL|| < y se e somente se existirP(P,P»,...) €

M2, tal que, para todo E .7,

AR+RA+3jesAijP RB &
B!P, Vlh, D | >0. (4.50)
Ci Di |nZ

Prova: O resultado decorre diretamente do Complemento de Schiwroa, Teo-
remal, junto ao Lenid 3 acima. u
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5 ControleH,

Neste capitulo sera estudado o contidlede uma classe de sistemas lineares com
saltos Markovianos sujeitos a perturbacdOes aditivandegea finita. Partindo do JBRL
(Lemal3) estabelecido no capitulo anterior, condic@gsvalentes a existéncia de com-
pensadorebl., sub-6timos sao estabelecidas em termos da factibilidadiesigualdades
matriciais lineares (LMIs) interconectadas. Em seguida apresentados algoritmos para
o designde controladores 6timos e sub-6timos, na s€¢do 5.3umdg simulacdes dos
resultados obtidos sao apresentadas ao final do capitulo.

5.1 Descri@o do problema

Considere o sisten,, conforme definido no capituld 3:

X(t) = AgX(t) +BgV(t) + Ggul(t), xo €Ly,
2y Z(t) = Cgx(t) +DgV(t) +Hgu(t), teR., (5.1)
y(t) = Fgx(t) +LgVv(t),

ondeb & o processo de Markov definido pbr{3.1), com gerador iefimtalA e condicao
inicial 6y ~ . Assuma ainda qui= (A1, Ap,...) € HY,,da mesma forma qugc Hajp,
G e Haiy, C € His, D € Hip?, H € Hoip?, T € Hayy el € Hanp'.

Dizemos que(t) € a variavel de estado para um dadoR ; e que(x(t), 6) & uma
variavel de estado aumentada. Tal como antes, assumimosequgv(Rg e qualquer
perturbacao estocastica de energia finita atuando hensas a estrutura especifica do
sinal de controlé-dimensionaly, sera definida mais adiante.

Como descrito anteriormente, 0s sinaise y sao as saidas d=ro e medi@o do
sistemaz,,, respectivamente. O primeiro representa uma saida qdeegsamente per-
turbada da origem, e que deve ser feita relativamente ingtasperturbacdes na entrada
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(v), através da acao de controle. Adicionalmente, nessielnos processose zsomente
podem ser observados através da medyg@oe sem qualquer perda de generalidade nao
é diretamente alimentada poy), o que faz d&, um modelo bastante geral — tanto por
razdes tedricas quanto praticas.

Para atender as especificacbksde um sistema de controle podemos naturalmente
formular a seguinte pergunta sol¥g como caracterizar uma classe de controladores
(subbtimos).#” que, aém da estabilidade do sistema em malha fechada, garantem que
o efeito causado pelas perturlizgs de entrada (v) no sinal de erro (z) seja, no pior
caso, menor do que algumvel desejado?A medida deperformanceque adotaremos
no presente trabalho sera do tijio|| < y, ondel. representa um operador que relaciona
entrada e saida (perturbacao e erro, respectivamerganadeira semelhante[@a(5.4)), e
y € o nivel de desempenho a ser alcancado.

Na presente abordagem simis$veisos compensadores dinamicos que relacionam
o0 processo aumentado de medi¢a®) a politicas de controlede acordo com o seguinte

LX) || ot R | ] e ()
,/"i/[ o ]_[%?1 e o | (5.2)

comx  (0) = 0 € CX. Tal compensador & completamente definido atravées dazniite=
(A1, A, ...) € HEE™ ™) onde# & a matriz que pré-multiplica o veta%rxf(t) ] no

y(t)
lado direito de[[512), quande= 6. Por essa razao, denotamos ao mesmo tempo o sistema

modelo:

e a matriz em questao sem qualquer confusao.

E possivel incorporar ambos os sisten2ase %, em um sistema dealha fechada
> » cuja variavel de estado aumentada & daddf(oy, &) = (x(t),x»(t), 6) para qual-
quert € R,. Definindo i=n+k e X = (Xp,0) temos entéo que as equacdes de estado
e saida para este sistemdimensional podem ser escritas como uma instanciadg (3.3

A . (5.3)
(t) = CaR(t) +Dgv(t),  teR..

N

.{ﬂszﬂm+%mx %(0) = %o
S

onde A: (A]_,Az,...> S ngp, é: (él,éz,...> S ]HIQUS, é = (él,éz,...) S thnﬁ, Ij =
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(D1,Da,...) € Helip? e, pard € .7,

A = A +Gi e%/izzri Gi %21 B — Bi + G ,/"ifzzLi
f%/il?_ri '%/ill ’ =%/i12|—i !
G = [ Q+Hi%22ri Hiji/iZI } , Di = Di-l-HiJi/izzLi,

ou, equivalentemente,
A = N+GuTi, B = BM+GuL,
G = CP+Hufi, D = DY+HuAL,
com

A 0 B; 0 G

A0 BY G 0 O [Ogn, |lk O
Cio Dio H | =G On,xk| Di |0 H
fi Ei * 0 I 0 * %

I 0 L *  x

Note que esse sistema &€ um caso particular daquele tratedoapitulos anteriores.
Logo, seZ » & SS podemos redefinir de agora em diante o operador de hzey@ar
L:LY(R;) — L2(R;) como segue:

Lv(t) = CgRes(t) + DgV(t), teR,, (5.4)

ondex;s & a resposta as condigdes iniciéls6) € C" x .. A norma do operador &
aquela induzida degv(]R{Jr) em ng(l&), tal como definida eni{4.3).

Para uso posterior introduzimos ainda a seguinte definica

Definicao 3 Um compensador?” € Héﬁ,ny)’(km“) tal como (&.2) € dito sub-6timo de

nivel y sempre que o sistema em malha fechada, for esével no sentido SS|E.|| <y,
de acordo conf@.3). v

5.2 Caracterizaap de soluges
Nesta secao serao apresentadas condicdes que melaceexisténcia de controla-

dores sub-6timos de um dado niy&l factibilidade de desigualdades matriciais lineares.
O principal resultado (Teorenid 5) se aplica ao dasleorder, onde & provado que a

44



existéncia de solugdes para o probldfaé caracterizada pela factibilidade de dois dife-
rentes conjuntos de LMIs. Os resultados obtidos seraord¥afuental importancia para
a secao seguinte, cujo objeto sera a sintese de tai®lzaiures.

Uma vez que - € um caso especial de(B.3), é possivel adaptar o JBRLegtaa
nova situacao, na forma do seguinte corolario.

Corolario 2 O sistema - & SS con|L|| < y se e somente se existir-P(Py,P,,...) €

A, tal que, sobre todo& .7,

AR+PA+5csAijP, PB &

B:R Vln, Df | >0. (5.5)
cA:i I:A)i |nZ
Prova: O resultado segue imediatamente da Propo$§icao 7. [ |

A seguinte proposicao estabelece quedadocompensador?” garante a estabili-
dade (SS) do sistenta, junto a um desempenhpse e somente se determinada LMI
possui uma soluc&o na variavel E importante ressaltar qugialquercontrolador ad-
missivel deve satisfazer tal condicao a fim de resolvepblpmaH.,.

Proposicao 8 Dado um compensada¥” e um desempenho> 0 a ser alcancado, as
seguintes afirmativasie equivalentes:

(i) Osistema& ,, & SS conl|L|| < y;
(i) Existe P=(P,P,,...) € HY tal que
MO+ (APVH F+ FH(ADP) >0, (5.6)
onde.#® = (2,49, ...) € Hap™ ™", com

PAY+ (A R+ jcsrijPy RBY (CO)
M = (BY)*R Vo, D |, i€,
c? Di

i In,
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e 2 c HESV L e HGE™ T o g ¢ Hgﬁ;”””ﬂ’(k*”y) dados por

PO O # = | & Openyn, A" |
P=10 1, 0 |,
0 0 Iy S = [f L O(k+ny)><nz]'

Prova: A prova se baseia em simples manipulacdes na exprds&pdbe é equi-
valente a condicao (i) acima (Corolakio 2). Reescrdeefa.B) na forma

RG.4T RGLi Oaxn,
Hioali  Hioglo On,
temos que algur® = (P, P, ...) < 0 satisfaz essa condi¢cao sobre.” se e somente se

MO +Her{(# P)*# 7} >0 é satisfeita, o que equivale a (ii). [

A seguinte proposicao estabelece que a existéncia denpshos um compensador
sub-6timo de nivey depende da factibilidade de dois conjuntos especificoesiguil-
dades matriciais.

Proposicdo 9 A exiséncia de um compensador sabmo de fvel y, tal como.7", &
equivalent&s seguintes condies serem satisfeitas para algum-RP;,P,,...) € ]I:]IQJD:

() .#°>0em ¥ (7),

iy 27La°2? >0 em N ().

Prova: (NecessidadgSuponha que exista te#”. Entao, a partir da Gltima propo-
sicao, também existe ]ﬁIQJp tal que [G.B) é satisfeita. Do Lerbh 1, a condicao (i) &
simplesmente uma consequiéncia desse fato junto a segpara algunu > 0 e todo
€.

yi 4%y > pyy,  sempre que 4Py = 0. (5.7)
Note em seguida que a aplicacao lineéi( J4.%) 5 yi — Py = X € N () € uma
bijecéo entre os espaco§ (74 %) e A (). Assim, a condi¢cao acima vale se e so se

(27 %) 227 I%) > (P (2 )
= ux &% (5.8)
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se verifica para todg € 4 (%) ei € .. Alem disso, assim com® € Iﬁl@gp implica em
P2 € MY}, devem existir constantes positivase; tais que

gl <P’<gl & gl>P2>g1, (5.9)

isto &,P2 ¢ ]I:]Igjp Entao temos que a transformagao de congruécia? 1) satisfaz
as condi¢cOes descritas na Proposicho 1, de dnde (5@icamque, para alguns > 0
suficientemente pequeno e tadea 4 (74,

(PT) A PTIN) > U P > €%,

0 que corresponde a condicao (ii), uma vez que a existéleoum limitante superior para
a norma des(.#°, 2~1) & garantida pela Proposigdo 1.

(Suficiencid) Como as condicdes (i)+(ii) sao equivalentes a [)H)5para toda €
., decorre que a existéncia de & ]I:]IQJp garante (pelo Lemid 1) a existéncia.détal
que [5.6) é satisfeita. Logo, de acordo com a Proposifeam®s que tal?” satisfaz a
condicaoH., desejada. [ |

E possivel notar que, embora a primeira condicao dmalfiroposicao corresponda
a um problema de factibilidade em LMIs, o mesmo nao vale pasagunda condicao.
Além disso, mostraremos que as restricdes €1 7 ) e .4 () podem ser expressadas
de maneira mais simples. No que segue iremos apresent#mno tksultado de maneira

mais conveniente, com o auxilio do Corolddo 1.

Proposigao 10 Para X = (X, X2,...),Y = (Y1,Y2,...) € ngp, P = (P1,Po,...), S =
(S21,S2,...) € HSlpe B = (P31, Pap,...) € HE,» Sejam

PI::[Xi P2i], §:=P 1=

P Ps S *

Entao:
(i) .#°>0 em ¥ (_#) se e somente se

AX+XA +3jesr AijXj XBi Cf

B X Vln, Df | >0
G Di I,
em [ [ L Onxn, } ) (5.10)
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(i) 21’2 1>0 em ¥ () se e somente se

YA HAY Y+ 344 (SS'S)u YC B

GYi l,, Di |>0

B D VI,
em |G H Onun, | (61D
onde(SS;8)11 =YX ¥ +YiP2 S5 + SiP3 ¥ + SiPy; Sy

Prova: Note primeiramente que/”(_#;) pode ser escrito como

_q)li o
N Fi Lo | = S P

R U i 0 Li Onxn, ®y 0 |

0 Iy,

D1
cbll . Assim, uma vez quéPRA®) 11 = X/A;, podemos
2

reescrever a primeira condicao da Proposi¢ao 9 como

sempre que/l/[ i L ] :9?[

b I

@y 0 AX XA+ jerAijX] * XBi G || @ O

0O O * * % * 0 O
0 <

Py 0 B/ X % Vo, Df | | @2 O

0 | C x Di 0 |

- ok

@y 0 AX+XA+YjesrAijX) XBi G || @ O
0 BiX; V2l,, D Dy 0 |,
O I CI DI Inz O Inz

de onde segue (i). Com relagao a segunda condicao ga$icad b, temos que

P
(A)'R+RAY+ 5o AijP, RBY (CO)* Pt 0 0
—¢ (BY)*R Vi, Df |+] 0 In O
c? Di I, | 0 0 Iy
S(A) +AS +3jcsNjSS'S BY S(CY) |
= (Bio)* Vzlnv Di*
C’s Di In, |
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Alem disso, de maneira analoga ao que foi feito anterioteneemos

Gy 0
N (A :,/V([ & Opeinyeny H ]) —Z| 0 In
WYy O

sempre quez [ . ] =N [ G H ] . Entao a segunda condicao da Propodi¢ao 9 se

2
reescreve:
[ S(A) + A0S +3 e AiSSlS BY S ] [Py 0
0 < ¢ (BY)* Vi, Df || 0 1
i CIOS Di InZ ] _qJZi 0
[ S +A’S +3,c,4iSSTS S B | [y o
= ¢ C’s In, Di |,|W¥a O
i (BY)* D Vn | | O In
Mas
. Wi O
Wy o - 0O Ix O
% =r[ & A= =Z| 0 0
Wy G 0 Hf

WYy O

LIJ .
sempre un/[ G H ] =% [ wl' ] Substituindo na expressao anterior vem entao
2i

a equivaléncia com

YA +AY + 3 Aij(SS'S)n + G B Yy 0

* *  x * 0
0« ¢ , Oksny

CiYi * |nZ Di qJZi 0

I B! * Df WV, | | O I,

YA AY A NY YN (SSS)n YC B Wy 0

= ¢ GY, l, Di |.| W2 O ;
I B D Vln, 0 Ip,
de onde (ii) decorre diretamente. [ |

Nota 8 Apesar dalltimo resultado se aplicar ao caso em que a ordem do compensa
é qualquer (k arbitario), ele apresenta duas dificuldades evidentes:
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() A relacao (B.11)depende de cada entrada de S (e de P, por conseguintekatrav
do termo $5; lg:

(i) Aigualdade S= P~! estabelece que o acoplamente=XY — szglsg)*l deve ser
satisfeito, 0 que corresponde a uma co@@i¢éo-linear e conservadora.

E importante frisar aqui que, cas@ = {1}, as condifes da propos#o acima se
reduzemas de [93], [82] ou [94], por exemplo. Isté, o resultado acim& consistente
com a literatura. \VAY,

Como ocorre frequentemente na literatura, resultados owavenientes podem ser

conseguidos no cadoll-order, quanddk = n, através da parametrizacao

g v—1_x
R = . X ic.7. (5.12)
Yifl _ X| x| _Yifl
Y
Note que, neste cas§,= e portanto
Yi *
L Y«
SS°S= ‘ : (5.13)
* *

Esse simples fato leva ao importante resultado que segue.

Proposicgao 11 Existe um compensador soltimo de fivel y e ordem k= n tal como.#z”
sempre que existirem=X (X1, X2,...),Y =(Y1,Y2,...) € Iﬁl's‘ljptais gue o seguinte conjunto
de LMIs for satisfeito para todod .7:

AX+ XA+ jesr AijXj XBi G

C| D| Inz
em A | T\ L Onun, |- (5.142)
YA +AY Y MG B AjeY
CiYi Inz Di 0
) i >0
Bi DI VP, 0
Ai®Y, 0 0 Dyy)
em ‘/V[Gi* H Onyxny Onuxoo]7 (5.14b)
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<0, (5.14¢)

ondeA; = (VAit,-- VA1, VAt ---), Di(Y) := —diag(Y1,...,Yi—1,Yi4i,...) para

i €., e0q« &€ uma matriz de zeros com uramero infinito de colunas.

Prova: A idéia por tras dessa prova é a de refinar o resultadoian{@roposicao
[[0) através da escolha Becomo em[5.12). Note quET{5.4c) implica ém- Y1 < 0,
e que
X—(Y1-X)X=yHy1-x)=y1«o, (5.15)
0 que garante, segundo o Complemento de Schur Uniformegifell), que esta escolha

é tal queP <« 0.

Uma vez quel{5.10) depende somente do primeiro bloco diaderaesta condicao
permanece inalterada, (5.14a). Quantoa{5.11), temogysivatencia com

VA HAYE Y+ ST AEYTY VG B
J#i
By D Vln,

em JV[ Gf H Onuxnv] (5.16)

garantida pof{5.13) para tode .. Do Corolaridl temos que a relagao acima vale se e

sb se
YA HAY XY ST ANYTYE MG B VA
J#i
GY; l, Di 0 |9
B; Df yl,, O
AirYi 0 0 -Y1
em A | G H' Onsn, Onn |- (5:17)
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Agora repare que, para qualgi¢eE .7,

YA FAY A+ SN NY Y VG B (AN @,
J#i
G I, Di 0 50
B: Di  yln, 0
A e, 0 0 DY)

em JV[G? H*  Onyxn, Onux(N—l)n]

implica em
VA AN A Y A YYD MG B (AT @Y
j#i
GYi l, D >0
B: Di  yln, 0
AN @Y, 0 0 DNV
em [ G H' Onyn, Onenn | (5.18)

ondeAl, DN(.) sao truncamentos de tamariigaral; e Dj(-), respectivamente:

AN = (\/xa---,\/)\i,i—lax/)\i,wla---,\/R)

DN(.) = —diagYs,...,Y—1,Yiei, ..., W)

de onde, por inducéo eh, decorre a expressgdo(5.14b).

Finalmente, temos que < 0 se e somente se

vy 11
Y 0

pois a transformacgao de congruéncia indicada satisfanradicdes da Proposi¢do 1m

X Y-1_Xx
Y-1_x x-vy-1

Y |
Y O

Y
I

|
y ] <0, (5.19)

Nota 9 Note que, no caso finito (em qu& = {1,2,...,N}), temos que a restrép
em(B.14b)passa a se expressar no conjuntd | GF H* On,xn, Onyx(N—1)n ] para
qualquer ie .; além disso, as n@gs de uniformidade e limitd@ na norma &o trivial-
mente satisfeitas por quaisquer X e Y tais queX e X < 0, de onde as desigualdades
> e < podem ser interpretadas comoe <, no sentido usual.

Note ainda que, neste cagonecesario trocar A; por AN eDi(+) por DN(.) naquela
expresdo — 0 mesmo valendo para a desigualdgl20b) a seguir. VAV,
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Para provar a contrapartida do resultado acima estabebscprimeiro o seguinte

lema, com idéias semelhantes aside [8&orem 4

Lema 8 Suponha que exista um compensador &tilmo de fivel y e ordem k= n, tal
como.’. Enio existem %= (Xg,Xo,...), Y = (Y1, Y,...) € Al I= (31, 3, ...) € Help,
F = (F1,F,...) € Hgps e U= (Ug,Uy,...) € Halip" tais que, para todo & .

Her(XGA +3iMi) + 3 jer AijXj  XiBi+JLi (G +HiUT)*

(XiBi + JLj)* Vln, (Di +HUiL)* | >0,  (5.20a)
G +HUil; Di + HiUjL; In,
Her(AYi + GiFi) +AiY, Bi+GULi (CY +HiFR)* A{®@Y
(Bi +GiUiLi)* Vln, (Di+HUL)* 0 50, (5.20b)
GYi +HiF Di + HiUiLi In, 0
A @Y, 0 0 Di(Y)
Y |
<0. (5.20c)
I X

Prova: Da hipotese temos que exide= (P,P,...) < 0 satisfazendd(5.5) para
todoi € .. Introduzindo.¥ = [ On In } explicitemos entao a dependéncia afimAde

em.7 1L
A+GuErT Gt N Oh O
f%/il?_ri On 0 (%fll
= A+ s (5.21)

/
Em seguida, defing? = [ ln On } e repare que/” (diag(_7,In,,In,)) = {0}, donde
a positividade uniforme d€{3.5) & preservada sob a aplicde¢ (-,diag( 7, In,,In,)).
Alem disso, coma# _¢# = 0 a hipotese leva a

S (BR+PA+3 s NP)S  x %
8RS Vo, * | >0, 622
éi/ I:’ji Inz

DefinindoU := .#??, J := XGU + P,.# 12 e efetuando as operagdes indicadas, temos

entao imediatamente a equivaléncia erifre {5.2P) e (.20a

Para qualquere . escrevah e § = Pfl sob a seguinte forma particionada, a
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qual implica emY; = (X; — PPy *P;)~ para todd € .7

R:[m pzl .

(5.23)
P Psi

Yi S ]
Si S
Note agora que a transformacgao de congruéétiaiag S, In,, In,)), que satisfaz todas
as condicdes da Proposiddo 1 (veja a prova da Prapm3ig deixal(515) como

SA+AS+3 e NiSSS x x
B Vlp, * |>0; (5.24)
é.S Iji |nZ
por uma inducao no Complemento de Schur Uniforme tal ogaéla feita na sequiéncia
de [5.16) decorre entao que(5.24) é equivalente a

SA+AS+AS o+ o+ %
B |
N VZA”” Y I so
C|S D| InZ *
I A®S 0 0 D9 |

Agora, umavez quet’(_#) = {0}, temos que a positividade uniforme nao & afetada
por €{-,diag_Z,ln,,In,.diag 7 ,...))}; assim, definindd= := UT'Y + .#?1S; temos a
Ultima desigualdade reduzida[a{5.R0b) por essa tranaftiim

Para completar a prova, note gegpode ser assumida invertivel sem nenhuma perda
de generalidade: dado o respectives 0, sempre podemos introduzir uma perturbagcao
P~ P < 0 tal queP, & invertivel e[[55) continua a valer (uma vez que, para i@.7,
sempre exist&; invertivel e arbitrariamente proxima g, decorre entdo que t&l €
ﬁg;p e também bastante proxima B Em face disto, a transformacao de congruéncia
Y

deixa P, < 0 como [5.20c). |
—PRY 0 |

associada {

O teorema a seguir unifica os resultados obtidos até agsiedyedecendo condicdes
equivalentes a existéncia de compensadores sub-otienoslenk = n.

Teorema 5 (Caracteriza@o full-order) As seguintes afirmativaés equivalentes:

(i) Existe um compensador salimo de fivel y e ordem k= n, tal como.7’;

(i) Existem XY € ]ﬁlg‘gp tais que(B.14)é satisfeita para todo¢ .7
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(i) Existem XY € HY, J € Help, F € Hegy e U € Hglp" tais que@20)é satisfeita
paratodo i€ ..

Alem disso, dados quaisquer X e Y como(Ensempre existem J, F e U tais q(ig) &
satisfeita.

Prova: Assuma que (ii) & verdade; entao a Proposicao 11 ganaet€) € satisfeita.
Em seguida, note que (i) implica em (iii), de acordo com o LEnf@afato de que taiX e
Y satisfazendo (iii) podem ser escolhidos a partir da saug (ii) sera provado no final).
Portanto resta apenas provar (#) (ii).

Assuma que (iii) é satisfeita. Como as relacdes (5.2@6)El¢) sao idénticas, resta
apenas provar que tax e Y satisfazem[{5.14a) €(5.14b), respectivamente. Para, tanto
note primeiramente quE{5.20a) pode ser escrita como

*

XiAi+Ai*)<i+Zjey)\inj * % I 0 O Ji
B 2lox|+lo1 o o||r L o]
G D; | 0 0 Hf Ui
3] [1r o o
Lol lofl o1 o[>0 (525
U 0 0 H
(1 00 0]
_ 0010 . .
Note em seguida que a transforma¢ap-, 01 00 deixa [5.20b) equivalente
00O I
N | A
Her(AY:) + S jes A, Y Gi | 00
cY, I« |+ | H [F.oui} 01 0
B Df 2 0 0 0 L
10 o]
o1 o| [Fou] e H o]>0 (526
0 0 Lj
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Além disso, temos que

I 0 O 0 I 0 O 0
Al0o1 0 |=2| 0 |, #]01 0|=2| 0 (5.27)
0 0 Hf’< LIJH_* O O Li LIJL'

para bases ortonormais adequad@g, Wi,. Através do Lema da Projecao Uniforme
(Lemall) podemos facilmente verificar entdo que a coodiggé satisfeita.

Finalmente provamos que quaisqee Y satisfazendo (i) podem ser inseridos em
(iii) e umattripla(J, F,U ) apropriada sempre existira. De fato, suponha que (iijigfe#a.
Entao decorre que (i) & verdade, e o Ldha 8 garantégae 7z, J = XGU + (Y1 —
X)#12 e F =UTY + 72l s3o tais que as LMI(5.20a=(5.20c) sdo satisfeitas para
todoi € ., completando a prova. [ |

Nota 10 As LMIs (5.20) coincidem com aquelas apresentadas no Theorem 4.21de [1],
na situa@o particular em que D €722 = U sio identicamente zero, todas as matrizes
do sistema &o reais, e 0 espaco de estados da cadeia de Magkbrito. Adicional-
mente, note que pelo Teorefa 5 tais coddg:§o tanto suficientes quanto necésas a
exiséncia de?’, facea classe de furlies de Lyapunov levada em considé@g VvV

Tendo em mente o resultado de caracterizacao acima (ha@®¢ apresentamos
0 seguinte algoritmo, como uma solucao para o problemaxt€ncia E importante
ressaltar que cada um dos algoritmosideignque serao apresentados na se¢cao seguinte
(Algoritmos[2[3 d¥) dependem, de alguma forma, do Algorfiino

Algoritmo 1 (Exis&éncia de compensadores) A e&istia de pelo menos um compensa-
dor subétimo de um dadoimel y > 0 é garantida pela soll#o de qualquer um dos
seguintes problemas de factibilidade em conjuntos comvexo

er: Encontre X= (X1, Xz,...), Y = (Y1,Ya,...) € HE, I = (J1,3,...) € Help, F =
(F1,F2,...) € Hg e U= (Ug,Uy,...) € Halp" tais que(520)seja satisfeito para
todoie .¥;

e: Encontre X= (X1,X2,...), Y = (Y1,Y2,...) € ngp tais que(B.14) seja satisfeito
paratodo i€ .

Por outro lado, se for provado que qualquer um desses pradderio possui soluio
enfio nho existe tal compensador na clasge. [ |
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Finalmente, repare que o algoritmo acima & de interesgepimediato no caso fi-
nito, uma vez que pode-se implementa-lo eficientemerde&tde uma série deftwares
disponiveis (por exemplo, Matlab, ou algoritmos de pomteriores; veja, por exemplo,
[95], [96] e as respectivas referéncias). A seguinte not@a esta subse¢cao com uma

Gltima consideracao nesse sentido.

Nota 11 Duas diferencas evidentes entre 0s procedimegt@se, S0 0 maior rumero
de varéaveis ene; e as restrifes projetivas em,. Uma questo de interesse seria a de
determinar sob quais condies cada um desses aspe@&asais citico, tendo em mente
uma implementaip pratica. VAY

5.3 Construgo de controladores

Nesta secao sao apresentadas algumas ferramentas qarat@cao de controla-
dores 6timos ou sub-6timos de ordem igual a do sisté&mar(). O principal resultado
tedrico consiste no seguinte teorema, que estende umtamperesultado del[1] para a
classe de sistemas em questao (veja também [93]).

Teorema 6 Suponha que X, Y, J, F e U satisfazendo as c@mdiclo Teoremd 5 possam
ser encontrados, para algup> 0. Enfio 0 seguinte compensador garante a estabi-
lidade (SS) do sistema em malha fechalg;, assim como umivel de atenuago de

perturbagoy.
A2 = (Y1-X)T(I-XGU), (5.28)
2%t = (F-ury)y— (5.29)
X% = U, (5.30)
e, paratodo i€ .7,
A = (%) T XAY+ GIR) + (3 - XGUTY+ A

+ Y MY Y =G (GY +HiIR) — [XBi + 3L~ G Di] x
j€S

x (I -B1B) [ - (GYi+HR) D] Py (5.31)
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onde
A B
G D

Gi

iG]
G f)i B

Ui [ ML } . (5.32)
i

Prova: Primeiramente, note que ta¥se Y (0s quais sao conhecidos, por hipbtese)
satisfazem as condi¢des da Proposicao 11, onde foagoogqueP = (P, P», .. .) dado por

XY=

P =
X XY

L i, (5.33)

é solucao dd(5l6) para algumt < Hé'ﬁp”y) (k) , comk = n. Portanto nos resta apenas
apresentar explicitamente tal compensador

Pelo LemaB temos que,Y,J,F eU estao relacionados @ através das expressoes
J=XGU+P. ¥ F=Ury+.x%s, U=x% (5.34)

ondeP, =Y 1-X e S =Y, o que leva imediatamente[@{3.28), (5.291 € (5.30). Logo,
para completar a prova resta apenas apresefitdrque resolva a LMIGI5). Pelo Teo-
rema[l, no entanto, isto & equivalente a assegurar geeNd(P) = (NJ(P),NJ(P),...),
onde

N'(P) := AR+PRA+ > AijPi - GG
€S

—(RB —CDy) (A — DD L(B'R—DiC), (5.35)

para todd € .7, uma vez que{5.2Da) garante gdé— D D; > 0 (lembrando qué®; :=
Di + HiUiL;). Agora defingdR = (R1,R>,...) como

% — R R
M2 M2 Y, 0

parai € ., com as dimensdes de cada bloco de acordo com,és @»mo a transforma-

*

NY(P)

vl (5.36)
Y, 0| '

¢ao de congruéncia acima satisfaz as condi¢cdes da§igda 1, temos que a positividade
uniforme deR; em{i € .} & na verdade equivalente aquela\IgP).

O resto da prova serd como segue. Primeiro, provaremo$igte> 0 e 322 >> 0
independentemente de qual escolha é feita sadsté. Em seguida, mostraremos que &
possivel escolherz 1! de tal forma que todo o blocd?! é zero, o que na verdade cor-
respondera d{5.81) (para tode .7). Repare, no entanto, &1 = 0 & uma condiczo
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suficiente, mas nao necessaria (pois diferentes codtna@a poderiam ser propostos neste
ponto).

Y
Seguindo adiante, vamos defidlf = [ !

I
e calcular cada entrada &k sepa-
i

radamente. Temos que

Y RAY
: —1_y . LT 21
Yifl . )(| )<I _Yifl f%/il?_ri (%fll
oo (A+GUT+ 42 A+GUT
I )(| Yi—l_)(i ((%flzri_i_(%fll)Yi f%/ilzri !
N AY; + GiF A +GiUiT;
| X(AY+GiR) + (3 = XGUITY+ (T = X) 4 XA+ 3T

Mais ainda,
APY = R [ 5 %A—Xi [% |]
PO LY X XYt Y0
vyt vyt
Clyox ]
e
W CCH = (CYi +HF)*(GY, +HiF) (GY +HiFR)*(Ci + HiUir)

)

* (G +HUil)* (G + HUIT)

porque{Ci + H; (Uil + %21 }Y; = GY; + HiF. Alem disso,

. Y Y - Ylox B + GiUiL;
%RrB = | 71X| ' ﬁ |+1|2 B
0L YT X XY, JL
_ [ Bi+GuiL
| XiBi +JiL;
e
. . . GY, +HiF)*
%°GDi = (G#)'Di= G+ HiF) (Di +HiUiLi).
(G +HUiM)*

59



Substituindo os resultados acima na definicafgdebtemos que
R™ = Hel &' RAZ)m+ 3 Aij (% Pidh) i — (% CCH)im
=%
—%* (BB —C'Di)re (V2 — D/ D)) L(BR — D/ C ) em,
onde(¢,m) € {1,2} x {1,2},
=R = AYHYA + T NN Y+ GR+RIG — (GY +HiR) (GYi+ HiR)
j€S
—(Bi+ GiUiLi — (G + HiR)*(Di + HiUiLi)) (y?l — B Di)~
(Bi +GiUiLi — (GYi + HiF)"(Di + HUiLi))",
K2 = XA+HAX+ Y ApX+3T T3 = G+ HUIM) (G +HUIM)
j€S
—(XiBi +JiLi — (Ci + HiUiM)*Bi) (vl — D Bi) 4
(XiBi +JiLi — (G + HUiT{)*Di)*,

R = X(AY +GiR) + (3 — XGUDMY + (Y1 = X)4 1,

HAFGUN) + 5 AjY) Y — (G +HUIM) (GY + HiR)
j€S

—{XBi+3Li — G+ HUIT) BiH(I -
{Bi +GiUiLi — (CIY| + HIFI)*|5|}*

Conforme mencionado antes, temos por uma aplicacaddepk Complemento de
Schur Uniforme (Teoremd 1, no sentido de reducao da diamrpie [5.20a) € (5.20b)
sao equivalentes®&!! > 0 e 91?2 > 0, respectivamente, e independente de qual escolha
é feita sobrez 11,

Finalmente, temos que a (nica solugaodé! para a equagao algébrigd! = 0
em{i € .} & dada por{5.31), o que conclui a prova. [ |

Nota 12 Suponha que D €%? = U sio identicamente zero. Eid (5.31)se reduz a
A = (= X) T X(AY HGIR) AN A S Y
€S

~C{(GYi +HiR) —y 2(XBi +JLi)B{ } Y, (5.37)

o que, junto d@5.28)e (B.29) coincide coml][ll, Theorem 4.2], caso as matrizes do sistema
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sejam todas reais e 0 conjuntd seja finito. VAV,

Na sequéncia serao apresentados varios algoritmaop@signde controladores, a
fim de colocar os resultados anteriores em uma base maisgprteve ser notado que
0 conjunto de todos os resultadosd¥signprové uma colecao de ferramentas que pode
ser imediatamente implementada saftwaresde programacao convexa, pelo menos no

caso em que a cadeia de Markov toma valores em um conjunta finit

O proximo algoritmo estabelece uma possivel maneira dalsalar um controlador
de ordenk = n tal como aquele apresentado no TeorEma 6.

Algoritmo 2 (Procedimento de design em dois passos) Um compensaddtisub-de
nivel y > 0 pode ser constiido de acordo com o Teorerfih 6 pelos seguintes passos:

di: Resolva o problema de exé@sicia atrawes deey;

— Se tal solu@o rao puder ser encontrada, € pare.

d>: Com XY,J,F e U do passo anterior construa um compensador dsadas rela-

coes(GZ8)-E31)

E possivel, com o auxilio do Teoreida 5, propor a seguitéergtiva ao Algoritmo
2. A principal vantagem aqui corresponde ao fato de que &exis de solucdes depende
da factibilidade de um problema de dimensao relativammeteor.

Algoritmo 3 (Procedimento de design ene$ passos) Um compensador silmo de
um dado ivel de atenuaio de perturbago y > 0 pode ser constfido de acordo com 0
Teoremdl6 pelos seguintes passos:

D1: Resolva o problema de exX@sicia atraes deey;
— Se tal solu@o rao puder ser encontrada, € pare.

D2: Com X e Y do passo anterior, encontre-JJ;,Jp,...) € Hgﬁg F=(F,F,...)€
Hoy e U= (Up,Uy,...) € Help' tais que(5208)e (5.20b) sho satisfeitas (pelo
Teoremdb temos que uma s@ogara este problema sempre existe);

D3: Com XY, J,F e U obtidos dos passos anteriores, construa um compensaidor

vés das relages(®@.28)-E.31)
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Uma extensao imediata dos resultados acima para o prollersintesé-6tima
— aquele de encontrar controladores que garantam o mevelrdd atenuacao de per-
turbacao possivel — & como segue. O proximo algoritetabelece, através de um pro-
cedimento bisseccional (veja [90] du [58Igorithm 8.9, por exemplo), duas diferentes
maneiras de encontrar controladores 6timos (no sehtigpatravés da solucao de cada
um dos seguintgsrogramas semidefinid¢g7):

minimize y
SDP;y :
sujeitoa [BIW)i € .7, y>0
e
minimize y
SDP; .

sujeitoa [[B20)i € .7, y> 0.

Algoritmo 4 (Otimizago H,) Um controlador H.-6timo, que garante a estabilidade do
sistema em malha fechada junto ao merigehde atenuaio de perturbago (y = y.) que
pode ser alcancado pd@b.2)no caso k= n, pode ser constido, com preci&o arbitraria

€ > 0, de acordo com os seguintes passos (and€1,2}):

B3®% Fagaymin = 0 e escolhamax > 2¢ téo grande que, seja facivel paray = ymax;

B3°% Facgay < (Ymin+ Ymax)/2 € resolva o problema de exstcia atraes dee;;
— Se uma solwip parae, puder ser encontrada, ef facaymax < V;

— serao, facaymin < V;
B3°¢ RepitaB3°“até que(Ymax— Ymin)/2 < &;

Nesse ponto, note que € (y— &,y + €). Finalmente, quande — 0, temos que 0s
seguintes passos levam imediatamente ao controladedtitno dado pore.28)-E.31)

opti: (1 = 1) Executed; comy = ¥, X,Y,J,F e U obtidos poB}7 .

optz: (1 =2) ExecuteDy 3 comy= Y, X eY obtidos poBi?Zfs_
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5.4 Simulages

A Ultima secao deste capitulo ilustra algumas sinti#agos resultados obtidos. Por
razdes de ordem pratica, restringimo-nos a sistemas eeabscalares, cujo espaco de
estados da cadeia de Markov €& binario.

Exemplo 3 Suponha que o sistema real e escalar
X(t)=—x(t), teR;y, Xx(0)=x€R (5.38)
é perturbado como

—X(t), 6=1
O+, 8=2,

ondef & o processo de saltos lano (cf. o Exempl@ll) com taxa de trandgzdada por

-B B
B -B

N\ =

], B >0,

e ve Ly(R;) & uma perturbago estoéstica de energia finita atuando no sistema. Supo-
nha ainda que a dda do sistema (z) éssujeita a variades abruptas, do tipo:

Atraves do JBRL (Lemid 3 possvel avaliar o efeito que tais perturbées (v) cau-
sam na sala do sistema (z), no pior caso. De fato, tal problema cquoesie a calcular
|IL|| para o sistema

{ X(t) = —x(t) +bgVv(t) (5.39)

Z(t) = cgX(t)
ondel =c; =0 e p =cy, =1, 0 que pode ser conseguido atésvda minimizago do
parametroy nas LMIs@.50) para i< {1,2}. A depenéncia de||L|| no paametrof &
ilustrada na Figurd &1L, a seguir.
VAYAY,

Nota 13 O resultado do experimento apresentado no exemplo antegonsistente com
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Figura 5.1: Dependéncia dé&.|| em relacao #, para o sistem&(5.B9)

aquele de[[98, Example 1], onde foi mostrado que o sist@n$d)é tal que

1+B/2

Ll =
L=

, (5.40)

\YAY

Os exemplos seguintes mostram como o desempenho do sigi€8fa ffode ser

melhorado através da politica de contr@lel(5.2).

Exemplo 4 Considere a seguinte vérs parcialmente controlada do sisterfi@39)

X(t) = —Xx(t) +bgVv(t) +ggu(t)
Z(t) = cgX(t) (5.41)
y(t) = ()

ondeg =1 e @ =0, de tal forma que somente o primeiro modo do sistema pode ser
diretamente controlado (ao passo que ambos os mo@logagalmente observados). A
Figural5.2 mostra como tal @&p de controle pode melhorar o desempenho do sistema
(&.39) para diferentes valores do pametrof3.

VAYAY,

Exemplo 5 Suponha agora que a vérs controlada do sistem@.39) apresentada no
exemplo anterioé tal que o sinal de controle alimentéo somente a equag de estado
mas tambm a séda (z) do sistema, tal como

X(t) = —X(t) +bgVv(t) +gau(t)
Z(t) = cgX(t)+ggu(t) (5.42)
y(t) = x(©)
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Figura 5.2: Desempenho do sisteima(b.41) (curva cheia) empaacao ao desempenho
do sistema[(5.39) (curva tracejada)

onde novamente;g=1 e @ = 0. Note que, neste caso, ag&x;de controle devedo
somente favorecer a dimica do sistema (tal como antes), mas tamlaeve ser tal que
a sdda réo seja adversamente afetada. A Figlid 5.3 mostra o que peErdmsaseguido
em vista dessa restap. \VAVAY,

1

0.8

0.6

{8

0.4

0.2

0 - - )
10 10 10 10

Figura 5.3: Desempenho do sisterha (b.42) (curva cheia) enpa@cao aos desempe-
nhos dos sistemas (5]139)e(3.41) (curvas tracejadas)

O dltimo exemplo deste capitulo investiga como a naeoniagao total do estado do
sistema (utilizada nos exemplds Ble 5) pode afetar o desdmgensistema controlado.

Exemplo 6 Suponha agora que a vérs controlada do sistem@.39) apresentada no
Exempld¥é tal que o segundo modd@aé diretamente observado, e que a obseagac
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do primeiro modc adversamente perturbada pela entrada, como segue:
X(t) = —x(t) +bgVv(t) +ggu(t)
Z(t) = cgX(t) (5.43)
y(t) = gax(t)+9ggv(t)

comg =1 e @ = 0. AFigural5.4 mostra que o desempenho alés} em vista de tal
perda de informa&o & bastante semelhandguele do exemplo anterior. \VAVAV}

1

0.8

0.6

8]

0.4

0.2

0 e e R CAS RN IRIeTy
10" 10° 10" 10

Figura 5.4: Desempenho do sisteima(b.43) (curva cheia) empaacao ao desempenho
do sistema[(5.42) (curva tracejada) e dos sistemad (5.84®) (curvas pontilhadas)
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6 Concluso

Neste trabalho foi tratado um problema de contidlepara determinada classe de
sistemas lineares com saltos Markovianos. Diferente dndtaglos anteriores encontra-
dos na literatura, a solu¢cao aqui proposta levou em ceregédo — simultaneamente — as
seguintes complicacgoes:

e (ue 0 espaco de estados da cadeia de Markov € um conjumnitoieiniumeravel,

e (ue o controlador somente tem acesso a uma saida do sigie@m do processo
de saltos.

Outro importante diferencial deste trabalho & que foi Aadaaima solugao LMpara
0 caso infinito Esta complica¢ao adicional motivou o surgimento de uasaabntribui-
¢cOes originais da tese:

e Um ferramental matematico foi desenvolvido, visando aimdacao das LMIs in-
finitamente acopladas que surgiram ao longo do trabalhor®essas ferramentas,
destacamos as versoes estendidas do Complemento de ScoHieraa da Projecao
(para as versdes usuais desses resultadod véja [84] e@@2Zxemplo).

Um dos principais resultados da tese foi apresentado no Ber@aJump-Bounded
Real LemmgJBRL) & um resultado indispensavel para o desenvolvionds uma teoria
H. para a classe de sistemas levada em consideracao, da foesraaue outroboun-
ded real lemmatdesempenham um papel central em diferentes situe O /&7 | 80].
Mais especificamente:

e O bounded real lemmdesenvolvido no capituld 4 estabelece que a existéncia de

solugdes para um conjuntafinito de desigualdades matriciais lineares (LMISs) in-
terconectadas & condicao necessaria e suficiente paramg dado sistema seja
estocasticamente estavel (SS) e atenda a um desemiggrgrescrito;
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e Vale destacar que, mesmo no caso finito, 0 JBRL representaamdbuicao ori-
ginal do trabalho.

O capituld® abordou o problema de controle em horizonteifofiem quatro partes
separadas. Na primeira delas foi apresentada uma desclgtalhada do problema de
atenuacao de perturbacao (DA), juntamente com o tigmtigca de controle denominada
admis$vel. Com isto, na segunda parte do capitulo, a seguinte alberdéng empregada:

e A caracterizacao de solucdes para o problema de cengak & objeto da secao
B.2, pode ser feita com o auxilio do JBRL desenvolvido ndtadgdd. Neste ponto
fica evidente a utilidade daquele resultado (L&ina 3), dada astencialidade de
aplicacao imediata.

O principal resultado da secBal5.2, Teoréina 5, pode staade® como segue:

e A caracterizacao da existéncia de solugddisorder (em que a ordem do controla-
dor & igual a do sistema) para o problema de controle padeiteatravés de dois
diferentes problemas LMI.

A conexao entre os problemas LMI apresentados no Tedienedgidada através do
Lema da Projecao Uniforme (Lerfia 1). Enquanto o primeiroesponde a um problema
com menos variaveis a determinar, projetado nos nicleateterminadas matrizes do
sistema, 0 segundo consiste em um problema de maior dimesrsde variaveis de folga
também precisam ser determinadas. Além disso, foi pmgag cada solugao de um
desses problemas & solucao (parcial ou total) do outrees@tado pratico que decorre
imediatamente desta caracterizacao & o Algoriimo 1e doicestabelecido que:

e 0 problema de existéncia de compensadores pode ser tksabdgipecialmente no
caso finito, em tempo polinomial (veja]99]), através deiefites ferramentas de
programagao convexa, e de duas formas alternativas.

A terceira parte do capituld 5 abordou o problema de prd@ialesigr) de contro-
ladores. O principal resultado tebrico da s€cab 5.3 gedéescrito como segue:

e O Teoremdl6 representa, mesmo quando restrito ao caso érgim Que todas as
matrizes do sistema sejam reais), uma extensabl dehglgrem 4., para o caso
H22# 0.
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Por fim, a partir do Teorenid 6 — que prové férmulas explégitara a construcao de
compensadores sub-6timos — decorre 0 seguinte conjurdplidacdes:

e Algoritmo[@ — procedimento ddesignem dois passos; a partir da solucao desse
problema & possivel construir imediatamente um cordaslé.,-subbétimo, com o

auxilio das formulad(5.28)=(5131).

e Algoritmo [3 — designem trés passos; alternativamente ao anterior, permite que
a existéncia de solucdes para o problema de controleckemada em um passo
intermediario (em menor dimensao), antes que se proeaedeogeto propriamente
dito.

e Algoritmo[4 — otimizacad..; determina, através de um procedimento bisseccional,
um controladoH.-0timo para o problema.

6.1 Trabalhos futuros

Encerrando o trabalho, esta secao indica uma pequendrardos problemas que
podem, futuramente, dar continuidade ao presente estudo.

¢ Uma questao imediata diz respeito a restricaon (de que a ordem do controlador
é igual a do sistema que se deseja controlar). Seria gs&@née propor uma solucao
para o casé < n (em que a ordem do controlador & menor do que a do sistema).

¢ A fim de melhor situar o trabalho em um contexto pratico, dsigectos poderiam
ser investigados:

— Determinar qual dos métodos propostos padlagsignde controladores € mais
eficiente sob o ponto de vista computacional. (Note que eststgo pode ser
critica quando consideramos o procedimetgmmtivo do Algoritmo[4.) Caso
0 método em trés passos=£ 2) seja mais eficiente, entdao o procedimento
dedesignaqui proposto sera capaz de determinar um controladoiodnais
rapidamente do que o procedimentolde [1].

— Estudar o comportamento assintotico do Algoriftho 4 quapde aproxima
dey..
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e Seria interessante tratar de problemdasH,/H.., ou filtragem, através das técnicas
apresentadas (em particular, com o auxilio do Complenam®chur Uniforme e
do Lema da Proje¢ao Uniforme). Tais solu¢gbes poderraais uma vez, levar a
resultados alternativos aos dé [1].

e Pode-se estudar outras classes de sistemas (incorpopaexoum ruido multipli-
cativo na equacao de estado — tal como feitolei 45, 2 By@srde uma abordagem
semelhante aquela aqui apresentada. No entanto, umndébmrinded real lemma
deveria ser desenvolvido.

¢ No sentido de desenvolver uma teoria de controlistopara a classe de siste-
mas considerada, uma questao interessante seria a degav@sconexao entre
a teoriaH., aqui apresentada e uma possivel extensdao da nocSialuiéty radii
(raios de estabilidade) para essa classe de sistemas, endeigrabalhos como
[10Q,[101,1B[ 20, 88, 21, 102]. Um trabalho preliminar, quteoduz a nog¢ao de
raios de estabilidade para o caso em que o0 espaco de estadadaia de Markov
€ um conjunto infinito contavel, se encontra sob pre@ardt03] — com alguns
resultados originais ja estabelecidos.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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