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um importante diferencial neste trabalho.

Aos amigos Saul, Julio Cezar e Albino, pelos excelentes seminários de que pude
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Resumo da Dissertação apresentada ao MCT/LNCC como partedos requisitos

necessários para obtenção do grau de Mestre em Ciências(M.Sc.)

CONTROLEH∞ DE SISTEMAS LINEARES COM INFINITOS SALTOS

MARKOVIANOS VIA REALIMENTAÇ ÃO DE SÁIDA

Marcos Garcia Todorov

Março / 2007

Orientador: Marcelo Dutra Fragoso

Modelagem Computacional

Este trabalho trata do problema de controleH∞ de uma classe de sistemas lineares

com saltos Markovianos (MJLS) a tempo contı́nuo, onde a cadeia de Markov toma valo-

res em um conjunto infinito enumerável. Umbounded real lemma(que chamamos JBRL)

é desenvolvido, estabelecendo que a factibilidade de um conjunto infinito de desigualda-

des matriciais lineares (LMIs) interconectadas é necess´aria e suficiente para que um dado

sistema seja estocasticamente estável (SS) e atenda a um desempenhoH∞ prescrito. O

problemaH∞ estudado consiste na atenuação do efeito que perturbaç˜oes estocásticas de

energia finita causam na saı́da de um sistema,no pior caso. Neste problema, conhecido

na literatura comodisturbance attenuation(DA), assumimos ainda que o controlador so-

mente tem acesso ao processo de saltos e a uma saı́da do sistema. Os controladores de

interesse devem garantir que tanto a estabilidade (SS) quanto um desempenhoH∞ sejam

observados no sistema em malha fechada – donde as condições impostas pelo JBRL são

determinantes para a existência de soluções. Um importante aspecto dessa nova aborda-

gem é que ferramentas tão fundamentais quanto o Complemento de Schur ou o Lema da

Projeção, p.ex., não podem mais ser usados para manipular os conjuntos de LMIs infini-

tamente acopladas – tal dificuldade é contornada pela introdução de versões estendidas

desses resultados, no inı́cio do trabalho. Um dos principais resultados (Teorema 5) carac-

teriza a existência de soluções através de dois problemas LMI complementares, um dos

quais torna possı́vel odesigncomputacional de controladores. Por fim, são apresentados

algoritmos para a construção prática de controladores,ótimos ou sub-ótimos, dando ori-

gem a um conjunto de ferramentas que, especialmente no caso em que a cadeia de Markov

é finita, podem ser implementadas computacionalmente de maneira imediata. Mesmo no

caso finito, os resultados da tese são mais fortes do que os deFariaset al. [1].
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OUTPUT FEEDBACKH∞ CONTROL OF INFINITE MARKOV JUMP LINEAR

SYSTEMS

Marcos Garcia Todorov

March / 2007

Advisor: Marcelo Dutra Fragoso

Computational Modeling

This work addresses theH∞ control problem for a class of continuous-time Markov

jump linear systems (MJLS), in which the Markov chain takes values in an infinite coun-

table set. Abounded real lemma(which we call JBRL) is developed, stating that the

existence of solutions to an infinite set of interconnected linear matrix inequalities (LMIs)

is both necessary and sufficient for a given system being stochastically stable (SS) and

meeting a prescribedH∞ performance level. TheH∞ control problem considered here

consists on the attenuation of theworst-caseeffect that finite-energy stochastic disturban-

ces cause at a system’s output. In this setting, which is referred to in the literature as the

disturbance attenuation(DA) problem, it is also assumed that the controller has onlyac-

cess to the jump process and an output of the system. The only controllers of interest must

then guarantee that, both, stability (SS) and anH∞ performance level are satisfied on the

closed-loop system – yielding that the conditions on which the JBRL is stated are deter-

minant for the existence of admissible controllers. A salient feature, which distinguishes

our approach from previous ones, is that tools as fundamental as Schur Complements or

the Projection Lemma, for example, can no longer be employedto work out the infini-

tely coupled LMIs which come up – such drawback is overcome bythe introduction of

extended versions of these tools, in the beginning of the dissertation. One of the main

results (Teorema 5) characterizes the existence of admissible controllers by means of two

complementary LMI problems, one of which is rather amenablefor the computational

design of controllers. At the end, we present some algorithms for the practical construc-

tion of either optimal or sub-optimal controllers, giving rise to a collection of tools which,

especially in the finite case, may be computationally solvedin a straightforward manner.

Even in the finite case, the result here improves the ones in Fariaset al. [1].
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Lista de śımbolos

DA Atenuação de perturbação (do inglêsDisturbance Attenuation)

JBRL Jump-Bounded Real Lemma

LMI Desigualdade matricial linear (do inglêsLinear Matrix Inequality)

MJLS Sistema linear com saltos Markovianos (do inglêsMarkov Jump Linear Sys-

tem)

SS Estabilidade estocástica (do inglêsStochastic Stability; cf. p. 26)

C Transformação de congruência, do tipoC(H,L) = L∗HL (cf. p. 11)

H
m,n
sup Espaço de Banach de dimensão infinita (cf. p. 10)

P Medida de probabilidade

R,N Imagem e núcleo de aplicação linear, respectivamente

S Espaço de estados da cadeia de Markov,S = {1,2, . . .}

(Ω,F ,P) Espaço de probabilidade completo

θ ,θt Processo de Markov (cf. p. 24)

⊗ Produto de Kronecker

I,1 Funções indicadoras (cf. p. 12)

xzs, xzi Respostaszero-stateezero-input, resp. (cf. a Definição 1 na página 25)

≫,≪ Positividade e negatividade uniformes, respectivamente (cf. p. 11)
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1 Introduç ão

Uma questão inerente à modelagem matemática de uma grande variedade de proces-

sos (incluindo processos fı́sicos, quı́micos, biológicos, econômicos, e industriais, entre

outros) consiste em como tratar, de maneira adequada, as incertezas que se tem acerca do

fenômeno de interesse. Tais incertezas têm, minimamente, duas possı́veis fontes: podem

ser devidas, por um lado, a uma observação imprecisa e/ou aum conhecimento incom-

pleto do processo em questão ou, por outro lado, às restric¸ões de ordem prática de que

somos obrigados a lançar mão quando da descrição matem´atica do problema. No con-

texto da teoria de sistemas e controle, em particular – onde,baseado em tais condições

adversas, oprojetode controladores é muitas vezes o principal objetivo a ser alcançado –

pode-se afirmar que o tratamento adequado de incertezas na modelagem é questão deci-

siva na solução de problemas.

Um tipo de incerteza de particular interesse neste trabalhoé a ocorrência de variações

abruptasna estrutura de um sistema. Em uma situação prática temosque tal fenômeno

pode se verificar, por exemplo, devido à ocorrência de falhas em um dado processo (como

o rompimento de uma linha de transmissão em um sistema de energia elétrica, a quebra

repentina de alguma máquina ou componente em um processo industrial, ou a falha de um

operador humano em um sistema de aviação), ou devido a súbitas mudanças ambientais

(como a perda de sinal em um enlacewireless, devido à chuva ou obstrução do meio,

ou a contaminação de um rebanho ou plantação por determinado microorganismo).́E

então evidente que, neste contexto, um tratamento adequado da ocorrência de fenômenos

abruptos na modelagem – bem como no subseqüente projeto de controladores – pode ser,

entre outras coisas, a chave para se estudar sistemas com maior tolerância a falhas ou

maior robustez às condições adversas do meio ambiente.

Matematicamente, uma maneira natural de se descrever a variação abrupta da es-

trutura de um dado sistema dinâmico a tempo contı́nuo é através da ação deswitching

(chaveamento): assume-se que o sistema possui um conjunto bem definido de diferentes
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regimes (modos) de operação, e certa lei que determina em qual destes ele se encontra a

cada instante de tempo. Em particular, sempre que cada um dosmodos de operação apre-

sentar uma dinâmica linear e o processo deswitchingfor aleatório, governado por uma

cadeia de Markov [2], diremos que o modelo em questão é umsistema linear com saltos

Markovianos(ou MJLS, do inglêsMarkov Jump Linear System). Este tipo de sistema é o

objeto de estudo do presente trabalho.

Os MJLS constituem uma importante classe de sistemas hı́bridos (veja [3], [4], [5],

ou [6]), ao lado dos sistemas chaveados (switched systems; veja [6], [7], [8]), que tem

sido extensivamente estudada nas últimas décadas. Desdeos trabalhos históricos de auto-

res como Krasovskii e Lidskii [9], Florentin [10], Sworder [11] e Wonham [12], ainda na

década de 60, uma grande variedade de questões foi abordada na literatura – dentre essas,

podemos destacar os problemas de estabilidade [13, 14, 15, 16] e estabilização robusta

[17, 18, 19, 20, 21]; a introdução e o estudo de noções de estabilizabilidade, controla-

bilidade, observabilidade e detectabilidade [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28]; os problemas de

controle LQ/H2 [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35] e controleH∞ [36, 37, 38, 39, 1], bem como

a fusão dessas abordagens [40]; sistemas com retardo (delay) [41, 42, 43, 44, 45, 46, 47];

e filtragem [48, 49, 50, 51]. Alguns exemplos de aplicaçõesdos MJLS, bem como um

grande número de referências, pode ser encontrada em [52,53, 54, 55, 56, 57] e nos livros

[58] e [59].

As primeiras referências a tratar do casoinfinito (em que a cadeia de Markov asso-

ciada ao sistema corresponde a um conjunto infinito contável) foram [60] e [61]. Um

importante aspecto dessa classe de sistemas corresponde aofato de que, diferente do que

ocorre no casofinito (em que a cadeia de Markov é um conjunto finito), neste caso os

conceitos de estabilidade na média quadrática (MSS) e estabilidade estocástica (SS) não

são mais equivalentes [62]. Dentre a grande quantidade de questões teóricas que se en-

contram em aberto no contexto de sistemas lineares com saltos Markovianos a tempo

contı́nuo (com especial atenção ao caso infinito), destacamos aqui a falta de umboun-

ded real lemmae, conseqüentemente, de uma teoria de controleH∞ por realimentação de

saı́da. Estas questões são a principal motivação do presente trabalho.

A teoria de controleH∞ representa, atualmente, uma das mais importantes aborda-

gens para a análise e sı́ntese de sistemas de controle – sejano domı́nio da freqüência, em

que foi originalmente proposta [63, 64], seja no contexto mais atual de espaço de estados.

Esta segunda forma recebeu grande atenção a partir do finaldos anos 80 [65, 66, 67], pois
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foi a que possibilitou que problemas não-lineares [68, 69], variantes no tempo e/ou em

horizonte finito [70, 71, 72, 73], em dimensão infinita [74],ou mesmo em um ambiente

estocástico [75, 76] fossem tratados de forma conveniente. No caso dos MJLS, as pri-

meiras referências ao problemaH∞ foram [36], [37] e [38]. Outras referências são: [39],

em que o caso infinito viastate-feedback(realimentação de estado) foi tratado; e [77],

relativo ao problema de controleH∞ de sistemasnão-lineares com saltos Markovianos.

Em sistemas de tempo discreto destacamos ainda [61], [78], eo capı́tulo 7 de [58].

Neste trabalho é tratado o problema de controleH∞ de uma classe de sistemas linea-

res com infinitos saltos Markovianos. Inspirada em [75], a presente abordagem tem como

uma de suas caracterı́sticas marcantes a introdução de umnovobounded real lemmana

literatura, através do estudo cuidadoso de um problema de controle ótimo em horizontes

finito e infinito. É interessante mencionar aqui que, mesmo se reduzido ao casoem que

o espaço de estados da cadeia de Markov é finito, a prova desse resultado ainda se en-

contrava ausente na atual literatura de sistemas em tempo contı́nuo [79]. Em constraste

ao principal resultado de Seiler e Sengupta, [80], que tratou do problema em tempo dis-

creto e no caso finito, o assim batizadoJump-Bounded Real Lemma(JBRL) fornece a

caracterização da existência de soluções para o problema de controle através da factibili-

dade de um conjunto de LMIsinfinitamenteacopladas, o que constitui um novo tipo de

abordagem na literatura dessa classe de sistemas (MJLS) – cujo potencial para aplicações

é explorado ainda neste trabalho.

A caracterização por conjuntos infinitamente acoplados de LMIs é também inovadora

no tratamento do problema de controle por realimentação de saı́da em horizonte infinito

[81], que é a questão abordada em seguida. Apesar do trabalho de Fariaset al. [1] ter tra-

tado – no caso em que o espaço de estados da cadeia de Markov éfinito – de um problema

deste tipo, é possı́vel observar que apenas condições suficientes foram obtidas para o pro-

blema de controle. Além disso, nota-se que uma hipótese umtanto restritiva, relacionada

ao processo de saltos (que foi utilizada inicialmente por Wonham [12]), é naturalmente

herdada de [36]. Com base no JBRL, no entanto, no presente trabalho não somente é

relaxada a hipótese de Wonham, mas também são estabelecidas condições suficientese

necesśarias à existência de soluções para o problema de controle. Com isto é possı́vel

apresentar (por uma abordagem inteiramente diferente daquela empregada em [1]) uma

mais completa caracterização das soluções do problema, onde a noção de projeções de-

sempenha um papel central (tal como em, p.ex., [82, 75]), combinada à abordagem de

[83, 73].
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As questões dedesign(projeto) de controladores são também tratadas, via uma abor-

dagem de programação convexa. A caracterização mais cuidadosa das soluções, no en-

tanto, nos permite estabelecer um procedimento mais completo do que o de [1], onde a

existência de soluções pode, alternativamente, ser checada antes que se proceda ao projeto

propriamente dito. Essa solução intermediária, se encontrada, é de fato parte da solução

total do problema dedesign– o que indica que o procedimento aqui proposto é mais

flexı́vel, e portanto mais apropriado para aplicações, doque aquele apresentado em [1].

1.1 Descriç̃ao do trabalho

O capı́tulo 2 apresenta, em duas partes separadas, a notaç˜ao adotada no decorrer do

trabalho e uma série de resultados auxiliares que serão úteis posteriormente. Embora to-

dos os resultados desse capı́tulo sejam contribuições originais da tese – destinados princi-

palmente à manipulação de problemas LMI infinitamente acoplados, como os que surgem

no capı́tulo 5 – sobressaem-se oComplemento de Schur Uniforme(Teorema 1) e oLema

da Projeç̃ao Uniforme(Lema 1), pelo fato de desempenharem o mesmo papel central que

suas versões clássicas [84, 82], porém neste contexto mais amplo (veja também a Nota 2).

Dois modelos de fundamental importância para este trabalho são introduzidos no

capı́tulo 3. O primeiro deles consiste em um MJLS com condições iniciais aleatórias –

cujo espaço de estados da cadeia de Markov é um conjunto infinito enumerável – sujeito a

uma perturbação aditivav∈ Lnv
2 (R+) (i.e., uma perturbação estocástica de energia finita)

e com uma saı́daz; apenas para ilustrar o problema, o sistema é do tipo:

Σ :

{

ẋ(t) = Aθtx(t)+Bθtv(t)

z(t) = Cθtx(t)+Dθtv(t),

onde, para um dado instante de tempot ≥ 0, x(t) é o processo de estado eθt é o pro-

cesso de saltos, modelado através de uma cadeia de Markov. Seguindo uma terminologia

usual na literatura de MJLS, a noção de estabilidade adotada neste trabalho corresponde

à deestabilidade estoćastica(SS, do inglêsstochastic stability), um tipo de estabilidade

interna “em um sentidoL2” – sua definição é também situada no capı́tulo 3. Adicio-

nalmente, a relação entre SS e a existência e unicidade dasolução de uma equação de

Lyapunov em espaço de Banach é destacada, de acordo com um importante resultado

de Fragoso e Baczynski [85] – esses resultados preliminaresserão de grande importância

para o trabalho. O segundo modelo é então apresentado comouma versão mais completa
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do sistema acima, na qual estão presentes as noções decontroleeobservaç̃oes parciais–

a serem exploradas no capı́tulo 5.

No capı́tulo 4 é desenvolvido umbounded real lemmapara a classe de MJLS in-

troduzida no capı́tulo anterior. O principal resultado, Lema 3, se propõe a desempe-

nhar o mesmo papel que outrosbounded real lemmatatêm em diferentes cenários – veja

[86, 75, 87, 88, 80], por exemplo. O assim batizado JBRL (do inglêsJump-Bounded Real

Lemma) estabelece que a existência de soluções para um conjunto infinito de desigualda-

des matriciais lineares (LMIs) interconectadas é condição necessária e suficiente para que

um dado sistema seja estocasticamente estável (SS) e atenda a um desempenhoH∞ pres-

crito, o que representa uma contribuição original deste trabalho. Uma descrição resumida

da idéia por trás da prova desse importante resultado é apresentada a seguir.

Em primeiro lugar, notamos que para a prova do Lema 3 é de fundamental im-

portância o estudo de um problema decontrole ótimo: o de minimizar um funcional

sujeito a uma restrição nas variáveis do sistema. Essa idéia foi largamente explorada em

[75] e dá origem à maior parte dos resultados auxiliares àprova. Basicamente, definimos

um funcionalv 7→ γ2‖v‖2T −‖z‖
2
T , que atribui umcusto(ponderado pelo parâmetroγ) à

relação entre entrada (v) e saı́da (z). A idéia por trás do problema de controle ótimo é

então decaracterizar, atrav́es da escolha de v∈ Lnv
2 (R+) que minimiza o funcional, qual

a pior perturbaç̃ao que pode afetar o sistema para um dado horizonte de tempo T eum

certo par̂ametroγ. A despeito de todas as questões técnicas associadas a este problema,

temos intuitivamente que um candidato a mı́nimo,vT , deve ser tal que a norma‖vT‖T é

relativamente pequena para‖zT‖T relativamente grande (ondezT é a saı́da correspondente

à entradavT). Isto é, espera-se que o sistema seja maissenśıvel à ação devT , de maneira

que o ganho‖z‖T‖v‖T
é máximo para essa entrada e sua respectiva saı́da.

Após mostrarmos que o problema de controle ótimo é bem definido, é estabelecido

no Lema 6 quevT , a solução ótima,́e uma realimentaç̃ao est́atica do estado do sistema

onde o ganho defeedbackdepende da solução de uma equação diferencial de Riccati

em espaço de Banach de dimensão infinita (cuja existênciae unicidade foi estabelecida

em [89]). Tal caracterização do mı́nimo nos permite então estabelecer a Proposição 6,

que é a ferramenta que torna possı́vel o tratamento do problema de horizonte infinito,

T→ ∞. Desse limite decorre que existe uma solução para determinada equação algébrica

de Riccati (ARE) em um espaço de Banach de dimensão infinita, o que parece ser um

resultado novo na literatura. A partir desse último resultado auxiliar, a prova dobounded
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real lemmaé então obtida através de uma análise de pequenas perturbações na ARE,

essencialmente inspirada na abordagem adotada em [75].

O problema de controleH∞ é objeto de estudo do capı́tulo 5. Apenas para referência,

o sistema de que tratamos é do tipo

Σu :















ẋ(t) = Aθt x(t)+Bθtv(t)+Gθtu(t)

z(t) = Cθt x(t)+Dθtv(t)+Hθtu(t)

y(t) = Γθt x(t)+Lθtv(t),

ondex e θ são os processos de estado e de saltos, respectivamente. O problema pode ser

sumarizado como segue. Deseja-se caracterizar uma classe de controles,u, que garantam

a estabilidade do sistema em malha fechada, assim como um nı́vel prescrito de atenuação

do efeito causado pelas perturbaçõesv em uma saı́da de erro,z, no pior caso. Assumimos

que, em um dado instantet ≥ 0, o controlador somente pode ter acesso ao processo de

saltos,θt , e à medição do sistema,y(t). O diagrama de blocos do sistema em malha

fechada é tal como mostrado na figura abaixo.

K

Σu
(x,θ )

-

�

-

-

y,θu

v z

Figura 1.1: Diagrama de blocos do sistema de controle

Em seguida, é escolhida comoadmisśıvel uma classe de controladores dinâmicos

estaticamente dependentes do processo de saltos (i.e., controladores sem memória de

{θτ}τ<t a qualquer instante de tempot > 0, analogamente aΣu). Neste ponto, o JBRL

(Lema 3) é empregado e demonstra-se, na Proposição 8, queum dado controlador ad-

missı́velK realiza o tipo de controle desejado se e somente se houver determinada

solução para um problema LMI do tipo:

Encontre P≪ 0,

tal que M 0+(H P)∗K J +J ∗K ∗(H P)≫ 0,
(1.1)
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ondeP = P(P), e onde≪ e≫ são desigualdades matriciaisuniformes e limitadas,

introduzidas no capı́tulo 2. Neste ponto fica evidente a importância do Lema da Projeção

Uniforme (Lema 1). Através dele é possı́vel, de maneira imediata, estabelecer um resul-

tado alternativo: que a existência de soluções admissı́veis para o problema de controle

depende da factibilidade de um problemaprojetado,

Encontre P≪ 0,

tal que M 0≫ 0 sobre N (J )∪N (H P),

ondeP = P(P); note queK , que é desconhecidoa priori, é eliminado neste segundo

problema. No entanto, uma vez que o conjuntoN (H P) depende da variável de de-

cisão,P, é estabelecido a partir da Proposição 9 que a existência de soluções admissı́veis

para o problema de controle depende, na verdade, dedoisproblemas LMI: um na variável

P e outro na sua inversa,S= P−1. Esta caracterização, freqüentemente encontrada na lite-

ratura de outras classes de sistemas (veja, p.ex., [75, 87, 1]), é o ponto de partida para uma

série de manipulações algébricas que nos permitem estabelecer a Proposição 10. Nela en-

contramos que, ao contrário do que se observa em outros tipos de sistema, na classe de

MJLS aqui estudadahá uma grande dificuldade em se expressar a caracterização do pro-

blema de controle atrav́es dos blocos diagonais-superiores de P e S. Isto é, escrevendo

P = (P1,P2, . . .) e sua inversa,S= (S1,S2, . . .), sob a forma

Pi =

[

Xi P2i

P∗2i P3i

]

, Si =

[

Yi S2i

S∗2i S3i

]

, i ∈S ,

comX = (X1,X2, . . .) e Y = (Y1,Y2, . . .) de dimensõesn×n, observa-se que um acopla-

mento do tipoX = (Y−S2S−1
3 S∗2)

−1 deve ser satisfeito por qualquer par(P,S). Ora, esta

condição não só tornaria o problema não-linear (e não-convexo) como também corres-

ponderia a um requisito muito conservador a ser exigido das soluções do problema (no

sentido de que se esperaria uma relação muito ı́ntima entre as variáveis de decisão).

Uma importante simplificação no problema é introduzida neste ponto. Ela consiste

na restrição do conjunto de controladores admissı́veis auma classe de controlesfull-order,

isto é, uma classe de controladores que possuem o mesmo número de variáveis de estado

que o sistema em malha aberta,Σu. Esta estratégia, que foi empregada em diversos traba-

lhos (veja [1, 21] para exemplos de MJLS e [75, 83] para exemplos sem saltos), pode ser

sumarizada como segue. Supondo que a variável de Lyapunov,P = (P1,P2, . . .), pode ser
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escrita sob a forma

Pi =

[

Xi Y−1
i −Xi

Y−1
i −Xi Xi−Y−1

i

]

, i ∈S ,

deve-se resolver dois problemas: primeiro, mostrar que a existência de alguma variável

com essa estrutura garante a factibilidade do problema de controle e, segundo, estabele-

cer quais condições permitem caracterizar taisX eY (esses problemas são resolvidos na

Proposição 11).

O problema que consideramos em seguida, e que serviu de motivação para um dos

principais resultados deste trabalho (Teorema 5), é o deinvestigar se as condições (su-

ficientes) estabelecidas na Proposição 11 s̃ao tamb́em necesśarias para a exist̂encia de

soluç̃oes para o problema de controle. O Lema 8, cuja principal fonte de inspiração foi

[83, Theorem 4], é uma importante ferramenta neste ponto. São estabelecidas condições

necessárias para a existência de soluções do problema de controle, através da seguinte

heurı́stica: ao invés de eliminar a variávelK do problema (1.1) através da noção de

projeções (ou do Lema 1, como foi descrito anteriormente), fazê-lo através (i) da restrição

da LMI em (1.1) a subespaços de dimensões inferiores (através de transformações de con-

gruência), e (ii) da introdução de variáveis de folga (funções afins deK ) naquele pro-

blema. Vale adiantar que, diferente do que foi feito através do Lema 1, neste caso não se

perde toda a informação sobreK (parte dela fica contida nas variáveis de folga) – esse

fato possibilita a solução do problema dedesign, mais adiante.

O Teorema 5 encerra um conjunto de condições equivalentesà existência de soluções

para o problema de controle em questão. Um ponto marcante équea caracterizaç̃ao

das soluç̃oes se d́a de duas formas alternativas, ambas as quais se expressam através

de problemas LMI. A prova desse resultado é conseqüência direta da relação entre os

resultados anteriores, e se dá através de simples argumentos de projeção (através do Lema

1). Um resultado prático que decorre imediatamente desse teorema é o Algoritmo 1,

que provê (especialmente no caso finito)duasdiferentes soluções computacionais para o

problema de existência de compensadores, em termos de problemas LMI.

Com esse resultado de caracterização (Teorema 5), são consideradas as questões de

projeto de controladores. Para isso, são estabelecidas noTeorema 6 as fórmulas para

construção de um controlador sub-ótimo de ordem igual àdo sistema em malha aberta,

em uma técnica que é essencialmente uma extensão daquelausada em [1,Theorem 4.2].
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Através desse resultado é possı́vel enunciar os algoritmos 2 e 3 que permitem, de duas ma-

neiras diferentes, expressar o problema de construção decontroladores através da solução

de LMIs. Um fator de interesse prático neste ponto é que toda solução factı́vel do pro-

blema de existência (toda solução obtida através do Algoritmo 1) é parte da solução do

problema dedesign, o que é uma caracterı́stica bastante modular dos procedimentos aqui

propostos.

O problema de sı́nteseH∞ ótima – aquele de encontrar, explicitamente, um controla-

dor capaz de garantir que o menor nı́vel de perturbação possı́vel seja alcançado – é tratado

em seguida. O procedimento bisseccional apresentado no Algoritmo 4 (γ-iteration) é lar-

gamente conhecido na literatura de controleH∞ (veja, p.ex., [90] ou [58,Algorithm 8.9]),

e tem a função de ilustrar como os resultados do trabalho podem ser empregados para

resolver o problema de otimização em questão. Por fim, o último item do capı́tulo 5

apresenta alguns experimentos que ilustram os resultados obtidos.

Sumarizando, este trabalho é organizado como segue: o cap´ıtulo 2 introduz a notação

adotada e certos resultados auxiliares; no capı́tulo 3 sãoapresentados os modelos básicos,

junto a alguns resultados relevantes da literatura e a definição de estabilidade estocástica.

O capı́tulo 4 é inteiramente dedicado aobounded real lemma(Lema 3). No capı́tulo 5

o problemaH∞ é estudado e uma solução é proposta por meio de LMIs. Finalmente, a

conclusão do trabalho é apresentada no capı́tulo 6, juntamente a algumas indicações de

trabalhos futuros. Convém mencionar aqui que os principais resultados desse trabalho de

tese foram aceitos para apresentação (ver [79] e [81]).
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2 Preliminares

Neste capı́tulo é estabelecida a notação adotada ao longo do trabalho, além de uma

série de resultados auxiliares – alguns dos quais são novos na literatura – que serão úteis

em determinadas passagens.

2.1 Notaç̃ao

Com relação ao espaço dasn-uplas sobre o corpo dos complexos,Cn, denotamos por

〈·, ·〉 e‖·‖ o produto interno canônico e sua norma induzida, respectivamente. Isto é, para

x,y∈ Cn,

〈x,y〉 := x∗y, ‖x‖ := 〈x,x〉1/2, (2.1)

ondex∗ é o conjugado transposto de qualquerx∈Cn. Denotamos ainda porM(Cm,Cn) o

espaço de Banach de todas as matrizes complexasM ∈ Cn×m, equipado com a norma de

matrizes induzida deCn emCm,

‖M‖ := sup
z∈Cm
{‖Mz‖; ‖z‖= 1} , (2.2)

e M(Cn) ≡M(Cn,Cn) abreviadamente. Para uso posterior, definimos aindaM(Cn∗) =

{U ∈M(Cn); U∗ = U} e M(Cn+) = {U ∈M(Cn∗); U ≥ 0}.

Como é usualmente definido na literatura de sistemas lineares com infinitos saltos

Markovianos – veja [61, 62, 16] por exemplo – definimos um espaço de Banach de di-

mensão infinita tal comoHm,n
sup, o espaço composto por todas as coleções infinitas de ma-

trizes com tamanhos uniformes, do tipoH = (H1,H2, . . .), ondeHi ∈M(Cm,Cn) para

qualqueri ∈S := {1,2, . . .}, e tais que‖H‖sup := supi∈S ‖Hi‖ < ∞. Escrevemos ainda

Hn
sup no lugar deHn,n

sup, tal como antes, e definimosHn∗
sup (resp.Hn+

sup) como o subespaço

(subconjunto) deHn
sup cujos elementosH = (H1,H2, . . .) exibem a propriedade adicional

de queHi ∈ M(Cn∗) (resp. Hi ∈ M(Cn+)) para todoi ∈ S , que denotamos abrevia-
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damenteH = H∗. Em seguida, definimos̃Hn+
sup como o conjunto de todas as coleções

infinitas de matrizes com tamanhos uniformes euniformemente positivas H≫ 0, i.e., tais

queH = (H1,H2, . . .) ∈ Hn+
sup com Hi ≥ εIn sobre todoi ∈S e algumε > 0 indepen-

dente dei (por simplicidade, escrevemos simplesmente queHi ≫ 0), ondeIn é a matriz

identidade emCn×n. De maneira análoga, dizemos queL ∈ H̃n−
sup (ou queL é uniforme-

mente negativa, N≪ 0) sempre que−L≫ 0. Neste caso, escrevemos queLi ≪ 0 para

todo i ∈S .

Para H ∈ H
p,m
sup e L ∈ H

n,p
sup tem-se que‖HL‖sup≤ ‖H‖sup‖L‖sup, dondeHL :=

(H1L1,H2L2, . . .) ∈ H
n,m
sup. Mais ainda, para todoF ∈ H

ℓ,m
sup é fácil provar que[H F] :=

([H1 F1], [H2 F2], . . .) ∈H
(p+ℓ),m
sup (o análogo valendo para concatenação bloco-vertical ou

bloco-diagonal). Denotamos a matriz zero emCℓ,m ouH
m,ℓ
sup por 0ℓ×m, o mesmo valendo

para as matrizes identidadeIℓ ∈ Cℓ×ℓ e Iℓ ∈ H̃ℓ+
sup. Sempre que o tamanho de qualquer

dessas matrizes não tiver importância ou puder ser facilmente deduzido pelo contexto,

ele será omitido. Adicionalmente, definimos Her(H) := H + H∗ e C(H,L) = L∗HL. O

produto de Kronecker de matrizes complexas é denotado por⊗, de maneira usual (cf.

[91]); isto é, seM ∈ Cn×m eN ∈Cp×q, com

M =









M11 . . . M1m
...

. . .
...

Mn1 . . . Mnm









,

então

M⊗N =









M11N . . . M1mN
...

. . .
...

Mn1N . . . MnmN









∈ C
np×mq. (2.3)

Finalmente, a imagem e o núcleo de uma dada matriz complexaM ∈ Cn×m são deno-

tadasR(M) e N (M), respectivamente (veja a Proposição 2 para uma extensãoao caso

infinito).

Com respeito ao conjunto infinito enumerávelS considere duas seqüências infinitas

m = (m1,m2, . . .), n = (n1,n2, . . .), onde(mi ,ni) ∈ {1,2, . . . ,M}2 para algum inteiroM <

∞ e todoi ∈ S . Assim, definimos o espaço de Banach de dimensão infinitaH
m,n
sup de

todas as coleções infinitas de matrizes, as quais correspondem a objetos da formaH =

(H1,H2, . . .) tais queHi ∈M(Cmi ,Cni) para todoi ∈S , onde‖H‖sup:= supi∈S ‖Hi‖< ∞.

Também definimos os conjuntosHn∗
sup,H̃

n+
sup⊂ H

n,n
sup de maneira análoga ao que foi feito

anteriormente, ondeH ≫ 0 mais uma vez significa positividade uniforme,H ∈ H̃n+
sup.
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Em particular, sempre quem = (m,m, . . .) e n = (n,n, . . .) temos simplesmenteHm,n
sup ≡

H
m,n
sup≡H

m,n
sup ≡H

m,n
sup.

Com relação a objetos aleatórios, fixamos um espaço de probabilidade completo

(Ω,F ,P) equipado com uma filtração contı́nua à direitaFt ⊂F sobret ∈R+ := [0,∞).

Adicionalmente, escrevemosE(·) para a esperança matemática e definimosLn
2 como o

espaço de todas as variáveis aleatórias de segunda ordem, do tipo(Ω,F ) 7→Cn. Para um

dadoT > 0, definimos também o espaçoLn
2(T) de todos os processosy= {(y(t),Ft); t ∈

[0,T],y(·) ∈ Cn} tais que a norma‖y‖T := (
∫ T

0 E[‖y(t)‖2]dt)1/2 é finita. Escrevemos

ainda quey∈ Ln
2(R+) sempre que o limite‖y‖R+ := limT→∞ ‖y‖T for bem definido. Fi-

nalmente,IΓ(·) : R+ → {0,1} e 1{ϒ} : (Ω,F )→ {0,1} são funções indicadoras para

algum intervaloΓ⊂ R+ e algum eventoϒ ∈F , respectivamente.

2.2 Resultados auxiliares

Esta seção introduz algumas ferramentas independentes que serão necessárias mais

adiante, incluindo versões estendidas do Complemento de Schur e do Lema da Projeção.

A seguinte proposição estabelece, em particular, que se apositividade uniforme da

identidade é preservada em̃Hn+
sup sob a aplicação de uma transformação de congruência,

então tanto esse conjunto quantoH̃n−
sup são invariantes com respeito à aplicação de tal

transformação. Este simples teste será de grande utilidade no decorrer do trabalho.

Proposiç̃ao 1 Suponha que Q= (Q1,Q2, . . .) ∈ H
m,n
sup é tal que Q∗Q≫ 0. Ent̃ao as se-

guintes afirmativas s̃ao verdadeiras:

(i) X ∈ H̃n+
sup implica em Q∗XQ≫ 0;

(ii) X ∈ H̃
n−
sup implica em Q∗XQ≪ 0;

Prova: Em primeiro lugar provemos (i). Da hipótese, temos que existeη > 0 tal que

Q∗i Qi ≥ ηI para todoi ∈S . Adicionalmente, uma vez queX≫ 0 deve existirε0 > 0 tal

queXi ≥ ε0In parai ∈S . Assim:

Q∗i XiQi ≥ ε0Q∗i Qi ≥ (ε0η)I = εI , (2.4)
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para algumε > 0 adequado, e

‖Q∗i XiQi‖ ≤ ‖Qi‖
2‖Xi‖ ≤ ‖Q‖

2
sup‖X‖sup,

de onde o resultado segue. Para provar (ii) basta trocarX por−X.

Nota 1 Um aspecto marcante da prova acima correspondeà necessidade de se garantir

que a uniformidade das desigualdadesé preservada junto com a limitação na norma. De

fato, isto trazà tona dois importantes problemas que surgem quando o espaço de estados

da cadeia de Markov́e assumido infinito, vis-à-vis o caso finito.É importante frisar que

esta id́eia estaŕa presente em todas as provas apresentadas no decorrer destaseç̃ao. ▽▽

O seguinte teorema representa uma importante ferramenta para o desenvolvimento

desse trabalho. Sua prova é apresentada na subseção 2.2.1.

Teorema 1 (Complemento de Schur Uniforme) Dados U= (U1,U2, . . .) ∈H
p∗
sup, V = (V1,

V2, . . .) ∈H
q,p
sup e W= (W1,W2, . . .) ∈H

q∗
sup, as seguintes afirmativas são equivalentes:

(i)

[

U V

V∗ W

]

≫ 0;

(ii) U ≫ 0 e W−V∗U−1V≫ 0;

(iii) W≫ 0 e U−VW−1V∗≫ 0.

Além disso, o mesmo vale se trocarmos≫ por≪.

A seguinte proposição introduz as noções deimagemenúcleode aplicações lineares

para coleções infinitas de matrizes, além de definir o que mais tarde chamaremos a “base

ortonormal” de um dado espaço.

Proposiç̃ao 2 SejaΨ = (Ψ1,Ψ2, . . .)∈H
p,ℓ
suptal que pi := dim(N (Ψi))≥ 1 para todo i∈

S . Ent̃ao, parap = (p1, p2, . . .), existeΦ = (Φ1,Φ2, . . .) ∈ H
p,p
sup tal que, para qualquer

i ∈S ,

(i) N (Φi) = {0} e R(Φi) = N (Ψi);

(ii) Φ∗i Φi = Ipi ;
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mais ainda, escrevemos simbolicamente queN (Ψ) = R(Φ) e dizemos que talΦ é uma

base ortonormalpara estes espaços.

Prova: Primeiramente note que, para todoi ∈ S , tem-sepi ≤ min{ℓ, p}. Defina

Φi =
[

φi,1 . . . φi,pi

]

∈ Cp×pi , onde o conjunto{φi, j}
pi
j=1 ⊂ Cp forma uma base orto-

normal paraN (Ψi). Então (i) decorre imediatamente, e temos que

Φ∗i Φi =









φ∗i,1φi,1 . . . φ∗i,1φi,pi

...
. . .

...

φ∗i,pi
φi,1 . . . φ∗i,pi

φi,pi









= Ipi , (2.5)

de onde a prova está completa.

O seguinte corolário segue imediatamente desses dois resultados.

Corolário 1 SejaΨ = (Ψ1,Ψ2, . . .) ∈ H
p,ℓ
sup tal quedim(N (Ψi)) ≥ 1 para todo i∈S .

Então as seguintes afirmativas são equivalentes, para todo U= (U1,U2, . . .) ∈H
p∗
sup, V =

(V1,V2, . . .) ∈H
q,p
sup e W= (W1,W2, . . .) ∈H

q∗
sup:

(i)

[

U V

V∗ W

]

≫ 0 em N ([Ψ 0]);

(ii) U−VW−1V∗≫ 0 em N (Ψ), e W≫ 0;

Prova: Do Teorema 1 temos que a limitação na norma do lado esquerdode cada

uma dessas expressões é equivalente; portanto apenas resta provar que a uniformidade

das desigualdades é preservada.

SejaΦ uma base ortonormal paraN (Ψ), como na última proposição. Então (ii) é

equivalente à existência de algumε > 0 tal queWi > εI para todoi ∈S e

0 < Φ∗i (Ui− εI −ViW
−1
i V∗i )Φi = Φ∗i (Ui−ViW

−1
i V∗i )Φi− εI , (2.6)
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o que equivale à seguinte desigualdade, de acordo com o Teorema 1:

[

Φ∗i 0

0 I

][

Ui Vi

V∗i Wi

][

Φi 0

0 I

]

=

[

Φ∗i UiΦi Φ∗i Vi

V∗i Φi Wi

]

> ε

[

I 0

0 I

]

= ε

[

Φ∗i Φi 0

0 I

]

=

[

Φ∗i 0

0 I

][

εI 0

0 εI

][

Φi 0

0 I

]

.

Finalmente note que tal condição corresponde a (i), poisR

[

Φi 0

0 I

]

= N
[

Ψi 0
]

em todoi ∈S :
[

Φ∗i 0

0 I

][

Ui− εI Vi

V∗i Wi− εI

][

Φi 0

0 I

]

> 0.

A seguinte extensão doLemma3.1 de [82] constitue uma ferramenta de grande im-

portância no desenvolvimento do capı́tulo 5. Sua prova é apresentada na subseção 2.2.2.

Lema 1 (Lema da Projeç̃ao Uniforme) Assuma N= (N1,N2, . . .) ∈ H
p,q
sup, M = (M1,M2,

. . .) ∈H
p,r
sup, e H= (H1,H2, . . .) ∈H

p∗
sup. Ent̃ao a LMI

H +N∗X∗M +M∗XN≫ 0 (2.7)

possui ao menos uma solução X ∈ H
q,r
sup se e śo se H for uniformemente positiva em

N (N)∪N (M).

2.2.1 Prova doComplemento de Schur Uniforme, Teorema 1

Para facilitar a apresentação esta prova foi dividida em duas partes. A primeira parte

é enunciada através do seguinte lema.

Lema 2 Dados U= (U1,U2, . . .) ∈ H̃
p+
sup, V = (V1,V2, . . .) ∈H

q,p
sup e W= (W1,W2, . . .) ∈

H̃
q+
sup, as seguintes afirmativas são equivalentes:
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(i)

[

Ui Vi

V∗i Wi

]

≥ εI, para todo i∈S e algumε > 0;

(ii) Ui ≥ µI e Wi−V∗i U−1
i Vi ≥ µI, para todo i∈S e algumµ > 0;

(iii) Wi ≥ νI e Ui−ViW
−1
i V∗i ≥ νI, para todo i∈S e algumν > 0;

Prova: Assuma (ii). Assim, definindoX = −U−1V ∈ H
q,p
sup temos que, para todo

i ∈S ,

µI ≤

[

Ui 0

0 Wi−V∗i U−1
i Vi

]

=

[

I 0

X∗i I

][

Ui Vi

V∗i Wi

][

I Xi

0 I

]

. (2.8)

Note que

[

I Xi

0 I

]−1

=

[

I −Xi

0 I

]

; então a expressão acima se reescreve

[

Ui Vi

V∗i Wi

]

≥ µ

[

I 0

−X∗i I

][

I −Xi

0 I

]

. (2.9)

Em seguida defina

fi(u,v) =

[

u

v

]∗[

I 0

−X∗i I

][

I −Xi

0 I

][

u

v

]

= ‖u−Xiv‖
2 +‖v‖2; (2.10)

então existeε1 > 0 tal que, para todoi ∈S ,

v 6= 0 ⇒ fi(u,v)≥ ‖v‖2 > ε1(‖u‖
2+‖v‖2) ∀u∈ C

p,

v = 0 ⇒ fi(u,v) = ‖u‖2 > ε1(‖u‖
2+‖v‖2) ∀u∈C

p\{0}.

Isto é, para uma escolha apropriada deε > 0 e todoi ∈S ,

[

Ui Vi

V∗i Wi

]

≥ µ

[

I 0

−X∗i I

][

I −Xi

0 I

]

> (µε1)I = εI , (2.11)

e (i) segue.
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Agora assuma (i). Então é imediato que, para algumε > 0 e todoi ∈S ,

[

Ui 0

0 Wi−V∗i U−1
i Vi

]

=

[

I 0

X∗i I

][

Ui Vi

V∗i Wi

][

I Xi

0 I

]

≥ ε

[

I 0

X∗i I

][

I Xi

0 I

]

.

Tal como antes, temos então quegi(u,v) := ‖u+ Xiv‖2 + ‖v‖2 > µ(‖u‖2 + ‖v‖2) para

todo(u,v) ∈C
p×C

q diferente de zero, de onde (ii) segue.

A fim de provar a equivalência entre (i) e (iii), basta notar que

[

0 I

I 0

][

Ui Vi

V∗i Wi

][

0 I

I 0

]

=

[

Wi V∗i
Vi Ui

]

, (2.12)

e a Proposição 1 garante que a transformação de congruência acima preserva a positivi-

dade uniforme. Trocando(U,V,V∗,W) por (W,V∗,V,U) no inı́cio da prova temos então

que o resultado segue imediatamente.

Note que no lema acima foi apenas provado que a existência delimitantes inferiores

uniformes para alguma matriz em blocos se estende para cada um dos seus complementos

de Schur, e vice-versa. Para completar a prova do Teorema 1, aseguir, resta provar que li-

mitantes (superiores) na norma também podem ser incluı́dos nas relações de equivalência.

Prova do Teorema 1: Suponha que (ii) é verdade. Então do Lema 2 temos a po-

sitividade uniforme em (i) garantida, e apenas resta provarque a limitação na norma é

preservada. Da igualdade em (2.8) temos que

∥

∥

∥

∥

∥

[

Ui Vi

V∗i Wi

]∥

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

[

I 0

−X∗i I

][

Ui 0

0 Wi−V∗i U−1
i Vi

][

I −Xi

0 I

]∥

∥

∥

∥

∥

≤

∥

∥

∥

∥

∥

[

I −Xi

0 I

]∥

∥

∥

∥

∥

2∥

∥

∥

∥

∥

[

Ui 0

0 Wi−V∗i U−1
i Vi

]∥

∥

∥

∥

∥

. (2.13)

Mas note que, da definição,

∥

∥

∥

∥

∥

[

I −Xi

0 I

]∥

∥

∥

∥

∥

:= sup

{∥

∥

∥

∥

∥

[

I −Xi

0 I

][

x

y

]∥

∥

∥

∥

∥

; ‖x‖2+‖y‖2 = 1

}

,
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de maneira quex ey são tais que‖x‖ ≤ 1 e‖y‖ ≤ 1. Logo:

∥

∥

∥

∥

∥

[

I −Xi

0 I

][

x

y

]∥

∥

∥

∥

∥

2

= ‖x−Xiy‖
2+‖y‖2≤ (‖x‖+‖Xiy‖)

2 +‖y‖2

≤ ‖x‖2 +‖y‖2+2‖x‖‖y‖‖Xi‖+‖Xi‖
2‖y‖2

≤ 1+2‖x‖‖y‖‖Xi‖+‖Xi‖
2‖y‖2≤ 1+2‖Xi‖+‖Xi‖

2

≤
(

1+‖X‖sup
)2

.

Além disso, uma vez queXi =−U−1
i Vi , deve existir algumε0 > 0 finito para o qual

‖Xi‖ ≤ ‖U
−1
i ‖‖Vi‖< ε0‖V‖sup,

poisU ∈ H̃
p+
sup implica na existência de limitantes positivosε1,ε2 tais que

ε1I ≤Ui ≤ ε2I ⇒ U−1
i ≤ ε−1

1 I .

De maneira semelhante temos que, para todo

[

x

y

]

na fronteira da hiperesfera unitária e

i ∈S ,

∥

∥

∥

∥

∥

[

Ui 0

0 Wi−V∗i U−1
i Vi

][

x

y

]∥

∥

∥

∥

∥

2

= ‖Uix‖
2 +‖(Wi−V∗i U−1

i Vi)y‖
2

≤ ‖U‖2sup+‖W−V∗U−1V‖2sup

≤
(

‖U‖sup+‖W−V∗U−1V‖sup
)2

.

Substituindo esses resultados em (2.13) segue então que

∥

∥

∥

∥

∥

[

Ui Vi

V∗i Wi

]∥

∥

∥

∥

∥

≤
(

1+ ε0‖V‖sup
)2

(‖U‖sup+‖W−V∗U−1V‖sup)

para todoi ∈S , o que nos leva a (i).

Assumindo agora que vale (i), a relação (2.8) estabelece que

∥

∥

∥

∥

∥

[

Ui 0

0 Wi−V∗i U−1
i Vi

]∥

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

[

I 0

X∗i I

][

Ui Vi

V∗i Wi

][

I Xi

0 I

]∥

∥

∥

∥

∥

≤

∥

∥

∥

∥

∥

[

I Xi

0 I

]∥

∥

∥

∥

∥

2∥

∥

∥

∥

∥

[

Ui Vi

V∗i Wi

]∥

∥

∥

∥

∥

(2.14)

18



para qualqueri ∈S , e como

∥

∥

∥

∥

∥

[

I Xi

0 I

]∥

∥

∥

∥

∥

2

≤
(

1+‖X‖sup
)2

, a condição (ii) é garantida.

A equivalência entre (i) e (iii) é provada com o auxı́lio daProposição 1, de maneira

análoga ao efetuado no Lema 2. Finalmente, note que essa prova se estende trivialmente

ao caso negativo, uma vez que um dadoQ≪ 0 se e só se−Q≫ 0.

2.2.2 Prova doLema da Projeç̃ao Uniforme, Lema 1

A seguinte extensão do resultado apresentado no Teorema 1 será necessária nesta

subseção. A idéia é transpor tal resultado para o contexto dematrizes infinitas(veja a

seção 2.1).

Proposiç̃ao 3 Sejamp = (p1, p2, . . .) e q = (q1,q2, . . .) tais que(pi ,qi) ∈ {1,2, . . . ,M}2

para algum inteiro M< ∞ e todo i∈S . Ent̃ao as seguintes afirmativas são equivalentes

para todo U= (U1,U2, . . .) ∈H
p∗
sup, V = (V1,V2, . . .) ∈H

q,p
sup e W= (W1,W2, . . .) ∈H

q∗
sup:

(i)

[

U V

V∗ W

]

≫ 0;

(ii) U ≫ 0 e W−V∗U−1V≫ 0;

(iii) W≫ 0 e U−VW−1V∗≫ 0.

Prova: A prova é imediata. Simplesmente note que tanto a Proposição 1 quanto o

Lema 2, assim como o Teorema 1, podem ser estendidos ao caso emquem, n, p e q são

substituı́dos pelas seqüências arbitrárias e limitadas de inteirosm, n, p e q respectiva-

mente, por provas análogas.

Com este resultado é possı́vel proceder à prova do principal resultado desta seção.

Prova do Lema 1: A prova de necessidade é imediata. Simplesmente assuma que

exista talX e note que (2.7) deve valer, em particular, no conjunto indicado.

A prova de suficiência é, embora mais extensa, semelhante `a doLemma3.1 em [82].

As maiores diferenças são (i) que o Complemento de SchurUniforme é necessário, no

lugar do usual, e (ii) que agora é necessário provar que as transformações de congruência

com que nos deparamos preservam a uniformidade das desigualdades matriciais, o que é

feito com o auxı́lio das proposições 1 e 2.
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Note que, para qualqueri ∈S e um par(Mi,Ni) correspondente, temos queCp =

⊕4
ι=1Wι i , onde

W1i = N (Mi)∩N (Ni), W3i = N (Mi)
⊥∩N (Ni),

W2i = N (Mi)∩N (Ni)
⊥, W4i = N (Mi)

⊥∩N (Ni)
⊥.

(2.15)

Logo, é possı́vel definir matrizes complexasW1i ,W2i ,W3i eW4i de dimensões adequadas

como bases ortonormais (veja a Proposição 2) de cada um desses espaços; isto é,

R(Wι i) = Wι i com W∗ι iWι i = Idim(Wι i), para todo ι ∈ {1,2,3,4}.

Em seguida, definindoT = (T1,T2, . . .) ∈ H
p
sup por Ti = [W1i W2i W3i W4i ], i ∈S , temos

queT∗T = Ip≫ 0; assim, segue da Proposição 1 que (2.7) é equivalente a

T∗HT +(NT)∗X∗(MT)+(MT)∗X(NT)≫ 0. (2.16)

Note que, para qualqueri ∈S , tem-se que[W1i W2i ] e [W1i W3i ] são bases ortonormais

paraN (Mi) eN (Ni), respectivamente. Então existem matrizes[Q1i Q2i ] e [R1i R2i ], cada

qual com posto coluna completo, tais queMiTi = [0 0 Q1i Q2i ] eNiTi = [0 R1i 0 R2i ], para

i ∈S .

Para simplificar a notação é conveniente definir

Π =















Π1 Π2 Π3 Π4

Π∗2 Π5 Π6 Π7

Π∗3 Π∗6 Π8 Π9

Π∗4 Π∗7 Π∗9 Π10















:= T∗HT

e (MT)∗X(NT) =















0

0

Q∗1
Q∗2















X
[

0 R1 0 R2

]

=:















0 0 0 0

0 0 0 0

0 X11 0 X12

0 X21 0 X22















,

onde introduzimos as matrizes infinitas (veja a seção 2.1)Q1 = (Q11,Q12, . . .), R1 =

(R11,R12, . . .), etc, com cada partição conformeT. Agora, deve-se reconhecer que a

existência de talX satisfazendo (2.7) é equivalente à existência deX11,X12,X21 e X22
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adequados tais que














Π1 Π2 Π3 Π4

Π∗2 Π5 Π6+X ∗
11 Π7+X ∗

21

Π∗3 Π∗6+X11 Π8 Π9+X12

Π∗4 Π∗7+X21 Π∗9+X ∗
12 Π10+X22+X ∗

22















≫ 0, (2.17)

pois X =

(

[

Q1 Q2

]†
)∗

[

X11 X12

X21 X22

]

[

R1 R2

]†
é uma solução adequada para

(2.7) sempre que tal quadraX = (X11,X12,X21,X22) existir; note que, como o con-

junto das colunas de cada uma da matrizes indicadas é linearmente independente, temos

que todas as inversas à esquerda,(·)†, são bem definidas.

Temos, da Proposição 3, que (2.17) é equivalente às duasseguintes relações serem

satisfeitas:

ϒ(X11) :=









Π1 Π2 Π3

Π∗2 Π5 Π6+X ∗
11

Π∗3 Π∗6+X11 Π8









≫ 0, (2.18)

Π10+X22+X ∗
22−









Π4

Π7+X ∗
21

Π9+X12









∗

ϒ(X11)
−1









Π4

Π7+X ∗
21

Π9+X12









≫ 0. (2.19)

Portanto resta apenas provar que a condiçãonecesśaria, enunciada no começo da prova,

garante a existência de umX11 adequado que resolva (2.18), uma vez que para toda esco-

lha emX12, X21 e X11 sempre existirá algumX22, limitado, tal que (2.19) é satisfeita.

Da Proposição 3, tem-se que (2.18) se verifica se e somente se

Π1≫ 0 e

[

Π5 Π6+X ∗
11

Π∗6+X11 Π8

]

−

[

Π∗2
Π∗3

]

Π−1
1

[

Π2 Π3

]

≫ 0,

isto é, se e só se








Π1 0 0

0 Π5−Π∗2Π−1
1 Π2 Π6−Π∗2Π−1

1 Π3+X ∗
11

0 (Π6−Π∗2Π−1
1 Π3)

∗+X11 Π8−Π∗3Π−1
1 Π3









≫ 0. (2.20)
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Se restringirmos a busca porX através da escolhaX11 = −(Π6−Π∗2Π−1
1 Π3)

∗,

então a condição acima é satisfeita se e somente se a seguinte valer








Π1 0 0

0 Π5−Π∗2Π−1
1 Π2 0

0 0 Π8−Π∗3Π−1
1 Π3









≫ 0, (2.21)

o que equivale a

{

Π1≫ 0,

Π5−Π∗2Π−1
1 Π2≫ 0,

junto a

{

Π1≫ 0,

Π8−Π∗3Π−1
1 Π3≫ 0.

(2.22)

Consideremos a primeira condição, por exemplo. Da Proposição 3 ela pode ser reescrita

como
[

Π1 Π2

Π∗2 Π5

]

≫ 0. (2.23)

Agora, uma vez queΠ = T∗HT, pode ser facilmente provado que essa condição é equi-

valente aH ser uniformemente positiva sobreN (M), o que faz parte da hipótese:

[

W1i W2i

]∗
Hi

[

W1i W2i

]

≫ 0 (2.24)

para todoi ∈S ; a prova se encerra se repararmos que a segunda condição em(2.22) é

analogamente equivalente aH≫ 0 sobreN (N).

A seguir é colocada uma consideração final sobre este cap´ıtulo, no sentido de con-

templar a aplicabilidade de alguns dos resultados obtidos.

Nota 2 (i) Pela prova da Proposiç̃ao 3 temos que cada um dos resultados acima pode

ser estendido para o contexto mais geral de matrizes infinitas de maneira direta.

No entanto, embora cada um desses resultados pudesse ter sido formalmente es-

tabelecido nesse contexto mais geral (de onde um conjunto deferramentas mais

fortes seria – formalmente – estabelecido), essas extensões ñao seriam de nenhum

uso imediato para os fins deste trabalho. Portanto, a fim de manter a complexi-

dade notacional t̃ao pequena quanto possı́vel, foi decidido apresentar nesta seção

apenas o essencial de resultados auxiliares;

(ii) Deve-se notar que cada um dos resultados acima vale igualmente quandoS não

é restrito a um conjunto infinito enumerável. Por exemplo, se considerarmosS

como um intervalo deR (não necessariamente limitado), os mesmos resultados po-
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dem ser obtidos por provas bastante parecidas. Como uma conseq̈uência imediata

pode-se considerar o caso em que A,B,C e/ou D s̃ao funç̃oes do tempo com um li-

mitante superior na norma. Tais resultados seriamúteis, por exemplo, no contexto

de sistemas variantes no tempo (como em, por exemplo, [88] ou[83]).

▽▽
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3 Descriç̃ao dos modelos e resultados auxiliares

Neste capı́tulo serão apresentados os modelos básicos deque estaremos tratando no

decorrer do trabalho, além de alguns resultados auxiliares que serão necessários mais

adiante.

Considere um espaço de probabilidade completo(Ω,F ,P) equipado com uma fil-

tração contı́nua à direitaFt ⊂F sobret ∈ R+. Sobre esta, considere um processo de

Markov homogêneoθ = {(θt ,Ft), t ∈ R+}, com trajetórias contı́nuas à direita e espaço

de estados infinito contávelS = {1,2, . . .}, tal que:

P(θt+dt = j|θt = i) =

{

λi j dt +o(dt), i 6= j

1+λii dt +o(dt), i = j,
(3.1)

onde 0≤ λi j parai 6= j, e 0≤ λi := −λii = ∑ j∈S \{i}λi j ≤ ρ para algumρ < ∞ e todo

i ∈S . Assuma ainda queθ0 : Ω→S é uma variável aleatória com distribuiçãoπ0. O

exemplo a seguir ilustra comoθ pode se apresentar para diferentes valores deΛ := [λi j ],

no caso particular em queS = {1,2}.

Exemplo 1 Seja a cadeia de Markov a tempo contı́nuo com espaço de estados binário

S = {1,2} e taxa de transiç̃ao

Λ =

[

−β1 β1

β2 −β2

]

, (3.2)

ondeβ1 > 0 e β2 > 0. A Figura 3.1 ilustra algumas realizações do processoθ para dife-

rentes valores deβ1 eβ2, onde fica evidente a seguinte propriedade da cadeia de Markov:

um aumento da taxa de transição leva a saltos mais freqüentes (switching mais rápido),

enquanto sua diminuição torna a ocorr̂encia de saltos menos freqüente (switching mais

lento). ▽▽▽

24



0 2 4 6 8 10

1

2

tempo (s)

θ t

β
1
 = 0.3

β
2
 = 0.4

0 2 4 6 8 10

1

2

tempo (s)

θ t

β
1
 = 3

β
2
 = 0.4

0 2 4 6 8 10

1

2

tempo (s)

θ t

β
1
 = 0.3

β
2
 = 4

0 2 4 6 8 10

1

2

tempo (s)

θ t

β
1
 = 3

β
2
 = 4

Figura 3.1: Realizações do processo de saltos binário para diferentes valores deΛ

Com o processoθ assim definido, considere a equação diferencial estocástica

ẋ(t) = Aθtx(t)+Bθtv(t), x(0) = x0 ∈ Ln
2, (3.3a)

sobret ∈ R+, junto à relação algébrica

z(t) = Cθt x(t)+Dθtv(t), t ∈R+, (3.3b)

ondeA = (A1,A2, . . .) ∈ H
n
sup da mesma forma queB∈ H

nv,n
sup , C ∈ H

n,nz
sup e D ∈ H

nv,nz
sup . O

sistema assim definido será o objeto de estudo do capı́tulo 4, onde denotaremos porx a

variável de estado e por(x,θ) uma variável de estado aumentada, com condição inicial

(x0,θ0). O processo aleatórioz corresponde à saı́da do sistema, quando excitado pelo

sinal de entradav ∈ Lnv
2 (R+). Explicitando a dependência dex nas condições iniciais

(x0,θ0), bem como na entradav, porx(·) = x(·,x0,θ0,v), colocamos a seguinte definição.

Definição 1 Para uma condiç̃ao inicial x(0) = 0 e θ0 ∼ π0 arbitrário, definimos ares-

posta “zero-state”de (3.3) como xzs(·) = x(·,0,θ0,v). Por outro lado, para condiç̃oes

iniciais arbitrárias mas uma entrada identicamente nula, temos aresposta “zero-input”,

xzi(·) = x(·,x0,θ0,0). ▽
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Toda questão relacionada aestabilidadeno presente trabalho será no seguinte sentido

de estabilidade interna.

Definição 2 O sistema(3.3) é ditoestocasticamente estável (SS)se, para toda condiç̃ao

inicial x0 ∈ Ln
2 e distribuiç̃ao inicial π0, tivermos que||xzi||R+ < ∞. ▽

O exemplo a seguir ilustra um aspecto bastante peculiar dos MJLS: que a estabilidade

do sistema depende não somente da matrizA = (A1,A2, . . .), mas também das proprieda-

des do processo de saltos (veja [29], [58] e [16] para uma discussão mais extensa nesse

aspecto).

Exemplo 2 Considere novamente a cadeia de Markov a tempo contı́nuo com espaço de

estados bińario S = {1,2}, mas taxa de transiç̃ao dada por

Λ =

[

−β β
β −β

]

, β > 0, (3.4)

juntamente aos sistemas

ΣM : ẋM(t) = MθtxM(t) (3.5)

e

ΣN : ẋN(t) = Nθt xN(t), (3.6)

onde M= (M1,M2) e N= (N1,N2) são dadas por

M1 =

[

1/2 −1

0 −2

]

, M2 =

[

−2 −1

0 1/2

]

,

N1 =

[

−1 10

0 −1

]

, N2 =

[

−1 0

10 −1

]

.

Uma realizaç̃ao particular do processo de estado deΣM, xM =

[

x(1)
M

x(2)
M

]

, é mostrada

na Figura 3.2, paraβ = 1.5 e uma dada amostra deθ .
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Figura 3.2: Realização dos processosθ e xM, paraβ = 1.5

A fim de traçar conclus̃oes acerca da estabilidade dos sistemas, considere a Figura

3.3 a seguir. É mostrado como a ḿedia de 50 diferentes realizações dos processos de

estado (xM e xN) se comportam em um horizonte de tempo de 45 segundos, para duas

diferentes taxas do processo de saltos:β = 0.03 e β = 1.5. Atrav́es dessas simulaçõesé

posśıvel verificar o que foi afirmado nos Exemplos 4.1 e 4.2 de [16]:embora as matrizes

M1 e M2 sejaminstáveis(no sentido de que parte dos seus autovalores está contida no

semiplano complexo direito), a estabilidade do sistemaΣM depende de uma altataxa de

transiç̃oes deθ (mais especificamente,β > 1.34). Por outro lado, embora tanto N1 quanto

N2 sejamestáveis(com espectros inteiramente contidos no semiplano lateralesquerdo),

a estabilidade deΣN depende de uma taxa relativamente baixade transiç̃oes do processo

de saltos (β ≤ 0.04, segundo [16]). Com isto verificamos experimentalmente que, de fato,

a estabilidade individual de cada um dos modos não é condiç̃ao necesśaria – ou sequer

suficiente – para que se verifique a estabilidade do sistema correspondente. ▽▽▽

Um outro importante aspecto da estabilidade de (3.3) é sumarizado como segue.

Nota 3 Em [16, Theorem 5.2] foi provado que a estabilidade no sentido SS para o sis-

tema (3.3) é equivalente ao processo x pertencer a Ln
2(R+) sempre que v∈ Lnv

2 (R+).

Neste caso, uma vez que C e D são limitadosé fácil provar que z∈ Lnz
2 (R+); isto é, a

estabilidade SS implica em um tipo de estabilidade L2 externa(no sentido entrada-saı́da)

para essa classe de sistemas. ▽▽
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Figura 3.3: Valores médios aproximados de‖xM(t)‖2 e ‖xN(t)‖2 paraβ = 0.03 (metade
superior) eβ = 1.5 (metade inferior)

ParaP = (P1,P2, . . .) ∈Hn∗
sup, considere o operadorT = (T1,T2, . . .) dado por

Ti(P) = A∗i Pi +PiAi + ∑
j∈S

λi j Pj , i ∈S . (3.7)

O principal resultado de [85] estabelece o importante papelqueT (que é hermitiano e

limitado na norma‖T (·)‖ := supi∈S ‖Ti(·)‖, cf. [16]) desempenha na caracterização

da SS do sistema (3.3), que é aqui reproduzido na forma dos teoremas a seguir. Eles

estabelecem que a estabilidade estocástica de (3.3) depende da existência e unicidade de

soluções para um conjunto infinito enumerável de equaç˜oes de Lyapunov interconectadas.

Teorema 2 Se o sistema(3.3) é SS, ent̃ao para todo Q∈ H̃n+
sup existe uḿunico P∈ H̃n−

sup

tal que

T (P)−Q = 0. (3.8)

Prova: Veja o Teorema 8 em [85].
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Teorema 3 Caso exista Q∈ H̃n+
sup tal que(3.8) é satisfeita para algum P∈ H̃n−

sup, ent̃ao o

sistema(3.3) é SS.

Prova: Veja o Teorema 7 em [85].

Nota 4 A caracterizaç̃ao da estabilidade interna do sistema(3.3) através de equaç̃oes

de Lyapunov tem o mesmo papel que aquela classicamente estabelecida no caso linear

(veja o caṕıtulo 4 de [92] para mais detalhes). Em particular, os resultados do pŕoximo

caṕıtulo dependem fortemente dos teoremas 2 e 3. ▽▽

A fim de introduzir o modelo que será estudado no capı́tulo 5 ´e necessário estabelecer

noções precisas decontrolee observaç̃oes parciaisno sistema (3.3). Para tanto, suponha

que o processo de saltos,θt (tal como definido anteriormente), é conhecido para todo

t ∈R+, e considere a equação diferencial estocástica

ẋ(t) = Aθtx(t)+Bθtv(t)+Gθtu(t), x(0) = x0 ∈ Ln
2, (3.9a)

sobret ∈ R+, juntamente às relações algébricas estocásticas de saı́da

z(t) = Cθt x(t)+Dθtv(t)+Hθtu(t), t ∈R+ (3.9b)

y(t) = Γθt x(t)+Lθtv(t), (3.9c)

ondeA = (A1,A2, . . .) ∈ Hn
sup da mesma forma queB ∈ H

nv,n
sup , G ∈ H

nu,n
sup , C ∈ H

n,nz
sup,

D ∈H
nv,nz
sup , H ∈H

nu,nz
sup , Γ ∈H

n,ny
sup e L ∈H

nv,ny
sup . Neste caso, tantoz quantoy são saı́das do

sistema, representando sinais deerro e mediç̃ao, respectivamente. O primeiro (z) repre-

senta uma saı́da que é adversamente perturbada da origem e que, juntamente ao processo

x, somente pode ser observada através da mediçãoy. O papel que a ação de controle (u)

irá desempenhar neste problema será estabelecido no cap´ıtulo 5, mais adiante.

Nota 5 A hipótese de que o estado da cadeia de Markové conhecido a todo instante de

tempo seŕa de suma importância no desenvolvimento do capı́tulo 5, uma vez que as leis

de controle ĺa estabelecidas dependerão deθt para todo t∈ R+. ▽▽
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4 Bounded real lemma

Neste capı́tulo será estabelecido umbounded real lemmapara a classe de sistemas

introduzida no capı́tulo anterior.É provado que a existência de soluções para um conjunto

infinito de desigualdades matriciais lineares (LMIs) interconectadas é condição necessária

e suficiente para que um dado sistema seja estocasticamente estável (SS) e atenda a um

desempenhoH∞ prescrito.

4.1 Preliminares

Considere o modeloΣ, conforme definido no capı́tulo anterior:

Σ :

{

ẋ(t) = Aθt x(t)+Bθtv(t), x(0) = x0 ∈ Ln
2

z(t) = Cθt x(t)+Dθtv(t), t ∈R+,
(4.1)

ondeθ representa o processo de Markov com gerador infinitesimalΛ definido por (3.1) e

condição inicial aleatóriaθ0∼ π0.

CasoΣ seja estável no sentido SS podemos associar a esse sistema um operador de

perturbaç̃ao, L : Lnv
2 (R+)→ Lnz

2 (R+), da seguinte forma:

Lv(t) = Cθt xzs(t)+Dθtv(t), t ∈R+. (4.2)

Comparando com (4.1) temos quez(·) = Lv(·) sempre quex0 = 0. Definimos a norma

desse operador da maneira usual:

‖L‖= sup
v∈Lnv

2 (R+), ‖v‖R+ 6=0

‖Lv‖R+

‖v‖R+

. (4.3)

Nota 6 Repare que a hiṕotese de estabilidade SS garante, conforme apontado na Nota3,

que esse operadoré limitado com respeitòa norma(4.3). ▽▽
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O seguinte funcional será de grande importância em nosso desenvolvimento. Ele

depende das condições iniciais(x0,θ0), da perturbaçãov, de um tempo terminalT > 0 e

de um nı́vel de atenuação de perturbação prescritoγ > 0:

J
γ
T(x0,θ0,v) =

∫ T

0
E[γ2‖v(t)‖2−‖z(t)‖2]dt. (4.4)

Nota 7 Embora o sistemaΣ possua condiç̃oes iniciais aleat́orias, note que o funcional

acima est́a igualmente definido sobre condições iniciais determińısticas (que s̃ao um caso

particular). Isto é, podemos naturalmente pensar, por exemplo, em um custo do tipo

J
γ
T(β , i,v) para qualquer vetorβ ∈Cn e todo i∈S ; esse fato seŕa largamente explorado

mais adiante. ▽▽

Note que o funcional acima atribui um custo para cada perturbaçãov∈ Lnv
2 (T) que se

considere. Admitindoγ > 0 suficientemente grande, temos que o custo correspondente a

uma perturbação à qual o sistema é relativamenteinsenśıvel(isto é, para a qual o ganho de

v paraz é relativamente pequeno) será maior do que aquele associado a uma perturbação

à qual o sistema seja maissenśıvel (isto é, para a qual o ganho dev paraz seja maior).

Logo, faz sentido nos perguntarmos se as piores perturbaç˜oes que podem afetar o sistema

(para as quais o ganho entrada-saı́da é máximo) correspondem a mı́nimos do funcional, e

qual o papel queγ desempenha nesse problema.

4.2 OBounded Real Lemma

A maior parte dos resultados auxiliares ao JBRL, Lema 3, diz respeito ao funcional

de custo definido acima. O primeiro teorema que estabelecemos é o seguinte:

Teorema 4 Para qualquer condiç̃ao inicial (x0,θ0) e todo v∈ Lnv
2 (T), bem como T> 0 e

P= (P1,P2, . . .) : [0,T]→Hn∗
supcontinuamente diferenciável, o funcional de custo definido

em(4.4)pode ser escrito sob a forma

J
γ
T(x0,θ0,v) = E〈x0,Pθ0(0)x0〉−E〈x(T),PθT(T)x(T)〉

+
∫ T

0
E

{

〈x(t), Ṗθt(t)x(t)〉+

〈[

x(t)

v(t)

]

,Mγ
θt
(P(t))

[

x(t)

v(t)

]〉}

dt, (4.5)

onde, para m= n+ nv, definimos Mγ(P) = (Mγ
1(P),Mγ

2(P), . . .) através das seguintes
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matrizes m×m

Mγ
i (P) =

[

Ti(P)−C∗i Ci Gi(P)

Gi(P)∗ Hγ
i

]

, (4.6)

com Gi(P) = PiBi−C∗i Di e Hγ
i = γ2Inv−D∗i Di para qualquer i∈S .

Prova: Considere a seguinte função de Lyapunov:

F(t,x(t)) = ∑
j∈S

tr(Pj(t)Q j(t)) = ∑
j∈S

E{〈x(t),Pj(t)x(t)〉1{θt= j}}, (4.7)

ondeQ j(t) := E[x(t)x(t)∗1{θt= j}], j ∈ S . Considere ainda as funçõesFt-mensuráveis

f j(t,x(t)) = 〈x(t),Pj(t)x(t)〉 e Fj(t,x(t)) = E[ f j(t,x(t))1{θt= j}], cuja diferencial se es-

creve:

dFj(t,x(t)) = E{d f j(t,x(t))1{θt= j}}+E{ f j(t,x(t))d1{θt= j}}. (4.8)

A fim de calcular a primeira diferencial no lado direito da expressão acima iremos proce-

der da seguinte maneira, ondeδ f j(t,x(t);dx(t)) denota a primeira variação Gâteaux def j

na direção(0,dx(t)), calculada em(t,x(t)):

d f j(t,x(t)) =
∂
∂ t

f j(t,x(t))dt +δ f j(t,x(t);dx(t))

= {〈x(t), Ṗj(t)x(t)〉+ 〈A jx(t)+B jv(t),Pj(t)x(t)〉

+〈Pj(t)x(t),A jx(t)+B jv(t)〉}dt. (4.9)

Com relação ao segundo termo no lado direito de (4.8) temosque:

E[ f j(t,x(t))d1{θt= j}] = E[ f j(t,x(t))1{θt+dt= j}− f j(t,x(t))1{θt= j}]

= E
{

f j(t,x(t))[P(θt+dt = j|θt)−P(θt = j|θt)]
}

= E
{

λθt j f j(t,x(t))dt +o(dt)
}

, (4.10)

assumindoj 6= θt . No entanto, paraj = θt temos queP(θt+dt = j|θt)−P(θt = j|θt) =

1+λθtθt dt +o(dt)−1, e portanto (4.10) vale para todoj ∈S .

Somando a expressão (4.8) para todoj ∈S e eliminando os termoso(dt) decorre,

uma vez que a seqüência de somas parciais∑M
j=1Fj(t,x(t)) converge uniformemente para

um limite em[0,T], que

dF(t,x(t)) = E〈x(t), Ṗθtx(t)〉dt

+E

〈[

x(t)

v(t)

]

,

[

A∗θt
Pθt +PθtAθt +∑ j∈S λθt jPj PθtBθt

B∗θt
Pθt 0

][

x(t)

v(t)

]〉

dt, (4.11)
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e o resultado segue em se integrando ambos os lados da expressão acima e combinando a

(4.4).

O principal resultado deste capı́tulo (JBRL) é apresentado a seguir.

Lema 3 (Jump-Bounded Real Lemma)O sistemaΣ é SS com‖L‖ < γ se e somente se

existir P= (P1,P2, . . .) ∈ H̃n−
sup tal que Mγ(P) ∈ H̃m+

sup.

A próxima proposição prova o teorema acima em uma direç˜ao, i.e., estabelece uma

relação entre SS com‖L‖< γ e a existência de algumP∈ H̃n−
sup tal queMγ(P) ∈ H̃m+

sup.

Proposiç̃ao 4 O sistemaΣ é SS com‖L‖< γ sempre que existir P∈ H̃n−
suptal que Mγ(P)∈

H̃
m+
sup.

Prova: Da hipótese temos que existeε > 0 tal queMγ
i (P)≥ ε2I para todoi ∈S .

Logo, escolhendo qualquer 0< ε̃2 < ε2 teremos as desigualdades estritasMγ
i (P)− ε̃2I >

0, donde o primeiro bloco diagonal[Mγ
i (P)− ε̃2I ]11 = Ti(P)−C∗i Ci− ε̃2In > 0 para todo

i ∈S . Assim, definindoRi = Ti(P)−C∗i Ci− ε̃2In > 0, i ∈S , decorre que existe−P∈

H̃n+
sup tal que

Ti(−P)+(Ri +C∗i Ci + ε̃2In) = 0, i ∈S , (4.12)

ondeRi +C∗i Ci + ε̃2In > ε̃2In, de onde segue a estabilidade SS deΣ, de acordo com o

Teorema 3. Além disso tem-se, para taisγ e P, que

J
γ
T(0,θ0,v) =

∫ T

0
E[γ2‖v(t)‖2−‖(Lv)(t)‖2]dt

= −E〈x(T),PθT x(T)〉+

∫ T

0
E

〈[

x(t)

v(t)

]

,Mγ
θt
(P)

[

x(t)

v(t)

]〉

dt

≥ 0+ ε2
∫ T

0
E[‖v(t)‖2]dt, (4.13)

que é estritamente positivo sempre que‖v‖R+ 6= 0. Por fim, fazendoT → ∞ decorre que

γ2‖v‖2
R+

> ‖Lv‖2
R+

para qualquerv ∈ Lnv
2 (R+) com ‖v‖R+ 6= 0, donde concluı́mos que

‖L‖< γ.

Para provar a segunda parte do JBRL, Lema 3, primeiro serão estabelecidos alguns

resultados intermediários.

A seguinte proposição especializa o principal resultadode [89] para que seja utilizado

aqui. São estabelecidas a existência e unicidade de soluc¸ões para as equações diferenciais
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em espaço de Banach de que estaremos tratando em seguida.

Proposiç̃ao 5 Existem funç̃oes X= (X1,X2, . . .) e Y = (Y1,Y2, . . .) de (−∞,T] emHn∗
sup

tais que, para qualquer i∈S e todo0 < T < ∞,

Ẋi +Ti(X)−C∗i Ci = 0, Xi(T) = 0, (4.14)

e

Ẏi +Ti(Y)−C∗i Ci−Gi(Y)R−1
i Gi(Y)∗ = 0, Yi(T) = 0, (4.15)

onde R= (R1, . . .) ∈H
nv+
sup e Ri > 0, i ∈S . Além disso, aśunicas soluç̃oes s̃ao continua-

mente diferenciáveis.

Prova: É suficiente provar a existência (com as propriedades indicadas) deY, uma

vez que (4.15) se reduz a (4.14) quandoB e D são identicamente zero. A equação (4.15)

pode ser escrita como

Ẏi +YiÃi + Ã∗i Yi + ∑
j 6=i

λi jYj + Q̃i−YiBiR
−1
i B∗i Yi = 0, (4.16)

onde Ãi = Ai +
1
2λii I +BiR

−1
i D∗i Ci e Q̃i =−C∗i (I +DiR

−1
i D∗i )Ci parai ∈S . Mais ainda,

tem-se queÃ = (Ã1, Ã2, . . .) ∈Hn
sup e Q̃ = (Q̃1,Q̃2, . . .) = Q̃∗.

Os resultados de existência e unicidade deY seguem então pelo mesmo procedimento

apresentado na prova doTheorem4.1 em [89].

O lema a seguir estabelece que o custo associado a qualquer perturbação emLnv
2 (T)

e condição inicial fixada pode ser inferiormente limitadode maneira uniforme.

Lema 4 Supondo SS do sistemaΣ com‖L‖ < γ tem-se, para qualquer condição inicial

(β , i) ∈ Cn×S e todo T> 0, que existe uma constante finita c> 0 tal que

J
γ
T(β , i,v)≥−c‖β‖2 ∀v∈ Lnv

2 (T). (4.17)

Prova: Com base na Proposição 5 escolhaXT = (XT,1,XT,2, . . .) : [0,T]→ Hn∗
sup sa-

tisfazendo (4.14) sobre todo[0,T], de tal forma que o funcional de custo na forma do

Teorema 4, considerandoXT(·) no lugar deP(·), se escreve

J
γ
T(β , i,v) = 〈β ,XT,i(0)β 〉+

∫ T

0
{E〈Gθt(XT)∗x(t),v(t)〉

+〈v(t),Gθt(XT)∗x(t)〉+ 〈v(t),Hγ
θt

v(t)〉}dt. (4.18)
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Podemos facilmente remover o último termo de dentro da integral, escrevendoJγ
T(0, i,v)

sob a mesma forma e lembrando quex(·) = xzi(·)+xzs(·). Resulta então que

J
γ
T(β , i,v) = J

γ
T(0, i,v)+ 〈β ,XT,i(0)β 〉

+
∫ T

0
E{〈Gθt(XT)∗xzi(t),v(t)〉+ 〈v(t),Gθt(XT)∗xzi(t)〉}dt. (4.19)

Defina v0(·) = v(·)I[0,T](·). Escolhendo entãoε > 0 tal que ε2 < γ2−‖L‖2 tem-se

J
γ
T(0, i,v) ≥ γ2‖v0‖

2
R+
−‖Lv0‖

2
R+
≥ (γ2−‖L‖2)‖v0‖

2
R+

≥ ε2
∫ ∞

0
E[‖v0(t)‖

2]dt =

∫ T

0
E〈εv(t),εv(t)〉dt, (4.20)

e assim, completando quadrados, podemos eliminar um termo quadrático:

J
γ
T(β , i,v) ≥ 〈β ,XT,i(0)β 〉+

∫ T

0
E{〈εv(t),εv(t)〉

+〈ε−1Gθt(XT)∗xzi(t),εv(t)〉+ 〈εv(t),ε−1Gθt(XT)∗xzi(t)〉

+‖ε−1Gθt(XT)∗xzi(t)‖
2−‖ε−1Gθt (XT)∗xzi(t)‖

2}dt

≥ 〈β ,XT,i(0)β 〉− ε−2
∫ T

0
E[‖Gθt(XT)∗xzi(t)‖

2]dt. (4.21)

Em seguida procuremos por limitantes uniformes paraXT(·) sobre todo[0,T]. Pela ho-

mogeneidade de (4.14) temos queXT(t) = XT−t(0) para qualquert ∈ [0,T], levando a

〈β ,XT,i(t)β 〉= 〈β ,XT−t,i(0)β 〉= J
γ
T−t(β , i,0) =−‖z‖2T−t ≤ 0. (4.22)

O limitante inferior pode ser obtido como segue: primeiro note que, parav identicamente

zero, temos quez(s) = Cθsxzi(s) paras∈ [0,T], donde

E[‖z(s)‖2] = ∑
j∈S

E[‖Cθsxzi(s)‖
21{θs= j}]≤ ∑

j∈S

E[‖Cj‖
2‖xzi(s)‖

21{θs= j}]

≤ ‖C‖2sup ∑
j∈S

E[‖xzi(s)‖
21{θs= j}] = ‖C‖2supE[‖xzi(s)‖

2], (4.23)

e portanto existe uma constantec0 > 0 tal que

∫ T−t

0
E[‖z(s)‖2]ds≤ ‖C‖sup

∫ ∞

0
E[‖xzi(s)‖

2]ds≤ c0‖C‖sup‖β‖2, (4.24)

diretamente da hipótese de SS. Juntando os resultados segue que, para qualquerβ ∈ Cn,

0≥ 〈β ,XT,i(t)β 〉 ≥ −c0‖C‖sup‖β‖2. (4.25)
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De maneira análoga a (4.23) decorre, sempre omitindo a dependência temporal deXT(·),

que E[‖Gθt(XT)∗xzi(t)‖2] ≤ ‖G(XT)‖2supE[‖xzi(t)‖2]. Como ‖G j(XT)‖ = ‖XT, jB j −

C∗j D j‖ ≤ ‖XT, j‖‖B j‖+‖Cj‖‖D j‖, segue de (4.25) que, para todot ∈ [0,T],

‖G(XT(t))‖sup≤ c0‖C‖sup‖B‖sup+‖C‖sup‖D‖sup (4.26)

e assim, mais uma vez usando a hipótese de SS,

∫ T

0
E[‖Gθt(XT)∗xzi(t)‖

2]dt ≤ ‖C‖2sup(c0‖B‖sup+‖D‖sup)
2‖xzi‖

2
R+

≤ c0‖C‖
2
sup(c0‖B‖sup+‖D‖sup)

2‖β‖2. (4.27)

Substituindo (4.25) e (4.27) de volta em (4.21) vem o resultado,

J
γ
T(β , i,v) ≥ −{c0‖C‖sup+ ε−2c0‖C‖

2
sup(c0‖B‖sup+‖D‖sup)

2}‖β‖2

≥ −c‖β‖2, (4.28)

para alguma constantec > 0 convenientemente escolhida.

O seguinte lema garante a positividade uniforme do segundo bloco diagonal da matriz

Mγ(·) definida em (4.6), que é obviamente uma condição necessária para que o Lema 3

se verifique.

Lema 5 Suponha que o sistemaΣ é SS com‖L‖< γ. Ent̃ao Hγ = (Hγ
1 ,Hγ

2, . . .) ∈ H̃
nv+
sup .

Prova: Note que‖Hγ‖sup= supi∈S ‖γ2Inv−D∗i Di‖ ≤ γ2 + ‖D‖2sup; portanto, falta

somente provar que existeε > 0 tal queHγ
i ≥ ε2Inv para todoi ∈S . Em primeiro lugar,

provemos por contradição queHγ
i ≥ 0 sobrei ∈S ; isto é, suponha que existaµ ∈ Cnv,

µ̃ := ‖µ‖, tal que 〈µ,Hγ
i µ〉<−α para algumi ∈S e α > 0.

Tome mais uma vez o únicoXT : [0,T]→ Hn∗
sup que satisfaz (4.14) para todoi ∈S .

Assim, omitindo sua dependência no tempo,

J
γ
T(0, i,v) =

∫ T

0
E{〈xzs(t),Gθt(XT)v(t)〉+ 〈Gθt(XT)v(t),xzs(t)〉

+〈v(t),Hγ
θt

v(t)〉}dt. (4.29)
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Considerandovδ (·) = µI[0,δ )(·) no lugar dev temos que, para todot ∈ [0,δ ),

E{〈xzs(t),Gθt(XT)v(t)〉+ 〈Gθt(XT)v(t),xzs(t)〉}

= ∑
j∈S

E{[〈xzs(t),Gθt(XT)µ〉+ 〈Gθt (XT)µ,xzs(t)〉]1{θt= j}}

≤ ∑
j∈S

2‖E[xzs(t)1{θt= j}]‖‖G j(XT)µ‖ ≤ 2µ̃‖G(XT)‖sup‖E[xzs(t)]‖

≤ 2µ̃(c0‖B‖sup+‖D‖sup)‖C‖sup‖E[xzs(t)]‖, (4.30)

onde empregamos (4.26) para obter a última desigualdade. Voltando a (4.29) e usando a

hipótese de negatividade emHγ
i teremos que, para algumκ > 0 adequado,

J
γ
T(0, i,vδ )≤

∫ δ

0
{κ‖E[xzs(t)]‖−α}dt. (4.31)

Uma vez que as trajetórias deθ são contı́nuas à direita, segue queE[xzs(t)] também é

contı́nua emt = 0+. Tendo em mente quexzs(0) = 0, decorre que o lado direito da ex-

pressão acima é portanto negativo em se tomandoδ > 0 suficientemente pequeno. Mas

isso contradiz o lema anterior, donde se conclui queHγ
i ≥ 0 para qualqueri ∈S .

Finalmente, considere 0< ε < γ e γ̃ = (γ2−ε2)1/2, de tal forma que‖L‖< γ̃ < γ.

Repetindo os passos anteriores desde o começo comγ̃ no lugar deγ concluı́mos que

H γ̃
i = (γ2− ε2)Inv−D∗i Di ≥ 0 para todoi ∈S , donde

Hγ
i = γ2Inv−D∗i Di ≥ ε2Inv (4.32)

segue imediatamente.

Em seguida estabelecemos um resultado que relaciona a minimização do funcional

de custoJγ
T(x0,θ0, ·) a uma perturbação especı́ficavT , para uso posterior.

Lema 6 Suponha que o sistemaΣ é SS com‖L‖< γ e denote como PT a soluç̃ao de(4.15)

com Hγ no lugar de R. Assim, definindo K(PT) = (K1(PT),K2(PT), . . .) com Ki(PT) =

−(Hγ
i )−1Gi(PT)∗ sobre i∈S , temos que:

(i) A perturbaç̃ao estoćastica vT(·) := Kθ(·)
(PT)x(·) é tal que

vT = argmin
v∈D

J
γ
T(x0,θ0,v), (4.33)

ondeD é o doḿınio deJ com relaç̃ao ao seúultimo argumento;
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(ii) O custo ḿınimo associadóe dado por

J
γ
T(x0,θ0,vT) = E〈x0,PT,θ0(0)x0〉, (4.34)

e, obviamente,Jγ
T(x0,θ0,vT)≤ J

γ
T(x0,θ0,v) para qualquer v∈ Lnv

2 (T).

Prova: De acordo com a positividade de(Hγ
i )∗ = Hγ

i sobre todoi ∈S (Lema 5),

podemos definir o produto interno〈·, ·〉Hγ
θt

= 〈·,Hγ
θt
·〉 e a norma induzida pelo mesmo,

‖ · ‖Hγ
θt

. Então a prova vem facilmente, uma vez que se escreva o custoem uma forma

mais adequada. Do Teorema 4:

J
γ
T(x0,θ0,v)

= E〈x0,Pθ0(0)x0〉−E〈x(T),PθT(T)x(T)〉

+

∫ T

0
E{〈x(t), [Ṗθt +Tθt (P)−C∗θt

Cθt ]x(t)〉+ 〈Gθt(P)∗x(t),v(t)〉

+〈v(t),Gθt(P)∗x(t)〉+ 〈v(t),Hγ
θt

v(t)〉}dt

= E〈x0,Pθ0(0)x0〉−E〈x(T),PθT(T)x(T)〉+

∫ T

0
E{‖v(t)−Kθt(P)x(t)‖2

Hγ
θt

+〈x(t), [Ṗθt +Tθt (P)−C∗θt
Cθt −Gθt (P)(Hγ

θt
)−1Gθt (P)∗]x(t)〉}dt. (4.35)

Uma vez que o custo associado a um dado conjunto de argumentosé independente de uma

escolha particular emP (pela sua própria definição), é possı́vel considerar a expressão

anterior comPT (a solução de (4.15) comR= Hγ) no lugar deP. Assim:

J
γ
T(x0,θ0,v) = E〈x0,PT,θ0(0)x0〉+

∫ T

0
E{‖v(t)−Kθt(PT)x(t)‖2

Hγ
θt

}dt

≥ E〈x0,PT,θ0(0)x0〉, (4.36)

e a igualdade vale somente sev(t) = vT(t) = Kθt (PT)x(t) para quase todot ∈ [0,T], de

onde segue (i) e (ii).

A seguinte proposição garante quePT , a solução de (4.15) sobre[0,T], é ao mesmo

tempo limitada e monótona. Esse resultado será de grande importância no problema de

horizonte infinito, limT→∞ PT .

Proposiç̃ao 6 Assuma que o sistemaΣ é SS com‖L‖< γ e considere PT : [0,T]→Hn∗
sup, a

soluç̃ao de(4.15)com R= Hγ . Ent̃ao as seguintes afirmativas valem para todo t∈ [0,T]:
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(i) Para todo i∈S existe uma constante c> 0 tal que

−cIn≤ PT,i(t)≤ 0. (4.37)

(ii) Para todo 0 < T̃ < T e i∈S temos que P̃T,i(t)≥ PT,i(t).

(iii) O limite P= limT→∞ PT(t) existe ée tal que P∈H
n−
sup.

Prova: Esta prova depende do resultado de otimalidade obtido no lema anterior.

Simplesmente tome qualquer par(β , i) ∈C
n×S junto a t ∈ [0,T], e escreva

〈β ,PT,i(t)β 〉 = 〈β ,PT−t,i(0)β 〉= J
γ
T−t(β , i,vT−t)

≤ J
γ
T−t(β , i,0) =−

∫ T−t

0
E[‖z(s)‖2]ds ≤ 0, (4.38)

ondev(·) é tal como definido em (4.33). Por outro lado, foi provado no Lema 4 que

〈β ,PT−t,i(0)β 〉= J
γ
T−t(β , i,vT−t)≥−c‖β‖2 = 〈β ,−cIn,β 〉, de onde (4.37) segue.

Para a prova de (ii) defina ˜v(·) = vT̃−t(·)I[0,T̃−t](·) ∈ Lnv
2 (R+). O resultado segue

imediatamente das relações

〈β ,PT,i(t)β 〉 = 〈β ,PT−t,i(0)β 〉= J
γ
T−t(β , i,vT−t)

≤ J
γ
T−t(β , i, ṽ) = J

γ
T̃−t

(β , i,vT̃−t)−
∫ T−t

T̃−t
E[‖z(s)‖2]ds

≤ J
γ
T̃−t

(β , i,vT̃−t) = 〈β ,PT̃,i(t)β 〉. (4.39)

Por fim, temos que (iii) é simplesmente uma importante conseqüência de (i) e (ii) e do

fato deH
n∗
sup ser um espaço completo. De fato:

lim
T→∞

PT(t) = lim
T→∞

PT−t(0) = lim
T→∞

PT(0), (4.40)

que é independente det. Finalmente, a negatividade e a limitação na norma seguemde

(4.37).

Note que o item (iii) da proposição, quando considerado junto ao problema de hori-

zonte finito (4.15), implica que para todoi ∈S as equações algébricas de Riccati

Ti(P)−C∗i Ci−Gi(P)(γ2Inv−D∗i Di)
−1Gi(P)∗ = 0 (4.41)

tenham uma soluçãoP∈Hn−
sup. Com isto é possı́vel, imediatamente após o seguinte lema,

apresentar a prova do principal resultado desse capı́tulo.
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Lema 7 SejamC̃ε = (C̃ε
1,C̃ε

2, . . .) e D̃ = (D̃1, D̃2, . . .), ondeC̃ε
i := [C∗i εIn]∗ e D̃i :=

[D∗i 0nv×n]
∗, para todo i∈S e paraε > 0. Ent̃ao o operador de perturbação L̃ε : v 7→

z̃ε , correspondente ao sistema

{

ẋ(t) = Aθt x(t)+Bθtv(t), t ∈ R+

z̃ε(t) = C̃ε
θt

x(t)+ D̃θtv(t)
(4.42)

com x(0) = x0 ∈ Ln
2 é tal que, para alguma constanteκ > 0,

‖L̃ε‖2≤ ‖L‖2 +κε2, (4.43)

onde a norma dẽLε̃ é definida de forma ańalogaà deL.

Prova: Segundo a definição temos que, para qualquerv∈ Lnv
2 (R+) e todot > 0,

‖L̃εv(t)‖2 = ‖Lv(t)‖2+ ε2‖xzs(t)‖
2. (4.44)

Integrando em todoR+ e tomando o valor esperado decorre então que

‖L̃εv‖2R+
= ‖Lv‖2R+

+ ε2‖xzs‖
2
R+
≤

(

‖L‖2 +c2ε2)‖v‖2R+
(4.45)

para alguma constantec > 0 (veja [16,Theorem 5.2], conforme apontado na Nota 3). O

resultado segue então imediatamente de (4.3),mutatis mutandis.

Prova do Lema 3: Ainda nos resta provar a contrapartida da Proposição 4. Para tanto,

note primeiramente que, para algumε > 0 eδ > 0 suficientemente pequenos, temos do

lema anterior que

‖L‖< γ ⇒ ‖L̃ε̃‖< γε , (4.46)

onde1 ε̃ = (ε2 + δ 2)1/2 e γε = (γ2− ε2)1/2. Assim, considerandoγε no lugar deγ, os

resultados anteriores estabelecem que 0< H̃γε
i := γ2Inv− D̃∗i D̃i−ε2Inv para todoi ∈S , e

portanto existẽP = (P̃1, P̃2, . . .) ∈Hn−
sup tal que

Ti(P̃)− (C̃ε̃
i )∗C̃ε̃

i − G̃ε̃
i (P̃)(γ2Inv− D̃∗i D̃i− ε2Inv)

−1G̃ε̃
i (P̃)∗ = 0, (4.47)

onde(C̃ε̃
i )∗C̃ε̃

i = C∗i Ci + ε̃2In, G̃ε̃
i (P̃) = P̃iBi− (C̃ε̃

i )∗D̃i = P̃iBi −C∗i Di = Gi(P̃), e D̃∗i D̃i =

D∗i Di . Logo (4.47) pode ser escrita como (note queT (·) é homogêneo):

Ti(−P̃)+
{

C∗i Ci + ε̃2In+Gi(P̃)(Hγε
i )−1Gi(P̃)∗

}

= 0, (4.48)

1note quẽε é ligeiramente maior do queε, enquantoγε é ligeiramente menor do queγ.
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de onde decorre quẽP na verdade pertence ãHn−
sup, diretamente do Teorema 2. Além

disso, a expressão acima estabelece que

Ti(P̃)−C∗i Ci− ε2In−Gi(P̃)(Hγ
i − ε2Inv)

−1Gi(P̃)∗ = δ 2In > 0, (4.49)

e comoHγ
i − ε2Inv > 0 para todoi ∈ S , segue do Complemento de Schur que este

P̃∈ H̃n−
sup é tal queMγ(P̃) ∈ H̃m+

sup, concluindo a prova.

Encerramos o presente capı́tulo com a seguinte proposição. Nela, o resultado do

Lema 3 é apresentado de uma maneira ligeiramente diferente– a qual será mais adequada

para os fins do capı́tulo seguinte. A principal inovação emrelação ao resultado anterior

se expressa por uma dependência afim nas matrizes do sistema(A, B, C, eD).

Proposiç̃ao 7 O sistemaΣ é SS com‖L‖ < γ se e somente se existir P= (P1,P2, . . .) ∈

H̃n−
sup tal que, para todo i∈S ,









A∗i Pi +PiAi +∑ j∈S λi j Pj PiBi C∗i
B∗i Pi γ2Inv D∗i
Ci Di Inz









≫ 0. (4.50)

Prova: O resultado decorre diretamente do Complemento de Schur Uniforme, Teo-

rema 1, junto ao Lema 3 acima.
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5 Controle H∞

Neste capı́tulo será estudado o controleH∞ de uma classe de sistemas lineares com

saltos Markovianos sujeitos a perturbações aditivas de energia finita. Partindo do JBRL

(Lema 3) estabelecido no capı́tulo anterior, condições equivalentes à existência de com-

pensadoresH∞ sub-ótimos são estabelecidas em termos da factibilidadede desigualdades

matriciais lineares (LMIs) interconectadas. Em seguida, são apresentados algoritmos para

o designde controladores ótimos e sub-ótimos, na seção 5.3. Algumas simulações dos

resultados obtidos são apresentadas ao final do capı́tulo.

5.1 Descriç̃ao do problema

Considere o sistemaΣu, conforme definido no capı́tulo 3:

Σu :















ẋ(t) = Aθt x(t)+Bθtv(t)+Gθtu(t), x0 ∈ Ln
2,

z(t) = Cθt x(t)+Dθtv(t)+Hθtu(t), t ∈R+,

y(t) = Γθt x(t)+Lθtv(t),

(5.1)

ondeθ é o processo de Markov definido por (3.1), com gerador infinitesimalΛ e condição

inicial θ0∼ π0. Assuma ainda queA= (A1,A2, . . .)∈Hn
supda mesma forma queB∈H

nv,n
sup ,

G∈H
nu,n
sup , C∈H

n,nz
sup, D ∈H

nv,nz
sup , H ∈H

nu,nz
sup , Γ ∈H

n,ny
sup eL ∈H

nv,ny
sup .

Dizemos quex(t) é a variável de estado para um dadot ∈ R+ e que(x(t),θt) é uma

variável de estado aumentada. Tal como antes, assumimos que v ∈ Lnv
2 (R+) é qualquer

perturbação estocástica de energia finita atuando no sistema; a estrutura especı́fica do

sinal de controlenu-dimensional,u, será definida mais adiante.

Como descrito anteriormente, os sinaisz e y são as saı́das deerro e mediç̃ao do

sistemaΣu, respectivamente. O primeiro representa uma saı́da que é adversamente per-

turbada da origem, e que deve ser feita relativamente insensı́vel a perturbações na entrada
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(v), através da ação de controle. Adicionalmente, nesse modelo os processosx ezsomente

podem ser observados através da mediçãoy (que sem qualquer perda de generalidade não

é diretamente alimentada poru), o que faz deΣu um modelo bastante geral – tanto por

razões teóricas quanto práticas.

Para atender às especificaçõesH∞ de um sistema de controle podemos naturalmente

formular a seguinte pergunta sobreΣu: como caracterizar uma classe de controladores

(sub-́otimos)K que, aĺem da estabilidade do sistema em malha fechada, garantem que

o efeito causado pelas perturbações de entrada (v) no sinal de erro (z) seja, no pior

caso, menor do que algum nı́vel desejado?A medida deperformanceque adotaremos

no presente trabalho será do tipo‖L‖< γ, ondeL representa um operador que relaciona

entrada e saı́da (perturbação e erro, respectivamente – de maneira semelhante a (5.4)), e

γ é o nı́vel de desempenho a ser alcançado.

Na presente abordagem sãoadmisśıveisos compensadores dinâmicos que relacionam

o processo aumentado de medição(y,θ) a polı́ticas de controleude acordo com o seguinte

modelo:

K :

[

ẋK (t)

u(t)

]

=

[

K 11
θt

K 12
θt

K 21
θt

K 22
θt

][

xK (t)

y(t)

]

, (5.2)

comxK (0) = 0∈Ck. Tal compensador é completamente definido através da matriz K =

(K1,K2, . . .)∈H
(k+ny),(k+nu)
sup , ondeKi é a matriz que pré-multiplica o vetor

[

xK (t)

y(t)

]

no

lado direito de (5.2), quandoi = θt . Por essa razão, denotamos ao mesmo tempo o sistema

e a matriz em questão sem qualquer confusão.

É possı́vel incorporar ambos os sistemas,Σu eK , em um sistema demalha fechada

ΣK cuja variável de estado aumentada é dada por(x̂(t),θt) = (x(t),xK (t),θt) para qual-

quert ∈R+. Definindo n̂ = n+k e x̂0 = (x0,0) temos então que as equações de estado

e saı́da para este sistema ˆn-dimensional podem ser escritas como uma instância de (3.3):

ΣK :

{

˙̂x(t) = Âθt x̂(t)+ B̂θtv(t), x̂(0) = x̂0

z(t) = Ĉθt x̂(t)+ D̂θtv(t), t ∈R+,
(5.3)

onde Â = (Â1, Â2, . . .) ∈Hn̂
sup, B̂ = (B̂1, B̂2, . . .) ∈ H

nv,n̂
sup , Ĉ = (Ĉ1,Ĉ2, . . .) ∈ H

n̂,nz
sup, D̂ =
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(D̂1, D̂2, . . .) ∈H
nv,nz
sup e, parai ∈S ,

Âi =

[

Ai +GiK 22
i Γi GiK 21

i

K 12
i Γi K 11

i

]

, B̂i =

[

Bi +GiK 22
i Li

K 12
i Li

]

,

Ĉi =
[

Ci +HiK 22
i Γi HiK 21

i

]

, D̂i = Di +HiK 22
i Li ,

ou, equivalentemente,

Âi = A0
i + ĜiKiΓ̂i , B̂i = B0

i + ĜiKi L̂i ,

Ĉi = C0
i + ĤiKiΓ̂i , D̂i = D0

i + ĤiKi L̂i ,

com









A0
i B0

i Ĝi

C0
i D0

i Ĥi

Γ̂i L̂i ⋆









=





















Ai 0 Bi 0 Gi

0 0k 0k×nv Ik 0

Ci 0nz×k Di 0 Hi

0 Ik 0 ⋆ ⋆

Γi 0 Li ⋆ ⋆





















.

Note que esse sistema é um caso particular daquele tratado nos capı́tulos anteriores.

Logo, seΣK é SS podemos redefinir de agora em diante o operador de perturbação

L : Lnv
2 (R+)→ Lnz

2 (R+) como segue:

Lv(t) = Ĉθt x̂zs(t)+ D̂θtv(t), t ∈R+, (5.4)

ondex̂zs é a resposta às condições iniciais(0,θ0) ∈ Cn̂×S . A norma do operador é

aquela induzida deLnv
2 (R+) emLnz

2 (R+), tal como definida em (4.3).

Para uso posterior introduzimos ainda a seguinte definição.

Definição 3 Um compensadorK ∈ H
(k+ny),(k+nu)
sup tal como (5.2) é dito sub-ótimo de

nı́velγ sempre que o sistema em malha fechada,ΣK , for est́avel no sentido SS e‖L‖< γ,

de acordo com(4.3). ▽

5.2 Caracterizaç̃ao de soluç̃oes

Nesta seção serão apresentadas condições que relacionam a existência de controla-

dores sub-ótimos de um dado nı́velγ à factibilidade de desigualdades matriciais lineares.

O principal resultado (Teorema 5) se aplica ao casofull-order, onde é provado que a
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existência de soluções para o problemaH∞ é caracterizada pela factibilidade de dois dife-

rentes conjuntos de LMIs. Os resultados obtidos serão de fundamental importância para

a seção seguinte, cujo objeto será a sı́ntese de tais controladores.

Uma vez queΣK é um caso especial de (3.3), é possı́vel adaptar o JBRL paraesta

nova situação, na forma do seguinte corolário.

Corolário 2 O sistemaΣK é SS com||L||< γ se e somente se existir P= (P1,P2, . . .) ∈

H̃n̂−
sup tal que, sobre todo i∈S ,









Â∗i Pi +PiÂi +∑ j∈S λi j Pj PiB̂i Ĉ∗i
B̂∗i Pi γ2Inv D̂∗i
Ĉi D̂i Inz









≫ 0. (5.5)

Prova: O resultado segue imediatamente da Proposição 7.

A seguinte proposição estabelece que umdadocompensadorK garante a estabili-

dade (SS) do sistemaΣK junto a um desempenhoγ se e somente se determinada LMI

possui uma solução na variávelP. É importante ressaltar quequalquercontrolador ad-

missı́vel deve satisfazer tal condição a fim de resolver o problemaH∞.

Proposiç̃ao 8 Dado um compensadorK e um desempenhoγ > 0 a ser alcançado, as

seguintes afirmativas são equivalentes:

(i) O sistemaΣK é SS com||L||< γ;

(ii) Existe P= (P1,P2, . . .) ∈ H̃n̂−
sup tal que

M 0+(H P)∗K J +J ∗K ∗(H P)≫ 0, (5.6)

ondeM 0 = (M 0
1 ,M 0

2 , . . .) ∈H
(n̂+nv+nz)∗
sup , com

M 0
i =









PiA0
i +(A0

i )
∗Pi +∑ j∈S λi j Pj PiB0

i (C0
i )
∗

(B0
i )
∗Pi γ2Inv D∗i

C0
i Di Inz









, i ∈S ,
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eP ∈H
(n̂+nv+nz)∗
sup , H ∈H

(n̂+nv+nz),(k+nu)
sup eJ ∈H

(n̂+nv+nz),(k+ny)
sup dados por

P =









P 0 0

0 Inv 0

0 0 Inz









,

H =
[

Ĝ∗ 0(k+nu)×nv
Ĥ∗

]

,

J =
[

Γ̂ L̂ 0(k+ny)×nz

]

.

Prova: A prova se baseia em simples manipulações na expressão (5.5), que é equi-

valente à condição (i) acima (Corolário 2). Reescrevendo (5.5) na forma

M 0
i +Her









PiĜiKiΓ̂i PiĜiKi L̂i 0n̂×nz

0nv×n̂ 0nv 0nv×nz

ĤiKiΓ̂i ĤiKiL̂i 0nz









≫ 0

temos que algumP= (P1,P2, . . .)≪ 0 satisfaz essa condição sobrei ∈S se e somente se

M 0+Her{(H P)∗K J }≫ 0 é satisfeita, o que equivale a (ii).

A seguinte proposição estabelece que a existência de pelo menos um compensador

sub-ótimo de nı́velγ depende da factibilidade de dois conjuntos especı́ficos de desigual-

dades matriciais.

Proposiç̃ao 9 A exist̂encia de um compensador sub-ótimo de ńıvel γ, tal comoK , é

equivalentèas seguintes condições serem satisfeitas para algum P= (P1,P2, . . .) ∈ H̃
n̂−
sup:

(i) M 0≫ 0 em N (J );

(ii) P−1M 0P−1≫ 0 em N (H ).

Prova: (Necessidade) Suponha que exista talK . Então, a partir da última propo-

sição, também existeP ∈ H̃n̂−
sup tal que (5.6) é satisfeita. Do Lema 1, a condição (i) é

simplesmente uma conseqüência desse fato junto à seguinte, para algumµ > 0 e todo

i ∈S :

y∗i M
0
i yi ≥ µ y∗i yi sempre que HiPiyi = 0. (5.7)

Note em seguida que a aplicação linearN (HiPi) ∋ yi 7→Piyi = xi ∈N (Hi) é uma

bijeção entre os espaçosN (HiPi) eN (Hi). Assim, a condição acima vale se e só se

(P−1
i xi)

∗M 0
i (P−1

i xi) ≥ µ(P−1
i xi)

∗(P−1
i xi)

= µ x∗i P
−2
i xi (5.8)
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se verifica para todoxi ∈N (Hi) e i ∈S . Além disso, assim comoP∈ H̃n̂−
sup implica em

P2 ∈ H̃n̂+
sup, devem existir constantes positivasε1,ε2 tais que

ε1I ≤ P2≤ ε2I ⇔ ε−1
1 I ≥ P−2≥ ε−1

2 I , (5.9)

isto é,P−2 ∈ H̃n̂+
sup. Então temos que a transformação de congruênciaC(·,P−1) satisfaz

as condições descritas na Proposição 1, de onde (5.8) implica que, para algumε > 0

suficientemente pequeno e todoxi ∈N (Hi),

(P−1
i xi)

∗M 0
i (P−1

i xi) ≥ µ x∗i P
−2
i xi > εx∗i xi ,

o que corresponde à condição (ii), uma vez que a existência de um limitante superior para

a norma deC(M 0,P−1) é garantida pela Proposição 1.

(Suficiência) Como as condições (i)+(ii) são equivalentes a (i)+(5.7), para todoi ∈

S , decorre que a existência de talP∈ H̃n̂−
sup garante (pelo Lema 1) a existência deK tal

que (5.6) é satisfeita. Logo, de acordo com a Proposição 8temos que talK satisfaz a

condiçãoH∞ desejada.

É possı́vel notar que, embora a primeira condição da última proposição corresponda

a um problema de factibilidade em LMIs, o mesmo não vale paraa segunda condição.

Além disso, mostraremos que as restrições emN (J ) eN (H ) podem ser expressadas

de maneira mais simples. No que segue iremos apresentar o último resultado de maneira

mais conveniente, com o auxı́lio do Corolário 1.

Proposiç̃ao 10 Para X = (X1,X2, . . .),Y = (Y1,Y2, . . .) ∈ Hn∗
sup, P2 = (P21,P22, . . .),S2 =

(S21,S22, . . .) ∈H
k,n
sup e P3 = (P31,P32, . . .) ∈Hk

sup, sejam

Pi :=

[

Xi P2i

P∗2i P3i

]

, Si := P−1
i =

[

Yi S2i

S∗2i ⋆

]

.

Então:

(i) M 0≫ 0 em N (J ) se e somente se









A∗i Xi +XiAi +∑ j∈S λi j Xj XiBi C∗i
B∗i Xi γ2Inv D∗i
Ci Di Inz









≫ 0

em N
[

Γi Li 0ny×nz

]

, (5.10)
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(ii) P−1M 0P−1≫ 0 em N (H ) se e somente se









YiA∗i +AiYi +λiiYi +∑ j 6=i λi j (SiS
−1
j Si)11 YiC∗i Bi

CiYi Inz Di

B∗i D∗i γ2Inv









≫ 0

em N
[

G∗i H∗i 0nu×nv

]

, (5.11)

onde(SiS
−1
j Si)11 = YiXjYi +YiP2 jS∗2i +S2iP∗2 jYi +S2iP3 jS∗2i .

Prova: Note primeiramente queN (Ji) pode ser escrito como

N
[

Γ̂i L̂i 0(k+ny)×nz

]

= N

[

0 Ik 0 0

Γi 0 Li 0ny×nz

]

= R















Φ1i 0

0 0k

Φ2i 0

0 Inz















,

sempre queN
[

Γi Li

]

= R

[

Φ1i

Φ2i

]

. Assim, uma vez que(PiA0
i )11 = XiAi, podemos

reescrever a primeira condição da Proposição 9 como

0 ≪















Φ1i 0

0 0

Φ2i 0

0 I















∗













A∗i Xi +XiAi +∑ j∈S λi j Xj ⋆ XiBi C∗i
⋆ ⋆ ⋆ ⋆

B∗i Xi ⋆ γ2Inv D∗i
Ci ⋆ Di Inz





























Φ1i 0

0 0

Φ2i 0

0 I















=









Φ1i 0

Φ2i 0

0 I









∗







A∗i Xi +XiAi +∑ j∈S λi j Xj XiBi C∗i
B∗i Xi γ2Inv D∗i
Ci Di Inz

















Φ1i 0

Φ2i 0

0 Inz









,

de onde segue (i). Com relação à segunda condição da Proposição 9, temos que

P−1
i M 0

i P−1
i

= C

















(A0
i )
∗Pi +PiA0

i +∑ j∈S λi j Pj PiB0
i (C0

i )
∗

(B0
i )
∗Pi γ2Inv D∗i

C0
i Di Inz









,









P−1
i 0 0

0 Inv 0

0 0 Inz

















=









Si(A0
i )
∗+A0

i Si +∑ j∈S λi j SiS
−1
j Si B0

i Si(C0
i )
∗

(B0
i )
∗ γ2Inv D∗i

C0
i Si Di Inz









.
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Além disso, de maneira análoga ao que foi feito anteriormente temos

N (Hi) = N
([

Ĝ∗i 0(k+nu)×nv
Ĥ∗i

])

= R









Ψ̂1i 0

0 Inv

Ψ2i 0









sempre queR

[

Ψ̂1i

Ψ2i

]

= N
[

Ĝ∗i Ĥ∗i

]

. Então a segunda condição da Proposição 9 se

reescreve:

0 ≪ C

















Si(A0
i )
∗+A0

i Si +∑ j∈S λi j SiS
−1
j Si B0

i Si(C0
i )
∗

(B0
i )
∗ γ2Inv D∗i

C0
i Si Di Inz









,









Ψ̂1i 0

0 I

Ψ2i 0

















= C

















Si(A0
i )
∗+A0

i Si +∑ j∈S λi j SiS
−1
j Si Si(C0

i )
∗ B0

i

C0
i Si Inz Di

(B0
i )
∗ D∗i γ2Inv









,









Ψ̂1i 0

Ψ2i 0

0 Inv

















.

Mas

R

[

Ψ̂1i

Ψ2i

]

= N
[

Ĝ∗i Ĥ∗i

]

= N

[

0 Ik 0

G∗i 0 H∗i

]

= R









Ψ1i 0

0 0k

Ψ2i 0









sempre queN
[

G∗i H∗i

]

= R

[

Ψ1i

Ψ2i

]

. Substituindo na expressão anterior vem então

a equivalência com

0 ≪ C





























YiA∗i +AiYi + ∑ j∈S λi j (SiS
−1
j Si)11 ⋆ YiC∗i Bi

⋆ ⋆ ⋆ ⋆

CiYi ⋆ Inz Di

B∗i ⋆ D∗i γ2Inv















,















Ψ1i 0

0 0k×nv

Ψ2i 0

0 Inv





























= C

















YiA∗i +AiYi + λiiYi + ∑ j 6=i λi j (SiS
−1
j Si)11 YiC∗i Bi

CiYi Inz Di

B∗i D∗i γ2Inv









,









Ψ1i 0

Ψ2i 0

0 Inv

















,

de onde (ii) decorre diretamente.

Nota 8 Apesar dóultimo resultado se aplicar ao caso em que a ordem do compensador

é qualquer (k arbitŕario), ele apresenta duas dificuldades evidentes:
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(i) A relaç̃ao (5.11)depende de cada entrada de S (e de P, por conseguinte) através

do termo SiS
−1
j Si ;

(ii) A igualdade S= P−1 estabelece que o acoplamento X= (Y−S2S−1
3 S∗2)

−1 deve ser

satisfeito, o que corresponde a uma condição ñao-linear e conservadora.

É importante frisar aqui que, casoS = {1}, as condiç̃oes da proposiç̃ao acima se

reduzemàs de [93], [82] ou [94], por exemplo. Istóe, o resultado acimáe consistente

com a literatura. ▽▽

Como ocorre freqüentemente na literatura, resultados mais convenientes podem ser

conseguidos no casofull-order, quandok = n, através da parametrização

Pi =

[

Xi Y−1
i −Xi

Y−1
i −Xi Xi−Y−1

i

]

, i ∈S . (5.12)

Note que, neste caso,Si =

[

Yi Yi

Yi ⋆

]

e portanto

SiS
−1
j Si =

[

YiY
−1
j Yi ⋆

⋆ ⋆

]

. (5.13)

Esse simples fato leva ao importante resultado que segue.

Proposiç̃ao 11 Existe um compensador sub-ótimo de ńıvel γ e ordem k= n tal comoK

sempre que existirem X= (X1,X2, . . .), Y =(Y1,Y2, . . .)∈ H̃
n−
suptais que o seguinte conjunto

de LMIs for satisfeito para todo i∈S :









A∗i Xi +XiAi +∑ j∈S λi j Xj XiBi C∗i
B∗i Xi γ2Inv D∗i
Ci Di Inz









≫ 0

em N
[

Γi Li 0ny×nz

]

, (5.14a)















YiA∗i +AiYi +λiiYi YiC∗i Bi λ ′i⊗Yi

CiYi Inz Di 0

B∗i D∗i γ2Inv 0

λ i⊗Yi 0 0 Di(Y)















≫ 0

em N
[

G∗i H∗i 0nu×nv 0nu×∞

]

, (5.14b)
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e
[

Yi I

I Xi

]

≪ 0, (5.14c)

ondeλ i = (
√

λi1, . . . ,
√

λi,i−1,
√

λi,i+1, . . .), Di(Y) := −diag(Y1, . . . ,Yi−1,Yi+i , . . .) para

i ∈S , e0•×∞ é uma matriz de zeros com um número infinito de colunas.

Prova: A idéia por trás dessa prova é a de refinar o resultado anterior (Proposição

10) através da escolha deP como em (5.12). Note que (5.14c) implica emX−Y−1≪ 0,

e que

X− (Y−1−X)(X−Y−1)−1(Y−1−X) = Y−1≪ 0, (5.15)

o que garante, segundo o Complemento de Schur Uniforme (Teorema 1), que esta escolha

é tal queP≪ 0.

Uma vez que (5.10) depende somente do primeiro bloco diagonal deP esta condição

permanece inalterada, (5.14a). Quanto a (5.11), temos sua equivalência com











YiA∗i +AiYi +λiiYi +∑∞
j=1
j 6= i

λi jYiY
−1
j Yi YiC∗i Bi

CiYi Inz Di

B∗i D∗i γ2Inv











≫ 0

em N
[

G∗i H∗i 0nu×nv

]

(5.16)

garantida por (5.13) para todoi ∈S . Do Corolário 1 temos que a relação acima vale se e

só se
















YiA∗i +AiYi +λiiYi +∑∞
j=2
j 6= i

λi jYiY
−1
j Yi YiC∗i Bi

√

λi1Yi

CiYi Inz Di 0

B∗i D∗i γ2Inv 0
√

λi1Yi 0 0 −Y1

















≫ 0

em N
[

G∗i H∗i 0nu×nv 0nu×n

]

. (5.17)
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Agora repare que, para qualquerN ∈S ,
















YiA∗i +AiYi +λiiYi +∑∞
j=N
j 6= i

λi jYiY
−1
j Yi YiC∗i Bi (λ N−1

i )′⊗Yi

CiYi Inz Di 0

B∗i D∗i γ2Inv 0

λ N−1
i ⊗Yi 0 0 D

N−1
i (Y)

















≫ 0

em N
[

G∗i H∗i 0nu×nv 0nu×(N−1)n

]

implica em
















YiA∗i +AiYi +λiiYi +∑∞
j=N+1

j 6= i

λi jYiY
−1
j Yi YiC∗i Bi (λ N

i )′⊗Yi

CiYi Inz Di 0

B∗i D∗i γ2Inv 0

λ N
i ⊗Yi 0 0 DN

i (Y)

















≫ 0

em N
[

G∗i H∗i 0nu×nv 0nu×Nn

]

, (5.18)

ondeλ N
i , DN

i (·) são truncamentos de tamanhoN paraλ i eDi(·), respectivamente:

λ N
i = (

√

λi1, . . . ,
√

λi,i−1,
√

λi,i+1, . . . ,
√

λi,N)

D
N
i (·) = −diag(Y1, . . . ,Yi−1,Yi+i, . . . ,YN),

de onde, por indução emN, decorre a expressão (5.14b).

Finalmente, temos queP≪ 0 se e somente se

[

Y I

Y 0

]∗[

X Y−1−X

Y−1−X X−Y−1

][

Y I

Y 0

]

=

[

Y I

I X

]

≪ 0, (5.19)

pois a transformação de congruência indicada satisfaz as condições da Proposição 1.

Nota 9 Note que, no caso finito (em queS = {1,2, . . . ,N}), temos que a restriç̃ao

em(5.14b)passa a se expressar no conjuntoN
[

G∗i H∗i 0nu×nv 0nu×(N−1)n

]

, para

qualquer i∈S ; além disso, as noções de uniformidade e limitação na norma s̃ao trivial-

mente satisfeitas por quaisquer X e Y tais que Xi < 0 e Yi < 0, de onde as desigualdades

≫ e≪ podem ser interpretadas como> e<, no sentido usual.

Note ainda que, neste caso,é necesśario trocar λ i por λ N
i eDi(·) por D

N
i (·) naquela

express̃ao – o mesmo valendo para a desigualdade(5.20b), a seguir. ▽▽
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Para provar a contrapartida do resultado acima estabelecemos primeiro o seguinte

lema, com idéias semelhantes às de [83,Theorem 4].

Lema 8 Suponha que exista um compensador sub-ótimo de ńıvel γ e ordem k= n, tal

comoK . Ent̃ao existem X= (X1,X2, . . .), Y = (Y1,Y2, . . .)∈ H̃n−
sup, J= (J1,J2, . . .)∈H

ny,n
sup ,

F = (F1,F2, . . .) ∈H
n,nu
sup e U = (U1,U2, . . .) ∈H

ny,nu
sup tais que, para todo i∈S :









Her(XiAi +JiΓi)+∑ j∈S λi j Xj XiBi +JiLi (Ci +HiUiΓi)
∗

(XiBi +JiLi)
∗ γ2Inv (Di +HiUiLi)

∗

Ci +HiUiΓi Di +HiUiLi Inz









≫ 0, (5.20a)















Her(AiYi +GiFi)+λiiYi Bi +GiUiLi (CiYi +HiFi)
∗ λ ′i⊗Yi

(Bi +GiUiLi)
∗ γ2Inv (Di +HiUiLi)

∗ 0

CiYi +HiFi Di +HiUiLi Inz 0

λ i⊗Yi 0 0 Di(Y)















≫ 0, (5.20b)

[

Yi I

I Xi

]

≪ 0. (5.20c)

Prova: Da hipótese temos que existeP = (P1,P2, . . .)≪ 0 satisfazendo (5.5) para

todo i ∈S . IntroduzindoI =
[

0n In
]

, explicitemos então a dependência afim deÂ

emK 11:

Âi =

[

Ai +GiK 22
i Γi GiK 21

i

K 12
i Γi 0n

]

+

[

0n 0

0 K 11
i

]

=: Âi +I ′K 11
i I . (5.21)

Em seguida, definaJ =
[

In 0n

]′
e repare queN

(

diag(J , Inv, Inz)
)

= {0}, donde

a positividade uniforme de (5.5) é preservada sob a aplicac¸ão deC
(

·,diag(J , Inv, Inz)
)

.

Além disso, comoI J = 0 a hipótese leva a









J ′(Â
∗
i Pi +PiÂi +∑ j∈S λi j Pj)J ∗ ∗

B̂∗i PiJ γ2Inv ∗

ĈiJ D̂i Inz









≫ 0. (5.22)

DefinindoU := K 22, J := XGU+ P2K
12 e efetuando as operações indicadas, temos

então imediatamente a equivalência entre (5.22) e (5.20a).

Para qualqueri ∈S escrevaPi e Si = P−1
i sob a seguinte forma particionada, a
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qual implica emYi = (Xi−P2iP
−1
3i P∗2i)

−1 para todoi ∈S :

Pi =

[

Xi P2i

P∗2i P3i

]

, Si =

[

Yi S2i

S∗2i S3i

]

. (5.23)

Note agora que a transformação de congruênciaC(·,diag(Si , Inv, Inz)), que satisfaz todas

as condições da Proposição 1 (veja a prova da Proposiç˜ao 9), deixa (5.5) como








SiÂ∗i + ÂiSi +∑ j∈S λi j SiS
−1
j Si ∗ ∗

B̂∗i γ2Inv ∗

ĈiSi D̂i Inz









≫ 0; (5.24)

por uma indução no Complemento de Schur Uniforme tal qual aquela feita na seqüência

de (5.16) decorre então que (5.24) é equivalente a














SiÂ∗i + ÂiSi +λii Si ∗ ∗ ∗

B̂∗i γ2Inv ∗ ∗

ĈiSi D̂i Inz ∗

λ i⊗Si 0 0 Di(S)















≫ 0.

Agora, uma vez queN (J ) = {0}, temos que a positividade uniforme não é afetada

por C
{

·,diag(J , Inv, Inz,diag(J , . . .))
}

; assim, definindoF := UΓY +K 21S∗2 temos a

última desigualdade reduzida a (5.20b) por essa transformação.

Para completar a prova, note queP2 pode ser assumida invertı́vel sem nenhuma perda

de generalidade: dado o respectivoP≪ 0, sempre podemos introduzir uma perturbação

P P̃≪ 0 tal queP̃2 é invertı́vel e (5.5) continua a valer (uma vez que, para todo i ∈S ,

sempre existẽP2i invertı́vel e arbitrariamente próxima deP2i , decorre então que tal̃P ∈

H̃n̂−
sup é também bastante próxima deP). Em face disto, a transformação de congruência

associada a

[

Y I

−P−1
3 P∗2Y 0

]

deixa Pi ≪ 0 como (5.20c).

O teorema a seguir unifica os resultados obtidos até agora, estabelecendo condições

equivalentes à existência de compensadores sub-ótimosde ordemk = n.

Teorema 5 (Caracterizaç̃ao full-order) As seguintes afirmativas são equivalentes:

(i) Existe um compensador sub-ótimo de ńıvel γ e ordem k= n, tal comoK ;

(ii) Existem X,Y ∈ H̃n−
sup tais que(5.14)é satisfeita para todo i∈S ;
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(iii) Existem X,Y ∈ H̃n−
sup, J ∈ H

ny,n
sup , F ∈ H

n,nu
sup e U ∈ H

ny,nu
sup tais que(5.20) é satisfeita

para todo i∈S .

Além disso, dados quaisquer X e Y como em(ii) sempre existem J, F e U tais que(iii) é

satisfeita.

Prova: Assuma que (ii) é verdade; então a Proposição 11 garanteque (i) é satisfeita.

Em seguida, note que (i) implica em (iii), de acordo com o Lema8 (o fato de que taisX e

Y satisfazendo (iii) podem ser escolhidos a partir da soluç˜ao de (ii) será provado no final).

Portanto resta apenas provar (iii)⇒ (ii).

Assuma que (iii) é satisfeita. Como as relações (5.20c) e(5.14c) são idênticas, resta

apenas provar que taisX e Y satisfazem (5.14a) e (5.14b), respectivamente. Para tanto,

note primeiramente que (5.20a) pode ser escrita como









XiAi +A∗i Xi +∑ j∈S λi j Xj ∗ ∗

B∗i Xi γ2I ∗

Ci Di I









+









I 0 0

0 I 0

0 0 H∗i









∗







Ji

0

Ui









[

Γi Li 0
]

+
[

Γi Li 0
]∗









Ji

0

Ui









∗







I 0 0

0 I 0

0 0 H∗i









≫ 0. (5.25)

Note em seguida que a transformaçãoC















·,















I 0 0 0

0 0 I 0

0 I 0 0

0 0 0 I





























deixa (5.20b) equivalente

a








Her(AiYi)+∑ j∈S λi jYiY
−1
j Yi ∗ ∗

CiYi I ∗

B∗i D∗i γ2I









+









Gi

Hi

0









[

Fi 0 Ui

]









I 0 0

0 I 0

0 0 Li









+









I 0 0

0 I 0

0 0 Li









∗

[

Fi 0 Ui

]∗ [

G∗i H∗i 0
]

≫ 0. (5.26)
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Além disso, temos que

N









I 0 0

0 I 0

0 0 H∗i









= R









0

0

ΨH∗i









, N









I 0 0

0 I 0

0 0 Li









= R









0

0

ΨLi









(5.27)

para bases ortonormais adequadasΨH∗i
, ΨLi . Através do Lema da Projeção Uniforme

(Lema 1) podemos facilmente verificar então que a condição (ii) é satisfeita.

Finalmente provamos que quaisquerX eY satisfazendo (i) podem ser inseridos em

(iii) e uma tripla(J,F,U) apropriada sempre existirá. De fato, suponha que (ii) é satisfeita.

Então decorre que (i) é verdade, e o Lema 8 garante queU = K22, J = XGU+(Y−1−

X)K 12 e F = UΓY + K 21Y são tais que as LMIs (5.20a)–(5.20c) são satisfeitas para

todo i ∈S , completando a prova.

Nota 10 As LMIs (5.20) coincidem com aquelas apresentadas no Theorem 4.2 de [1],

na situaç̃ao particular em que D eK 22 = U são identicamente zero, todas as matrizes

do sistema s̃ao reais, e o espaço de estados da cadeia de Markové finito. Adicional-

mente, note que pelo Teorema 5 tais condições s̃ao tanto suficientes quanto necessárias à

exist̂encia deK , faceà classe de funç̃oes de Lyapunov levada em consideração. ▽▽

Tendo em mente o resultado de caracterização acima (Teorema 5), apresentamos

o seguinte algoritmo, como uma solução para o problema deexist̂encia. É importante

ressaltar que cada um dos algoritmos dedesignque serão apresentados na seção seguinte

(Algoritmos 2, 3 e 4) dependem, de alguma forma, do Algoritmo1.

Algoritmo 1 (Exist̂encia de compensadores) A existência de pelo menos um compensa-

dor sub-́otimo de um dado nı́vel γ > 0 é garantida pela soluç̃ao de qualquer um dos

seguintes problemas de factibilidade em conjuntos convexos:

e1: Encontre X= (X1,X2, . . .), Y = (Y1,Y2, . . .) ∈ Hn∗
sup, J = (J1,J2, . . .) ∈ H

ny,n
sup , F =

(F1,F2, . . .) ∈ H
n,nu
sup e U = (U1,U2, . . .) ∈ H

ny,nu
sup tais que(5.20)seja satisfeito para

todo i∈S ;

e2: Encontre X= (X1,X2, . . .), Y = (Y1,Y2, . . .) ∈ Hn∗
sup tais que(5.14) seja satisfeito

para todo i∈S ;

Por outro lado, se for provado que qualquer um desses problemas ñao possui soluç̃ao

ent̃ao ñao existe tal compensador na classeK .
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Finalmente, repare que o algoritmo acima é de interesse pr´atico imediato no caso fi-

nito, uma vez que pode-se implementá-lo eficientemente através de uma série desoftwares

disponı́veis (por exemplo, Matlab, ou algoritmos de pontosinteriores; veja, por exemplo,

[95], [96] e as respectivas referências). A seguinte nota encerra esta subseção com uma

última consideração nesse sentido.

Nota 11 Duas diferenças evidentes entre os procedimentose1 e e2 são o maior ńumero

de varíaveis eme1 e as restriç̃oes projetivas eme2. Uma quest̃ao de interesse seria a de

determinar sob quais condições cada um desses aspectosé mais cŕıtico, tendo em mente

uma implementaç̃ao prática. ▽▽

5.3 Construç̃ao de controladores

Nesta seção são apresentadas algumas ferramentas para aconstrução de controla-

dores ótimos ou sub-ótimos de ordem igual à do sistema (k = n). O principal resultado

teórico consiste no seguinte teorema, que estende um importante resultado de [1] para a

classe de sistemas em questão (veja também [93]).

Teorema 6 Suponha que X, Y , J, F e U satisfazendo as condições do Teorema 5 possam

ser encontrados, para algumγ > 0. Ent̃ao o seguinte compensador garante a estabi-

lidade (SS) do sistema em malha fechada,ΣK , assim como um nı́vel de atenuaç̃ao de

perturbaç̃ao γ:

K 12 =
(

Y−1−X
)−1

(J−XGU) , (5.28)

K 21 = (F−UΓY)Y−1, (5.29)

K 22 = U, (5.30)

e, para todo i∈S ,

K 11
i = −

(

Y−1
i −Xi

)−1
{

Xi(AiYi +GiFi)+(Ji−XiGiUi)ΓiYi + Ã∗i

+ ∑
j∈S

λi jY
−1
j Yi−C̃∗i (CiYi +HiFi)−

[

XiBi +JiLi−C̃∗i D̃i
]

×

×
(

γ2I − D̃∗i D̃i
)−1[

B̃i− (CiYi +HiFi)
∗D̃i

]∗
}

Y−1
i , (5.31)
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onde
[

Ãi B̃i

C̃i D̃i

]

=

[

Ai Bi

Ci Di

]

+

[

Gi

Hi

]

Ui

[

Γi Li

]

. (5.32)

Prova: Primeiramente, note que taisX eY (os quais são conhecidos, por hipótese)

satisfazem as condições da Proposição 11, onde foi provado queP= (P1,P2, . . .) dado por

Pi =

[

Xi Y−1
i −Xi

Y−1
i −Xi Xi−Y−1

i

]

, i ∈S , (5.33)

é solução de (5.6) para algumK ∈ H
(k+ny),(k+nu)
sup , comk = n. Portanto nos resta apenas

apresentar explicitamente tal compensadorK .

Pelo Lema 8 temos queX,Y,J,F eU estão relacionados aK através das expressões

J = XGU+P2K
12, F = UΓY+K 21S∗2, U = K 22, (5.34)

onde P2 = Y−1−X e S2 = Y, o que leva imediatamente a (5.28), (5.29) e (5.30). Logo,

para completar a prova resta apenas apresentarK 11 que resolva a LMI (5.5). Pelo Teo-

rema 1, no entanto, isto é equivalente a assegurar que 0≪ Nγ(P) = (Nγ
1(P),Nγ

2(P), . . .),

onde

Nγ
i (P) := Â∗i Pi +PiÂi + ∑

j∈S

λi j Pj −Ĉ∗i Ĉi

−(PiB̂i−Ĉ∗i D̃i)(γ2I − D̃∗i D̃i)
−1(B̂∗i Pi− D̃∗i Ĉi), (5.35)

para todoi ∈S , uma vez que (5.20a) garante queγ2I − D̃∗i D̃i ≫ 0 (lembrando quẽDi :=

Di +HiUiLi). Agora definaR = (R1,R2, . . .) como

Ri =

[

R11
i R21∗

i

R21
i R22

i

]

=

[

Yi I

Yi 0

]∗

Nγ
i (P)

[

Yi I

Yi 0

]

, (5.36)

parai ∈S , com as dimensões de cada bloco de acordo com os deÂi . Como a transforma-

ção de congruência acima satisfaz as condições da Proposição 1, temos que a positividade

uniforme deRi em{i ∈S } é na verdade equivalente àquela deNγ(P).

O resto da prova será como segue. Primeiro, provaremos queR11≫ 0 eR22≫ 0

independentemente de qual escolha é feita sobreK 11. Em seguida, mostraremos que é

possı́vel escolherK 11 de tal forma que todo o blocoR21 é zero, o que na verdade cor-

responderá a (5.31) (para todoi ∈S ). Repare, no entanto, queR21 = 0 é uma condição
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suficiente, mas não necessária (pois diferentes controladores poderiam ser propostos neste

ponto).

Seguindo adiante, vamos definirYi =

[

Yi I

Yi 0

]

e calcular cada entrada deRi sepa-

radamente. Temos que

Y ∗i PiÂiYi

= Y ∗i

[

Xi Y−1
i −Xi

Y−1
i −Xi Xi−Y−1

i

][

Ai +GiUiΓi GiK 21
i

K 12
i Γi K 11

i

]

Yi

=

[

I 0

Xi Y−1
i −Xi

][

{Ai +Gi(UiΓi +K 21
i )}Yi Ai +GiUiΓi

(K 12
i Γi +K 11

i )Yi K 12
i Γi

]

,

=

[

AiYi +GiFi Ai +GiUiΓi

Xi(AiYi +GiFi)+(Ji−XiGiUi)ΓiYi +(Y−1
i −Xi)K 11

i Yi XiAi +JiΓi

]

.

Mais ainda,

Y ∗i PjYi =

[

Yi Yi

I 0

][

Xj Y−1
j −Xj

Y−1
j −Xj Xj −Y−1

j

][

Yi I

Yi 0

]

=

[

YiY
−1
j Yi YiY

−1
j

Y−1
j Yi Xj

]

,

e

Y ∗i Ĉ∗i ĈiYi =

[

(CiYi +HiFi)
∗(CiYi +HiFi) (CiYi +HiFi)

∗(Ci +HiUiΓi)

∗ (Ci +HiUiΓi)
∗(Ci +HiUiΓi)

]

,

porque{Ci +Hi(UiΓi +K 21
i )}Yi = CiYi +HiFi. Além disso,

Y ∗i PiB̂i =

[

Yi Yi

I 0

][

Xi Y−1
i −Xi

Y−1
i −Xi Xi−Y−1

i

][

Bi +GiUiLi

K 12
i Li

]

=

[

Bi +GiUiLi

XiBi +JiLi

]

,

e

Y ∗i Ĉ∗i D̃i = (ĈiYi)
∗D̃i =

[

(CiYi +HiFi)
∗

(Ci +HiUiΓi)
∗

]

(Di +HiUiLi).

59



Substituindo os resultados acima na definição deR, obtemos que

Rℓm
i = Her(Y ∗i PiÂiYi)ℓm+ ∑

j∈S

λi j (Y
∗

i PjYi)ℓm− (Y ∗i Ĉ∗i ĈiYi)ℓm

−Y ∗i (PiB̂i−Ĉ∗i D̃i)ℓ•(γ2I − D̃∗i D̃i)
−1(B̂∗i Pi− D̃∗i Ĉi)•m,

onde(ℓ,m) ∈ {1,2}×{1,2},

⇒R
11
i = AiYi +YiA

∗
i + ∑

j∈S

λi jYiY
−1
j Yi +GiFi +F∗i G∗i − (CiYi +HiFi)

∗(CiYi +HiFi)

−(Bi +GiUiLi− (CiYi +HiFi)
∗(Di +HiUiLi))(γ2I − D̃∗i D̃i)

−1×

(Bi +GiUiLi− (CiYi +HiFi)
∗(Di +HiUiLi))

∗,

R22
i = XiAi +A∗i Xi + ∑

j∈S

λi j Xj +JiΓi +Γ∗i J∗i − (Ci +HiUiΓi)
∗(Ci +HiUiΓi)

−(XiBi +JiLi− (Ci +HiUiΓi)
∗D̃i)(γ2I − D̃∗i D̃i)

−1×

(XiBi +JiLi− (Ci +HiUiΓi)
∗D̃i)

∗,

e

R21
i = Xi(AiYi +GiFi)+(Ji−XiGiUi)ΓiYi +(Y−1

i −Xi)K
11

i Yi

+(Ai +GiUiΓi)
∗+ ∑

j∈S

λi jY
−1
j Yi− (Ci +HiUiΓi)

∗(CiYi +HiFi)

−{XiBi +JiLi− (Ci +HiUiΓi)
∗D̃i}(γ2I − D̃∗i D̃i)

−1×

{Bi +GiUiLi− (CiYi +HiFi)
∗D̃i}

∗.

Conforme mencionado antes, temos por uma aplicação repetida do Complemento de

Schur Uniforme (Teorema 1, no sentido de redução da dimensão) que (5.20a) e (5.20b)

são equivalentes aR11≫ 0 eR22≫ 0, respectivamente, e independente de qual escolha

é feita sobreK 11.

Finalmente, temos que a única solução deK 11 para a equação algébricaR21
i = 0

em{i ∈S } é dada por (5.31), o que conclui a prova.

Nota 12 Suponha que D eK 22 = U são identicamente zero. Então (5.31)se reduz a

K 11
i = −(Y−1

i −Xi)
−1{Xi(AiYi +GiFi)+JiΓiYi +A∗i + ∑

j∈S

λi jY
−1
j Yi

−C∗i (CiYi +HiFi)− γ−2(XiBi +JiLi)B
∗
i

}

Y−1
i , (5.37)

o que, junto a(5.28)e (5.29), coincide com [1, Theorem 4.2], caso as matrizes do sistema
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sejam todas reais e o conjuntoS seja finito. ▽▽

Na seqüência serão apresentados vários algoritmos para odesignde controladores, a

fim de colocar os resultados anteriores em uma base mais prática. Deve ser notado que

o conjunto de todos os resultados dedesignprovê uma coleção de ferramentas que pode

ser imediatamente implementada emsoftwaresde programação convexa, pelo menos no

caso em que a cadeia de Markov toma valores em um conjunto finito.

O próximo algoritmo estabelece uma possı́vel maneira de secalcular um controlador

de ordemk = n tal como aquele apresentado no Teorema 6.

Algoritmo 2 (Procedimento de design em dois passos) Um compensador sub-ótimo de

ńıvel γ > 0 pode ser constrúıdo de acordo com o Teorema 6 pelos seguintes passos:

d1: Resolva o problema de existência atrav́es dee1;

→֒ Se tal soluç̃ao ñao puder ser encontrada, entãopare.

d2: Com X,Y,J,F e U do passo anterior construa um compensador através das rela-

ções(5.28)–(5.31).

É possı́vel, com o auxı́lio do Teorema 5, propor a seguinte alternativa ao Algoritmo

2. A principal vantagem aqui corresponde ao fato de que a existência de soluções depende

da factibilidade de um problema de dimensão relativamentemenor.

Algoritmo 3 (Procedimento de design em três passos) Um compensador sub-ótimo de

um dado ńıvel de atenuaç̃ao de perturbaç̃ao γ > 0 pode ser constrúıdo de acordo com o

Teorema 6 pelos seguintes passos:

D1: Resolva o problema de existência atrav́es dee2;

→֒ Se tal soluç̃ao ñao puder ser encontrada, entãopare.

D2: Com X e Y do passo anterior, encontre J= (J1,J2, . . .) ∈ H
ny,n
sup , F = (F1,F2, . . .) ∈

H
n,nu
sup e U = (U1,U2, . . .) ∈ H

ny,nu
sup tais que(5.20a)e (5.20b)são satisfeitas (pelo

Teorema 5 temos que uma solução para este problema sempre existe);

D3: Com X,Y,J,F e U obtidos dos passos anteriores, construa um compensadoratra-

vés das relaç̃oes(5.28)–(5.31).
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Uma extensão imediata dos resultados acima para o problemade sı́nteseH∞-ótima

– aquele de encontrar controladores que garantam o menor nı́vel de atenuação de per-

turbação possı́vel – é como segue. O próximo algoritmo estabelece, através de um pro-

cedimento bisseccional (veja [90] ou [58,Algorithm 8.9], por exemplo), duas diferentes

maneiras de encontrar controladores ótimos (no sentidoH∞), através da solução de cada

um dos seguintesprogramas semidefinidos[97]:

SDP1 :
minimize γ

sujeito a (5.14), i ∈S , γ > 0

e

SDP2 :
minimize γ

sujeito a (5.20), i ∈S , γ > 0.

Algoritmo 4 (Otimizaç̃ao H∞) Um controlador H∞-ótimo, que garante a estabilidade do

sistema em malha fechada junto ao menor nı́vel de atenuaç̃ao de perturbaç̃ao (γ = γ∗) que

pode ser alcançado por(5.2)no caso k= n, pode ser construı́do, com precis̃ao arbitrária

ε > 0, de acordo com os seguintes passos (ondeι ∈ {1,2}):

Bsec
1 : Façaγmin = 0 e escolhaγmax > 2ε tão grande queeι seja fact́ıvel paraγ = γmax;

Bsec
2 : Façaγ ← (γmin + γmax)/2 e resolva o problema de existência atrav́es deeι ;

→֒ Se uma soluç̃ao paraeι puder ser encontrada, então façaγmax← γ;

→֒ señao, façaγmin← γ;

Bsec
3 : RepitaBsec

2 até que(γmax− γmin)/2 < ε;

Nesse ponto, note queγ∗ ∈ (γ− ε,γ + ε). Finalmente, quandoε → 0, temos que os

seguintes passos levam imediatamente ao controlador H∞-ótimo dado por(5.28)–(5.31):

opt1: (ι = 1) Executed2 comγ ≈ γ∗, X,Y,J,F e U obtidos porBsec
1,2,3.

opt2: (ι = 2) ExecuteD2,3 comγ ≈ γ∗, X e Y obtidos porBsec
1,2,3.

62



5.4 Simulaç̃oes

A última seção deste capı́tulo ilustra algumas simulações dos resultados obtidos. Por

razões de ordem prática, restringimo-nos a sistemas reais e escalares, cujo espaço de

estados da cadeia de Markov é binário.

Exemplo 3 Suponha que o sistema real e escalar

ẋ(t) =−x(t), t ∈R+, x(0) = x0 ∈R (5.38)

é perturbado como

ẋ(t) =







−x(t), θt = 1

−x(t)+v(t), θt = 2,

ondeθ é o processo de saltos binário (cf. o Exemplo 1) com taxa de transição dada por

Λ =

[

−β β
β −β

]

, β > 0,

e v∈ L2(R+) é uma perturbaç̃ao estoćastica de energia finita atuando no sistema. Supo-

nha ainda que a saı́da do sistema (z) está sujeita a variaç̃oes abruptas, do tipo:

z(t) =







0, θt = 1

x(t), θt = 2.

Através do JBRL (Lema 3)́e posśıvel avaliar o efeito que tais perturbações (v) cau-

sam na sáıda do sistema (z), no pior caso. De fato, tal problema corresponde a calcular

‖L‖ para o sistema
{

ẋ(t) = −x(t)+bθtv(t)

z(t) = cθt x(t)
(5.39)

onde b1 = c1 = 0 e b2 = c2 = 1, o que pode ser conseguido através da minimizaç̃ao do

parâmetroγ nas LMIs(4.50), para i∈ {1,2}. A depend̂encia de‖L‖ no par̂ametroβ é

ilustrada na Figura 5.1, a seguir.

▽▽▽

Nota 13 O resultado do experimento apresentado no exemplo anterioré consistente com
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Figura 5.1: Dependência de‖L‖ em relação aβ , para o sistema (5.39)

aquele de [98, Example 1], onde foi mostrado que o sistema(5.39)é tal que

‖L‖=
1+β/2
1+β

. (5.40)

▽▽

Os exemplos seguintes mostram como o desempenho do sistema (5.39) pode ser

melhorado através da polı́tica de controle (5.2).

Exemplo 4 Considere a seguinte versão parcialmente controlada do sistema(5.39):














ẋ(t) = −x(t)+bθtv(t)+gθtu(t)

z(t) = cθt x(t)

y(t) = x(t)

(5.41)

onde g1 = 1 e g2 = 0, de tal forma que somente o primeiro modo do sistema pode ser

diretamente controlado (ao passo que ambos os modos são totalmente observados). A

Figura 5.2 mostra como tal ação de controle pode melhorar o desempenho do sistema

(5.39), para diferentes valores do parâmetroβ .

▽▽▽

Exemplo 5 Suponha agora que a versão controlada do sistema(5.39) apresentada no

exemplo anterioŕe tal que o sinal de controle alimenta não somente a equação de estado

mas tamb́em a sáıda (z) do sistema, tal como














ẋ(t) = −x(t)+bθtv(t)+gθtu(t)

z(t) = cθt x(t)+gθtu(t)

y(t) = x(t)

(5.42)
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Figura 5.2: Desempenho do sistema (5.41) (curva cheia) em comparação ao desempenho
do sistema (5.39) (curva tracejada)

onde novamente g1 = 1 e g2 = 0. Note que, neste caso, a ação de controle deve não

somente favorecer a dinâmica do sistema (tal como antes), mas também deve ser tal que

a sáıda ñao seja adversamente afetada. A Figura 5.3 mostra o que pode ser conseguido

em vista dessa restrição. ▽▽▽
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Figura 5.3: Desempenho do sistema (5.42) (curva cheia) em comparação aos desempe-
nhos dos sistemas (5.39) e (5.41) (curvas tracejadas)

O último exemplo deste capı́tulo investiga como a não-observação total do estado do

sistema (utilizada nos exemplos 4 e 5) pode afetar o desempenho do sistema controlado.

Exemplo 6 Suponha agora que a versão controlada do sistema(5.39) apresentada no

Exemplo 4́e tal que o segundo modo não é diretamente observado, e que a observação
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do primeiro modóe adversamente perturbada pela entrada, como segue:














ẋ(t) = −x(t)+bθtv(t)+gθtu(t)

z(t) = cθt x(t)

y(t) = gθt x(t)+gθtv(t)

(5.43)

com g1 = 1 e g2 = 0. A Figura 5.4 mostra que o desempenho alcançável em vista de tal

perda de informaç̃ao é bastante semelhanteàquele do exemplo anterior. ▽▽▽
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Figura 5.4: Desempenho do sistema (5.43) (curva cheia) em comparação ao desempenho
do sistema (5.42) (curva tracejada) e dos sistemas (5.39) e (5.41) (curvas pontilhadas)
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6 Conclus̃ao

Neste trabalho foi tratado um problema de controleH∞ para determinada classe de

sistemas lineares com saltos Markovianos. Diferente dos resultados anteriores encontra-

dos na literatura, a solução aqui proposta levou em consideração – simultaneamente – as

seguintes complicações:

• que o espaço de estados da cadeia de Markov é um conjunto infinito enumerável;

• que o controlador somente tem acesso a uma saı́da do sistema,y, além do processo

de saltos.

Outro importante diferencial deste trabalho é que foi buscada uma solução LMIpara

o caso infinito. Esta complicação adicional motivou o surgimento de uma das contribui-

ções originais da tese:

• Um ferramental matemático foi desenvolvido, visando a manipulação das LMIs in-

finitamente acopladas que surgiram ao longo do trabalho. Dentre essas ferramentas,

destacamos as versões estendidas do Complemento de Schur edo Lema da Projeção

(para as versões usuais desses resultados veja [84] e [82],por exemplo).

Um dos principais resultados da tese foi apresentado no Lema3. O Jump-Bounded

Real Lemma(JBRL) é um resultado indispensável para o desenvolvimento de uma teoria

H∞ para a classe de sistemas levada em consideração, da mesmaforma que outrosboun-

ded real lemmatadesempenham um papel central em diferentes situações [75, 86, 87, 80].

Mais especificamente:

• O bounded real lemmadesenvolvido no capı́tulo 4 estabelece que a existência de

soluções para um conjuntoinfinito de desigualdades matriciais lineares (LMIs) in-

terconectadas é condição necessária e suficiente para que um dado sistema seja

estocasticamente estável (SS) e atenda a um desempenhoH∞ prescrito;
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• Vale destacar que, mesmo no caso finito, o JBRL representa umacontribuição ori-

ginal do trabalho.

O capı́tulo 5 abordou o problema de controle em horizonte infinito, em quatro partes

separadas. Na primeira delas foi apresentada uma descriç˜ao detalhada do problema de

atenuação de perturbação (DA), juntamente com o tipo depolı́tica de controle denominada

admisśıvel. Com isto, na segunda parte do capı́tulo, a seguinte abordagem foi empregada:

• A caracterização de soluções para o problema de controle, que é objeto da seção

5.2, pode ser feita com o auxı́lio do JBRL desenvolvido no capı́tulo 4. Neste ponto

fica evidente a utilidade daquele resultado (Lema 3), dada a sua potencialidade de

aplicação imediata.

O principal resultado da seção 5.2, Teorema 5, pode ser destacado como segue:

• A caracterização da existência de soluçõesfull-order (em que a ordem do controla-

dor é igual à do sistema) para o problema de controle pode ser feita através de dois

diferentes problemas LMI.

A conexão entre os problemas LMI apresentados no Teorema 5 ´e elucidada através do

Lema da Projeção Uniforme (Lema 1). Enquanto o primeiro corresponde a um problema

com menos variáveis a determinar, projetado nos núcleos de determinadas matrizes do

sistema, o segundo consiste em um problema de maior dimensão, onde variáveis de folga

também precisam ser determinadas. Além disso, foi provado que cada solução de um

desses problemas é solução (parcial ou total) do outro. Oresultado prático que decorre

imediatamente desta caracterização é o Algoritmo 1, onde foi estabelecido que:

• o problema de existência de compensadores pode ser resolvido, especialmente no

caso finito, em tempo polinomial (veja [99]), através de eficientes ferramentas de

programação convexa, e de duas formas alternativas.

A terceira parte do capı́tulo 5 abordou o problema de projeto(ou design) de contro-

ladores. O principal resultado teórico da seção 5.3 podeser descrito como segue:

• O Teorema 6 representa, mesmo quando restrito ao caso finito (e em que todas as

matrizes do sistema sejam reais), uma extensão de [1,Theorem 4.2], para o caso

K22 6= 0.
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Por fim, a partir do Teorema 6 – que provê fórmulas explı́citas para a construção de

compensadores sub-ótimos – decorre o seguinte conjunto deaplicações:

• Algoritmo 2 – procedimento dedesignem dois passos; a partir da solução desse

problema é possı́vel construir imediatamente um controlador H∞-subótimo, com o

auxı́lio das fórmulas (5.28)–(5.31).

• Algoritmo 3 – designem três passos; alternativamente ao anterior, permite que

a existência de soluções para o problema de controle sejachecada em um passo

intermediário (em menor dimensão), antes que se proceda ao projeto propriamente

dito.

• Algoritmo 4 – otimizaçãoH∞; determina, através de um procedimento bisseccional,

um controladorH∞-ótimo para o problema.

6.1 Trabalhos futuros

Encerrando o trabalho, esta seção indica uma pequena amostra dos problemas que

podem, futuramente, dar continuidade ao presente estudo.

• Uma questão imediata diz respeito à restriçãok = n (de que a ordem do controlador

é igual à do sistema que se deseja controlar). Seria interessante propor uma solução

para o casok < n (em que a ordem do controlador é menor do que a do sistema).

• A fim de melhor situar o trabalho em um contexto prático, doisaspectos poderiam

ser investigados:

– Determinar qual dos métodos propostos para odesignde controladores é mais

eficiente sob o ponto de vista computacional. (Note que esta questão pode ser

crı́tica quando consideramos o procedimentoiterativodo Algoritmo 4.) Caso

o método em três passos (ι = 2) seja mais eficiente, então o procedimento

dedesignaqui proposto será capaz de determinar um controlador ótimo mais

rapidamente do que o procedimento de [1].

– Estudar o comportamento assintótico do Algoritmo 4 quandoγ se aproxima

deγ∗.
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• Seria interessante tratar de problemasH2, H2/H∞, ou filtragem, através das técnicas

apresentadas (em particular, com o auxı́lio do Complementode Schur Uniforme e

do Lema da Projeção Uniforme). Tais soluções poderiam,mais uma vez, levar a

resultados alternativos aos de [1].

• Pode-se estudar outras classes de sistemas (incorporando,p.ex., um ruı́do multipli-

cativo na equação de estado – tal como feito em [75, 21]) através de uma abordagem

semelhante àquela aqui apresentada. No entanto, um diferentebounded real lemma

deveria ser desenvolvido.

• No sentido de desenvolver uma teoria de controlerobustopara a classe de siste-

mas considerada, uma questão interessante seria a de investigar a conexão entre

a teoriaH∞ aqui apresentada e uma possı́vel extensão da noção destability radii

(raios de estabilidade) para essa classe de sistemas, em vista de trabalhos como

[100, 101, 19, 20, 88, 21, 102]. Um trabalho preliminar, que introduz a noção de

raios de estabilidade para o caso em que o espaço de estados da cadeia de Markov

é um conjunto infinito contável, se encontra sob preparação [103] – com alguns

resultados originais já estabelecidos.
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