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Resumo da Dissertacao apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

IDENTIFICACAO DE DIMENSOES FRACTAIS A PARTIR DE
UMA ANALOGIA DINAMICA

Marcelo Miranda Barros

Marco, 2007

Orientador: Luiz Bevilacqua, Ph.D

Diversas areas do conhecimento tém utilizado a geometria fractal para me-
lhor entender muitos objetos e fendmenos naturais. Objetos irregulares com padrao
auto-similar — onde as partes se assemelham ao todo — podem ser melhor compreen-
didos através de dimensoes fractais que fornecem como o valor de uma propriedade
varia dependendo da resolucao, ou escala, em que o objeto é observado ou medido.
Apresentamos uma nova abordagem para calcular dimensoes fractais através de
caracteristicas fisicas. Neste trabalho busca-se uma caracterizacao da dinamica de
estruturas lineares com geometria fractal. Trata-se os elementos de uma sequéncia
geradora de um fractal como estruturas. Osciladores harmonicos simples sao cons-
truidos com tais estruturas. A variacao do periodo de vibracao desses osciladores
com uma determinada medida de comprimento nos fornece uma dimensao fractal.
A técnica foi testada para a familia de curvas continuas e auto-similares no plano,
onde esta incluida a classica triadica de Koch. Mostramos que essa dimensao di-
namica pode ser relacionada a dimensao de Hausdorff-Besicovitch. Com geometria
aleatdria, a técnica além de fornecer a dimensao fractal, identifica a aleatoriedade.
Um novo tipo de fractal é apresentado. A idéia é usar mais de um gerador no

processo de geracao de um fractal para obter os fractais mistos.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

IDENTIFICATION OF FRACTAL DIMENSIONS FROM A
DYNAMICAL ANALOGY

Marcelo Miranda Barros

October, 2007

Advisor: Luiz Bevilacqua, Ph.D

Several areas of knowledge use fractal geometry to help to understand na-
tural objects and phenomena. Irregular self-similar — in which parts resemble
the whole — objects may be better understood through fractal dimensions which
provide how a property varies with resolution or scale. We present a new approach
to calculate fractal dimensions that, instead of the frequently used methods based
on covering, seeks geometry information from physical characteristics. Here, we
treat the elements of a fractal sequence as structures. Imposing constraints on the
structures, we build simple harmonic oscillators. The variation of the period of
these oscillators with respect to a determined measure of length provides a fractal
dimension. This technique was tested for a family of continuous self-similar plane
curves, including the classical Koch triadic. We show that this dynamical dimen-
sion may be related to Hausdorff-Besicovitch dimension. With random geometry,
the technique besides providing a fractal dimension, identifies randomness. A new
kind of fractal is also presented. The ideia is to use more than one generator in

the generation process of a fractal to obtain mixed fractals.
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Capitulo 1

Introducao

A geometria fractal tem sido muito utilizada como ferramenta para nos aju-
dar a melhor compreender fenémenos e objetos naturais. A esséncia da geometria
fractal esta na auto-similaridade — propriedade de objetos cujas partes se asse-
melham e representam o todo de alguma forma —, que é percebida atualmente
nos mais variados ramos das ciéncias. Aplicagoes podem ser encontradas em areas
como psiquiatria (Yeragani et al., 2002; Kleszczweski et al., 2000), fisiologia (Bas-
singthwaighte et al., 1994), geografia (Gao e Xia, 1996), fisica (Gouyet, 1996),
quimica (Rothschild, 1998) e outras diversas. Edgar (1990), Barnsley (1988) e
Falconer (1990) abordam a face formal-matemadtica dos fractais.

Benoit Mandelbrot percebeu algo em comum entre os conjuntos considerados
como “monstros” pelos matematicos do século 19, tais como os conjuntos criados
por Cantor e Peano, e algumas aplicacoes nas mais variadas areas do conheci-
mento. O algo comum é a auto-similaridade. Os primeiros livros que tratam dos
entao denominados fractais foram de Mandelbrot (1975, 1977), que trazem diversas
possiveis aplicagoes da geometria fractal.

As dimensoes fractais trazem a informacao de como varia uma propriedade
como funcao da escala. Diversas técnicas para calcular tais dimensoes foram de-
senvolvidas até o momento, dentre as quais podemos citar duas aplicadas a casos
préaticos: contagem de caixas (box-counting) e dimensao de massa ou de agrupa-

mento (cluster dimension), (Feder, 1988).



Neste trabalho propomos uma nova técnica, que ao contrario da maioria das
técnicas existentes baseadas na geometria, baseia-se em caracteristicas mecanicas.
Além de obter-se uma caracterizacao fractal de propriedades fisicas, esta carac-
terizacao consequentemente traz informacao da geometria. Os resultados trazem
boas aproximagoes para a dimensao de Hausdorfl-Besicovitch (Falconer, 1990), uti-
lizada como referéncia até o momento. A nova técnica abre também caminho para
a analise de caracteristicas fisicas, medidas através de experimentos, para obter
informacgao sobre a geometria do objeto.

Basicamente a técnica consiste em tratar sequéncias de curvas fractais con-
tidas no plano como estruturas de barras com restricoes e, através da variacao
de respostas dinamicas dessas estruturas com uma certa medida de escala, obter
dimensoes fractais. As estruturas, modeladas ainda de forma simplificada, sao in-
citadas a se moverem em movimento harmonico simples e, entao, os periodo desses
osciladores sao calculados e relacionados com alguma medida de comprimento das
estruturas. A técnica foi testada para curvas simples, como a triadica de Koch e
suas variacoes. Os resultados sao motivadores e direcionam a extensao para geome-
trias mais complexas. A técnica foi testada também para uma variacao da triddica
de Koch, gerada de forma aleatéria e os resultados trazem informacao adicional
a dimensao fractal, caracterizando se a geometria do objeto foi gerada de forma
aleatoria ou deterministica.

Uma nova forma de gerar fractais é também apresentada. Usualmente, a
geracgao de fractais é feita através de processos iterativos, tomando uma geometria
base chamada de geradora, e colocando-a em tamanho reduzido no lugar de cada
elemento da iteracao anterior, k — 1, para dar origem a iteracao k. Chamamos de
fractal misto o fractal que usa mais de um gerador em seu processo de geracao.
Apresentamos um exemplo de fractal misto e aplicamos a técnica dinamica também
nesse fractal.

Este trabalho é apresentado como segue: no capitulo 2 é feita uma breve

introducao a geometria fractal; sao definidas algumas dimensoes fractais e, algu-



mas técnicas utilizadas em casos praticos sao colocadas. No capitulo 3 é apresen-
tado o desenvolvimento analitico da abordagem dinamica proposta, dividida em
problema direto e problema inverso, com seus experimentos computacionais. No
Capitulo 4 apresenta-se os fractais mistos e uma definicao de dimensao fractal de
auto-similaridade para fractais mistos. Utiliza-se a técnica dinamica para extrair
dimensoes fractais de um fractal misto particular. Finalizando, o capitulo 5 discute

os resultados e identifica possiveis caminhos de investigagao.



Capitulo 2

Geometria fractal

As formas da natureza atraem o homem que, investiga, compreende e aprende.
Geometria é o nome dado ao estudo das formas da natureza (do grego yewperpra;
geo = terra, metria = medida). A geometria teve seu inicio formal com a orga-
nizagao nos estudos de Euclides (aprox. 300 a.C.), de onde surgiram as idéias
abstratas de pontos, retas e planos. Porém, atualmente, a ferramenta desenvol-
vida por Euclides em sua forma classica, nao tem sido suficiente para atender a
nossa imensa e crescente exigéncia, em termos de modelos de fenomenos naturais.
Alguns exemplos de problemas que nao foram bem compreendidos com o uso da
geometria Euclideana sao: o deslocamento de fluidos em meios porosos altamente
heterogéneos, a geometria das ramificacoes do pulmao e sinais biologicos variaveis
no tempo como as taxas respiratérias e o encadeamento de impulsos nervosos.

Uma alternativa a geometria Euclideana, relativamente nova, pois teve seu
inicio no século XX, é a geometria fractal. A forma como estdvamos acostumados
a entender o mundo, utilizando a idéia do Calculo que vé os fenomenos como sendo
suaves, nao tem sido util para nos ajudar a entender muitas das artimanhas criadas
pela natureza. Mandelbrot (1977) escreveu: “Nuvens nao sao esferas, montanhas
nao sao cones, litorais nao sao circulos, um latido nao é continuo nem o relampago
viaja em linha reta.” Muitos fendmenos naturais “incompreensiveis”, podem agora
ser melhor compreendidos com a nova ferramenta chamada de geometria fractal.

Para definir um fractal vamos nos basear na definicdo de Mandelbrot (1975).



Num sentido intuitivo, o adjetivo fractal indica uma figura geométrica ou um objeto

natural que dispoe de duas caracteristicas:

(1) suas partes tém a mesma forma ou estrutura do todo. Esses elementos
caracteristicos cobrem uma ampla gama de escalas e podem estar ligeira-

mente deformados.

(2) sua forma é extremamente irregular, interrompida ou fragmentada, qual-

quer que seja a escala de observagao.

Vamos diferenciar dois tipos de fractais: conjuntos fractais e fractais naturais.
Os conjuntos fractais serao definidos de forma rigorosa enquanto que os fractais
naturais servirao para designar um padrao natural que é suficientemente represen-
tavel por um conjunto fractal. Entre os conjuntos fractais podem estar incluidos,
por exemplo, curvas descontinuas ou curvas continuas nao diferenciaveis em ne-
nhum ponto do dominio. Entre os fractais naturais estao: o relevo da superficie da
Terra e o padrao de ramificagoes da arvore arterial do pulmao (Bassingthwaighte
et al., 1994). A palavra fractal cunhada por Mandelbrot vem do latim fractus, que
além de significar “quebrado” ou “partido”, também significa “irregular”.

A geometria fractal explora um padrao encontrado na natureza. O padrao
da auto-similaridade. Tomemos uma couve flor como exemplo. Visualmente nota-
se que a medida em que cortamos galhos dos galhos, as estruturas maiores sao
similares, ou semelhantes, as menores. Nao sao de fato iguais, mas, similares entre
si. Isto é, o galho maior é “parecido” com os galhos menores. Dizemos entao que
a auto-similaridade é uma propriedade de objetos onde as partes sao “copias” do
objeto como um todo, de tamanho reduzido.

Tomemos o problema de calcular o comprimento da costa de um pais. Esse
problema nao é tao simples como calcular o comprimento de um circulo. Veremos
que a costa de um pais nao possui um valor fixo para o seu comprimento. O valor
do comprimento medido varia como funcao da escala do mapa, ou, da resolucao

do aparelho de medida.



Caracterfsticas de muitos objetos! naturais sao diferentes quando observadas
em diferentes escalas. Isto acontece porque quanto mais de perto se observa os
objetos naturais, mais detalhes sao revelados e os valores medidos das propriedades
consequentemente sao alteradas. Levantemos uma questao: Qual é o aumento no
comprimento da costa de um pais quando usamos um mapa maior ou melhoramos
a resolucao do aparelho de medida ? A resposta a este questionamento estd no
numero real que relaciona de forma linear o logaritmo da propriedade de um objeto
com o logaritmo da escala em que essa propriedade esta sendo medida, denominado

dimensao fractal.

2.1 O comprimento da costa de um pais

Para calcular valores aproximados de propriedades globais de um objeto,
como por exemplo o comprimento de uma curva, costumamos somar a contribuicao
das partes que o constituem. Se forem necessarias N unidades de medida € para

cobrir uma curva, o comprimento L da curva pode ser aproximado por:

L(e) = N(e)e. (2.1)

A Figura 2.1 ilustra uma curva sendo aproximada por duas unidades de

medida diferentes. Note-se que, como €; < €3, entao:

L(e1) = Ni(e1)er > Na(ea)ea = L(ea).

Isto é, a medida em que diminui-se a unidade de medida utilizada, o com-
primento medido tende a aumentar.
Richardson (1962) estudou as variagoes nas aproximagcoes dos comprimentos

das costas de varios paises e notou que, de maneira geral, o comprimento segue

LA palavra objeto representard as estruturas no espaco e os processos no tempo de “coisas’ou
fenémenos observados na natureza. Entre eles podemos citar: estruturas como as arvores, os
rios, as montanhas, as plantas, as ramificagoes dos dendritos das células nervosas, o cérebro, e
processos como a variagao do nivel do mar, as taxas de trocas gasosas nos pulmoes, a taxa de
batimentos cardfacos etc. Bassingthwaighte et al. (1994) e Feder (1988) estudaram alguns dos
exemplos de aplicagoes citados.



Figura 2.1: Uma curva irregular sendo aproximada por duas unidades de medida
diferentes €; e €9, onde €; < €.

uma lei de poténcia da seguinte forma:

L(e) = N(e)e = Ae'™P, (2.2)

onde A é uma constante. Isto ocorre para um amplo espectro de escalas, indo de
dezenas de quilometros a metros. Note-se, pela equagao (2.2) que: se D = 1, L
nao é fungao de e. Entretanto para D # 1, L é funcao de €. O valor D representa a
dimensao da curva, que para a teoria da geometria fractal pode assumir um valor
fracionario. A geometria fractal completa a geometria Euclideana no sentido de
permitir valores reais, nao apenas inteiros, para dimensoes de objetos.

A Figura 2.2 mostra o comprimento das costas de alguns paises como fungao

da unidade de medida. Reescrevendo a equagao (2.2) da seguinte forma

logL = (1— D)loge+ log A,

obtém-se as inclinagoes das retas mostradas na Figura 2.2, dadas por 1—D. Note-se
que, para uma curva classica como um circulo, o comprimento nao se altera quando
a unidade de medida esta abaixo de um determinado valor €, isto é, quando € < €.
Neste caso, D = 1. Para as outras curvas, nota-se que o comprimento aumenta a
medida em que diminui-se a unidade de medida, isto é, a medida do comprimento

¢ uma funcao da unidade de medida e nao possui um valor constante, pelo menos
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no intervalo de escalas apresentado no grafico.
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Figura 2.2: Medidas dos comprimentos de algumas costas em diferentes escalas,
realizadas por Richardson (1961). Figura retirada de Mandelbrot (1977).

Apos esse exemplo de aplicagdo, vamos explorar um pouco mais a idéia de

auto-similaridade para em seguida abordar algumas dimensoes fractais.
2.2 Auto-similaridade

Podemos distinguir objetos com auto-similaridade de dois tipos: exata ou
estatistica. Podemos construir objetos geometricamente auto-similares onde as
pecas menores sao copias idénticas do objeto como um todo. Esse tipo de auto-
similaridade é chamada de exata. Alguns processos de geracao de objetos geome-
tricamente auto-similares estao mostrados na Figura 2.3.

Matematicamente, a auto-similaridade é representada pela relagao de propor-
cionalidade entre a propriedade P(r), medida na escala r, e o valor P(ar) medido

em uma resolucao maior, obtida quando 0 < a < 1,

P(ar) = kP(r), (2.3)

onde k£ é uma constante que pode depender de a. Para uma ampla gama de

problemas, a propriedade varia com a escala de acordo com uma lei de poténcia,
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Figura 2.3: Processos de geracao de fractais geometricamente auto-similares. De
cima para baixo: conjunto de Cantor, triddica de Koch e triangulo de Sierpinski.

isto é:

P(r) = Ar®, (2.4)

onde o é um numero real. Neste caso, k = a“.

A partir da expressao (2.4) pode-se obter uma expressdo adimensional, que
relaciona a razao entre dois valores da propriedade em escalas diferentes e a razao
entre essas duas escalas, fornecendo:

{P(ar)
log

W] = aloglal, (2.5)

onde a = b— D, sendo b uma constante inteira que depende da unidade de medida
que ¢ utilizada (b = 1 quando usa-se retas, b = 2 quando usa-se planos e b = 3
quando usa-se sdlidos) e D é um numero real. Logo, de posse do valor de D,
pode-se obter o valor de uma propriedade a partir da escala de observacao ou da
resolucao do aparelho de medida. Além disso, o grafico de log|P(ar)/P(r)] como
fungao de logla] é uma reta com inclinagdo oo = b — D.

Portanto, a auto-similaridade da origem a uma propriedade de escala, onde
o valor medido depende da escala de observagao. O numero real que relaciona a
propriedade a escala é denominado dimensao fractal e sera representado por D.

Para os objetos naturais, as partes menores nao sao copias idénticas do objeto



como um todo. Normalmente sao “parecidos” ao todo. Esses objetos costumam ser
estatisticamente auto-similares, isto é, uma propriedade estatistica, por exemplo
a funcao distribuicao de probabilidades de uma variavel aleatéria, observada em
uma escala é proporcional a mesma propriedade observada em outra escala. Neste
trabalho nao serdo tratados objetos estatisticamente auto-similares. Em (Bas-
singthwaighte et al., 1994) estao diversos exemplos desse tipo de auto-similaridade

em sistemas bioldgicos.

2.3 Dimensoes Fractais

Uma defini¢gdo de um conjunto fractal foi dada por Mandelbrot (1977): “Um
fractal é por defini¢gdo um conjunto cuja dimensao de Hausdorff-Besicovitch excede
estritamente sua dimensao topoldgica.” A definicao apresentada por Mandelbrot
requer a defini¢ao de conjunto, de dimensao de Hausdorff-Besicovitch e de dimensao
topoldgica. Por simplicidade, utilizaremos inicialmente a definicao de fractal dada
no inicio do capitulo 2.

Vamos determinar a medida usual de comprimento de dois conjuntos auto-
similares, gerados através de processos iterativos. O primeiro exemplo é a curva
chamada triddica de Koch, formada através do seguinte processo iterativo: inicie
com um segmento de reta. Para obter a iteracao seguinte, particione cada segmento
de reta da iteracao anterior em trés segmentos de igual comprimento. Retire o
segmento central e adicione dois segmentos também com o mesmo comprimento
de forma a criar um pedago de triangulo equilatero no centro. A Figura 2.4 ilustra
esse processo.

A curva de Koch é obtida quando k — oo. Na iteracao k, o nimero de
elementos de comprimento A\, = Lo 37 é dado por N;, = 4*. Entao, o comprimento
total da curva na iteracao k é dado por Ly = Ny\y = Lo(4/3)*. Quando k — oo,
o comprimento Lj — oo.

O conjunto de Cantor obtido também através de um processo iterativo, é

ilustrado na Figura 2.5. Na iteracao k, o nimero de elementos de comprimento
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Figura 2.4: Processo de formacao da curva triadica de Koch.

A\t = Lo 37% é dado por N, = 2*. Entao, a soma dos comprimentos dos segmentos
na iteracao k é dado por Ly = Np\x = Lo(2/3)*. Quando k — oo, o comprimento
L, — 0.

Lo

1
A WO DN P

k
k
k
k
Figura 2.5: Processo de formagao do conjunto de Cantor.

Para o comprimento da curva de Koch e do conjunto de Cantor da forma
usual, obtemos os valores oo e 0, respectivamente. Estes valores nao fornecem
informacgao satisfatéria para diferenciarmos estas curvas de outras geradas tam-
bém através de processos iterativos, e que também fornecam os valores 0 ou oo
como resultado para o valor do comprimento. Entao, vejamos uma informacao
quantitativa que podemos obter desses conjuntos.

Vamos calcular uma dimensao D desses conjuntos a partir da equagao (2.4),

onde o« = b — D. Primeiramente vamos reescrever a equagao (2.4), que descreve
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como a propriedade P varia com a escala r da seguinte forma:

P(r) = Art=P = (BT’_D)(CTb) = N(r)e(r), (2.6)

onde A = BC, B e C sao constantes e o ntimero de unidades de medida ¢(r) = Cr?

vistas na escala r é dado por:
N(r) = Br P. (2.7)

Utilizando a expressao (2.7), pode-se obter o nimero de unidades de me-
dida necessarias para cobrir a triadica de Koch, se esta for observada utilizando a

resolugao r =1/3", n=1,2,3,---, dado por:

N (3%) _B (3%) - (2.8)

mas, ao mesmo tempo, é facil perceber que o nimero de elementos encontrados

utilizando a resolugao 1/3" é também dado por:

N (3%) = 4", (2.9)

Entao, igualando as expressoes (2.8) e (2.9) e tomando dois valores quaisquer

para n, obtém-se a dimensao

D log 4

= : 2.1
log 3 (2.10)

Para o conjunto de Cantor podemos escolher a mesma resolucao r = 1/3"
e é também facil notar que o nimero de elementos encontrados nesta resolugao
é N(1/3") = 2". Entao, seguindo o mesmo processo, obtém-se a dimensao do

conjunto de Cantor, que assume o seguinte valor fraciondario:

D_ log 2

= . 2.11
log 3 ( )

Seguindo a mesma idéia para um quadrado, ilustrado na Figura 2.6, obtemos
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a seguinte dimensao:

D=2 (2.12)

Figura 2.6: Um quadrado visto em diferentes resolugoes é também um objeto
auto-similar.

Substituindo os valores das dimensoes (2.10), (2.11) e (2.12) na equagao (2.4),
com a = b— D, nota-se que o valor da area de um quadrado, nao é alterado, quando
muda-se a resolugao ou, neste caso, o valor de n. Entretanto, para a tridadica de
Koch e para o conjunto de Cantor, os comprimentos variam com a resolugao ou
escala, neste caso, com n. Quando D = b, a propriedade nao varia com a resolucao
ou escala. Se D < b, a propriedade diminui com a diminuicao da escala e se D > b,
a propriedade aumenta com a diminuicao da escala.

Vamos agora estudar algumas definicoes de dimensoes e alguns métodos para

calcular dimensoes para casos praticos.

2.3.1 Dimensao de auto-similaridade

Se o0 objeto em questao é geometricamente auto-similar, isto é, as partes sao
copias idénticas do todo, podemos obter uma dimensao fractal chamada de di-
mensao de auto-similaridade. Seja N(r) o nimero de partes idénticas encontradas
utilizando a resolucao r. A dimensao de auto-similaridade D,s pode ser obtida da

expressao:

N(r) = (LLO) o (2.13)

(2.14)



onde Ly é um comprimento de referéncia tal que Ly > r para todo r.

Considere uma reta. Se for observada na resolugao r = Ly/N, onde o compri-
mento total é igual a Ly, obtém-se N elementos de igual comprimento. De acordo
com a equagao (2.14), pode-se obter a dimensao fracionaria de auto-similaridade
de uma reta, que fornece D,; = 1. Da mesma forma, pode-se fazer o cédlculo para

um quadrado ou para um cubo, tal como ilustra a Figura 2.7.

B T
N=3
* r=_Ly/3
D=1
N=9
:> r:L0/3
D=2
N =27
= r=Ly/3
D=3

Figura 2.7: Avaliacao da dimensao de auto-similaridade para algumas geometrias
classicas.

Tome agora o objeto cujo processo de formagao esta mostrado na Figura 2.8.
Parte-se de um quadrado preenchido de lado 1. A geometria base utilizada ao
longo das iteracgoes, chamada de geradora é composta de 5 unidades de tamanho

1/3. Entao, pela expressao (2.14) obtém-se a dimensao de auto-similaridade

Figura 2.8: Processo de geracao de um fractal que se desenvolve com figuras planas.
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log 5
Do = ———2°_ ~1,464973.
log(1/3)

Para a triadica de Koch,

log 4

Do = " 105(173)

~ 1, 261859.

E interessante notar que a disposicao dos elementos do gerador nao influencia
na dimensao de auto-similaridade. Isto é, qualquer fractal cujo processo de geracao
utilize um gerador com 4 elementos de comprimento reduzido pelo fator 3 tem a

mesma dimensao fractal de auto-similaridade da triddica de Koch.

2.3.2 Dimensao de capacidade

A dimensao de auto-similaridade requer que as partes do objeto em uma
escala sejam idénticas ao todo. Assim, a dimensao de auto-similaridade s6 pode
ser utilizada quando o objeto for geometricamente auto-similar. Uma dimensao
que pode ser utilizada em objetos que nao sejam auto-similares é a dimensao de

capacidade, que é uma forma mais geral da dimensao de auto-similaridade.

&

Figura 2.9: Cobertura do objeto S com bolas de raio r.

A idéia consiste em cobrir o objeto com bolas. A Figura 2.9 ilustra uma

possivel cobertura do objeto S. Seja N(r) o nimero minimo de bolas abertas
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(Falconer (1990)) de raio r necessarias para cobrir o objeto S. A dimensao de
capacidade, D,, do objeto é o valor limite da razao log N(r)/log(1/r) quando r

fica cada vez mais proximo de zero, isto é:

(2.15)

Calculemos entao a dimensao de capacidade para a triadica de Koch. O

nimero minimo de bolas necessarias para cobrir a triadica de Koch pode ser dado

como funcao den, n =1,2,3,---, da seguinte forma:
1
N (37> Sy (2.16)

Entéao, substituindo (2.16) em (2.15) obtém-se a dimensao fractal de cober-
tura para a triadica de Koch

log 4
— %82 (2.17)

c

~ logd’

onde r = 1/3™ e fazer r — 0 é equivalente a fazer n — oo.

2.3.3 Dimensao de Hausdorff-Besicovitch

Um fractal é um conjunto definido em um espaco métrico. Um espaco métrico
tem uma fungao que define a distancia entre quaisquer dois pontos no espaco. O
diametro de um conjunto é definido como a distancia entre os pontos mais distantes
no conjunto (Barnsley, 1988; Edgar, 1990). Uma medida exterior é uma fungao nao
negativa definida sobre todos os subconjuntos de um conjunto, tal que a medida
de uma uniao (infinita enumeravel) de subconjuntos é menor ou igual a soma das
medidas daqueles conjuntos (Halmos, 1950). Cubra o objeto com uma uniao de
subconjuntos A; cada um com diametro menor ou igual a . A medida exterior de
Hausdorff de dimensao s, H(s,r), é o valor minimo entre todos os cobrimentos, da

soma dos diametros desses subconjuntos elevados a poténcia s, isto é:

16



H(s,r) = inf [Z(diamAi)s

7

No limite r — 0, existe um unico valor de s = Dy, que é definida como
dimensao de Hausdorff-Besicovitch (Barnsley, 1988; Edgar, 1990; Falconer, 1990),

tal que

lim, o H(s,7) — 00 v s < Dy, (2.18)
lim, o H(s,7) — 0 vV s> Dy, (2.19)
(2.20)

e lim, o H(s,r) existe para s = Dpy.
Vamos calcular a dimensao de Hausdorff-Besicovitch Dy para a triddica de

Koch. O cobrimento minimo do termo de ordem & consiste de bolas com diametro

M = (Lo/3)*. Entao

. Ny 1\ ANF
H(s,37%) = Z:LO (§> = Ly (3—)

O limite r = (1/3)¥ — 0 é equivalente a k — oo. Seja Dy = log4/log 3.
Se s < Dy, entao H — oo e se s > 0, entao H — 0. A medida salta de zero
a infinito quando s é igual a log4/log3. De acordo com a defini¢ao da dimensao
de Hausdorff-Besicovitch, s = Dy = log4/log3 ~ 1,261859 é a dimensao de
Hausdorff-Besicovitch da triddica de Koch.

Em casos praticos como os problemas naturais, a dimensao de Hausdorff-
Besicovitch é de dificil aplicagao. Os problemas naturais sao aleatérios e possuem
comprimentos caracteristicos, como o tamanho do &tomo ou molécula, nao fazendo
sentido o limite r — 0. Além disso, encontrar uma cobertura para casos aleato-
rios nao é tao simples quanto para um caso deterministico tal como a triadica de

Koch. Para tratar de problemas naturais existem algumas abordagens alternativas.
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Vejamos entao algumas abordagens tteis para casos praticos.

2.3.4 Dimensao de contagem de caixas

A dimensao de capacidade pode ser utilizada de forma alternativa onde, ao
invés de bolas, vamos cobrir um objeto contido no conjunto R? com uma malha
quadrada e contar qual o nimero minimo de “caixas” necessarias para cobrir o ob-
jeto. A Figura 2.10 ilustra uma cobertura da triadica de Koch. A malha quadrada
tem tamanho € e N(e) = 39. Faz-se o mesmo procedimento para caixas menores
de tamanho €/2. E assim, diminuindo o tamanho das caixas pela metade, pode-se

fazer o gréfico que relaciona log N(¢) x loge.
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N =39

Figura 2.10: Processo de encaixotamento da triadica de Koch. O ntimero de caixas
de tamanho € necessérias para cobrir o objeto é N = 39.

Pode-se definir a dimensao de contagem de caixas, D,., da seguinte forma:

D — lim 98NC™)
n—oo  log2"

)
onde N(27™) é o nimero de caixas necessérias para cobrir o objeto e a malha tem
resolucao 27", sendo n inteiro.

Um tratamento mais rigoroso dessas dimensoes, do ponto de vista matema-

tico pode ser visto em (Falconer, 1990).

2.3.5 Dimensao de agrupamento ou dimensao de massa

Problemas fisicos em geral tém um comprimento caracteristico minimo, como

o raio, Ry, de um dtomo ou molécula. Portanto, nao faz sentido para um caso pra-
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tico, fazer o comprimento caracteristico tender a zero, como é definida a dimensao
de Hausdorff-Besicovitch.

Tomemos um problema de mecanica dos fluidos denominado viscous finge-
ring. Viscous fingering é o nome dado a interface instavel que surge quando um
fluido menos viscoso € injetado em um meio contendo um fluido mais viscoso, entre
duas placas planas paralelas muito préximas (célula de Hele-Shaw). A Figura 2.11
(Feder, 1988) mostra o resultado de dois experimentos sob estas condi¢oes com o

fluido menos viscoso sendo injetado no centro.

Figura 2.11: Viscous fingering radiais em uma célula de Hele-Shaw. (a) Ar deslo-
cando glicerol. (b) Agua deslocando um fluido ndo-Newtoniano de alta viscosidade.
Essa estrutura ¢ fractal com D, = 1,70 = 0,05. Figura retirada de (Feder, 1988).

Feder (1988) concluiu que se for colocado um meio poroso aleatério artificial,
com esferas de vidro, entre duas placas de uma célula de Hele-Shaw, sob certas
condicoes, a configuracao do fluido que desloca se assemelha a configuracao de um
DLA (do inglés diffusion-limited aggregation). O processo DLA representa um pro-
blema no qual particulas sao soltas para se moverem aleatoriamente até encontrar
a “superficie” de um agrupamento (cluster). O cluster é composto inicialmente por
uma particula. Entao é liberda uma particula e assim que ela encostar no agru-
pamento ela se torna parte dele. E entdo liberada outra particlua para se mover
aleatoriamente até tocar no agrupamento e fazé-lo crescer de mais uma particula.
E assim sucessivamente. A Figura 2.12 mostra uma configuracao atingida apds a
liberacao de 50.000 particulas (Feder, 1988). A condigao inicial foi de haver apenas
uma particula no centro, de onde foram agregando as outras que se deslocavam

em movimento aleatério. Feder (1988) conclui que a dimensado de agrupamento
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definida a seguir coincide para o problema de um DLA e para o meio poroso alea-
torio artificial. A Figura 2.13 mostra o resultado de um experimento de um fluido
com baixa viscosidade deslocando outro com alta viscosidade em um meio poroso

aleatério artificial, também retirada de (Feder, 1988).

Figura 2.12: Agrupamento resultante de um DLA bidimensional com 50.000 par-
ticulas. D, = 1,71. Figura retirada de Feder (1988).

Figura 2.13: Configuracao do ar deslocando um liquido epoxy em um meio poroso
bi-dimensional que consiste de esferas de vidro de 1,6 mm em uma camada entre
duas placas de vidro de 40 cm de diametro. O centro de injecao estd perto do
centro da placa. (a) t = 2 s depois do inicio da inje¢ao. (b) t =3,9s. (c) t = 17,2
s. (d) t = 19,1 s. Figura retirada de Feder (1988).

Vamos definir a dimensao de agrupamento, muito utilizada para os tipos de
problemas apresentados nesta secao. Seja N o nimero de moléculas ou particulas
contidas numa cobertura de raio R. Entao podemos relacionar N e R da seguinte

forma:
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N(R) = p (R%) T N (2.21)

onde Ry < R para todo R é um raio de referéncia, por exemplo, o diametro das
particulas. A densidade, representada por p depende de como as particulas estao
agrupadas. Nesta relagao numero-raio, D, é a dimensdo de agrupamento. Se todas
as particulas tém a mesma massa pode-se interpretar N como a massa e p como
a densidade e, entao, a dimensao de agrupamento pode ser chamada de dimensao
de massa.

Vamos agora calcular a dimensao de agrupamento para a triadica de Koch.
Podemos considerar Ry como sendo o menor raio de circunferéncia que cobre o
menor elemento, como ilustrado na Figura 2.14. Desta forma podemos calcular,

utilizando a equacdo (2.21), a dimensao fractal de agrupamento para a triddica de

Koch:

D.
a log 4
16— 1 (2 ~ p,=-5
log 3

onde foi considerado p = 1.

Figura 2.14: Definicao do comprimento caracteristico Ry para o célculo da dimen-
sao de agrupamento. Cobertura de um termo do processo de geracao da triadica
de Koch, com uma circunferéncia de raio R.
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2.3.6 Dimensao fractal através da relagao de escala

Na secao 2.2 foi visto que uma propriedade de um sistema P(r) pode variar
com a escala de observacao r de acordo com uma lei de poténcia, equacao (2.4),
como consequéncia da auto-similaridade. De fato, a dimensao fractal é baseada
na auto-similaridade. Assim, de posse de medidas de uma propriedade em escalas
diferentes, o valor de &« = b— D na expressao (2.4) pode ser estimado. Se soubermos
qual a dimensao da unidade de medida que esta sendo utilizada para medir, b, onde
b = 1 quando utiliza-se retas e b = 2 quando utiliza-se planos, pode-se obter uma
dimensao fractal do sistema, dada por D = b — a.

Esta forma de obter caratceristicas fractais tem sido muito utilizada em pro-

blemas fisioldgicos como pode ser visto em (Bassingthwaighte et al., 1994).
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Capitulo 3
Dimensao Fractal Dinamica

3.1 Introducao

No capitulo anterior foi apresentada a idéia de dimensao fractal e algumas
abordagens alternativas a dimensao de Hausdorff-Besicovitch.

Cada definicao de dimensao fornece um tipo de informacao a respeito do
objeto em estudo. Entao, um dado objeto tem varias dimensoes fractais, que
podem ser iguais ou diferentes, dependendo do objeto e da prépria definicao da
dimensao. Para a triddica de Koch todas as dimensoes vistas coincidem e valem
D =log4/log3 ~ 1,261859.

As dimensoes de contagem de caixas e a de agrupamento ou de massa, tém
sido muito utilizadas em casos préticos (Feder, 1988; Kleszczweski et al., 2000;
Revista Ciéncia Hoje). Tais dimensées podem ser obtidas a partir de uma imagem
do objeto sob estudo. Uma outra forma pratica de calcular dimensoes, também
vista na secao anterior, utiliza resultados de dados experimentais obtidos em varias
escalas (Bassingthwaighte et al., 1994).

Neste capitulo apresentamos uma nova abordagem para obter informacgoes
de objetos fractais. Ela se baseia em caracteristicas dinamicas do objeto fractal,
que é tratado como uma estrutura dinamica. Esta nova dimensao sera denominada
Dimensao Fractal Dinamica.

O que denominamos problema direto consiste em tratar cada elemento de

uma sequéncia iterativa que gera um fractal, como por exemplo a triddica de Koch,
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como uma estrutura. Em cada estrutura é colocada uma massa em uma das
extremidades. Sao impostas restricoes as estruturas de modo a permitir que a
massa se mova em movimento harmoénico simples, tal como o problema massa
mola. Cada estrutura tem um periodo natural de vibragao na direcao de cada grau
de liberdade (Meirovitch, 1975). A variagdo do periodo de vibragdo da massa na
extremidade dessas estruturas com relacao ao comprimento dos elementos, g, do
termo de ordem k da sequéncia iterativa, devidamente normalizados e apresentados
em escala logaritmica, fornece para uma curva no plano com trés graus de liberdade,
trés dimensoes fractais dinamicas.

O problema inverso consiste em tomar uma certa iteragao do processo de ge-
racao de um fractal e eliminar partes desse conjunto tratando os subconjuntos como
estruturas, e de forma similar ao problema direto, obter-se osciladores harmonicos
simples. Através da variacao do periodo de vibracao com a componente horizontal
do comprimento dos subconjuntos fractais, obtém-se também dimensoes fractais
dinamicas. Portanto, essencialmente, a Dimensao Fractal Dinamica da a informa-
¢ao de como varia o periodo de vibragao com uma certa medida de comprimento
da estrutura.

Neste trabalho sera abordada uma familia particular de fractais, onde cada
membro é uma sequéncia gerada através do seguinte processo iterativo: inicie com
um segmento de reta de comprimento \g = Lg. Para k =1,2,---, cada segmento
na iteragdo k — 1 dard origem a p segmentos de comprimento \;_1/q na iteragao
k, onde p e ¢ sao nimeros inteiros. Para gerar um fractal genuino, esse processo
segue ad infinitum, k — oo. Alguns exemplos de sequéncias que estao incluidas
nessa familia estao apresentadas na Figura 3.1.

Para essa familia de sequéncias que dao origem a conjuntos fractais, o niimero
de elementos Ny, de mesmo comprimento A, varia em funcao da iteracao k£ da

seguinte forma:

Nk :pk, (31)
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p=4
q=3
Lo A
(a) Processo de geragao da triddica de Koch.

k=1 k=2

I LN g z i
Lo -
)\1
(b) Processo de geracao da quadratica de Koch.

k=1 k=2
p=2
XX} q=02

(¢) Processo de geracao do dragao de Harter-Heightway.

Figura 3.1: Exemplos de fractais gerados a partir de processos iterativos, onde
Np=pFeX=Log "

e o comprimento dos elementos é dado por:

e = Lo G)k (3.2)

As equagoes (3.1) e (3.2) podem ser reescritas de uma outra forma:

log N, = klogp (3.3)

log A\, = logLy— klogg. (3.4)

Eliminando k nas equagoes (3.3) e (3.4) obtém-se:
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A
log Ny, = — D, log (L—’“) : (3.5)
0

onde D, = }giz é a dimensao fractal de auto-similaridade. Para a familia de frac-

tais auto-similares, a dimensao de Hausdorff-Besicovitch coincide com a dimensao

de auto-similaridade (Falconer, 1990).

3.2 Problema direto

Tomemos uma sequéncia incluida na familia auto-similar descrita em 3.1,
que da origem a triadica de Koch. O processo de formagao da triadica de Koch
estd apresentado na Figura 2.4.

Para efeito de estudo, cada geometria da sequéncia que gera a triadica de
Koch sera tratada como uma estrutura de barra (Oden, 1967). Entao, as barras
podemos associar propriedades materiais e usar leis fisicas que permitem prever
comportamentos quando sao submetidas a acoes de forgas externas.

As estruturas serao tratadas como barras contidas no plano, com compor-
tamento elastico-linear. Isso corresponde a assumir que quando forem impostas
solicitacoes externas (forgas ou deslocamentos) sobre a estrutura retirando da con-
figuragao de equilibrio estatico, forgas restauradoras (elasticas) atuarao em sentido
contrario aos deslocamentos a fim de recolocar a estrutura na posicao de equilibrio,
que acontece quando cessa-se as solicitagoes externas (elasticidade). A relacao en-
tre o deslocamento e a forca se da de forma linear, isto é, para o caso de apenas
um grau de liberdade como um problema massa mola simples, F' = —ku (relagao
linear), onde F' representa a forga, u o deslocamento e k a constante de rigidez da
mola. Em uma extremidade da estrutura, todo tipo de movimento sera restrito.
Na outra extremidade serd colocada uma massa m, que restrita a um movimento
no plano tem 3 graus de liberdade: deslocamentos nas diregoes, horizontal e ver-
tical, e rotacdo. A massa do arame deve ser muito inferior & massa m, a fim de
ser desconsiderada. A Figura 3.2 ilustra os trés primeiros elementos da sequéncia

sendo tratados como estruturas de barras, com as restri¢coes descritas.
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Figura 3.2: Trés primeiras iteracoes do processo que da origem a triddica de Koch
tratadas como estruturas.

O problema direto em questao consiste em determinar o periodo de vibragao
na direcao de cada grau de liberdade. O sistema de equagoes diferenciais lineares
que governa o movimento da massa m para os trés graus de liberdade, obtido a

partir da segunda lei de Newton ¢ dado por:

MU(t) + KU(t) = F(t)

onde M é a matriz de massa, K a matriz de rigidez, F'(t) o vetor de forgas externas

e U o vetor de deslocamentos. Em forma explicita tem-se:

mp 0 0 Qk (k11)k (ki2)e  (k13)k Ok fo(t)
0 mp, O g | T (Ba)e (Ka2)k  (kos)k up | = | fu(t) (3.6)
0 0 my Vg, (ks1)k  (ks2)e (Ks3)k Vg fu(t)

O sub-indice k indica a iteracao da estrutura que estd sendo considerada.
Como a massa my déd uma medida de dificuldade de impor uma aceleracao a
mesma, my dd uma medida de dificuldade em impor uma aceleracao angular a

massa.

27



A matriz de rigidez K depende tanto de caracteristicas fisicas quanto ge-
ométricas da estrutura. Os termos de K dao a informagao de como ¢é a relagao
linear entre as forcas externas e os deslocamentos quando os demais deslocamentos
sao nulos e o sistema estd em equilibrio estatico (sem movimento). deslocamentos
se relacionam forca a relacao entrrepresenta como Define-se definir a matriz de

flexibilidade I como sendo a inversa de K, isto é,

I'K=KI'=1

onde I é a matriz identidade. Pode-se calcular a matriz de flexibilidade a partir
da energia de deformagao armazenada na estrutura. A energia de deformacao, ou

energia interna, para a estrutura de barra na iteragao k, ¢ dada por:

Wk:/o t%d& (3.7)

onde F é o moédulo de elasticidade do material, I, o momento de inércia da segao
transversal da estrutura na iteracao k e M(s) a fungao que descreve como varia
o esforgo interno momento fletor ao longo da estrutura na iteracao k (Siissekind,
1977; Oden, 1967). Por simplicidade, foi considerada somente a energia armaze-
nada pelo momento fletor, M, , isto é, foi desconsiderada a energia armazenada
pelos esforgos, normal e cisalhante. Posteriormente veremos através de experimen-
tos computacionais, como os resultados seriam alterados se fossem incluidos tais
esforcos.

A fungdo My(s) ao longo de toda a curva pode ser reescrita como a soma

das funcoes M(l “)( ) em cada elemento (i — 1,4) para ¢ = 1,---, Ny, isto é,

My(s) = SN MU=19(s). Entdo,

Lt 1 N Ak (i—1,0) 2
Wy = = MET ()| ds. .
/ 2E]k ~2E, Zl /0 M) ds (3:8)

Quando as imposigoes sobre a estrutura sao como as da Figura 3.3, um

momento juntamente com uma forca horizontal e uma forca vertical, a distribuicao
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do momento fletor no elemento (i — 1,4) é dado por:

\Y

Figura 3.3: Configuragao da estrutura deformada apods a agao de solicitagoes ex-
ternas.

(s =) s (2 = f ™Y s
A () — Y (1) e (i-1)
o (s)=M+H " + Yy +V " + 2y

(3°9)

i—1) (i 1) (i . . .
Os valores xg ), :c,(;) e y,(j ), y,(f) correspondem respectivamente as abcissas

e as ordenadas dos nds do elemento (i — 1,1), como ilustra a Figura 3.4.

X X
(a) Distribui¢do do momento ao longo do (b) Distribuigdo do momento ao longo
segmento (i — 1,4) para a aplicacio da do segmento (i — 1,4) para a aplicacdo

for¢a na vertical. da forga na horizontal.

Figura 3.4: Distribui¢ao do esforgo momento fletor ao longo do segmento genérico
denési—1ei.

Substituindo (3.9) em (3.8), obtém-se a energia de deformagao como funcao

das solicitacoes externas M, H e V:
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G . (i-1) (.G -1 2
I Zk/Ak M+ H (o ok >8+y<l D v G >s+x<”’ ds
2EI, &~ |, A A ’
Ny N
s 1 0 2 - A\ 2
_ a2 L ( (i— >> ( (i-1) <z>> ( m)
2EIk;{ +3 [ Yi TA\Ye Y)Yk _"‘
1 i—1)) 2 i—1) (i i i
+ gV [(x,g D) (2 a0) + (2) } + MH [y + 0] + (3.10

i— ) i— 1 i— ) i— %
+ MV |af ”+x”]+3HV {yk o) oy Vel )+§<y,§ Dl 4+ ”ylﬁ))}}

Segundo o teorema de Castigliano (Oden, 1967), aplicavel a estruturas elastico-
lineares de barras, a taxa de variacao instantanea da energia de deformacao com
relagao a uma determinada forga concentrada fornece o deslocamento do ponto de

aplicacao da forca na respectiva direcao, isto é:

ow
OF;

onde F; e A, representam as forcas e os deslocamentos pontuais, respectivamente.
Utilizando o teorema de Castigliano na expressao da energia, equagao (3.10),
obtém-se a rotacao e os deslocamentos, horizontal e vertical, na iteracao k como

funcao das solicitacoes:

oW, N\ & H Voo .
A M R 1Cae)

N
oWy, A S (Moo i H i i—1) (i )\ 2
w = b= {— (y;i 1)+y,§))+—[(y;i D)2 4yl 1)y£)+<y£)> } +

OH ~ El,~ 12 3
14 i) (¢ i— 1 i i
b ) a0 (e a0} (3.11)
Ny,
We _ M M7 oy ol  Hr oo, (-1 61
Uk = oy :E—]ki:l {? [Ik +x }-Fg[yk ry Fyy ry

1 7 % % 7 Vv i— 2 % i2
b (el a0 [ 5 ) 0 ()]}
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que pode ser reescrito na seguinte forma matricial:

(M) (m2)k (M3)k M
(va)e (v22)k (723 H|=|w]|, (3.12)
\%

(v30)e (132)k (133)k Uk
onde
A
(M)e = E_Z:Nk (3.13)
Ng
Ap 1 i—1 i
(M2)e = E—[k§z<y;(g )—l-y;(f))
i=1
Nk
Ap 1 i i
i=1
(va)e = (2w
N
A 1 —)\? | (-1 G )2
(V22)r = E—Zg [(y,i 1)> -HJ;(C l)y/(g)'i“(y;(g))} (3.14)
i=1
Ng
Ap 1 i-1) (i— o @, L -y G i-1) (i
e = S g0+ L (a2 00)
Elk3¢:1 2
(3)e = (3)k
(v32)e = (723)k
N
A 1 i—1)) 2 i—1) (i i\ 2
(y33)e = E_ZE [(3754 1)) + a2y 1)x](€)+<x§€>)}.
i=1
Em forma reduzida pode-se escrever:
I'F =10, (3.15)

onde I' = [(7;;)x] é a matriz de flexibilidade, F é o vetor de forcas e U o vetor
de deslocamentos.

Se F(t) = (fo(1),0,0), onde

fo(t) = (k11)ibk + (k12)wur + (k13)kve — O, (3.16)

1
(711)k
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a equagao do movimento, (3.6), na direcao de 6 fica na seguinte forma:

. 1
mgby + ———0, =0
(V11)x

que representa um oscilador harmonico simples unidimensional, com frequéncia

natural de vibragao T} dada por:

2T
ge— 3.17
k wza ( )
onde a frequéncia angular, w?, é dada por:
9\ 2 1
w,) = ———m. 3.18
( k) Mg (V11)k (3.18)

Logo, correlacionando as equagoes (3.13), (3.17) e (3.18), o periodo de vibra-

¢ao pode ser colocado como funcao de A\ da seguinte forma:

2 _ AV
(Tke) = dm*my, L«kj[:

A forca fy(t) é uma forca de controle externa que pode ser interpretada como
uma reacao de apoio que restringe o movimento da massa m.

Para tornar a equacgao do periodo adimensional podemos dividi-la por um
periodo de referéncia (TOO )2 = 4n*mg Lo/ Ely, onde mg é uma massa de referéncia,
Iy é um momento de inércia de referéncia e Ly é o comprimento do segmento que

da inicio ao processo de geracao do fractal, ver Figura 3.2, que fornece:

<T_ff)2 _mudy o A (3.19)

Vamos assumir que a massa e o momento de inércia da secao transversal

variam de acordo com as seguintes leis de poténcia:
A Y
I :10( ’“) , (3.20)

Lo
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L 14
My, = Mo (L—’;> : (3.21)

onde L; é o comprimento total do k-ésimo termo da sequéncia, dado por L =
Ni g

Segundo a relagao (3.20), para v = 1 o momento de inércia diminui proporci-
onalmente ao comprimento dos elementos, isto é, a resisténcia da secao transversal
a rotacao diminui linearmente com o comprimento dos elementos, que pode repre-
sentar uma diminuicao da secao transversal com o aumento das iteracoes. Se v =1
na relagao (3.21), a massa na extremidade serd proporcional ao comprimento total
da estrutura, representando de certa forma a massa total da estrutura. Se v = 0
e v = 0, entao o momento de inércia e a massa permanecerao constantes com o
avango das iteracoes.

Substituindo as expressoes (3.20) e (3.21) em (3.19) obtém-se o periodo na-

tural normalizado

T_ka 2 _ ﬁ 1+v—y N1+y
TY Ly b

mas, pela equagao (3.5), log Ny = —Dgslog(Ax/Lo). Entao:

T¢ Y
1 k)Y =D, 2R
ou (75) = paos ()

onde Dg = 1/2[(1 4+ v)(1 — D,s) — 7] é uma dimensao fractal, que descreve como
varia o periodo de vibracao com o comprimento dos elementos. A esta dimensao
fractal Dy, daremos o nome de Dimensao Fractal Dinamica.

Para o caso onde o momento de inércia e a massa permanecem constantes

(v =v =0) em todas as iteragoes, tem-se:

Dy = %(1 _D.). (3.22)

Esta dimensao fractal foi obtida a partir do periodo natural de vibragao do

deslocamento angular () das estruturas no ponto onde foi colocada a massa.
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Estudemos agora o periodo natural de vibragao do deslocamento da massa na

direcao horizontal.

Se o vetor de forcas F' for dado por F(t) = (0, f*(¢),0) onde

1
— (3.23)

Tit) = (ko1)kbk + (koo)rur + (Kog)kvr — (o)

o movimento na direcao horizontal u é governado pela seguinte equacao

=0

myts +
T (e

que representa o movimento de um oscilador harmoénico simples unidimensional

com periodo de vibragao 7}' dado por

2T

T = — .24
onde
(wp? = —— (3.25)
F mk<722>k' '

Com as equagdes (3.14), (3.24) e (3.25) obtemos o periodo de vibragao dado

por:
. A NR QA2

(T¥)* = dnmy =0 Ikk 2, (3.26)

onde

1 &
Q=—3a 3.27
e
o 1 i-1)) 2 i—1)_(i i) 2

oz,(f) =3 [(z,(g 1)> —|—Z,(C l)z,i) + (z,i)> } : (3.28)

com z,gj) = y,(cj)/ho, j=0,1,--- N
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A razao entre o periodo, equacao (3.26), e um periodo de referéncia (Té‘)2 =

4m?myLohd/ Ely, fornece a seguinte relagao adimensional:

T\ > Iy A
(_k> _medo e Mgy (3.29)

onde mgy é uma massa de referéncia, Iy é um momento de inércia de referéncia e
Lo é o comprimento que da inicio ao processo iterativo de geragao do fractal.
Substituindo as expressoes (3.20) e (3.21) em (3.29) obtém-se o periodo na-

tural normalizado:

w\ 2 1+v—
TN () g
Ty Lo ko 2Tk

mas, pela equagao (3.5), Ny = —D,slog(Ax/Ly). Logo:

TH Ak 1
log [ =& ) = Dy log [ == —log QU .
og (Tg) q log (L0>+2 og O, (3.30)

onde

Da=5 [(1+1)(1 - Dy) — ] (3.31)

1
2
¢ a dimensao fractal dinamica para o periodo do deslocamento na horizontal.

Se a sequéencia de osciladores tem caracteristica fractal simples, isto é, apre-
senta apenas uma dimensao fractal constante ao longo das escalas, entao é neces-
sario que o gréfico log(Ty/Ty) % log(Ax/Lo) se aproxime de uma reta de inclinagao
Dy, ie., Q) —j_o Ci constante. No apéndice A estd a prova de que isso de fato
ocorre.

Para o caso onde o momento de inércia e a massa permanecem constantes

(v =v =0) em todas as iteragoes, tem-se

Dy = %(1 — D). (3.32)

De forma similar, para o deslocamento vertical v chega-se a seguinte expres-
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sao para o periodo como funcao do comprimento dos elementos:

T Ak 1
] k) =py1 2 ~log QY
ot () = 2y o (22 + ey

onde

, 2 . . AN 2
0 _ 11 Ng xéz—l) N x](cl_l)$§;) . x](cl)
N3 & Ly L} Ly | |’
e ) —p_o Cy, constante.

3.2.1 Experimentos computacionais

Nesta se¢ao confirmaremos os resultados obtidos na segao 3.2 através de ex-
perimentos computacionais. Em todos os resultados apresentados neste trabalho
estao os periodos de vibragao da massa m nas direcoes dos trés graus de liber-
dade. O resultado apresentado na Figura 3.5 corresponde ao periodo de vibracao
normalizado log(T}/Ty) como fun¢ao do comprimento dos elementos normalizado
log(Ax/Lo) para as 9 primeiras iteragoes do processo de geragao da triddica de
Koch. A segao tranversal e a massa foram mantidas constantes em todos os osci-

ladores.

T T

rotagao —4&—

deslocamento vertical —=—
deslocamento horizontal

1

—2—_|0,130929 |

1

log(T, /I Tp)

L L L L L
-4.5 -4 -35 5 -1 -0.5 0

—‘3 —5.5 —‘2 -1.
log( A / L)

Figura 3.5: Variacao do periodo de vibragao com o comprimento dos elementos
ao longo das iteracoes, para a triadica de Koch. Inclinacao das retas que passam
pelos pontos correspondentes as iteracoes mais avancadas.
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De acordo com a andlise, os pontos para os casos de deslocamentos tendem
assintoticamente para a reta de inclinacao (D,s—1)/2 a medida em que as iteragoes
avangam. Para o caso da rotagdo, a inclinagao é uma aproximagao de (D, —1)/2.

A Tabela 3.1 apresenta os valores numéricos das inclinagoes das retas que pas-
sam pelos pontos correspondentes as iteragoes mais avancadas e consequentemente

suas melhores aproximacoes para as dimensoes fracionarias de auto-similaridade

aprox
Diprox,

Grau de liberdade Dy Daprox
Rotacao -0,130929 | 1,261859
Deslocamento vertical | -0,130930 | 1,261860
Deslocamento horizontal | -0,130934 | 1,261869

Tabela 3.1: Inclinagbes (Dq) das retas que passam pelos dois pontos que corres-
pondem as iteragoes mais avangadas no grafico da Figura 3.5. Aproximagao para
o valor da dimensao de auto-similaridade (D2P**) a partir das equagoes (3.22) e
(3.32).

Como foi visto, para a triddica de Koch, D,s = log4/log3 = 1,261859507.

Nos resultados apresentados foi considerada somente a energia de deformagao
armazenada pelo esfor¢o interno momento fletor.

O grafico 3.6 mostra como variou a razao D2P**/ D, das inclinagdes a cada

duas iteracoes consecutivas.

11 T T
rotaao —A—

deslocamento vertical ———
deslocamento horizontal

1.05

0.9
1 2 3 4 5 6 7 8

Iteracoes consecutivas (k,k+1)

Figura 3.6: Variagao da razao D2P'*/D,s ao longo das iteragdes para a tridadica de
Koch.
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A Figura 3.7 mostra como varia o periodo com o comprimento dos elementos
ao longo das iteragoes para a massa m; variando proporcionamente com o com-
primento total das estruturas para a triddica de Koch. A Tabela 3.2 apresenta
as dimensoes fractais dinamicas obtidas com as inclinagoes das retas que passam
pelos dois pontos correspondentes as iteragoes mais avancadas; suas respectivas
aproximacoes para a dimensao de auto-similaridade sao obtidas através da expre-

sao (3.31), comv =1ey=0.

1.2 T T

T
rotagao —4&—
deslocamento vertical —3—
ir deslocamento horizontal 7

0.8

1

i 0,261859
02|
0

1

0.6

04

log(T, /I Tp)

7{4.5 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0
log( A / Lo)

Figura 3.7: Variacao do periodo de vibragao com o comprimento dos elementos
para a triddica de Koch, com a massa na extremidade variando proporcionalmente
ao comprimento total das estruturas. Inclinagao das retas que passam pelos pontos
correspondentes as iteracoes mais avancgadas.

Grau de liberdade Dy Daprox
Rotacao -0.261859 | 1.261859
Deslocamento vertical | -0.261860 | 1.261860
Deslocamento horizontal | -0.261860 | 1.261860

Tabela 3.2: Dimensdes fractais dinamicas (Dq) para a triddica de Koch com a massa
na extremidade variando proporcionalmente ao comprimento total das estruturas
e as correspondentes aproximacoes para as dimensoes de auto-similaridade.

Considerando como geometria de referéncia a quadratica de Koch, cujo pro-
cesso de formagao estd na Figura 3.8. Os resultados da variagao dos periodos de
vibrac¢ao (Ty/Ty) com o comprimento dos elementos (Ax/Lg) para as 7 primeiras

iteracoes estao na Figura 3.9. As inclinagoes das retas que passam pelos dois pontos

38



correspondentes as iteragoes mais avancadas (Dq) e suas respectivas aproximagoes

(D2Prox) para a dimensdo de auto-similaridade estao na Tabela 3.3.

Figura 3.8: Processo de formacao da quadratica de Koch.

T
rotagao —4&—

deslocamento vertical —3—
deslocamento horizontal b

1

i 0,250000

1

log(T, /I Ty

L L L L
-4.5 -4 -35 -15 -1 -0t

—‘3 —‘2.5 -2
log(A¢ /' Lo)
Figura 3.9: Variagao do periodo de vibragao com o comprimento dos elementos ao
longo das iteragoes, para a quadratica de Koch. Inclinacao das retas que passam
pelos pontos correspondentes as iteragoes mais avancadas.

Grau de liberdade Dy Daprox
Rotacao -0,250000 | 1,500000
Deslocamento vertical | -0,250000 | 1,500000
Deslocamento horizontal | -0,250000 | 1,500000

Tabela 3.3: Inclinagoes (Dq) das retas que passam pelos dois pontos que corres-
pondem as iteracoes mais avangadas no grafico da Figura 3.9. Aproximacao para
o valor da dimensao de auto-similaridades (D2P™*) a partir das equagoes (3.22) e
(3.32).

O valor exato da dimensao de auto-similaridade para a quadratica de Koch

pode ser obtida pela expressao (2.14) e fornece como resultado:

B log8
logl/4

as

1,5.
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3.3 Curvas com formacao aleatéria

Tomemos a curva triddica de Koch, com a geracao da geometria de forma
aleatoria. Isto é, para cada elemento da iteracao anterior gera-se quatro elementos,
da mesma forma como foi feito para a triadica com geracao deterministica, porém,
o triangulo formado pode ser construido para um lado ou para o outro lado do
segmento de reta da iteracao anterior, de maneira aleatoria. No caso deterministico

os triangulos sao sempre gerados para o mesmo lado.

3.3.1 Experimentos computacionais

A Figura 3.10 mostra 4 geracoes distintas nas 4 primeiras iteragoes.

A A T

Figura 3.10: Exemplo de 4 realizacoes da triddica de Koch aleatéria, cada uma em
uma iteragao.

Para os experimentos realizados, é importante ressaltar que, a curva na itera-
¢ao k nao teve origem na curva de iteracao k—1, isto é, sao duas geracoes aleatorias
distintas, em iteracoes distintas.

Na Figura 3.11 esté o resultado de uma realizacao e na Tabela 3.4 a inclinacao
das retas que minimizam a soma dos quadrados dos erros da distancia entre as
retas e os respectivos pontos do grafico. O gréfico 3.12 mostra como variou a razao

aprox
DX [ D,

Grau de liberdade Dy Daprox
Rotacao -0.130929 | 1.261859
Deslocamento vertical | -0.129795 | 1.259590
Deslocamento horizontal | -0.130555 | 1.261111

Tabela 3.4: Inclinagoes (Dy) das retas que minimizam a soma dos quadrados dos
erros da distancia entre as retas e os pontos correspondentes do grafico da Figura
3.11. Aproximacgao para o valor da dimensao de auto-similaridade a partir das
equagoes (3.22) e (3.32).

40



0.6

T T

T
rotagao —4&—
deslocamento horizontal ——3—

vertical force
04|

1

—a—_|0130929 ]

I og( T/ Tp)

-0.8 1 |

7{4.5 -4 -3.5 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0
l'og(A/ Lo)

Figura 3.11: Variacao do periodo com o comprimento dos elementos para uma
realizacao do problema de geometria aleatéria da triddica de Koch. Inclinagoes
das retas que minimizam a soma dos erros ao quadrado.
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deslocamento horizontal
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Iteracoes consecutivas (k,k+1)

Figura 3.12: Variacao do erro a cada duas iteragoes consecutivas de uma realizacao
do problema da tridadica de Koch aleatéria.

Para o caso do periodo natural de vibragao na direcao da rotacao da massa
m foi colocado como solicitagao externa um momento M. Dessa forma, o esforco
interno momento fletor, é constante ao longo da estrutura. Logo, o periodo que
depende da energia interna que por sua vez depende da distribuicao do momento
interno, dependera do comprimento total da estrutura. Quando a solicitagao é
uma forca que corresponde aos casos dos periodos de vibracao dos deslocamentos
horizontal e vertical, a distribuicao do momento interno varia linearmente ao longo
dos elementos, e depende das ordenadas ou abcissas de cada elemento. Logo, para

realizacoes distintas, no caso do momento, o periodo ¢ o mesmo pois o comprimento
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total das estruturas permanece o mesmo, enquanto que para as forcas as abcissas
e ordenadas sao diferentes em cada realizacao gerando como resultado energias
distintas e consequentemente periodos distintos.

As Figuras 3.13(a) e 3.13(b) mostram 5 realizagdes para o caso da aplicagao
do momento e da forga horizontal. Pelo grafico nota-se que o resultado para o
momento coincide em todas as realizacoes. Ja para o caso da forca horizontal, o

resultado apresenta oscilacoes em torno da reta de inclinacao Dy.

05 , .
rotl —— \ horl ——
012 hor2
-\ rot3 —¥%— 045 \ hor3 —¥— |

0.45 rotd —— B3 hord —5—
rots —i— \6\ hor5 ——
-05 e
0.4
-0.55 =
035 N
- 3 B
-0.6 >
Eo N i N
=~ ~ N
= = -065 S
S 025 =
o [S j\
o o g
—_ —_ N\
N

’ \ -0.75 \ -
015 o8 A

-4 -35 -3 -0.5 0 -4 -35 -3

-25 -2 -15 -25 -2 -15
Tog(M/ Lo) Tog(M/ Lo)

(a) Rotagao. (b) Deslocamento horizontal.

Figura 3.13: Variacao do periodo com o comprimento dos elementos para 5 realiza-
¢oes da triddica de Koch aleatéria, para o caso do periodo de vibracao da rotacao
e do deslocamento horizontal da massa m.

Além da obtencao da dimensao fractal dinamica, que pode ser 1til como
aproximacao para a dimensao de Hausdorff, nota-se uma informagao qualitativa
a partir do grafico 3.13(b). As oscilagoes mostram que a sequéncia de estruturas

tiveram a geragao da geometria de forma aleatoria.

3.4 Problema inverso

Mais potencialmente aplicavel a diversos problemas praticos é o problema
inverso. Para o problema direto conhecia-se a geometria, impunha-se solicitacoes
externas (forgas ou deslocamentos) e determinava-se a resposta (periodo de vi-
bragao). No problema inverso, o desafio é: dada uma curva, com caracteristicas
fractais ou nao, deseja-se saber se ela é um fractal ou nao e se for, qual é sua

dimensao. A idéia basica do problema inverso consiste em obter informacoes de
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sequéncias de subconjuntos do conjunto sob estudo. Por exemplo, pode-se obter

subconjuntos de uma dada curva da forma como ilustra a Figura 3.14.

iyt
o
v

Figura 3.14: Processo de eliminacao de uma curva que da origem a uma sequéncia
de subconjuntos da estrutura original.

Neste trabalho trataremos os subconjuntos como estruturas, como no pro-
blema direto. Similarmente ao problema direto, imporemos restricoes e calcu-
laremos a variacao do periodo de vibragao da massa na extremidade das “sub-
estruturas” na direcao de cada grau de liberdade. De posse da variacao do periodo
de vibracao dessas sub-estruturas com a componente horizontal do comprimento
das curvas, deseja-se obter uma caracterizacao fractal de sua resposta dinamica.

A Figura 3.15 ilustra o processo de eliminacao da triddica de Koch.

Como feito para o problema direto, serao tratados trés casos de solicitagoes
externas: momento, forca na horizontal e forca na vertical.

Apos a m-ésima eliminacao, a energia de deformacao na estrutura, conside-

rando somente a energia eldstica devida a acao do momento fletor, é dada por:

[l ()

W = 3 T ds (3.33)
1 N L2

= — M=) (s)ds. (3.34)
e 2, (V)

Note-se que o comprimento dos elementos A, nao é alterado no processo de
eliminacao, isto é, \g = A\ = --- = \,, = --- = \,. Serd representado entao por

)\k = Loq_k.
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Lm
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Figura 3.15: Processo de eliminacao gerando uma sequéncia de “sub-estruturas”
da curva inicial.

Sob essas hipodteses, se a unica solicitacao for o momento, M, pela equagao
da energia de deformagao (3.34), obtém-se:

wM 1 M?N,,\g.

Y

Assim como para o problema direto, o sistema de equagdes que governa o
movimento da massa m ¢ dado pela expressao (3.6). Se F' = (fy(t),0,0) e fy(t)
for dado por (3.16), o periodo natural de vibragdo da massa na extremidade da

estrutura, para o grau de liberdade rotacao, é dado por:

2T
0 __
Th= (3.35)
onde
1
0

w, = ——-, 3.36
" mm(W/ll)m ( )

e, pelo teorema de Castigliano pode-se obter (v11),, da seguinte forma:
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; _owM
™ OM

= (11)mM = M. (3.37)

Correlacionando (3.35), (3.36) e (3.37), obtém-se o periodo dado por:

0\ 2 . QmmNm/\k
(T})" =4r ~FL (3.38)

Dividino a expressao anterior por um perfodo de referéncia (T3 )? = 4%2%1‘;)"“

obtém-se a seguinte relacao adimensional

(Ti)2 My Ny I

Ty)  mo Noln

Se a massa e o momento de inércia variam de acordo com as seguintes leis

de poténcia

M = Mo <WO) (3.39)

N, \ 77
0

de forma que a massa diminua com o comprimento total ao passo que a

inércia aumente como o mesmo. Com isso, obtém-se:

Tg 2 Nm v+1—y
() () o
T No

Por outro lado, como L,, é um subconjunto de Ly, L,, pode ser obtido através

de uma mudanca de escala,

Ly = by Lo. (3.42)

A relacao entre o nimero de elementos e a componente do comprimento na

horizontal, antes das eliminagoes é dada por
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L Das
No = (—0) . (3.43)
Y

Sera assumido que o nimero de elementos na eliminagao m se relaciona com

a respectiva componente do comprimento na horizontal da seguinte forma

Lm Das

que ocorre de fato para um tipo particular de eliminagoes. No caso da triadica de

Koch, quando b,, = (1/3)™. Substituindo (3.42) em (3.44),

L Das
N,, = < Obm) , (3.45)
Ak

Portanto (3.45) sobre (3.43) fornece

N
N (b ) 2. (3.46)

Substituindo (3.46) em (3.41), obtém-se o periodo de vibragao normalizado

como funcao de b,,,
1 L Das( +1—7)logh (3.47)
og| = )| =—( — ) log by,. .
g T 5 ) log
Se a massa e 0 momento de inércia nao variam com as eliminagoes (v = v =

0), a expressao (3.47) é dada por:

T D
1 —m) = 2 logbyy,. 3.48

A energia de deformacao armazenada na estrutura devido a flexdo, para o

caso da aplicac@o da forga horizontal, equagao (3.34), é dada por:

1 & [ (i—1,i)\ 2
Wm: m;\/o' (Mm ’ ) (8)d87

ny _
e My(,i g pode ser expressado na seguinte forma:
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o NORCY
M=) g [0y (I m ) )
Y

Entao,

Nim

1 Moo | e o =y :
W, = — H i Jm_Im d
2ET,, ; /0 Ym ¥ M e

A~ 2
(i-1) o 0
_ H2>\kh Z <ym > y g <ym>

H2\Gh2N,, Q8
2EL,

onde

Pelo teorema de Castigliano,

W, HAN,B o
YT ToH EL.

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

Tomando F = (0, f,(t),0) e f,(t) dada por (3.23) na expressao da dinamica

da massa m, a equacao do movimento na direcao u corresponde a um oscilador

harmonico simples unidimensional, com periodo natural de vibragao dado por:

onde

47



" mm(’Y?Q)m
e
Nh2
m= Ap§20 .
(722) El. kdbm
Entao,
(T2 = 47rmm)\kth§Q“m‘
El,

Dividindo por um perfodo de referéncia (T3)? = M, tem-se:

Tu\ 2 N, I, Qv
( 'm> = Dm m 20 Vm (3.53)

TSL mo N() Im Qg .
Se a massa e o momento de inércia variam de acordo com as equagoes (3.39)

e (3.40), entao a equagdo (3.53) pode ser reescrita na seguinte forma:

Tu\? N, O\ N\ L2
Im ) _ (Om Ymo_ (Om SR (3.54)
TgJ NO Qg NO LO ’
onde
w O L

Usando as relagoes (3.46) e (3.42) em (3.54), obtém-se

w2
(Tm) _ bgas(l/—l—l—’y)bQ RY

w m**m,0"
TO

Portanto,

Tu Das 1
log (_m) _ [1 TN 7)} log by + = log RY . (3.56)
T > 2 :

Se a massa e o momento de inércia sdo mantidos constantes, a equagao (3.56)

¢ dada por:
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T D 1 u
log (T_(§‘> = {1 + 5 } log by, + §log R0 (3.57)

De maneira analoga, obtemos o periodo de vibragao do deslocamento na

vertical:

v D 1
log (—m) = [1 + (v+1- ’Y)] log b, + - log Ry, 4. (3.58)
Ty 2 2 :

onde T e T} sao os periodos de vibragao na direcao vertical, na m-ésima eliminacao

e para a estrutura antes das eliminacoes, respectivamente. R}, , é dado por

Qv 12
V= e — 3.59
e
2 N2
(i-1) 1) (i (1)
o= 1san | EET) e ()
™ Ny, 3 hi h? h?
=1
3.4.1 Experimentos computacionais

A curva triddica de Koch foi também utilizada para testar a analise desen-
volvida, agora para o problema inverso. A Figura 3.16 apresenta os resultados com
by, = (1/1,3)™ para os trés graus de liberdade da massa my, rotacdo, deslocamento
horizontal e deslocamento vertical, tendo como estrutura inicial a 9% iteracao do
processo de geracao da triddica de Koch.

A massa foi considerada constante e a energia elastica considerada advém
apenas do momento fletor.

A Tabela 3.5 mostra as inclinagoes das retas que minimizam a soma dos
quadrados do erros e suas respectivas aproximagoes para a dimensao de auto-
similaridade através das expressoes (3.48), (3.57) e (3.58).

A Figura 3.17 apresenta os resultados para b,, = (1/2)™. A Tabela 3.6

mostra as inclinagoes das retas que minimizam a soma dos quadrados dos erros e

49



T T

rotagao —&—
deslocamento vertical ——3—
051 deslocamento horizontal

4 0,630722
1

1

.| 1631566 7

-1

log( T/ Ty)

L L
-0.4 -0.2 0

T s _-os
log(L,/Lp)

Figura 3.16: Variacao do periodo de vibragao com a componente do comprimento
da curva na horizontal para o problema inverso, para b,, = (1/1,3)™.

Grau de liberdade Dy Daprox
Rotacao 0.632631 | 1.265262
Deslocamento vertical 1.631077 | 1.262155
Deslocamentoa horizontal | 1.635158 | 1.270316

Tabela 3.5: Inclinagoes (Dg) das retas que minimizam a soma do erro ao quadrado
da distancia entre os pontos dos graficos e suas respectivas aproximagoes lineares no
grafico da Figura 3.16. Aproximacao para o valor da dimensao de auto-similaridade
(Daprox) utilizando as equagoes (3.48), (3.57) e (3.58).

suas respectivas aproximagcoes, relativas a Figura 3.17.

‘ rotagao Léxf
deslocamento vertical ———
ol deslocamento horizontal
b
= -2F I
[
~
= -3
~
g 1
— TAr
1,631935
5L
6L
-7 I !
-4.5 -4 -35 -1 -0.5 0

T
1 0g(Ly/ Lo)

Figura 3.17: Variacao do periodo de vibracao com a componente do comprimento
da curva na horizontal, com b,, = (1/2)™.

A Figura 3.18 mostra como varia o periodo com a componente horizontal do

comprimento ao longo das iteragoes para a massa variando proporcionamente com
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Grau de liberdade Dqg Daprox
Rotacao 0.627073 | 1.254146
Deslocamento vertical | 1.631130 | 1.262261
Deslocamento horizontal | 1.622202 | 1.244404

Tabela 3.6: Inclinagoes (Dy) das retas que minimizam o erro quadratico da distan-
cia entre os pontos dos graficos e suas respectivas aproximacoes lineares no grafico
da Figura 3.17. Aproximacao para o valor da dimensao fraciondria (D2P*¥).

o comprimento total das estruturas, para b,, = (1/1,3)™. A Tabela 3.7 apresenta as
dimensoes fractais dinamicas obtidas com as inclinagoes das retas que minimizam
a soma dos quadrados dos erros; suas respectivas aproximacoes para a dimensao
de auto-similaridade s@o obtidas através das expressoes (3.47), (3.56) e (3.58), com

v=1levy=0.

T T
rotagao —&—
deslocamento vertical ——3—

o5 deslocamento horizontal
1
ol l261445] _——

}‘dé«/é/ér‘

1

1,262288 7

-15F

log( T/ Ty)

G o8 _os
log(L,/Lp)

Figura 3.18: Variacao do periodo de vibragao com a componente horizontal do
comprimento das estruturas formadas com a triddica de Koch, com a massa na
extremidade variando proporcionalmente ao comprimento total das estruturas.

Grau de liberdade Dy Daprox
Rotacao 1.261445 | 1.261445
Deslocamento vertical | 2.262288 | 1.262288
Deslocamento horizontal | 2.298514 | 1.298514

Tabela 3.7: Dimensoes fractais dinamicas para o problema inverso da triadica de
Koch com a massa na extremidade variando proporcionalmente ao comprimento
total das estruturas e as correspondentes aproximacoes para as dimensoes de auto-
similaridade.
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A anadlise desenvolvida considerou a energia eldstica somente devida ao es-
for¢co momento fletor. Pela facilidade de implementacao computacional para incluir
os outros dois esforgos, esforco cortante e esforco normal, apresentamos os resul-
tados obtidos adicionando o esforco cortante, veja Figura 3.19, e adicionando os
esforgos cortante e normal, veja Figura 3.20. As eliminagoes seguiram a seguinte
regra L,, = L,,_1/1,3, ou, equivalentemente, b,, = (1/1,3)™. A massa foi consi-

derada constante.

T T T T 06 T T T
rotagao —&—
deslocamento vertical —=—
05 - deslocamento horizontal

06 T T T
rotagao —A—
deslocamento vertical —F— A
deslocamento horizontal

= > o2
Z = ol /&/ |
= o 1 = |

~ ~ ol V/L |
= A =3 ~

S) o S)

-‘1 -‘08 —(‘J 6 —E‘!,A —(;.2 0 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 —(‘3,6 —E‘!,A —(;.2 0
| 0g( L/ Lo) | 0g( L/ Lo)

Figura 3.19: Variacao do periodo Figura 3.20: Variacao do periodo

com a componente horizontal do
comprimento, considerando a energia
elastica armazenada devido ao mo-
mento fletor e ao esforco cortante.

com a componente horizontal do
comprimento, considerando a energia
elastica armazenada devido ao mo-
mento fletor, ao esforco cortante e ao

esforco normal.

Vamos comparar os resultados das Figuras 3.19 e 3.20 com a Figura 3.16. O
resultado para a solicitacao do momento nao se altera, pois quando a solicitagao
é somente um momento, o tnico esforco que se propaga ao longo da estrutura é
o momento fletor. A diferenca existe para os casos de solicitacao de forgas, que
produzem uma distribuicao de esforcos internos — momento fletor, esforgo cortante
e esfor¢o normal — ao longo da estrutura. E interessante notar que os periodos
Ty/Ty para os trés casos variam com os comprimentos na horizontal L,/Lq de
forma muito semelhante quando inclui-se os esforcos cisalhante e normal.

Considerando a geometria da curva quadratica de Koch na sétima iteragao,
a Figura 3.16 apresenta os resultados para b,, = (1/1,3)™ com a energia devido ao
momento fletor, somente.

A Tabela 3.8 mostra as inclinagoes das retas que minimizam a soma dos
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Figura 3.21: Variacao do periodo de vibragao com a componente do comprimento
da curva na horizontal para o problema inverso, tomando como geometria base a
quadrética de Koch, com b,, = (1/1,3)™.

quadrados dos erros e suas respectivas aproximagoes para a dimensao de auto-

similaridade através das expressoes (3.48), (3.57) e (3.58).

Solicitacao Dy Daprox
Momento 0.756212 | 1.512425
Forca na vertical | 1.749071 | 1.498143
Forca na horizontal | 1.717608 | 1.435216

Tabela 3.8: Inclinagdes (Dy) das retas que minimizam o erro quadratico da distan-
cia entre os pontos dos graficos e suas respectivas aproximagoes lineares no gra-
fico da Figura 3.21. Aproximagao para o valor da dimensao de auto-similaridade
(Dzprox) utilizando as equagoes (3.48), (3.57) e (3.58).
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Capitulo 4

Fractais Mistos

Neste capitulo apresenta-se uma nova forma de gerar fractais. Usualmente
utiliza-se somente um gerador — estrutura base repetida sobre cada elemento da
iteragao anterior para dar origem a iteracao seguinte — iterativamente para dar
origem a um fractal. Pode-se gerar um fractal misto utilizando mais de um gerador
no processo de geragao do fractal.

Vamos criar um fractal misto alternando dois geradores, o gerador da tridadica
de Koch e o gerador da quadratica de Koch. Isto é, a primeira iteracao usara como
gerador a triddica de Koch, a segunda iteracao usara como gerador a quadratica
de Koch e assim por diante alternando a triadica e a quadratica, serda obtido um
fractal misto. A Figura 4.1 mostra as quatro primeiras iteragoes do fractal misto

triadica-quadratica de Koch.

NS, 5, qF R,

Figura 4.1: Processo de geracao do fractal misto triddica-quadratica de Koch.

Lo

Vamos definir uma dimensao fractal para os fractais mistos baseada na di-
mensao de auto-similaridade. Vamos considerar a familia de fractais tratada neste
trabalho, onde o nimero de elementos de comprimento A\, = Log " na iteracio k é
dado por N, = p*, com p e ¢ inteiros. A dimensdo de auto-similaridade para esta

familia pode ser dada pela seguinte expressao:
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log Ny
)
log <L_0>

Entao, a dimensao fractal de auto-similaridade para um fractal misto, que

Das:_

alterne entre a triddica e a quadratica de Koch, serd definida da seguinte forma:

(tq)
puo — _ 108N (4.1)
as /\Efq) Y
log( 7 )

onde o nimero de elementos na iteracao k é dado por:

NI = (pa))i (p<q>)j’ (4.2)
e o comprimento dos elementos é dado por:

)\SQ) — (q(t))ﬂ (q(Q))fj _ (4.3)

p® é o ntimero de elementos do gerador da triddica de Koch e p(@) é o niimero
de elementos do gerador da quadratica de Koch. O comprimento base é reduzido
pelos fatores ¢ e ¢(9 para a triddica e para a quadratica, respectivamente. Os

valores i e 7 sao dados por:

T = INT{

k
= INT | =
J {2] )

k+1]

onde a fungao INT[x] retorna a parte inteira do nimero racional x. As relagoes

(4.2) e (4.3) podem ser escritas de outra forma:
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log N,gt‘” = ilogp® + jlogp'? (4.4)

/\(tQ)
log (E—) = —(ilog ¢ + jlog q(Q)) : (4.5)
0

Entao, utilizando a equagao (4.1) e notando que k = i+ 7, a dimensao fractal

do fractal misto triadica-quadratica de Koch pode ser obtida:

D](:q) B klogp" + INT(k/2) (log p'? — log p")

= . 4.
klogq® + INT(k/2) (log ¢'9 —log ¢q®) (4.6)

Note-se que essa dimensao depende da iteracao k. Vamos estudar o compor-

tamento dessa fungao. Para k =1,

D' = p®.

Para as iteracoes pares,

log p(t) —+ log p(Q)

Dl = : 4.7
log ¢ + log ¢(9 (47)
Para as iteracoes impares e k > 1,
k—1)logp® + (k — 2)log p@
pio - = Dlogp™ + (k = 2) logp (48)

(k —1)logq® + (k — 2)log ¢
Quando k£ — oo a expressao (4.8) tende para a expressao (4.7), convergindo

para uma dimensdo tinica D*?, Além disso, reescrevendo a expressio (4.7) de uma

outra forma temos:

DO 4+ (1 D@ 1
(tq) _ + ( + 6) ~ _(D(t) + D(Q)) para ’6‘ < 1’

D s
14+ (1+¢) 2

onde € = log ¢'? /log ¢} — 1.

A dimensao fracionaria do fractal misto triadica-quadratica, de acordo com
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a equagao (4.7) é:

DU ~ 1.39471. (4.9)

4.1 Experimentos computacionais

4.1.1 Problema direto

Vamos estudar o comportamento dinamico da sequéncia mista tratada como
uma sequencia de estruturas com uma massa na extremidade, da mesma forma
como foi feito para a triddica e a quadratica de Koch no capitulo anterior. Nos
resultados a seguir foi considerada massa constante, e somente a energia devida
ao momento fletor. As Figuras 4.2 e 4.3 apresentam as variagoes dos periodos
naturais de vibracao com o comprimento dos elementos, das iteragoes impares e
das iteragoes pares, respectivamente. As tabelas 4.1 e 4.2 apresentam as dimensoes
fractais dinamicas, obtidas com a inclinagdo das retas que minimizam a soma
dos quadrados dos erros, onde os erros sao dados pela distancia entre os pontos
e as retas correspondentes. As aproximagoes para a dimensao fractal de auto-
similaridade para o fractal misto utilizando a expressao DiP™* = 1 — 2Dy obtida

das expressoes (3.22) e (3.32) sao também apresentadas.

BB j j j " j A e ' ' ' j qua —A—
A rotacao tri x rotacao qua
= deslocamento vertical tri ——— A deslocamento vertical qua ———
Ny deslocamento horizontal tri 16 F \\\ 1 deslocamento horizontal qua |
~
1 1 14 0,197355 ]
Ecs 05 \il 0,199822 | Eé lj
E ~ s
§ ol ) | § 08l |
- = 06 4
“05 i 04 &l
02 -
71—A —Z‘i.S —‘3 —‘2 5 -‘2 -‘1 5 —‘1 —l‘) 5 0 0*4 5 *‘4 : *‘3 *‘2 5 : 71.5 -1
I og( A/ Lg) I og( M/ L)
Figura 4.2: Variacao do periodo com Figura 4.3: Variacao do periodo com
o comprimento dos elementos para o comprimento dos elementos para
as iteracoes impares da curva mista as iteracoes pares da curva mista
triddica-quadratica de Koch. tridadica-quadratica de Koch.
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Grau de liberdade Dy Déprex Grau de liberdade Dy Déprex
Rotacao -0.197354 | 1.394708 Rotacao -0.197355 | 1.394710
Desl. vertical -0.199822 | 1.399644 Desl. vertical -0.200063 | 1.400126
Desl. horizontal -0.200496 | 1.400992 Desl. horizontal -0.200745 | 1.401490

Tabela 4.1: Dimensao fractal
dinamica para as iteragoes im-
pares da curva mista triadica-
quadratica, obtida da inclinacao
da reta que minimiza a soma dos
quadrados dos erros na Figura
4.2. Aproximagoes para a dimen-
sao de auto-similaridade

4.1.2 Problema inverso

Tabela 4.2: Dimensao fractal di-
namica para as iteracoes pares da
curva mista triadica-quadratica,
obtida da inclinacao da reta que
minimiza a soma dos quadrados
dos erros na Figura 4.3. Aproxi-
magoes para a dimensao de auto-
similaridade

Para o problema inverso do fractal misto triadica-quadratica de Koch con-

siderando a massa constante, a estrutura na 8* iteracdo, a energia armazenada

somente pelo momento e as eliminagdes seguindo a seguinte regra L; = L; 1/2,0

ou equivalentemente, b; = Lg/(2,0)", obtemos o resultado da Figura 4.4.

2

1'0g(Tof To)

N

r 1
Ll oesssel _—,

4 1
-5 1,6991567

T T

rotacao —4&—
deslocamento vertical —3—
1r deslocamento horizontal

o

s

L L
-4 -35 -3

s = s
log(Lnf Lo)

L L
-1 -0.5 0

Figura 4.4: Variacao do periodo com o comprimento da projecao horizontal da
curva para 12 subconjuntos na oitava iteracao do fractal misto triadica-quadratica,

com L; = L;_1/2 isto é, b; = 1/2".

As inclinagoes das retas que minimizam a soma dos quadrados dos erros entre

as retas e seus pontos correspondentes, Dy e suas aproximagoes para a dimensao

de auto-similaridade D3P™* estao na tabela 4.3.

o8




Grau de liberdade Dy Daprex
Rotacao 0.698981 | 1.397961
Deslocamento vertical | 1.699156 | 1.398312
Deslocamento horizontal | 1.710829 | 1.421658

Tabela 4.3: Dimensoes fractais dindmicas e suas respectivas aproximagoes para a
dimensao de auto-similaridade para o problema inverso do fractal misto tridadica-
quadratica de Koch.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Essencialmente a dimensao fractal dinamica é vista sob dois pontos de vista,
que foram chamados de problema direto e problema inverso. Dado um processo ite-
rativo de formacao de um fractal, o problema direto consiste em tratar um nimero
suficientemente grande de iteragoes como estruturas e obter a relagao entre o pe-
riodo de vibracao da massa colocada na extremidade da estrutura e o comprimento
dos elementos na iteracao correspondente, para um certo conjunto de restrigoes.
J& o problema inverso consiste em: dada uma iteracao suficientemente representa-
tiva do processo de formacgao de um fractal, através de eliminacoes de partes desse
conjunto e tratando os sub-conjuntos obtidos como estruturas, obtemos como o pe-
riodo de vibragao da massa colocada na extremidade dessas estruturas varia com
a componente horizontal do comprimento da estrutura, para um certo conjunto de
restricoes.

A analise desenvolvida, assumindo a estrutura como elastica e linear e con-
siderando somente a energia armazenada pelo momento fletor, mostrou que para
a familia sob estudo, de curvas auto-similares contidas no plano onde o nimero de
elementos de comprimento A\, = Log~* é dado por N, = p¥, com p e ¢ inteiros, a
dimensao fractal dinamica pode ser relacionada a dimensao de auto-similaridade.
Isso acontece tanto para o problema direto quanto para o problema inverso. Os
resultados experimentais comprovaram a analise e se mostraram 6timas aproxima-

¢oes para a dimensao de auto-similaridade.
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Foi explorada uma nova forma de gerar fractais, onde se usa mais de um
gerador no processo de geracao do fractal, dando origem aos chamados fractais
mistos. Foi definida uma dimensao fractal para esses fractais e os resultados dos
experimentos computacionais também estao de acordo com a andlise. Os fractais
mistos podem representar objetos naturais onde, para um determinado intervalo de
escalas tem-se uma caracterizacao fractal e para outro intervalo de escalas tem-se
outra caracterizagao fractal.

A andlise considerando todas as formas energias elasticas nao foi desenvol-
vida mas, os experimentos computacionais mostraram que se forem consideradas
todas as energias eldsticas, os pontos do grafico log(7Ty/To) x log(L,/Lyp), para a
aplicagao das forcas tém comportamento qualitativo semelhante ao comportamento
do grafico correspondente a aplicacao do momento.

O problema direto com geometria gerada de forma aleatdoria mostrou que
além de fornecer uma boa aproximacao para a dimensao de auto-similaridade é
possivel, através de algumas realizagoes do experimento, dizer se o fractal tem
formacao geométrica aleatéria ou nao.

Existe uma forma particular de eliminacoes em que os problemas direto e in-
verso sao equivalentes. Para o caso da triddica de Koch, isso ocorre se b, = (1/3)™.
A principal hipdtese a ser questionada é (3.44), que é vélida para o caso da trié-
dica de Koch com b,, = (1/3)™. Porém, seguindo outras leis para as eliminagoes,
pode-se ter mais de uma estrutura possivel para o mesmo L,,. Um do resultado
de destaque é que mesmo os cortes com diferentes valores de b, trazem boas apro-
ximagoes para as dimensoes fractais de auto-similaridade.

Outro ponto importante é a caracterizacao fractal de propriedades fisicas.

Para essa nova abordagem dinamica, pode-se concluir que o valor da dimen-
sa0 nao é unico. Existe mais de um valor para a dimensao dinamica. A quantidade
de dimensoes é igual ao nimero de graus de liberdade considerados. Ainda estd
em aberto a relagao formal entre essas dimensoes dinamicas. Entretanto, quando

sao consideradas todas as formas de energia elastica, as trés dimensoes coincidem.

61



Uma idéia ainda inexplorada é colocar mais massas sobre a estrutura a fim
de obter um espectro de informagao ainda mais amplo, que pode ser 1til no caso
de multifractais.

A técnica apresentada abre caminho para a obtencao de dimensoes fractais
através de experimentos fisicos em laboratorio.

Por enquanto s6 foi abordada uma familia simples de fractais mas, acredita-
mos que a extensao dessa técnica é possivel e tratd mais resultados interessantes.
Também acreditamos que a extencao para curvas no espaco trara resultados simi-
lares.

Um outro desafio é a caracterizagao de superficies fractais. Uma possibilidade
para obter informacoes de superficies fractais é movimentar um sistema massa mola
sobre a superficie em determinada direcao, e a com o periodo de vibracao extrair
informagoes sobre a superficie.

Analogias entre as leis fisicas permitem o desenvolvimento de teorias e ex-
perimentos similares em outras areas. O desenvolvimento pode ser alterado, por
exemplo, para uma abordagem ainda mais simples que a abordagem dinamica,
baseando-se na propriedade flexibilidade da estrutura. Se a flexibilidade for calcu-
lada para cada elemento de uma sequéncia fracionaria incluida na familia tratada,
da mesma forma como foi feito para o periodo, pode-se obter uma relagao similar
fornecendo resultados semelhantes. Podemos expandir essa idéia e utiliza-la em
outras areas, como a de meios porosos, onde a varidvel que fornecera a dimensao
¢é a permeabilidade; para a eletricidade, onde a variavel sera a resisténcia elétrica;
para a termodinamica e assim por diante. A esséncia da dimensao fractal dinamica

estd na variacao dos momentos de ordem arbitraria das curvas fractais.
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Apeéendice A

Proposicao. Para a familia de estruturas onde Ny = p* e A\, = Loq™*, o grdfico
de log(T}/Ty) x log(Ax/Lo) tende a reta de inclinagao Dy, assintotica-

mente.

Prova. Podemos escrever:

1 1
Y = (1= D)X + 5 log O

onde Y = log(T}*/Tp) e X = log(A/Lo). Vamos mostrar que - (log Q) —

0 quando k — oo. Dessa forma, quando k — oo,

dy 1
&~ _(1-D).
ax 1D
Entao:
d 1 dQr 1 dQd
= (logQ¥) = ——k — — TR ZCK Al
ax 108 9%) = G X T iy dx (A1)
mas,

T Loh M

ax  d | Ak 1Ly 1
A\, d\s

og L_o =
Pela expressao de (2},

Ny
1 1 —)\? | _G-1)_G) @) >
k N, 2 3 { 2 R R 2L

podemos reescrever:
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e notando que |z,(€j)| = |y,(f)/h0| <le a,(:) < 1, temos:

QU < Nika[maX(ak)] — [max(ay)] < 1

Vamos agora mostrar que:
AQY = Q1 — U = MeRi(ky kb + 1) + M Ro(k, b+ 1).

onde R; e Ry sao finitos quando k& — oc.

A equagao (3.28) pode ser reescrita como

A 21 i1\ 2
ol = (2,8 ”) +3 (Az,ﬁ 1’)> (A.2)
onde
i—1, 1 i i
710 2 1 (60 4 0)
e

i—1, 1/ G i—
Azli 1’)25(2’,({)—2,2 1)).

Introduzindo a equagao (A.2) na expressao de €}, (3.27), obtém-se:

Q= Nik i [<2£i—1,i)>2 n % (Azl(cz‘—l,i)>2] (A.3)

=1

Note-se que |Z,(j_1’i)| <le |Az,(€'_l’i)| < 1. Pela Figura A.1 tem-se que:

Aylgifl,i) _ fy}gifl,z’)/\k Ccom |fylgifl,i)‘ S 1.

Figura A.1: Média e diferenca entre ordenadas y,(ffl) e y,(j).
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Entao:

1—1, 1 i—1,1 1 i—1,2 i—1,3
Ao = oAy = A= BTN (M)

Introduzindo (A.4) em (A.3)

1 i—10\2 1/ a-10), )2
QZ:EZ sz ’ ) +5 (ﬁk ’ )\k> } (A.5)
i=1
Em forma vetorial podemos reescrever na forma

" 1 / 1
Qk = ﬁk (ZEZk + g)‘zﬁl’fﬁk) (A6)
onde
7y = [2,&0’1)2,(:’2) LT Z,EN“LN”]
e

, , i—1, Ny—1,N
B = [V A0 . B g

De forma similar, o termo de ordem k + 1 pode ser obtido

1 o 1
kil = Newt (ZE+1Zk+1 + gAiﬂﬁgﬂﬁkH) (A7)

Como as componentes de zy 1 sao proporcionais as ordenadas dos vértices

da curva correspondente ao termo de ordem k + 1, pode-se escrever:

1
T o (1) (Nk+1)
Zyi11 — h_o Yes1Yrks1 - 'yk—i-liﬂ

ou referindo ao termo precedente como ilustra a Figura A.2 tem-se:

1 0) (0,1 0,p—1) (1
0,01, @p-1), 1

1,0 1,p—1 N,
R R Y I L N

k ..yk_

Na Figura A.2, MN = A\ e Mp =pq = qr =rN = A\y11. Note que

y,(j) = y,ﬂfﬁ)l onde i=0,1,..., N (A.8)

gD =y Condei=0,1,...,Ny—le j=1,...,p—1(A9)
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Figura A.2: Termo de ordem k + 1 sobreposto ao termo de ordem k.

representam respectivamente as ordenadas dos vértices da curva de ordem
k na sequencia e as ordenadas dos vértices adicionados a curva de ordem

k + 1. E possivel decompor o vetor Zx+1 da seguinte forma:
Ui [ o« v\, U2 1 01 0,p—1) (1,1 Ne—1p-1\ F
Zk+1:h_0{ TS ’“)} +h—0{y£ LTy e )}

onde Uj e U, s@io matrizes de zeros e uns de tamanhos (Vj41+1) x (N +1)

e (Ngy1 + 1) x (p — 1) Ng, respectivamente.

Com essa decomposigao o vetor Zyx,1 pode ser escrito da seguinte forma:

Zxt1 = Rzy + R(Azy) + M\

onde |p,(£rl| <1 e R é uma matriz de zeros e uns de ordem Ny 1 X Ny.

Utilizando a definicao de ;.1 e lembrando que Az, = \yfx, obtém-se:

1 2
it = — (ZeR"RZi + AL SERTRB) +
Nk+1 Nk+1

(MO R"Rzi+

_ 1
+ AkaHRZk + )‘ipE—HRﬁk) + ( 2PE+1Pk+1) +

1
2 T
k+1 +1

3N,

Lembrando que ’Zlil)‘ < 17 ’ﬁ](;)‘ < 17 ’/6184).1’ < 17 ‘p](;j-ll < 1>Nk+1 :ka>>\k+1 =
Ar/q e notando que RTR = ply, onde Iy é a matriz identidade de ordem

Ny, obtém-se:
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1
{p <zEzk + g)\iﬁl’fﬁk)} + MRy (kb + 1)+ A2 Ry(k ke + 1)

onde Ry(k,k+ 1) e Ro(k, k + 1) sao dados por:

2
Ri(k,k+1) = N (pﬁ[fzk + pE—HRZk)
k+1
1 1
Ro(k,k+1) = Nets 2 (PEHRﬁk) + (PE+1P1<+1) + 3 (ﬁgﬂﬁkﬂ +2p ﬁgﬁk)

sao finitos para todo k. Obtém-se entao:

QU =+ N Ry (kb + 1) + MRy (ky b+ 1).

Logo,

AQE = Q¥ — QY = N\ Ry + AR,

Agora,

A
ANp = Aot — Mg = ?’“ A= 1),

Dai, segue-se que:

AQ} 1
= A .
ANp ¢+l (Bt e fz)
Logo
AQy sy 1

I =T
v VD VI R

1R1 — finito
Portanto, pela equagao (A.1), temos que 1/Q} e dQj/d)\ sao finitos e

d\y/dX = Ay — 0 quando k — co. Logo, & (log Q) — 0 quando k — oco.

O
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