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Resumo

O objetivo deste trabalho é demonstrar, de maneira mais simples e rapida do que os
tradicionais livros que tratam do assunto, o teorema espectral para operadores normais.
Para tal fim, trabalharemos com a C*-algebra originada pelo duplo comutante do conjunto
{T, T*}. Também, usaremos o conjunto das fun¢oes Borel mensurdveis, ao invés do L™ a
fim de simplificar tal estudo.



Abstract

The goal of this work is to demonstrate, in a simpler and faster way than traditional
books that address the topic, the spectral theorem for normal operators. To this end, we
work with the C*-algebra generated by the double commutant of the set {7, 7*}. Also,
we’ll use the set of the Borel measurable functions, instead of L*°, to simplify our study.
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Introducao

Percebendo a necessidade de um texto mais simples sobre o teorema espectral para
operadores normais, decidimos montar uma estrutura relativamente simples e que possa
ser compreendida integralmente por qualquer estudante que tenha concluido um curso

introdutério de andlise funcional.

No capitulo 2 apresentaremos o duplo comutante do conjunto {T,7*}, onde T é
um operador normal, e provaremos que tal conjunto é uma C*—algebra comutativa. Uti-
lizando os polinomios complexos de duas variaveis, provaremos o teorema do mapeamento
espectral para operadores normais, e assim construiremos uma extensao continua definida
no conjunto das fungoes continuas no espectro de 7' e com contradominio no espago dos

operadores lineares limitados de um espago de Hilbert H.

No capitulo 3 apresentaremos o conceito de medida espectral, e construiremos uma
tal medida utilizando a extensao obtida no capitulo 2. Neste capitulo utilizaremos alguns

fatos de teoria da medida, sendo que tais fatos estao explorados no apéndice.

No capitulo 4 construiremos o conceito de integracao espectral, que atua nas fungoes
limitadas Borel mensuraveis e que produz operadores lineares limitados em um espaco
de Hilbert H. A construgao segue os passos tradicionais da construcao da integral de

Lebesgue, porém estaremos usando medidas espectrais ao invés de medidas positivas.

Finalmente, no capitulo 5, demonstraremos o teorema espectral para operadores nor-

mais, que é o principal objetivo deste trabalho.



1 Conceitos Basicos

Para que a leitura posterior deste trabalho seja feita de maneira mais rapida, decidi-
mos expor aqui os conceitos basicos que serao usados neste trabalho. Tais definigoes,

proposigoes, lemas e teoremas podem ser encontrados em [10].

Definicao 1.1 Uma dlgebra normada é um espaco vetorial normado A sobre o corpo
dos numeros complexos, com a sequinte estrutura adicional: existe uma multiplicagao
A x A — A denotada por (x,y) — xy que satisfaz as sequintes condi¢oes, para todo

r,y,z € A, a € C:

(i.) (xy)z = x(yz);
(ii.) (ax +y)z = axz +yz, z(ax +y) = azx + 2y;

(iai.) [lzy]l < = [l{lyll-

Definicao 1.2 Uma dlgebra de Banach é uma dlgebra normada que é completa como um

espago normado.

Uma 4lgebra normada (ou de Banach) A é dita unital se tem a identidade multiplicativa,

isto é, se existe um elemento, que sera denotado por 1, tal que 1oz = x1 = z, Vx € A.

Se A é uma algebra normada, e se B é um subespacgo vetorial que é fechado sobre a
multiplicacdo, entdao B é uma algebra normada (com a estrutura induzida por A) e serd
chamada sub-dlgebra normada de A. Segue-se de um teorema conhecido de andlise fun-
cional, que uma sub-dlgebra normada B de uma &lgebra de Banach A é uma algebra de

Banach, se e somente se, B é um subespago fechado de A.

Exemplo 1.3 Seja C(X) o espaco vetorial das fungoes compleras continuas em um

espaco de Hausdorff compacto X. Se considerarmos a norma do supremo, tal espaco



torna-se um espaco de Banach. Se além disso, definirmos a multiplicacdo de fungoes
por (fg)(z) = f(x)g(x), temos agora uma dlgebra de Banach comutativa unital, sendo a

identidade multiplicativa dada pela fun¢ao f(z) =1, Vx € X.

Exemplo 1.4 Seja H um espago de Hilbert. Entao B(H), a dlgebra de todos os oper-
adores lineares limitados em H, é uma dlgebra de Banach unital, com respeito a norma

definida por:
1T = sup{||T ()| : l|l=|| = 1}.
A identidade multiplicativa € dada pelo operador identidade I.

Definigao 1.5 Seja A uma dlgebra de Banach unital, com a identidade multiplicativa
1 (assumiremos que A # {0}, ou equivalentemente, 1 # 0). Dizemos que um elemento

x € A € inversivel em A, se existe um elemento - que € necessariamente inico e serd

1 1

denotado por ™' - tal que xz™' = 7'z = 1.

Denotaremos o conjunto de todos os elementos inversiveis de A por G(A).

Proposicao 1.6 Seja A uma dlgebra de Banach unital. Se x € A e |1 — x| < 1, entdo
reG(A) e

o0

= Z(l - x)n’

n=0

sendo que estamos usando a convengdao de que y° =1, Vy € A.

Em particular, se X € C e || > ||z||, entao (x — A1) € inversivel e

Demonstracao: Da defini¢ao de algebra de Banacah, temos que ||(1—z)"|| < ||[1 —z||™.
Assim, visto que ||1—z|| < 1, temos que a série que representa 2! converge absolutamente.
Como A é completo, esta série converge. Seja {sy = Z;V:O(l — )" : N € N} as somas

parciais da série, e s o limite. Note que

(1—2)sy =sn(l —x) =sy41 — 1.
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Tomando o limite quando N — 0o na expressao acima, temos que (1 —z)s = s(1 — z) =
s — 1. Assim, xs = sx = 1.
Ainda, suponha que |A| > ||z|. Note que |1 — (1 —%)|| = ||%|| < 1. Logo, pela primeira

parte desta demonstracao, temos que (1 — ) é inversivel, e

B B ol B Ooxn_ 0 "
R SIUREIRIE, LA o _

Proposicao 1.7 Sejam A uma dlgebra de Banach unital, x € G(A) ey € A. Entao as

afirmagoes abairo sio equivalentes:

(i) xy € inversivel;
(ii) yx € inversivel;

(111) y € inversivel.

Demonstragao: (i) = (i) Suponha que zy é inversivel. Note que yr = =~ (ay)z.
Assim, (yz)™' = 27 (xy) 1.
(it) = (i74) Suponha que yz é inversivel. Note que y = (yx)z~t. Assim, y=! = z(yz)~L.

ii1) = (i) Suponha que vy é inversivel. Note que (xy)~' =y~ tz~ . [ ]
(#9i) = (i) Sup que y que (zy y

Proposicao 1.8 Seja A uma dlgebra de Banach unital. Entao G(A) € um conjunto aberto

em A.

Demonstragao: Dado z € G(A), tome r = —. Assim, se y € B(x,r) (onde B(z,r)

="

denota a bola de centro z e raio ), temos que
11 -2y = =7z —y) < 27z —yl < L.

Assim, pela proposicao 1.6 temos que 27 'y € G(A) e, pela proposicao 1.7, temos que
y = x(x~'y) é inversivel. Logo, G(.A) é aberto. ]

Definicao 1.9 Sejam A uma dlgebra de Banach unital, e v € A. Entdo o espectro de x

€ o conjunto definido por

o(x) ={A € C: (z — A1) ndo é inversivel},
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e o rato espectral de x € definido por
r(z) = sup{|A| : A € o(x)}.

Observacgao 1.10 A definicao de raio espectral so faz sentido se o espectro € um conjunto
limitado ndao vazio. Mas este € exatamente o caso. De fato, seja A € o(x). Note que, em
vista da proposi¢ao 1.6, devemos ter |A| < ||x||. Assim, r(z) < ||z||. O fato do espectro

ser nao vazio serd demonstrado posteriormente.

Definicao 1.11 O conjunto resolvente de x € definido por
plx) =C—o(x) ={N € C: (xz— A1) é inversivel},
e a aplicagao
p(z) 5 A5 (2 — A1)t e G(A)
¢ chamada de funcao resolvente de x.

Definicao 1.12 Suponha que A é uma dlgebra de Banach unital e que B é uma sub-
dlgebra de Banach unital de A. Suponha agora que x € B. Assim, para qualquer sub-

dlgebra de Banach C de A tal que B C C C A definimos o resolvente de x em C por
pe(x) ={A e C:3 zeC tal que z(x — \) = (x — )z = 14},
e o espectro de x em C por oc(x) = C — pe(x).

Proposicao 1.13 Seja A uma dlgebra de Banach unital. Entao a aplicag¢io h : G(A) —
G(A) dada por h(x) = 2=t é continua.

Demonstracao: Seja (r,),eny uma sequéncia em G(A) e limz,, =y € G(A). Devemos
-1

Primeiramente, assuma que y = 1; temos que existe um natural N tal que [|1 — z,|| < %

mostrar que lim x,, !

para todo n > N. Assim,

ln = =
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para todo n > N. Desta forma,
lzn ™ =1 = llan ™ (1 = za) || < flza I — 2]l < 2011 — 20|

para todo n > N, donde limz,,~! = 1.

Agora, suponha y # 1. Pela proposigao 1.7, temos que y~ 'z, € G(A), e ainda limy 'z, =

limy~!limx, = 1. Logo, pelo feito acima,

1 1 -1

lim(y~'z,)™! =limz, 'y =1elimz, ! =y L. u

Corolario 1.14 A funcao resolvente de x é continua.

Demonstragao: Note que a fungao resolvente de x é a composicao das fungoes continuas
g: p(z) = G(A) dada por g(A\) =z — X e h:G(A) — G(A) dada por h(z) =z 1. ]

Lema 1.15 Se A ¢ uma dlgebra de Banach qualquer e x € A, entao p(x) € aberto em A.

Demonstragao: Defina g : C — A por g(\) = z — A. Note que g é continua e, pela
proposicao 1.8, G(.A) é aberto. Logo, p(z) = g 1(G(A)) é aberto. [ ]

Proposicao 1.16 Sejam A uma dlgebra de Banach unital, e x € A. Entao,

(a) lim [[Ry(A)]|=0; e

[A]—o0
(b) Re(A) — Ro(p) = (A = ) Be(N) Re (), VA, € pl);

(c) a funcgdo resolvente € fracamente analitica, ou seja, se ¢ € A* (onde A* é o conjunto
dos funcionais lineares continuos definidos em A), entdo a aplicagdo ¢ o R, € uma

fungdo analitica definida no aberto p(x). Ainda, temos que

lim ¢ o Ry(\) = 0.

|Al =00

Demonstragao:

(a) Seja A € C, tal que |A| > ||z| + 1. Assim,

1R (M = Iz = X))l =
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Note que (x) converge para algum ¢ > 0. Assim, [|[Ro(A)|| < 157, V [A] > [[#]| + 1 e,

portanto, l/\l‘im |R:(N)|| = 0.

(b) Sejam A, u € p(z). Entao,

(A= ) Be (N Ra(p) = (A — p)(z = N)7Haw —p) " =
RN ((x = p) = (x = X)) Ra(p) = Ra(A) = Re(p).

(c) Seja ¢ € A* um funcional linear continuo qualquer em A. Se u € p(x) e X estd
suficientemente perto de p, entao A € p(z), pois p(x) é aberto. Assim, utilizando o

item (b) desta proposigao, temos

. quRx(/\)—QZSOR;E(/L)) T (¢[ 33()\>_RI(/’[’)]>
lim < = lim
A—p A — % A= — U
v (A= )@ Ra(A) R ()]
- ( A= p )

Ainda, pela continuidade de ¢ e de R, e pelo item (a) desta proposigao, temos que

lim ¢o Ry(\) =0
Al =00 -

Proposicao 1.17 Se A € uma dlgebra de Banach qualquer, e x € A, entdo o(x) é um

subconjunto compacto nao-vazio de C.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que p(z) = C. Entao, dado ¢ € A*, temos que
¢ o R, é uma fungao diferenciavel em todo C que se anula no infinito. Logo, temos pelo
teorema de Liouville (ver [1], pdgina 122) que ¢poR,(A) =0,V A € C. Note quese z,y € A
com = # y , temos por Hahn-Banach que existe ¢ € A* tal que ¢(x) # ¥ (y). Assim, visto
que ¢ foi arbitrario, temos que R, (A) =0,V A € C. Mas como R,(\) € G(A), temos um
absurdo! Portanto, o(z) é ndo vazio. Ainda, pela observagao 1.10, temos que o(z) é um
conjunto limitado e, visto que pelo lema 1.15 p(x) é aberto, temos que o(z) é fechado.

Logo, o(z) é compacto. ]
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Lema 1.18 Sejam A uma dlgebra de Banach e x € A. Entao o limite lim Hx”H% existe.

Ainda, se |A\| > lim Hx”H%, entio R, () existe e € dado pela série
Ry(A) =) A"la".
n=0

SR
n existe, basta

~ : : 1 o
Demonstragao: Seja a = inf ||2"||». Para mostrar que o limite lim |z
n>1 n—00

mostrarmos que lim sup Hx"H% < a. Dado € > 0, escolha m € N tal que [|z™||w < a+¢.

n—oo

Para qualquer n € N, escreva n = pm 4+ ¢ onde 0 < ¢ < (m — 1). Entao, visto que

lzyll < ll=llllyll, ¥ 2,y € A, temos

mp n—q

lz" ][+ = llaPma|[w < e - 2l * < (a+e) ¥ lallF = (a+e) " ]|

Como (n —q)/n — 1 e g/n — 0 quando n — oo, devemos ter limsupH:z:”H% <a+e.

n—oo

: e : 1
Visto que ¢ foi arbitrario, temos que limsup ||z"||» < a.

n—oo

Ainda, note que se [A| > lim Han%,
n—oo

Hm A" L2||w = lim A7 w27 < [A7YA| = L
n—oo n—oo

o0

Assim, pelo teste da raiz, concluimos que a série E A" 12" converge absolutamente, e

n=0
visto que A é completo, esta série converge. Multiplicando-se (A — z) pelo lado esquerdo

e pelo lado direito da série, verifica-se que a série representa R, (). ]

Teorema 1.19 (Férmula do Raio espectral)- Sejam A uma dlgebra de Banach unital

ex € A. Entdo
r(z) = lim [a"[|7.
n—oo

Demonstragao: Pelo lema anterior, temos que r(z) < nll_)IIolo ||x”||% Portanto, s6 nos

resta mostrar que lim ||:L‘”||% < r(x).

Fixe ¢ € A*. Entégjgoela proposigao 1.16(c), ¢ o R, é analitica quando || > r(z). Assim,

¢o R, possui uma série de Laurent para |A\| > r(x). Usando a linearidade e a continuidade
=

de ¢, temos pelo lema anterior que ¢ o R,(\) = Z A" (a™), para || > nh_)n;o Hx"||%

n=0
Como a série de Laurent é unicamente determinada (ver [9], teorema 10.6), temos que
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¢o Ry(\) = Z)\’”’lgzﬁ(x”), para |A| > r(z). Assim, lim [|A7"¢(2")|| = 0 se [A| > r(x).
n=0

Visto que ¢ foi arbitrario, segue do principio da limitagao uniforme (ver [10], pagina 21)

que existe uma constante K > 0 tal que
ol < KIA"Y n € N.
Entdo, ||z"||» < K=|\|. Assim, conclufmos que

limsup [|2"||% < r(z).

n—oo

Portanto, (z) = lim |2
n—oo B

Definicao 1.20 Uma C*-dlgebra €, por definicao, uma dlgebra de Banach A, que é
equipada com uma involu¢ao A 3 x — x* € A que satisfaz as sequintes condigoes, para

todo x,y € A, a € C:

(1) (ax +y)" =ax* +y*;
(ii) (xy)" =y a*;
(111) (x*)* = z;
(iv) [lz*z|| = [|l=|]*.

O elemento z* é chamado de adjunto do elemento z, e a aplicacao x — x* é chamada de

adjuncao.

Exemplo 1.21 Se definirmos a involucao no exemplo 1.5 como sendo a conjugacao com-
pleza de funcédes, ou seja, f* = f, entdo C(X) é uma C*-dlgebra. Da mesma forma, se a
involugao no exemplo 1.4 for dada pelo operador adjunto, ou seja, T* € B(H) é o operador

tal que para todo x,y € H

(T(x),y) = (z, T*(y)),

temos que B(H) também é uma C*-dlgebra.
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Exemplo 1.22 Se A é uma C*-dlgebra, e se B é uma sub-dlgebra que é fechada (com
respeito a norma) e € auto-adjunta (B = B*), ou seja, € fechada sobre a aplica¢ao x — x*,
entdo B tem uma estrutura de C*-dlgebra. Neste caso, dizemos que B € uma C*-subdlgebra

de A.
Proposigao 1.23 Se A € uma C*-dlgebra, entdo ||z*|| = ||z||, V = € A.

Demonstracao: Se x = 0, a demonstragao é imediata. Suponha entao que x # 0. Note

que
1 = llz*zl| < [l [l = llz]| < [l="])

Analogamente, usando z* no lugar de x, obtemos que ||z*|| < ||z||. Assim, ||z*| = ||z||.m

Proposicao 1.24 Seja A é uma C*-dlgebra. Entao a adjunc¢dao € uma funcdo continua.

Demonstragao: Suponha que (z,),eny C A tal que z, — x em A. Pela proposigao

acima, temos que que
[2n — 2| = [(zn —2)"|| = len™ — 2|

Assim, x,* — z*. [

Definicao 1.25 Um elemento x de uma C*-dlgebra é dito auto-adjunto se x = x*, normal

se xx* = x*x e unitdrio se xx* = xz*x = 1.

Proposicao 1.26 Qualquer elemento x de uma C*-dlgebra é unicamente expressivel como
xr = x1 + 1T, onde x1 e xy sao auto-adjuntos.
z+a* z—

* .« . s . .
5— e ro = 5. A unicidade ¢ imediata. ]

Demonstragao: Tome x, =

Lema 1.27 Seja x um elemento auto-adjunto em uma C*-dlgebra. Entao r(x) = ||x||.

Demonstragao: Seja z auto-adjunto. Entao ||2?|| = ||z*z| = ||z||*. Vamos provar, por
indugao, que ||z¥"|| = ||z||*". Paran = 1 o resultado é vdlido. Suponha que ¢ vélido para
k € N. Entao
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12257 | = 1@ )2 || = |12 = [l
Assim,
r(x) = lim [l ]>* = |lz]. -
Proposicao 1.28 Seja x um elemento normal em uma C*-dlgebra. Entdo r(x) = ||z|.

Demonstragao: Suponha que z é normal. Visto que (z")*z" = (z*z)", e usando o

lema anterior temos:

r(2)? = lim|[|l2" | » = lim || (z")*2" | % = lim || (z"2)" ||+ = (") = ]2z = [|lz]>. =
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2 0O Teorema do Mapeamento
Espectral

No comeco deste capitulo, estudaremos os Ideiais e suas propriedades, pois estes
representam uma ferramenta essencial para o estudo deste trabalho. Apds tal estudo,
tomaremos um rumo diferente daqueles tomados em livros tradicionais (tais como em
[10], por exemplo). Visto que posteriormente estaremos interessados em 2 operadores
normais, tinhamos duas opcoes para analisar: definir um conceito de espectro com duas
variaveis, ou usar os polinomios complexos que utilizam apenas uma variavel. Como

veremos no decorrer deste capitulo, a opcao escolhida foi a segunda.

Definicao 2.1 Um subconjunto I de uma dlgebra normada A é dito ser um ideal se as

sequintes condigoes sao satisfeitas, para quaisquer x,y € I, z € A, e € C:

ar +vy, xz, zx € 1.

Um ideal préprio é um ideal que é distinto do ideal trivial A.
Um ideal maximal é um ideal préprio que nao estd estritamente contido em qualquer

outro ideal préprio.

Proposicao 2.2 Se A ¢ uma dlgebra normada unital, entdo as sequintes condi¢oes sao

equivalentes em um ideal I:

(i) I € um ideal proprio;
(ii)) ING(A) =@ (onde G(A) denota o conjunto dos elementos inversiveis de A);
(1i1) 1 ¢ 1

Demonstragao: (i) = (ii) Se existisse x € [ inversivel, 1 = zz~! € I e, portanto,

y=ylel, Yy € A. Assim, terfamos [ = A. Absurdo! Logo, ING(A) = &.
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(17) = (i4i) 6bvio.

(1ii) = (i) Se 1 ¢ I, I # A. Assim, temos que [ é préprio. ]

Proposicao 2.3 O fecho de um ideal proprio em uma dlgebra de Banach unital também é

um ideal proprio. Ainda, todo ideal maximal em uma dlgebra de Banach unital € fechado.

Demonstracao: Seja I um ideal proprio em uma algebra de Banach unital A. Visto que
G(A) é aberto e como pela proposicao anterior que ING(A) = @, temos que ING(A) = 2.
Logo, I é préprio.

Ainda, se I é maximal, visto que I C I, temos que [ = 1. ]

Proposicao 2.4 Seja I um ideal em uma dlgebra A, D o conjunto dos ideais em A/l e
F o conjunto dos ideais em A que contém I. Entio a aplicagio 7' : D — F(onde 7 € a

aplicagao quociente) é uma aplica¢ao injetiva.

Demonstracao: Seja J € D. E facil de ver que 771(J) é um ideal em A. Ainda,
visto que 0 € J, temos que se z € I, entdo w(x) = & = 0 € J. Logo, 7 '(J) D I.
Suponha agora, que 7 1(J) = 77 }(K)(onde J e K sao ideais em A/I). Se, sem perda de
generalidade, © € J, temos que z € 7 !(J) = 77 }(K). Logo, # € K. Assim, concluimos

que J =K. [ |

Na verdade, a aplicacao 7! definida na proposicao acima é uma aplicacao bijetiva, porém

a sobrejetividade sera desnecessaria neste trabalho.

Proposigao 2.5 Seja A uma dlgebra de Banach comutativa unital e v € A. FEntdo as

sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) x ndo € inversivel;

(ii) existe um ideal mazimal I em A tal que x € 1.

Demonstragao: (ii) = (i) Visto que I é préprio, temos pela proposigao 2.2 que x nao
é inversivel.

(1) = (it) Suponha que x nao é inversivel. Entao, Iy = {az : a € A} é um ideal
em A. Note que Iy é préprio, pois Iy # A(visto que 1 ¢ Iy). Considere o conjunto

H = {I : I é um ideal préprio, x € I}. A operacao de inclusdo define uma ordem
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parcial em H e ja vimos que H é ndo-vazio. Seja C uma cadeia (conjunto totalmente

ordenado) em H. Desta forma, vamos provar que J = U I é uma cota superior para C.

IeC
Primeiramente J é um ideal, pois dados a,b € J, c € A e a € C, temos que a € [, e

b € I, para alguns I,, I, € C. Visto que C é uma cadeia, I, C I ou I, C I,. Suponha, sem
perda de generalidade, que I, C I,. Assim, a € I, e, visto que [, é um ideal, temos que
aa+ b, ca, ac € I, C J. Logo, J é um ideal. Também, visto que cada I € C é proprio,
temos pela proposigao 2.2 que 1 ¢ I. Assim, 1 ¢ J e, portanto, J é préprio. Assim, pelo

lema de Zorn, H possui um elemento maximal. [

Proposicao 2.6 As sequintes condigoes em uma dlgebra de Banach comutativa unital

sao equivalentes:

(i) A € simples, ou seja, o unico ideal préprio em A € o ideal trivial {0};

(ii) A= Cly.
Demonstracao: (i) = (i) : Seja © € A. Visto que o espectro é nao-vazio, escolha
A € o(x). Assim, z — Al nao é inversivel, e portanto, o ideal I = {a(x — A1) : a € A} # A,

visto que 1 ¢ I. Pela hipdtese, concluimos que I = {0}, ou seja, © = Al.

(74) = (i) : Como o tnico elemento nao-inversivel de C é zero, (i) é trivial. [

Definicao 2.7 Um homomorfismo complexo em uma dlgebra de Banach comutativa A é

uma aplicagcao ¢ : A — C que satisfaz as sequintes condigoes para todo v,y € A e a € C:

(i) ¢lax +y) = ag(x) + é(y);
(i) ¢p(xy) = ¢(x)d(y);

(111) ¢ ndo é identicamente nulo.

A colecao de todos os homomorfismos complexos em A é chamado de espectro de A,

e sera denotado por A.

Para dlgebras de Banach unitais, a condigao (i77) da definicdo acima é equivalente a
afirmagao que ¢(1) = 1. De fato, se ¢ nao é identicamente nulo, entao existe x € A tal
que ¢(x) # 0. Assim, ¢(x) = ¢(z)¢p(1) e, simplificando ambos os lados por ¢(z), temos

que ¢(1) = 1. A reciproca é imediata.
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Proposicao 2.8 Seja A uma dlgebra de Banach comutativa unital. FEntao a aplicagao
K:A—>J (onde J € o conjunto de todos os ideais mazimais em A), definida por
K(¢) = ker(¢), é uma bijecao.

Demonstracao: Seja ¢ € A e defina I = ker(¢). Claramente I é um ideal, e visto que
¢ nao é identicamente nulo, I # A. Logo, I é préprio. Seja J um ideal préprio em A tal

que I & J. Seja x € J tal que ¢(z) # 0. Assim,

Logo, x—¢(z)l € I C J. Também ¢(x)1 = z—(x—¢(x)1) € J. Logo, 1 = %gb(m)l eJ.
Absurdo! Portanto, I é maximal.

Suponha agora que I é maximal. Entao somente dois ideais contém I: o proprio I e A.
Visto que hé uma correspondéncia injetiva entre ideais em A/I e ideais em A que contém
I, os ideais em A/ sao os triviais. Como A/I é uma algebra de Banach (pois A é Banach
e pela proposigao 2.3 I é fechado), temos pela proposicao 2.6, temos que A/I = C1, ou
seja, para cada & € A/I existe A € C tal que & = Al. Desta forma, definimos a aplicagao
g : A/l — C definida por g(z) = A\. Utilizando também a funcao f: A — A/I dada por

f(z) = &, definimos a fungao

@[ZA—>(C

T — A

que é a composicao O; = go f. E fécil verificar que © é um homorfismo complexo.

Também, se v € A
O)=0yg(@)=0it=0cxecl,

ou seja, ker(©) = 1.
Suponha agora que exista U tal que ker(©) = ker(¥). Se y € ker(0), entao y € ker(¥).
Se O(y) # 0, entao, visto que O(y — O(y)1) = 0, temos que:

0=U(y—0(y)1l)="V(y) —0(y)¥ (1) = 0(y) = ¥(y).

Logo, ® = V. Portanto, para um ideal maximal dado, existe um tnico homomorfismo

complexo © tal que I = ker(0). [

Definicao 2.9 Para cada z € A, definimos a funcio & : A — C dada por i(¢) = ¢(z).
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Proposicao 2.10 Seja A uma dlgebra de Banach comutativa unital. Entao, i(fl) =o(x).

Demonstracgao: Sejaz € Ae ¢ € A. Assim, r—¢(x)1 € ker(¢p). Entao, pela proposicao
acima,  — ¢(x)1 pertence a algum ideal maximal I. Logo, pela proposi¢ao 2.5, x — ¢(x)1
nao é inversivel e, portanto, ¢(x) € o(x).

Reciprocamente, seja A € o(x). Entao, pela proposi¢ao 2.5, temos que z — A1 € I, para
algum ideal maximal I. Assim, pela proposicao 2.8, temos que existe um funcional ¢ tal
que z — Al € ker(¢), ou seja, T(¢p) = () = A. [

Coroldrio 2.11 Seja A uma dlgebra de Banach comutativa. Se ¢ € A, entdo ol < 1.

Demonstragao: Pela proposigao acima, |¢(x)| < r(z) e visto que 7(z) < ||z||(onde 7(z)

é o raio espectral de x), o corolario segue. ]

Proposicao 2.12 Seja A uma dlgebra de Banach comutativa unital, e v € A. Entdo a

ETPressao

define uma aplicacio A > x =5 e* € G(A) com as sequintes propriedades:

(i) e*tV =e%e¥, YV x,y € A;

(i1) Para cada x € A fizado, a aplicagio R 3t — e'* € G(A) define um homomorfismo
do grupo aditivo R no grupo multiplicativo G(A).

Demonstragao: Visto que ||z"]| < ||z||", temos que

oo
n=0

S TP N
n! Bl n!

n=0

T

n
n!

Como a série da direita converge, temos pelo teste da comparagao que a série que repre-
senta a exponencial converge absolutamente, e visto que A é completo, tal série converge.

Ainda, sejam z,y € A. Como A é comutativa, obtemos do teorema binomial que
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Assim,
o0 .Tj yk o0 .Tj %) yk
33+y — _— — _— _— — oY
sy (3 ) (v ) (28—
n=0 \j+k=n j=0 k=0
Em particular, tomando y = —x, temos que e®e™® = ¢ = 1. Logo, e* € G(A) para todo
x € A.
Ainda, sejam s,t € R. Desta forma, e(st)% = esotte — gszele, u

Proposicao 2.13 Seja A wma C*-dlgebra comutativa unital. Se ¢ € A, entio ¢(a*) =
¢(a).

Demonstracao: Caso (1): a é auto-adjunto.
Defina u(t) = e, V t € R. Pela proposigao 1.24, temos que a adjuncao é uma funcao

continua, e portanto temos:

(eitay — (i (iﬁ)hk _ i < 'n' >* ni;o —@t'a et _ (gita) 1

Assim, visto que €® é unitario, temos que ||e?*¢|| = 1. Agora, tomando ¢ € A, visto que

|#]] <1, temos que:

Visto que €' = [e!T] e que Re(itg(a)) =Im(tp(a)), Vs, t € R, concluimos que ¢(a) € R.
Logo, ¢(a) = ¢(a).
Caso (2): a € A qualquer.

Temos que a pode ser escrito como a = a1 + iag, com a; e ay auto-adjuntos. Assim,

P(a*) = ¢(aj —iaz) = ¢(a1) —i dag) = ¢(ar) +ip(az) = d(a).
% = m

A partir de agora, tomaremos um caminho diferente dos livros que tratam deste assunto.
Trabalharemos com a C*—&lgebra gerada pelo duplo comutante do conjunto {7',7*},
ao invés da C*{1,T}. Tal procedimento tornard mais simples as demonstracoes, como
veremos a seguir. Sugerimos ao leitor, que compare as demonstragoes aqui exibidas, com

as demonstragoes em [10], por exemplo.
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Definigao 2.14 Se ‘H é um espago de Hilbert, e se C C B(H) é um conjunto qualquer

de operadores, entao o comutante de C' € denotado pelo simbolo C', e € definido por

C'={2' € BH): 2z =z2', VxeC}.
Lema 2.15 Seja C C B(H) um conjunto qualquer. Entao, C' € uma dlgebra de Banach.

Demonstracao: Sejam z,y € C', « € C e s € C. Entao, (ax + y)s = axs + ys =
sax + sy = s(ax +y). Logo, ax +y € S" e assim, C’ é um subespago vetorial de B(H).
Ainda, sendo a multiplicacdo "herdada”de B(H), temos: (zy)s = z(ys) = xz(sy) =
(xs)y = (sz)y = s(xy). Assim, zy € C’. Suponha agora, que {z,}n,en C C’ seja
uma sequéncia convergindo para z € B(H). Como x,s — xs, sr, — sz e visto que
TpS = STy, ¥V n € N, temos pela unicidade do limite (visto que B(H) é Hausdorff), que

xs = sx. Logo, C' é fechado. Portanto, C’ é uma &lgebra de Banach. m

Lema 2.16 Seja C' C B(H) um conjunto tal que C' = C*. Entdo, (C')* = C".

Demonstragao: A demonstracao é trivial. m

Lema 2.17 Seja C C B(H) um conjunto comutativo. Entdo, C" = (C")" é comutativo.

Demonstragao: Se C é comutativo, entao C' C C’. Assim, é claro que C' D C” e que

C" C C". Logo, C" é comutativo. m

Proposicao 2.18 Seja B = {T,T*}", onde T é um operador normal. Entdo, B é um

C*-algebra comutativa unital que contém T e T™.
Demonstracdo: Seja ¢ = {T,7*}. E uma consequéncia imediata da definicio de
comutante de um conjunto, que C' C B e que 1 € B. Temos, pelo lema 2.15, que B é

uma algebra de Banach. Também, visto que C* = C'| temos pelo lema 2.16 que B* = B.

Logo, B é uma C*-algebra. Ainda, pelo lema 2.17, B é comutativo. ]

Lema 2.19 Suponha que S € B ={T,T*}" seja inversivel em B(H). Entdao, S~ € B.

Demonstracao: Seja U € {T,T*}'. Desta forma, U comuta com S. Assim,
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US =5SU
= USS™1=S5US"!
= U=SUS"
= ST\U=US" n

Proposigao 2.20 Seja S € B = {T,T*}". Entao, o(S) = op(S) (ver definicao 1.12).

Demonstracao: Como pgp(S) C p(5), temos que op(S) D o(S). Também, pelo lema
anterior, op(S) C o(5). Logo, a(S) = op(S). ]

Definicao 2.21 Seja {a;i}jren C C um conjunto de indices onde todos os aji,’s sio iguais

N
a 0, exceto uma quantidade finita deles. Definimos entdo a func¢do f(z) = Z ajkszk €
J,k=0
o operador f(T Z a1 ( (T*)*
7,k=0

Lema 2.22 Sejam T um operador normal e f(T) o operador definido acima. FEntdao,
f(T) e B=AT,T*}".

Demonstracao: A demonstragao é trivial. ]

Teorema 2.23 (Mapeamento Espectral) - Sejam T um operador normal e f(T) e
f(2) como na definicao 2.21. Entao, o(f(T)) = f(o(T)).

Demonstragao: Seja B = {T,T*}". Pela discussao acima, s6 precisamos mostrar

que o5(f(T)) = f(op(T)). Primeiramente, note que se 1) € B, entdo

N N ’ N N k
109 RIS v SRR S TER
=0 k=0 =0 k=0

Seja A € op(f(T)). Entao, f(T) — Al é nao inversivel. Entao, pelas proposigoes 2.5 e 2.8,
temos que existe ¢ € B tal que f(T) — A1 € ker(), ou seja, A = ¢(f(T)) = f(o(T)) €
f(os(T)).

Suponha agora que A € f(op(T)). Assim existe ¢ € B tal que A = f(o(T)) = ¢(f(T)).
Assim, ¢(f(T) — A) = 0. Logo, f(T) — A é nado inversivel, ou seja, A € op(f(7T)). |
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Corolario 2.24 Sejam {aj;}jren C C um conjunto de indices onde todos os aj,’s sdo
iquais a 0, exceto uma quantidade finita deles, T um operador normal e f definida a partir

dos {a;i} como na definicao 2.21. Entao,

AT = sup {[f(A)]}-

Aeo(T)

Demonstragao: Temos que f(7') é normal. Assim, pela proposi¢ao 1.28 e pelo teorema

do mapeamento espectral temos que

IF(D) = r(F(T)) = sup{|A| : A € o(F(T))} = sup{[f (V)] : A € o(T)} = [ fllc(o(ry

onde || f||c((ry) indica a norma de f em C(o(T)). ]

Definicao 2.25 Sejam {aj;}jren C C um conjunto de indices onde todos os aj;’s sdo

iguais a 0, exceto uma quantidade finita deles. O conjunto P C C(o(T)) € o conjunto das

N
fungées f da forma f(z) = Z ajkszk.
5,k=0
M N M
Lema 2.26 Suponha que Z apZ" = Z bj?’Z", Yz € o(T). Entdo, Z ap TV (T*)" =
5,k=0 J,k=0 k=0

N
> b TI (T

]7k:0

Demonstragao: Suponha, sem perda de generalida, que M > N. Defina g(z) =

M
Z (ajx — bjr)2’Z", sendo que bj, = 0 se j > N ou k > N. Assim,
5,k=0
M
1D (aje = b) T (T)*| = sup [g(=)] = 0.
k=0 z€o(T) [ |
N
Defini¢ao 2.27 Dada f € P, seja f(z) = Z ajkszk uma das representacoes de f.
7,k=0
N
Definimos assim, o operador f(T Z a;T?( (T*)*
7,k=0

Observagao 2.28 Em vista do lema 2.26, temos que o operador f(T') estd bem definido.
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Proposicao 2.29 A aplicagcio m : P — B(H) dada por m(f) = f(T) € wma aplicagao

linear, multiplicativa, continua e preserva a adjuncao.

M
Demonstracao: A aplicagdo é claramente linear. Seja f(z) = Z a;;j2'Z uma das
i,j=0
N
representagoes de f e seja g(z) = Z by 2"Z' uma das representacoes de g. Assim,
k,1=0

M N MOON
©(fg)=m (Z Z aijbklzi—i_kzj“) _ Z Z gl DT =

i,5=0 k,I1=0 i,5=0 k,I1=0

M N
= ay TN by T = () (9)-

i,j=0 k,1=0

E facil de ver que m preserva a adjuncao. Ainda, pelo corolario 2.24, temos que 7 é

continua. u

Proposicao 2.30 7 possui uma extensao linear, multiplicativa, que preserva a adjungao

e continua
n:C(o(T)) — B(H)
com norma ||| = ||m||.

Demonstracao: O resultado segue imediatamente do teorema da extensao de op-
eradores continuos (ver [5], pagina 100), junto com o fato de que P = C(o(T)) (ver

proposigao 6.34). [ |

Temos em maos portanto, a aplicagdo 7 que estd definida em C(o(7)). Nosso objetivo
agora é estender tal aplicacao para o conjunto das fun¢oes Borel mensurdveis limitadas

(ver definigao 3.2) definidas em (7).
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3 Medidas Espectrais

A palavra medida remete imediatamente ao conceito de integral. De fato, este é
exatamente o propodsito da medida espectral. Neste capitulo, defineremos tal medida
para, no capitulo seguinte, definir um novo tipo de integral. Assumiremos ao longo deste
capitulo, que o leitor tenha conhecimento de teoria da medida. Caso nao seja este o caso,

os principais resultados necessarios estao no apéndice deste trabalho.

Se X é um espaco topoldgico compacto de Hausdorff, usaremos a notacao Bx para

denotar a o-édlgebra de Borel que é gerada pela classe de todos os abertos de X (ver

defini¢ao 6.10).

Defini¢ao 3.1 Considere o espago mensuravel (X,Bx) (ver definicio 6.4) e o espago
topolégico (Y, 1) (ver defini¢ao 6.1). Uma funcao f: X — Y € dita Borel mensurdvel, se
f~YV) € Bx para todo V € 7.

Definicao 3.2 Seja X C C um conjunto compacto e considere a topologia relativa a X
(ver defini¢io 6.2). Tome entdo o espago mensurdvel (3, Bs). Definimos B(X) como o

conjunto das fungoes Borel mensurdveis limitadas em ..

E fcil de verificar, que

[flloc = sup | f(t)]
tex

define uma norma em B(3).

Observacao 3.3 Se a involugao em B(X) for a conjugacao complexa, verifica-se facil-

mente que B(X) é uma C*-dlgebra comutativa unital.

No resto deste capitulo ¥ é um subconjunto compacto de C, e 7 : C'(X) — B(H) é

uma aplicagao linear, multiplicativa, que preserva a adjungao e (1) = 14.
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Proposicao 3.4 A aplicacio m satisfaz

(i) Se f € C(X), entao o(w(f)) C a(f);

(i) =A< UIA1-
Demonstragao:

(i) Note que 7 leva elementos inversiveis em elementos inversiveis. Logo, o(7(f)) C

a(f).

(ii) Suponha que f = f*. Entao, temos que 7(f) = «w(f*) = m(f)*. Visto que a norma
de um elemento auto-adjunto em uma C*-dlgebra é igual a seu raio espectral (ver

lema 1.27), usando () nds obtemos

e (NI =rx(f) <r(f) =11
para uma f € C'(X) geral, note que
I (O = () (A = (O < Il = 1A

Assim, [|7(f)[| < [/} N

O que faremos a seguir é estender a aplicagao m de C(X) para B(X). Estes resultados

também se encontram em [12], na pagina 60.

Definicao 3.5 Dados £, € 'H definimos o funcional e, : C(X) — C dado por

weq(f) = (m(f)En).

Proposigao 3.6 Sejam &,1m € H. Entao, ¢¢, € um funcional linear e continuo em C(X)

¢ llpenll < lElnll-

Demonstracao: Como 7 ¢ linear, segue-se das propriedades de produto interno que

e € linear. Ainda,

[ oen(H)] = [T (HEmI < w(FENnll < lw(HIIENI < ANl

Assim g,y ¢ continuo e [lpe || < [I€][{In]l- n
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Definicao 3.7 Seja ¢ € C(X)* (onde C(X)* é o conjunto dos funcionais lineares continuos
definidos em C(X)). Se para toda f € C(X) tal que f > 0, temos que ¢(f) > 0, dizemos

que ¢ € positivo, e denotaremos tal fato por ¢ > 0.

Teorema 3.8 (Teorema da representacao de Riesz) - Seja X um espago de Haus-
dorff compacto, Bx a o-dlgebra de Borel e M(X) o conjunto de todas as medidas complezas
finitas definidas em X (ver defini¢oes 6.14 e 6.15) com a norma dada por ||p| = |p]|(X)
(ver observagdo 6.22). Entdo a aplicagdo pn — ¢, onde ¢, : C(X) — C ¢ dada por

06)= | 1

define um isomorfismo isométrico entre M(X) e C(X)*. Ainda, p, > 0 < pu > 0.

Visto que a demonstracao deste teorema foge do objetivo do trabalho, nao demon-

straremos este fato. Para o leitor interessado a prova se encontra em ([9], teoremas
2.14 ¢ 6.19).

Corolario 3.9 Sejam &,n € H, e f € C(X). Existe uma medida complexa finita jie,, em
Y tal que pe,(f) = / [ dpe,.
b

Definig¢ao 3.10 Dada g € B(X) defina 5, : H x H — C por (,(&,m) = /g dpe ,, onde
2

a medida jie, € a medida obtida no coroldrio acima.

Proposicao 3.11 Nas condigoes da definicao acima, By : H x H — C é uma forma

sesquilinear e

18 (& m| < NIElllInllllglloc, ¥ &,n € H.

Demonstracao: Sejam &,&1,&,1,m1,1m2 € H e ay,a9,71,72 € C. Note primeiramente
que, pela definicao de ¢, temos Yo ¢, 1asts,n = 1Pe, n + C2pg, ». Entao, se R é o isomor-

fismo isométrico do qual trata o teorema da representacao de Riesz, temos que

Ko & +aséan = R(‘Pm&ﬁ-w&,n) = R(O‘ISD&JI + a290§2m) = Qg T Q2flgy n-

Assim,

/9 Altay €y +astrn = Q1 / g dpg, n + a2 / g dpg, 1,
) ) >
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para toda g € B(Z)) ou Seja7 ﬁg(algl + 0425%77) = alﬁg(flvn) + a2ﬁg(§2an)' Analoga’_
mente, prova-se que S4(&,v1m +Y2m2) = F135(&m) +7254(&, m2). Logo, B, € uma forma

sesquilinear em H.

Ainda, para a medida complexa g ,, existe uma fungao (ver proposicao 6.30) h € B(X)

tal que |h(x)| =1, Vo € X e due, = h d|pe,| . Assim,

= ‘/ gh d‘ﬂ&n’
N

Note que na ultima passagem usamos o fato de que o isomorfismo do qual trata o teorema

|ﬂg(f>77>’ = ‘/29 dpie,

< /E |91IAl dlpen] < llglloollten]l = llglloolllleqll

de Riesz ¢é isométrico. Finalmente, usando a proposi¢ao 3.6 e o célculo acima, temos que

186(&, M < Nlgllolllpenll < lgllsollENIn]l- m

Corolério 3.12 Seja g € B(X) e considere 3, como na defini¢ao 3.10. Entao, existe um
operador 7(g) € B(H) tal que B,(&,n) = (7(g)§,m), V §,n € H.

Demonstracao: O resultado segue imediatamente da proposicao acima e do teorema

de Riesz para operadores sesquilineares (ver [5], pdgina 192). [ |

Definicao 3.13 Através do raciocinio acima, definimos a aplicagao que associa a cada

g € B(X) o operador 7(g) € B(H).
Proposicao 3.14 Sejam ¢, € B(X), a € C e 7 da defini¢ao 3.13. Entao:

i. T+ ) = ar(e) + 7(¢)
ii. 7o) = 7 ()7 (V)

=~ (= *

ii. 7(p) = 7(p)
Demonstragao:

i. A demonstragao deste fato é imediata, visto que a integral é linear em B(X) (ver

proposigao 6.31).

ii. Sejam &,n € He f,g € C(X). Note que (ver teorema 6.32)

/E f d(gpen) = / £9 duey = (n(Fo)E,m) = (r(f)m(g)E,m) = / f diiniyyen
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Assim, visto que o teorema da representagao Riesz estabelece uma bijecao entre

C(X)* e M(X), devemos ter giie, = fin(g)e,y- Desta forma, se ¢ € B(X)

(T(pg)&;m = /E ©g dpe, = /Z o dgpie, = /Z ¢ dpin(g)en = (T(p)m(9)E: M)

Logo, 7(¢g) = 7(¢)m(g). Desta igualdade, temos

/E gditic = / padyie = {7 (00)E, )= (7 (P)m(9)€ )={m(9)E, 7 ()" )= / gl oy

Novamente, usando a bijetividade estabelecida pelo teorema da representacao de

Riesz, @ie = pie 7(p)n- Assim, dada ¢ € B(X), temos

(F(60)€, )= / Wepdpie = / bdippie= / Ydpte oy y=(F ()€, 7 () M= (7 (D)7 (W)E, ).

Desta forma, visto que &, n foram arbitrarios, temos que 7(py) = 7(@)7(¢) .

Seja &€ € 'H. Entao,

(7(0)6.€) = (€. 7(0)E) = IR)EE) = / o dpee / B duce = (F(D)E,€).

Logo, 7(®) = 7(y)*. Note que em (x) usamos o fato de que p¢ ¢ é uma medida real.
Para provar este fato, note que se f € C(X) tal que f > 0, entdao tomando g = \/f

temos

/X fduce = (7(1)E,€) = (7(g"9)€.€) = (7(g)"7(9)E, ) > 0.

Assim, pelo teorema da representagao de Riesz, e > 0 e, portanto, real. |

Proposicao 3.15 A aplicacdo 7 € uma extensdao da aplicacdo .

Demonstracao: Sejam ,n€ H e f € C(X). Entao,

(T(f)&m) = B¢(&,n) = en(f) = (m()E ).

Visto que a igualdade ocorre para quaisquer &,n € H fixados, temos que 7(f) = 7(f). B

Proposicao 3.16 Suponha que {gn}neny C B(X) € uma sequéncia uniformemente lim-

itada, ou seja, sup ||g,|| < oo, que converge pontualmente para g € B(X). Entdo,

neN

(gn) — 7(g) na topologia fraca, ou seja, lim (7(gn)€,n) = (7(9)&,m), V & n € H.
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Demonstracao: Seja s = sup ||g,||. Definimos entao a fungao f(z) = s, Vz € X. Assim,
lgn(2)]| < f(2), Vz € X. DEEGIINOS §,n € H e sua medida complexa associada ji ,, existe
uma funcao h € B(X) tal que |h(x)] =1, V 2 € ¥ e dug,y = h d|pe,|. Logo, utilizando
o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (ver teorema 6.18), temos para todo

&neH:

lim (7(g.)€,m) = lim B, (6,) = lim / g dpie,y = lim / guht dlpie| = / oh dljie.,| =

I ditey = By(z,y) = (7(9)z, ). -

Defini¢ao 3.17 Uma medida espectral em um espago mensurdvel (X, Bx) € uma aplica¢ao
E — P(E) de Bx no conjunto das proje¢oes de algum espago de Hilbert H, que satisfaz

as sequintes condigoes:

(1) P(2) =0, P(X) =1y,

(ii) P € enumeravelmente aditiva, ou seja, se {E,}nen € uma colegio enumerdvel de

o0
conjuntos mensurdveis dois a dois disjuntos com E = HEn(onde o simbolo []

n=1
o0
significa uma uniao disjunta), entio P(E) = Z P(E,), onde a série € interpretada
n=1

na topologia fraca.

Definigao 3.18 Considere o espago mensurdvel (X, Bs). Definimos entao a aplicagdo
P : By — B(H) dada por P(E) = 7(1g) (onde 1g denota a func¢ao caracteristica do
conjunto E).

Observacgao 3.19 Note que pela proposicio 3.14, P(FE) € auto-adjunto e idempotente
(P(E)*> = P(E)), ou seja, P(E) é uma projegao.

Proposicao 3.20 Se P € a aplicacao da definicao 3.18, entao P é uma medida espectral.

Demonstracao: i. P(@) = 7(lg) = 0;
ii. P(X) =7(ly) =7(lg) = 1;

iii. Seja £ = ]_[EZ C Y. Note que a sequéncia de fungoes g, : ¥ — R dadas por g, =
ieN
n
Z 1p, é uma sequéncia limitada (||gn|lcc < 1, V n € N), e que converge pontualmente

=1



34

para a funcao g = 1g. De fato, dado e > 0 e z € X, se z ¢ E o resultado é imediato.
Se z € I, entao z € E; para algum j € N. Assim, visto que a unidao ¢ disjunta,

lgn(2) —g(2)] =0 < e, Vn > j. Logo, usando a proposic¢ao 3.16, temos que 7(g,) — 7(g)

N
na topologia fraca, ou seja, (7 (Z 1Ei> &n)y — (w(1g)é,n), ¥V &n € H. Usando este
i=1

fato, temos:

<<Z P(E@-)> & m=( (Z ﬁﬂm)) & m=(7 (Z 1Ei> &m) — (7(1p)&m=(P(E)¢,n),

i=1

V& n€H. Assim, P(E) =Y P(E,). -
n=1
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4 Integracao Espectral

Neste capitulo, usaremos uma construcao semelhante a integral de Lebesgue. Porém,
chamamos atencao ao fato de que o resultado da integragao espectral serd um operador
em B(H). O objetivo aqui é criar este conceito de integral para que possamos identificar

qualquer operador normal com alguma integral deste tipo.

Novamente, neste capitulo, > é um subconjunto compacto de C.

Definigao 4.1 Seja (X,B) um espago mensurdvel. Uma fungio s : X — C € dita

simples, se a sua imagem consiste de um numero finito de pontos.

Se o, g, ..., i, 880 0s valores distintos da funcdo simples s e se A; = {z : s(x) = o},

entao temos que

n
5= E aily,,
=1

n

com os Ais dois a dois disjuntos e X = HAi‘ Claramente, uma funcao simples s é
i=1

mensuravel se, e somente se, cada A; é mensuravel.

Defini¢ao 4.2 Definimos S(X) = {s: X — C : s € simples e mensurdvel}.

Definigao 4.3 Seja P uma medida espectral em um espago mensurdvel (X,B). Se s :

X — C € uma funcao simples mensurdvel e s = E a;la, como acima, definimos para
i=1

cada E € B

[ saP=Y apanp

i=1
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Proposicao 4.4 Nas condigoes da defini¢ao acima, se I, J € B e X = I]]J, entao,

/sdP:/sdP—l—/sdP.
X I J

Demonstragao: Temos que

_ZaP (ANDHU A NT)) =

_Zaz Z:/Xsdp.

Observacao 4.5 Indutivamente, temos que se B, € B, V1 < k < n, e X = HEk,

. k=1
entao

/sdP:/sdP—i-/ SdP+...+/ s dP.
X El E2 n

Lema 4.6 Sejam A, Ao, ..., \, € C e {P;: 1 <i < n} uma familia de proje¢oes nao-nulas

ortogonais duas a duas em B(H). Entao,

= max |[\;] := M.

1<i<n

Demonstragao: Seja £ € H tal que ||£|| = 1. Tome §; =
E=86+&+. .+ +ncom L (ouseja, (5, &) =

Assim,
($ar) o

Pi(¢),V 1 < i < n. Entao,
)paraz#jaeéiJ—U7V1§Z§n'

2=<ixp Z)\P >

—ZMI 12N <

< MQZ el < Mgl = b2,

=1

Note que em (%) usamos o fato de que, visto que os &;’s e i sd@o dois a dois ortogonais
temos (ver [5], pagina 153)
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lEl® =

2 n n
=D l&IP +lnl* = ) l&l*.
=1 =1

Z@ +n
i=1

Ainda, suponha que o maximo dos |\;| ocorra na i,—ésima posigdo. Assim, tomando

w € Im(P,,) (onde Im(P,;,) é a imagem da aplicagdo P, ) com |wl|| = 1, temos:
H (Z m) ()
i=1

= max |\
1<i<n

= [IAswll = A

i=1

Logo,

A utilidade deste lema, reside no fato de que se as condi¢oes da defini¢ao 3.17 sao
satisfeitas, entdo (usando a notagdo daquela defini¢ao) {P(E,) : n € N} é um conjunto

de projegoes duas a duas ortogonais (ver [10], proposicao 2.5.4).

Proposicao 4.7 Seja P uma medida espectral. A aplicagao [ : S(X) — B(H) que leva

s em / s dP ¢ uma aplicacao linear e continua.
b

Demonstracao: Sejam s,t € S(X) e a € C. Se ay, ay, ..., a, sdo os valores distintos de

s, B1, Ba, ..., Bm sdo os valores distintos de t, A; = {z : s(z) = a;} e B; = {x : t(x) = 5},

tomando E;; = A; N Bj, temos que s+t = Z Z(ai + Bi)1E,,. Assim,

i=1 j=1

/ s+t dP = (ci + ) P(E,)
E

ij

J

Visto que X ¢ a uniao disjunta dos Fj;’s, usando a observacao 4.5, temos que

s dP+/ t dP = a; P(Eyj) + B;P(Eyj).
E

(%) (%)

n m

/Es dP + /Et AP =" " iP(Ey)+ Y > BiP(Ey) =Y > (i + B)P(Ey) =

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

/s+th.
x

Note que nao necessariamente as projegoes P(A;) sdo nao nulas. Porém, ainda pode-

mos usar o lema anterior para concluir que



38

Zaz

< max Jas| = |lslls)-

sdPH

Logo, a transformacao é continua e linear. ]

Proposicao 4.8 Seja P uma medida espectral. Entdo, f possut uma extensao linear e

continua (que, por abuso de linguagem, denotaremos pelo mesmo simbolo)
[ : B(X) — B(H).
Usaremos a notagao [(f) = [ f dP.

Demonstragao: O resultado segue imediatamente do teorema da extensao de oper-
adores lineares continuos (ver [5], pagina 100), junto com o fato de que S(X) = B(X) (ver

proposigao 6.36). [ |
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5 O Teorema Espectral para
Operadores Normazs

Chagamos agora ao ponto principal deste trabalho. O que foi feito até aqui, simples-
mente foi o desenvolvimento de ferramentas para que fosse possivel demonstrar o teorema
abaixo. No capitulo 3, usamos uma aplicagao 7w geral para desenvolver o conceito de
medida espectral. Porém, neste capitulo, estaremos usando exatamente a aplicacao 7w da

proposicao 2.30.

Teorema 5.1 Sejam T € B(H) um operador normal, e f : o(T) — C tal que f(\) =

Entao existe uma medida espectral P em o(T) tal que

= / fdpP
o(T)

Demonstracao: Dado o operador normal 7', sejam &£, € H e considere a medida
espectral da definicao 3.18. Primeiramente, note que para qualquer conjunto mensuravel

E C o(T), temos:

e () = / e iy = A1, (6m) = (L0)E ) = (PEIEw)

n

Seja s = E a;14, uma fungao simples mensurdvel com dominio o(7"). Entao
i=1

/U(Ts dpig = Zamn Zaz ,n>=<gaiP(Ai)€,n>:<(/g(Tf dP) €,n>-

=1

Assim, visto que S(X) = B(X) (ver proposi¢ao 6.36), podemos usar a continuidade do
produto interno e da integral espectral para estender o resultado acima para qualquer

funcao Borel mensuravel limitada g, ou seja



/ gdug,n=<</ gdP)f,n>,Vg€B(E)-
o(T) o(T)

Como 7 (f) =T (ver definigao 2.27 e proposicao 2.29), temos

T = (w(hén = [ e = <( / R dP) 3 n> |

Visto que &, € ‘H foram arbitrarios, temos que

T= / A dP.
o(T)

40
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6 Apéndice

6.1 Topologia e Teoria da Medida

Definicao 6.1 Uma topologia em um conjunto X é uma colecao T de subconjuntos de

X, chamados de conjuntos abertos, que satisfazem:
(i) X,@ €r;
(ZZ) Se A1, Ag, ..., A, ET=A NAN..NA, ET;

(1) Se {U; i € I} C 1= UiesU; € 7.

Nés dizemos que (X, 7) € um espago topolégico. Um conjunto F é dito fechado quando

seu complementar X — F' € aberto.

Defini¢ao 6.2 Se (X, 1) é um espago topolégico e A C X, a cole¢io ™ = {GNA:G € 1}

€ uma topologia em A chamada de topologia relativa a A.

Definicao 6.3 Uma colecio B de subconjuntos de um conjunto X € dito ser uma o—dlgebra

em X se B tem as sequintes propriedades:

(i) X €B

(ii) Se A € B, entao A° € B, onde A° é o complemento de A relativo a X.

(111) Se A = U A, eseA, €Bparan=1,23, ..., entio A € B.

n=1

Defini¢ao 6.4 Se B é uma o—dlgebra em X, entao (X,B) é chamado de espa¢o men-

suravel, e os membros de B sao chamados de conjuntos mensurdveis em X.

Quando nao houver a necessidade de se especificar a g-algebra definida em X, usaremos

somente X ao invés de (X, B) para identificar tal espaco mensurdvel.
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Definicao 6.5 Seja X um espagco mensurdvel, Y um espaco topoldgico e f uma aplicagcao
de X em Y. Se f~Y(V) é um conjunto mensurdvel em X para todo aberto V em Y,

dizemos que f € uma funcao mensurdvel.

Proposicao 6.6 Sejam Y e Z espacos topologicos, X um espaco mensurdvel, f : X —Y
uma fungao mensurdvel, e suponha g :'Y — Z uma aplica¢do continua. Defina h = go f.

Entao h: X — Z € mensurdvel.

Demonstragao: Seja V um aberto em Z. Visto que g é continua, temos que g~ (V) é

aberto em Y. Ainda, como

e f é mensuravel, temos que A1 (V) é mensurdvel. Logo, h é mensurdvel. [ |

Proposicao 6.7 Sejam u e v funcoes reais mensurdveis em um espaco mensurdvel X .
Defina

para todo x € X. Entao f: X — R x R € mensurdvel.

Demonstracao: Se R é um retangulo aberto qualquer no plano, com lados paralelos

aos eixos, entao R é o produto cartesiano de dois segmentos I e Iy, e
fHR) = u™H(I) N ()

que é mensuravel, pois u e v sao mensuraveis. Visto que todo aberto V' no plano é uma

uniao enumeravel de tais retangulos R;, e como

fHV)=f (U Ri) = Uf_l(Rz‘),

temos que f~(V) é mensurdvel. u
Corolario 6.8 Seja X um espaco mensurdvel. Entao:

(a) Se f = u+iv, onde u e v sao funcgoes reais mensurdveis em X, entio f é uma

fung¢ao complexa mensurdavel em X.
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(b) Se f =u+iv é uma fungio complexa mensurdvel em X, entao u, v e |f| sao fungoes

reais mensurdveis em X .
(c) Se f e g sao fungoes complexas mensurdveis em X, entao f+g e fg também o sao.
(d) Se E é um conjunto mensurdvel em X e se 1g € a funcao caracteristica de E, entdo

1g € uma funcao mensuravel.

Demonstragao: (a) segue das proposigoes 6.6 e 6.7.

(b) segue da proposicao 6.6, com g(z) = Re(z),Im(z) e |z|.

Se f e g s@o reais, (c¢) segue das proposigoes 6.6 ¢ 6.7. O caso complexo de (¢) segue dos
itens (a) e (b) deste corolério.

(d) é imediata. ]

Teorema 6.9 Se F ¢ uma colecio qualquer de subconjuntos de X, existe uma menor(no

sentido da inculsao de conjuntos) o-dlgebra M em X tal que F C M.

Demonstragao: Ver [9], pagina 12. |

Definicao 6.10 Seja X um espaco topoldgico. Pelo teorema acima, existe uma menor
o-dlgebra B em X tal que todo conjunto aberto em X pertence a B. Os membros de B

sao chamados de conjuntos Borelianos de X .

Teorema 6.11 Suponha que B € uma o-dlgebra em X eY € um espago topolégico. Seja
f: X—>Y.

(a) Se Q € a colegio de todos os conjuntos E C'Y tais que f~'(E) € B, entdo Q € uma

o-dlgebra em Y .
(b) Se f é mensurdvel e E é um conjunto Boreliano em Y, entao f~'(E) € B.

(c) SeY =[—o0, 0] e f~1((ar,00]) € B para todo mimero real o, entdo f é mensurdvel.

Demonstracao: (a) segue das relagoes

[fY)=X, Y -A4)=X-f(4),
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e U AUA UL = FHADU L A) U
Para provar (b), seja 2 como em (a); a mensurabilidade de f implica que €2 contem todos
os conjuntos abertos em Y, e visto que () é uma o-algebra, ) contém todos os Borelianos
em Y.
Para provar (c), seja € a colegao de todos os conjuntos £ C [—o0, 0o tais que f~!(F) € B.
Visto que €2 é uma o-algebra em [—o00, 00|, e visto que («, oo] € Q para todo nimero real

a, o mesmo ¢ verdade para os conjuntos

€ (aaﬂ) = [—oo,ﬁ) n (Oé7 OO]
Visto que todo conjunto aberto em [—o00, 00| é uniao enumerdvel dos segmentos descritos

acima, ) contém todos os conjuntos abertos e, portanto, f é mensuravel. [ |
Proposicao 6.12 Se f,, : X — [—00, 00| € mensurdvel, paran € N e

g = sup fn, h = limsup f,,

neN n— oo

entao g e h sao mensurdveis.

Demonstragao: ¢ !((a,0]) = U fu M (o, 0]).  Assim, pelo item (c) do teorema
n=1

acima, g ¢ mensuravel. O mesmo ocorre com inf no lugar de sup, e visto que

h = }gzlfl{sup fit,

i>k
temos que h é mensuravel. [
Corolario 6.13 (a) O limite pontual de uma sequéncia convergente de fungoes com-
plexas mensurdveis é mensurdvel.

(b) Se f e g sao mensurdveis(com imagem em [—00, 0] ), entdo max{f, g} e min{f, g}

também sao mensurdveis. Em particular, também sao mensurdveis as fungoes
ff=max{f,0} e [~ =min{f,0}.

Demonstragao: Imediata. u
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Defini¢ao 6.14 Seja (X, B) um espago mensurdvel. Dizemos que p : B — [0, 00| € uma

medida positiva se:

(1) (@) = 0;

(ii) u € enumeravelmente aditiva, no senso que sempre que {E, : 1 < n < oo} é
uma sequéncia de membros de B dois a dois disjuntos, entio a série’y .~ ju(E,) é

convergente para o limite pu(U  E,,).

Se u: B — C satisfaz as duas condi¢oes acima, dizemos que p é uma medida com-

pleza.

Um espago de medida é uma tripla (X, B, i), consistindo de um espago mensurdvel

Junto com uma medida positiva (ou uma medida complexa) definida neste espago.

Defini¢ao 6.15 Seja (X, B, 1) um espago de medida. A medida p € dita finita se u(X) <
o0o. O conjunto das medidas complezas finitas definidas em (X,B,u) € denotado por
M(X).

Definigao 6.16 Seja 1 uma medida positiva. Definimos L*(u) como sendo a colegao de

todas as fungoes compleras mensurdveis f em X tais que

J 151 < oc.

Teorema 6.17 (Teorema da Convergéncia Mondtona de Lebesgue) - Suponha

que p1 € uma medida positiva, {f,}nen € uma sequéncia de fungoes mensurdveis em X e

(a) 0 < fi(x) < fo(x) < ... < o0 para todo x € X,

(b) fn(x) — f(x) pontualmente.

Entao f é mensuravel, e

Lﬁ@ﬁéf@

Demonstragao: Ver [9], pagina 21. u
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Teorema 6.18 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Suponha
que [ € uma medida positiva e que f, é uma sequéncia de fungoes complexas mensurdveis

em X tal que
f(z) = lim f,(x)
exista para todo v € X. Se hd uma fungdo g € L'(p) tal que
[fu(@)] <g(z),  (n=1,23,.;2€X),
entao f € L'(u),
lim [ |f, — fldu =0,

n—oo X

lim fndu:/ fdu.
X X

n—oo

Demonstracao: Ver [9], pagina 26. m

Teorema 6.19 Suponha que p € uma medida positiva. Se f, : X — [0, 00| € mensurdvel

para todon € N e

fx) =) fulz)  (z€X)

entao

/deuzifxfndu-

Demonstragao: Ver [9], pigina 22. ]

Teorema 6.20 Seja (X, B) um espago mensurdvel. Suponha que pu € uma medida positiva

com u(X) < oo, f € L' (u), S é um conjunto fechado do plano complexo e

Aef) = 5y [

estd em S para todo E € B com p(E) > 0. Entdo u(J) =0, onde J ={zx € X : f(x) ¢ S}.



Demonstracao: Ver [9], pagina 30.
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Teorema 6.21 Sejam (X, B) um espa¢o mensurdvel, g : X — [0,00| uma fungio men-

surdvel, g uma medida positiva e

gu(E)Z/Eg dp

para todo E € B. Entao gu é uma medida positiva em B, e

/degALZ/ngdu

para toda fungao mensurdvel f: X — [0, 00].

Demonstragao: Seja E = H E;, com E; € B, Vi € N. Observe que

i=1

=1

e que
gu(E) = / lpg du,  gu(E;) = / 1p,g dp.
X X
Assim, pelo teorema 6.19 temos que

gu(E) = Z gu(E;).

Visto que gu(2) = 0, temos que gy é uma medida.
Ainda, se E' € B temos que

/1E dguzgu(E)zfgdu=/ lgg du.
X E X

Entao, para toda funcao simples mensuravel s temos

/sdgu:/sgdu.
X X

O caso geral segue do teorema da convergéncia mondtona de Lebesgue.
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Defini¢ao 6.22 Seja p uma medida complexa em um espa¢o mensurdvel (X, B). Defin-

1mmos entao para cada € B

ul(E —sup{zm E=]]. EneB}.
n=1

A fungao || € chamada de medida de variagao total da medida p.

s

Teorema 6.23 A medida de variacao total |u| de uma medida complexa p em (X, B) é

uma medida positiva.

Demonstracao: Claramente a imagem de |u| estd em [0, co.
Seja E = [[ E;, com E; € B, Vi € N. Para cada F; tome um ntimero real ¢; tal que

t; < |u|(E;). Pela definigdo de supremo, existe uma particao A;; de E; tal que

S lu(Ai)] > t, (= 1,2,3,...).

i=1

Visto que F = H A;j;, temos que
ij=1

Dot 3 a4 < i)

Tomando o supremo do lado esquerdo da desigualdade acima, temos que

Z\u! ) < [ul(E).

Seja agora, K = HAJ" Entao, para cada j fixado, temos que A; = HAj N E;, e para

j=1 i=1
o0

cada 1 fixado F; = HA]- N E;. Logo,

j=1

> lu4) =3 <SS N BN =YY (4 B <

]=1 =1 i=1 j=1

> ul(E)

f:,uA NE;)
=1

Visto que a desigualdade acima ocorre para qualquer particao de E, temos que
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(e 9]

() [p|(E Z

=1
De (x) e (xx), temos que |u|(E Z || (E m

Teorema 6.24 Se i é uma medida complexa em X, entdao

() < oo,

Demonstragao: Ver [9], pdgina 119. u

Definigao 6.25 Seja (X, B) um espaco m ensurdvel. Se y e A sdo medidas complexas de

mesmo dominio B, nos definimos p+ X e cu por

(1 + A (E) = u(E) + ME)
(cu(E)) = cu(E),

onde E € B e c € C qualquer.

Observacao 6.26 E fdcil de verificar que p+ A e cu sao medidas complexas. Assim,

o conjunto das medidas complexas definidas em B € um espaco vetorial. Também, se
definirmos em (X, B)

el = [l (X)

temos que tal espaco vetorial, torna-se um espaco normado.

Definicao 6.27 Seja p uma medida positiva em uma o—dlgebra B, e seja X uma medida
arbitraria em B(\ pode ser positiva ou complexa). Nos dizemos que \ € absolutamente
continua com respeito a i, e escrevemos A K u, se N(E) = 0 para todo E € B tal que
u(E) = 0. Ainda, se existe um conjunto A € B tal que A\(E) = N(ANE) para todo E € B,
nos dizemos que X € concentrada em A. Isto € equivalente a hipdtese que A(E) = 0 sempre

que ENA=a.

Definicao 6.28 Suponha que A1 e Ay sao medidas em B, e suponha que exista um par
de conjuntos disjuntos A e B tais que N\ € concentrada em A e Ay € concentrada em B.

Entao, nos dizemos que A1 e Ay sao mutualmente singulares, e escrevemos Ay L.
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Teorema 6.29 Sejam p uma medida positiva finita e A uma medida complexa em um

espago mensurdvel (X, ).
(a) Hd um unico par de medidas \, e A\s em B tais que
A= Do+ Ao Ao << 1t Aol

Essas medidas sao positivas, e gL As.

(b) (Radon-Nikodym) - Hd uma tinica h € L*(p) tal que

XN(E) = [,hdu, ¥ E € B.
Demonstracao: Ver [9], pagina 124. [ |

Proposicao 6.30 Seja pn uma medida complexa em um espago mensurdvel (X, B). Entao

existe uma fung¢ao mensurdvel h tal que |h(z)| =1 para todo x € X e tal que
dp = hd|pl.

Demonstragao: Suponha que |p|(E) = 0 para algum E € B. Assim, pela defini¢ao de
medida de variagao total de uma medida, temos que u(E) = 0. Logo, u < |p|. Assim,
visto que p = p + 0, o teorema 6.29 garante a existéncia de alguma h € L'(|u|) tal que
dp = hd|p).

o0

Seja A, = {z : |h(x)|] < r}, onde r ¢ algum nimero positivo , e seja A, = H E;. Entao

j=1
X
E.

J

e}

S In(E) =3

j=1

< ZT’/J/KEj) = 7|p|(A4),

e pela defini¢ao de medida de variagao total de uma medida, temos que |u|(A,) < 7|p|(A4,).
Se r < 1, entao devemos ter |u|(A,) = 0. Logo, |h| > 1 quase sempre.
Por outro lado, se |u|(E) > 0, usando o fato de que du = hd|p|, temos que

. (B
(E) /Eh d'”" = um =1

Aplicando agora o teorema 6.20 (com o disco unitario no lugar de S), concluimos que

|h| <1 quase sempre.
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Seja B = {x € X : |h(z)| # 1}. Acamos de mostrar que |u|(B) = 0; assim, basta

definirmos h(z) =1, V z € B para obtermos sa fungao desejada. |

Proposicao 6.31 Seja X um espago topoldgico e considere o espago de medida (X, Bx, 1),
onde . uma medida complexa . Se o € C e f, g sao funcoes Borel mensurdveis limitadas,

entao

Ixlaf+g)dp=o [ f du+ [y g dp.

Demonstracao: A demonstracao € trivial. [ |

Teorema 6.32 Sejam (X, B, ) um espaco de medida, onde p uma medida compleza,

g : X — C uma fungao mensurdvel limitada e

gu(E)Z/Eg dp

para todo E € B. Entao gu é uma medida complexa em B, e

/Efdgu—/Efgdu

para toda funcao mensurdvel limitada f.

Demonstracao: A demonstracao de que gu é uma medida complexa segue o mesmo
raciocinio que na demonstracao do teorema 6.21.

Dividiremos esta demonstracao em cinco passos:

1) Suponha primeiramente que f : X — R limitada, g : X — [0,00) e 1 é uma medida

positiva. Temos que f = f* — f~, sendo que fT e f~ sdo positivas. Assim,
[rdm=[ 5 =5 dgu= [ 5 dgn [ do=
E E E E
/f*g du—/ fTgdu=[ fgdpu.
E E E

2) Suponha agora f : X — C limitada, e g e g como acima. Temos que f = u + iv,

com u = Re(f) e v=1Im(f). Assim, usando o passo 1 acima

/fdgu:/udg,u—l—i/vdg,u:/ugdu—l—z’/vgdu:/fgdu.
E E E E E E
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Suponha f : X — C limitada, g : X — R limitada e ¢ como acima. Decomponha

g=g" — g . Note que

gu(E)Z/gdu=/g+ du—/g‘ dp =g p(E) — g pu(E), vV E € B.
E E E

Assim,

/]Efdgﬂzéfdg+u—/}3fdg‘M=/Efg+du—/Efg‘ dMZ/Efng

Suponha f : X — C limitada, g : X — C limitada e ¢ como acima. Decomponha

g =a+1b, com a = Re(g) e b= Im(g). Note que

g,u(E):/gdu:/adu—l—i/bduzau(E)—l—ib,u(E), V EebB.
E E E

Assim,

/Efdgu:/Efda,unLi/Efdbu:/Efgdu.

Finalmente, sejam f : X — C limitada, ¢ : X — C limitada e g uma medida
complexa. Pela proposicao 6.30, existe h mensuravel tal que |h(x)| = 1 para todo

r € X e du = hd|u|. Note que

gu(E) :/gduz/gdhlul =/9h d|lp| = ghlp|(E), V E € B.
E E E

Assim,

/Ef dgH:/Ef dgh|M!=/Efgh d\,u\:/Efg dju. .

6.2 Teoremas de Densidade

Teorema 6.33 (Teorema de Stone-Weierstrass) Seja A uma sub-dlgebra auto-adjunta de
C(X), onde X é um espago de Hausdorff compacto. Suponha que A satisfaca as sequintes

condicoes:

(i) A contem as funcgoes constantes(ou equivalentemente, A € uma sub-dlgebra unital

de C(X)); e

(ii) A separa pontos em X, ou seja, se x,y sio dois pontos distintos quaisquer em X,

entao existe f € A tal que f(x) # f(y).
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Entao, A é densa em C(X).

Demonstracao: Ver [10], pagina 234. u

Proposigao 6.34 Sejam ¥ C C um conjunto compacto e P C C(X) o conjunto das

N
fungoes f da forma f(z) = Z a;x2’Z". Entdo, P ¢ densa em C(X).
4,k=0

Demonstragao: Claramente P é uma sub-algebra auto-adjunta de C'(X), e 1 € P.
Suponha agora, que x,y € X com z # y. Tomando a fung¢ao identidade f(x) = z, que

estd em P, temos que f(x) # f(y). Logo, por Stone-Weierstrass, P é densa em C(X). B

Lema 6.35 Seja X um espago topoldgico e seja Bx a o-dlgebra Boreliana de X. Se f é
uma fung¢ao Borel mensurdvel limitada em X com f > 0, entao existe uma funcao simples

gtal que0<g< fe

1f]los
Hf _gHoo < e

Demonstracao: Seja ¢ = %, e defina E = {x : f(z) > c}. Assim, g = clg € a

func¢ao desejada. ]

Proposicao 6.36 Seja X um espaco topoldgico e seja Bx a o-dlgebra Boreliana de X.
Se f: X — R uma fungcao Borel mensurdvel limitada em X, entao existe uma sequéncia

{8n}tnen de funcoes simples Borel mensurdveis que converge uniformemente para f.

Demonstragao: Sé precisamos mostrar o resultado para o caso em que f > 0. Para o

caso geral, escreva f = ft — f~.

Seja ¢ = || f||co- Pelo lema anterior, existe uma funcao simples ¢; tal que
0<g<f
e
1 = g1lloe <'5-

Aplicando o lema para a funcao f — g;, obtemos uma funcao simples g, tal que

0<g@p<f-un
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1(f —g1) — g2llc < W <3
Indutivamente, nés obtemos uma funcao simples g, tal que

0<g. <f—(1+g2+ .+ gn)

Assim, as funcgoes s, = g1 + g2 + ... + g, sao as fungoes simples procuradas. n

Corolario 6.37 Na proposicio acima, se f: X — C o resultado também é valido.

Demonstracao: Se f = u + v, onde u e v sdo funcoes reais mensuraveis em X, basta

aplicar o resultado acima para u e v. n
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Conclusao

Ao realizar este trabalho, tivemos algumas dificuldades para contornar os problemas
que se originaram a partir da escolha de nossa C*—algebra. Porém, o resultado foi muito

satisfatério, e podemos perceber o quao simples ficou reduzido o texto.

Além de propiciar uma leitura mais rapida e esclarecedora sobre o assunto, tentamos
ao maximo explicitar o objetivo de cada capitulo, a fim de o leitor entender perfeitamente

0 que se passa por tras do texto.

Finalmente, acreditamos que o objetivo do trabalho foi alcangado, e durante todo
este caminho aprendemos varios conceitos importantes da parte introdutoria da teoria de

C*—algebras.
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