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RESUMO

Neste trabalho obtemos o indice de refracdo considerando-se a teoria de Brans-
Dicke como a teoria fundamental da gravitacdo. Na investigacdo admitimos que o espago-tempo
€ estatico e as pressoes internas da fonte do campo gravitacional sdo, em principio, nao nulas
e anisotropicas. Utilizamos a técnica da aproximacdo de campo fraco das equacoes de campo
para obter expressdes para o indice de refracdo tensorial, fazendo-se algumas aplica¢des dos
resultados.

Palavras Chave: Indice de Refracdo; Teoria de Brans-Dicke; Aproximagcio de Campo Fraco.



ABSTRACT

In this work we obtain the refractive index taking the Brans-Dicke theory as the
fundamental and underlying theory of gravitation. In our investigation we consider that the
spacetime is static and we makes no assumptions about the relative smallness or isotropy of
internal pressures of the sources generating the gravitational field. We employ the technique
of weaking the gravitational field equations in order to derive formulae for the refractive index
tensor and we make some applications of these results.

Keywords: Refractive Index; Brans-Dicke Theory; Weak Field Approximation.
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1 INTRODUCAO

A teoria da Relatividade Geral, desenvolvida por Einstein (1915), € a teoria padrao de
gravitacdo da Fisica. Do ponto de vista experimental, a teoria passou por um periodo inicial de
poucos testes que depois estagnaram, face aos equipamentos da época. Porém, a partir dos anos
60 do século passado houve um renascimento quanto as possibilidades de testar-se a teoria,
a qual desde entdo vem tendo as suas previsdes confirmadas em vérios novos experimentos

(WILL, 2005).

A teoria gravitacional de Einstein é uma teoria métrica da gravitacdo, em contraste
com a teoria gravitacional de Newton, que considera o espago como absoluto. De fato, segundo
Einstein, o conteddo material é que determina as propriedades métricas do espaco, isto €, a
métrica g,y do espago-tempo. Essa teoria € muito rica em relagdo a variedade de problemas
que podem ser abordados, como, por exemplo, a analogia entre o campo gravitacional e um

meio 6tico refrativo (NANDI, 1995).

Segundo de Felice (1971), Einstein foi o primeiro a sugerir a idéia da analogia entre
o campo gravitacional e um meio refrativo. Depois, Eddington (1920) calculou a deflexdao
dos raios de luz na vizinhanca de um objeto material, considerando que o espago em torno
do objeto era preenchido com um meio com indice de refracdo n, obtido a partir da métrica do
espaco-tempo. Por sua vez, Plebanski (1960) mostrou que, em um espago-tempo curvo com um
tensor métrico gy, as equagdes de Maxwell do eletromagnetismo podem ser reescritas como
se elas fossem validas em um espaco-tempo plano, no qual existe um meio 6tico com uma
equacao constitutiva. Desse modo, especificamente em relagdo a propagacdo da luz, o campo

gravitacional age como um meio 6tico refrativo.

Uma consequéncia da deflexdo da luz por um campo gravitacional é o fendmeno da
lente gravitacional (WEINBERG, 2008), que leva a visdo de varias imagens de um mesmo

objeto no espaco, como por exemplo uma estrela distante. Isso ocorre porque uma galdxia ou
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um aglomerado de galdxias, que estd entre a fonte de luz e o observador na Terra, curva a luz que
passa na sua vizinhanca fazendo-a convergir para a Terra. O estudo dos efeitos dessas lentes
pode ser realizado empregando-se o regime de campo fraco da teoria da Relatividade Geral
(LANDAU, 1996), definindo-se um indice de refracdo para o “meio”’correspondente a0 campo

gravitacional que curva a luz.

Por outro lado, existem outras teorias gravitacionais (WILL, 1993) que servem de
alternativas para a teoria de Einstein. Um protétipo de uma teoria alternativa é a teoria de
Brans-Dicke (BRANS, 1961), que é a mais simples generalizacdo da teoria da Relatividade
Geral, sendo também uma teoria métrica do espaco-tempo, mas com os efeitos gravitacionais
descritos pela métrica g,y € por um campo escalar ¢. Assim, ela € uma teoria escalar-tensorial
da gravitacdo. Por sua vez, a teoria de Brans-Dicke € um caso particular da classe das teorias
escalares-tensoriais, para as quais o fator de acoplamento do campo escalar com a geometria é

®(¢). Na teoria de Brans-Dicke, @(¢) = @ = constante.

O interesse no estudo de teorias alternativas da gravitagcao ocorre também porque boa
parte das teorias de altas energias que buscam quantizar a gravitacao ou unifici-la com as outras
interagdes fazem previsdes que divergem da Relatividade Geral. No caso das teorias escalares-
tensoriais, elas incorporam naturalmente ingredientes da teoria de cordas, tais como um campo

escalar tipo dilaton (FARAONI, 2009).

Neste trabalho, generalizamos alguns dos resultados encontrados por Boonserm (2005)
para a teoria da Relatividade Geral. De fato, obtivemos a expressao do indice de refragdo ten-
sorial que simula os efeitos gravitacionais de um espaco-tempo estdtico em torno de fontes com
pressdes nao nulas no contexto da teoria de Brans-Dicke. Comparando este resultado com o re-
sultado previsto pela Relatividade Geral podemos avaliar a influéncia exercida pelo campo esca-
lar de Brans-Dicke. Um aspecto a ser mencionado é que trabalhamos na chamada aproximacao
de campo fraco da gravitacio (ASHTEKAR, 1994; HITZER, 1997). Esta aproximag¢do con-
siste em manter nas equacgdes de campo termos até a ordem GA, onde A é alguma quantidade

relacionada com a densidade de matéria e as pressoes da fonte considerada.

Na determinacao do indice de refracdo para a teoria de Brans-Dicke, consideramos
métricas estdticas do espaco-tempo, particularizando depois para o importante caso de métricas
com simetria esférica, que é considerado uma boa aproximacgado para halos galaticos contendo

matéria escura (BOONSERM, 2005). Exibimos ainda a expressao desse indice de refragao para
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o monopolo global de Barriola-Vilenkin (BARRIOLA, 1989).

A dissertacao estd estruturada da seguinte forma: no Capitulo 2, fazemos uma revisao
de noc¢des basicas do formalismo tensorial necessario para a teoria da Relatividade Geral, dis-
cutimos alguns aspectos ligados com as origens da teoria e exibimos as equagdes de campo na
forma exata e depois na aproximacio linear. E feito ainda um breve apanhado do status expe-
rimental da teoria da Relatividade Geral. No Capitulo 3, a teoria gravitacional de Brans-Dicke
¢ apresentada e mais uma vez encontraremos as equagdes de campo fraco da teoria, que serdao
utilizadas nos capitulos subsequentes. Em continuagdo, no Capitulo 4, obtemos a expressao
para o indice de refracdo tensorial no contexto da teoria de Brans-Dicke, considerando o caso
de métricas estdticas e pressoes nao nulas. Entdo, o resultado € comparado com o da Relativi-
dade Geral e as consequéncias sdo examinadas. Finalmente, no tltimo capitulo, consideramos
o caso particular das métricas estaticas com simetria esférica e obtemos a expressao do indice

de refracio na teoria de Brans-Dicke. Em seguida sao discutidas algumas aplicacdes.

Adotamos, ao longo da dissertagdo, a métrica g,y com a assinatura (— + ++). Nos

capitulos 4 e 5, usamos por conveniéncia o sistema de unidades em que ¢ = 1.
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2 A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

2.1 INTRODUCAO

Inicialmente, neste capitulo, desenvolvemos algumas nocdes basicas do formalismo
tensorial necessario para a teoria da Relatividade Geral de Einstein. Na sequéncia, discutimos
alguns aspectos ligados com as origens da teoria, notadamente o Principio da Equivaléncia.
Entdo, as equacdes de campo sdo obtidas na forma exata e depois na aproximagao linear. Veri-
ficamos o limite Newtoniano, obtendo a equag¢do de campo da teoria de Newton com hipéteses
apropriadas. Finalmente, fazemos um breve apanhado da situacio experimental em que a teoria

da Relatividade Geral se encontra na atualidade.

2.2  FORMALISMO TENSORIAL

Uma quantidade fisica, como por exemplo, a velocidade de uma particula, € determi-
nada por um conjunto de valores (as suas componentes), que dependem do sistema de coor-
denadas. O estudo da forma como estes valores mudam de um sistema para outro originou o
conceito de tensor. Com a ajuda deste conceito, é possivel expressar as leis da Fisica através
de equacdes tensoriais, as quais possuem a mesma forma em qualquer sistema de coordenadas

(PAPAPETROU, 1974).

Dois conceitos basicos do calculo tensorial sdo os conceitos de escalar e de vetor: o
escalar € uma quantidade que independe do sistema de coordenadas. Ja os vetores, em uma

transformagdo de um sistema com coordenadas x* para outro com coordenadas x*, podem ser

A

de dois tipos. Temos o vetor contravariante, que € aquele cujas n componentes a” se transfor-

mam Como

) 97

ox*
o __ o
el 550 = 3% 2.1
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onde introduzimos a conven¢do de soma de Einstein: indices repetidos, um em cima e outro
embaixo indicam uma soma, que fica entdo subentendida. Tem-se também o vetor covariante

a,, cuja lei de transformacao é

~ ox%

a) = ﬁaa. (22)

A defini¢do de tensores de ordem superior € direta. Por exemplo, um tensor contra-
variante de ordem 2 é uma quantidade de n> componentes T que transformam-se quando

x* — X" como

~ ox% o3P
aff _ Al
R re (2.3)

Agora, tem-se também o tensor covariante 7, e o tensor misto T* L E interessante
notar que o delta de Kronecker s* p € um tensor misto. De um modo mais geral, pode-se
usar a seguinte notagao para classificar o tensor quanto a sua ordem: um tensor com p indices
superiores e ¢ indices inferiores € dito um tensor de ordem (p,q). Assim, um escalar ¢ um

tensor de ordem (0,0), um vetor contravariante é um tensor de ordem (1,0) e assim por diante.

Para discutirmos propriedades de simetria, vamos considerar um tensor T de ordem

(2,0). Este tensor ¢ dito simétrico se

TAM — THA (2.4)

Por outro lado, se

TM = _THA (2.5)

o tensor € anti-simétrico. Essas mesmas propriedades se aplicam para tensores covariantes 7, ;.
Porém, ndo sdo definidas propriedades de simetria para um tensor misto T* u- No caso de
um tensor de ordem (p, g), pode-se definir simetrias com respeito a pares de indices que sejam
ambos superiores ou inferiores Um tensor de segunda ordem contravariante ou covariante, sem
simetria, pode sempre ser escrito como a soma de dois tensores: um simétrico e outro anti-

simétrico. De fato,
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Do =T + Ty, (2.6)
1 oL 1 P .
onde Ty ) = 5 (Tﬂm + TM) ¢ simétrico e Tjy ) = 3 (T;L” — M) € anti-simétrico. O nimero

de componentes independentes de um tensor simétrico 7), € igual

1
n(n——i—), 2.7
2
enquanto um tensor anti-simétrico de mesma ordem tem
n(n—1)
_/ 2.8
> (2.8)

componentes independentes.

E possivel construir um novo tensor por diferenciacio de outro. Para isso, faz-se uso
da conexdo afim I'* , u» Uma quantidade que possui, em geral, n> componentes independentes e
nao se transforma como um tensor. Um importante teorema € valido para conexdes simétricas,
as quais satisfazem aI'* ; , =T'% ;. Esse teorema, que serd importante na préxima se¢io na

discussao do Principio da Equivaléncia, tem o seguinte enunciado:

Seja T* Ay uma conexdo simétrica que possui em um ponto P, em um sistema de
coordenadas x*, os valores (I'* ara as suas componentes. Entdo, é sempre possivel
Au)p

escolher uma transformagdo x* — x* tal que (FO‘ 2 “) »=0.

Pode-se definir a derivada covariante do tensor a; como sendo o tensor

axr.u :ak#—l“p Aufp, (2.9)

A

onde ay , = . Por sua vez, a derivada covariante de um tensor a* € igual a

ap
oxH
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No caso geral de um tensor de ordem (p, q), teremos a derivada covariante

TAH- vp..o = TAH- vp...,o +1rt acT vp... +I# OCGTMX“. vp.. T

- VO'TML" ap... - pGTML" V... T e (2.11)

A diferenca de dois vetores € novamente um vetor, desde que os dois vetores sejam
dados no mesmo ponto. Porém, a conexao r pv permite definir a derivada covariante ay.y,
que € um tensor. O significado deste fato é que, com a ajuda de r pv, pode-se determinar um
vetor no ponto P’ que deve ser considerado como equivalente ao vetor a;, dado em P. Assim, a
conexdo permite definir o transporte do vetor a;, do ponto P ao ponto vizinho P’. Essa operagdo

€ chamada de transporte paralelo.

O resultado do transporte paralelo de um vetor, de um ponto P para outro ponto Q ao
longo de uma curva, dependera nao apenas dos pontos P e (0, mas também da curva que conecta
os dois pontos. Existe, no entanto, um caso especial no qual se a* é tangente a curva em P, serd
tangente a curva em Q, qualquer que seja o ponto Q da curva. Neste caso, chamamos a curva

de geodésica do espago.

A forma geral da equacdo diferencial de uma geodésica é

d?xH " dx® dxP dxH

anz e gy ay My 212

sendo A algum pardmetro que suporemos ser um escalar. Pode-se obter uma forma mais sim-
ples para a equacdo da geodésica, usando-se uma classe particular de parametro chamado de
parametro afim. Ele desempenha nesses espacos o mesmo papel que o intervalo no espago de

Minkowski. Entdo, se o é um parametro afim, a equacao da geodésica fica

d’xH dx® dxP

Pode-se definir o tensor de curvatura do espacgo, o qual é dado por
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R% = -T%y+T%, , +TP;,T%, —TP, T%,. (2.14)

Esse tensor € anti-simétrico em Ll € V:

R%1uv = —R%- (2.15)

Como o tensor de curvatura é de ordem (1,3), pode-se construir contragdes dele. Elas sdo as

seguintes:

leuv =Auy = —Ayy, (2.16)

R* 17 = Ruv. (2.17)

Nenhuma outra contracdo existe em um espago que nao possui métrica.

Denominamos de espaco métrico aquele espaco em que existe uma prescri¢ao atri-
buindo uma distancia escalar a cada par de pontos vizinhos. Um espa¢o Riemanniano, por sua

vez, € um espago métrico no qual a distincia entre pontos vizinhos é dada pela expressao

ds®> = guvdxtdx”. (2.18)

O tensor g,y € chamado de tensor métrico ou simplesmente de métrica do espago Riemanniano.
Em geral, as componentes de g,y sdo fungdes arbitrarias das coordenadas, porém, para os
espacos Euclidiano e de Minkowski, que sdo casos particulares de espacos Riemannianos, as
componentes de g, sdo constantes. E interessante observar ainda que o tensor métrico guv €
simétrico. Em espagos Riemannianos, a distingdo fundamental entre tensores contravariantes e

covariantes ndo existe, pois a métrica pode subir ou descer indices:

ay = guva’ ea =g"a,. (2.19)
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Pode-se mostrar também que a métrica € covariantemente constante, ou seja,

guva = 0. (2.20)

Em uma geometria Riemanniana, as componentes da conexao I'?;,, recebem o nome

de simbolos de Christoffel, que sdo dados por

Iy = 58" (=8uv.a +8auv +8van); 2.21)
com I'?,, =T",,. Com o auxilio dos simbolos de Christoffel, pode-se escrever a equacdo da

geodésica

d?xH dx® dxP
72 + “aﬁﬁﬁ =0, (2.22)

tendo-se agora o comprimento s, dado por (2.18), como um parametro afim da geodésica. As
geodésicas de um espaco Riemanniano possuem a propriedade, que as distingue das outras

linhas conectando dois pontos vizinhos, de terem 0 comprimento maximo ou minimo.

Em espacos de Riemann, o tensor de curvatura, equagdo (2.14), é conhecido como
tensor de Riemann. Ele € o tnico tensor que pode ser construido com a métrica e suas 14 e 2¢
derivadas e que € linear nas derivadas segundas. O nimero de componentes independentes do

tensor de Riemann sera igual a 20, em virtude dele possuir as seguintes simetrias

RP ) =0, (2.23)

Roc)uuv = _Roc)uvu, (2.24)

Raluv = _Rla,uv, (2.25)
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R(xluv = Ruva)t- (2.26)

A Unica contrac¢do nao nula do tensor de Riemann é

Ruy=R" 5y, (2.27)

que é chamado de tensor de Ricci. Este tensor € simétrico, possuindo 10 componentes inde-
pendentes em um espaco de quatro dimensdes (n = 4), de acordo com a equacdo (2.7). Com a

métrica, pode-se contrair o tensor de Ricci

g'uvR’uv = RVV == R, (228)
obtendo-se o escalar de curvatura R.
A combinacao
1

¢ conhecida como tensor de Einstein, o qual tem a divergéncia nula, isto €,

G". =0. (2.30)
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2.3 ORIGENS DA TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

A teoria de Newton da gravitacdo teve grande sucesso, sobretudo quando aplicada ao
estudo do movimento planetario. Porém, ela est4 fora de um esquema relativistico, uma vez que

incorpora conceitos como o tempo absoluto, isto €, admite uma interacdo instantinea.

Para construir uma teoria relativistica da gravitacdo, Einstein elaborou o chamado

“Principio da Equivaléncia”, que estabelece (PAPAPETROU, 1974):

”Forgas gravitacionais e inerciais sdo completamente equivalentes do ponto de vista
fisico, isto é, elas tém a mesma natureza e é impossivel distingui-las por meio de qualquer

experimento”.

Assim, a distin¢ao existente na Fisica Classica entre sistemas de referéncia inerciais
e ndo-inerciais, onde os sistemas nado-inerciais sdo considerados “andmalos”uma vez que sur-
gem neles forgas inerciais que ndo t€m causa fisica, é superada porque um sistema nao-inercial
pode ser considerado como um sistema em repouso, em relacdo ao qual existe um campo de
gravitacdo. Logo, todos os sistemas de referéncia devem ser considerados igualmente validos
para a descri¢do dos fendmenos fisicos. Porém, nos ditos sistemas de referéncia nao-inerciais,
ocorrem efeitos de geometrias nao-Euclidianas, como se deduz, por exemplo, do seguinte co-

mentario de Einstein (EINSTEIN, 1984):

”Seja K' um sistema de coordenadas cujo eixo coincide com o eixo z de um sistema
K, e gira com um movimento de rotacdo de velocidade angular constante em volta deste eixo.
Estardo as configuracoes de corpos rigidos, em repouso relativamente a K', de acordo com as
leis da geometria Euclidiana? Visto que K' ndo é um sistema inercial, ndo conhecemos direta-
mente as leis de configuragdo dos corpos rigidos relativamente a K', nem, em geral, as leis da
natureza. Conhecemos no entanto bem estas leis relativamente ao sistema inercial K, e pode-

mos portanto inferir a sua forma relativamente a K'. Consideremos um circulo com o centro na
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origem e no plano x'y' de K', e um dos seus didmetros. Imaginemos ainda que dispomos de um
grande niimero de réguas rigidas, iguais umas as outras, e que as dispomos ndo so ao longo da
periferia, como também ao longo do referido diametro, em repouso relativamente a K'. Se for
U o niimero destas réguas ao longo da periferia, e D o niimero ao longo do diametro, sabemos

que seria, no caso de néo haver rotagdo de K' relativamente a K :

U
— =T
D

Mas, dado o movimento de rotacdo, o resultado serd diferente. Suponhamos que,
num dado instante t de K, nos determinamos as posicoes de todas as réguas. Relativamente
a K todas as réguas ao longo da periferia sofrem a contracdo de Lorentz, mas as que estdo
dispostas sobre o diametro ndo sofrem tal contragdo (no sentido do seu comprimento). Daqui
resulta que

U
— > T.

Logo, as leis de configuracdo dos corpos rigidos relativamente a K' ndo concordam

com as leis de configuracdo dos corpos rigidos que sdo conformes com a geometria Euclidi-

’»

ana .

Dessa forma, a conclusdo de Einstein foi de que o campo de gravitagdo exerce uma
influéncia e, de fato, determina a geometria do espago, que ndo pode ser mais a geometria
Euclidiana. Em termos da teoria da Relatividade Especial (EINSTEIN, 1999), tem-se que, na
presenca de um campo gravitacional, a geometria do espago-tempo deixa de ser a geometria
de Minkowski de um espago plano para se tornar a geometria de um espago curvo de Riemann

com métrica gy, y.

Einstein considerou ainda que a equacdo de movimento para particulas materiais, sob
a acdo de um campo gravitacional, seria dada pela equacdo da geodésica, equacdo (2.22), de

modo que o termo
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dx® dxP

corresponde a acelerag@o gravitacional experimentada pela particula. De acordo com o teorema
da secdo anterior, esta aceleracdo gravitacional pode ser anulada localmente por uma escolha

apropriada do sistema de referéncia, como, por exemplo, um elevador em queda livre em um

campo gravitacional.

Uma consequéncia imediata pode ser obtida se considerarmos um elevador em queda
livre nas vizinhangas da Terra. Se um raio de luz € emitido, o observador no interior do elevador
assegura que o raio segue a trajetéria retilinea a, indicada na figura a seguir, pois ele pode se
considerar em um sistema inercial em repouso. Porém, um observador na Terra dird que o raio
segue a trajetdria b, uma vez que € necessdrio um intervalo de tempo para o raio ir de um lado
ao outro do elevador em queda, de modo que ao chegar do outro lado o raio terd percorrido uma

trajetdria curva. Assim, um raio de luz deve ser defletido em um campo gravitacional.

Figura 2.1: Deflexdo da luz. Figura editada, retirada de Papapetrou (1974)
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2.4 EQUACOES DE CAMPO

Para estabelecer as equagdes de campo da sua teoria gravitacional, Einstein considerou
equagdes que deveriam se reduzir a equacado da teoria Newtoniana da gravitagdo em um limite

apropriado, de maneira a prever os resultados ja comprovados para o movimento planetario.

A equacgdo de campo Newtoniana é

V2® =4rnGp, (2.32)

onde ® € o potencial gravitacional, p a densidade de massa e G € a constante gravitacional de
Newton. Para proceder a generalizagdo relativistica, deve-se fixar uma relacio entre o contetido
material existente em uma regido do espago e a geometria do espaco nesse mesmo local. O
contelido material sera representado pelo tensor energia-momento 7y, termo que deve ficar do
lado direito das novas equacdes, em analogia com (2.32). No lado esquerdo deve-se ter, entre
as quantidades geométricas possiveis, derivadas segundas da métrica g, v, a qual faz também
o papel de potencial gravitacional. O tensor que satisfaz os requisitos esperados € o tensor de

Einstein, dado por (2.29). Assim, as equagdes de campo devem ser do tipo

Guv & Tyy. (2.33)

Através do principio variacional (ADLER, 1975)

5 / [R—87GL]\/—gd*x = 0, (2.34)

onde R € o escalar de curvatura, L a densidade Lagrangiana de matéria e g o determinante de

guv, as equagdes de campo gravitacional da teoria da Relatividade Geral sdo encontradas:

8nG
Guv = C_4Tuv; (2.35)
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onde u,v =0,1,2,3 e ¢ € a velocidade da luz. Deve-se notar que a conservagdo da energia
e momento sdo obedecidas pois, com a equacdo (2.30), segue-se de (2.35) que T#",, = 0.

Também, pode-se escrever as equagdes de Einstein como

1 8nG

Adicionalmente, uma forma alternativa pode ser obtida se contrairmos a equagao (2.36)

1 8tG

guvRuv - Eg'uvguvR = C—4g'uvTuw

e usarmos que 7 = T*, = g"VT,, € o trago do tensor energia-momento, g"vg,y = 8, =

600 + 611 + 522 + 333 = 4. Entéo,

R=-""7T (2.37)

Substituindo (2.37) em (2.36) e rearrumando os termos, vem que

Ry 1€ 1

Essa € a forma alternativa das equagdes de Einstein (2.36).
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2.5 APROXIMACAO DE CAMPO FRACO

Neste se¢do, obteremos as equacgdes de campo da Relatividade Geral na aproximagao
de campo fraco. Em tal campo, a métrica do espago-tempo € “quase” a do espaco-tempo plano,

de modo que podemos escolher um sistema de referéncia onde

gap = Nap + hag, (2.39)

sendo 14 = diag(—1,1,1,1) a métrica de Minkowski e |haﬁ ‘ < 1. Desprezando as poténcias
de hyp superiores a de primeira ordem, vamos escrever o tensor de Riemann como (LANDAU,

1996)

1
Ryasp = 5 (hyp.as +has.yp —hap.ys —hys.ap)- (2.40)
Na mesma aproximagao, o tensor de Ricci fica
Raﬁ = R6a6ﬁ = gYSRyaSﬁ = nysRyaéﬁa

pois g¥® =n?% — 1Y% E ainda,

R(Xﬁ = (—nYShaﬁ,%S +hya’ﬁ7y+hyﬁ7a7y— h,aﬁ) , (241)

| =

onde & = hY,. Entdo, na aproximagdo de campo fraco, as equagdes de Einstein (2.36) ficam

iguais a

167G
(=1 hap ys+Hapy+hBay—hap) ~NupR = — i Tup: (2.42)

onde R = g'VR,y = NHVRyy.

E possivel escolher arbitrariamente quatro das dez componentes do tensor métrico g4,

0 que significa impor aos hyg quatro condigdes arbitrarias (LANDAU, 1996). Um conjunto de
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condicoes geralmente utilizado € o das condi¢des harmonicas (também chamado de “gauge”

harmonico). As condi¢cdes harmonicas sdo dadas pelas equagdes

(h“ﬁ - l50‘ﬁh> =0, (2.43)
2 o

)

ou seja,

1 1
haﬁpl - 5605[3]’170‘ = 0 = h6B5 - Eééﬁh75

E dai,

I
Hpsa— 50 phsa="0

|
W5 a5 —hap=0. (2.44)

Ainda, a equagdo do gauge harmonico também pode ser escrita como

1
W o5 — 5350‘;175 =0.

Portanto,

I
Wasp=58"ahsp =0

1
W oups—=hap=0. (2.45)

Somando-se (2.44) e (2.45), tem-se

Wpas+hass—hap=0. (2.46)

Agora, levando (2.46) em (2.42), encontramos que
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167G
N"hgp 46+ NapR = —— Tup. (2.47)

Por sua vez, o produto T]Yéhaﬁ7%5 fica

n75ha;3,y,5 =N%hag o0+ N hapi1+1haprr+ 1 hapsa

1 9%h
) ap 2
777 h(xﬁ,y,S = _0_2 atz +V haﬁv

sendo o indice 0 relacionado a coordenada temporal e os indices 1,2 e 3 relacionados as coor-

denadas espaciais. Logo, (2.47) torna-se

9? 167G
(—w + V2> haﬁ + T]aﬁR = —C—4Ta5. (2.48)

Usando (2.37), obtemos finalmente as equacdes de campo fraco da teoria da Relatividade Geral

1 02 167G n

Nesta equagdo, uma vez que o conteudo material seja conhecido, pode-se determinar hq g € dai

a métrica gq 5 do espago-tempo.

Retornando para a equacdo (2.48) e considerando o caso estético, fica-se com

167G
VZhop +NepR = —— Tap- (2.50)
Porém,
R=n""Ryy =n"Roo+n""Ri1 + 1R+ 1> R33
R=—Rypo+Ri1 +Rx+R33
1
R= —EVZ [—hoo + hi1 +hoo + h33],
pois
1
Raﬁ — _—V haﬁ.

2



28

Assim,

1 1
R= —Evz (W00 + Ry +hPy + 135] = —EVZh- (2.51)

Colocando a equacdo (2.51) na equagdo (2.50), e definindo Eaﬁ = hopg — %naﬁh, obtém-se a

equacgdo de campo fraco no caso em que a métrica seja independente do tempo

_ 161G
Vihop = —— Tap- (2.52)

2.6 APROXIMACAO NEWTONIANA

Podemos, a partir da equacao de campo fraco (2.49), tomar o chamado limite Newto-
niano da Relatividade Geral, que corresponde a mostrar que € possivel obter a equacao (2.32) a

partir das equagdes da Relatividade Geral.

Além da hipétese de campo fraco, deve-se supor que a tnica componente nao nula
do tensor energia-momento é T% = —pc?, sendo p a densidade de massa da distribui¢io de

matéria. Portanto, o traco do tensor energia-momento €

T=TPs =T % +T" +T%+ T =T%=—pc*. (2.53)

E ainda,

7% = n%Tho = —Too. (2.54)

A tnica equagdo relevante a partir de (2.49) serd aquela em que o« = f = 0. Assim,

com a hipdtese que a métrica ndo varie apreciavelmente com o tempo, tem-se de (2.49) que
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16nG 1
V2h00 = — C4 (T()() — ET[()()T). (255)
Utilizando-se (2.53) e (2.54), segue que
VZhoo = —@
c
2
V2 (-C 2’00) — 47Gp. (2.56)

Agora, como (LANDAU, 1996)

2P
800 = —1—C—2 = — 1+ hoo,

onde ® € o potencial Newtoniano, temos que

chgo B
5=

®. (2.57)

Desta forma, substituindo (2.57) em (2.56), recaimos na equacao de campo da teoria gravitaci-

onal de Newton

V2® =47Gp, (2.58)

mostrando que a teoria da Relatividade Geral possui o limite Newtoniano correto, sendo capaz

de recuperar os resultados basicos relativos ao movimento planetério.
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2.7 COMENTARIOS

Tendo sido concebida por Einstein em 1915 (LORENTZ, 2001), a teoria da Relativi-
dade Geral vem obtendo sucesso em suas predi¢des sobre os fendmenos gravitacionais, sendo
a teoria padrao de gravitacdao de que dispomos (WILL, 2005). A teoria também € a base para a
Cosmologia, drea que estd em franca evolucdo frente as possibilidades de testes experimentais
(WEINBERG, 2008). Na sequéncia, comentaremos alguns dos testes experimentais a que a

teoria de Einstein vem sendo submetida ao longo dos anos.

O Principio da Equivaléncia, que estabelece a indistinguibilidade entre as forcas gra-
vitacionais e inerciais, tem como evidéncia experimental o fato de que corpos de diferentes
composic¢des, caindo em um campo gravitacional externo, devem cair com a mesma aceleragao.
Uma medida da diferenca fracional nas aceleragdes a; e ap de dois corpos em queda em um

campo gravitacional é definida como

. 2‘(11 —a2|

= 2.59
|a1 +a2| ( )

chamada de razdo de Eotvés. O melhor limite sobre n é (BAESSLER, 1999; WILLIAMS,
1996)

n<4x1071. (2.60)

O primeiro sucesso da Relatividade Geral foi a explicacdo do efeito de precessao do
periélio da orbita de Mercurio. Esse efeito, da ordem de 43 segundos de arco por século, ndo era
explicado pela teoria de Newton. Sempre que o planeta Merctrio chega, em sua Orbita, ao ponto
de maior aproximacdo do Sol, esse ponto vai mudando de lugar em relacdo a érbita anterior e
lentamente fazendo um movimento de rotacao, o qual é chamado de precessao (ver Figura 2.2).
E interessante notar que Einstein desenvolveu a sua teoria de gravitagio com consideragdes
de ordem geral. Apds ter concluido a teoria, ele pode aplica-la e conseguiu obter o valor de

cerca 43 segundos de arco por século para o avanco do peri€lio de Merctrio. A previsao da
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Relatividade concorda com a observagio com uma discrepancia de 3 x 103 (WILL, 2005).

Precesséo do
Periélio (por 6rbita)

Figura 2.2: Orbita planetdria com a precessio do periélio. Figura editada, retirada de Ohanian
(1976).

Como vimos, a luz deve ser defletida ao passar em uma regiao em que exista um campo
gravitacional. Esse efeito foi verificado pela primeira vez em 1919, durante um eclipse solar, por
equipes sob o comando do astronomo inglés Arthur Eddington, uma delas na cidade de Sobral,
no Brasil, e outra na Africa. Eles fotografaram estrelas préximas ao Sol durante o eclipse. Essa
mesma regido do céu foi fotografada meses depois e a comparacao entre as fotos comprovou
a deflexdo da luz (ver Figura 2.3), em acordo com a previsao de Einstein. A teoria de Newton
também prevé uma deflexdo da luz, mas com um valor igual a metade do valor da Relatividade
Geral. A precisdo do experimento foi capaz de verificar essa diferenga, € o triunfo da teoria
de Einstein o fez tornar-se conhecido mundialmente. Atualmente, a diferenca entre a previsao
de Einstein e o valor observado em experiéncias de deflexdo da luz € de 3 x 1074 (SHAPIRO,

2004).
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? Terra

Sol ‘

}
\
\

Posicao verdadeira ‘ Posicdo aparente

Figura 2.3: Mudanca aparente na posi¢cao da estrela devido a deflexdo da luz. Figura editada,
retirada de Ohanian (1976).

A deflexdo da luz é um efeito do campo gravitacional sobre o formato da trajetdria
do raio. Porém, o desenvolvimento das técnicas eletronicas e de radares permitiu a medi¢cdo
de efeitos do campo gravitacional sobre o tempo gasto por um raio de luz para percorrer uma
trajetoria. Nesse sentido, Shapiro (1964) propds um teste para medir o atraso do tempo que um
sinal de radar teria ao ser emitido da Terra até um outro planeta e retornar. As medidas mais
recentes do atraso do tempo de Shapiro, feitas pela sonda Cassini, indicam uma discrepancia
entre o valor tedrico da Relatividade Geral e o valor observado de 2,3 X 1073 (BERTOTTI,
2003). Na figura a seguir, a linha tracejada € a trajetoria verdadeira seguida pelo sinal, enquanto

que a linha reta indica a trajetdria aproximada.
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= Venus

Sol

Terra

Figura 2.4: Trajet6ria de um sinal de luz entre a Terra e um planeta. Figura editada, retirada de
Ohanian (1976).

Uma outra verificagdo importante das previsoes da Relatividade Geral, que serve de
evidencia indireta da existéncia de ondas gravitacionais, ocorre em relagdo ao pulsar binério
PRS 1913+16, descoberto por Taylor e Hulse em 1974 (WILL, 2005). A andlise da 6rbita do
pulsar em torno de sua companheira sugere que o sistema esta perdendo energia sob a forma de
radiacdo gravitacional, de modo que os calculos realizados com a Relatividade Geral indicam
com grande precisdo a variacdo da Orbita observada. A razdo entre a taxa de decréscimo do

periodo do pulsar prevista pela teoria de Einstein, PfG, e a taxa observada PbOBS é

PRG/PPBS — 1,0013 40,0021, (2.61)

que € um excelente valor, tendo em conta que essa foi a primeira verificagdo para um objeto

fora do sistema solar e em uma situacdo de campo gravitacional forte.
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Para finalizar, vamos mencionar o interessante fendmeno das lentes gravitacionais, que
¢ o resultado da deflexdo da luz ao passar nas vizinhangas de um corpo de massa M, colocado
entre a fonte F e o observador O (ver figura a seguir). Na figura 2.5, temos a formagao do Anel
de Einstein, detectado pela primeira vez no final da década de 80 do século passado (HEWITT,
1988). Um observador na Terra pode verificar a formacado de imagens multiplas que correspon-
dem a uma mesma estrela. E possivel inferir o valor da massa M, que pode representar uma
galdxia ou um aglomerado de galaxias, a partir da analise das imagens multiplas formadas pela
lente gravitacional. A comparagdo do valor dessa massa com o valor obtido através de outros
métodos, que levam em conta a luminosidade, pode levar a conclusdo de que existe uma quan-
tidade de matéria ndo visivel na regido, a qual tem sido chamada de matéria escura (KNEIB,

1993; SCHNEIDER, 1996).

Figura 2.5: Anel de Einstein. Figura editada, retirada de Mollerach (2002).
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3 A TEORIA DE BRANS-DICKE

3.1 INTRODUCAO

Faremos uma breve apresentagao da teoria gravitacional de Brans-Dicke, mencionando
alguns aspectos relacionados com a sua origem e algumas de suas caracteristicas. Exibiremos
as equagdes de campo da teoria, ressaltando a participagdao do campo escalar ¢, o qual é di-
retamente ligado com a variagdao da “constante”G de Newton. Na sequéncia, reduziremos as
equacdes de campo exatas para as equagdes de campo na aproximacdo linear, equagdes estas
que serdo bastante uteis, tendo em vista as aplicacOes que serdo desenvolvidas nos capitulos
que se seguem. Para finalizar, mostraremos como o limite Newtoniano € obtido na teoria de

Brans-Dicke.

3.2 A TEORIA DE BRANS-DICKE

Forgas de longo alcance podem ser transmitidas, de um modo geral, por um campo
tensorial g,y € por um campo vetorial do tipo do potencial eletromagnético A, (WEINBERG,
1972). E natural, entio, suspeitar que outras forcas de longo alcance possam ser produzidas
através de campos escalares. De fato, Jordan (1955) foi o primeiro a desenvolver uma teoria da
gravitacdo na qual G, a constante gravitacional de Newton, seria varidvel; mais especificamente,
fun¢do de um campo escalar. A sua teoria foi, no entanto, criticada entre outras coisas por conter

um tensor energia-momento com divergéncia nao nula (FIERZ, 1956).

Anos depois, Brans e Dicke (BRANS, 1961) propuseram uma teoria onde o campo era

representado pelo campo métrico e por um campo escalar relacionado com G, semelhantemente
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a teoria de Jordan, mas evitando os problemas desta. Basicamente, eles consideraram que a

relacdo numérica

GM
2R,

1, 3.1

num universo em expansao uniforme, onde M € uma estimativa da massa do universo visivel
e R, o raio da sua fronteira (ADLER, 1975), sugeriria a variagdo temporal da ‘“constante
gravitacional de Newton ”. E interessante observar que o ponto de partida para Brans e Dicke

foi o Principio de Mach, que pode ser enunciado da seguinte forma:

“O unico movimento que tem significado é aquele relativo ao resto da matéria no
Universo, e a reacdo inercial experimentada em um laboratorio acelerado relativamente a
matéria do Universo pode ser interpretada equivalentemente como uma forca gravitacional

agindo sobre um laboratorio fixo devido a presenca da matéria distante acelerada.”

Segundo Brans e Dicke, esse principio ndo € completamente incorporado na teoria da
Relatividade Geral, e a forma de incorpord-lo em uma teoria de gravitacao seria considerar
um campo escalar ¢ em adi¢do a métrica g,v. O desenvolvimento dessas id€ias permitiu a
determinacdo das equacdes de campo da teoria de Brans-Dicke (BRANS, 1961) através da

generalizagdo do principio variacional da Relatividade Geral

S / [R—87GL]\/—gd*x =0, (3.2)

onde R € o escalar de curvatura e L a densidade Lagrangiana de matéria.

A equacio (3.1) sugere a expressdo simbédlica G~ ~ L (mi / r,-cz) , onde a soma € sobre

i
toda a matéria que poderia contribuir para a reagdo inercial, e r; a distancia da particula material
até o ponto onde o valor de G estaria sendo calculado. Desta forma, é razodvel identificar G!
com @, sendo ¢ um campo escalar. Dividindo-se (3.2) por G e colocando a expressio para G(¢)

como —, vem
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6/ [(])R _8aL— m%qw J—gd'x=0. (3.3)

O terceiro termo € a densidade Lagrangiana usual para o campo escalar; o fator ¢ que aparece

no denominador € para permitir que a constante de acoplamento @ seja adimensional.

Para se encontrar as equagdes de campo, deve-se fazer a variagdo de (3.3) em relacao
as varidveis ¢ e gyv. Fazendo-se entdo esta variagdo, sdo obtidas as equagdes de campo da

teoria de Brans-Dicke (ADLER, 1975):

8 1 1
Guy = _¢f4 Tuv + % <¢,u¢,v - 58#V¢,a¢’a> M) (Gpv — guv0P) (34)
8T
0" Botrae )

onde O0¢ = ¢°.; = g°Y¢.y.5, Tyv € 0 tensor energia-momento associado ao contetido material
e T o seu traco. O campo escalar ¢ nio tem influéncia direta sobre o movimento da matéria,
de modo que o tensor energia-momento 7y, tem divergéncia nula. O valor de ®, a constante
de acoplamento do campo escalar com a geometria, ndo € determinado pela teoria devendo ser
fixado a posteriori. A partir de observacdes experimentais, este valor é atualmente estimado em

40.000 (BERTOTTI, 2003).

Na teoria de Brans-Dicke, as equacdes de movimento das particulas sob a influéncia do
campo métrico externo sao as equacdes das geodésicas. O papel do campo escalar é contribuir
para a determina¢do da métrica, mas uma vez que g, € determinado, tudo se passa como na

teoria da Relatividade Geral em relacdo ao movimento dos corpos.
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Vamos obter uma forma alternativa para as equacdes de campo de Brans-Dicke. Entao,

lembrando-se que o tensor de Einstein € G,y = Ry — % guvR, pode-se obter de (3.4) que

1 8
guvRuv_EguvguvR = oc 48 vTuv—i—

2 2
1
_%5(g“v¢#nw—g“vguv5¢>a
ou seja,
1 87 1
R—§-4R:W ¢2(¢ ‘P(x—— 4¢ o0’ *)+ ¢(D¢_4D¢>

87 0} o 3

R:_WT+p¢7a¢’ +$D¢'

Substituindo (3.6) em (3.4), obtém-se apds rearranjar os termos

¥ 1 O¢

Ruv:w(Tuv guvT) ¢2¢u¢v guv P +$¢,u;v~

Agora, levando-se (3.5) em (3.7), vem que

2

81 2042 0] 1
Ryy = [T,uv Buv < ) T} + P‘P,u‘b,v + a‘p,u;w

oct 20+3

1
(g“v‘l),u(l),v - —guvguvﬁb,aﬁb’a)

(3.6)

3.7

(3.8)

O conjunto de equagdes (3.8) e (3.5) constitui uma forma alternativa das equagdes de campo da

teoria de Brans-Dicke.
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3.4 AS EQUACOES DE BRANS-DICKE NA APROXIMACAO DE CAMPO FRACO

Como na Relatividade Geral, na aproximag¢ao de campo fraco vamos admitir que

guv = NMuv +huv, (3.9)

e, adicionalmente, que

¢:¢o+8:¢0(1+%), (3.10)

SendO n‘uv - dlag(_17 13 17 )’

huv] < 1, ¢p uma constante, e € um termo de primeira ordem
na densidade de energia, de modo que |&/¢p| < 1. Desse modo, apenas os termos de primeira
ordem em Ay € € serdo mantidos. Colocando-se as condigdes (3.9) e (3.10) nas equagdes (3.8)

e (3.5), temos

87 Nuv (2042 Enyv
Ryy = — |Tyy — &Y T|+ 22 3.11
HY ¢0c4{“v 2 (2w+3> }Jr do G1D
8nT
= 3.12
T o3 (3.12)
onde,
1 B B
Ryy = 5(—77mhuv,ﬁ.,7+hu,v,ﬁ +hv,u,ﬁ —hyuy) (3.13)

¢ o tensor de Ricci em primeira aproximacao (MISNER, 1973) e deve-se notar que

09 =g"¢0p=Mn" ~1n*)(90)p

09 = (P —hP)(e0).p = (P —hP)(eqp—Thges)
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0¢ =" (e4p—Thger) =N eqp =Ce, (3.14)
pois os simbolos de Christoffel sdo dados por,

1 1
Tip = 58" (=8app +8pap +8pp.a) = 5 ("7 —h*P)(~hap p +hpap +hpp.a)

1
Top = 5M"P (~hap.p+hpap+hpp.a)- (3.15)

Adicionalmente, observemos que

Dhyy =% hyy 0p. (3.16)

De maneira que o tensor de Ricci também fica

1
Ruy = 5(—Dhuv+hﬁjvﬁ+h€#ﬁ —hyy). (3.17)

Similarmente a Relatividade Geral, podem-se escolher quatro condi¢des arbitrarias a
serem satisfeitas por &y, de maneira a simplificar a equagdo (3.11). Para isso, utilizaremos o

gauge de Brans-Dicke (BRANS, 1961)

1 Eyv
Dai, tem-se
1 £
Y T A
v,.u 2 visu (po )

ou, de forma equivalente,



Derivando em relacdo a v vem,

hammv . %6auh7a7v _ &go,v
hau,v,(x _ %Sauh,a,v _ Q(,;(),v
Wy v — %h%v = 8;;—0"
De modo alternativo, também pode-se escrever
hav,u,(x - %h,v,u = 8’%—(’)“

Somando-se (3.19) e (3.20), obtemos

€
hau7v7(x +hav’u’a - h7l’l’7v = ZM.
%o
Substituindo (3.21) em (3.17), o tensor de Ricci torna-se
R 1[—Dh +287u7v] _ _Dhuv Euyv
2l R T g 2 g

Portanto, (3.11) fica

Oh £ 8 2042
B uv+ NTRVE /2 {uv Tluv( + )Tl

2 b Poct 2 \20+3

Euyv

do
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(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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Logo,

167 Nuv [(20+2
Ohyy = —— | Ty — —— T|. 24
HY do { S (2w+3> } 629

Pode-se ainda escrever essa equacao de uma forma mais explicita, ja que

of 1 9° 2
Ohyy =" hyy o p = 2972 +V ) hyy.

Entao, (3.24) e (3.12) sdo dadas por

1 32 ) _lérm Nuv (20 +2
1P ) ST (3.26)
c? d1? 2o +3)ct '

Essas sdo as equacdes da teoria de Brans-Dicke na aproximagdo de campo fraco. As equacdes
da Relatividade Geral podem ser obtidas se considerarmos o limite @ — oo. Nesse caso, € — 0,
de acordo com (3.26), e (3.25) assume a forma das equacdes de campo de Einstein, ja obtidas

no Capitulo 2:

1 0 2 l6nG TIHV
(- == B - 1],

1
onde fez-se a identificacdo a%lin ¢— = G. Portanto, considerando a aproximagdo de campo
> Qo
fraco, quando @ — oo as equagdes de Brans-Dicke tendem para as equacdes de Einstein, embora
isto ndo aconteca sempre no caso das equacdes exatas (ROMERO, 1993; BANERIJEE, 1997;

FARAONI, 1998).
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3.5 APROXIMACAO NEWTONIANA NA TEORIA DE BRANS-DICKE

Na sequéncia, vamos tomar o limite Newtoniano da teoria de Brans-Dicke, com o obje-
tivo de fixarmos o valor da constante ¢ utilizada na aproximagao de campo fraco. Supondo-se
que os campos nao variem apreciavelmente com o tempo, segue-se que (3.25) e (3.26) ficam

iguais a

167 Nuy (20 +2
Vihy, = —— | Ty — ¥ T 3.27
Y ¢0c4{“v 2 (2w+3) } (3:27)
8T
Vie = . 3.28
T Ro13) (3-28)

E ainda, considerando-se que o tensor energia-momento 7}, € determinado quase que exclusi-
vamente pela densidade p de matéria, segue que T ~ T° g = —Typy = —pc>. De fato, a tinica

equacao independente do conjunto (3.27)-(3.28) sera

167 Noo (2042
VZhoy = ——— |Top— = ( =—Z ) T
00 ¢0c4[°° 2 (2w+3) }

e logo,

167p [ w+2
VZhoy = —
00 (Z(D—f—?))’

que pode-se escrever como

2
w2 42 (122)
0

20
Lembrando que goo = —1 — —-, sendo P o potencial Newtoniano (LANDAU, 1962), e como
C
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2
h
800 = —1 + hgp, temos que — 0 _ g, Entao, ficamos com
20+4
VPO =dm | 3.29
{@N2QY+3)}p G2

Comparando (3.29) com a equagio de campo da gravitacio Newtoniana V>® = 47Gp, con-

cluimos que

1 20+4
¢0—5(2w+3)- (3.30)

3.6 COMENTARIOS

Ap6s algumas consideracdes sobre a origem da teoria de Brans-Dicke, as equacdes
de campo foram apresentadas, tomando-se em seguida o limite de campo fraco da teoria . Na
descricao, foi adotado o gauge de Brans-Dicke com o objetivo de fixar os valores arbitrarios
de hyy. Observamos que no limite em que @ — oo, as equagdes de campo fraco da teoria da

Relatividade Geral foram recuperadas.

Como aplicacdo imediata, verificamos o limite Newtoniano da teoria de Brans-Dicke,

1 (2o0+4
obtendo a equacdo de campo da teoria gravitacional de Newton desde que ¢g = — + .
G\20+3
1

uando @ — oo, Vé-se que ¢y = —.
q G

Em relagdo aos testes cldssicos de uma teoria gravitacional, a teoria de Brans-Dicke
prevé os seguintes resultados, indicados em funcao dos valores da Relatividade Geral Vg para

cada caso (WILL, 2005)
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TESTE VALOR PREVISTO
Deflexdo da Luz (32 i i) -Vre
Precessao do Periélio de Mercirio (gz i 2) -VrG
Desvio Gravitacional para o Vermelho Ve
Atraso do Tempo (;2 i i) -Vre

Tabela 1 - Testes classicos da teoria de Brans-Dicke.

Poucos anos apds ser concebida, a teoria de Brans-Dicke passou por um momento
de grande excitacdo quando medidas (DICKE, 1967) pareciam indicar que a contribuicao dos
termos de momento de quadrupolo para o campo gravitacional do Sol seria maior do que se
supunha. Se isso fosse verdade, o valor que ndo era explicado pela teoria de gravitacdo de
Newton para o desvio do periélio de Mercurio seria de 40 segundos de arco por século. Assim, a
teoria da Relatividade Geral estaria com um grande problema, pois ela previa, sem possibilidade
de alteracdo, que esse desvio era de 43 segundos de arco por século. Inclusive, esse foi o
primeiro sucesso da teoria de Einstein. Na teoria de Brans-Dicke, porém, o valor de o, a
constante de acoplamento do campo escalar com a geometria, poderia ser ajustado para obter os
40 segundos de arco. Medidas posteriores, no entanto, nao confirmaram os resultados obtidos
por Dicke e Goldenberg, de modo que a contribui¢io do momento de quadrupolo gravitacional

€ muito pequena (WILL, 2005).

Nos ultimos anos, as teorias escalares-tensoriais da gravitacio (BERGMANN, 1968;
WAGONER, 1970; NORDTVEDT, 1970), das quais a teoria de Brans-Dicke € um caso particu-
lar, t€m experimentado um renovado interesse. Um dos motivos para isso € a possibilidade que,

ao menos em escalas suficientemente altas de energia, a gravitagdo tenha uma natureza escalar-
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tensorial (DAMOUR, 1994), de modo que essas teorias podem ser importantes no Universo
primordial. Outras motivacdes incluem os efeitos gravitacionais de campos escalares de longo
alcance em modelos de unificacdo baseados em supercordas (GREEN, 1987) e na cosmologia
inflaciondria (LA, 1989). Além disso, as teorias escalares-tensoriais tém implicacao direta para

a cosmologia e para os testes experimentais da interagdo gravitacional (DAMOUR, 2000).
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4 INDICE DE REFRACAO TENSORIAL NO CONTEXTO DA TEORIA DE
BRANS-DICKE

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, iremos obter a expressao para o indice de refracdo tensorial no contexto
da teoria de Brans-Dicke, considerando o caso de métricas estaticas. Para isso, introduziremos o
formalismo bésico na Relatividade Geral, apresentaremos as equagdes da teoria de Brans-Dicke
na aproximag¢ao de campo fraco e sua relagdo com a Relatividade Geral, obtendo, em seguida,
uma expressao para o indice de refracao na teoria de Brans-Dicke. O efeito das pressdes internas

da fonte do campo gravitacional também estard incluido no indice de refracao.

4.2 INDICE DE REFRACAO TENSORIAL NA TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

Vamos considerar o caso de um campo fraco estatico, onde gqp = Ngg +hag, Nap =
diag(—1,1,1,1) e hgp € uma perturbagio (|qp| << 1). No que se segue desprezaremos termos

de 2 ordem ou maiores em /.

Para um raio de luz se propagando ao longo de alguma curva parametrizada por A vem

que

ds* = gupdx®(A)dxP (1) = ngpdx®(A)dxP (A) + hopdx®(A)dxP (A)=0.  (4.1)
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E ainda,

dx® dxP dt dx' dx’
8aB g an (—1+h00)(ﬁ)2+(5ij+hij)ﬁﬁ =0, (4.2)
onde estamos fazendo ¢ = 1. Com A = ¢, a equagdo (4.2) fica
dx® dxP i
gaﬁ?? = (—1+h00)—|—(5,~j—|—h,~j)xxf =0. 4.3)

Considerando %/ = v/ uma ”coordenada da velocidade da luz”podemos definir (BOONSERM,
2005)

V=[VIk 5 |k|=1=1/6kik,
sendo k um vetor tridimensional unitirio e k/ as suas componentes. Entdo, usando que %/ =
v = | V| k/, pode-se escrever a equagio (4.3) como

(=1+hoo) + (8 +hij) [V K =0,

Portanto,

V17 (14 hikR) = 1= hoo,
pois 5ilecilA<j = 1. Logo,

1

1—ho \°
Vi=—F%] .
1+ h;jk'kI

Mantendo apenas os termos de primeira ordem em /145, encontra-se que

L 1 I
|?’ =(1 —hoo)% (l —I—hijklkj) e (l — —h()o) (1 — Ehijklkj> ,
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onde foi utilizada a expansdo binomial (1 +x)" &~ 1 +nx se |x| < 1. Tem-se ainda que,

1 1 A
V|=1- Shoo = Shi k. (4.4)

Este € o modulo do “vetor velocidade da luz”. Devemos notar aqui que a velocidade real da luz
no espaco de métrica gq, medida pelas réguas e relogios, € sempre ¢ = 1 nas unidades consi-
deradas. Na analogia adotada para se definir o indice de refracao, porém, supomos basicamente
a propagacdo da luz em um espaco plano, preenchido por um “meio”, que é simulado pelas

componentes /1,5. Entéo, definimos o indice de refragéo para a luz viajando na dire¢do k como

N DS TS B

Agora, vamos definir o indice de refracdo tensorial como o tensor 3 x 3

1 1
nij=(1+ Ehoo)(sij + Ehij, (4.6)
de modo que n(k) = n;;k’k/. Com a definigdo
_ 1
haﬁ = haﬁ — Enaﬁhv (4.7)
sendo h = h* ,, também obtemos que
1- 1-
njj = (l—l—ihoo)(si‘—FEhU. 4.8)

Como vimos no Capitulo 2, as equagdes de campo da Relatividade Geral na aproximacao
de campo fraco, utilizando-se o gauge harmonico 7%F, g = 0 e considerando-se o caso estatico,

ficam
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Vihop = —16TGT,p. (4.9)
Entdo, como o espago-tempo € estético, o tensor energia-momento €
p 0
(4.10)

T(Xﬁ: )
0 T;;

onde p € a densidade de energia e T;; as pressoes internas da fonte. Dessa forma, obtém-se de

(4.9) e (4.10)

V2hyy = —167Gp, (4.11)
V2h;; = —16nGT;;. (4.12)
Com as defini¢des
V2 ® = 4nGp, (4.13)
V2, = 47GTj, (4.14)

onde ® € o potencial Newtoniano ordinario ¢ ¥;; sdo os novos potenciais originados das

pressoes internas. Assim, segue de imediato que

(4.15)

hoo = —4,

(4.16)
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Pode-se verificar ainda, que as expressdes a seguir para hq € h;;:

hoo = —2(P + 8" ¥y), (4.17)

hij = —2[2%;; + 8;j(® — 85wy, (4.18)

sdo consistentes com as equacgdes (4.7), (4.15) e (4.16). Entdo, o indice de refracdo tensorial

definido em (4.6) e (4.8) fica igual a

Dessa forma, os efeitos das pressoes internas influenciam o valor do indice de refragdo tensorial
por meio dos potenciais ¥;;, trazendo uma novidade em relagdo a analise Newtoniana.

Agora, facamos uma aplicagdo, considerando que as pressoes internas sejam isotropicas,

isto &, T;; = p&;; e ¥;; = Wod;;. Nesse caso, obtemos as expressdes formais

hoo = —2(® 4 3%)), (4.20)
hij = —26;;(®—Yo), (4.21)
njj = (1 -2 — 2‘P0)6l'j, (4.22)

com as fungdes P e W sendo calculadas a partir das equagdes

V2® = 471Gp, (4.23)
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V2P, = 47Gp. (4.24)

Portanto, as componentes niao-nulas do indice de refracdo sdo ny; = nyy = n33 e ele pode ser
visto como um “escalar”. Essa € uma situacdo comum para a maioria das estrelas, onde o
material estelar se comporta como um fluido perfeito, para o qual a pressao € isotrépica. Por
outro lado, se as pressodes internas forem despreziveis, pode-se tomar ¥;; — 0 e recuperar os

resultados conhecidos do limite Newtoniano (SCHNEIDER, 1993; MOLLERACH, 2002):

h()() = —2CI); hij = —2q)5ij; I’l,'j = (1 — 2(1))61’]'- (4.25)

4.3 RELACAO ENTRE AS TEORIAS DA RELATIVIDADE GERAL E DE BRANS-DICKE

Como foi mencionado no Capitulo 3, as equagdes de campo da teoria de Brans-Dicke

sao dadas por

81 W 1 1

Gap = 5 Tap + 52 (9005 — 58ap0ud™) + 5 (ip — 80p09). (4.26)
8T
R 4.27)

onde fizemos ¢ = 1. Na aproximacao de campo fraco, considera-se de modo andlogo ao caso

da Relatividade Geral que

8ap = Nap +haﬁ> (4.28)

sendo que 1), denota o tensor métrico de Minkowski e /1,5 € um pequeno termo de perturbag@o.

Além disso, toma-se também que
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O = Qo+ €, (4.29)

onde @y é uma constante, € = £(x) um termo de perturbagdo e | €/¢y |< 1. Desse modo,

desprezaremos termos de ordem superior a 1 em €.

E possivel obter a solucdo de um problema na teoria de Brans-Dicke, para um dado
Typ. a partir de uma solugdo ja conhecida na Relatividade Geral com o0 mesmo 7. De fato, se
8ap (G,x) é uma solugdo conhecida das equacdes de Einstein na aproximagéo de campo fraco
para um dado Ty, entdo a solucdo correspondente na teoria de Brans-Dicke para o mesmo Ty

serd dada por (BARROS, 1998):

gop(x) = [1 = Goge(x)] gap(Go, ), (4.30)

1 ) ‘
onde Go = (32+2) G = -~ Equivalentemente, pode-se também escrever

Haw (x) = hyuv(Go,x) — Gog (x) Ny 4.31)

De acordo com (4.27) e (4.29), temos que

8nT
E=— 4.32
20+3’ (4.32)
S I’ s ~ .
sendo que Og = N"¢, 5 = 352 + V<¢. Portanto, uma vez que a solugdo do problema seja

conhecida na Relatividade Geral, tudo que € necessario para obtencdo da solucdo (4.31) na

teoria de Brans-Dicke é resolver a equagdo (4.32) para €(x).
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4.4 INDICE DE REFRACAO TENSORIAL NA TEORIA DE BRANS-DICKE

Considerando a propagacao da luz em um espaco-tempo estatico, podemos definir, de

modo andlogo ao da se¢do 4.2, o indice de refracdo tensorial na teoria de Brans-Dicke como:

1 1
P = (L S hGE)8ij+ ShEP- (4.33)

Entdo, para o tensor energia-momento 7, g dado por (4.10), a solugéo formal na teoria de Brans-

Dicke deve ser, de acordo com (4.31):

h8P = hoo(Go) + Goe, (4.34)
th = h,‘j(Go) — G085ij, (4.35)
onde,
8T

Vie=_——"_ 4.36
€ 2043 (4.36)

e, conforme (4.17) e (4.18),
hoo(Go) = —2 | ®(Go) + 8"y (Gy) |, (4.37)
hij(Go) = —2[2%;;(Go) + 8:j(®(Go) — 8% (Go))].- (4.38)

Substituindo (4.34) e (4.35) em (4.33), obtém-se o indice de refracao

P = (1-20(Go))&; —2¥:j(Go).- (4.39)
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Observa-se que € a mesma expressao formal da Relatividade Geral, porém com a substituicdo

da constante gravitacional de Newton G por Gy = 22+3

= So+i G, sendo Gy < G, fator que serd res-

ponsavel pela discrepancia entre as previsdes das duas teorias. Se as pressdes internas sao
isotrépicas, sendo a fonte representada por um fluido perfeito, pode-se tomar ¥;;(Go) = Wo(Go) §;;

e T;j = p9;;. Logo,

" = —2(®(Go) +3%¥(Go)) + Goe, (4.40)
hEP = —26;;(@(Go) — Wo(Go)) — Goed;j, (4.41)
= (1-29(Go) — 2%0(Go)) &), (4.42)
onde,
Vie = 8”(%;“33”). (4.43)

Verifica-se que o indice de refragdao dado por (4.42) é um “escalar’nesse caso. Se as pressdes

internas sdo desprezadas e fizermos W¥;;(Go) — 0, encontra-se que

h§P = —2®(Gy) + Goe, (4.44)
th = — (2®(Gyp) + Goe) 5,‘j (4.45)
niP = (1-29(Gy))8;;, (4.46)

com
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Vig = — 87p .
20+3

(4.47)

Na aproximagdo de campo fraco, quando @ — o as equagdes da teoria de Brans-Dicke
devem se reduzir para as equacdes da Relatividade Geral (BARROS, 1998). Realmente, neste

limite,

Go—G e €—0,

de modo que as equacoes (4.34), (4.35) e (4.39) se reduzem para os resultados da Relatividade

Geral, equacoes (4.17)-(4.19).

4.5 COMENTARIOS

Consideramos um espago-tempo estatico no contexto da teoria gravitacional de Brans-

Dicke, obtendo-se uma expressdo para o indice de refracdo tensorial. Verificou-se que esse

indice tem uma expressdo formalmente idéntica ao caso da Relatividade Geral, ndo obstante a
20+3

substituicdo da constante gravitacional de Newton pelo fator Gy = (m) G. Este fator repre-

senta a contribuicdo do campo escalar de Brans-Dicke € no indice de refracao.

Os potenciais '¥;; também contribuem para o valor do indice de refragdo tensorial,
representando o efeito das pressoes internas da fonte. No caso particular em que as pressoes
sdo isotrépicas o indice de refracio comporta-se basicamente como um escalar. E interessante
notar que Sereno (2003), adotando uma outra abordagem, definiu um indice de refracdao na

teoria de Brans-Dicke, porém sem considerar o efeito das pressdes internas da fonte.

No limite @ — oo, verifica-se que as expressoes obtidas na teoria de Brans-Dicke se
reduzem, como esperado, para as expressoes ja conhecidas na literatura (BOONSERM, 2005)

para a Relatividade Geral.
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5 INDICE DE REFRACAO TENSORIAL NA TEORIA DE BRANS-DICKE:
METRICAS COM SIMETRIA ESFERICAS

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, consideraremos um caso particular do formalismo desenvolvido no
capitulo anterior para as métricas estdticas. Agora, obteremos a solucao estitica com simetria
esférica para a teoria da Relatividade Geral, considerando a aproximacao linear. Utilizando
essa solucdo, faremos o calculo do indice de refracdo. Na sequéncia, a solu¢do para métricas
estdticas com simetria esférica serd exibida no contexto da teoria de Brans-Dicke e o indice
de refracdo correspondente calculado. Finalmente, discutiremos os resultados, comparando as

duas teorias e fazendo algumas aplicacoes.

5.2 SOLUCAO DE CAMPO FRACO COM SIMETRIA ESFERICA NA TEORIA DA RE-
LATIVIDADE GERAL

As consideragdes gerais do capitulo anterior, validas para métricas estaticas do espago-
tempo, podem ser aplicadas para uma situacao mais especifica como a de métricas com simetria
esférica. Para isso, considera-se um campo fraco esfericamente simétrico para o qual o tensor

energia-momento tem a forma (BOONSERM)

p(r) 0 0 0
0 p(r) 0 0
Top = : (5.1)
0 0 p(r)r? 0
0 0 0 pi(r)r’sen’0

onde p, e p; sdo as pressdes radial e transversal, respectivamente. Na origem, temos p,(0) =
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p:(0). A conservagao do tensor energia-momento TP ¢ expressa em termos da derivada cova-

riante

T%B =0, (5.2)
uma vez que usaremos coordenadas esféricas e a métrica de Minkowski escrita em termos de
coordenadas polares € 1,5 = diag(—1, 1,72, r?sen*®). Da equacio (5.2), tem-se que

T g =T g+ 1% T LT, T =, (5.3)
com os simbolos de Christoffel, na aproximagao considerada, dados por I'* ;5 = %n ¥ (~Nyp.o+
Noy,p + nﬁcm/)- Verifica-se que T8 B> 728 B © 73b .p sdo quantidades identicamente nulas (ver
Apéndice A). Porém,

T8 5 =11 + T, 12+ T3 + 13,1+ T, (5.4)

ou seja,

1 1
' = op(r)+ Enll(—nzz,l)Tzz + 57111(—7733,1)T33

1 1
+§n22(nzz,1)T“ + §n33(n33,1)T“. (5.5)

E ainda, com as devidas substitui¢des,

Tlﬁ;ﬁ :arpr(r)+2[pr(r)_pl(r)]' (5.6)

r

Entao, de acordo com (5.3),
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0 que permite estabelecer a relacio

1
pi(r) = pr(r)+ §r8,pr(r). (5.7

Pode-se escrever, em concordancia com as equagdes de campo de Einstein Vzhaﬁ =

—167wGTyg e (5.1), que

Ho(r) 0 0 0
_ 0  Hir) 0 0
hop = , (5.8)
0 0 H(r)r 0
0 0 0 H,(r)r’sen*6

onde na origem deve-se ter H,(0) = H;(0). Agora, a condi¢do do gauge harmdnico serd expressa
em termos de uma derivada covariante como h®P . = 0. Por analogia com as equagdes (5.1),

(5.2) e (5.7), obtém-se imediatamente

Hy(r)=H,(r)+ %r&rHr(r). 5.9

Para resolver as equagdes de campo deve-se calcular VZhgg = hgp.y 7 = 0"0hgp 5.

Assim, admitindo-se que

Zo(r) O 0 0
- 0 Z(r) 0 0
Vihgp = : (5.10)
0 0  Z(r)r 0
0 0 0 Z,(r)r*sen’0
pode-se obter (ver Apéndice B)
27 1 2
VZhoo = Zo(r) = —0,(r"9,Ho), (5.11)
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V2 =Z,(r) = :—28r(r28rHr) —4 <H’;Hf), (5.12)

a qual ainda pode ser escrita, com a ajuda de (5.9), como

V2, = Z,(r) = :_4a,<r4arHr), (5.13)
€
VZhy, = :—28r(r28rHt) +2 (H’;ZH’)] r? =7,(r)r. (5.14)

As fungdes Z;(r) e Z,(r) ndo sdo independentes. De fato, utilizando-se (5.12) e (5.9), mostra-se

que

Z,(r) + %rarZr(r) ~ 7. (5.15)

As equacdes de Einstein ficam entdo,

V2hoo = —167Gp, (5.16)
V2hi, = —167Gpy, (5.17)
V2hyy = —167Gp,r°. (5.18)

Combinando essas equagdes com (5.11), (5.12) e (5.14), tem-se que

Zo = —167Gp, (5.19)



61

Z, = —16aGp,, (5.20)

e a equacao redundante

7, = —167Gp;. (5.21)

Pode-se obter a solugio formal para a métrica h,, g considerando—se (5.19) na forma

1
ﬁd(rzarHo) = —167Gp,

cuja solugdo é

Hy = —167G / { / przdr} r2dr. (5.22)

Deve-se notar que Hy = —4®P, conforme a equagdo (3.15), com &P representando o potencial

Newtoniano ordindrio. Por sua vez, a equacdo (5.20) fica

%8,(;’48,Hr) — _167Gp,.

Logo,

H, = —167G / { / p,r“dr] r4dr. (5.23)

A funcdo H; pode, entdo, ser calculada a partir da equagdo (5.9). Desse modo, obtemos a
solucdo das equacoes de Einstein para uma métrica estitica com simetria esférica, considerando
que a fonte de campo gravitacional possui, além da densidade de energia p, pressdes internas

radiais e transversais, que originam novos potenciais gravitacionais.
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5.3 CALCULO DO INDICE DE REFRACAO

No Capitulo 4, definimos o indice de refracio em um espaco-tempo estatico como

n=n;k'k’, (5.24)

onde n;; = (1+ %i_zoo)& i+ %l_z,- je k' sdo as componentes do vetor unitdrio tridimensional &, o
qual indica a dire¢do em que a luz se propaga. Em coordenadas esféricas, as quantidades &;;
tém os seguintes valores ndo-nulos: &;; = 1, &» = 1? e 833 = r’sen’6. Assim, a condi¢io

51']'?("]%] =1 fica

k' + P22k + Psen 05k = 1, (5.25)

com o vetor k = k17 + rk20 + rsen0i3 @. Agora, considerando a equagdo (5.8), o cdlculo de n;;

nos conduz aos valores nao-nulos

| 1
nip =1+ EHO + EHra (5.26)
1 1 ’
np=\1+ EH() + EHt re, (5.27)
1 1 S
nyz= |1+ EHO + EHt resen-6. (5.28)

De posse desses resultados, pode-se obter

n= nnlAc]I?] -l-l’lzzi(zicz -|—n33lA<3lAc3,
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ou seja,

1 1 ara 1 1 U
= (1+=Hy+=H, | k'&E' + ( 1+ =Hy+ =H, | *k*k*
n <+2 o+2 ) +(+2 o+2 ,)r

1 1 ~zn
+ (1 + EHO + EHt> rsen’ 0k k>

1 Al A AN A AQA
n = (1 + §H0> (klkl + PR+ rzsen29k3k3)

+= (HA'K + H KR + Hir*sen” 0k°1) .

N —

Utilizando-se (5.25), tem-se a expressdao para o indice de refracdo para uma métrica estatica

com simetria esférica

1 1 ~ ~ ~ ~ ~ ~
n=1+Ho+ 5 (HA'k' + H 12k + H P sen®01°1) . (5.29)

Para exemplificar, pode-se considerar um raio de luz se propagando no plano ¢ = ¢y, sendo
¢p constante. Se o raio passa por um ponto de coordenada r, formando um angulo ¥ com a
direcdo 7 naquele ponto (ver Figura 5.1), entdio as componentes de k nas direcdes 7, 6 e @ sio,

respectivamente, cos X, seny ¢ 0.

fonte

gravitacional /
x
raio de luz

Figura 5.1: Propagacao do raio de luz.
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Portanto, k! = cos y, rk? = seny e rsen®k® = 0. Nesse caso, o indice de refracdo dado por

(5.29) torna-se

1 1
n(r,y) = I+ 5Ho+ 5 (H, cos %y + Hysen®y) . (5.30)

Se as pressoes internas da fonte de campo gravitacional sdo despreziveis, o indice de refragcdo

ficaigual a

1
n(r) =1+ 3 Hy, (5.31)

que independe da direcdo tomada pelo raio ao passar pelo ponto de coordenada r, ou seja, €

isotrépico.

5.4 SOLUCAO DE CAMPO FRACO COM SIMETRIA ESFERICA NA TEORIA DE BRANS-
DICKE

Para obter a solu¢do das equagdes de campo da teoria de Brans-Dicke para métricas

estaticas com simetria esférica, vamos considerar o seguinte resultado da se¢do 4.3:

B8 (x) = hyuy(Go,x) — Go&(x) Ny, (5.32)
com
xT
De = . 5.33
€= 20+3 (5.33)

para construir a solucdo (5.32) devemos encontrar 4,y (Go,x) e €. Inicialmente, sabemos que

- 1
huy = hyy — Enuvha (5.34)
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com hyy = hyy(G,x) dado por (5.8) e

h=Hho+h'y+hH+ k5. (5.35)

Usando-se a métrica 1,y = diag(—1, 1,72, r?sen’0), tem-se

hy2 h33
h=—h h — 4 . 5.36
00t e (5.36)
Porém, de (5.34), segue que
_ 1 1
hoy = hop — =Mooh = hyy — =1*h
22 22 27722 22 21’ ;
isto &,
- 1
hzzsenze = hzzsenze — Erzhsenze,
que leva a
_ 1 1
hyz = hzzsenze — Erzhsen29 = h33 — Erzhsenze.
Logo,
h33 = hysen’6. (5.37)

Substituindo (5.37) em (5.36), temos que

2h
h= —h00+h11+r—222. (5.38)



Agora, consideremos a equacao (5.34), obtendo

além de,
_ 1
hoo = hoo + Eh’

- 1
hll - hll - Eh

Subtraindo as equagdes (5.41) e (5.42) e combinando o resultado com (5.38), obtemos

_ _ r2
hay = (hoo — hn)?

(Hy—H,)r?
hy = —

e também, conforme (5.37),

(Hy — H,)r’sen’6
5 :

h33 =

Prosseguindo, vamos obter /g € /#1;. Entdo, somando (5.41) e (5.42), vem

hoo + h11 = hoo + hi1.-

66

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)
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Porém, de (5.34), vem que

hy 1

Logo, (5.38 ) fica

h=—hoy+hi1 +2H;+ h.

Dai,

hoo = h11 + 2H;. (5.46)

Finalmente, combinando-se (5.45) e (5.46), teremos

Hy+H,

hoo = OJZF "\ H,, (5.47)
Hy+H,

By — O;r T H. (5.48)

Pode-se escrever as componentes nio-nulas de /v (Go,x) = hyy(Go) a partir das

equacoes (5.43), (5.44), (5.47) e (5.48) como

Hy(Go) + H,(Gy)

h()()(G()) = 7 +H1(G()), (5.49)
Hy (G H,. (G
i (Go) = Tl 0); (C0) 1 (G), (5.50)

Iy (Go) = [Ho(Go) _H’(GO)]FZ, (5.51)
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[Ho(Go) — H,(Go)]r*sen’8 '

h33(Go) = >

(5.52)

Na sequéncia, vamos obter €. Sabemos que (5.33) deve ser satisfeita. Porém, como a

solugdo € estdtica e com simetria esférica, entdo € = £(r). Dal,

1 d de
O = V2e — ——[ 2—] 5.53
r2dr r dr ( )

E também, o tragco do tensor energia-momento dado em (5.1) é

T=T%+T"+T%+T>

T33

T = —T00+T11+@+—
2 r’sen0

T =—p+p +2p:. (5.54)

Substituindo (5.53) e (5.54) em (5.33) , temos

1dry,de ¥4
_ 2t = — r+2p:),
rzdr[r dr} 2(0—|—3( p+prt2p)

cuja solugdo é

e 8
C2m0+3

[/(—P + pr +2pt)r2dr r2dr. (5.55)

De posse das equacdes (5.49)-(5.52) e de (5.55), encontramos finalmente a solu¢do na teoria de

Brans-Dicke, equagdo (5.32), para métricas estaticas com simetria esférica

WP (x) = Ho(Go) ;LH’(GO) + H,(Go) + Goe, (5.56)
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— H,(Go) — Gog, (5.57)

[Ho(Go) — Hr(Go)]r?
2

W5 (x) = — G, (5.58)

H, —H, 25en’0
hg’?(x):[ 0(Go) Z(GO)]r o 25en’0Ge. (5.59)

De imediato, percebe-se que, para @ — oo, a solu¢cdo de Brans-Dicke se reduz para a solugdo da

Relatividade Geral, pois € — 0 e Gyg — G no limite considerado.

Vamos verificar a consisténcia da solugdo geral, obtendo o campo gravitacional estatico

e esfericamente simétrico produzido por um ponto de massa M, para o qual

p=M8(7), pr=p =0 (5.60)

Nesse caso, de acordo com (5.22), tem-se que
Ho(Go) = — 167Gy / [ / prPdr]dr

Ho(Go) = —162GoM / [ / r25(7)dr} r2dr.

Sendo 5(7) = ffr:;’ obtemos ainda

4GoM
Ho(Go) = ro . (5.61)

E também, com a ajuda de (5.9), (5.23) e (5.55), vem

H,(Go) = — 167Gy / { / prr4dr} Fdr—0, H,(Gy) =0, (5.62)
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_ 8mM ’ o, 2M
E= - [/6(7)rdr}r = o3 (5.63)

2m+3

m) G, pode-se encontrar a solugdo

Com as equacdes (5.61)-(5.63), lembrando que Gy = (
hiy em (5.56)-(5.59):

hED — ZGTM (5.64)

iy = XiM <Z—1;) , (5.65)
h5P — 2GrM <Z—i;) 2, (5.66)
WP = 2GrM <2—1;) rsen’@, (5.67)

que € exatamente a solucao de Schwarzschild na teoria de Brans-Dicke (BRANS, 1961).
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Vamos obter o indice de refragdo na teoria de Brans-Dicke. Para isso, € necessdrio

calcular ﬁﬁl\? . Entdo, com a defini¢ao Eﬁe = hﬁl‘? — %n“vhBD — NuvGoé€ (Brans, 1961), teremos

_ 1
B =hip — EnithD —NijGo€ =0,

- 1
hoP = h§P — Enoz'hBD —N0iGo€ = 0,

_ 1 1BD
hg(l)) = hg(? - EHOOhBD —NooGo€ = hg(? + N + Go€E.
Porém,
3BD — _pBD | pBD | hé’? n h§3D
T 1 r2  rlsen?@’
Assim,
BD BD BD
7BD — hgoD hy | by h33 1 Goe
00 2 2 2r2  2r2sen?0
hoo = Ho(Go).
Por sua vez,
_ 1 hBD
h]i?lD = hlff) - EnnhBD —M1Go€E = h?f) 5 Goe
_ hBD hBD hBD hBD
hli?]D 00 | M _ 72 33 — Gyt

2 2 212 2r25en20

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)
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P = H,(Gy). (5.74)
E ainda,
_ 1 1
hyy = hgy — EnzthD — N Gog = hby — Ef”thD —r*Goe
_ }hBD WBD  ,BD }hBD
g0 _ (Moo MY Ry M 2 Goer?
2 ( 2 2 212 2r2sen?@ ) 0&r
5y = [H,(Go)]r*, (5.75)
_ 1 1
hyy = hyy — §n33hBD —N33Goe = MY — ErthD sen’0 — Goer’sen”0
A G <4

7BD 2 2 2 2
h33 ( > 5 T 32 + 2r2sen29)r sen~0 — Goer-sen~0

hEP = [H,(Gy)]r*sen’6. (5.76)

O indice de refracdo é dado por

WP = nEPRR = nBPRIR 1 BPR2R2 4 mEPROR, (5.77)

pois,

1- 1-
ng,D =(1+ Ehg(l)))alj + Eth (5.78)
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Como na Relatividade Geral, as componentes do vetor unitario k satisfazem a
Kk + PR + Psen? 0Pk = 1.
Com a utilizacao das equagdes (5.68), (5.69) e (5.73)-(5.76) em (5.77), vamos obter

1 Slal 2ean -
nPP = (1+§H0(Go)) (K& + PRk + Psen®0k°K7)

1 . s an
+5 (H,(Go)k'k" + H, (Go)r*k*k* + H, (Go) r*sen® 0K°K?)

ou seja,
1 1 ~ ~ ~ ~ ~ ~
nPP =1+ 5H0(Go) + 5 [H,(Go)k' k' + H, (Go)r* (]PK* + sen® 0k°17)] . (5.79)

Essa expressdo é formalmente idéntica a equacao (5.29) do caso da Relatividade Geral, evidenciando-

20+3

se, no entanto, a diferenga entre as duas teorias por meio do fator Go = (m

) G, que representa
a contribuicao do campo escalar de Brans-Dicke. Se considerarmos a mesma situagdo da Figura

5.1, ainda temos que (5.79) fica igual a

1 1
nPP(r, 1) = 1+ SHo(Go) + 5 [H-(Go) cos *x + H,(Go)sen’x]. (5.80)

Como,

1
H;(Go) = H,(Go) + §r8rHr(G0),

pode-se escrever a forma alternativa para o indice de refragdo,

Hy (G 1 1
nP(rx) =1+ % + 5 [Hi(Go) cos > + (H(Go) + 570, Hy(Go))sen’ ]

1 1
nPP(r, 1) = 1+ 5 [Ho(Go) + H-(Go)] + 70, Hy(Go)sen’x . (5.81)
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5.6 COMENTARIOS

Obtivemos a solugdo para métricas estaticas com simetria esférica no contexto da teoria
de Brans-Dicke, considerando o efeito das pressoes internas da fonte. A partir desse resultado,
construiu-se uma expressao para o indice de refracio, a qual incorporou também o efeito do

campo escalar de Brans-Dicke.

Uma aplicagio que pode ser feita para a equagio (5.81) é o célculo de nBP(r,x) para
o Monopolo de Barriola-Vilenkin (BARRIOLA, 1989), também conhecido como monopolo
global. Os monopolos podem ser formados como resultado tanto de uma quebra de simetria
local como de uma quebra de simetria global. No primeiro caso, temos o chamado mono-
polo magnético, cuja existéncia foi sugerida por Dirac (1931). Ao contrdrio dos monopolos
magnéticos, para 0s quais a energia estd concentrada principalmente no nucleo, os monopolos
globais apresentam campos de Goldstone cuja densidade de energia decresce com r~2, de tal
forma que a energia do monopolo varia linearmente com r. Este fato sugere que os mono-
polos globais possam produzir efeitos gravitacionais aprecidveis. Uma caracteristica marcante
desses monoplolos € que o espaco-tempo curvo que eles geram, tanto na Relatividade Geral
como na teoria de Brans-Dicke (BARROS, 1997), apresenta um déficit de angulo sélido nas
hipersuperficies t = constante, isto é, a drea de uma esfera de raio r neste espaco € diferente de

ATTr2.

O tensor energia-momento para a configuragdo esféricamente simétrica do monopolo

global é:

> n’
T“V :dlag (_r_za_r_za()?()) = diag(_pﬂpﬁptvpt)a (582)

sendo 7 a escala de energia da quebra de simetria. Dai, pode-se calcular as quantidades Hy(G)

eHr<G())

Hy(Gy) = —167rG0/ Uprzdr] r2dr = —167rG0n21n%, (5.83)
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167Gon>
H,(Go) = — 167Gy / { / prr4dr} FAdr = ﬂlnri, (5.84)
0
onde ry € uma constante. Portanto, levando-se (5.83) e (5.84) em (5.81), obtém-se
BD 167Gon? [sen’x r
n"(rx)=1+ —In—|. (5.85)
3 4 rg

Se os monopolos globais existirem, eles poderiam ser detectados por meio de efeitos
como o de lentes gravitacionais (PERLICK, 2004), de modo que o indice de refracdo associado
ao “meio”’onde o campo gravitacional do monopolo atua seria dado por (5.85) no contexto da

teoria de Brans-Dicke.
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6 CONCLUSAO

Consideramos métricas estaticas no contexto da teoria escalar-tensorial de Brans-Dicke,
desenvolvendo uma analogia 6tica para o campo gravitacional e seus efeitos através da definicao

de um indice de refracao tensorial.

Utilizando-se o formalismo de Boonserm (2005) para a Relatividade Geral, definimos
o indice de refracdo a partir de uma métrica estatica de campo fraco. Verificamos que esse
indice, na teoria de Brans-Dicke, tem uma expressao formalmente idéntica ao caso da Rela-
tividade Geral, ndo obstante a substitui¢do da constante gravitacional de Newton pelo fator
Go = (%) G. Este fator representa a contribuicdo do campo escalar de Brans-Dicke € no

indice de refragao.

Observamos que os potenciais ¥;; também contribuem para o valor do indice de
refracdo tensorial, representando o efeito das pressdes internas da fonte. No caso particular
em que as pressoes sao isotrdpicas, o indice de refracdo comporta-se basicamente como um
escalar. Adotando uma outra abordagem, Sereno (2003) definiu um indice de refra¢do na teoria

de Brans-Dicke, porém sem considerar o efeito das pressdes internas da fonte.

No limite @ — oo, verifica-se que as expressoes obtidas na teoria de Brans-Dicke se
reduzem, como esperado, para as expressoes ja conhecidas na literatura (BOONSERM, 2005)

para a Relatividade Geral.

Para se obter as solucdes na teoria de Brans-Dicke, fizemos uso de um teorema (BAR-
ROS, 1998), o qual relaciona as teorias da Relatividade Geral e de Brans-Dicke para campos

gravitacionais fracos.
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Consideramos um caso particular do formalismo desenvolvido para as métricas estaticas.
Assim, foi obtida a solugdo estatica com simetria esférica para a métrica de Brans-Dicke, consi-
derando a aproximacao linear. Utilizando essa solucdo, fizemos o calculo do indice de refragao

tensorial.

Verificamos, na expressao do indice de refragdo para a métrica com simetria esférica, a
participacdo dos termos relacionados com as pressoes internas da fonte e com o campo escalar

de Brans-Dicke.

Uma aplicacdo feita foi o calculo do indice de refracdo n®P(r,x) para o Monopolo
de Barriola-Vilenkin (BARRIOLA, 1989), também conhecido como monopolo global. Se esses
monopolos globais existirem, eles poderiam ser detectados por meio de efeitos como o de lentes
gravitacionais (PERLICK, 2004), de modo que o indice de refracdo associado ao “meio”’onde

o campo gravitacional do monopolo atua seria dado por (5.85).

Como perspectivas futuras deste trabalho podemos citar: (a) o calculo do indice de
refracdo tensorial para métricas estaciondrias no contexto da teoria de Brans-Dicke, o que cor-
responde fisicamente a considerar o efeito da rotagdo da fonte sobre a propagacgdo da luz, (b)
o cdlculo do indice de refracao tensorial para métricas estdticas/estaciondrias considerando te-
orias escalares-tensoriais gerais, em que ®(¢) e (c) o cdlculo do indice de refragdo tensorial
“efetivo”’para métricas estdticas/estacionarias em uma teoria de Brans-Dicke, o que corresponde
a considerar efeitos de segunda ordem em /y;,, por meio da inclusdo do proprio campo gravita-

cional como fonte no tensor energia-momento.
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APENDICES

APENDICE A - Cilculo das quantidades TOB B> T2B g€ T3B; B

Temos que

_ p
T 5 =1 g+ 1%, T 4+ T, 7.

Assim, obtemos

T0B§ﬁ _ TOﬁﬁ +rg)/[3TYB —I—F%TOY
T% 5 =000 T® + T T + T T# + 105373 + TP (57
Toﬁ;ﬁ = FlolTOO +F202T00 +F303T00 =0. @)

E também,

2B _ 2B 2 ryB B 2y
12 =17 5+ 277 L ThT
Tzﬁ;ﬁ =T22 )+ T20T® + T2 TH + 125373 + T2, T +Fﬁ2ﬁT22
Tzﬁ;ﬁ :F233T33+F323T22. (2)

Calculando I'%33 e 353, vem

1 1
;= 5172"(—1733,,) +Mp33+Mp3) = 5’722(—1733,2),

1 1
I3 = 5113”(—1723,,; +Np23+M3p2) = 57733(7733,2)-

Sabendo ainda que T3 = NayNp 5T7’5, pode-se escrever
T = (M)?T% = T2,

T3z = (N33)°T3% = rhsen*oT.



Substituindo-se esses resultados em (6), encontra-se que

33 103 T
r*sen*0 * 2" (133.2) r#

728

1
Tzﬁ;ﬁ = 5’722(—7133,2)

p=0.

Finalmente,

T35 =T g+ T3, 178 + 10 T

T3ﬁ;ﬁ =TH 34 DT + 3 T 4+ D30T + 33373 + Fﬁm T3

T3ﬁ;5 = r030T33 —I—F131T33 +F232T33 =0.
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APENDICE B - Célculo de V7,

Sabemos que V2hyp = hypy 7 = N"hgp 5. Dai, tem-se que

V2hoo = ny(sf_loo;y;a = 7700}_100;0;0 + 77117100;1;1 + lezf_loo;z;z + 7‘133500;3;3

_ } ) ) ) 1 - )
VZhoo = —(hooo—2TSha0):0 + (oot — 20 o)1 + r—z(hoo,z — 2T hha0)2
1 - _
Foomg 1003 =20 5ha0);3
_ ) ) ) ) 1 - )
VZhoo = —(hooo—2T00h00):0 + (Roo.1 — 209, h00).1 + r—z(hoo,z — 2 R00) 2
) o -
m(hoo,z — 2l g3h00) 3
Vhoo = —(—2TCoha0.0 — Tohoo.a) +2(—2T 6T goo0 — T8I 0oha0) + hoo,1,1

—2T 10,1 — T h00.e — 2((TQ1700).1 — T T o100 — T T0 6 h00
- 1 - _ 2 _
—T$iT01 hao) + r—z(—2F8‘zha0,2 —T55h00,a) — r_z(_rgZFchhOO

TS0 000 — THT0ha0) + 552 (—20&ha0.3 — 00,0

r2sen?@
2 T oo — TETY oo —TET R
r2sen29( 030 o300 =T33 00100 — Tz Doz hao)
_ *Hy 1 _, - 1 -
2 . 0 1 1
Voo = or2 ﬁrzzhoo,l B rzsen26F33hOO’1

oy OHp 1 = 1 1 -
Vohyy = 5.2 3,27 (—=M22,1)hoo,1 — eyl (—M33,1)h00,1

0°Hy 20H, 1

V2hoo = —— + = —— = —9,(r*d,Hyp). 5
0= 79,2 T ar 12 (0, Ho) )
Por sua vez,
Vzﬁn = 71007111;0;0+7711f_111;1;1 +7722511;2;2+7133f_111;3;3
_ _ _ _ _ 1 - _
VZhy = _(hll,o_zr?ohal);O‘f’(hll,l_zr?lhla);l‘f’r—z(hll,z_zrixzhla);z

1 _ _
+rzsen29 <h1 1,37 2F?3hoc1 );3
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_ - 1 - 2 - 1 -
Vihiy = hiag— —zrézth + —21“%21";2%1 - mﬂghlm

2 oo 2
r2s€n26F13F33h11+ lﬂ121ﬂ 2ha2+ Do 6F13r13h3a

_ 0%H, 1 i} 1 _
Vzh — r - 11y h . 11/ h
11 or2 2r2” ( 772271) 11,1 —2r256n29n ( "733,1) 11,1
1 - 1 _
22 e § Vo 33 1,
N7 M2,15 57 (—NM22,1)hi11+1 331551 (—1n33,1)h11
2 1 - 2 1 _
+r—2(§77227722,1)2h22+r—2(§77337133,1)2h22
—  0°H, 20H, 4 4 1 H —H
VZh = =" — —H +—H, = =0,(r’0,H,) -4 —"). 6
=92 e ror 12 +r2 72 (r ) ( 2 (©6)

E ainda,

Vzﬁzz = noof_lzz;o;o +n 11;122;1 1+MN 22f_t22;2;2 + 71337122;3;3

1 - 1 _ -
V2hyy = (hya1 — 2T hap )1 + 5 (honp —2T55han)0 + m(hzzg — 25 ha2) 3

_ 1
V2hyy = (koo — 209 oy — 205 hip — 215 hoy — 205, h32) 1 +3 5 (ho2
1
2T oy — 2T s — 212 B0y — 212535 ). ——(h
nho2 = 2Uphi2 =205k = 20sh32) 2 + 5 (ho2 s

—2I 370y — 2T 43R0 — 2153k — 2133032 3

Vihy = hypi1— 20501 — 2(T5,h02) 1 +2(T5, ) 2hoy +2(T5) ) *haa

1 2 4 1 —
Fzzhzz ) (Fzz)zhll + F22F12h22 o020 ———=33h0,

r2sen?@ r2sen?@ r2sen

- 0%(H,r? - - -
Vihy = (8r2 ) — NNk, — (N7 Ma2ahn) 1 +4(05) A
21 _
zrzn N =M+ (277“(—7722,1))2’111

h22 1
2 11/ FZ ez 11
+21° (=N22,)T1s 2 5250201 (—M33,1) 22,1

1 _
N33 2F33h22+ 297111(—7733,1)1%1}122

+rzse 20
2
r2sen0 (2 n 7733 2)2h33
— 0%H J0H, 2h
V2h22 lr2—|—4 —[—|—2Ht 221+2h]1

ar? or



Finalmente,
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0°H, 20H, 2H, , 2r’dH, 2Hr* 2,
- e W L (%)
(81”2 r or r2 )+ r 8r+ r2 r[( )l
— 1 2H 2H,
Vhy = [r—23r(r28rHt) + rzr]r2 + (_rzt )r* —4H,
— 1 2H, 2H,
2 _ 2 ri.2 t 2
Vehy = [ﬁar(r o/H;) + 3 Jr -5
— 1 H,—H,
V2 = [—28,(r2<9rH,)+2( L t)}rz. (7)
r r

V2E33 = (szzz)senze

V2his = [izar(rzarHt) +2 (Hr —H )] r’sen’0. (8)
r
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