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Resumo

Nos construimos uma familia de modelos homo e hetero-triatomico-moleculares para con-
densados de Bose-Einstein utilizando realizagoes especiais das algebras su(2) e su(1/1) e
também uma representagao multibosonica de sl(2). Mostramos que estes novos modelos
generalizados sao integraveis através do método algébrico do ansatz de Bethe e derivamos

as correspondentes equagoes do ansatz de Bethe e suas respectivas energias.

Posteriormente, fazemos um analise classica para determinar os pontos fixos do sistema
e construimos o diagrama de parametros correspondente. Basicamente, trés cenarios
diferentes sao encontrados, dependendo da diferenca hetero-atomica. Estes resultados
se confirmam a nivel quantico através de um estudo da dinamica quantica e do gap do

sistema.



Abstract

We construct a family of tri-atomic models for heteronuclear and homonucluear molecu-
lar Bose-Einstein condensates using special realizations of the su(2) and su(1/1) algebras
as well as a multibosonic representation of sl(2). We show that these new generalized
models are exactly solvable through the algebraic Bethe ansatz method and derive their
corresponding Bethe ansatz equations and energies.

Using a classical analysis we determine the fixed points of the system and the correspon-
ding phase diagram. Three different scenarios are found varying with the atomic popu-
lation imbalance. These results are confirmed at a quantum level through an analysis of

the quantum dynamics and the gap of the system.
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Capitulo 1

Introducao

Recentemente, abriu-se um caminho seminal para estudar uma nova classe de sistemas
quanticos através da produgdo de wapores atomicos diluidos [1, 2, 3] ultrafrios, utiliza-
dos na geragao de condensados de Bose-Einstein (CBE). O CBE é uma fase da matéria
composta de bosons numa temperatura préxima do zero absoluto, nesta temperatura se
produz um colapso dos atomos até que a grande maioria dos d&tomos se encontra no estado
fundamental. O primeiro condensado produzido foi com o vapor de atomos de Rubidio
esfriados a 170 nanoKelvin (nK). Na figura 1.1 estao ilustradas, de maneira simplificada,
as etapas da condensacao de Bose-Einstein, um processo no qual a natureza ondulatoria

das particulas participa de maneira fundamental.

Esse estudo de condensacao foi teorizado nos anos 20, do século passado. Bose tra-
balhou na mecanica estatistica dos fétons e em seguida Einstein [4, 5, 6] colocou essas
investigagoes numa base mais formal. O conceito bésico esté associado ao gas de bdsons.
Os bdsons sao particulas de spin inteiro, i.e. particulas que seguem a estatistica de Bose-
Einstein e portanto varios bésons idénticos podem ocupar um mesmo nivel de energia, ao
contrario dos férmions que seguem o principio de exclusao de Pauli. Alguns exemplo de

bdsons sao:
1. glions,

2. fétons,



3. atomos de He-4,

4. béson de Higgs.
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Figura 1.1: Etapas na condensacao de Bose-Einstein. Do alto para baixo. 1. Para altas
temperaturas, os atomos do vapor com uma interacao desprezivel entre eles podem ser
considerados como um sistema de ”bolas de bilhar”. 2. Ao abaixarmos a temperatura,
numa descrigao quantica simplificada, os atomos podem ser vistos como pacotes de onda
com comprimento de onda de Broglie A\yjp. A continuagao desse processo de resfriamento
nos conduz a uma temperatura de transicao 7.. 3. Em T = T, o comprimento de onda
Agp vem a ser comparavel com a distancia entre os atomos e se da a condensacao de
Bose-Eintein. 4. Para uma temperatura perto do zero a nuvem térmica desaparece e
gera-se um CBE puro. Figura extraida do artigo do Ketterle et. al. [7, 8].

Einstein especulou que esfriando os sistemas bosonicos (dtomos, moléculas) até uma
temperatura muito baixa os faria condensar para o mais baixo estado quantico uma vez
que sua estatistica o permite, resultando em uma nova forma de matéria. Esta transicao
da matéria ocorre abaixo de uma certa temperatura critica. Por exemplo, o He — 4 se
transforma em um superfluido a uma temperatura de 2,17 Kelvins. O hélio superfluido
tem muitas propriedades como a de escoar sem dissipar energia (viscosidade zero) e a
existéncia de vortices quantizados. As propriedades superfluidas do Hélio-4 cujos compo-

nentes sao bésons guardam uma analogia com o CBE, entretanto, ao contrario dos CBE;,
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os superfluidos sao sistemas fortemente interagentes. Os primeiros pesquisadores que ob-
tiveram experimentalmente um CBE, com vapores, foram Cornell, Wieman e Ketterle
(ver, [1, 2, 3]), através do resfriamento de dtomos, utilizando além de lasers a evaporagao
com armadilhas magnéticas, essas técnicas isoladamente nao eram suficientes para atingir

a temperatura mais baixa em que se forma o condensado.

Os métodos de resfriamento dos materiais utilizados para obter os condensados foram
melhorados com a execucgao consecutiva das diversas técnicas para obtencao de tempera-

turas mais baixas, podemos explicar alguns detalhes destes métodos.

O primeiro passo para o processo de diminuicao da temperatura e o resfriamento por
laser, que sézinho nao atinge temperaturas suficientemente baixas. Ele se da do seguinte
modo, os fotons colidem sobre os dtomos mas a luz nao deve ser absorvida pelos atomos,
caso contrario se aqueceriam, o que temos é que a luz espalhada ganha energia num pro-
cesso de frenagem dos atomos. Grosso modo, o que temos é um fluxo de particulas muito
leves (os fétons) que recebem parte da energia cinética de particulas muito pesadas, os
atomos. O laser esfria o sistema de 1/10.000 de grau acima do zero absoluto, entretanto

essa temperatura nao ¢ suficiente para a condensacgao ocorrer.

Para baixar mais a temperatura é necessario usar um segundo procedimento, o es-
friamento evaporativo com armadilhas magnéticas. Essencialmente, por meio de bo-
binas magnéticas se produzem campos magnéticos que capturam as particulas menos
energéticas, aquelas mais energéticas (mais quentes) saem do sistema por evaporagao. O
custo desse tipo de resfriamento é que se perde uma fracao das particulas envolvidas,

porém é possivel atingir temperaturas ultrafrias.

Apds a obtencao dos primeiros CBE, vérios experimentos de sucesso foram realizados.
Entre eles, é interessante citar a interferéncia entre dois condensados expandindo-se livre-

mente, que foi observada em [9]. Dois condensados separados por uma pequena distancia
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foram criados por resfriamento evaporativo de atomos de Sodio em um poco de potencial
duplo construido a partir de forcas magnéticas e opticas, apds o desligamento do poten-
cial e uma minima expansao se observam franjas de interferéncia envolvendo as ondas
de matéria. Esses resultados comprovaram diretamente a existéncia de tunelamento e

auto-aprisonamento em CBE.

Seguindo-se aos resultados com vapores de atomos, foram obtidas também moléculas
ultra frias do tipo hetero-atomico, isto é, moléculas de dois atomos de espécies diferen-
tes, para tal resultado foram usadas técnicas como fotoassociacao em que se utilizaram
misturas de 3K e 8 Rb [10, 11] e técnicas de ressonancia de Feshbach com misturas de
8TRb e 1K [12, 13]. O momento de dipolo permanente de moléculas hetero-atomicas tém
atraido grande interesse pois essa propriedade viabiliza sua manipulacao com o uso cam-
pos externos, permitindo um étimo controle na interagao entre as moléculas. Esses tipos
de condensados também provocam interesse pela possibilidade de aplicacao em diferentes

areas, que vao da espectroscopia fotoassociativa [14] até computagao quantica [15].
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Figura 1.2: Diagrama de energia dos estados de Efimov para uma mixtura de K e Rb
usando ressonancia Feshbach onde a longitude de espalhamento diverge 1/a = 0. Os
estados de Efimov aparecem: (i) no limiar d&tomo-dimero do sistema para comprimentos
de espalhamento positivos a,; (i) no limiar de trés-dtomos para comprimentos de espa-
lhamento negativos a_. Dois clases distintas de trimeros sao possiveis, K K Rb e K RbRD,
mostrados respectivamente pelas linhas vermelhas e azuis. A linha verde mostra a disso-
ciagao do limiar dos estados Efimov. Figura do artigo [16]

A maioria dos condensados moleculares investigados até recentemente eram os do tipo
diatomico, fossem esses homonucleares ou heteronucleares. Uma questao natural que se
coloca é se condensados de moléculas maiores e mais complexas no regime ultrafrio po-
dem ser obtidos. H&, nesse momento, algumas evidéncias experimentais que indicam a
existéncia de tal possibilidade através dos chamados estados de Efimov, observados em

gases de Césio ultra frios. Esses resultados fisicos proporcionaram uma sustentacao para

a busca de CBE’s com sistemas triatomicos moleculares [17, 18]. !

As técnicas modernas envolvendo fenomenos de condensacao de Bose-Einstein tem-se
desenvolvido a um passo extremamente rapido e acreditamos que em breve assistiremos
a uma grande quantidade de estudos envolvendo moléculas ultrafrias multiatomicas. Por

exemplo, muito recentemente experiéncias efetuadas por J. Catani e colaboradores com

1E interessante notar que recentemente foram encontradas evidéncias de estados tipo Efimov de quatro
corpos [19]



resultados apresentados na conferéncia internacional de CASTU 2 sugerem fortemente a

formagao de condensados hetero-triatomicos moleculares formados por compostos do tipo

K K Rbe K RbRb [20].

Focalizando em nosso interesse tedrico, sabe-se que os sistemas ultrafrios, atomicos e
moleculares, se distinguem por apresentar grandes flutuagoes quanticas. Ou seja, nao é
apropriado o uso de métodos aproximados para abordar esses sistemas. Neste sentido,
passa a ser de grande relevancia o estudo de modelos que sejam exatamente soltuveis e
que descrevam condensados de Bose-Einstein atomicos e moleculares. Um campo de pes-
quisa que tem surgido com muito atividade [21, 22, 23, 24, 25, 26, 27]. Nessa perspectiva,
além de esperarmos que nossos estudos tragam avancos relevantes nesta area notamos que
ainda 4 uma caréncia de modelos triatomicos integraveis. Um outro aspecto interessante
que vale a pena frisar é que investigaremos o estado fundamental dos modelos, ja que em
se tratando de sistemas ultrafrios o estado fundamental pode trazer a tona reflexdes de
relevancia. Além disso, como ja mencionado, o CBE envolve flutuagoes quanticas que se
sobrepoem as térmicas, de modo que podemos examinar, na temperatura absoluta nula,

a presenca de transicoes de fase quanticas.

Nesta tese introduzimos novos modelos integraveis que descrevem a interconversao de
atomos e moléculas em CBE homo e hetero-triatomico moleculares. Isto serd possivel ex-
plorando diferentes realizagoes das dlgebras su(2), su(1, 1) e representagoes multibosonicas
de si(2). O primeiro modelo, que chamaremos de AABC, descreve a interconversao de
atomos em moléculas ( e vice-versa) para o caso em que dois 4tomos sao de uma espécie e
um atomo é de outra espécie. O segundo modelo, que chamaremos de ABCD, descreve a
interconversao atomos-moléculas para o caso em que os trés atomos sao de espécies distin-
tas; finalmente, o terceiro modelo, que chamaremos de AAAB descreve a interconversao

atomos-moléculas para o caso em que os trés dtomos sao iguais.

2Castu Cold Atom Conference realizada em 20-24 de outubro de 2008 no Center for Advanced Study
of Tsighua University (CASTU 2008), China
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Vamos fazer um estudo detalhado da integrabilidade destes modelos utilizando o
método do espalhamento inverso quantico: as equagoes do ansatz de Bethe e suas ener-
gias serao derivadas. Para o modelo mais simples obtido, faremos um anélise classica e
quantica, e exploraremos os diferentes cenarios que podem ser obtidos, dependendo se
diferenca hetero-atomica normalizada k positiva, zero ou negativa. Além disso, veremos
que existe uma conexao entre alguns pontos fixos da analise classica e pontos de transicao

de fase quanticos.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: no Cap. 1 apresentamos uma breve
introducao tedrica e experimental dos CBE; no Cap. 2 discutimos a integrabilidade e a
solucao exata dos modelos, num contexto mais formal de matrizes de transferéncia; no
Cap. 3 introduzimos trés modelos para CBE homo e hetero-triatomico moleculares: As
equagoes do ansatz de Bethe e as energias para os modelos serao obtidas; no Cap. 4 fare-

mos uma analise classica e uma analise quantica do modelo mais simples, o modelo AABC.
Os resultados contidos nos capitulos 3 e 4 sao originais e foram publicadas em

Journal of Physics. A, Mathematical and Theoretical, v. 41, 295003, 2008
Phys. Rev. A 79, 013624 (2009).
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Capitulo 2

Integrabilidade e solucao exata

2.1 Método do Espalhamento Inverso Quantico, MFEI(Q)

O método do espalhamento Inverso quantico foi desenvolvido com o intuito de inves-
tigar sistemas integraveis. Trata-se de uma poderosa ferramenta algébrica que contém
a condi¢do de integrabilidade dada pela equacao de Yang-Baxter (Y-B) e fornece um
método algébrico para determinar o espectro dos modelos através da algébra das matrizes
de monodromia determinada pela equagao (Y-B). Com o mesmo método pode-se tratar
diferentes modelos: Estatistica Classica em 2-dimensoes, redes quanticas em 1-dimensao
e Teorias Quanticas de Campos em (1 + 1)-dimensoes. Além de unificar e sistematizar o
tratamento de diferentes teorias, este método permite analisar a estrutura algébrica dos
modelos [22].

A teoria dos sistemas quanticos exatamente soluveis, dentro desse quadro, repousa na
existéncia de um operador inversivel R(u) € End(V ® V), onde V denota um espago

vetorial e que satisfaz a equacao de Y-B atuando sobre o produto tensorial V@ V @ V
ng(u — U)R13(’LL)R23(U) = RQg(U)ng(U)ng(U — U), (21)

onde R;; denota a matriz no End(V ® V ® V') atuando nao-trivialmente sobre o i—ésimo
e j—ésimo espagos (1,7 = 1,2,3) e como identidade no espago que nao corresponde aos

indices 7, 7. A matriz R solugao da eq.2.1 pode ser vista como as constantes de estrutura da
12



algebra de Y-B, que é gerada pela chamada matriz de monodromia 7'(u) cujos elementos

de matriz geram a algebra
ng(u - U)Tl (u)Tg(v) = TQ(U)Tl (u)ng(u - U), (22)

os parametros u e v sao chamados de pardametros espectrais.
A equacao de Y-B é necessariamente associativa e a interpretacao de constantes de estru-
tura da matriz R fica mais evidente quando escrita em componentes:

Rk’le u o v J1T Z T sz k1 R]l]Q( 1}). (2_3)

J1J2 1112
.717.]2 .717.]2

tal que R;; fornece as constantes de estrutura da édlgebra. Num dos casos mais inte-
ressantes, o da matriz R invariante relativamente a algebra su(2), na forma matricial

temos,

onde b(u) =u/(u+n) e c(u) =n/(u+n).
Acima, u é o parametro espectral e 7 é um parametro arbitrario, a ser escolhido posteri-
ormente e P é o operador de permutagao que satisfaz P(x®y) = y®x Vr,y € V. Nesse

caso a algebra de Y-B possui quatro elementos que podemos denotar por,

T(u) = . (2.4)

Em seguida consideramos que existe uma representacao, que denotamos 7, da algebra de

Y-B e por conveniencia definimos o operador de Lax, L como,

L(u) = 7(T(u)). (2.5)
13



A matriz de transferéncia por sua vez pode ser definida como,
t(u) = tror((T'(u))) = 7(A(u) + D(u)) (2.6)

e decorre de (2.1) que a matriz de transferéncia comuta para diferentes valores do parametro

espectral,
[t(u),t(v)] =0 Vu,v (2.7)

Existem duas consequéncias fundamentais que decorrem de (2.7). A primeira é que t(u)
pode ser diagonalizada independentemente de u, ou seja os autovalores de ¢(u) nao depen-

dem do parametro espectral. Segundo que se expandimos ¢(u) numa série de poténcias,

t(u) = Z cru®,

os coeficientes (operadores) ¢; satisfazem a seguinte relagao de comutagcao

ek, cjl =0 Vk,j. (2.8)

Portanto, para qualquer Hamiltoniano que possamos escrever como uma funcao apenas
dos operadores ¢, cada um desses ¢, correspondera a um operador que representa uma
constante de movimento pois ele necessariamente comuta com o Hamiltoniano. Dizemos
que o modelo é integravel quando o nimero de quantidades conservadas ¢ igual ao niimero
de graus de liberdade do sistema.

Uma lei importante da algebra de Y-B ¢é a lei de adicao, chamada de co-multiplicacao,

ou co-produto, A, que mapea a algebra V no produto tensorial V® V e que preserva as

14



relacoes algébricas de V, sua definicao é:

A V—VRV

ZTk ®TJ )

A importancia do co-produto A é que ele permite a construcao de representacoes de
produto tensorial. Em particular, dados dois operadores de Lax LY, LW atuando sobre
V®U eV ®W respectivamente, temos que L = LYLW é também um operador de Lax,

vemos isso da relacao:

Ris(u—v)Li(u)La(v) = Rio(u—v)Ly (u) Ly (u)Ly (v)Ly (v)
= Ruia(u—v)LY (u) L3 (v) Ly (u) Ly (v)
= Ly ()L (u)Ria(u — v) Ly (u) Ly (v)
= Ly ()L (u)Ly (v) Ly" (u) Riz(u — v)
= Ly Ly Li (W) Ly (u) Riz(u — v)

= Lo(v)Li(u)Ry2(u — v).

E importante observar que, se L(u) é um operador de Lax entao L(u+ «) tembém é, para
cualquer o, uma vez que a matriz R depende somente da diferenga entre os parametros

espectrais.

2.2 MEIQ ou ansatz de Bethe algébrico

Uma vez que tenhamos uma realizacao da algebra de Y-B podemos encontrar para esse
modelo especifico a sua solug¢ao. Nessa secao veremos o procedimento geral do MEIQ ou,
como também é chamado, ansatz de Bethe algébrico (ABA) e pelo qual podemos encon-
trar os autovalores da matriz de transferéncia. Nas secoes seguintes exibiremos diversos

exemplos de realizacoes de R.
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Para uma dada realizacao da algebra de Y-B, a solucao do problema de encontrar os
autovalores da matriz de transferéncia (2.6), por meio do MEIQ, vem a partir da utilizagao

de relagoes de comutagao obtidas da algebra de Y-B. Aquelas relevantes para nds e obtidas

de (2.1) sao:
[A(u), A(v)] = [D(u), D(v)] =0, (2.9)
[B(u), B(v)] = [C(u),C(v)] =0, (2.10)
Aw)C(v) = Ei%%ﬂcwymo—uﬁvcwpﬂm, (2.11)
DW)C) = ii%%ﬂcwnmo+uivcmﬂxm. (2.12)

Para podermos utilizar o MEIQ um passo crucial é encontrar um estado apropriado,
para o modelo estudado, chamado de pseudovdcuo, seja esse o vacuo de Fock: [0,0) =
|0) ® |0) ou alguma combinagdo diferente [27]. Uma vez escolhido o pseudovdcuo |0)

devemos ter o seguinte conjunto de igualdades:

A 0) = a(w)|y). (2.13)
B(u)[0) = 0, (2.14)
Cu)]0) # 0, (2.15)
D(u)[0) = d(u)]x). (2.16)

Onde a(u) e d(u) sado fungoes escalares, que podem ser determinadas através da acao de
A(u) e D(u) sobre o pseudovacuo |0).

Em seguida, supondo que temos o pseudovacuo, escolhemos o estado de Bethe:

M

|5) = |v1, -oom) = [ Clua)x): (2.17)

=1

Notemos que devido a relagao de comutagao, [C(u), C(v)] = 0, a ordem nédo é importante
em (2.17).

Usando (2.11) e (2.12) e a acdo dos operadores sobre o pseudovicuo (2.13) e (2.16),

16



—\

podemos determinar a agao de t(u) sobre |)

tw)|d) = (Alw) + D(u))|0)

= A(u, 7)|v)
M
< Ua(vz) H Uy — Uy + TI) ’Uh y Vi1, U, Vig1, ,UM>
U —v; - Vi — Vj
¢ JF#i
+ 12 i, ﬁ e el o (2.18)
U — v v — v ULy ooy Vie 1, Uy Uit -5 UM .
T . . 7 7
J#i
onde
= MU—Ur'—?? Mu—vz-—n
i=1 ! i=1 i

De (2.18) se pode ver que |¢) torna-se um autovetor da matriz de transferéncia com

autovalor (2.19), desde que as EAB seguintes sejam satisfeitas:

G(Ui) n Vi —vU; — 1 .
= _ jg=1..,M. (2.20)
i Vi — Vj + n

sao satisfeitas.

Um ultimo detalhe é que na derivacao das EAB v; # v; para todo ¢, j.

17



2.3 Exemplos de realizacoes da algebra de Yang-Baxter

Vamos aqui apresentar diversas possibilidades de realizacoes da algebra de Y-B exibindo
os operadores de Lax, associados a matriz R com invariancia su(2) , algumas dessas rea-
lizacoes serao usadas nos capitulos seguintes na constru ¢ cao dos modelos multiatomicos

por nos estudados.

2.3.1 Realizacoes triviais

O primeiro exemplo de ralizagao vem diretamente da eq. 2.1 que repetimos aqui numa

configuragao mais geral:

Rio(u — v)Ry3(u — w)Raz(v — w) = Roz(v — w)Riz(u — w)Riz(u — v), (2.21)

Ora, se w = 0, podemos fazer a identificacao de L(u) = R(u), o que nos explicita a dlgebra
de Y-B. Esta realizacao é aquela utilizada para a construcao do modelo de Heisenberg

[28, 29].

Outra realizagao, chamada de realizagao de numero-c segue do fato que a matriz R
satisfaz [R(u), g ® g] = 0, onde g é qualquer matriz 2 x 2 cujos elementos de matriz nao

dependam do parametro espectral. Nesse caso temos simplesmente:

L(u) = g. (2.22)

2.3.2 Realizacao dos operadores bosonicos.

Existe uma realizacao em termos dos operadores bosonicos a,a™, estes operadores satis-

fazem as relagoes de comutagao (rr.cc.) seguintes:

la,a] =1
(2.23)
[a,a] = [at,at] = 0.
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O operador de Lax L*(u) é:

14+nu)] +n*°N na
oy — | (N e (2.24)

na® I

sendo N o operador niimero, i.e. N =a"a.

2.3.3 Realizacao em termos de geradores da algebra de Lie su(2)

O operador de Lax pode ser construido, em aguns casos, com elementos de matriz que

sao geradores de uma algebra de Lie no caso su(2) temos:

1| ul+nS* nS~
Lo(u) = — e , (2.25)
W\ pst ul —nS*?

onde os geradores da algebra, S?eS* satisfazem as seguintes r7.cc.:

(5%, 5%] = £8* 226)
2.26
[ST,57] = 287

2.3.4 Realizacao em termos de geradores da algebra de Lie su(1,1)

Para esta dlgebra denotamos os geradores por K* e K=, o operador de Lax L*(u) tem a

forma:

uwl +nK* nK~

LX(u) = G , (2.27)
—nK* ul —nK*

SN

e as rr.cc. de su(1,1) sdo:

[K*, K*) = +K* \
(2.28
(KT, K7 = —2K*

19



E interessante observar que entre as dlgebras su(2) e su(1,1), existe um homomorfismo
de algebra de Lie:

T :su(2) — su(l,1),

o que fica claro com as seguintes escolhas:
T(S*) = K?, T(ST)=-K" e TS )=K",

para diferenciar entre este dois operadores seja S e K, a transformacao T tem que ser

nao-unitéria.

2.3.5 Realizacao da algebra de Y-B com estrutura Z-graduada
Y{gl(2)]

Esta algebra possui uma estrutura Z-graduada [22]. Nesse caso podemos ter a realizagao
de Y[gl(2)] atuando sobre o espaco vetorial W o qual se denota por 7 : Y[gl(2)] —
EndW . Os geradores desta algebra sao X (u, j) = X (u, j)P;, com as seguintes igualdades

para os elementos da matriz de monodromia:

A(u, ) = nu? +u(l —*(K? + N,) — qw(K* 4+ N, + jI)) + nK* — )? K*w(K?* + N, + jI) +

_nchKz+7720K+
B(u,5) = n(1 — nu — qw(K* + N, + jI) — n?N. — ne(u — nK*))
5(u,j) = ncT(u +nK?) —nK*

5(u,j) =u—nK* +n’d K~

Nas relagoes acima os operadores K*, Kt e K~ satisfazem as relagoes de de su(1,1)(2.28).

O operador de Lax para esta algebra é dado por:
L(u) = uG L*(u —n~" 4+ w)L* (u), (2.33)

onde G = diag(—1,+1).
20
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No capitulo seguinte usaremos algumas dessas realizagoes que, como ja observamos,

podem ser compostas gerando outros operadores de Lax.
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Capitulo 3

Modelos tri-atomicos de condensados

de Bose-Einstein

Vamos introduzir neste capitulo trés modelos que descrevem condensados de Bose-Einstein
(CBE) formados por moléculas tri-atomicas. Os Hamiltonianos associados a esses mode-
los, dois para o caso hetero-atémico (os casos que chamamos de AABC e ABCD) e um
para o caso homo-atomico (chamado AAAB), serao apresentados em seguida. Nas segoes
subsequentes explicitamos a construcao algébrica de cada caso introduzindo as realizagoes
da matriz de transferéncia 7(7T'(u)) = L(u) que satisfazem a equacao de Y-B e a partir do

MEIQ obtemos as equacoes do ansatz de Bethe . Os modelos sao:

*1. AABC

H = UaaNj + []1717-]\fl)2 + Ucc]\fc2 + UabNaNb + UacNaNc + chNch +

+ 11Ny 4 11Ny + N, + Q(a'a'd'c 4 c'baa) (3.1)

O Hamiltoniano (3.1), descreve a interconversao de uma molécula heterogenea tri-atomica
chamada de ¢, com dois tipos de atomos um do tipo a e outro do tipo b. Aqui e nos outros
modelos {N,, Ny, N, Ny} denota o operador nimero (associado as diferentes espécies)

agindo no espago de Fock. O Hamiltoniano acima tem duas quantidades conservadas que
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sao independentes:

I =N, +2N,, J =N, — 2N, (3.2)

onde J ¢ a diferenca ponderada entre o niimero de atomos do tipo a e b, 0 que chamaremos
de desequilibrio, o nimero total de particulas é N = N, + N, + 3N, e é possivel escrever-lo
usando as quantidades independentes: N = %, portanto N também é conservado. Os
parametros U descrevem o espalhamento de onda-S, os parametros p sao os potenciais
externos e {2 é a amplitude para a interconversao entre atomos e moléculas.

A parte diagonal das amplitudes de espalhamento de onda-S pode também ser reescrita

como uma combinacao das quantidades conservadas independentes, da seguinte forma:

aly + BJ* +~1J.

Para chegar a expressao acima as constantes de acoplamento U foram redefinidas da

seguinte forma:

Uaa:a_"ﬂ"i_’y’ Ubb:4ﬁ7 Ucc:4a7

Uab - _45 - 277 Uac = 4o + 277 ch - _47

0 que permite chegar a uma forma um pouco mais compacta para o Hamiltoniano (3.1):

H = al?> 4+ BJ* + vIJ + p1aNy + 113Ny + peNe + Q(a’a’dic + c¢'baa). (3.3)

Como veremos mais adiante esta forma do Hamiltoniano pode ser obtida a partir da
matriz de transferéncia, para estabelecer a integrabilidade dentro do quadro do método

do espalhamento inverso quantico.
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*2. ABCD

H = UypN? +UpNE + UeeN2 + UggN3 + Uy NaNp + Uae No Ne. + UggNo Ny + Upe Ny N, +

+ UpgNpNa + UegNeNg + p1aNa + 115Ny + peNe + paNag + Q(a'beld + d'eba),  (3.4)

A eq.(3.4), descreve um Hamiltoniano para o modelo de uma molécula heterogenea tri-
atomica chamada de d, com um atomo do tipo a, outro do tipo b e um do tipo ¢, a
notagao é andloga a usada no caso anterior. Para esse modelo é possivel encontrar trés

quantidades conservadas e independentes:

I =N,+ Ny J = Ny+ Ny P =N.+ Ny.

Estas quantidades fisicas podem ser utilizadas para representar os diferentes desequilibrios
entre o numero de dtomos das diferentes especies ( que denotaremos por Jup, Jue € Jie), O
nimero total de &tomos pode também ser escrito em funcao destas quantidades, de modo

que temos as seguintes quantidades derivadas conservadas:

Jab = Na_Nb:I_Ja
Jac = Na_Nc:I_Pa
Ju = Ny—N.=J—P,

N = N+ Ny+N.4+3Ny=1+J+P.

Usando a seguinte reparametrizagao:

Uaa:au Ubb:ﬁa Ucc:(Sa Udd:a+5+§+7+p+97

Uw =7 Uw=p, Ue=0, Ua=20+7+0, Uyq=20+p+9,

Podemos como antes reescrever a parte diagonal do espalhamento de onda—S, i.e. a das
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constantes de acoplamento U, em termos das quantidades conservadas, I, J, P:

al?> + BJ* +6P? +~I1J + pIP + 0.JP,

o Hamiltoniano (3.4) pode entao ser escrito de forma mais compacta como:

H = 0412—|—ﬂj2—|—(5P2+”)/[J+pIP+(9JP+,uaNa+MbNb+Mch+Mde+

+ Qa’bc'd + dicha) (3.5)

e também pode ser obtido como fun¢ao da matriz de transferéncia.

*3. AAAB

H = UuyN? + UpN; + Uy NoNy + 11, Ny + 1Ny + Q(aTaTaTba_(N,) + a_(N,) bt aaa),

(3.6)

Finalmente o Hamiltoniano (3.6) é aquele que descreve a interconversao de uma molécula
homogenea tri-atomica chamada de b com trés atomos iguais denotados por a. Onde
a_(N,) é uma funcao do operador N,, isto controla a amplitude de interconversao 2,
esta particularidade indica que a densidade de atomos N, deve exercer algum tipo de
influéncia na geracao de um estado ligado obtido a partir de trés atomos idénticos.

O Hamiltoniano (3.6) tem apenas uma quantidade conservada:

I = N, + 3N, (3.7)

que, como se ve, € o numero total de particulas: N = N, + 3]V,
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3.1 Modelo para dois atomos a e outro b, AABC

A realizagdo apropriada para a matriz de monodromia, neste caso, consiste numa com-

binagao de L's com elementos das dlgebras su(2) e su(1,1) e possui a seguinte forma:
(T (u)) = L(u) = v~ GL% (u™) L (u™), (3.8)

onde vt = u + w, sendo w um parametro arbitrario e G = diag(+1,—1). A matriz de

monodromia L(u) pode ser escrita em termos dos seguintes operadores de Lax:

1| u—nS* —nST

Y\ —nS—  u+nS?

u+ nKk~ K~
L (u) = 7 7 . (3.10)
—nK*  u—nK~?

onde utilizamos a algebra de Lie su(2) cujos geradores S* e S* obedecem as relagoes de
comutacao (2.26) e e utilizamos também a dlgebra de Lie SU(1, 1) com os geradores K~ e
K# que obedecem as relacoes de comutacao (2.28). Por conveniéncia repetimos aqui essa

relacoes:

(5%, S*] = +5%, [ST,57] =257,
[K*, K*] = +K*, [KT,K7]= 2K~

Usando os operadores de criacao e aniquilagao é simples verificar as seguintes combinacoes

definem os operadores das algebras e satisfazem as relagoes acima:

N, — N,
St =ule, S =clp, 7= bT
2 2
K+_(a>’ Kizﬂ, Kz:2N0+1
2 2 4
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Vejamos o procedimento do MEIQ para construir o Hamiltoniano (3.1). Explicitamente,

a matriz de monodromia vem dada por:

(u—w—n0S)(u+w+nK*)+n*STKt* nK (u—w-—n5?) —nSt(u+w-—nK?)

L(u) =
nS~(u+w+nK?*) —nKH(—u+w—-nS?) (u+w—nK?*)(~u+w—nS%)+n*S~ K~
(3.11)
que satisfaz a relacao de Y-B:
ng(u - U)Ll (U)LQ(U) = LQ(’U)Ll (u)ng(u — ’U). (312)
Desta forma podemos definir a matriz de transferéncia como:
t(u) = trm(T(u)) = w(A(u) + D(u)). (3.13)

Pode-se mostrar a partir da relagdo (2.1) que a matriz de transferéncia comuta para

diferentes valores do parametro espectral, isto é:

[t(u),t(v)] =0, Yu,ov. (3.14)

o que significa que o modelo é integravel.
Além disso, pode-se obter diretamente da matriz de transferéncia (3.13) o Hamiltoni-

ano (3.1) através da seguinte relagao:

1
H = t(0) + Fn+ al? + 82 +~I1J (3.15)

onde I = N, + 2N, é uma constante obtida a partir das quantidades N e J expressa
por I = (2N + J)/3, lembrando das seguintes identificagoes que foram feitas entre os

parametros:
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Ha = —Wi,

He = —Hp = Wi,
2
0= =1
2
4Uaa Ubb"'ch
a = s
4
Usp
o = —
47
o _ch
Y= 1

Portanto, devido a existéncia da equagao (3.15), se resolvermos o problema de auto-
valores da matriz de transferéncia (3.13) saberemos como diagonalizar o Hamiltoniano

(3.1). Com isto o problema agora se reduz a usarmos o MEIQ para entao, como vimos,

chegar as EAB:

M
_Wimwmms)vitwtnk) _pruivion sy y (3.16)
(Ui _w+n82>(vl +C(J - nk) Z7£] Ui —_ Uj +7]7 ) )t ) .

e consequentemente também obtém-se a energia, £, do Hamiltoniano (3.1):

M
uU—v;+n
B o= (u—mmo)(ws — k) [[2 0+

=1

i=1

1
— §u_n+al2+6J2+7]J. (3.17)

Acima, cada conjunto {v;, i = 1...M} sdo solugoes das EAB e parametrizam um
autovetor da matriz de transferéncia e, assim como, do Hamiltoniano (3.1) com energia
dada pela equagao (3.21).

28



3.2 Modelo para trés atomos diferentes a, b e ¢

Neste modelo usamos uma outra combinagao de operadores de criagao e aniquilagao para

a realizacao dos geradores das dlgebras su(2) e su(1,1), a saber:

N.— N

St=cld, S =dle, 5= 5 d

K+:(aTbT) K_:(ab) Kz:Na—l—Nb—l—l
2 2’ 2 ’

com essa construcao constata-se de maneira simples que o Hamiltoniano (3.4) estd rela-

cionado com a matriz de transferéncia da seguinte forma:
H=t(u)—un+al>+BJ*+0P>+~IJ+ pIlP +0JP, (3.18)
onde lembramos que fazemos a identificagao:
0’
fa=uTn, pe=—py=uty, Q=T (3.19)

Podemos usar novamente a metodologia da secao anterior e como pseudovéacuo o produto
de estados (|0) = |k) ® |¢) com |k) sendo o menor peso do estado da algebra su(1,1) de
peso k, ou sejaK* |k) = k|k) e ¢ é o maior estado da algebra su(2) com peso m,), para

encontrar as EAB:

(v —w —nm:)(vi + w +nk) ﬁw ij=1,.. M (3.20)
(0 — w + ) (v; + w — k) Co |

oy ’Ui—'l)j‘i‘n’

e as energias do Hamiltoniano (3.4) s@o dadas por:

M
U—Ui—i-’f]
E o= (u—mmo)(ws — ) [[ 20+

i=1

M
i — + L U—v;—1
(w™ +pm)(u = )H—u_w +

— un+al*>+ BJ*+ P> +~I1J + pIP + 0JP. (3.21)

U — v;
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3.3 Realizacao para o modelo Homonuclear-molecular

Como vimos na apresentago do Hamiltoniano do modelo homonuclear-molecular, o mo-
delo AAAB, o termo de interconversao é ponderado por um acoplamento que depende
da densidade de atomos. Essa caracteristica esta ligada, como veremos em seguida, a
realizagdo com apenas um modo da algebra sl(2) que nos permite construir operadores
de Lax para sistemas com atomos idénticos.

A realizacao da algebra de Y-B que nos permitira chegar ao Hamiltoniano da eq.(3.6) é

dada por 7(T'(u)) = L(u), na forma:
L(u) =n"'GL (v — 6 — "L (u + w), (3.22)

com G = diag(—1,+1). Onde os operadores de Lax L’(u) e L*(u), assumem as seguintes

realizagoes:

u+nN® b
L'(u) = , (3.23)
bt n!

em funcao dos operadores bosonicos b e bT com N, = bTb, obedecendo as relacoes de

comutacao:

6% =1, b, = [b+, b*] = 0. (3.24)

u+ LA A_
LAu) = 270 . (3.25)
—nA;  u—2A,

No segundo operador Lax os elementos de matriz sdo geradores da dlgebra si(2). Cujas

relacoes comutagao sao:

(A A = Ay [Ag, Ay] = £24, (3.26)
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Esta algebra possui uma realizacao que nos interessa em particular pois pode ser efetuada

com um unico modo de oscilador bosonico ([a,a™] = I) da seguinte maneira [30]:

Ay = ap(N,) A_=a_(N,)ad Ay = (a)la_(N,). (3.27)

As relagoes de comutagao implicam que as fungoes ag(N,) e a—(IN,) sao reais e satisfazem

as seguintes equacoes:

(N, +1);0* (N,) = (Ng =1 +1);0* (N, = 1) = ag(N,) N, —1>0 (3.28)
(Ny +1)0% (N,) = ag(N,), a*(N,—1)=0, 0<N,<I (3.29)
ag(Ny) = ag(N, = 1) +2, N,—1>0 (3.30)

ap(N,) = ag(N, +1) =2, N, >0. (3.31)

Analisamos esse conjunto de equacoes nos limites e obtemos:

Na
l

a (N,) = J ﬁ ({NT} + ap(N, mod 1)) ({NT} + 1), (3.33)

onde N, = ata el € N. Os termos com mod | acima derivam de um operador que

ao(N,) = 2{ }—I—ao(Na mod 1), (3.32)

chamamos de R, esse operador comuta com todas as poténcias de a e a* sua definicao é:

_ -1 n ZZE exp(—(2mim/l)n)

2 — exp(2mim/l) — 1
R =0 para | = 1.

para | > 1

e atua no elemento de base |n,) como R|n,) = n,modl|n,), a fungdo ap(R) é uma fungao

do espectro de R. Para n =r < [, temos:

(No — R)|r) = 0|r) (3.34)

~| =

A realizagao da dlgebra sl(2) nos fornece os seguintes resultados para os valores dos
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geradores:

Ay = %(NQ—RH@O(R)

1 1
Ao = \/(Na—f—l)l(?(Na_R))(_(Na_R)_l_l) al
A, = AL

(3.35)

daqui vemos que Ay = ap(R) onde ag(R)|r) = ap(r)|r).

Nosso modelo é um caso particular para [ = 3. Para este caso podemos verificar que
o Hamiltoniano (3.6) esta relacionado com a matriz de transferéncia t(u) = tr 7(7'(u)).
Para o operador L(u) da eq.3.22, pelos procedimentos usuais, encontra-se a matriz de

transferéncia,

A
t(u) = (707" = Np)(w + ng) R = T DAL 0T AL (3.36)

Faremos as seguintes identificagoes:

n = 99U, + U, — 3Uw,
6(w+9) = (18U, —2Uy)N — np + 1811, — 614,
360 'wd + 72wn~* = np® + [(4Up — 6Uw) N + 65 — 3p1a + w)]p +
+ 4U,N? +12(up + w) N,

(3.37)

com p = p(R) = 3ap(R) — 2R.
Na eq. 3.36 com u = 0, para | = 3, N, = ¢(2N 4 p — 34) e usando (3.35) temos a
seguinte expressao para t(0) :

A2 1
H0) = (OUa+Up—3Uu) 7 + 5w+~ g(mv + o) Ao + 1w (s + 2p7Y) —
— %(2]\7 +p)+batatata_(N,) +a_(N,)b"aaa (3.38)
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Usando as identificacoes em 3.37, verifica-se que:
H = t(0) (3.39)

Seja |0), o estado de vacuo de Fock e seja |r)4 o estado de menor peso da dlgebra si(2)
onde r = 0, 1,2 sao os valores esperados de R paral=3e N =nl+r, onde n € N. No
produto de estados |¢) = |r)a4 ® |0), podemos aplicar o MEIQ para encontrar as EAB

seguintes:

(1 —nvi +00)(v; +w + Tag(r)) T v —v;—n

S N i Rk S T V'S (3.40)
v +w — Fag(r) iy Vi v
¢ a Energia do Hamiltoniano (3.6):
n = U n =~ +n
_ 1 -1 T -2 {
E=n"'(+n7")(w+ Jao(r)) H o w = jao(n) 11 ” (3.41)

i=1 i=1

Podemos dar a este modelo uns resultados a mais, como uma introducao a Dinamica
classica
O Hamiltoniano (3.6) tem N, e ©; (j = a,b), as varidveis quanticas, que satisfazem as

relacoes canodnicas:

[O4, O] = [Na, Ny =0, [N;, O] = 16,1, (3.42)
Transformamos os operadores a e b via a representagao fase-nimero:

j = exp(i©;)\/N; it = /Njexp(—i0;),

logo definimos as varidveis:

o (N3N
- Ba 3N
g = Y396 (3@% — %), (3.43)

. (3.44)



sendo N = N, + 3N, onde:
[z,0] =il (3.45)

z representa a diferenca da fracao de ocupacao atomica e ¢ a diferenca de fase.

Usamos N e (3.44) para transformar os operadores numero da seguinte forma:

N, = M (3.46)
N, = w (3.47)

O Hamiltoniano, usando as transformagoes, fica da seguinte forma:

H = U““N2(1 +2)% + %NQ(l -2+ %NQ(l +)1— )+ NI+ )+ NG - o)+
4 36 12 2 6
N2(1+ 2)V/1 — 22
+ Qa_(N, cos(6¢p/N). 3.48
(V)= (69/N) (3.48)
Também podemos escreve-la:
H = a2®+82z+~+ (1+2)V1— 22 cos(6¢/N) (3.49)
onde usamos estes novos parametros
Uaa Ubb Uab Ha Hb
= A -~ _ @, __
“ R TR A S T
U
B = A(Uvaa - #)
Uaa Ut Uap Ha Mo
= A - o, o
i R TR A G T
(3.50)




Capitulo 4

Analise classica e quantica para um
modelo de CBE

heteronuclear-molecular

Vamos apresentar neste capitulo uma analise classica e quantica do modelo de CBE hetero-
triatomico molecular do tipo AABC, introduzido no capitulo anterior. Escolhemos em
particular este modelo entre os trés apresentados, por se tratar do caso mais simples
obtido, além do fato de que CBEs hetero-triatomico moleculares formados por dois atomos
de uma espécie e um atomo de outra espécie ja foram obtidos experimentalmente[13].

O Hamiltoniano deste modelo é descrito pela equagao:

H = UaaN(f + Uvbb]\[b2 + Ucc-Zvc2 + UabNaNb + UacNaNc + chNch +

+ 1Ny + 115Ny + peN. 4+ Q(a’a’dle + ¢'baa), (4.1)

que descreve um CBFE hetero-triatomico molecular. E um sistema constituido por duas
espécies distintas de atomos sendo uma do tipo a e outra do tipo b que podem se combinar
para formar uma molécula triatomica chamada de c¢. Os parametros U;; sao as amplitudes
de espalhamento de onda-S, y; (i = a, b, c) sdo os potenciais externos, ) é a amplitude de
interconversao de atomos e moléculas e N; é o operador nimero de atomos e moléculas,

isto ¢ N, = a'a (ntimero de dtomos do tipo a), N, = b'b (ntimero de atomos do tipo b) e
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N. = cfe (nimero de moléculas). Este Hamiltoniano comuta com J = N, — 2Ny, sendo J
a diferenca entre os modos atomicos e N = N, + N, + 3N.,.

Este Hamiltoniano atua no espago de Fock, que é gerado pelos vetores (nao normalizados):

| Na, Ni, Ne) = (ah)™ (61" ()™

0), (4.2)

onde |0) é o vacuo no espago de Fock.

No que segue faremos inicialmente uma andlise classica e posteriormente uma anélise
quantica deste Hamiltoniano para conhecer as propriedades fisicas do modelo, com parti-
cular énfase no estado fundamental do sistema. As técnicas utilizadas sao, basicamente,
generalizagoes daquelas empregadas no estudo de um modelo de CBE hetero-diatomico-

molecular (maiores detalhes podem ser obtidos no Apéndice A).

4.1 Analise Classica

Sejam as varidveis quanticas N;, ¢; (j = a,b, ¢) satisfazendo as relacoes canonicas

[¢j7¢k] = [vaNk}:O (4'3)

[N, ox] = 0l (4.4)

Fazemos a mudanca de variavel dos operadores j

i = €%\/N; (4.5)

e apos, a seguinte troca de variaveis

(N, + Ny, — 3N,)

z = N (4.6)
b = M%ﬁ?rﬁ& (4.7)
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tal que z e ¢ sao variaveis canonicamente conjugadas. Com isso, temos o seguinte Hamil-

toniano, valido no limite classico, onde N é grande

4QN?

H
36

(/\22 +2(a =Nz + 64+ (z+c )V —2)(z+c) COS(%)) : (4.8)
sendo:

A= A(4Uaa + Ubb + Ucc + 2Uab - 2Uac - ch)7

a = AAUu(cr + 1)+ Uplc— + 1) + Unp(cy +c- +2) = Use(er + 1)

1+c_ 3
— chg + —(2p0 + iy — pe)),

2 N
B = AU + Upc® 4 Upe + 2Ugpcrc— + 2Ugecy + Upec +

6
+ N(2Mac+ + HpC— + ,uc))>

onde temos que levar em consideragao que:

1
A = —
40
Cy. = 1"—]{:
c. = 1-2k
J
k = — kel-2,1 4.
N € [-2,1] (4.9)

sendo k a diferenca hetero-atomica normalizada.

4.1.1 Equacoes de movimento e pontos fixos

Encontramos os pontos fixos do sistema a partir das equagoes de movimento:
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dz oH -2

— = = —QN(C+—|—Z)\/(C+Z>(1_Z)Sin(%b>

dt 96 3
d OH  4QN?

L2+ )= 2) (e (L= 2) — (er F (e +2) 008(6_¢)>
2J/(e- +2)(1-2) |
(4.10)
Usando a condicao
0OH O0OH
00 =5, = 0, (4.11)

determinamos os pontos fixos no espago de parametros (A e «).

Vamos restringir a andlise ao intervalo ¢ € [0, N7w/3) por motivos de periodicidade

das solugoes. Para facilitar a notacao, nos calculos que seguem, vamos definir as fungoes

f(z) e g(z)

flz) = Az4+a—A (4.12)

2=+ = 2) (e +2)A —2) = (e +2) (e +2)
9(z) = e T 00 (4.13)

O dominio de g(z) depende de k, a diferenga hetero-atomica normalizada, que tem um
papel importante na construgao da fungao g(z). Por exemplo:
* para k < 0, temos que g(z) é divergente em z = 1,
* para k > 0, temos que g(z) é divergente em z =2k —1e z = 1.
Visto que k afeta o dominio e a forma da fungao g(z), esta propriedade afetard o tipo de
solugao da equagao que determina os pontos fixos (4.11), por isso devemos tratar os casos

k<0, k=0ek >0 separadamente.
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4.1.2 Caso positivo: 0 < k<1

Neste caso o dominio de g(2) é z € (2k—1,1) e g(z) diverge em z =2k —1e z = 1. Aqui
temos:
*¢ =0 e z é solugao de:

f(z) = g(2), (4.14)

que pode admitir uma, duas ou trés solugoes.
_ N=m 4 5 .
*x¢ = =& e z é solugao de:

f(z) = —g(2), (4.15)

Figura 4.1: Solugao gréfica da equagao (4.14) para valores distintos de A e «
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4.1.3 Caso Zero: k=0

O dominio de g(z) neste caso é z € (—1,1) e g(z) é divergente para z = 1, mas finita para

z = —1. Isto nos da:

*p = 0 z é solucao de:

f(z) = g(2), (4.16)

-10 =05 0.0 0.5 10

Figura 4.2: Comportamento da equagao (4.16) para trés valores diferentes de A e «

*¢ = % e z é solucao de:

f(2) = —g(2), (4.17)

que pode admitir nenhuma, uma ou duas solucgoes.
xz = —1 que anula a primeira equagao de (4.10) e reduz a segunda equacao para a seguinte

relacao linear entre os parametros de acoplamento:

A=2

3 (4.18)

que admite somente uma solugao.
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4.1.4 Caso Negativo: —2< k<0

Neste caso o dominio de g(z) é z € [—1,1) e g(z) é divergente para z = 1, mas é finito
para z = —1. Entao podemos fazer a seguinte classificacao:
*¢ =0 e z é solugao de:

f(z) = g(2), (4.19)

que admite nenhuma, uma ou duas solugoes.

*P = % e z é solucao de:

f(z) = —g(2), (4.20)

que pode admitir nenhuma, uma ou duas solugoes.

*z = ¢4, que anula a primeira equacao de (4.10) e reduz a segunda para:

o« —3k(k +2) cos(@)
k+2 2(k +2) N’

(4.21)

onde ¢ ¢é a solucao de:

6¢) _ 2/ =3k(k +2) (\ « ) (4.22)

cos( 3y 3%k T kt2

para a qual tem-se uma ou duas solugéej., como ilustrado na Figura (4.4).
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Figura 4.4: Comportamento da fungao (4.22) para trés valores diferentes de A e «, para
k=-1

4.1.5 Diagrama de parametros e curvas de nivel

E possivel organizar todos os tipos diferentes de solugoes da equagao (4.11) em um dia-
grama de parametros, dividindo o espaco de parametros em diferentes regioes, para cada
caso de k estudado. Para o caso de k positivo, para construir este diagrama, nés obser-
vamos que a fronteiras entre as regioes ocorre quando f € a linha tangente a +g; ou seja,

para valores de \ e « tais que:

dg
A= :i:_z7
d2|0

f(z0) = Fg(2).

Este procedimento determina as fronteiras no espago de parametros, que sao apresen-
tados na fig. (4.5(c)) para k = 0.5.
Analogamente, é possivel determinar as fronteiras no espaco de parametros para os outros
dois casos. Das equagoes dadar por (4.18) e (4.21), nds observamos o aparecimento de no-
vas fronteiras dadas pelas condigoes A = (aFg(—k—1))/(k+2) para k negativo e A = /2
para k = 0. As fronteiras no espago de parametros sao apresentadas na fig. (4.5(a)) e
fig. (4.5(b)) para k = —1 e k = 0, respectivamente. Observe que as fronteiras adicionais,
que delimitam a regiao C, para k = —1 sao reduzidas a uma unica fronteira para k = 0,

a qual nao esta presente para k = 0.5. Assim, nds temos um panorama diferente para
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Figura 4.5: Diagrama de parametros identificando os tipos diferentes de solugoes da
equagao (4.11) para k= —1, 0, ,0.5.

os diagramas de parametros, dependendo se a diferenca hetero-atomica normalizada k é
positiva, zero ou negativa. Podemos resumir o comportamento tipico dos diagramas de
parametros da forma seguinte: quando k é negativo, o diagrama é dividido em 5 regioes:
na regiao A nao existe solugdo para z quando ¢ = 0 e existe uma solugao para z quando
¢ = Nm/6.

Na regiao B existem duas solugoes para z quando ¢ = 0 e uma solugao para z quando
¢ = Nm/6. Na regiao C existe uma solu¢ao para z quando ¢ = 0, uma solucao para z
quando ¢ = N7 /6 e duas solugoes para ¢ quando z = —k — 1. Na regido D(E) existe
uma soluc¢ao para z quando ¢ = 0 e duas (nenhuma) solu¢do para z quando ¢ = N /6.
Para o caso de k = 0, a regiao C desaparece, restando apenas quatro regices: A, B, D, E
explicadas anteriormente. Quando £ é positivo o diagrama é dividido em trés regides: na
regiao I existe uma solugao para z quando ¢ = 0 e uma solugao para z quando ¢ = N7 /6.
Na regiao I existem trés solucoes para z quando ¢ = 0 e uma solugao para z quando
¢ = N7 /6. Na regiao 111 existe uma soluc¢do para z quando ¢ = 0 e trés solugoes para z

quando ¢ = N7 /6.

Para auxiliar na compreensao da dinamica classica é ttil plotarmos as curvas de nivel
do Hamiltoniano (4.8). As curvas de nivel sdo curvas de energia constante do Hamiltoniano
no espago de fase. As figuras (4.6) sdo mostradas para os trés casos k = —1, k =0 e

k = 0.5, ilustrando o comportamento nas diferentes regioes. Observamos que o padrao



das curvas de nivel é diferente para os casos de k negativo e zero se comparados ao caso
de k positivo. E importante salientar que este estudo também nos permite identificar, de
forma simples, se os pontos fixos obtidos estao associados a maximos, minimos ou pontos

de sela.
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4.2 Analise Quantica

Neste capitulo faremos uma analise da dinamica quantica e do gap do modelo. Em
particular analisaremos o caso onde o Hamiltoniano nao possui termos de espalhamento,

ou seja, no limite onde U;; = 0.
H = poNy + iy Ny + 1N + Q(aTaTbTC + chaa). (4.23)

Apesar do Hamiltoniano simplificar consideravelmente, este ainda permanece suficiente-
mente nao trivial, permitindo captar as principais diferencas entre os casos de k positivo,
zero e negativo. Este limite, chamado de limite sem espalhamento, corresponde a utilizar
A = 0 na andlise classica. Observando os diagramas de parametros na figura (4.5), vemos
que existem duas bifurcacoes para k negativo e trés bifurcacoes para k = 0. Para k posi-

tivo, nao existem bifurcagoes na linha A\ = 0.

Especificamente, para k = —1 os pontos de bifurca¢ao ocorrem em (a, ) = (—0.86, 0)
e (a,\) = (0.86,0), que correspondem a uma bifurcagao associada a um méximo e a um
minimo, respectivamente.
Quando k£ = 0, as bifurcagbes estao em (o, \) = (—0.5,0), (0,0) e (0.5,0). O ponto
(o, \) = (—0.5,0) corresponde a uma bifurcagdo de um méximo, o ponto (a, \) = (0,0)
corresponde a uma bifurcac¢ao de ponto de sela e finalmente o ponto (a, A) = (0.5,0) cor-
responde a uma bifurcacao de um minimo. De todos estes pontos estaremos interessados
em analisar com atengao o ponto (a, A) = (0.86,0) para k = —1 e o ponto (a, A) = (0.5,0)
para k = 0, porque nestes casos as bifurcacoes dos pontos fixos no espaco de fase sao as-

sociadas ao estado fundamental do sistema quantico.
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4.2.1 Dinamica quantica

A evolugao temporal de um estado é dada por |U(t)) = U(t)|¢) onde U(t) é o operador

~iEmt onde |m) é um auto-

de evolugio temporal definido assim U(t) = S22 |m) (m| exp
estado com energia F,, e |¢) representa o estado inicial, onde usamos a notagao |¢) =
| Na» Ny, Ne).

Usando a diagonalizacao exata do Hamiltoniano, calculamos o valor esperado da diferenca

entre o nimero de atomos e o nimero de moléculas, dado por:

(+(1)) = 3 (E(OIN, + Ny — BN (D) (4.24)

Nesta analise fixamos N e J.

Resultados para a dinamica quantica do valor esperado para z sdo mostrados na (fig.4.7),
para os casos de k = —1, 0 e k = 0.5, respectivamente. As condicOes iniciais utiliza-
das estao explicitadas na figura. Nés fixamos o parametro 2 = 1 e usamos p, como o
parametro de acoplamento varidvel.

Em termos das variaveis classicas, isto corresponde a variar o parametro o no Hamil-
toniano classico (4.8). No caso k = —1, (fig.4.7(a)), vemos que para o < 0.86 existem
oscilagoes irregulares em z, andlogas ao que ocorre para a < 0.5 para k = 0, (fig.4.7(b)).
Quando aumentamos « em direcao ao valor de transicao a = 0.86, para k = —1lea = 0.5
para k = 0, ocorre uma mudanga para oscilagoes localizadas, muito pronunciadas nos
casos (a) e (b). Para o caso k = 0.5 (fig.4.7(c)), o cendrio é totalmente diferente, exi-
bindo um comportamento do tipo colapso e ressurgimento, sem mudancas abruptas na

amplitude de z.

4.3 'Transicoes de Fase Quanticas, TFQ

As transicoes de fase quanticas, diferentemente das transi¢oes de fase cléssicas, ocorrem a
temperatura de zero absoluto e se originam devido a flutuagoes quanticas do sistema. Elas
podem ser identificadas pela variacao de algum parametro de controle, como por exemplo

0 campo magnético ou o potencial qul’micoZl 6entre outros. Um exemplo tipico desse tipo



de transicao seria a que ocorre nos cupratos semicondutores que podem ser levados de
uma fase isolante a uma fase supercondutora pela dopagem de portadores de carga.

Uma forma simples de se identificar uma TFQ seria através do gap de energia, i.e. a
diferenca entre o valor de energia do primeiro estado excitado e do estado fundamental
do sistema. No que segue, estudamos o gap para o Hamiltoniano AABC, com o objetivo
de identificar o ponto onde ocorre a TFQ. Existe, na literatura, hipéteses de que pontos
de TFQ correspondem a pontos fixos na analise classica do modelo e queremos testar isto

para o presente Hamiltoniano.

4.3.1 Gap de energia

O gap de energia é definido como a diferenca de energia entre o primeiro estado excitado

e o estado fundamental do Hamiltoniano, ou seja:

AE = E' — E°. (4.25)

O ponto onde o gap é minimo é o ponto de TFQ, ou, rigorosamente, pré transicao de
fase quantica que, como veremos, coincide com um ponto fixo da andlise classica (4.5).
Através da diagonaliza¢ao do Hamiltoniano (4.23) é possivel determinar o gap do sistema
em funcao da variavel a.
O ponto critico do sistema se aproxima de a ~ 0.86 para k = —1 e também se aproxima
para «a ~ 0.5 para k = 0, conforme a figura (4.8). Verificamos também que quando N
aumenta, o minimo do gap se aproxima de zero e neste ponto « é o ponto critico, indicando
uma TFQ.

Concluindo, os pontos de TFQ obtido na andlise do gap para os casos de k negativo
e zero correspondem a pontos fixos de bifurcacdo na andlise cldssica do sistema. Além

disso, estes pontos apresentam mudancas abruptas na dinamica quantica do sistema.
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Figura 4.6: Curvas de nivel para o Hamiltoniano (4.1). Aqui temos usado para:
(a)k = —1 a esquerda (A, o) = (0,-1.0),(5,2.5),(0,0)e(0,1.5); (b)k = 0 no
meio (N, ) = (0,—1),(2.5,2.5),(0,0)e(0,1.5); (c)k = 0.5 a direita (A, ) =
(0,—1.5),(5,2.5), (=5, —2.5), €(0,1.5)
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Figura 4.7: Evolugao temporal do valor esperado de z para o Hamiltoniano (4.23) com
N = 900, para (a) k = —1 o estado inicial |0,450,150); para (b) k = 0 e estado inicial
|0, 0,300); para (¢) k = 0.5 com estado inicial |450, 0, 150).
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(ak=-1 ) k=0 (c) k=05

Figura 4.8: Gap de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental em
fungao de a para (a)k = —1; (b)k = 0; (c)k = 0.5, para diferentes valores de N; usamos
0=1
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho introduzimos novos modelos integraveis que descrevem a interconversao de
atomos e moléculas em CBE homo e hetero-triatomico moleculares. Isto foi possivel explo-
rando diferentes realizagbes das édlgebras su(2), su(1,1) e representagdes multibosonicas
de sl(2). Estes modelos foram resolvidos exatamente utilizando o método algébrico do
ansatz de Bethe: as equacoes do ansatz de Bethe e suas energias foram derivadas.

Para o modelo mais simples obtido, o CBE hetero-triatomico molecular formado por dois
atomos de uma espécie e um dtomo de outra espécie (modelo AABC), fizemos um andlise
classica e quantica, e encontramos que diferentes cenarios podem ser obtidos, dependendo
se diferenca hetero-atomica normalizada k, caracteristica de modelos heteronucleares, é

negativa, zero ou positiva.

No Cap. 1 apresentamos um breve histérico tedrico e experimental dos condensados:

a obtencao destes e os métodos utilizados).

No Cap. 2 discutimos a integrabilidade e a solugao exata dos modelos, num con-
texto mais formal de matrizes de transferéncia. Apresentamos também as realizacoes das

algebras su(2), su(1,1) e Y[gl(2)] usadas nas estruturas algébricas dos modelos.

No Cap. 3 introduzimos trés modelos para CBE homo e hetero-triatdmico moleculares:

o modelo AABC que descreve a interconvegiéo de dtomos em moléculas ( e vice-versa)



para o caso em que dois atomos sao de uma espécie e um atomo é de outra espécie; o
modelo ABCD que descreve a interconversao atomos-moléculas para o caso em que o0s
trés atomos sao de espécies distintas e o modelo homo-triatomico molecular, em que os
trés dtomos sao da mesma espécie. As equacoes do ansatz de Bethe e as energias para os

modelos foram obtidas.

No Cap. 4 fizemos uma andlise classica e uma anélise quantica do modelo mais sim-
ples, o modelo AABC. Encontramos que o espaco de parametros pode ser dividido em
diferentes regioes, dependendo se k é negativo, zero ou positivo. A existéncia de diferentes
regioes origina dinamicas qualitativamente diferentes, especialmente para os casos de k
negativo e k = 0 se comparados a k positivo. Mudancas abruptas nas dinamicas quanticas
para os casos de k negativo e k = 0 sao observadas. Fizemos também uma andlise do

gap de energia, que permitiu identificar os pontos de transicao de fase quanticas do modelo.

Em relagao a possiveis trabalhos futuros na area, existem varias possibilidades:

(i) Uma seria explorar a existéncia de modelos integraveis que descrevam a interconversao
de d4tomos em moléculas (e vice-versa) em estados quadri-atomicos de Efimov, estudados
recentemente em [19].

(ii) Outra possibilidade seria investigar a existéncia de formas alternativas das equagoes
do ansatz de Bethe, de forma similar ao que ocorre com o modelo integravel que descreve
o tunelamento e auto-aprisionamento em CBE atomicos, [32].

(iii) Finalmente, também seria muito interessante resolver as equagoes do ansatz de Bethe
numericamente e verificar se é possivel identificar as TFQ através de mudancgas abruptas

no comportamento das solucoes destas equacgoes.

52



Apéndice
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Apeéendice A

Modelo ABC

Neste apéndice vamos revisar brevemente algumas das principais técnicas existentes para
fazer uma andlise classica e quantica de modelos de CBE integraveis. Para isto, vamos uti-
lizar o modelo de CBE hetero-diatomico molecular conhecido como modelo ABC descrito
abaixo. Este estudo se baseia na referencia [31] Este modelo descreve duas espécies dife-
rentes de atomos a e b que se combinam para produzir uma molécula c¢. O Hamiltoniano

é:

H = UaaNs + Ubbsz + UCCNCQ + UabNaNb+ UacNaNc+ chNch+MaNa+MbNb+Mch +

+ Q(a'b'c + c'ba), (A.1)

onde af, a, bt e b sdo os operadores de criacdo e destruicdo de atomos, e cf e ¢ sdo
os operadores de criacao e destruicao de moléculas, €2 é a amplitude de conversao de
atomos e moléculas, os parametros U;; sao as amplitudes de espalhamento de onda-S
das interagoes dtomo-dtomo, dtomo-molécula e molécula-molécula, p; (i = a,b,c) sao os

potenciais externos e N; é o operador nimero.
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A.1 Integrabilidade

Para este modelo adotamos a realizagao da édlgebra su(1,1) especificada na segao (2.2.4)

junto com (2.28) dada por:
(A.2)

O Hamiltoniano (A.14) é integrével como ja foi visto na se¢ao 2.1. Logo é fécil verificar
que a matriz R (3.35) satisfaz a equagao de Y-B (2.2).
Usando o operador de Lax (2.33) da élgebra Y'[gl(2)], podemos construir o Hamiltoniano

em funcao da matriz de transferéncia e fica da seguinte forma:

H=0+06N/2+1/2) + A\(N/2+1/2)* + pI +vI* +EI(N/2 +1/2) + n~'wi(0,0)

(A.3)

temos que:

dt(0,0)
du

=2—n(n+a)(N/2+1/2) =gyl —np (A4)

e as constantes de acoplamento do novo Hamiltoniano estao relacionadas com as seguintes

expressoes:
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(Uaa + Ubb + Ucc + Uab — Uac — ch)

n = o

Ucc - Uaa - Ubb - Uab
o =

w
6 o (QUaa + 2Uvbb + 2(]obl) - Uac - ch + 2”0 - 2:ua - 2/4%)
N 2w

2Uvbb - 2Uaa + Uac - ch

v = 9
w

Usa + Usy + Uab — 2410 — 2115

o =
4

2,“/0 - Uac - ch

) =
2
A= U
o Ubb_Uaa+Ma_ﬂb

p= 2

Uaa + Ubb - Uab
UV =

4

Uac - ch

¢ = ke

2

Logo usando as equagoes (2.29, 2.32) aplicadas ao pseudovacuo encontramos os autovalo-

res, sendo:

a(u, M) = (u+nk) (1 —nu —n(a(M + &) + (26 — 1)+ 8), e d(u, M) = (u—nk). (A.5)

Seguindo o método algébrico usa-se a equacao (2.19) para a energia do modelo:

E@) = o+0M+k)+AXM+r)>+p26—1)+v26 —1)*+ 62k — 1) (M + k) +

b [0 = e 4 8) +a@s - 1)+ B[] - T[2E (as)

I/.
i=1 v i=1 v

A.2 Analise Classica e Quantico

As varidveis quanticas N; e ©; (j = a, b, c) satisfazem as seguintes relagdes canonicas:

[@J'v@k] = [vaNk]:O (A7)

[N, ©k] = @bl (A.8)
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Fazemos primeiro a mudanca de variaveis para a representacao do numero de fase:

j = €%,/N; (A.9)
jt = /Nje (A.10)

e com esta mudancga, podemos transformar a ultima parte do Hamiltoniano na seguinte:

attie + cfba = /N,e " \/Nye " % \/ﬁc + \/ﬁce*id)c et \/ﬁbeid’“ \/E
= 2 cos(¢pg + &b — ¢c)/ No NN, (A.11)

agora escrevemos o argumento do cos como:

4¢

(¢a+¢b_¢c)zﬁ

e as relagoes seguintes:

J = Ng— N,

N = N,+ N,+ 2N,
(Ng + Ny — 2N,)
N )

onde J é a diferenca hetero-atomica entre o niimero de atomos do tipo a e b, z representa a
diferencga entre o nimero relativo de atomos nos condensados e ¢ representa uma diferenca

de fase. Sabemos que z e ¢ tem que ser varidveis canonicamente conjugadas, isto é:

[Z7¢] =1
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Logo utilizamos (A.12) e sendo k = %+ obtemos:

N, = N(k—|—41+z)
N, — N(=k+1+z)
4
N1 -2
N, = —
(A.12)
usando ky =1+k e k_=1-—Fk temos:
N3/2
N,NyN, = W\/(l —2)(z + ko) (z + ko). (A.13)

Voltamos para o Hamiltoniano (A.1) substituindo as equagoes (A.13) e (A.11), escrevemos

da seguinte forma:

4
H=2X4z2(a-N+AN=204+3)+ VA —2)(z+ky)(z+k_) cos(ﬁ(b), (A.14)
onde
N = \/N Uaa+Ubb+Ucc+Uab_ Uac - ch
2€) 4
VN (1+k 1—k Up 1+k 1—k 1
= 5~ —Uaa —U _—Uac_—Uc a7 \Ma - Mc
“ 29( g et TPty r Vet g lHat i “))
VN 2
5 = Yoy ((UH K2Vt (1= 0200+ (1= K20+ 2 (4 Do+ (1= R) )

A.2.1 Pontos Fixos

Agora vamos encontrar as equacoes de movimento através das derivadas parciais do Ha-

miltoniano que também nos darao os pontos fixos do sistema:

d:  OH dp  OH

o8



e os pontos fixos estao determinados pela condicao:

0H 0H
logo usando (A.14) encontramos a igualdade
B (I=2)z+k)+(Q—2)z+ks) = (z+ k) (z+ k) 4o,
22\ +a — A+ N R cos(+7) =
4 4
= _N\/(l —2)(z+ki)(z+ k) sin(ﬁqs). (A.17)

A condigao dos pontos fixos pode nos dar mais informacao se separamos ela dependendo
de k e de ¢. No grafico (A.1) podemos ver o comportamento da fungao g(z) para diferen-
tes valores de k. Logo quando graficada junto com a funcao f(z) pode-se ver o numero

de solugoes para cada caso No gréfico (A.1), ilustra-se o comportamento da funcao g(z)

g(2)

Figura A.1: Comportamento da fungao g(z) da equagao A.18 para trés valores diferentes
de k
para diferentes valores de k. Isto faz com que seja necessario tratar os trés casos de k£ < 0,

k=0 e k > 0 separadamente. Analisamos os seguintes casos:

* Caso k # 0 temos duas andlises:

x para ¢ = 0, em (A.17) a seguinte solugao:

(=)t )+ (1= 2)E+h) = (k) +h)
2/ (1 —2)(z + ki )(z + k)
59

22ZA+a—N = —

f(z) = g(z)

(A.18)



* para ¢ = %, esta:

(1—2)z+k )+ (1 —2)(z+ky)—(z+ki)(z+ k)
2y/(1—2)(z + k) (2 + k)
f(z) = —g(2) (A.19)

22 A+a—\ =

1=20=05
1=150=2
1=19,0=12
g2)

Figura A.2: Solugao grafica da equacdo (A.18). A intersecgao entre a reta f(z) e a curva
g(z) para diferentes valores de A e «, Para este caso podemos tomar dois valores de k, um
sendo k = —1 (a) e outro k = 0.5 (b).

No gréfico (A.2 a) vemos que para k = —1 somente existe um maximo local para as
trés retas que seria uma solugao, mas para o caso de k = 0.5 pode admitir uma, duas ou

trés solugoes.

60



* Caso k = 0: Da equagao (A.18) temos:

—(1—3z)
22 3+ a— A= —— A.20
: “ 2¢/1 — 2z ( )
e para a equagao (A.19) temos:
1
2\ +a— A= ;—32) (A.21)

1—2

Podemos ver no gréfico (A.3) que admite uma ou duas solugdes. Por conveniéncia

definimos:

f(z) = 222 4+a—A (A.22)
(1—32)

9(z) = o (A.23)

Figura A.3: Solugao grafica da equagao (A.20) para k = 0. A interseccao entre a reta
f(2) e a curva g(z) para diferentes valores de \ e «

A.2.2 Diagrama de parametros

O diagrama no espaco de parametros serve para identificar os tipos diferentes de solugoes
para a equacao (A.16), dividindo o espgo de parametros em diferentes regides, para cada
caso de k, analizado acima. Considerando f(z) e g(z), a fronteira entre as regides ocorre

quando f(z) é uma linha tangente a g(z) S algum valor de zp. Uma andlise padrao



mostra que isto ocorre quando A = ¢'(z). Exigindo que f(z9) = ¢g(20), encontramos uma

relacao que determina a fronteira.

3

rJ

(%)

Figura A.4: Diagrama de parametros identificando diferentes tipos de soluc¢oes da equagao
A.16 onde k=0. Na regiao I nao tem solugao para z quando ¢ = 0, e uma solugao para z
quando ¢ = Nm/4. Na regiao I tem duas solugdes para z quando ¢ = 0, e uma solugao
para z quando ¢ = Nw/4. Na regido III tem uma solu¢do quando ¢ = 0, uma solugao
para z quando ¢ = N7 /4, e duas solugbes para ¢ quando z = —1. Na regiao IV tem uma
solugao para z quando ¢ = 0, e nao tem solugao para z quando ¢ = N7 /4. Na regiao V
existe uma solugao para z quando ¢ = 0, e duas solugoes para z quando ¢ = Nx/4. O
limite que separa as regides Il e III é dada por A = (a+ 1)/2, em quanto que a equagao
A = (a—1)/2 separa as regides III e IV. O limite entre as regioes I e II, e as regides IV e
V foram obtidas numericamente.
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A.2.3 Dinamica Quantica

Investigamos a dinamica quantica do Hamiltoniano no limite de nao espalhamento onde

Ui; para todos os 4,7 = a,b, c:
H = 114N, + 115Ny + peNe + Q(a’d'c + clba), (A.24)
Para fazer a analise quantica usamos a ideia da evolugao temporal, entao temos:

(W(t)) = Ut)]e), (A.25)

onde U(t) é o operador evolugdo temporal:

M

U(t) =Y [m)(m| exp(—iEnt), (A.26)

m=0
e a, = (V,|¢) sendo |¢) o estado inicial. Através da diagonalizacao calculamos o valor
esperado de z(t), sendo z introduzido na parte cldssica como a diferenga entre dtomos e
moléculas z = (N, + N, — 2N,) /N para este caso teriamos:

(+(1)) = 3 ((OIN, + Ny — 2N (1)), (A.27)

Usando a ultima equacao junto com os autovalores e autovetores obtidos diretamente
da diagonalizagao numérica do Hamiltoniano podemos investigar a dinamica quantica do
valor esperado z(t).

Um estudo do gap de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamen-
tal também pode ser feito, utilizando também a diagonalizacao exata do Hamiltoniano.

Maiores informagoes podem ser obtidas em [31].
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Absiract

We construct a Family of ri-atomic medels for heteromuelear and homonuclear
molecular Bose—Einstein condensates. Wo show that these new gencralized
models are exaclly solvable through the algebraic Bethe ansalz method and
denve their comesponding Belhe ansatz equations and energies.

PACS numbers: (2300010, 03065 Fd, 03 65 —w, 05 30 0p, 03,75 Mt

1. Imirosduetion

Since the pivotal experimental achievement that led 1o realizations of Bose—Finsten
condensates (BECK), vsing ultmcold dilute alkali gases [1, 2], a great effort has been devoted
o the undemstanding of new properties of BEC. The crcation of a molecular BEC compound,
which has been obtained by different technigues [ 3], leads one also o the compelling chemisby
of RECs, whare the alomic consbituenis may form molecules, for instance, by Feshbach
mesonances [4] or photoasseciation [3]. These vesulils turned the search for inlegrable models
that could ke candidates for describing BEC properties inlo a very active held of nesearch
[6—=12]. In Fact. exactly solvable models are expected 0 provide a signibicant impact i this
area, a view that has been promoted in [ 13, 14].

Muoreover, the recenl expenmenial evidence for Efimey states in an uliracold cesium gas
[15] provided a physical ground for the sesarch of ri-atomic homomelear molecular BECs.
P 1o the rapid technological developments in the held of ultracold systems, this experiment
15 just the beginning of the siudy of tn-atomic molecules [16, 17].

We inbroduce, in the present paper, a complete family of new solvable models for both
hetermonuclear and homonuclear ri-atkomic molecular BECs obtained threough a combination
of bwer Lax operators constiucled using special realizabions of the se(2) and sail, 1) algebras,
as well as a multibcsonic representation of {2, discussed recently in [LE]

ITE]-B1 1308255000 +FEE0.00 O 300 (0P Puhlishicg 1id Prineeclin ihe UK 1
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[Tntal nome, integrability was shown for those Hamilionians describing beteronuclear and
homonuelear di-atomic molecular BECs |7, In the heteronuclear case, two different atoms,
labeled @ and &, can be combined to produce a molecule labeled by c. The different degrees
of freedom in such models are epresented by canonical creation and annthilation operators
[a, Bc, ... L L ..} satistying the wsual commutation relations [a, a'l = I eic, and
commuting among different species. The Hamilionian for the di-atomic heleronuclear model

reads [7, 19]
H= U N4 U N+ U N+ U N N+ DL NN+ U NN
o N N+ e W+ 52 (T e o), (Ll

The parameters Uf; descnbe S-wave scatbering, o are exlemal polentials and 2 0= the
amplitude for intercomversion of atoms and molecules. In the bomonuclear case, two identical
atoms labeled @ are combined to produce 3 molecule ¢ [7]. The gemeralizabion to the in-atomic
case 15 not immediale and in panticular, For the homonuclear case, a one-mode multibosonic
mealization of 52} 15 essential.

I[n what follows, we wall show that it 1s possible 1o find other integrable gencralized
molecular BEC models, more specifically, hetercnuclear and homonuclear tri-atomic models.
Wi first introduce bwo models, one with bvo identical species of atoms and a different one and
arcther model where there are three different species of atoms. In both cases the three aloms
can ke combined to form a molecule. We then introduce a model consisting of three identical
spocies of aloms, which uses a recently defined multibosonic realization of the 51{2) algebra
[1E8]. We prosent how these generalized models can be derived from a transfer matnx, thus
allewring us to show thear inbegrability by the algebraic Bethe ansalz method. We also obtain
their comesponding energies and Bethe ansaiz equations.

X Tri-atomic madecular maodels

We wre going o inbmduce in this section three different Hamilionizans desenbing in-alomie
molecular RECs, bwo for the hetero-atomic case and one for the homo-stomic case. We ane
considering the coupling paramelers veal, such that the Hamilionians are Hermitian, The L
paramelors describe the S-weove scatlenng, the @ parmmebers are the external potentials and &2
i5 the amplitude For inlerconversion of aloms and molecules. The operators ¥, f =a, b, c. 4,
are the number cperators acting in the Fock space.

2 1. Helemnuclear molecular models

We can construct two models For beter-atomic molecular RECs, cne wath two identical
spocies of aloms and a different ome and ancther model where there are three ditferent species
of sboms.

210 Model for two atems a ard ore atom b The Hamiltooian that descnbes the
interconversion of a beterogeneous tn-atomic molecule lakeled by = with two atoms of lype @
and one alom of type b 1s given by

H= U N4 U N+ U N+ U N N+ DL NN+ U NN
o N+ N+ e W+ 82 (T et e+ cThaa), (2]
Hamiltonian (2] has two independent conserved quantibies,

=N, +2N. f= Mo — 2N, (3

(]
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where I3 15 the imbalance between the number of atoms of types a and k. The woial number of
particles N = N, + Ny + 3N can be writken using these conserved quanbities,
ih-nh
T
and it 15 also conserved.
Wnting the S-weve diagonal part of (21 as a combination of the conserved guanities (3]
wie find

all+ B +p I,
where we have used the following identibcation for the coupling constanis:
Ve =+ F+ 3. e = 48, e =da.
g = —df — 2y, e = dor + 2y, U = —dye,
Therefore Hamilionian (21 can also ke wnilten as
H = uf]: + |':|.|"1! + el b+ N+ N+ o N+ Ell:ﬂiﬂib.rr + b i

This form will be used later when we show how Hamilionian (2] can be derived from a transter
malnz ko esiablish integrability in the general contesl of the Yang—Razxter algebm.

212 Model for thee different atoms: &, b and . The Hamiltonan for a model of
helerogeneons tn-atomic molecule labeled by o with coe alom of type @, one atom of type b
and one alom of lype c 15 given by
H =L N4 U N+ U N+ U, N3

+ U W+ D NN+ N N+ U NN+ T N N+ U NN

g N+ Ny e N+ N+ 2 et BT+ e, (5]
Harmltonian (3] has three independent conserved guantities,

i =N,+ Ny, I = No+ Ny, =N+ N, (A
The physical quanbities representing the different imbalances bebween the number of aloms
of different species (0. 4. S and the tolal npumber of aloms W can be expressed as a
combination of these quantibies, for example,

Ji =Ny —No=H - F.
S =Ne =N =N - 15,
M =Ne—=N_.=F - §.
N=N+Ne+ N +3Ws=N+L+1

and are conserved as well.
We can wnle the §-wave diagonal part of the Hamilloman (5] in terms of a combination
of the independent conserved gquantities () ==

al [+ 815 + 815 + phds + pl Il + 0005, (T
where the following identihcaticn has been made for the coupling conslants
[ —— Uee = A. . =4, U=+ F+d+p+p+10,
Ut = 3. e = g, . = &, Uy =23+ p+4d, e =28+p+0.
Then Hamiltonian (5] can also be writlen as
H=oll + A0 + 805 + p I+ phil + 0 R 1
4 gy + e N + oW+ paNa + Q20T B T+ T eba, (8l

67



I.Phys, A feah. Theor, 41 (200E) Z5E00% G Saning ef

2.2, Hommonoclear-molecular model

[n the homogeneous case, we can construct a model descrbing a iri-atomic molecular BEC,
where all atoms are identical.

220, Model for three atoms & The Hamilionian that descnbes the inlerconversion of a
homogeneous tri-atomic molecule labeled by & wath three atoms of bype & 1s given by
H o= U N2+ U N] + U N Ny + g N, + N,

+ Qi el b (V) + o (W6 aaa). (9
where o (M) i= a function of N, (see the nexl section for mome details) that controls the
amplitude of inbercomeersion 2. This indicates that the density of alcms & has some influence
in the geperation of a bound stabe composed by theee identical atoms.

Harmltonian (9] has one conserved quantity,

I =N, + 30, (1)

the total pumber of particles & = M. + 3Na.

A Integrability amd the exact Bethe ansate solation

[n this section we will discuss the derivation, the integrability and the Bethe ansatz solution
of these models. We begin with the sw(2)-iovarant B-matns, depending on the speciral
FErAmsler w
[ 0
0 Blw) elul
0 ciwl  Bilw)
a 0o 0
with Bla] = w/{w+g)and clu) = n/la+9) Above, 15 an arbirary parameter, 1o be chosen
laber. [t 15 easy o check that Riw) satishes the Yang—Baxter equaticn

Rl — ViR la) Rale) = Ralv) Rz (e) Bjzle — 00,
Here Rz (2) denotes the matnx acting mon-trivially on the fth and the &th spaces and as the
identity on the mmaining space.

Neal we dehine the Yang—Baxter algebra Tiw),

) = [:A[m .ﬁ'iu])

Clwd M)
subject to the constraimi
Rzl — T (e T2(e) = el w82l — ). 11
[n what follows, we will choose different realizations for the monodmomy matrixs = (T {)) =
L) o oblain -atomic medels for betermonuelear and homome lear molecular BECs. In this

construction, the Laz opermiors L) have to sabisly the elation

Rpaler — L iwilale) = LaledL () Bya (e — vl (1Z)

Riu) =

— o O =

Then, defimng the transfer matnx, as w=oal, through
) =twxiTiew)) = (Ala) + D), (L3}

it folleess from (11 that the bansfer matns commubes for different values of the spectral
parametors; 12, [l el ] = 0, Consequently, the models denved from this bansfer matos
will be integrable. Let us now particularnize this construchion for the hetero and home-alomic
molecular cases.

4
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A1 Hetermnuclear-molecadar models
Wi may choose the following realization for the two models of hetematomic molecular RECS,
m(Tl) = Lie) = o GL (w305 (). (14]

with 6™ =& & a0, (7 = diagi(+. — ), the Lax operator f.slr.l],

L) = l w— ks —ps
] o+ ns°

in terms of the se(2) Lie algebra with generators 57 and 5% subject o the commutabion
melations

|5, 8% =+5857, [ 5. 5 =25,
and the Lax operator f.r,

I futqgk® ak
LX) = _( J | ]
) w —gK"  w—gk°

in terms= of the su(l, 17 Lie algebra with genemtors K7 and K subject to the commutation
nelations

K. K7l =K, IK*. K71 =-2K". (15

Mo, using two dilferent realizations for the saf2) and sa(l, 1) algebras, that allow
different species in the same Lax opemior, we will show how o construct the hetero-alomic
Harmiltonians (2 and (5] from the transfer matnx (137 and present their exact Bethe ansate
s Juticn.

J A4 Model for two aloms & ard ore aiom b, Using the following realizations for the se(2)
and sw(]. 1) algebms,

; . M- N
5 = ble, 5 =, F ==
{al ) fa)’ WL+
K= s K = : K=
z 2 4

it 15 straightforward to check that the Hamilionian (47 15 related 10 the transfer mateis (e (13)
through

H =1{w) — b g+all+8E +3h1,
where the following identification has been made for the parameters,
o
?.

We can apply the algebraic Bethe ansate methed, using as the pseudovacuum the product
stale (|0) = |&) & ¢}, with [k} denobing the lowest weight state of the sa(l. 1) algebra with
weight k, e, K7k} = k|k} and |¢) denoting the highest weight slate of the sai2) algebra
with weight o), ko find the Rethe ansatz equations IRBALE)

B =uw, B = -y =at, 2=

My —w— a1 + e+ k) _ ﬁ v - ii=1..... M. (16
£33

[v; — o+ pem iy + e — k) o=y
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and the energies of the Hamiltonian (20 (see, for example, [7, 8])

M
E=iu —||lri'1_.][|.|'*'+|',||'E_];!__.I[I:Jlli‘i—’:.lIII
— P
— fu +|',||':r|'_-:||:|:a"—:|'|I\JE:I:!___I[M_+1w|I
l . - .
- 3t p+olif + 8+ i (17

JA.2 Model for three different atoms: a, bard o Using the following realizations for the
sul2) and swil. 1) algehras,

. . . N — N
5= 5 =d'c, 5= 3 g
[n.r.r)i | [l N+ N+
K= . K = . K= —
2 2 2

it 15 straightforward to check that the Hamiltonian (27 15 related 10 the transfer mateix (w3 (13)
through

Hiw) =1iuw) —u g +al] + 305 + 807 + pl Iy + ph b+ 9105,
with the following identification for the parameiers,
P = e = W1, pe=—pa=—u'y, =y

Applying the algebruic Bethe ansaiz method we find the Bethe ansate equations (BAE)

[ — w0 — g 15 + e+ k) l v— -0 L. .
— —1_[— r.J'=|......M. (LE]

I1.l,'—r=l+rgm_-]|1.li+r=l—rl||'i:_] - 5 —|_~]-+|||'

i
and the energies of the Hamiltomian 5)
L
= +n
L= — i+ nk E—
L pE_jlw” + 0 _]ﬂ P
a =15 =
— +|',||':r|'_-:||:|:a"—:|'|I\JE:I:!___I[M_+1w|I
—w n+alf+ A+ A4y B+l 48005, (150

1.2, Homownuclear-molecular model

[n this case we may choose the following realization For the Yang—PBaster algebra
i Fiul = Liwl = n ]G.lr.b[er —d—x II.|"."I'[|.|' + . 20
with (% = diag(—, +J the Lax operator £5{x],

¥ ) = [u +ghe b :]
&t gl

in terms of the cancnical boson operators & and & with ¥, = bk, subject o the commutation
melations

[B. 5] = [&F, BTl =0, [ b1 =1

70



I.Phys, A feah. Theor, 41 (200E) Z5E00% G Saning ef

and the Lax operator £,
LAG) w+ 7o nA
) = .
—nds w—3dAp

in terms of the 51{2) Lie algebra with generabcrs Ay and Ay, subjcl to the commutabion
melations

[A_. A l= A, [Ag Al =£24,. (21
We find from the L operator (200 the follewing transfer matns,

Hul=—n I(u + et I—;ﬂ...)[u —& = e N

+y 3(u+m—§:1u:]+.lm++.l;in . (22)
with
el = g el + 271 — N+ (8 — gNelAp + AL+ BT AL (23
There is a one-mesde realization of the 51(2) algebra [18]
Ay =gV, A =o (N, A, =1a e W
with
2
ap(N) = J(¥ — R)+ao(R) (24)
c (W)= |IIL(]—|H—R|+W|:R])(1|H—.ﬁ?|+l) (25)
VN +0IL l

whene N = afa and f € . The operator 8 is
0, if I=1
R

- P2emiTIN

i-1
=411 -
3 +; e i =1

and acts on the states {|n)] as R|n) = mmodi]a). The function cpf 8 15 a function of the
spechiim of K. Forn = < {, we have

Tlu.' — Rilry =0 (26

with Ay = ay | ®) such that oo R e} = apird|e) and B|r) = r|r). The oporator 8 commules
with ' and (aff and 2o is a conserved quantity for all models presenied in this paper.

Moo we will apply this realization 1o show how b0 construct Hamiltonian (%) from the
transier matrix (220 and present their exact Bethe ansatz solution, Mote that direct combinations
of #1121 and sa(l. 1) as in the hetormonuclear cases do oot lead 10 suilable Laz opeosbors.
Henwever, through the present realization we are able to build a viable Lax operator for the
homonuelear-molecular medel.

Forl = 3, which is the casc of intenest here, 11 s straightforward to check that Hamiltonian
(9] 15 related to the transfer mateix £ (23] through

H = (D) (27

T
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where we have the following identification,
=900+ Uy — A
Gleo+d) = (1807, — ZULON — oo+ LB, — Gy,
3y ed + Tany 7 = qpa® # (1AL, — G0N + 6y, — 3, +a]o
+ AN+ 12 + e N
with g = (R} = Jun(f) — 2R. Lel |0)p denote the Fock vacuum siate and let |r}a denole
the lowest weight state of the (2} algebra where » = (0, 1, 2, are the angenvalues of £ for

I=3and ¥ =l + r, withn & ¥, Unthe preduct state W) = |rla @ |[Ds we can apply the
algebraic Belhe ansate method for iinding the Belhe ansaty equabions (BAE)

(1 — qu; + md e + oo+ f!'!u..lr]] ﬁ % — 1w -1

. Li=1.... M, 28]
vi +or — yarn () e Wi . (28)
and the energies of the Hamiltonian (5)
b} Mo = bl 7 Mo+ n
EF=n '+ I](r.-_l+ u..lr]) ! +7 ![:m— (r ) ! . (25
i ! 5 ﬂ . ! 5 0 1 H .

4. Summary

Wi have introduced three new integrable models For both homogeneous and heterogeneous
iri-atomic molecular BECs chtained through a combination of Lax operatoms constnicted using
spocial realizations of the sl 2) and sl 13 algebras and a particular one-mode multibosonic
mepresentation of ={{2), possibilibies thal were cverlocked 10 previcus siudies. The models
were solved by means of the algebraic Bethe ansate method and their comesponding energies
and Bethe ansate equaticns were decived. We hope that cur models may be of physical
melevance as long as new experimenis are performed 1o the held, which 1. just 1o s tnitial
shage.
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We imvestigabe an integrable Hamilionian modeling a heleroinalomic molecular Bose-Einstein condensate.
This medel describes a mixiure of two species of aloms in different proportions, which can combine 10 form

a triatomic molecule. Beginning with a classical analysis. we determine the fived points of the system. Bifuor-
cations of these painls separate the pammeter space into different regions. Three distinet scenarios are foand,

varying with the atomic population imbalance. This resull suggesis the ground-siate properties of the quantum
mexkel exhibit a sensitivity on the atomic population imbalance, which is confirmed by a quantum analysis
using different approaches. such as the ground-stale expectation vatues, the behavior of the quantum dynamics,

the energy gap. and the groond-sate Adelity

DO 101103 PhysRevA T9.01 3624

L INTRODUCTION

The expenmental achievement thai led o the Bose-
Einstein condensates (BECs), using dilute alkali gases at ul-
tracold emperatures [1,2]. induced a substaniial effort dedi-
caled 1o the understanding of new propectes of BECs. In
particular, the development of the lechnigues wsed in the pro-
duction and manmpulation of ulbmecld @iems and molecules
[3] has opened the way o ancther feld, the “chemisty™ of
ultracold sysiems, i.e. where the alomic constitvents of the
dilule gas may recombine Forming molecules, Such molecu-
lar BEC compounds have heen obiained by differeni tech-
micques [4], for instance, by Feshbach resonances [5-7] or
photoassoeiation [8] There can alss occur atom-meolecule
interactions that must be at least three body in nature [9],
bringing up a stimulus and challenges to our physical under-
standing. Expenmental evidence for three-body mecombina-
ticsns [ L01] as weell as for Eimoy states [ 11] provides a physi-
cal ground and stimulus for the search of tnatomic molecular
BEC: and for the investgaton of their theoretical aspects,
which is cur man interest.

From the theoretical point of view, wlivaceld alomie and
molecular systems are characterized by their large quantum
fuctuations. In this sense, the search for exactly solvahle
mosdels describing atomic and molecular BEC becomes rel-
evant. Indeed this has become a very active feld of research
[12-203], and the experimental relevance of these models is
currenily a very aclive research subject [21]. Those solvable
models are expected o provide a significant impact in this
area, 2 view that has been promoted in [22,23]. Increasing
evidence and recent results show that multiatemic syslems
may be inleresting and relevant for oltracold  atomic-
molecular Bose-Einstein condensates, & significant questicn
in this conbexl is whether more complex ultacold molecules
could be created than simple dimers [24]. Also, due 1o the
mere sophistiicaled mature of the contm] of the inlemiomic
inbermctions, in the case of inaiomic molecules, one expects a
rich quanium phase structure, Indeed, very recent experimen-
tal resulls confirm the existence of hetercatomic bosonic tri-

1050- 294 Tr00R T L 100 36249
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mers in ulbracold mixtuees [25], which provide us with addi-
tinnal motivation by pursues the present investigation.

In this paper wi analyee an intkegrable mode]l descrnbing
heterotriatomic molecular Bose-Finstein condensate where
alomic BECs can combine (in different proportions] o pro-
duce a compound with two atoms of the same kind and a
third one of a different species. Our model, which has been
shown to be solvable in [26], includes besides the intercen-
version of atoms o molecules and vice versa, a linear inter-
action comesponding ko the external potential and a bilimear
interaction comesponding o the scaitering belween atoms-
atems, stoms-molecules, and molecules-molecules. We stz
our analysis of this model by a classical treatment where we
ohbizin tis phase space determining, n paticular, the fxed
points. We find that for ceriain coupling parmmeters bifurca-
tion of the fized poinis occurs, and we can delermine a pa-
rameter space diagram, which classifies the found fxed
points. This diagram s delermined for the imbalance of the
number of aloms, which alleows ws o classify 11 in three
distinet cases. Specifically, when the imbalance s equal to
wero or 15 negative there 1s a sponiamcous appearance of ad-
diticsnal boundanes 10 the parameier space (one For the zero
cuse and iwo for the negative case), some of which can ke
identificd with bifurcations of the minimum of the classical
Hamiltonian. We also perform a guaniom analysis, where we
study the quantum dynamics and make a comparizon with
the classical resulis. Here we are inberested in studying the
ground state of the model, becanse as actual sysbems are in
ulbmcold tlemperature, some insight can be obtained from the
ground siabe. Furthermore, as pointed oui before, the pres-
ence of large quantum fuctuations makes 3t inberesting to
look for the phase siructure at sero temperatuee, the gquantum
phase iransitons. In our case we are ahle to look for signa-
tures of quantum phase bansition. Here we wse two defini-
tions: energy gap and ground-state Adelity in ocder 1o find a
quantum phase pretransition, a teem that will be explained
later. We ohserve that the critical poinis are pined deawvn in
complebe agreement with the classical analysis.

The paper is coganized as Tollows, In Sec. [l we present
cur integrable moedel. Section 111 is devobed io the classical

E2008 The American Physical Society
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analysis where the parameber diagram is obtaned. Section 1V
15 devobed o the quanium amalysis where we shoaw the quan-
tum dynamics and a study about quanivm phase pretrnsi-
ticn. Bection ¥ s devoted 1o our conclusicns.

IL MODEL

Let us consider the following Hamilionian descnbing a
heterotnatomic molecular Bose-Einstein  condensabe with
twio identical species of atoms, denoted by a, which can be
combined with a different type of alom, dencted by B, o
produce a molecule labeled by o, In beems of canonmeal cre-
ation and annihilation opertors [ b.c.a’ B o) satisfying
the usual commuintion relations [a,ﬂ+]=f, glc., the Hamil-
tomian reads

H=U N+ U NS+ U N U NN+ U NN,
+ UL+ e N+ N+ N+ D afa b le + o haal
il

The parameters U; descnbe S-wave scatlering, gy are exler-
nal potentials, and £) 1s the amplitude for inlerconversion of
aloms and molecules. N; are the number cpecators, ie, A
=a's i= the mumber of aloms type @, Nu=b'h is the oumber
of atoms type b, and N.=c"¢ is the number of melecules.

The Hamiltonian acis on the Fock space spanned by the
[unnormalized] vectors

[ AN = Gl M N (0, (2]
where |0} s the Fock vacuum.

The Hamiltonian above has two independent conserved
guanlitics

N=N_+N,+IN, J=N, 2N,

where & 15 the ioial number of stoms and J s the atomic
imbalance. It is convenient to intreduce £=0N as the fac-
ticnal atomic imbalance. Since there are three degrees of
freedom and three conserved guaniities, the moedel s inbe-
grable. More details about the integrability of this model,
using the Bethe ansate method, can be found in [26]. In what
follews we will nvestigate this model in detail. Below we
begin with a classical analysis of the model and determine
the fized poinis of the sysiem.

I CLASSICAL AMNALYSIS

Let N, i, j=a,b,c, ke quantum variables satisfying the
cancnical relalions

['I?f- 'ﬁ-] = [-'l"l_.'--ll"lﬂ-] =0, [I"lr,. ﬂg.] = rﬁﬁf

We make a change of vanables fom the operators .7, §
=a .k, o, 1o a number-phase representation through

i =::J:pl.rr'£l|1-:|'|.|"l_'_,-, J=ab.e,

such that the canonical commuiation relations are preserved.
We pedicrm an additional change of vanables,

(N, +N, - 3N,

==

=
<
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N
f= (20,4 8,~ ).

such that z and # ame canonically conjugate vaciables, Le.,
[z.8] = if.

In the limit of lage & we can approzimate the |[nescaled)
Hamiltonian by

A0NE
H= ?[h; + 2o —hiz+ F
— 1
+|:z+r+l'|I:+|:'_]l:'l—:]cm(?\]:l, 13)

where we have defined

h=AMAL 4 U+ UL+ 207, - 20, - L0,
= L‘I.I:-lil.rr++ N 4+ le_+ LI+ (e 4o+ 210

g, 3
N [ +r_JTJ""+EI:1pw+ = e |

= a[au,,.rf AU+ U+ 2 e+ 20, e, + Uy

G
+ H,'Zlu.'r», +pgr_ gl |

wilh

1
c,=l+k A=—,

e_=1-2k,
401

k=

|-

re[-21].

We now regard Eq. (3) as a classical Hamiltonian and
inveshigale the fixed poinis of the system. The frst step 15 bo
find Hamilton™s equations of motion, which yield

J'—E.m—_ 3 s+ o iz e —:sln.N .

40 aH 40N
— = —=——| Iz + -2
A= &% 36 [1“ i

N M4 Wl =zl +(z4e 1=zl =z 4 Wz+e)
Iz )l =—2

}C:-::-s[ﬂjl] . 1di
N

The fixed points of the system are determined by the con-
diticn

013:24-2
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4

o=l
[]

fa

FIG. 1. [Coks anline) The behavior of the function glz) for
three different values af &

— =—=1l. I:.q_l

DPue o pericdicity of the solutions, below we restrict owe-
selves o @ e [0,Nm/3]. It 15 convenienl ko define the func-
tioms as follows:

Fzl=hz+a—h,

2l =zlz+e 40l =zliz+e ) =l 4+ )iz4e]

FI:I =— ———
Ayl —zliz+e_)

Mote that the domain of giz) s ze[-1,11 if ke [-2,0] and
221,11 kein, 1.

We observe that the fractional atcmic imbalance & plays
an important role in the behavicr of the glzl function. For
k=0, giz] i= divergent only at z=1, while for the case of &
=0, glz) s divergent at z=2k—1 and z=1. Since &k affects
the domain and the shape of the function glz), this property
will affect the type of saluticns of Eg. (5], In Fig. 1 we
tHustrate the behavior of the function Il;f:_l for different wal-
ues af k. [t is, in Fact, necessary 1o treal the cases of k=0,
k=0, and k=10 separately.

A Megative coser =22k <0

Here the domain of g(z) is ze[-1.11 and glz] is diver
genl at z=1, bul fmibe at z=—1. This leads 1o the Following
classification for the solutions of Eq. (5]:

{11 =0 and 7 15 a solution of

Azl =glal, (]

which can admil sem, one, or two solutions.
(21 M=N=/6 and z is a solubon of

Azl == glz), (7

PEIYSICAL REVIEW A 79, 013624 [2008)

[ﬁﬂ) 1'.—3.H.ﬂ:+1:|[ ¥ ] i9)
N T 3 k42"

for which there are two solutions for |:--3:‘_"h!" (h=gi5l=1.

B. Fero enser k=10

Morw we comsider the case k=0, where the domain of glz]
5 ze(=1,11 and glz) is divergent at z=1, bul Aol at
z=—1. similar o the previous case. This leads to the follow-
ing classificaticn For the gerecal problem:

1) #=0 and z 15 a solubion of

fzi=glz). [ 103

which can admit wers, one, or two solutions,
12) d=N=/6 and 7 s a solution of

Azl==glzl, (11}

which can admit wero, one, or two solubions.

(3) z=-1. which vanishes the frst equation of Egs. (4)
and reduces the second equation of Egs. [4) 1o the following
linear equation bebween the coupling paramebers:

o
h=—, 1121
2
which can admit just one solution. This result 15 compatible
with that obtained in the previouws case by taking the limit
k—0 in Eq. 18).

C. Positive emser 0-Zk=]

In this case the domain of glz) s z € (28— 1,1) and glz) s
divergent at both extremes of the interval, z=28—1 and
=1. Mow, a different scenario emerges, compared o the pre-
vious bwo cases. This Leads to the Following classification for
the general problem:

11} @#=0 and z 15 a solution of

fzi=glzl. [ 13]

which can admit one, two, or three solutions.,
12) @=Nm/8 and 7 s a solution of

Azl==glzl, (14}

which can admit one, two, or three soluticns.

We can collect all different types of solubions of Eq. [5] in
a parameler diagram, dividing the parameler space into dif-
ferent regions, for each case of k discussed abowve., For ex-
ample, for the case of & positive, o construct this diagram,
wa observe thal the boundaries between each region cocur
when 15 the tangent line o *g: e, For values of & and o

such that

which can admil sem, one, or bwo solubions. Nz 4 dg
(3] z=—c,, which vanishes the frst equation of Eqs. (4] - d= |
and reduces the second equation of Egs. (4] o the expressicn -
o, Vo342 @) . Azl = + glzg),
TEk+2 k4 2} W ] for some z;. This equirement determines the boundaries in
the parameter space, which are depicted 1n Fig. 2ic) for &
such that @ is @ solution of =015,
013524-3
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k=-1 k=115
5 o 5 y
5 5
2. A 2.5
L £ < 0 !
-
25 ! 25 f{'
o A
= 5 5 -
- 9 = ) 5 = a
i) 5 25 3 15 5 om 5 g 2. S -5 25 E 5 &

FIG. 2. (Calor onling) Parameler space diagram identifying the differen! types of solulion for Eg.o (5] for different values of
k==1;0;0.5 We cbeerve [a) ive dislinct regions For the negative case; (b)) four distinel regions for £=0; and (¢ three distinct regions for
the pasitive case. [n (a) the bemndaries are piven by ;\.:[ﬂ' - gl —k— I.:I].'[J:-rE,I while in (h) it is given by k=o' 2.

Mx in the case of & positive, we can determine the region
boundaries in the parameter space for the other two cases.
Howewver, becawse of the exisience of solutions of the form
grven by o, (8], which do not have an analog for postiive &,
we see the appearmnce of new boundanes given by the con-
ditions h=[e 7+ gl—k— 11]/{k+2] for megative k and h=a/2
for k=0, The boundares in parmmeter space are tllustrated in
Figs. 2ial and 2(k) for k==1 and &=, respechively. Motice
that the 1w additional boundaries, which delimit region O,
for k=—1 are reduced to a unigque boundary For k=0, which
1= pob present foc k=05 Therefore, we have a different sce-
naricy for the parameter space diagram, depending on i the
fractional atomic imbalance & 15 negative, o, or posibive,
as lustraied in Fig. 2. Basically, we can summarize the iyp-
cal behavior of the parmmeber space diagram as Follows:
when & 1= negative, the pamnmeler diagram is divided tnic
five regions: in region A there s no soluiion for ¢ when
=01 and one solution for 2 when #=Na/'6. In region B there
are two solubions for 7 when #=0 and one solution for z
when #=Nm/6. In region C there is one solution for 7 when
#=0, one solution for £ when f=Na/' 6, and two solutions for
! when z==k-1. In region [ therm 1= one solution For z
whien #=0) and two solutions for z when #=Nw/6. In region
E there is one solution for £ when #=0 and o solution for 2
when f=Na/'6, For the case k=0, region C disappears and
the phase diagram is left with the four regions A, B, 0, and E
dizcvssed befome, When & is positive the diagram is divided
intey thrse regions: in region [ ihere 1= one solution for 2 when
=0 and ope solution for 7 when #= NG, In region 1Hbere
are three soluticns for 2 when =0 and ome solotien for 2
whin #=Nw/6. In vegicn I there 1= one solution for 2 when
=01 and three solutions for z when #=N=/6_ 11 1s inlevesting
tes mention that the fractional atomic imbalance also plays an
imporiant role n heleredisiomic molecular Bose-Einsiein
condensates [27-29].

To help visvalize the classical dynamics, 1t s useful o
plost the level curves of the Hamilicnian (3], Since the fixed
points change the opology of the level curves, gualitative
differences can ke observed between the different regions.
The results are depicted in Fig. 3 for 2==1 lon the left], &
=01 {1n the middlel, and £=0.5 |on the nghi]. For clacity, we
use convenient inlervals for @ and .

In Fig. 3lal we show the level curves of the Hamilionian
(3] For k==1, illustrating the typical behavicr for regions A,

8. C, and E (from the top o the botiom]. In region 4 there
are local mimma at Gil/N= * 7. Besides the minima at
Gl N=* m, two addibional xed points (2 maximum and a
saddle point] are appamrent 0 region B occuning at #=10. In
region O there are minima al 6@/N= * 7 and for #=0 just
one fined point, 3 mazimum. There are also saddle points
when z=0. In region E jusl one fized pont, 2 mazimum,
cocurs for #=(0,

In Fig. 3lb) we show the level curves for k=0 for the
same regions llusirated in the previous case, excepl that now
instead of regicn O there 1= jusl one straight line separating
megions B and D The behavior bere s analogous o the pre-
vious case of negabive &, with the emergence of 2 mamimum
{minirmum) when passing from region A 1o B (E to Cl.

In Fig. 3c) we present the level curves of the Haml-
tonian (3] for k=05, illustrating the behavior of regions 1, 11,
I11 and I {from the tap to the botiom). In region 1 there 15 3
maximal point al =0 and a mimma at S8 N= * = Two
additional fized poants, a saddle and & mazimum, cecur in
megion Il at d=0, while two additional fixed poinis, a saddle
and a minimum, cocur in region O at 60N = 1 7 compared
o region 1.

We observe that the patiem of the level curves is distinct
foor the cases of k negative and sero compared 1o the positive
cuse,

In the following sections we will conduct an analysis of
the quantum Hamiltonian, We wall focus our attention on the
case k=00 in this way the model has one effective parameter,
. In particular, we will establish that the hifurcation cocur-
ring at (e k] ={—g(—k=11.0} for the negalive case and
lex, W)=10.5,0] for k=0 can be seen o influence the ground-
stale properties of the quantum system.

IV, QUANTUM ANALYSIS

We npoow turn cur allention 1o a quanium treatment of the
model, to invesbigate the naiue of the additional threshaold
conplings For the cases where the fractional atemic imbal-
ance &k is negative and zero. In particular, we analyxe the
Hamiltonian in the sme seatfertng lmit whene U =0 for ol
fy=ahbe,

H=p N+ N+ p N+ ia'a B e+ cThaal. (15

013:24-4
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&5/H
&8/H

&5/H
55/N

0 0.3 0.4 0.6 0.8 1 0 0.3 0.4 0.6 0.8 1
fa) £ [kl E (el E
FIG. 3. Lewel curves for the Hamillonian (3], where the datk regions indicate lower values than the light regions. Here we use for (a)
k=-1 om the JefL (&, e)=(0:—1 00, (5. 2.5). (0. 0), and (0, 151 (k] £=0 in the middle, (A . a)=(0,—1), (2.5. 2.5]. (0; O}, and (0, 151 (c]
k=05 on the right. (h,e)=(0: 151 (5. 2.5]. (-5,-25). and (0. 1.5).

Thiz simplifies substantially the Hamilionan, however, 1t noy scatbering limit cooresponds to the coupling k=0 1n the
remains sufficiently nonirivial to enable us to gain an under-  classical analysis of Sec. I With reference o Fig. 2 there
standing of the quantum behavior through the quanium dy-  are two threshold couplings when & 3s negative and three
namics, grownd-siate expectation value, gap, and Adelity. The threshold couplings for k=0, For the case of & negative, one

013:24-5
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k=-1

|t==|00, 450, 1 500

k=0
|e==|0, 0, 300>
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k=05

|di==[450, 0, 150>
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| =090 |
o T il .
as T T L
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o - i 1 1 1 I 1 o 1 L 1
1] 1 2 3 Q 2 3 0 1 2 3

{a)

t ' t
(b) (c)

FIG. 4. “Time evolulion af the expectation value of 7 for the Hamillonian [15] with N=900, for (a) k=—1 and initial stale |III. 450, 1505,
We are using natural unils. The oscillations are largely imegular with significantly decreasing amplitude as the paint at o=0.860 is crossed.
This puinl corresponds o the boundary at (e, A= (0865, 0] between regions © and E az showen in Fig, 2ia); (b) k=0 and initial stae 20,
300, A similar behavior eccors as the point al =005 is crossed, This point corresponds o the boundary at (o, 01 =(0.5.0] a= shown in Fig.
2k (e} k=05 with initial stale [450, 0, 150} The oscillations display collapse and revival behaviar with smocthly decreasing amplituce.

Here there is po abrupl behavion indicative of the fact there is no boundary atl & =0 in Fig. 2ic).

ocewrs at ler, A =(—g(=k— 11,00, signifying the hifurcation of
the global minitmum of the Hamilionian, while the other oc-
curs al (e b ) =(gl—k— L11,0), signifying the hifurcation of the
global maximum. For the specific example of k=-1, these
thresholds ave (ee k] = (0858601 and (o ) =0 200866 0], re-
specthively, For the case k=0, there are thoee bifurcations ai
Coe A ) =005 00 10,00, 005,08, The case (o k) =(-15,0]
signifies the bifurcation of the global maximum, (e, k)
=10.5,0) signifies the bifurcation of the global mipimum,
while (er, =000 signifies the bifurcation of the saddle
point. In contrast, there are no kifurcations along the line &
=00 for the positive case. We focus our atkention on the cou-
pling ler, b)=10866 0} for k=—1 and (e, h)=105_0] for &
=1, a5 in these cases the hifurcation of the fixed poant in
phase space 15 associated with the grownd siabe of the quan-
tum syslom.

As Quaninm dynamics

In geperal, the time evolution of any stale s given by
| W) = | b, where Lf) is the temporal cperator, D0
=E‘E_,,lm}{ml.:.::pl—”‘.'“fl. |} is an cigensizie with energy
E,. and |df represents the imitial state with N=N_+N,
+3N_. We adopt the method of directly diagonalizing the
Hamiltonian (15) as done in [31,32] and compute the expee-
tation value of z(r] threugh

1
T ;r{wuinlhf,,m',_ — 3N | Wix) (16]

In our analysis, for Axed total oumber of aloms N and
fized stomic imbalance J, we will use the inibal state oon-
figuration |0, =872, (2N +71/6) for the cases where k is nega-
tive and mem and |[FON=J1/3) for the case where & s
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FIG. 5, (Color onling] Mormalized ground-siate expectation
value of the molecular number operiar () versus the coupling
parameler o for the three different cases k=-1, 0, and 0.5, Here we
are using £2=1 and N=900, Far the cases k=—=1 and £=0 there is an
abrupl change in the expectation value 3NN as the threshold
cowpling a=0.865 (for k=11 and a=0.5 (for k=0) is reached. In
contrast, for £=005. the expectation vahie 3MHN increases
smaothly with &, et exhibiting any abropt behavior

positive. We therelore compare the three cases of the quan-
turn dynamics with Fractional atomic imbalance negative,
wern, and positive.

Results of the expectation value for 7 are shown in Fig. 4
for the cases of k=—1, [0, and 0.5 We are using N=5%K1 and
S==000:0; 450 for k=-1;0. 0.5, respectively. We fix the pa-
rameter 1= 1 and wse g, as the varable coupling parameter.
In terms of the classical variables, this comesponds to vary-
ing the parmmeter . The qualiative differences ame quite
apparent. In the case of k=-1, Fig. 4ia), we find ithat for @
= OLRGG there are imregular cecillaticns in z. Similar behavior
ocewrs For ae= 0.5 For k=0, Fig. 4ib]. As the coupling peram-
eler i 15 incroased across the threshold value at a=0.866, for
k=—1 and =05 for k=0, the transition to localized oseilla-
ticons is significant in cases (a) and (bl By companson the
dynamics in Fig. 4(c) For k=05 shows a collapse and revival
ol cacillations.

B, Ground-state expectation values

Mow using Eg. (16], we compute the omalized ground-
stabe expectation value 3N N for the quantum system as

PEIYSICAL REVIEW A 79, 013624 [2008)

the coupling s vaned. Resulis are shown in Fig. 5.

In geneal, agreement with the classical result is found: A
the threshold coupling = 0866 (for k=—1) and =05 (for
k=) is cmssed, the mazimal possible number of molecules
that can be Formed For each case (100 for k=—1 and 5(%
for £=00) s reached. In both cases, there is an abrupt change
in the expectation valoe 3{A NN ab the threshold point.
Hewever, For k=0, the expectation value 3{N_}N does not
exhibit any sudden change, indicative of the Fact that there 1s
no bowndary tn Fig, 2ic). Therefore, qualitative changes are
ohserved botween the cases of & negative and zero and the
case of & positive.

C. Quoantum phase trunsitions

In corder to gain better insight into the effect of the throsh-
ald couplings for the guantum system, i our final analysis
we investigate the existence of quanium phase bansitions in
cur mocke] (15).

A guanium phase tansitien QJPT) s wsoally defined as a
phase transibon 1o the ground slabe of the system under the
variation of some parameter. Basically, there s a sudden
change in the structure of the ground state =t the QFT, and
the properiies such as entanglement, correlations, ete. reflect
this sudden change [30]. There are different metheds i de-
termine a QP In particular, we will sludy the behaviar of
the energy gap and fdelity of the sysiem 1o identily a QFT.
Here we mention that a QFT s ngerously defined o the
thermoedynamical imit N—=. For lange but finibe & the sys-
lem dowes display an inereasingly sharp distinction between
ground-stabe regions, called quantum prephass transitions
1QPPT). The occurrence of a QFFT in a finile sysbem is a
precursar for a QFT in the thermodynamic Timit, Let us poow

study the QPPT of the Hamilionian [15].

I. Emergy pap
One possibility 1o dentify a QPPT is throuwgh the energy
gap, which 15 defined as the difference beiween the first ex-
ciled state and the ground sizbe of the system.
AE=E, - Ej.

In Fig. & we ploi the gap against the covpling parameler
for the cases of k==, 0, and (.5 wsing {1=1 and different

values of A In all cases the energy gap exhibils a minimum,

k=-1 k=0 k=05
L5 15
N1 N3]
2 Mol E il
< Ne=dmh) 4 N=
N =i o b
05 05
f I |
@) 05 R 05 5 a5 L5

FIG. é. [Color online) Energy gap beteeen the firsl exciled stale and the ground stale as a function of o for (a) k==1, (b} k=0, and (c]
k=05 and different values of &, We are using £1=1 and natumal uniis.
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FIG. 7. [Codor online) Ground-stake wave-function everlaps as a fonction of the coupling parameter @ for (a) k=-1, (k) £=0, and (c)
k=05 and [1=1. On the top we are vsing N=900 and different values of &, In the bolm e are using &=0.01 and different values of N,
In all cases the fidelity exhibits a minimum. which is substantially more pronounced for £=-1 and k=0, compared o £=0.5,

which is much more propcunced in the cases of & pegalive
and xem compared to the case where & s positive. We ob-
serve that as long as W increases, the point whers the gap
tends 1o vanish comesponds to a=0.866 for k=-1 [Fig. 6al]
and =05 for k=0 [Fig. 6(b]1]. in agreement with the clas-
sical analysis. [n contrast, when & s posiive there 1= no
abrupt variation of the energy gap as shown in Fig. 6lc) and
QPFT are not expocted.

2. Fidelity

Another possibility 1o investigate the QPFT s through the
hehavior of the fdelity, which is a concept widely used in the
guanium information theory [33-35], The Gdelity is basically
defined 2= the modulus of the wave-function overlap be-
bween bwo guanium states. Assuming the ground stale of the
sysbern 1s nondegenerate, let i) denoie the unique pormal-
teed grownd state. For fized small A we define the functicn
fidelity cr ground-siate wave-funciion ovedap Falo) by

Falad = (¥l - A)][¥{afl + AV,

which 1= symmetric in &, bounded between O and 1, and
satisfies Fplee)=1. For systems that exhibil a quantum phase
transition in the thermodynamic limit, the wave-functicn
overlaps between states in different phases go to zem an this
limit. The cccumence of a minimum in the ground-state
wenve-funchion overlap n a finibe sysicm s then a precursor
for a quantum phase transition 0 the thermodynamic limit.
Thus for fnike sysiems we identily quantum phase prefran-
sitfoves al a coupling ¢ For which the fdelity s [lecally)

minimal. Figure 7 shoows the behavior of the Gdelity for a)
k=—1.1h] k=0, and (c) k=0.5 for fixed MA] and different
values of A(¥) on the top (bottom]. Tt is clear that the mini-
mum valwe of Fylol, which determines the quantum phase
pretransition, tends o ocour al a==<088 for k=-1 and o
=5 for k=10, The distinction kebtwesn the predicted throsh-
old coupling and the ohsarved pretransition coupling is that
the pretransition coupling also occurs for & positive, although
for fixed N the minimum of Falel is substantially more
promcunced for & negative and som compared 1o & posiiive.
In all insiances the value of the minimum decreases with
increasing &, We remark that the value of & at which the
minimum ocews s independent of A&, as shown in Fig. 7 (on
the top). In oo previous classical analysis qualiiative differ-
ences are only found precisely when & 15 negative or zem.
Heve it is clear that the distinguishability of two phases s
more relishle also for & megative or mero. We then inlepeet
these resulis as the emergence of guanium phase boundaries
for & negative or zero.

W CONCLUSION

W have considered 1 model describing a miziune of two
spocies of atoms in different proportions, which can combing
o form a bound molecular stale ab weco lempecature. This
heterotriatomic molecular Bose-Finstein condensate medel
has been investigated in detal through a classical and a
quanium analysis.

We have found that the fractional atomic population tm-
balance &, an extra control “knob™ characlensbe o helero-
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nuclear models, plays an importani rele o the delermination
ol the phase boundanes in the diagram of parameters in the
classical analysis. This propecty also holds at a quantum
level by inspeciing the ground-siale expectabion values and
the chamcter of the guantum dynamics of the model. We
hawe alse locked for the quantum phase peetransiticns in oo
sysbern and shown that the quantities energy gap and ground-
stabe Adelity are suited For revealing QFFT and painning down
the critical [hifurcation) points.

PEIYSICAL REVIEW A 79, 013624 [2008)
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