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-Mamae, porque o céu é azul?

E a mae, que nao gostava que a filha ficasse

sem respostas:

-O céu ¢ formado por muitas gotinhas de

agua, como uma enorme piscina.
-Entao posso mergulhar no céu?
-Claro!

Foi entao que a mae fechou os olhinhos da

v



menina e rapidamente a crianca comegou a
maquinar: conheceu anjos com rabo de peixe

e peixes com asas de anjo.

A mae, tomando sua filha no colo, fechou
também seus olhos e seguiu com ela,

brincando de fazer ciéncia.
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Resumo da Dissertagao apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

SISTEMAS COM CHAVEAMENTO

Daniela Polessa Paula

Julho , 2009

Orientador: Marcelo Dutra Fragoso, Ph.D

Devido em parte, ao consideravel corpo de resultados tedricos para Sistemas
Lineares com Saltos Markovianos (SLMS), tem havido recentemente uma intensa
interagao entre a teoria cldssica de sistemas com chaveamento (switched systems)
e a teoria de SLSM. Apesar do desenvolvimento dessas teorias terem acontecido
essencialmente de maneira independentes, num sentido amplo SLMS pode ser visto
como um sistema com chaveamento cujo mecanismo de chaveamento é estocéstico.
Motivados pela diversidade de métodos dessas teorias e sua enorme potencialidade
no tratamento de sistemas que exigem comportamentos tolerantes a falhas (faz
parte do que se denomina na literatura especializada como safety-critical and high
integrity systems) é nossa intengao nesta dissertacao fazer uma sintese dos métodos
mais relevantes, contrapondo as duas teorias. Tendo em vista a enorme quantidade
de resultados, focaremos apenas o problema de estabilidade.

Comecaremos o estudo com critérios ja conhecidos como a construcao de uma
funcao comum de Lyapunov para os sistemas e outros que dizem respeito a estabil-
idade em classes de subsistemas lineares que possuem certas particularidades como
comutatividade e solubilidade da algebra de Lie gerada pela cole¢ao de matrizes.
Em seguida, apresentaremos os conceitos de tempo médio de habitacao, fungoes
de Lyapunov por partes e os resultados sobre design de switch.

Através do estudo do tempo médio de habitacao em sistemas lineares com

matrizes estaveis e instaveis, juntamente com os critérios ja estudados referentes as

viil



classes de subsistemas para as quais é possivel a construcao de uma fungao comum
de Lyapunov, chegamos a alguns resultados para estabilidade, que aplicamos ao

caso de chaveamento Markoviano.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

SWITCH SYSTEMS

Daniela Polessa Paula

July, 2009

Advisor: Marcelo Dutra Fragoso, Ph.D

Due, in part, to the nowadays considerable body of theoretical results for
Markov Jump Linear Systems (MJLS), there has been recently an intense interplay
between the classical switch systems and MJLS theory. Although the development
of these theories came up independently, in a broad way MJLS can be seen as
a class of switch systems with a stochastic switching mecanism. Motivated by
the diversity of methods of these theories and its potentiality in the treatment of
systems with requires tolerance to failure (the so-called safety-critical and high-
integrity systems), it is our intention in this dissertation to make up a synthesis of
the most relevant methods, setting against the two theories. In view of the huge
amount of results of these theories, we focus here just on the stability problem.

We begin presenting well known tools such as common Lyapunov functions
and others which are related to involving classes of linear subsistems with certain
particularities such as commutativity and solubility of Lie algebra. Rigth after,
we present the concept of average dwell time, part Lyapunov functions and results
about design of switch.

Using the average dwell time at the linear systems with stable and unstable
systems with the rules already demonstrated we claim some results about stability

that applied at linear systems with markovian switch.
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Capitulo 1

Introducao

Um sistema com chaveamento (switch) é normalmente descrito na liter-

atura especializada por uma equagao diferencial da forma:

(t) = fow(x(t))

sendo { fo) : o(t)eP} uma familia de fungdes suficientemente regulares de R™ em

R™, parametrizadas por algum conjunto finito P, onde:

e o(t):[0,00) — P é uma fungio constante por partes denominada sinal de

chaveamento.

Além de introduzir questoes interessantes de um ponto de vista teorico, o
chaveamento entre os elementos de uma familia de subsistemas de um sistema
pode modelar de forma adequada, por exemplo, mudancas abruptas na estrutura
do sistema. Diversos sistemas dinamicos sao inerentemente vulneraveis a mudancas
abruptas em suas estruturas devido, por exemplo, a falhas em componentes ou/e
interconexoes ( as vezes denominado na literatura de comportamento de regime
multiplo, ver, p.ex., [73]. Isso acontece, por exemplo, em sistemas de manipuladores
roboticos, em sistemas de controle de avioes, estruturas flexiveis de grande porte
para estacOes espaciais (tais como antenas, aparatos solares,etc) e perda abrupta

de sinais em comunicagao sem fio (wireless), onde a falha de um atuador ou sensor



é uma ocorréncia bastante comum. Na economia essas mudancas recebem o nome
de wvolatilidade. No estudo da dinamica de populacoes, variacao abrupta na deriva
genética devido a perturbacoes de natureza ambientais é uma variavel importante.
Na area médica esse cenario é considerado, por exemplo, no desenvolvimento de
técnicas digitais para o diagnodstico automatico de eletrocardiogramas, onde uma
mudang¢a abrupta no ritmo do cora¢ao é um parametro importante (ver,p.ex.,[73]).

O problema de estabilidade em sistemas com chaveamento tem sido tratado

na literatura especializada, basicamente através de duas abordagens:

e A que busca critérios para estabilidade em sistemas com chaveamento arbi-
trdrio como, por exemplo, a procura por uma funcao comum de Lyapunov

para todos os subsistemas;

e A que através de funcoes de Lyapunov por partes estabelece, para certos
sinais de chaveamento, o tempo médio de habitagao que garante a estabil-

idade do sistema.

Para a primeira abordagem, no caso de sistemas lineares, a estabilidade pode
ser garantida através de restrigoes sobre a familia de matrizes que gera os subsis-
temas tais como serem triangulares superiores [7] ou matrizes que comutam [50] e,
mais recentemente, a solubilidade da dlgebra de Lie gerada pelas matrizes e critérios
sobre os operadores de brackets (definicdo no apéndice), foram utilizados [2], [3], [1].
Alguns desses resultados possuem extensoes para o caso de sistemas nao-lineares,
mas todos tratam de estabilidade diante de um chaveamento arbitrario fornecendo
critérios apenas de suficiencia para a estabilidade. A grande desvantagem é que
critérios desse tipo restringem a andlise apenas aqueles sistemas compostos por
subsistemas estdavers.

E um fato bastante conhecido que subsistemas serem estaveis ou instaveis
por si s6 nao garante a estabilidade. H& casos em que é possivel construir leis
de chaveamento que desestabilizam um conjunto de subsistemas estaveis, mas que

também podem estabilizar uma familia de instaveis. A segunda maneira de se



abordar o problema leva esses fatos em consideracao. Nesse caso, ha resultados
para sistemas lineares com matrizes estaveis e instaveis que fazem uma analise, para
determinadas classes de chaveamento, do tempo médio de habitacao necessario
para que se garanta a estabilidade, mas novamente fornecem condi¢oes apenas
suficientes para estabilidade [44]. Uma solugdo para o problema de busca por
condigoOes necessarias e suficientes para estabilidade foi encontrada para sistemas
de segunda ordem [70] e também para o caso em que a lei de chaveamento é um
processo Markoviano, fazendo uso das relagoes entre as matrizes dos subsistemas e
a matriz das taxas de transi¢ao do processo [45].

No caso em que o chaveamento é modelado por um processo de Markov, o

sinal de chaveamento é descrito por:
e 0(t) : [0,00) — P é uma cadeia de Markov.

Nesse caso, o vasto conjunto de resultados relevantes, disponivel na literatura, tem
se concentrado na anélise da classe dos sistemas lineares com saltos Markovianos
(SLSM). O tratamento do problema de estabilidade nesse cenério é feita, essen-

cialmente através de:

e Teoria de Operadores, que permite a obtencao de resultados espectrais,
assim como através de funcoes de Lyapunov interconectadas. Os resultados

oferecem condigoes necessarias e suficientes.

O foco principal, que permeara grande parte desta dissertacao, sera uma discussao
critica sobre as duas abordagens que tratam do problema de estabilidade para os
sistemas com chaveamento (equacao (1.1), caracterizada acima através dos sinais
de chaveamento (o(t) : [0,00) — P é uma funcao constante por partes ou uma
cadeia de Markov). A motivacao principal é contrapor as duas abordagens, que
se distinguem pelo conjunto de resultados relevantes obtidos ao longo dos tltimos
20 anos. Embora mais recentemente tenha havido um esforco para estender os
resultados para o caso estocastico, a primeira abordagem concentra-se na anélise

de chaveamento deterministicos.



Neste trabalho, utilizamos a técnica de design atraves da aplicacao dos con-
ceitos de tempo médio de habitacao e funcoes de Lyapunov por partes em sis-
temas com chaveamento Markoviano em dois casos: primeiramente, considerando
o sistema composto por subsistemas estaveis, e no segundo caso, por subsistemas
estaveis e instaveis. Dessa forma, conseguimos estabelecer hipdteses para estabil-
idade estocastica cujas interpretacoes, em certo sentido, se aproximam do tempo
médio de habitagao no caso dos sistemas deterministicos. Realizamos por fim, um
estudo comparativo entre os resultados obtidos em [45] e os critérios que obtivemos
da aplicacao da técnica de design para o caso de chaveamento Markoviano.

Além disso, integramos as duas formas de se analisar a estabilidade, buscando

resposta para a seguinte pergunta:

(P) : O que ocorre com os resultados que garantem a estabilidade em um chavea-
mento arbitrario de sistemas estdveis, se supormos que existem subsistemas

estdvels e instdveis?

Para isso, aplicamos as técnicas de design as classes de sistemas lineares
estaveis para as quais é possivel construir uma fungao comum de Lyapunov.

Dividimos o trabalho da seguinte maneira: o segundo capitulo é uma visao
histérica de como o problema de estabilidade tem sido abordado na literatura es-
pecializada. No capitulo 3, estao presentes as defini¢oes e teoremas de Lyapunov
para sistemas sem chaveamento. No capitulo 4, apresentamos de que forma as
definicoes e teoremas estudados no capitulo 3 foram estendidas para o caso de
sistemas com chaveamento. Apresentamos também os resultados que tém como
hipéteses a comutatividade, o fato de serem matrizes triangulares superiores e o
fato de ser a dlgebra de Lie soltivel e que fornecem critérios para a estabilidade em
sistemas com chaveamento arbitrario. No capitulo 5, apresentamos o problema de
design, a definicao de tempo médio de habitacao, fungoes de Lyapunov por partes
e os resultados que consideram o chaveamento entre sistemas lineares com matrizes
estaveis e instaveis. Ao final do capitulo, revisitamos o problema de estabilidade

em chaveamento arbitrario sob a ética dos elementos que compoem o design con-
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siderando o sistema composto por subsistemas estaveis e instaveis e obtemos como
resultados o teorema 28 e os corolarios 29 e 30. No capitulo 6, estao presentes
os teoremas e defini¢coes de estabilidade para o caso de chaveamento Markoviano,
além de um estudo comparativo entre os resultados para estabilidades estocastica
e aqueles que levam em consideragdo um chaveamento arbitrario (dlgebra de Lie
gerada pelas matrizes e comutatividade).

No capitulo 7 demonstramos nossos resultados, teoremas 48, 49, 52 e 53,
que dizem respeito ao design em chaveamento Markoviano de sistemas estaveis e

estaveils e instaveis.



Capitulo 2

Estabilidade em sistemas com

chaveamento: Um breve historico

As diversas aplicacoes de sistemas com chaveamento, como em controle de
sistemas mecanicos, industrias automotivas e em controle de trafego aéreo surgiram
como um dos principais motivadores para a utilizacao desse tipo de sistema aliado
ao fato de que muitos fenomenos podem ter seus comportamentos descritos por um
chaveamento entre familias de subsistemas que dependem de fatores ambientais.

Um sistema com chaveamento pode ser compreendido como um sistema
dinamico formado por uma familia de subsistemas e uma regra de associacao
chamada sinal de chaveamento. E ela quem serd responsavel por designar qual
dos subsistemas estara ativo em um determinado instante de tempo. Muitos estu-
dos foram realizados e continuam sendo feitos a respeito de trés problemas bésicos

envolvendo estabilidade e design de sistemas com chaveamento:

e cstabilidade diante de um chaveamento arbitrério.
e construcao de sinais de chaveamento estabilizadores do sistema.

e estabilidade para certas classes de chaveamento.

Matematicamente, um sistema, a tempo continuo, com chaveamento pode

ser descrito por uma equagao diferencial da forma:



B(t) = fow(x(t)) (2.1)

onde {fyu) : o(t)eP} é uma familia de funcoes suficientemente regulares de R"
em R™ parametrizadas por algum conjunto de indices P e o(t) : [0,00) — P uma
funcao constante por partes denominada sinal de chaveamento.

No caso particular onde os subsistemas sao lineares, f,(x(t)) = A,x(t) e
A, € R™™" para cada p € P, obtemos o sistema linear @(t) = A (x(t)).

O primeiro problema basico pode ser formulado da seguinte maneira:

(P1) Encontrar condigdes que garantam que o sistema com chaveamento (2.1)

seja assintoticamente estavel para um sinal de chaveamento arbitrario.

Podemos perceber que uma condigao necessaria para estabilidade assintotica
com chaveamento arbitrario é que todos os subsistemas individuais sejam assintoti-
camente estdveis. Para exemplificar: se tivermos o p-ésimo subsistema instavel, o
sistema com chaveamento serd instével se tomarmos como lei de chaveamento o (t)
constante e igual a p e como desejamos obter um critério eficaz diante de qualquer
lei chaveamento, precisamos que todos os subsistemas sejam estaveis. Entretanto,
a estabilidade de todos os subsistemas nao ¢ suficiente para garantir a estabili-
dade do sistema com chaveamento ja que, em alguns casos, é possivel construir um
chaveamento suficientemente réapido capaz de desestabilizar uma colecao de sis-
temas estaveis, como poderemos mais tarde verificar. Se isso acontece, poderemos
nos perguntar para quais classes de chaveamento o sistema sera estavel. Isso nos

remete ao segundo problema muito estudado:
(P2) Como construir sinais de chaveamento estabilizadores do sistema (2.1).

Basicamente, foram encontradas garantias para estabilidade diante de chaveamento
lento, assumindo todos os subsistemas estaveis. Naturalmente surge a pergunta que

deu origem ao terceiro problema:



(P3) E possivel identificar classes de chaveamento que torne estdvel um sistema

composto por subsistemas estaveis e instaveis?

Para esse problema de design foram encontradas condicoes para estabilidade
também através da construcao de um chaveamento suficientemente lento, o que
significa dizer que, se o sistema permanecer um tempo suficientemente grande,
chamado tempo de habitagao, em cada subsistema, a estabilidade é garantida.

Para o primeiro problema, a abordagem consistiu no uso da funcdo comum
de Lyapunov. Foram estudadas hipdteses sob as quais é possivel garantir a ex-
isténcia de uma funcao comum de Lyapunov para todos os subsistemas. Como isso
garante a estabilidade para qualquer sinal de chaveamento, dizemos entao que tal
estabilidade é uniforme com relacao ao chaveamento. No caso de sistemas lineares,
alguns resultados seguindo essa linha tém em comum a identificacao de classes de
matrizes para as quais é possivel a construcao de uma fungao comum de Lyapunov,

esses resultados utilizaram como condigoes:

e a comutatividade entre as matrizes dos subsistemas [50],

e 0 fato de os subsistemas serem compostos por matrizes triangulares supe-

riores 7], [15],

e a solubilidade da dlgebra de Lie gerada por suas matrizes [2],[3],

alguns deles possuem extensoes para o caso de sistemas nao-lineares. Para to-
das essas classes de subsistemas lineares estaveis pode ser construida uma funcao
comum de Lyapunov, como verificaremos oportunamente.

A conexao entre estabilidade de sistemas lineares com chaveamento e as pro-
priedades da dlgebra de Lie associada foi discutida pela primeira vez por Gurvits em
[51]. Seus estudos se concentraram em sistemas lineares a tempo discreto da forma
z(k +1) = A;gz(k). Gurvits conjecturou que se a édlgebra de Lie é nilpotente,
entao o sistema € assintoticamente estavel para todo sinal de chaveamento . Mais

tarde Liberzon, Hespanha e Morse em [3] mostraram, para os sistemas a tempo



continuo, que se a algebra de Lie é solivel, entao a familia de subsistemas possui
uma funcao comum quadratica de Lyapunov. Para isso, foi utilizado o teorema de
Lie que garante, para uma dlgebra de Lie soluvel, a existéncia de uma base na qual
todas as matrizes dos subsistemas sao triangulares superiores e, para subsistemas
estdveis desse tipo, a estabilidade é garantida (ver, p.ex., [7] e [15]). Recentemente,
o problema de estabilidade em um chaveamento arbitrario tem sido abordado uti-
lizando como ferramenta, métodos variacionais, basicamente a idéia por tras dessa
abordagem ¢é procurar uma caracterizagao para o pior caso, i.e., a mais instavel
lei de chaveamento e analisar o comportamento dessa unica trajetoria, suprimindo
a necessidade da andlise das infinitas solugdes do sistema (2.1) que existem para
cada condicao inicial. Se tal solucao for estavel, entao a estabilidade para o sistema
pode ser garantida. Pyatnitskiy e Rapoport foram os pioneiros em desenvolver a
abordagem variacional para a caracterizacao do pior caso de lei de chaveamento e
a correspondente trajetéria em sistemas lineares [58]. Mais recentemente, o mesmo
problema foi estudado utilizando técnicas de programacao dinamica [59].

Encontrar condicoes necessarias e suficientes para estabilidade em qualquer
regime de chaveamento permanece ainda um problema em aberto. Nesse sentido,
o estudo via métodos variacionais promete ser um caminho promissor ja que foram
encontradas condigoes necessarias e suficientes para o caso de sistemas de segunda
ordem utilizando esses métodos (ver, p.ex. [70] e [68]).

O segundo e terceiro problema foram estudados utilizando conceitos novos,
como funcoes de Lyapunov por partes e tempo médio de habitacao. Hespanha e
Morse [43] introduziram o conceito de tempo médio de habitacdo e utilizaram-no
juntamente com as multiplas func¢oes de Lyapunov para provar que, para tempo
médio de habitacao maior que uma determinada constante suficientemente grande
e com todos os subsistemas estaveis, o sistema com chaveamento é exponencial-
mente estavel. Desenvolvendo essas mesmas idéias para sistemas lineares com
matrizes estaveis e instaveis, temos o resultado de Michael, Hu , Yashuda e Zhai

[44]. Nesse trabalho foi construida uma classe de chaveamento diante da qual é



possivel garantir a estabilidade para um determinado tempo médio de habitacao.
Teremos a oportunidade de analisar esses importantes resultados nao de forma

exaustiva e sim com o intuito de aclarar os resultados e andlises deste trabalho.
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Capitulo 3

Aspectos relevantes sobre estabilidade

Enunciaremos aqui alguns teoremas e conceitos importantes da teoria de
estabilidade de sistemas sem chaveamento, como estabilidade assintotica e expo-
nencial, que serao fundamentais para a compreensao futura dos resultados. As
demonstragoes dos resultados aqui explicitados podem ser encontradas em [53],
[52] e [46].

Consideremos o sistema invariante no tempo

#(t) = f(z(@)), () € R (3.1)

onde f(x(t)) : R* — R™ é uma fungdo localmente Lipschitziana. Assumindo 0
um ponto de equilibrio do sistema, i.e., f(0) = 0, estudaremos propriedades de
estabilidade nesse ponto.

3.0.1 Definicoes

A origem é dita um ponto de equilibrio estavel no sentido de Lyapunov, se

para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que:
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O sistema (3.1) é dito assintoticamente estével se a origem é ponto de equilibrio

estavel e § pode ser escolhido de tal maneira que:

12(0)|<8 = a(t)—0

quando t — oo.

O conjunto de todos os estados iniciais para os quais as trajetorias convergem
para a origem é chamado regiao de atragao. Se tal condigao ocorre para todo 9,
i.e., se a origem é um ponto de equilibrio estavel e a regiao de atracao é o espaco
inteiro entdo, o sistema (3.1) é dito globalmente assintoticamente estével.

Se o sistema nao é necessariamente estavel mas tem a propriedade de que
toda solucao com condigoes iniciais em alguma vizinhanga da origem converge
para a origem, entao o sistema ¢ dito localmente atrator. Dizemos que o sistema é
globalmente atrator se as solugoes convergem para a origem para todas as condigoes
iniciais.

O sistema (3.1) é dito exponencialmente estavel se ha constantes positivas

J,c e A tais que todas as solugdes de (3.1) com | 2(0) |< ¢ satisfazem:

| 2(t) |< | z(0) | exp(—At), YVt >0 (3.2)

Se a desigualdade (3.2) ocorre para todo d, o sistema é dito globalmente
exponencialmente estavel.

Uma funcdo a : [0,00) — [0,00) é dita ser de classe K se é continua, estri-
tamente crescente e a(0) = 0. Se o também ¢ ilimitada entdo é dita ser de classe
Ks. Uma funcao 5 : [0,00)x — [0,00) é dita ser de classe KL se ((.,t) é de
classe IC para todo t > 0 e ((r,t) tende a 0 quando ¢t — oo para cada r > 0 fixo.

Denotaremos a € K, § € KL para indicar que a é uma funcgao de classe K, e 8

de classe L.
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Reescrevendo entao as definicoes acima de estabilidade de uma forma com-
pacta temos que a estabilidade do sistema (3.1) é equivalente a propriedade: exis-
tem 0 > 0 e uma fungao « de classe K tais que todas as solugoes com | z(0) |< 0

satisfazem:

Estabilidade assintdtica é equivalente a existéncia de um 6 > 0 e uma fungao

de classe ICL tais que todas as solugoes com | z(0) |< 0 satisfazem:

Estabilidade assintotica global equivale a existéncia de uma funcao ( de

classe KL tal que a desigualdade

| 2(t) [<B( =(0) | 1), V=0

¢é alcangada para todas as condicoes iniciais.
Estabilidade exponencial significa que a funcao 3 assume a seguinte forma:

B(r,s) = crexp(—As) para algum ¢, A > 0.

3.0.2 Teorema de Lyapunov

Considere uma fungio V(z) : R® — R de classe C! (continuamente difer-
encidvel). Ela é chamada positiva definida se V(0) = 0 e V(z) > 0 Vx # 0. Se
V(z) — oo quando | z |— oo, entdao V' é dita ilimitada radialmente. Se V é tanto
positiva definida quanto ilimitada radialmente, entao existem duas fungoes a; e a;

de classes K, tais que V satisfaz:
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afz]) <V(z) <an(lz]), VeeR"

Para V (z) = 9¥ f(z) temos como resultado principal da teoria de estabilidade

de Lyapunov:

Teorema 1 Suponhamos que exista uma fungao V' (z) : R” — R positiva definida

de classe C! tal que as derivadas ao longo das solugoes do sistema (3.1) satisfazem:

V(z) <0, VzeR" (3.3)

entao o sistema ¢é estdvel.

Se a derivada de V satisfaz
V(r) <0, Yz#0 (3.4)

entdo o sistema (3.1) é assintdticamente estdvel. Se, além disso, V é também

ilimitada radialmente entdo o sistema (3.1) é globalmente assintoticamente estdvel.

Referimos a uma funcao V(x) de classe C' como uma fungao fraca de Lya-
punov se V satisfaz a desigualdade (3.3) e, como uma fungdo de Lyapunov se
satisfaz a desigualdade (3.4). As conclusoes desse teorema permanecem vélidas
quando V' é meramente continua e nao de classe C! trocando nas desigualdades
(3.3) e (3.4) V por V.

Para sistemas lineares invariantes no tempo estabilidade assintotica e expo-
nencial sao equivalentes ao fato de A ser uma matriz Hurwitz como pode ser visto

em [46] e [22]. Isso pode ser usado para provar o seguinte resultado.

Teorema 2 Se f(x) é de classe C' e a matriz A = %(0) ¢ Hurwitz, entao o sistema

nao linear & = f(z) é localmente exponencialmente estavel.
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3.1 Estabilidade de sistemas lineares

Apresentaremos alguns resultados bastante utilizados para estabilidade ass-
intética em sistemas lineares do tipo #(f) = Ax(f) como a construcdo de uma
funcao quadratica comum de Lyapunov e o fato de A ser uma matriz Hurwitz. As
demonstracoes dos teoremas e proposicoes aqui apresentados podem ser encontra-

dos em [53] e [52].
3.1.1 Definigoes
Seja a equagao diferencial

() = Ax(t). (3.5)

Suponha que, para cada zoeR™, exista uma tnica solugao ¢(xg,t) : [0,00) — R™.

Definigao 3 ¢(xo,t) é dita estével se Ve > 0, 39 > 0 tal que:
| zo [|< 6 =] &(xo,t) ||[<e, VEt>0.
Definigao 4 ¢(xg,t) é dita assintoticamente estavel se Ve > 0, 30 > 0 tal que:
| 0 1< 8 = Jim (6(z0,1)) =0,

3.1.2 Teoremas e proposigoes

No caso da equagao diferencial linear (3.5) como ¢(xg,t) é linear em z( a
estabilidade de qualquer solucao pode ser reduzida a analise de estabilidade no

ponto de equilibrio zero.

Proposicao 5 Considere a equagao linear dada por (3.5):
a)V xo eR" a solugao ¢(zo,t) é estavel (assintoticamente estavel) < ¢(0,t) é

estdvel (assintoticamente estavel).
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b)V z¢ eR™ a solucao ¢(xg,t) é estavel (assintoticamente estavel) < ¢(0,t) é

limitada em ¢ > 0 (lim;—(¢(0,t) — 0).

A proposigao abaixo é uma ferramenta muito importante para a limitacao

de solugoes e foi utilizada em design de chaveamento [44].

Proposigao 6 Seja AcC™ e o(A) = maz{Re(\), A autovalor de A}. Para todo

o > o(A) existe kaeR, tal que Vt > 0, || exp(At) ||< kae.

Teorema 7 O ponto de equilibrio 0 de (3.5) é assintoticamente estavel < todos

os autovalores da matriz A possuem parte real negativa.
Teorema 8 O ponto de equilibrio 0 de (3.5) é estavel <

e (i)Todos os autovalores de A tém parte real < 0.

e (ii) Se AeC tal que Re(\) = 0, A autovalor de A entao os blocos de Jordan

associados a A possuem dimensao igual a 1.

3.1.3 Equacao de Lyapunov

Teorema 9 Todos os autovalores de A possuem parte real negativa < para toda

matriz N positiva definida a equacao de Lyapunov:

AM+MA=—-N

possui uma unica matriz simétrica M como solucao e M é positiva definida.

Fixando uma matriz arbitraria N positiva definida simétrica e encontrando
a Unica solucdao M para a equacao de Lyapunov obtemos a funcao quadratica
comum de Lyapunov, V(z) = 27 Mz e, suas derivadas V(z) = —27 Nz, ao longo
das solugoes do sistema sao negativas, o que condiz com o teorema de Lyapunov

para sistemas nao lineares.
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Capitulo 4

Sistemas com chaveamento

Retomaremos agora o conceito de sistema com chaveamento e estenderemos
as definicoes até entao estudadas de estabilidade para esse tipo de sistema. As
demonstragoes dos resultados aqui apresentados, sem referéncias citadas no texto,

podem ser encontradas, p. ex., em [46] e [50].

4.1 Definicao

Um sistema com chaveamento pode ser descrito por uma familia de subsis-
temas a tempo continuo e uma regra que coordena o chaveamento entre eles. Tais
sistemas podem descrever, por exemplo, um dado processo que exibe um com-
portamento de chaveamento (switch) causado por mudangas abruptas num dado
meio.

Seja f,(x), p € P uma familia de funcoes suficientemente regulares de R" em
R" parametrizadas por algum conjunto de indices finito P.

Seja o(t) : [0,00) — P uma fungdo constante por partes, denominada sinal
de chaveamento. Um sistema com chaveamento é entao dado pelo seguinte sistema

de equagoes diferenciais em R™:

#(t) = forr (z(t)) (4.1)

No caso particular em que os subsistemas sdo lineares, i.e., f,(z(t)) = A,x(¢)
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e A, € R"™" para cada p € P, obtemos o sistema linear com chaveamento:

i(t) = Aoy (2(1)) (4.2)
4.2 Estabilidade de sistemas com chaveamento

1- Estabilidade uniforme:

Dada uma familia de sistemas como em (4.1), é desejdvel saber quando o
sistema é assintoticamente estdvel para qualquer sinal de chaveamento o(t). Assu-
mindo que todos os subsistemas individuais possuem a origem como ponto comum
de equilibrio i.e., f,(0) = 0, Vp € P, temos que uma condi¢do necessaria para a
estabilidade assintotica diante de qualquer sinal de chaveamento é que todos os
subsistemas individuais sejam assintoticamente estaveis. Se algum subsistema é
instavel, por exemplo, p-ésimo para p em P entao o sistema com chaveamento é
instavel para a lei de chaveamento o(t) = p, embora tal condigdo seja necessiria

ela nao é suficiente. Precisamos impor outras condigoes, como veremos adiante.

Definigao 10 O sistema (4.1) é dito uniformente assintoticamente estével se exis-
tem uma constante positiva d e uma funcao 3 de classe KL tais que para todo sinal

de chaveamento o(t) as solugoes de (4.1) com | z(0) |< ¢ satisfazem a desigualdade

| 2(t) |<B(=0) | ,t), Vt>0

Se a fungao [ é da forma ((r, s) = cr exp(—At), entdo a equagdo acima toma

a forma

| z(t) |< erexp(—At), Vi>0

e o sistema é chamado uniformemente exponencialmente estavel. Se as desigual-

dades acima sao validas para todo sinal de chaveamento o(t) e todas as condi¢oes
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iniciais, entao obtemos a estabilidade assintética uniforme global (GUAS) e a esta-
bilidade exponencial uniforme global (GUES), respectivamente. O termo uniforme

¢é usado para descrever a uniformidade com relagao aos sinais de chaveamento.

4.3 Funcao comum de Lyapunov

O teorema de estabilidade de Lyapunov possui uma extensao direta que
fornece uma ferramenta para o estudo da estabilidade uniforme de sistemas com
chaveamento. Tal extensao é obtida requerendo a existéncia de uma funcao comum
de Lyapunov cuja derivada ao longo das solucoes de todos os sistemas da familia
satisfaz determinadas desigualdades. Para obter uma condi¢ao de Lyapunov para
GUAS, devemos analisar a contrapartida da desigualdade (3.4).

Seja V(z(t)) : R* — R uma fungao de classe C', V' ¢ uma fungao comum de
Lyapunov para a familia de sistemas (4.1), se existe uma fungao W(z(t)) : R* — R

continua, positiva definida tal que:

oV (x)
ox

foy < —W(z(t)), VzeR" Vo(t) e P

Teorema 11 Se todos os sistemas da familia (4.1) compartilham uma fungao co-

mum de Lyapunov radialmente ilimitada entao o sistema (4.1) é GUAS.

Demonstragao:[46]
Pela defini¢ao acima seja a fungao V(z(t)) : R® — R uma fun¢do comum
de Lyapunov para a familia de sistemas entao existe uma funcao positiva definida

W(z(t)) : R* — R continua tal que:

ov

%fa(t) < —W(z(t)), VzeR", Vo(t)eP

Assumimos que a desigualdade acima se verifica. Considere uma bola em

torno da origem de raio ¢ > 0. Tome um nimero positivo b < minjy=.V(z).
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Denote por § o raio de alguma bola dentro do intervalo {x; V(z) < b}. Tomamos
z(0) tal que | z(0) |< 6. Como V é uma funcdo positiva definida e V (z(t)) <
—W(z(t)) < 0 ndo é crescente ao longo das solugoes, V' tem limite ¢ > 0 quando
t — 00. Se nés provarmos que c=0 entao teremos a estabilidade assintotica ja que
V' é positiva definida. Suponhamos que ¢ > 0, entao a solucao nao pode entrar em
um intervalo do tipo {z; V(z) < ¢} pois V é decrescente logo, a solugao pertence a
algum intervalo do tipo S = {z;r <| z |< €} para r suficientemente pequeno. Seja
d = maz,.sV (x). Este nimero é bem definido pois S é compacto e V é C''. Além
disso, d < 0 j& que V(z(t)) < =W (x(t)) < 0. Entdo V(z(t)) < d =V (2(t)) <
V(0) 4 dt. Como d é negativo podemos encontrar ¢ tal que V' seja menor que c,
contradicao.

No caso especial em que ambas V(z(t)) e W(z(t)) sdo quadraticas ou mais
geralmente sao limitadas superior e inferiormente por monomios de mesmo grau
em | x |, pode ser provado que o sistema (4.1) é GUES.

E natural nos perguntarmos se o fato de o sistema ser GUAS implica a
existéncia de uma funcao comum de Lyapunov, o que é abordado no préximo

teorema.

Teorema 12 Assuma que o sistema é GUAS, o conjunto { f,; pe P} é limitado para
todo z e cada fungao f,(x) é localmente Lipschitziana em x, uniformemente sobre

p. Entao todos os sistemas na familia dividem a mesma funcao de Lyapunov.

4.4 Sistemas lineares com chaveamento

Aplicaremos as nogoes acima para o caso em que todos os subsistemas in-
dividuais sao lineares. Para sistemas lineares invariantes no tempo, estabilidade
exponencial é equivalente ao fato de o sistema ser assintoticamente estavel [22]. De
fato, as diferentes versoes de estabilidade assintética resultam da propriedade de
A ser uma matriz de Hurwitz e sdo caracterizadas pela existéncia de uma funcao

quadritica de Lyapunov V(z) = 27 Pz onde P é uma matriz simétrica positiva
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definida. Para sistemas com chaveamento as func¢oes quadréticas comuns de Lya-
punov sdo fungoes da forma V (z) = 2T Pz tal que para alguma matriz @) simétrica,

positiva definida temos:

AP+ PA, < —Q, VpeP.

Se assumirmos {A,; peP} compacto, a desigualdade acima ¢ equivalente a:

ATP+ PA, <0, VpeP.

As fungoes quadraticas de Lyapunov sao interessantes, porque a desigualdade
acima pode ser resolvida por métodos numéricos a fim de encontrarmos valores para
P e, portanto, uma funcao quadratica de Lyapunov.

Consideremos agora que o conjunto das matrizes de Hurwitz {4, : p € P} é
compacto. Similarmente ao caso de sistemas lineares sem chaveamento o seguinte

resultado é verdadeiro.

Teorema 13 O sistema linear (4.2) ¢ GUES < é localmente atrator para todo

sinal de chaveamento o (t).

4.5 Estabilidade versus Relagoes de Comutatividade

Consideremos o sistema linear com chaveamento (4.2). Assumindo P =
{1,2} e que as matrizes A; e Ay comutam, desejamos estudar as propriedades das
solugoes considerando os sistemas 1 e 2 estaveis.

Denotaremos a comutatividade de A; e As, i.e., Aj Ay = Ay A; por [A1, Ay]=0
onde o operador [.,.], denominado colchete (bracket), é definido como [A;, As] =
A1 Ay — AyA;. Se [Ar, A5]=0 temos ette? = e42e41. Pela definicio de matriz

exponencial via séries de poténcia temos também eAted2” = eAzteiT Vit 7 > (.
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Consideremos um sinal de chaveamento o(t) arbitrério e denotaremos por 7;
o intervalo de tempo em que o(t) é igual a 1 e 2 respectivamente entao, se tivermos

a seguinte sequéncia de sinais descrita na figura:

Figura 4.1

a solugao para esse sistema é dada por

x(t) = eMhemetizedamedits ()

et gAita gAits pAam o Ao ..z(0)

Como [A, B] =0 = etel = AP pois

1[A,B] | 1([A,[A,B])+[B,[4,B]))
2 + 12 e

pAeB — A+B+

Entao temos

;p(t) = eAl(t1+t2+t3)+~-6A2(T1+7'2+73)+...x(0>

quando ¢ — oo temos que ¢; — 00 ou 7; — 0O € como os subsistemas sao ambos
assintoticamente estaveis, x(t) — 0 quando ¢ — oco. Para o caso em que P tem

mais de 2 elementos temos o seguinte resultado.
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Teorema 14 Se {A, : p € P} é um conjunto finito de matrizes de Hurwitz que

comutam entao o correspondente sistema linear com chaveamento (4.2) é GUES.

Considere novamente o sistema linear com chaveamento descrito em (4.2).
Em vista do que foi descutido anteriormente, é razoavel esperar que, se as matrizes
de estado A, nao comutam, entao a estabilidade do sistema com chaveamento pode
depender das relagoes de comutatividade entre elas.

A extensao para sistemas nao lineares do critério de comutatividade é dado

pelo teorema a seguir.

Teorema 15 Se {f, : p € P} é um conjunto de campos vetoriais de classe C!
que comutam, e, além disso, a origem é um ponto de equilibrio estavel assintotica-
mente e globalmente para todos os sistemas da familia (4.1) entao o correspondente

sistema com chaveamento é GUAS.

4.6 Sistemas triangulares e Algebra de Lie soluvel

Muitos trabalhos ja foram feitos buscando para uma colecao de matrizes
Hurwitz, critérios para a estabilidade exponencial. Um resultado ja conhecido [7] e
[15], que restringe a andlise a uma classe de subsistemas com matrizes triangulares

superiores é o seguinte.

Teorema 16 Se {A, : p € P} é um conjunto compacto de matrizes de Hurwitz
e existe UeC™™ nao singular tal que U~'A,U sdao matrizes triangulares superiores

entdo o sistema linear com chaveamento (4.2) ¢ GUES.

Paralelamente, outros resultados importantes seguindo esta linha envolvem
caracteristicas da dlgebra de Lie gerada pelas matrizes dos respectivos subsistemas
lineares. No Apéndice, abordamos os conceitos importantes da teoria de algebra
de Lie para a melhor compreensao desses resultados. Segundo um deles, é possivel
construir uma funcao quadratica comum de Lyapunov para uma colecao de subsis-

temas lineares estaveis se a dlgebra de Lie gerada pelas matrizes € solivel. A prova

23



se estrutura em torno do teorema de Lie e outros auxiliares e pode ser encontrada,
por exemplo, em [2] e [3].

Teorema de Lie: Se () é uma algebra de Lie soluvel, entao existe uma mu-
danca de base, tal que todas as matrizes em {2 sao simultaneamente transformadas

em triangulares superiores.

Teorema 17 Se {A, : p € P} é um conjunto compacto de matrizes de Hurwitz
e a respectiva algebra de Lie gerada por tais matrizes é solivel, entao o sistema

linear com chaveamento (4.2) é GUES.

Podemos checar o teorema acima para um ntimero finito de matrizes. A titulo

de ilustracao considere, por exemplo, para P = 1,2 e zeR?, as duas matrizes:

—a; by —ay by

Al = € AQ =
0 —C1 0 —Co

Por simplicidade, supomos que as entradas sao reais. Uma vez que seus autovalores
possuem parte real negativa, pois sao matrizes Hurwitz, temos a;,c; > 0 para
i = 1,2. Considere agora o sistema com chaveamento & = A,yz. A segunda
componente de x satisfaz a equacao Ty = cu(1)T2, POr isso w, decai para zero
exponencialmente répido e a taxa de decaimento correspondente é min{cy,c2}. A

primeira componente satisfaz a equagao:

T1 = Ao(t)T1 + bo(r) T2

Esse pode ser visto como um sistema exponencialmente estavel &1 = aq(;)T;
perturbado por um decaimento exponencial b,)r2. Entao x; converge exponen-
cialmente para zero.

Consideremos agora a decomposicao g da algebra de Lie gerada pelas ma-
trizes {A, : p € P} na soma semidireta: ¢ = 7 @ o onde 7 é um ideal solivel e
o é uma subdlgebra. Para propdsitos aqui desejados, a melhor escolha para 7 é o

radical; nesse caso temos a decomposicao de Levy.
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Teorema 18 Se {A, : p € P} é um conjunto compacto de matrizes Hurwitz e a
algebra de Lie gerada por tal conjunto é a soma direta de um ideal solivel e uma

subalgebra compacta, entdo o sistema linear com chaveamento (4.2) é GUES.

Teorema 19 Suponha que uma dada algebra de Lie € nao satisfaz as hipéteses
do teorema anterior. Entao existe um conjunto de geradores Hurwitz para {2 tal
que o correspondente sistema linear com chaveamento nao é GUES. Ha também

um outro conjunto de geradores Hurwitz para €2 tal que o correspondente sistema

linear é GUES.
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Capitulo 5

Design de chaveamento

A segunda maneira de se abordar o problema de estabilidade em sistemas
com chaveamento foi através de design de switch. Agora teremos a oportunidade
de apresentar os conceitos de funcoes de Lyapunov por partes e tempo médio de
habitagao e analisar alguns teoremas de design que sao fundamentais em nossos
resultados. As demonstragoes e teoremas aqui apresentados, sem referéncias ex-

plicitas, podem ser encontrados em [46].

5.1 Funcoes de Lyapunov por partes

Uma ferramenta muito ttil para o estudo da estabilidade sao as fungoes
maultiplas de Lyapunov ou funcées de Lyapunov por partes. Consideremos o sis-
tema @(t) = fru)(x(t)) com P = {1,2}. Suponha que ambos os subsistemas
(t) = fi(z(t)), (t) = fo(z(t)) sejam globalmente assintoticamente estaveis e se-
jam Vi(z(t)) e Vo(x(t)) as respectivas fungoes de Lyapunov. Na auséncia de uma
funcao comum de Lyapunov, a estabilidade do sistema depende em geral do sinal
de chaveamento o(t). Seja t; o tempo em que o i-ésimo chaveamento ocorre. Se
os valores de Vi(z(t)) e Va(z(t)) coincidem em cada tempo de chaveamento isto
¢ Vo,—1)(@(t;)) = Vou,(x(t;)) para todo i entdao V) é uma funcao comum de
Lyapunov para o sistema com chaveamento acima. Logo a estabilidade assintética
segue. Entretanto, em geral, em poucos casos é possivel construir uma funcao

comum de Lyapunov.
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Teorema 20 Seja @(t) = f,(z(t)) onde {o(t)eP} e P finito, uma familia finita de
sistemas globalmente assintoticamente estéveis e seja V,(x(t)), peP, uma familia
de fungoes de Lyapunov radialmente ilimitadas. Suponha que exista uma familia
de fungoes continuamente positivas definidas W,(z(¢)), peP, com a propriedade de
que para todo par de tempos em que o chaveamento ocorre (¢;,t;), i < j, tais que

o(t;) = o(t;) = peP e o(ty) # p para t; < tj, < t;, temos:

Vo((t))) = Vp(a(ts) < =Wp(z(h:)) (5.1)

entdo o sistema #(t) = fo)(x(t)) é globalmente uniformemente assintoticamente

estavel.

Demonstragao:

Mostraremos primeiro a estabilidade no sentido de Lyapunov. Seja m o
numero de elementos em P. Sem perda de generalidade assumimos que P =
{1,2,..,m}. Considere a bola em torno da origem com raio ¢ > 0. Seja R,, o
conjunto da forma {z;V,,(z) < ¢,} com ¢, > 0 que estd contido na bola. Para
i =1,..,m — 1 seja R; o conjunto da forma {z;Vi(z) < ¢}, ¢; > 0 que estd
contido no conjunto R;,;. Denote por ¢ o raio de alguma bola em torno da origem
que pertence a interseccao de todas as sequéncias de conjuntos construidos desta
maneira para todas possiveis permutacoes de 1,...,m. Suponha que a condicao
inicial satisfaca | £(0) |< d. Se os primeiros k valores de o sao distintos onde k < m
entao por construgao temos | z(tx) |< €, depois que os valores de o comegarem a se
repetir a desigualdade (5.1) garante que as trajetérias de estado sempre pertencerao
a um dos intervalos acima, ja que V; > 0, V; < ¢; e =W; < 0= Vi(t) < ¢;.

Para mostrar a estabilidade assintética observe que, devido ao fato de P
ser finito existe um indice geP que tem associado a ele uma sequéncia infinita de
tempos de chaveamento t;,, %, ... tal que o(t;;) = q.

A sequéncia V,(z(t;,)), Vy(z(t,)), Vy(x(tsy)), ... é decrescente e positiva por

construcao, pois V,(z(t;)) < ¢, e V, é positiva definida, por isso tem limite ¢ > 0.
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Temos entao

0 = c—=c = limjoo(Vo(@(tij1))) —lim; oo (Vo(2(ti;))) = limnj—oo(Vo(2(tijar))—
Vo(a(tig))) < limjoe(=Wy(2(ti;))) < 0

Entao —W,(z(t;;)) — 0 quando j — oo. Sabemos que W, é positiva definida
em vista do fato de V;, ¢eP ser radialmente ilimitada. Podemos, mostrar que | z(t) |

permanece limitada ja que Jaq, ay tal que:

ar(| z[) < Vy(e) < o] )

entdo = permanece limitada quando j — oo, pois temos V,(z(t;)) — ¢ quando
J — 00 .

Portanto z(t;;) deve convergir para zero quando j — oo pois W, é positiva
definida. Logo, segue que x(t) — 0 quando t — oo.

E possivel obter outras condicoes de estabilidade envolvendo fungdes muilti-
plas de Lyapunov. Em particular podemos relaxar a condig¢ao de cada V), ser decres-
cente em intervalos em que o p-ésimo sistema é ativo, admitindo que o crescimento
admissivel de V,, em tais intervalos seja limitado apropriadamente.

E importante notar que, para aplicar o teorema anterior, devemos ter infor-
macoes sobre o sistema, suas solugoes e precisamos conhecer os valores das fungoes
de Lyapunov nos tempos de chaveamento, o que em geral requer o conhecimento
do estado ativo nesses tempos. Isto é um contraste com os resultados classicos
de estabilidade que prescindem do conhecimento das solugoes mas, tais resultados,
que usam funcgoes de Lyapunov por partes, sao teis quando a classe de chavea-
mento estd restrita a um conjunto no qual é possivel medir relagoes entre os valores

das fungoes de Lyapunov nos tempos de chaveamento.

5.2 Estabilidade com chaveamento lento

E um fato bem conhecido que um sistema com chaveamento é estavel se
todos os seus subsistemas sdo estaveis e o chaveamento entre eles é suficientemente

lento. Agora discutiremos como esse fato pode ser justificado usando as funcoes
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de Lyapunov por partes.

A maneira mais simples de se especificar um chaveamento lento é introduzir
um numero 74 > 0 e uma classe restrita de sinais de chaveamento tal que todos os
tempos em que o chaveamento ocorre tq, to, ... satisfacam ¢, ,; — t; > 74, para todo
i. Este nuimero 7; é chamado tempo de habitacao ja que o sistema habita seus
subsistemas por ao menos 74 unidades de tempo.

E bem conhecido que quando todos os subsistemas considerados lineares
sao assintoticamente estaveis o sistema é assintoticamente estavel se o tempo de
habitagao 7; é suficientemente grande. Com as consideragbes apropriadas, um
tempo de habitacao suficientemente grande também garante a estabilidade assin-
totica do sistema com chaveamento no caso nao linear. A melhor maneira de se
provar esse resultado geral é utilizando as fungoes de Lyapunov por partes.

Checaremos agora o argumento relevante:

Assumimos por simplicidade que todos os subsistemas da familia &(t) =
fo@)(2(t)) sejam globalmente assintoticamente estaveis entao, para cada peP existe
uma funcao de Lyapunov V,(z(t)). Suponhamos também que existem constantes

positivas ay, b, e ¢, satisfazendo:

ap | o(t) P< Vy(x(t) < by | 2(t) |*

T o) < ey | 2(0) (5:2)

Combinando esses dois fatos temos %” fp(x) < =2),V,(2), VpeP, onde A, =
2%’;) peP. Isto implica que Vj(x(ty + 74)) < e 27V, (z(ty)), desde que o(t) = p
para telto, to + 74) -

Para simplificar o préximo calculo, consideremos o caso em que P = 1,2 e

o(t) toma o valor 1 em [tg,t1) e 2 em [ty,t5), onde t;11 — t; > 74. Entdo, pelas
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desigualdades (5.2)

ar | (t) P< Vala(®) < by | 2(0) P
@ | (t) P< Va(a(®) < by | 2(t) P
logo Va(x(h) < by | # P< BVA(a(t)) < Be Vi (1), e por isso

b b bob
Vilts) < = Va(ty) < —e 22T (t)) < 2L 2Mathmy (1) (5.3)
9 as a1Gz

Devemos agora computar um limitante inferior para 7, que garanta que
hipoteses como no teorema 20 sejam satisfeitas. Para implicar a estabilidade de

um sistema com chaveamento @(t) = f,)(x(t)) é suficiente garantir que
Vp((tz)) = Vp((to)) < —v | x(to) |*

para algum v > 0 .

De acordo com (5.3) isso sera verdadeiro se nés tomarmos

byb
( 201 e 2MtA2)Ta 1)‘/1 < —v | :I;(to) |2
a1a9

Isto sera alcancado se

(b2b1 6*2()\1+)\2)Td _ 1)
a1a9

a; < —.

Como 7 pode ser escolhido arbitrariamente devemos ter (%6_2(’\1“‘2)%) <

a; o que pode ser escrito como:

—2()\1 + )\Q)Td S ln(%)
201
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ou finalmente como

1 byby
{
Ta = (2)\1 + A2) n(a1a2

o que define um limitante inferior para o tempo de habitacao 7,.

No contexto de controle com chaveamento, especificar um tempo de habitacao
pode ser muito restritivo. Depois de um chaveamento, pode haver nenhum chavea-
mento nas préximas 74 unidades de tempo; entao, nao ha que se falar em possiveis
falhas no sistema nesse periodo. E interessante propor um tempo de habitacao que
permita um chaveamento rapido, compensado por um chaveamento lento posteri-
ormente.

O conceito de tempo médio de habitacao serve a esse proposito. De-
notaremos o numero de descontinuidades em um intervalo (to,t) por N, (to,t).
Diremos que o(t) tem tempo médio de habitagao 74 se existem nimeros positivos

Ny e 74 tais que

t—1g
Td ’

Vt2t0>0

Ny(to,t) < No +

Sinais de chaveamento com essa propriedade sao exatamente os sinais de
chaveamento com tempo médio de habitagao 7;. Em geral, descartamos os primeiros
Ny chaveamentos e analisamos quando o tempo médio entre consecutivos chavea-
mentos é ao menos 75. Como o tempo médio de habitacao é uma extensao do tempo
de habitacao , é muito natural utiliza-lo para a analise da estabilidade assintética

de um sistema com chaveamento.

Teorema 21 Considere a familia de sistemas @(t) = f,u) (2(¢)). Suponha que

existam fungoes de classe C*, V,(z(t)) tal que V,(z(t)) : R® — R, peP, duas classes

31



de funcoes a; e as Ko, um ntimero positivo A\g e i > 1 tal que:

oy | x(t) |2§ Vo(z(t)) < aq | x(t) |2, VzeR", VpeP
%fp(x) < =2XVp(x), VzeR", VpeP

Vo(z) < pVy(x) VzeR™ Vp,qeP

Entdo o sistema (t) = f,)(x(t)) é assintoticamente, globalmente estavel

para todo o sinal de chaveamento ¢(¢) com tempo médio de habitacao 7, > IZ"T‘; e

Ny arbitrario.

Demostragao: Tomando um 7" > 0 arbitrario e t; = 0 e denotando os

tempos de chaveamento no intervalo (0,7") por ty, ..., tn, o). Considere a funcao
W ((t)) = eV (2(1))

Essa funcao é diferenciavel por partes ao longo das solugoes do sistema an-

terior em cada intervalo [t;,t;,1). Para t € [t;, t;11) temos:

T aVO' t;
W (@()) = 20W (1)) + ' =1 ) (a)

e é nao positiva em virtude da segunda desigualdade, isto é W (z(t)) é ndo-crescente
entre os tempos de chaveamento. Isto implica:
W(z(tit1)) = eP Vo, )2 (tivn) < pe? Vo a(tivn) = pW(2(t4)) <

pW (x(t;))
Iterando essa desigualdade de i =0 a i = N,(0,7) — 1, temos
W((T7)) < W(a(t, ) < p o0 W (2(0))

Suponha que o(t) tenha média de tempo de habitagao expressa pela desigual-
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dade dada pela definicao. Entao podemos escrever a desigualdade acima como
Voo (T7) (1)) < 20T N2y, ) ((0)) = eNotmne G20V (2(0)).
Concluimos que, se 7, satisfaz a desigualdade inicial das hipdteses do teo-

rema, entao V,p-)(x(T)) converge para zero exponencialmente quando 7" — oo.

Ao mesmo tempo ¢ limitado superiormente por p™°e "V, () (2(0)) para algum

Ae(0, Ao). Entao segue pelas hip6teses que

| 2(t) 1< ap ' (u™em 2 (| 2(0) |)

0 que prova a estabilidade.

5.3 Tempo de habitagao e estabilidade em sistemas lineares

Estudaremos agora de que maneira o conceito de tempo médio de habitacao
e fungoes de Lyapunov por partes foram utilizados como critérios para estabili-
dade em sistemas lineares. Apresentaremos dois resultados: primeiramente, con-

siderando todos os subsistemas estaveis e depois com estaveis e instaveis.

Teorema 22 Dado um conjunto compacto de matrizes n x n A= {A,;p € P} e
uma constante positiva A\ tal que A, + A\l é Hurwitz para todo peP, entao para
qualquer A € [0, \g) existe uma constante finita 7, tal que o sistema com chavea-
mento &(t) = Agpx(t), o(t) € P, é uniformemente exponencialmente estavel, com
margem de estabilidade A para todo tempo de habitacao 7, > 7 e todo Ny > 0

[43]

Demonstragao: Antes de provarmos o teorema note que uma vez que cada
matriz A, + Ao/ ¢ assintoticamente estavel existe um conjunto de matrizes n x n

simétricas positivas definidas Q = {Q,;p € P} tal que :

Qp( Ay + XoI) + (A, + N 1)TQ, = —1
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Além disso, como A é compacto Q é compacto. Concluimos que existe
uma familia de fungoes de Lyapunov V = {V,; V,(z(t)) = (z(t))'Qpz(t),p € P}
para os sistemas invariantes no tempo 2(t) = Ay)2(t) , p € P com as seguintes

propriedades:

(i) Cada V,(x(t)) é continua e decresce exponencialmente ao longo das solugoes

do sistema invariante no tempo (o sistema 2(t) = A,z(t) em particular):

)

(ii) Ha fungbes a, a de classe K, tais que a(]| z(t) ||) < V,p(z(t)) < a(|| =(¢) ||)

NVreR" peP.

(ii) H4 uma constante positiva p tal que V,(z(t)) < pV,(x(t)) , Vo € R™,

p,q €P.

A propriedade (i) é consequéncia direta das equagdes equagoes de Lyapunov pois

G2 Ay (1) +200V, ((t) = (2())T(Qp(Ap+ Ao )+ (A A1) Qp)a(t) = — || (1) |1%
e as propriedades (ii) e (i) sao alcancadas tomando a(s) = s%*infoegOmin|Q,
a(s) = s*supgegOmar|@) € u = SUvaQGQZ:jj[[S]] onde 0,,;,[Q] denota o menor

autovalor de Q € Q e 0,,4,[Q] 0 maior autovalor de Q € Q. Note que, na definicio
acima, o supremo e o infimo sao na verdade o maximo e o minimo, respectivamente,
pois Q é compacto. A existéncia de uma familia de funcoes de Lyapunov com as
propriedades acima é utilizada abaixo.

Para provar este teorema construimos um limitante exponencialmente lim-
itado para uma solucao arbitraria do sistema. Este limitante serd independente
do sinal de chaveamento o(t) constante por partes e z(t) denota alguma solugao
do sistema. Dados dois instantes de tempo T > t, > 0, sejam t; < ty < t3 <

. < tn, (1) as descontinuidades de o(t) no intervalo (to,T") e tn,@ory11 = 1
Uma vez que o(t) é constante por partes, o sinal v(t) = e*'V, ) (z(t)), t > 0, é

continuamente diferenciavel por partes e
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(t) = 22(t) + e%f%@@)mm(:ﬁ(w), te (ttin)

pois 0 = p; = o(t;) em [t;,t;11); e das propriedades (i) e (ii) concluimos que
0 <0em (t;,t;41); e porissov(t) <wv(t;) t € [ti,tiy1), i € {0,..., Ny(to,T)} . Além

disso, em virtude da propriedade (i)

V(tin) = 00V, (b)) < pe? iV (a(tina)
Como V,(x(t)) e x(t) sdo continuas concluimos que

U(ti-i-l) < :U’MmT—%HeQ)\OTV;?ix(T) = :ulimT—ﬂfi-Hv(T)

mas lim, ., v(7) < v(t;) por isso v(tiy1) < po(t;). Iterando essa desigual-

dade de 0 a N, (ty,T") — 1 obtemos

vt womy) < 1o (to)
Por isso e pela defini¢ao de v, concluimos que
GZAOTVU(T—)(ZL‘(T)) S [LNU(tO’T)GQ/\()tOVU(tO)(Zv(to))

onde o(T~) = lim,__ro(7). Multiplicando ambos os lados da desigualdade por

e~ 20T 105 d4

Vo (2(T)) < eruNaloD)=220(T=10)y7 ) (3(t))
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por isso e pela propriedade (7i) concluimos que || z(T) ||< a~! (e~ 20T —to)+in()No (o, T) 5 (||

x(tp) ||)). Entao temos:

_ 7 In(p)
| 2(t) [|< g(em TN (| (1) |)))

com g = (supg geo 72213

Para chegar a margem de estabilidade A é suficiente que

l
(T — ) + Ng(tO,T)% <k — T —to)

para algum k finito isto é equivalente a

T—t
N,(to, T) < Ny + 0

*

Tq

2k * Iny

g © T = 300y Concluimos que se a desigualdade acima ocorre

com Ny =

teremos

1 2(T) [I< q(e" T (| a(to) 1))

quando 74 > 7;. Note que escolhendo k suficientemente pequeno, podemos aco-
modar qualquer Ny. Entao se 74 > 7 teremos o sistema uniformemente exponen-
cialmente estavel.

Naturalmente surge a pergunta: Sera possivel para uma colecao de matrizes
estaveis e instaveis utilizar fungoes miltiplas de Lyapunov para encontrar um
tempo minimo de habitacao de forma a garantir a estabilidade?

A resposta é dada no resultado abaixo.

Consideremos um sistema com chaveamento da forma:
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#(t) = Apa(t), x(to) = o (5.4)

onde z(t) € R", ty > 0 ¢é o tempo inicial, 2o = x(0), Iy = {1,...,N} é o estado
inicial e o(t) : [to,00) — In é uma funcdo constante por partes chamada sinal de
chaveamento e {A4;;i € Iy} é um conjunto de matrizes constantes descrevendo os
subsistemas onde N > 1. Assumimos que matrizes estaveis e instaveis existem em
Iy.

Definimos Sy[7,4] o conjunto de todos os sinais de chaveamento com intervalos
entre chaveamentos consecutivos maior que 74 (tempo de habitacao). Quando todos
os subsistemas sao estaveis, entao podemos escolher 7; suficientemente grande tal

que o sistema com chaveamento seja exponencialmente estavel .

5.3.1 Design em sistemas lineares estaveis e instaveis

Anteriormente, foi introduzido o conceito de tempo médio de habitacao para
todo o sinal de chaveamento o(t) e t > 7 , Definiu-se N, (¢, 7) o nimero de chavea-
mentos no intervalo [7,t) para um dado Ny ,74 > 0 e S,[7,, No| 0 conjunto de todos

0s sinais de chaveamento satisfazendo:

t—rT1

NU(T,If) S N0—|—

Ta
onde 7, é o tempo de habitagao.

Definigcao 23 Para um certo sinal de chaveamento o(t), o sistema com chavea-
mento (5.4) é dito globalmente exponencialmente estavel com grau de estabilidade

A>0se || z(t) ||< e %) || 24 || ocorre para todo ¢t > ¢, e uma constante a.

Como ambos os sistemas estdveis e instaveis existem em (5.4), assumimos sem
perda de generalidade que Aq, ..., A, sdo instaveis e as restantes matrizes estaveis.

Entao existe um conjunto de escalares A\; > 0 e a; tais que:
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|| eAit ’S eai—l—)\it, 1§ 7/ S r

| et ||< e r<i<N (5.6)

Os escalares a; e A\; podem ser computados usando a teoria de matrizes .

Agora, para qualquer sinal de chaveamento o(t) e t > 7 sejam T (7,t) e
T~ (7,t) respectivamente o tempo total de ativacao dos subsistemas instéveis e es-
taveis respectivamente em [7,¢) e definimos AT = mazi <4<, Ay € AT = Min, 11<g<nAq-
Entao para qualquer A € (0, A\™), escolhemos um escalar A* € (0, ) arbitrariamente
para propor a seguinte lei de chaveamento:

(S1) Seja o sinal de chaveamento o(t) tal que

Ti(t(),t) > AT —+ A*
T+(t07t) TAT =\

acontece para todo t > t.

Teorema 24 Com a lei de chaveamento (S1), existe uma constante positiva 7.*
tal que o sistema com chaveamento (5.4) é globalmente exponencialmente estavel
com grau de estabilidade A sobre S,[7,, No| para todo tempo médio de habitagao

To > 75 e Nog > 0. [44]

Demonstragao: Sejam t, 1o, ... 0s tempos onde o chaveamento ocorre e seja
p; o valor de o(t) em [t;_;,t;). Entdo para qualquer ¢ satisfazendo ty < ... <t; <

t < t;+1 obtemos:

z(t) = et (Tt pAnitiztizn) | pAn (i—to) gy

Pelas estimativas acima feitas em (5.6) para os subsistemas estdveis e nao

estaveis temos:
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i+1
lo() | < (JJerer™ ot 0o || 4 |
q=1

< e(i+1)a+)\+T+(to,t)—/\*T*(to,t) H Zo H

= eVt HNTTH (W0 )=A" T (tot) || g0 | (5.7)

onde a = maxyery Gy, ¢ = €* € Ny(to,t) é o nimero de chaveamentos no intervalo
(t07 t) :
Para todo A < A~ suponhamos que o sistema obedega a lei de chaveamento

T~ (to, A
(S1). Sabemos que T+E:gg > A

ocorre para algum A\* € (0, A) o que é equiva-

lente a:

TH(to, OANT =T (Lo, )N~ < =X (T (to, t) + T (to,t)) = —N*(t — to)

Substituindo em (5.7) temos

[ (t) < cet™r 0= 0 | g |

Temos dois casos:
Se a < 0, obtemos || z(t) [|< ce™ ) || 2y [|< ce ) || gy || Isto

implica que o sistema é exponencialmente estavel com grau de estabilidade .

Se a > 0, aN,(tg,t) — \*(t — ty) < o — A(t — ty) para « arbitrario. Isto é
equivalente a N, (tg,t) < No—l—% onde Ny = & e 7, = z*. Como « é arbitrario,
temos Ny também arbitrario e assim temos | z(t) || < ce® %) || 24 ||.

Entao o sistema (5.4) é globalmente exponencialmente estavel com grau de esta-

bilidade A sobre S,[7., No] para qualquer tempo médio de habitacao 7, > 7.7 e

No.
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5.3.2 Funcao de Lyapunov por partes

Faremos o estudo da estabilidade do sistema (5.4), como feito na segao an-
terior, desta vez, através de funcoes de Lyapunov por partes:

Como Ay, ..., A, sao instaveis e A, .1, ..., Ay sdo estaveis, existe um conjunto
de escalares positivos A1, Ag, ..., Ay tal que A; — NI (i <71)e A; + NI (i > r) sdo
matrizes Hurwitz estaveis. Entao ha matrizes positivas definidas Py, P, ..., Py tais

que

(A = NP4+ P(A; —\NI) <0, i<0

(A + NP+ Pi(A; +\I) <0, i>0 (5.8)

acontece para todo i. Utilizando as solugoes das desigualdades (5.8) definimos a

seguinte candidata a funcao de Lyapunov por partes para o sistema (5.4):

Vo (2(t) = (2(t)" Prya(t),  t >ty (5.9)

onde P,(t) varia entre as solugdes P;’s das desigualdades (5.8). Essas fungoes

satisfazem as seguintes propriedades:

(i) Cada Vi(x(t)) = (x(t))T Piz(t) é continua e suas derivadas ao longo das

solucgoes do sistema satisfazem

Vile(t)) = (@) Pa(t) + (x(t)" Pi(t)
= (a(t)" AT Pa(t) + (x(t)" PAia(t)

= (2(t))" (AT P, + PA)z(t)
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entao

Vi(z(t)) < 20Vl (t), <7

Vi(x(t)) < —2\Vi(z(t)), i>7

(i) Existem escalares ay > o > 0 tais que

ar || 2(t) IP< Vila(D) < o || o(t) |2, Va(t) €R", Vie Iy

(ili) Existe uma constante p > 1 tal que V;(z(t)) < pVj(z(t)) Vo € R™, Vi € Iy.

A segunda propriedade decorre se tomarmos a; = inficryAm(FP;) € ay =
supiery A (P;), onde A\, (F;) e Ay (F;) s@o, respectivamente, o menor e o maior
autovalor da matriz positiva definida P;. Por isso temos \,,(5) || = ||>°< Vi(z) <
A (B [ 1%

. . . P
A terceira propriedade pode ser verificada se tomarmos j = supy ez, ’E\ME Pf)).

Como na demonstracao anterior, sejam t; < ty < ... < t; os tempos em que
ocorrem os chaveamentos sobre o intervalo (to,t). Entao sabemos pela propriedade

(i) que a candidata & fun¢ao de Lyapunov por partes satisfaz:

Voo (z(t)) < €2A+(t7ti)va(ti)(f’3(ti))» o(tiy1) <7

Voo (t) < 6_2)‘_(t_ti)va(ti)x(ti), o(tiz1) >r
Notando que V5@, < pV, ;- acontece para todo ponto ¢; de acordo com a
J

propriedade (3ii), onde t; = lim,_;;7, obtemos por iteragao

Vg(t)(I(t>) S MN(,(tO,t)GQAJrT"'(to,t)—2)\—T—(to,t)vg(to)(l,(o))
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E pela propriedade (7i), temos

” Z‘(t) HS %62)\+T+(to,t)—QA—T_(to,t)—i-l"T“Na(tg,t) H To H
\/ aq

Comparando essa desigualdade com a do teorema (24), observamos que a
mesma discussao pode ser feita considerando nesse caso a = l%“ Por isso podemos
concluir que V,(z(t)) = 27 P,z é uma fungao de Lyapunov por partes para o
sistema com chaveamento (5.4) quando adotamos a lei de chaveamento (S1) com

tempo médio de habitacao suficientemente grande.

5.4 Algebra de Lie, comutatividade e design

Revisitamos aqui o problema de estabilidade em chaveamento arbitrario com
o intuito de estudar o comportamento das classes de subsistemas estaveis para
as quais é possivel a construcao de uma funcdo comum de Lyapunov supondo a
existéncia de matrizes estaveis e instdveis no chaveamento. Obtemos alguns re-
sultados mesclando as técnicas anteriormente estudadas que estabelecem critérios
para estabilidade em chaveamento arbitrario e tém como hipdtese estabilidade de
todos os subsistemas (sistemas triangulares superiores, dlgebra de Lie soluvel e
matrizes comutantes) com os teoremas sobre design, que através da construgao de
um chaveamento busca estabilidade para o sistema nao necessariamente composto
somente por subsistemas estaveis. Procuramos respostas para perguntas como: o
que ocorre com os resultados para chaveamento arbitrario se supusermos que exis-
tem matrizes estaveis e instaveis? Ou melhor, como se comporta uma colecao de
matrizes instaveis e estaveis triangulares superiores? Focaremos o estudo sob uma
colecao de matrizes triangulares superiores, pois, sob as condigoes de solubilidade
e comutatividade de uma cole¢ao de matrizes é possivel encontrar uma mudanca
de base que as tornem triangulares superiores. Portanto, os casos de classes de ma-
trizes em que é possivel construir uma mudanga de base para torna-las triangulares
superiores surgem como aplicacao do resultado obtido.

Para o conjunto {Ay, ..., Ay} formado por matrizes estaveis e instéveis, estu-

42



damos o comportamento do sistema com chaveamento #(t) = A,x(t), com o(t)
arbitrario sob o ponto de vista de design sabendo que as matrizes {A;;iel, ..., N}
sao triangulares superiores. Aplicaremos a dois casos em que é possivel construir
uma mudanca de base tal que as matrizes sao transformadas em triangulares supe-
riores. O primeiro, quando as matrizes {A;;iel, ..., N} comutam e o segundo caso

quando &lgebra de Lie gerada pelas matrizes {A;;iel, ..., N} é soluvel.

5.5 Notacao e preliminares

Consideremos um sistema com chaveamento da forma:

i(t) = Agyx(t),  x(to) = o (5.10)

onde z(t)eR", ty = 0 é o tempo inicial, xy é o estado inicial e o(t) : [ty, 00) — P,
P ={1,..N} é uma funcio constante por partes chamada sinal de chaveamento e
{A;;1€P} é um conjunto de matrizes constantes descrevendo os subsistemas onde
N > 1.

Sabemos que para um conjunto {A4;;i€P}, compacto de matrizes Hurwitz
se as matrizes sao triangulares superiores entao é possivel construir uma funcao
quadratica comum de Lyapunov para o sistema.

Considerando que Ay, ..., A, (r < N) s@o instaveis e as restantes sao estaveis,
entao existe um conjunto de escalares 7; tal que A; — v, (i <r)e A;+~vl (i > )
sao estaveis, como A; — I (i < r)e A;+ I (i > r) sdo também triangulares
superiores e estaveis, entao existe uma matriz P tal que as desigualdades abaixo

ocorrem

(Ai—’Yi])TP+P(Ai_7iI) <0, i<

(Ai +7d)"P + P(A; +71) <0, i>r (5.11)
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Agora, para qualquer sinal de chaveamento o(t) e t > 0 sejam T7(0,t) e
T-(0,t) respectivamente o tempo de ativacdo dos subsistemas instaveis e estaveis

respectivamente em [0, ¢) e definimos v© = mazi1<g<,Yy € 7~ = MiN,11<g<NVq-

5.6 Resultado auxiliar

Proposigao 25 Utilizando as solugoes das desigualdades 5.11 definimos a seguinte

funcao de Lyapunov

V(z(t) = (x(t))"Px(t), t>0

Essa funcao satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Va(t) = (x(t))" Pz(t) é continua e suas derivadas ao longo das solugdes do

sistema satisfazem:

V(x(t)) = %Aix <2 Vi(x(t) i<r

V(z(t) < =29V (x(t) i>r

(ii) Existem escalares as > o > 0 tal que

ar | 2(t) |PS V(@) < as | 2(t) |7 Va(t)eR", VieP

Demonstracgao
Para a primeira propriedade basta verificarmos que Va(t) = (i(t))T Pz (t) +
(x(t)" Pi(t) = (x(t))" A7 Px(t) + ((t))" PAw(t) = ((t))" (A] P + PA)x(t) =

Va(t) < =2y Va(t).

A segunda propriedade decorre se tomarmos a1 = Apin(P) € as = Aoz (P)
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onde Apin(P), Amaz(P) sdo respectivamente o menor e o maior autovalor da matriz

positiva definida P, por isso temos

an [ 2(t) P< V(@) < oo [ 2(t) | (5.12)

5.7 Resultado Principal

Teorema 26 Para A € (0,77) escolhemos um escalar A\* € (A, ) arbitrariamente
para propor a seguinte lei de chaveamento:
Seja o sinal de chaveamento o(t) tal que:

T-(0,t) S vt 4+ A
TH(0,t) — v~ =\

(5.13)

acontece para todo t > 0.
Para um conjunto {A;;ieP}, compacto de matrizes triangulares superiores,

com a lei de chaveamento (5.13) o sistema (5.10) é globalmente exponencialmente

estavel com grau de estabilidade .

Demonstracgao
Sejam t; < ty < ... < ty, <t os tempos em que ocorrem os chaveamentos

sobre o intervalo (0,¢). Entdo sabemos pela propriedade (i) que a candidata a

funcao de Lyapunov por partes satisfaz:

V(a(t) < IV (@(t) o(tin) <7

V(e(t) < e V() oltin) > 7
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Iterando as desigualdades de i = 0 a ¢ = N,(0,t) para um tempo arbitrario

t > 0 obtemos:

V(a(t)) < e 2 T O02TTTONY 0 (2(0))

e pela propriedade (7i) temos

(o) ll< ([ 52e T OO0 | (o)

Para todo A < A~ suponhamos que o sistema obedeca a lei de chaveamento

T-(04) -y

00 = 4-—n Ocorre para algum \e(\,77) o que é equiv-

(5.13) sabemos que

alente a T7(0,t)y" — T7(0,t)y” < =A(T7(0,t) + T7(0,t)) = —=A*t < =\, isto
implica que o sistema 5.10 é globalmente exponencialmente estavel com grau de
estabilidade A ,podemos concluir que V (z(t)) = 27 Pz é uma funcao de Lyapunov

para o sistema 5.10 quando adotamos a lei de chaveamento (5.13).

5.8 Aplicagao: algebra de Lie soltuvel e matrizes comutantes

Sabemos que para um conjunto {A;;i€P}, compacto de matrizes Hurwitz se
a algebra de Lie g formada por tais matrizes é solivel entao existe uma funcao
quadratica comum de Lyapunov para o sistema @(t) = A,«)x(t). Suponhamos en-
tao {A;;i€P} um conjunto compacto com Ay, ..., A, (r < N) instéveis e as matrizes
restantes sao estaveis e a algebra de Lie g gerada por tais matrizes soltuvel .

Existe um conjunto de escalares positivos v, y2, ..., Yy tal que A;—; 1 (i < r)
e A; + il (i > r) sdo matrizes Hurwitz estaveis , como {A;;i€el, ..., N} é compacto
temos {A; — vil, (0 < r)}U{A; + %I(i > r)} compacto , como a algebra de
Lie g é soltivel entdao ¢*) = 0 para k suficientemente grande onde ¢ = ¢ =

Spﬁm{AlaAQ, ey [A1,A2]a }7 9(2) =g = Spa”{[AhAQ]» [Ab [AhAQHv } € g(k) =

B=1) (1))

(gD ¢ . Agora desejamos saber o que ocorre com a algebra de Lie q gerada
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por A; =yl (i<r)eA;+~vI (i>r).

Sabemos que ¢? = span{[A; — 11, Ay — Y], ..., [A1, [AL — 11, Ay — 5]], ...}
mas [A =711, Ao — o] = AtAs — A2 Ay, [A1 =l A+ 9] = ArAr — A A,
[A1 -, [Al -, Ay — 72]] = A1A1 Ay — A1 A Ay — A A AL+ Ay AL A
Assim podemos perceber que os brackets de mais alta ordem sao iguais aos gerados
por g dessa forma temos ¢\¥) = ¢(*) para k > 2 entdo se tivermos g soltivel teremos
q soluvel, pelo teorema de Lie sabemos que existe uma mudanga de base tal que
as matrizes acima sao tranformadas em triangulares superiores, entao existe uma
matriz P tal que as desigualdades (5.11) ocorrem, portanto, podemos definir uma
funcao comum quadratica de Lyapunov que satisfaz as propriedades da proposicao

25 e podemos entao estender o teorema 26 para esse caso.

Corolario 27 Para A € (0,77) escolhemos um escalar A\* € (\,~~) arbitraria-
mente para propor a seguinte lei de chaveamento:
Seja o sinal de chaveamento o(t) tal que

T-(0,1) S vt 4+ A
TH(0,t) = v~ =\

(5.14)

acontece para todo t > 0.

Para um conjunto {A;;i€P}, compacto se a algebra de lie gerada por tais
matrizes é solivel, com a lei de chaveamento (5.14) o sistema (5.10) é globalmente

exponencialmente estavel com grau de estabilidade .

Demonstragao : Analoga ao teorema 26.

Faremos agora o estudo do caso em que as matrizes comutam. Sabemos que
para um conjunto {A;;i€P} , de matrizes Hurwitz que comutam existe uma fungao

quadratica comum de Lyapunov para o sistema &(t) = Ay (1) .

47



Suponhamos entao {A;;i€P} um conjunto compacto com Ay, ..., A, (r < N)
instaveis e as matrizes restantes sao estaveis e que as matrizes comutam .

Existe um conjunto de escalares positivos 71,72, ..., 7n tais que A; — v 1
(i <r)e A+ (i > r)sdo matrizes Hurwitz estaveis , como as matrizes Ay, ..., Ay
comutam , desejamos saber o que ocorre com as matrizes A; —v, 1 (i <r)e A;+~y [
(i>r).

Podemos perceber que se as matrizes A; comutam temos (A, + v,1)(A4, +
Vol) = (ApAq + YAy + 1 Aq + 1Y) = (Agdp + 1 Ag + Yedp + 1) = (4 +
Yal)(Ap + 1)

(Ap+7 D) (Ag —=el) = (ApAg =Yg Ap+ 1 Aq— W Ye) = (Agdp+1pAg— V4 Ap —
Vo) = (Ag — v D) (Ap + 1)

(Ap = W) (Ag = Yl) = (ApAq — 1Ap — WG + W) = (Agdp — WA; —
YaAp + aY) = (Ag — V) (Ap — 1)

Portanto as matrizes A;—7;1 (i <) e A;+7;I (i > r) também comutam, por
isso existe uma mudanga de base tal que as matrizes acima sao tranformadas em
triangulares superiores, entao existe uma matriz P tal que as desigualdades (5.11)
ocorrem assim, podemos definir uma funcao comum quadratica de Lyapunov que
satisfaz as propriedades da proposicao 25 e podemos entao estender o teorema 26

também para esse caso:

Corolario 28 Para A\ € (0,77) escolhemos um escalar \* € (\,7~) arbitraria-
mente para propor a seguinte lei de chaveamento:
Seja o sinal de chaveamento o(t) tal que

T-(0,1) - v+

THO,0) ~ 7 — N (515)

acontece para todo t > 0.

Para um conjunto {A;;i€P} , compacto se as matrizes comutam, diante da
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lei de chaveamento (5.15) o sistema (5.10) é globalmente exponencialmente estével

com grau de estabilidade .

Demonstracao :

Anéloga ao teorema 26.

Comentarios
Podemos perceber a estreita relacao entre o fato de as matrizes comutarem

e o fato de a algebra de Lie ser solivel, porque em ambos os casos, para a lei de

T7(04) ~ F4x*
TH(04) = v~ =A%

chaveamento temos a estabilidade do sistema. Na realidade, como
podemos verificar em [22] o fato de as matrizes comutarem implica a existéncia
de uma mudanca de base tal que todas as matrizes podem ser tranformadas em
triangulares superiores. O mesmo acontece se supusermos a algebra de Lie soltuvel.

Por isso, diante do chaveamento estabelecido acima, essas duas classes de matrizes

se comportam da mesma maneira.
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Capitulo 6

Sistemas lineares com chaveamento

Markoviano

Como mencionado na introducao, o foco principal dessa dissertacao é uma
discussao critica sobre as duas abordagem mais relevantes que tratam do problema
de estabilidade para os sistemas que possuem como mecanismos de chaveamento
uma funcao constante por partes ou uma cadeia de Markov. Como é nossa intencao
contrapor técnicas utilizadas na teoria classica de sistemas com chaveamento e as
técnicas utilizadas na teoria de SLSM, é importante, nesse ponto, apresentar o con-
junto de resultados relevantes que estabelecem condigoes necessérias e suficientes
para estabilidade no sentido da média quadratica dos SLSM, (sistemas lineares com
chaveamento Markoviano). As demonstragoes para os resultados aqui apresentados

podem ser encontrados em [45].

No espirito de contrapor as duas abordagens mencionadas, é importante

ressaltar nesse ponto 2 vantagens da teoria para o caso de chaveamento Markoviano:

e Possui um conjunto de resultados que fornecem condi¢oes necessdrias e
suficientes para estabilidade, baseada em condigoes espectrais de facil ver-

ificacao.

e A teoria vale para o caso do espaco de estado da cadeia de Markov ser

infinito enumerdvel
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e Os resultados valem para o caso do espago de estados de z(.) complexo.

6.1 Espaco de Estado da Cadeia de Markov Infinito Enumeravel

Definicao 29 Para X e Y, espagos de Banach complexos, definimos B(X,Y) o
conjunto de todos operadores lineares de X em Y. Definimos também H}"™ (re-
spectivamente Hy™ | H;‘;LZ‘) o espago linear formado por todas as sequéncias de

matrizes complexas V' = (Vi, Vs, ...) com V;eB(C",C™) tal que X2, || V; ||< o0,

(32,tr(V*V;) < oo, sup{|| Vi ||;¢ = 1,2,...}) . Por simplicidade designaremos

H! := H"", . Para V = (V,...)eH™", consideremos as seguintes normas || . ||, em
=™
[V = B2 Vil
st L
[Vl = (EEtr(VV)2

IV lswp = sup{l[ Vi |1 =1,2,..}

Pode ser verificado que (H™, || . ||;) e (™, || . |l;) ¢+ = 1,2, sup s@o uni-
formementes homeomorficas. Por isso (H*™,|| . ||;) s@o espagos de Banach e

de fato (H™™,|| . ||2) é um espago de Hilbert com o produto interno dado por

(V5 8) = Biestr(Vi%S;)) , para S = (S1,...) e V.= (Vi,...) em (H™™, | . ||2)-

Faremos as seguintes consideracoes:
Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade completo equipado com os seguintes

objetos:

(i) 6 = {(0;, F;),teRT} um processo Markoviano homogéneo com trajetérias
continuas a direita e tomando valores no conjunto S = {1,2,...}. Assumi-

mos também
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P(Oyn = jlor=1) = Njh+o(h), i#]j

onde (\;;) é a matriz das taxas de transigao estdcionarias do processo {6}
com 0 < \; := =\ = Xj,2A; < oo para todo €S, isto é o processo é

suposto ser conservativo. A notagao o(h) denota uma fungao que satisfaz

o(h)
h

limy, o = 0. Definimos P;(t) := P(0i+s = j|0s = 1) , 1,j €S e denotamos

pi(t) == P(0; = i) para todo i €S . Note que P, := (pi(t),...) satisfaz a

equacao de Kolmogorov

dPp,
d—tt:APt, Pyb=P teR"

onde A := (\;;)". Além disso, assumimos que {(6;, F;), teR™} possui como

distribuicao inicial {v(i);ieS}.
(i) zo:Q — C" uma varidvel aleatéria com E[|| zo ||?] < oo.

Consideremos o seguinte sistema homogeéneo:

(t) = A(0)x(t), z(0) =m0, 6Oy=v, teR*" (6.1)

onde A(.) é tal que A(#;) = Aj para§, = j, j € S com A; matriz constante
em B(C") , é assumido que A := (A,,...) € H?

sup*

Defini¢cao 30 Parat € R"

Q) = E(®)z(t)’) €B(C") .



Definicao 31 Um sistema linear com chaveamento Markoviano é estocasticamente
estavél se para condigoes iniciais arbitrarias xy e distribuicao inicial arbitraria v,

tivermos:

| a3 dt < oo
0

Definicao 32 Um sistema linear com chaveamento Markoviano é estdavel no sen-
tido da média quadrdtica (ESMQ) se existem ¢ € C" e @) € B(C")™ tais que para

qualquer condigao inicial x( e distribuicao inicial v tivermos:
(a) [l q() = ¢ l— 0 quando t — oo

(b) [ Q(t) = Q [|— 0 quando ¢ — oo

Usaremos também as seguintes notacoes :

onde para P = (P,,...) e H}, V. =(V,,...) e H! ei € S,

sup

6.2 Teoremas e proposicoes

Proposicao 33 As seguintes afirmacoes sao equivalentes
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(a) O sistema (6.1) é estocasticamente estavel de acordo com a defini¢ao 31.
(b) Re{\(L)} <O.

(c) Re{\(A)} <O.

Proposicao 34 Se o sistema (6.1) é estocasticamente estédvel entdo para todo

S = (S1,...) € HXP | existe uma unica G = (= Gy, ...) € HZ tal que

sup sup

T(G)+S=0 (6.2)

Proposigao 35 Se existe G = (Gy,...) € H:E tal que (6.2) é satisfeita para algum

sup

S = (S1,...) € Hg} entdo o sistema (6.1) é estocasticamente estdvel.

Proposigao 36 Se Re{\(A)} < 0 entao o sistema (6.1) possui estabilidade na

média quadratica com ¢ =0e @ = 0.

6.3 Resultados para espaco de estados finito

Consideramos agora S = {1,2,..., N}. Nesse caso, estabilidade estocdstica
é equivalente a estabilidade no sentido da média quadratica (o que nao acontece
no caso infinito enumeravel). O resultado a seguir fornece um critério espectral de

estabilidade no espirito do resultado classico para sistemas lineares.

Teorema 37 O sistema (6.1) é ESMQ de acordo com a Defini¢ao 32 se e somente

se Re{\(A)} < 0. Além disso, as seguintes condigoes sao equivalentes:
(a) Re{A\(A)} <0
(b) Re{\(L)} <0
(c) Re{\(A")} <0

(d) Re{\T)} <0

O resultado a seguir engloba o resultado espectral e do tipo Lyapunov.
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Teorema 38 As seguintes afirmativas sdo equivalentes & ESMQ do sistema (6.1):
(a) Re{\(A)} <O.
(b) Re{\ (L)} < 0.
(c) Para algum G; > 0 € B(C"), j € S, n6s temos £,(G) <0, i€S.

(d) Para algum S; >0 € B(C"), i € S, existe uma tdnica G = (Gy,...,Gn),
G;>0eB(C"),ieS, tal quel;(G)+S; =0, i€eS.

O proximo resultdo serd util para analisarmos o caso de matrizes triangulares

no cendrio de chaveamento markoviano. Considere a equagao:

i(t) = A(0y)z(t) + B(0y)w(t), =z(0)=mz, Oy=v, teR", (6.3)
onde {w(t);t € RT} é uma perturbagao em L.

Teorema 39 O sistema (6.3) possui estabilidade no sentido da média quadratica,

de acordo com a defini¢ao 32, < Re{A(A)} < 0.
6.4 Estudo comparativo dos critérios para estabilidade

A estabilidade de cada modo de operacao nao implica necessariamente a
estabilidade de um sistema com chaveamento. Podemos ter cada modo estavel
mas o sistema como um todo nao ser instavel da mesma forma que podemos ter
cada modo instavel e apesar disso o sistema ser estavel. Por isso os resultados
que garantem estabilidade diante de qualquer sinal de chaveamento como o que
leva em consideragao a dlgebra de Lie, a estrutura triangular das matrizes e o das
matrizes que comutam sao mais restritos pois precisam que todos os subsistemas
sejam estaveis. Nesta secao fazemos um estudo comparativo dos critérios que
garantem a estabilidade diante de qualquer chaveamento e os que foram analisados

neste capitulo referente ao chaveamento Markoviano.

Além da restrigao relativa a estabilidade dos subsistemas, os resultados basea-

dos na dlgebra de Lie, a estrutura triangular das matrizes e o das matrizes que co-
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mutam encontrados na literatura sao restritos ao caso do espacgo de estado finito.
Portanto, para efeito de comparacao, no que segue vamos considerar apenas esse

cenario.

Exemplo 40 (Cada modo € instivel mas o sistema é estivel) Sejam S =
1 92 1 8 B

1,2,1412 ,AQI e\ =

-2 04 B8

Nesse caso nao podemos utilizar o critério de dlgebra de Lie, das matrizes triangu-

D=

)

lares, nem o da comutatividade pois tais resultados tém como hipotese o fato de que
todos os modos de operacao sao estaveis. Analisaremos portanto, a estabilidade
do sistema através de Re{\(A)}.

Podemos perceber que cada modo é instavel pois A; e Ay possuem como
autovalores 1/2 e -2 entretanto podemos calcular A = V + H e constatar que
para 0 < ( < 1,33 teremos para algum i Re{)\;(A)} > 0 e por isso o sistema
nao possui estabilidade na média quadratica. Ao passo que, se 3 > 1,34, teremos
Re{\(A)} < 0, o que assegura a estabilidade na média quadratica para sistemas

com espaco de estados finito.

Exemplo 41 (Cada modo é estavel mas todo o sistema pode ser instivel)

-1 10 -1 0 —
Sejam S =1,2, A, = , Ay = e\ = 6 F

0 -1 10 —1 6 =0

Como as matrizes nao comutam nao podemos aplicar o teorema da co-
mutatividade. Para utilizarmos o teorema da algebra de Lie, precisamos ver-
ificar se a mesma é soluvel, j& que todos os modos de operacao sao estaveis,
pois A; e As possuem autovalores com parte real negativa .Tentaremos encon-
trar uma forma de killing nao degenerada o que garante a nao solubilidade da
algebra de Lie. Primeiramente, vamos verificar a estabilidade do sistema através
de Re{\(A)} .Podemos calcular a matriz A e constatar que para 0 < # < 0,04
temos Re{A(A)} < 0 mas, para § > 0,05 temos para algum i Re{\;(A)} >0e o

sistema nao possui estabilidade média quadratica.
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Vamos verificar se a algebra de Lie gerada por A; e As é soluvel. Para isso
usaremos o primeiro critério de Cartan que diz que se a forma de killing é nula
para ¢ = [g, g] onde g pertence & dlgebra de Lie gerada pelas matrizes A; e Ay

entao a algebra é solivel. Nesse caso temos:

100 0 0 —2000 0 0 0 —400000
g(2) - span{ 7 ) )
0 —100 0 0 2000 0 0 0
Devemos checar se a forma de Killing é nula em ¢® | como a forma de
Killing ¢ bilinear, se encontrarmos uma base para ¢® e um caso onde dois de
seus elementos possuam a forma de Killing nao degenerada entao a algebra de Lie

formada pelas matrizes nao é soluvel.

Como geradores da subalgebra ¢(® podemos ter:

1 0 0 1 00
X = , Xo = e, X3 = pois nao ¢ dificil veri-
0 —1 00 10
100 0 0 —2000 0O 0 0 —400000
ficar que span{ , , ,
0 —100 0 0 2000 O 0 0

pode ser gerado pelas matrizes acima .

Analisaremos agora a forma de Killing entre os elementos da base formada

por Xy, Xy, X3:
0 1 0 —1 0 2 ) 1 0
[X17X2] = - = = (9 +
0 0 0 O 0 0 0 -1
01 0 0 cl 2
iy + ¢, = N . = cfy =2
00 10 Ay, —cly
0 0 0 0 0 O cl c?
X1, X,] = B _ _ 13 13
ciy = —2
0 -2 cl c2
(X5, X1] = | ===
0 0 cgl —c%l
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10 00 0 0 s iy
(X2, X3] = - = = = Cyy =
00 01 0 -1 C33 —Chs
1
00 ck 2
(X5, X1] = = = =2
00 ct, 2
[X3, XQ] = = 52 52 = CéQ =-1
00 O 0 0 1 0 —1
entaotemosadX; =1 0 2 0 ,adXo=| —2 0 0 |eadXs=1]1 0 0
0 0 =2 0 00 2 0

onde ad é a representagao adjunta definida no apéndice. Temos entao K (X, X)) =
tr(adX; O adXsy) = 4 logo, a algebra de Lie gerada pelas matrizes A; e Ay nao é
soluvel, dessa forma o critério da algebra de Lie nada nos diz sobre a estabilidade

do sistema.

Agora, vamos analisar o caso que as matizes sao triangulares superiores que,
de certa forma, abrange os casos em que as matrizes comutam ou aquele em que a
algebra de Lie é soltvel pois em ambos os casos é possivel construir uma mudanca de
base que as tornem triangulares superiores. No exemplo a seguir, estudaremos um
sistema linear com salto markoviano, formado por matrizes triangulares superiores
estaveis. Neste caso sabemos pelo teorema 18 que o sistema é exponencialmente
estavel diante de qualquer lei de chaveamento e poderiamos nos perguntar agora

se o sistema sera estavel no sentido da média quadratica. E o que temos a seguir.

Exemplo 42 (Cada modo é estavel e as matrizes sao triangulares) .

by c by c
SejamS=1,2,A1: ' ' ,AQZ ? ? eA:[/\ij]:[_ﬁa,aﬂ],

0 aq 0 (05}

para «, 3 > 0. Alternativamente, note que o sistema pode ser escrito na forma:

y(t) = aiy(t), (6.4)



de onde é possivel concluir que:

e Se o sistema (6.4) é ESMQ entdo o subsistema y(t) = a;y(t) ¢ € {1,2}
também é ESMQ).

e Caso a componente y seja ESMQ, entao y € L*(R, ) pode ser considerado

uma perturbacao de energia finita no sistema z(t) = b;x(t).

Logo, para que (6.4) seja ESMQ), é necessario e suficiente que os sistemas

com saltos

y@t) = ay(t),  &(t) = bx(t) (6.5)

sejam individualmente ESMQ. Através do critério espectral (Teorema 39), o primeiro
desses subsistemas serd ESMQ se e somente se a matriz
207 — « I6]

./41 =
« 2a0 — 3

possuir todos seus autovalores no semiplano esquerdo, isto é, se e s6 se det(A4;) >
0 e tr(A;) < 0. Derivando o critério andlogo para a componente x, podemos

verificar que (6.4) é ESMQ se e somente se «, 5 > 0 satisfazem, simultaneamente,

as desigualdades

a1 8 + azae < 2a;as, b1 B + baar < 201bo,

o+ ﬁ > 2max{a1 + a9, b1 + bQ}
Agora, podemos concluir que:

(i) Caso ay,as, by, by < 0, entao o sistema é ESMQ para quaisquer o, 3 > 0.
Isto quer dizer que se as matizes forem triangulares superiores e estaveis, o
sistema é ESMQ para quaisquer mecanismos de chaveamento markoviano.
Tal fato vai ao encontro do resultado estabelecido no teorema 18 como era

de se esperar.
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(ii) Caso ay,as, by, by < 0 ndo valha, entdo pelo menos um dos sistemas

nao é estavel, fazendo com que a estabilidade uniforme (i.e., para chavea-
mento arbitrario) do sistema correspondente nao se verifique. Apesar disso,
através de chaveamento markoviano ainda é possivel que se garanta a

ESMQ do sistema (6.4).

(iii) Podemos perceber entao que (6.6) define uma classe de chaveamentos
Markovianos para os quais o sistema (6.4) ¢ ESMQ. Isto é, (6.6) corre-

sponde a uma condic¢ao suficiente para a ESMQ.

Podemos fazer agora uma interpretacao dos resultados obtidos via fungoes

de Lyapunov.

(i) Caso ay,as,by, by < 0, entdo existe uma fun¢ao comum de Lyapunov para

ambos os sistemas

T b1 C1 xz T bg Co T

Y 0 ar| |y Y 0 ax| |y

o que garante a estabilidade global, exponencial, e uniforme (com respeito a
chaveamento arbitrario) do sistema com chaveamento correspondente. Em

particular, como vimos, isto também garante a ESMQ do sistema (6.4).

(ii) Caso um dos sistemas em (6.7) nao seja individualmente estével, entao
nao existe uma funcao comum de Lyapunov. No entanto, a existéncia de
fungdes de Lyapunov acopladas, tal como aquela estudada em [84], ainda

é capaz de garantir a ESMQ do sistema.

Podemos chegar a conclusao semelhante para o caso de dimensao 3, levando

em consideragao que a soma de 2 processos em L*(R,) também é L*(R, ).
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Capitulo 7

Design com chaveamento Markoviano:

Alguns resultados

Introduzimos a estrutura da cadeia de Markov como sinal de chaveamento
nos resultados sobre design, e obtemos em nossos resultados, tempos de habitacao

no sentido estocastico, que permitem garantir a estabilidade do sistema.

7.1 Notacao e Preliminares

Seja (€2, F, P) um espago completo de probabilidade equipado com o filtro
{Fi,t € R}, que satisfaz as usuais hipdteses de continuidade a direita, contendo

os seguintes objetos:

(i) o = {(o(t),F:),t € RT} um processo Markoviano homogéneo com tra-
jetorias continuas a direita tomando valores em um conjunto finito P =

{1,2,..., N — 1, N}. Assumimos também:

P(o(t+h)=jlo(t) =1i) = \jjh+ o(h) L J

Po(t+h) =jlo(t) =i) =1+ dah+o(h)  i=]

onde [(\;;)] = A é a matriz das taxas de transigao de o(t) com \;; > 0,

i#je—Xi=),;Njpara todo i € P e o(h) ¢ uma funcdo que satisfaz
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limy o™ = 0. Definimos Py(t) = P(o(t +s) = jlo(s) = i), i,j € P e

denotemos P;(t) = P(o(t) = i), i € P. Note que P, = (Pi(t), ..., Pn(1))

e satisfaz a equacao de Kolmogorov forward % = AP, Py =Pt eR"

onde A = [(/\Z]ﬂ

(ii) xo constante.

7.2 Chaveamento markoviano em subsistemas estaveis

Estabelecemos condigoes suficientes para estabilidade em sistemas lineares
com chaveamento Markoviano considerando todos os subsistemas estaveis através
de funcoes de Lyapunov por partes e tempo médio de habitacao no sentido estocés-

tico. Por fim, estendemos o resultado para uma familia de sistemas nao lineares.

7.2.1 Sistemas Lineares 1

Definimos o seguinte sistema linear com chaveamento Markoviano

t(t) = Asyx(t), x(to) = 2o (7.1)

onde z(t) € R", to > 0 é o tempo inicial e o(t) : [ty,00) — P é o sinal de
chaveamento.

Assumimos todos os subsistemas estaveis em (7.1) e N > 1. Considerando
Ay, ..., Ay matrizes n X n estaveis, entao existe um conjunto de escalares ~; tal que

A; + ;1 sao estaveis e existem matrizes (1, Qs, ..., QN tais que

(Ai + %) Qi + Qi(Ai +71) <0 (7.2)

acontece para todo 1.
Sejam os tempos de chaveamento de o(t) denotados por t;, i = 1,2,... e
to = 0, por convengao, e além disso N,(0,¢) o nimero de chaveamentos no inter-

valo [0,¢) onde ¢ > 0. Definimos também v~ = min;cpy; .
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Diante das defini¢oes acima, utilizaremos os seguintes resultados auxiliares a

fim de encontrarmos condigoes suficientes para estabilidade do sistema (7.1).

7.2.2 Resultados Auxiliares 1

A proposigao a seguir visa demonstrar algumas propriedades da funcao de

Lyapunov por partes abaixo definida.

Proposicao 43 Definimos a seguinte funcao de Lyapunov por partes:

Vo (x(t)) = (2(t)) Qo (t), t>0 (7.3)

onde Q) varia entre as solucoes @; s da desigualdade (7.2). Essas funcoes satis-

fazem as seguintes propriedades:

(i) Cada Vi(x(t)) = (x(t))TQ;z(t) é continua e suas derivadas ao longo das

solucoes do sistema satisfazem

V;(a:(t)) = %?Aix < =27, Viz(t).

(i) Existem escalares ap > a7 > 0 tal que oy || z(t) [|?< Vi(z(¥)) < ay |

() |2, Va(t) € R, Vi € P.

(iii) Existe uma constante p > 1 tal que Vj(x(t)) < pV;(x(t)) Va(t) € R,

Vi e P.

Demonstragao:

Para a primeira propriedade, basta verificarmos que
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Viz(t) = (2(t)"Qiz(t) + (z(£) Qui(t)
= (x(t))" AT Qix(t) + (x(1))" Q: As(t)
= (z(t)" (AT Qi + Q:4;)x(t)

—27;Viz(t) (7.4)

IN

A segunda propriedade decorre se tomarmos a; = infiep v (Q;) € @ =
sup;ep Y (Qi) onde v, (Q;), Yar(Q;) sdo, respectivamente, o menor e o maior au-

tovalor da matriz positiva definida @);. Assim temos

ar || 2(t) IP< Via(t) < oo || 2(t) |1*.

A terceira propriedade pode ser verificada se tomarmos p = supi,kep%.

Proposicio 44 N,(0,t) é um processo de Poisson néao-homogéneo com taxa 3~ | > izj NigPi(t).

Demonstragao:

Podemos perceber que N, é um processo de contagem. Vamos verificar suas

propriedades:

(i) Ny(to,t) > 0 (o sistema pode permanecer no subsistema inicial ou efetuar

chaveamento).
(ii) Ny(to,t) esta definido nos inteiros.

(iii) Se s < t entdo N,(0,s) < N,(0,t). Isto porque de s a t o sistema pode

permanecer em um mesmo subsistema ou efetuar chaveamento.

(iv) Para s < t temos N,(0,t) — N,(0,s) = N,(s,t). Podemos verificar pela
definigao de N,(0,t) que N,(0,t) — N,(0,s) é o nimero de chaveamentos

em (s,t).
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(v) Assumindo P(N,(0,h) > 2) = o(h), o que de fato é razodvel ja que a
probabilidade de o sistema efetuar mais que um chaveamento em um in-

finitésimo de tempo pode ser assumida de ordem o(h).

Obteremos a funcao de probabilidade do processo N,.

P(N,(0,t+h) =i+ 1|N,(0,t) =1) = P{o(t)=1}Nn{o(t+h) #1})
+ P{o(t) =2} n{o(t+h) #2})+
+ P({o(t) = Nyn{o(t+h) # N})
- ﬁ}P&ﬂﬂ:iﬁa@+h)#ﬂ)

=1

= }:P@- Y(P{o(t+h) #ilo(t) =1i})

mas P{o(t) = i} = Pi(t), que é solucio da equacdo diferencial P = AP, isto 6,
Py(t) = e P;(0).

Resta obter P{o(t + h) # ilo(t) = i}. Mas P{o(t + h) # i|lo(t) = i} =
> iy Plo(t+h) = jlo(t) =i}

Como o(t) é um processo Markoviano cuja matriz de taxas de transigdo é
dada por A = [(\;;)] temos >, P{o(t +h) = jlo(t) =i} = >, .; Aijh + o(h).

Substituindo em (7.5) temos

P(No(0,t+h) =i+ 1N, (0,t) =i) = > PFi(t)()_ Aj)h+o(h)
i#j

=

1
N
= O XgPi(t)h+ o(h)

i=1 i#£j

Portanto concluimos que N, é um processo de Poisson nao homogéneo com

taxa (Zf\;l > iz Nig (1))
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7.2.3 Resultado principal 1

O teorema a seguir estabelece condicao de suficiéncia para estabilidade do

sistema (7.1).

Teorema 45 O sistema com chaveamento Markoviano (7.1) é estocasticamente

estavel se — Zk L Ak < (u 1)

Demonstragao
Sejam ¢ <ty < ... <tn,,, <tostempos em que ocorrem os chaveamentos
sobre o intervalo (0, ¢). Entao sabemos pela propriedade (i) da Proposi¢ao 43 acima

que para t € [t;, t;41) a candidata a fungao de Lyapunov por partes satisfaz

Voen ((t)) < e U9V (x(t)).

Notando que Vi, ) (@(tit1)) < (Vo) (2(tis1)) se verifica, de acordo com a

propriedade (7ii) da Proposicao 43 e V) (2 (ti1)) < e 2 =DV (2(t)) temos

Vot (@(tivr)) < pe™ " GtV (2(t)).

Iterando a tltima desigualdade de @ = 0 a i = N,(0,¢) para um tempo

arbitrario ¢ > 0 obtemos

Vo (z(t) < @02 OV ) (2(0))

e pela propriedade (7i) da Proposigao 43 temos

Qg _ Inp
| =(t) [I< Ve OO | 2(0) )
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Além disso,

|z@) |2 = BE(| =) |?)

< el [P B0

= ez |2 B HN0) (7.6)

onde ¢ = Z—f Mas,
E(elnNNU(()’t)) _ ZelnukP(Na(O’ t) = k).
k=0

Sabemos que P(N, (0, 1) = k) = =" ondem(t) := f3 S0, 32, My Prly)dy,
pois N, é um processo de Poisson nao-homogéneo com taxa S0 2izi A Fi(t).

Entao

E(elnMNo(Oat)) = Z(€lnuk)P(Na(Oat) = k)
k=0
= io:elnuke_ ()m(t)k
£ k!
_ ielnuk—m(t)ﬂ
£ k!
_ D)

(7.7)

Substituindo em (7.6)

67



lz(t) I3 = E(l =) [?)
< ¢ || Xo ||2 e—?’y*tE(elnuNg(O,t))

= ¢ = H2 e~ te(u=1)m(t)

Mas m(t) = fot ngvﬂ Zj;ﬁk; Ak Pre(y)dy < fot Zﬁ;v:l Zj;ﬁk Akjdy = — Z]kvz1 Akl

Portanto temos

lz@) I3 = E( @) |*)
< e @ ||F et Welnbm®
< e ap || e Dl DX At

) [ =2 O T )
= cll ||2 6(_277_2521:1 Ak (n=1))t

Por hipétese — S 0 | A < ) o que implica =2y~ =S Ap(pp—1) <0

u 1
portanto E(]| z(t) ||?) < oo e o sistema (7.1) é estocasticamente estavel.

Comentario

Podemos verificar que a condicao — Z p1 Mk < 75 se aproxima, intuitiva-
mente, do sentido de tempo médio de habitacao dos sistemas deterministicos ja que
o tempo esperado de permanéncia em um subsistema ¢ a longo prazo é o inverso da
taxa —\;. Além disso, v~ esta relacionado a quao robusto é o sistema, i.e, quanto
maior é v~ maior é a perturbacao que podemos efetuar em cada subsistema sem
que nenhum subsitema perca a estabilidade e, de acordo com a hipdtese podemos
observar que quanto maior ¢ ¥~ menor ¢ o tempo de permanéncia necessario de
modo a garantir a estabilidade.

No caso de sistemas nao lineares podemos estender o teorema da secao 7.2.3,

sendo necessario impor a existéncia de func¢oes de Lyapunov por partes com as

68



devidas hipdteses, como veremos a seguir.

7.2.4 Sistemas nao-lineares 1

Consideremos o seguinte sistema com chaveamento markoviano

&= for)(x) (7.8)

onde as fungoes f, : R" — R" sao localmente Lipschitz, f,(0) = 0 e o(t) satisfaz

as hipoteses estabelecidas na secao 7.1.

Teorema 46 Suponhamos que existam fungoes continuamente diferenciaveis V; :

R™ — R' , 4 € P, nimeros reais 7; € R e u > 1 tais que:

(i) Cada V;(z(t)) é continua e suas derivadas ao longo das solugoes do sistema

satisfazem:

Vi(z(t)) = 24 fi(z) < —27;Vi(x(t))

(ii) Existem escalares ap > a7 > 0 tal que ay || z(t) [|?< Vi(z(t)) < ay |

z(t) ||? , Vz(t) e R , Vi € P.
(iii) Existe uma constante p > 1 tal que Viz(t) < pVjz(t) V() e R* , Vi € P.

O sistema com chaveamento markoviano 7.8 é estocasticamente estavel para

N 2~
— 2k Ak < G

Demonstracgao :
Sejam t; < ty < ... < tNg(o 9 < t os tempos em que ocorrem os chaveamentos
sobre o intervalo (0,t) e v~ = min,epy;. Entdo sabemos por hipdtese que para

t € [ti,tiy1) a candidata & fun¢ao de Lyapunov por partes satisfaz:

Voo (x(t) < e 0V 00 (2(t:)
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Notando que V@, ) ((tit1)) < Vo (x(tis1)) se verifica, de acordo com a

hipétese i € Vo) (2(tir1)) < e =DV (x(t)) temos

Vot (@(tin)) < pe™ " Gty o (2(t,))

Iterando a tultima desigualdade de i = 0 a ¢ = N,(0,¢) para um tempo

arbitrario ¢ > 0 obtemos:

Vo (x(t) < N7 O0Dem2" OV 6 (2(0))

e pela hipétese (ii) temos

Qg - Inu
| 2(t) [|< Vot OFSN00  (0) |

Para calcularmos || z(t) ||3 precisamos calcular E(|| z(t) ||?).

E(|| 2(t) *)

IN

c H To H2 E(elnuNa(O,t)—ny*t)
= ¢z ||? e LB (MmN (00)) (7.9)
onde ¢ = 2.
Mas E(elmNe(0.t)) = 3% etk P(N,(0,t) = k) .
Por outro lado sabemos que P(N,(0,t) = k) = efm(’z_,m(t)k onde m(t) =

f; Z]kV:1 Z#k i Pri(y)dy pois N, é um processo de Poisson ndo homogéneo com

taxa (30, > iz NigPi(t)), entdo
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o0

E(emNoO0) =N (") P(N,(0,t) = k)

k=0
_ i eln,uk eim(t)m(t)k
B k!

k=0

_ ielnukm(t)m(t)k _ ol m()
k!
k=0

Substituindo em (7.9)

E(| @) ]|?) < ¢l zo||? e tE(em#N-00)

= ¢l ag ||? e el m (7.10)

Mas m/(t) = f(f chvzl > ik M Pr(y)dy < fot zfevzl D ik Ak dy = — 25:1 Akit,

substituindo em (7.10) temos

E(|| =(t) ||2) < el xo ||2 =27~ (1) g(u=1)m(t)
< el @ ||? e 2 D= TR Awit)
= ¢ || Zo ||2 6_27_(t)+(/‘_1)(— Z]k\]:1 Akkt)

= ¢ @ | (=277 =00 Ak (p—1))t

Por hipétese temos — S0 A\ < % o que implica =2y~ — S A —

1) < 0 portanto E(|| z(¢) ||*) < oo e o sistema (7.8) é estocasticamente estavel.

7.3 Chaveamento Markoviano em subsistemas instaveis

Como na secao anterior, estudaremos aqui o comportamento de uma colecao
de sistemas instaveis utilizando as ferramentas de design: funcgoes de Lyapunov
por partes e tempo médio de habitagao. Surpreendentemente, as ferramentas de

design se mostram ineficazes e incapazes de produzir critérios para estabilidade
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quando se trata de todos modos instaveis.

Definimos o seguinte sistema linear com chaveamento Markoviano

1(t) = Asyx(t), x(to) = 2o (7.11)

onde z(t) € R", t, > 0 é o tempo inicial e o(t) : [tg,00) — P é o sinal de
chaveamento.
Assumimos todos os subsistemas instdveis em (7.11) e N > 1.
Considerando Aq, ..., Ay matrizes n X n estaveis, entao existe um conjunto
de escalares ~; tal que A; — 7,1 sdo estaveis e existem matrizes @1, Qs, ..., Qn tais

que

(Ai = 7I)"Qi + Qi(A; — 7l ) <0 (7.12)

acontece para todo 1.
Sejam os tempos de chaveamento de ¢ denotados por ¢;, i = 1,2, ..., tg = 0,
por convencao, e N,(0,t) o nimero de chaveamentos no intervalo [0,t) onde ¢ > 0.

Definimos v = max;cp; -

Diante das defini¢coes acima, utilizaremos o seguinte resultado auxiliar, jun-
tamente com (44) a fim de encontrarmos condigoes suficientes para estabilidade do

sistema (7.11).

7.3.1 Funcao de Lyapunov e subsistemas instaveis

A proposicao a seguir visa demonstrar algumas propriedades da funcao de

Lyapunov por partes abaixo definida.

Proposicao 47 Definimos a seguinte fungao de Lyapunov por partes:

Vowa(t) = (2(t) Qoa(t), t20 (7.13)
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onde @y varia entre as solucoes @);'s da desigualdade (7.12). Essas fungoes

satisfazem as seguintes propriedades:

(i) Cada Viz(t) = (z(t))TQz(t) é continua e suas derivadas ao longo das

solugoes do sistema satisfazem

Vix(t) = Wi A < 27, Vix(t).
(i) Existem escalares ap > a1 > 0 tal que oy || 2(t) [|P< Viz(t) < aqo || 2(t) ||?,
Vx(t) € R", Vi e P.

iii) Existe uma constante p > 1 tal que Viz(t) < puV,z(t) Va(t) € R, Vi € P.
J

Demonstragao:

Para a primeira propriedade, basta verificarmos que

Vie(t) = (&) Qi) + (x(1)" Qi (t)
= (2(t))" A7 Qiz(t) + (2(t))" QiAi(t)
= (2(t)" (AT Qi + QiA))x(t)

< 29 Vix(t) (7.14)

A segunda propriedade decorre se tomarmos a; = infiep v, (Q;) € @ =
sup;ep Ym (Qi) onde v, (Q;), Yar(Q;) sdo, respectivamente, o menor e o maior au-

tovalor da matriz positiva definida ;. Assim temos

ar || 2(t) P< Via(t) < oo [l 2(t) |*

Y (Q4)
Ym (Qz) ’

A terceira propriedade pode ser verificada se tomarmos p = sup; xep
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7.3.2 Comportamento de E(| z(t) ||?)

Faremos aqui o estudo da soluc¢éo do sistema (7.11) da mesma maneira que
estudamos o caso em que todas os subsistemas eram estaveis e concluiremos que
nao é possivel obter uma limitacao para E(|| x(t) ||?), por isso nao é possivel
estabelecer critérios para estabilidade estocastica.

Sejam t; < ty < ... < N0 <t os tempos em que ocorrem os chaveamento
sobre o intervalo (0, ¢). Entao sabemos pela propriedade (i) da Proposi¢ao 47 acima

que para t € [t;, t;41) a candidata a fungado de Lyapunov por partes satisfaz

Vot ((t)) < e 7 Voq (a(t).
Notando que V¢, ,)(2(tiz1)) < Vo) (x(tizr)) se verifica, de acordo com a

propriedade (7ii) da Proposicio 43 e V. (x(tig1)) < €27 17DV, (2(t)) temos

Vit (@(tign)) < pe’ =0V ().

Iterando a tltima desigualdade de @ = 0 a i = N,(0,¢) para um tempo

arbitrario ¢ > 0 obtemos

Voo (z(t)) < pNe @02 OV 0 (2(0))

e pela propriedade (7i) da Proposigao 43 temos

Qg+ Inp
| =(t) [|< Vo OFSN00 2(0) |
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Além disso,

l=@) Iz = Edl=@) [*)

< ¢ || To ||2 E(elnuNg(O,t)+2'y+t)

= o [P B (a0 (7.15)
onde ¢ = Z—f Mas,
E InuNeg( Ot Z elnukp ) k)
Sabemos que P(N,(0,t) = k) = % onde m(t fo Zk ) Hék e Pr(y)dy,

pois N, é um processo de Poisson nao-homogéneo com taxa Zi:l > izj NigBi(t).

Entao

B0 = 3 () PN(0.6) = )

_ Z - m(t)m(t)k
_ Zeln,uk—m(t)m )
k!
k=0

— plumm(),

(7.16)

Substituindo em (7.15)

lz@) I3 = E(l =)
< ¢ ” Zo ”2 627+tE<€lnpN(,(0,t)>

= ¢ = ”2 27t (n=1)m(t)
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Como m(t) = fot 21]@\[:1 > ik M Pe(y)dy > 0 podemos perceber que (p —
1)m(t) > 0 e portanto E(|| z(¢) ||*) ¢ ilimitada e, dessa forma, nao podemos
concluir nada a respeito da estabilidade estocéstica do sistema (7.11).

Concluimos que para o sistema composto todos os subsistemas instaveis a
aplicagao dos conceitos da teoria de design nao fornece um tempo de permanén-
cia que assegure a estabilidade, como também nao fornecia no caso de chavea-
mento deterministico, entretanto, ha casos em que mesmo composto por todos os
susbsistemas instaveis o sistema pode ser estabilizado diante de um determinado

chaveamento [45].

7.4 Exemplos de aplicacao dos critérios de estabilidade

Faremos agora um estudo de estabilidade diante das conclusoes obtidas neste
capitulo e dos resultados de [45] em dois casos, primeiramente considerando todos
os subsistemas estaveis e posteriormente com todos instaveis.

7.4.1 Subsistemas estaveis

Consideremos o sistema com chaveamento cujos modos de operagao sao dados

-1 10 -1 0
pelas matrizes: A; = , Ay = e a matriz de taxas de
0 -1 10 —1
—0,02 0,02
transicao dada por A =
0,02 —0,02

Ao calcularmos Re{A(A)} obtemos Re{A(A)} = —0,0263 e, portanto, o
sistema ¢ estocasticamente estavel.

De acordo com o critério estabelecido no teorema 45 para se garantir a esta-
bilidade, uma condicao suficiente é — fo:l Ak < % Podemos computar v~ e

p utilizando ferramentas computacionais para LMI’s. Dessa forma, v~ = 0,001 e

— (075]

1 = 46,7361 portanto para uma matriz Ay = tal que, ag + as <
(8% —Q9

0,002

167361 O critério definido em 45 nos fornece a estabilidade do sistema mas, no caso

da matriz A temos a; + as = 0,04 > % assim, o critério definido em 45 nada
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nos diz sobre a estabilidade do sistema.

7.4.2 Subsistemas instaveis

Consideremos agora, o sistema com chaveamento cujos modos de operagao

1
1o —2 -1

sao dados pelas matrizes: A; = 2 LAy = e a matriz de
0 —2 0o 3
-2 2

taxas de transicao dada por A =
2 =2

Para esse sistema temos Re{\(A)} = —0,2984. Portanto, o sistema ¢é es-

tocasticamente estavel. Mas, como vimos através da aplicacao dos conceitos de
fungoes de Lyapunov por partes e tempo médio de habitagao nao obtemos um

critério para a estabilidade do sistema.

7.5 Chaveamento Markoviano em subsistemas estaveis e instaveis

Como nos resultados obtidos para uma colecao de subsistemas estaveis, es-
tabelecemos aqui condicoes suficientes para estabilidade em sistemas lineares com
chaveamento Markoviano considerando subsistemas estaveis e instdveis e aplicamos

o resultado alcancado aos sistemas nao lineares.

7.5.1 Sistemas lineares 11

Diante das consideragoes feitas em 7.1 definimos o seguinte sistema linear

com chaveamento Markoviano:

#(t) = Apa(t), x(to) = o (7.17)

onde z(t) € R", to > 0 é o tempo inicial e o(t) : [ty,00) — P é o sinal de
chaveamento.

Assumimos Ay, ..., A, (r < N) s@o instaveis e as matrizes restantes sao es-
taveis em (7.17) e N > 1.

Considerando Aq,..., A, (r < N) sdo instdveis e as restantes sdo estaveis,

7



entao existe um conjunto de escalares 7; tal que A; — v, (i <r)e A;+~vI (i >r)

sao estaveis, entao existem matrizes 01, Qs, ..., QN tais que as desigualdades abaixo

ocorrem:
(A =)' Qi+ Qi(A —vl) <0, i<r
Denotemos os tempos de chaveamento de o por ¢;, ¢ = 1,2,... e tg = 0

por convencao. Definimos N, (0,%), o nimero de chaveamentos no intervalo [0, t)
onde t > 0, T7(0,t), o tempo total de ativacdo dos sistemas instaveis, T~ (0, t)

o tempo total de ativagdo dos estaveis no intervalo [0,t), Y7 = mazi<4,<,7v, €

V= MUNr<g<NYg-
Utilizaremos os resultados a seguir para encontrarmos condigoes suficientes

de estabilidade do sistema (7.17).

7.5.2 Resultados Auxiliares 11

Utilizaremos a proposi¢ao a seguir para demonstrar algumas propriedades da

funcao de Lyapunov por partes abaixo definida.

Proposicao 48 Definimos a seguinte funcao de Lyapunov por partes:

Vo (t) = (2(t) Qo (t), t>0 (7.19)

onde @y varia entre as solucoes ();'s da desigualdade (7.18). Essas fungoes

satisfazem as seguintes propriedades:

(i) Cada Vi(z(t)) = (z(t))" Pz(t) é continua e suas derivadas ao longo das

solucoes do sistema satisfazem
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oV,
ox
Vi(z(t) < —2v,Vi(z(t)) se i>r

Vi(z(1) =

Ajx <2vVi se i <r

(ii) Existem escalares ap > a7 > 0 tal que oy || z(t) [|?< Vi(z(t)) < ay |

z(t) ||?, Va(t)eR", VieP.
(iii) Existe uma constante p > 1 tal que V;(z(t)) < pV;(z(t)) Vo (t)eR™ | VieP.

Demonstragao :

Para a primeira propriedade, basta verificarmos que

Viz(t) = (#(1)" Qu(t) + ((t)" Qi (1)
= (2()" A7 Qiz(t) + (x(t))" QiAsx(t)

= (2()" (A7 Qi + Qi A)x(t)

Vi(z(t)) < 29 Vi(z(t)) se i<r

Vi(z(t)) < —2v;Vi(x(t)) se i>r (7.20)

A segunda propriedade decorre se tomarmos a; = infiepym(Q;) € ay =
sup;epyam (Q;) onde Y1 (Q;), Ym(Q;) sdo respectivamente maior e o menor autovalor

da matriz positiva definida @);, por isso temos

on || 2(t) *< Vi(z (1)) < as || 2(t) |I”

A terceira propriedade pode ser verificada se tomarmos p = sup; rep 11”1((3?)) :

Utilizaremos também a proposicao 44 da segao 7.2.2.
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7.5.3 Resultado principal 11

O seguinte teorema estabelece condigoes suficientes para estabilidade do sis-

tema 7.17.

Teorema 49 O sistema 7.17 é estocdsticamente estavel se

e (i)

N 27,
- /\kk < ——
2 NS )

e (ii) 3 uma funcio w(t) tal que lim;_ow(t) = 0 e B0 TITTO0) < qp(t)

Demonstracgao :
Sejam t; < ty < ... < th,(o,o < t os tempos em que ocorrem os chaveamento
sobre o intervalo (0,t). Entdo sabemos pela propriedade ¢ da Proposi¢ao 48 para

te[t;, t;y1) a candidata a fungao de Lyapunov por partes satisfaz:

Voo (@(t)) < eV o (0(t) se o) <

Voo (z(t)) < e Voo (a(t) se o(tipn) > 7

Notando pela propriedade i da Proposicao 48 que Vi, ) (x(tit1)) < (Vo (2(tiv1))

se verifica para todo z(t;;1), como

Voo (@(tinn)) < e V00 (x(t) se o(tin) <7

(3

Vo (@(tin)) < e 0,00 (2(t)) se oltin) >

temos:

Vattoon (@(t0) < e =0V, (a(1)) se olti) <
Vatouan) (b)) < ™ S0V, (a(t)) se olti) > 7
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Iterando as desigualdades de i = 0 a ¢ = N,(0,t) para um tempo arbitrario

t > 0 obtemos:

Vg(t)(:c(t)) < MNU(O,t)627+T+(0,t)727—T+(0,t)VU(O)(x(o))

e pela propriedade i da Proposicao 48 temos

I alt) 1</ S2e77 T4 TN | 4(0) | (7.21)

Precisamos calcular || z(t) ||3= E(|| z(t) ||?). Pela desigualdade (7.24) temos:

E(|| (1) ||2) < kE(emN-00+2 T 0.0 -271~(01)

onde k = 22 || 2, ||* mas
1

Ev(elnuN(7 (0,6)+2yTT+(0,6)—2y— T~ (O,t)) E (elnuNU (0,6)+2yTT*(0,6)—2v~ (t—=T71(0,t)) )

_ efzftE(e(27++2~r)T+(o,t)+lnuN(, (O,t))

IN

6_2y—t\/E(621WNa(o,t))\/E(e(4(v++v*))T+(07t)) (7.22)

de acordo com a desigualdade de Cauchy.

Vamos analisar \/ E(e2nuNo(0.0)

0 k
E(€2ln,uNg(0,t)) _ Z 62ln,uke—(m(15)) (m(t)>
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onde (m(t)) = fot Zz’]\io Zp;ﬁi ApiPi(s)ds < fot Zz’]\io Zp;ﬁi Apids < Zﬁio Zp;éi Apit

Entao

E(e2lnuNU(0,t)) — e(p?=1)(m(t))

\/e(l’;*l)(Zf\;o Zp;ﬁi Apit)

IA

< 6(“2 -1)(Z, > pti Apit)

Substituindo em (7.22) temos

E(elnuNa(O,t)+2v+T+(0,t)—2v*T*(O,t)) < e—?v*t\/E(ezlnuNa(o,t))\/E(e(4(7++7—))T+(o,t))

< eIt D(E Ty it \/ E(eArH+m)T+0:))

— oD (T X At \/E(@(4(7++7’))T+(07t))

_ (- N, A“-»t\/ E(eGGH+r))TH0.)

Por hipdtese temos —Zi]\il i < (#227—:1) e limy oo/ E(eG0TH7)TH00) <
Uiy oo B (e HNTTODY < lim,  w(t) = 0, portanto E(|| z(t) ||?) < oo e o
sistema 7.17 é estocasticamente estavel.

Comentarios

Podemos interpretar a condicao estabelecida em — 25:1 Ak < (2 como

=
um limitante para o tempo de habitacdo. Como o tempo esperado de habitacao
no estado i a longo prazo é %, de fato a hipdtese estabelece um limitante para
o tempo de habitagao dos subsistemas e portanto é uma forma de definir um

chaveamento Markoviano suficientemente lento de modo a garantir a estabilidade

estocéstica.

7.5.4 Sistemas nao-lineares 11

Nesta se¢ao aplicamos os resultados encontrados para sistemas lineares con-

siderando desta vez o seguinte sistema com chaveamento markoviano

&= for)(x) (7.23)
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onde as fungoes f, : R" — R" sdo localmente Lipschitzianas, f,(0) = 0 e o(t)

satisfaz as hipdteses estabelecidas na secao 7.1.

Teorema 50 Suponhamos que existam fungoes continuamente diferenciaveis V; :

R™ — RT, 7 € P, ntimeros reais v; € R e > 1 tais que:

(i) Cada Viz(t) = (z(t))"Q;z(t) é continua e suas derivadas ao longo das

solucoes do sistema satisfazem

V() = D Aw <2V se i<

i

Vi(z(t)) < —2v:Vi(x(t)) se i>r

(ii) Existem escalares as > a; > 0 tal que oy || x(t) ||?< Vi(z(t)) < ay ||

z(t) ||?, Va(t)eR™, VieP.
(ili) Existe uma constante p > 1 tal que V;(x(t)) < pV;(z(t)) Va(t)eR™ | VieP.

O sistema com chaveamento markoviano 7.23 é estocasticamente estavel se

. N 2y
d (1) - ZiZI )\kk S (/142'};1)‘
e (ii) 3 uma funcéo w(t) tal que limy_.ow(t) = 0 e E(e*0THITTO0Y < 4y(¢)
Demonstragao :
A demonstragao segue a mesma ideia da prova do teorema 49.
Sejam t; < ty < ... < tNu(O,t) < t os tempos em que ocorrem os chaveamen-

tos sobre o intervalo (0,¢). Entao sabemos pela hipétese i que para te[t;, t;11) a

candidata a funcao de Lyapunov por partes satisfaz:

Voo (2(t)) < e V0 (w(t) se oltinn) <

Voo (@(t) < €20V, (a(t)) se oltinn) >
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Notando pela hipétese i que Vo, ) (2(tiz1)) < Vo) (@(tiv1)) se verifica

para todo x(t;11), como

Voe) (@(tir)) < 7BV 0 (2(t) se oltin) <7

Vo(i) (2 (tig1)) < e =0V (2(1)) se a(tipa) > 7

temos:

Vit (@(tir1)) < pe® GV (2(t) se o(ti) <7

Vot (@(tinn)) < pe™® GV (a(t)) se oftipn) >

Iterando as desigualdades de i = 0 a ¢ = N,(0,¢) para um tempo arbitrario

t > 0 obtemos:

Vg(t)(l‘(t)) < MNU(O,t)627+T+(0,t)72'y—T+(0,t)Vo(o) (:C(O))

e pela hipdtese iz temos

| alt) 1< [/ S2e77 T4 T N0 | 4(0) | (7.24)

Precisamos calcular || z(t) ||3= E(|| z(¢) ||?). Pela desigualdade (7.24) temos:

E(|| (t) ||2) < kE(mN-00+27 T 0.0 -27 T~ (01))
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onde k = 22 || 24 ||* mas
1

E(ele{,(0,t)+27+T+(0,t)—27—T— (o,t)) E(elnuN(,(O,t)+2'y+T+(0,t)—2'y_ (t-T+ (o,t)))

_ 6—27’tE(e(2'y++2'y’)T+(O,t)+lnuNg (O,t))

IN

2t \/ E(ezlnpNU(O,t))\/ E(eGGH+r)TH00) (7.25)

de acordo com a desigualdade de Cauchy.

Vamos analisar / E(e2m#No(0.0)

o0 k
2inpNs(0,t) _ 2ln,uk — (m<t))
E(e ) = Ze X
=0
L (ml0) (1)
- W=D((m®)
t =N N
onde ( fo i=0 Zp;si ApiPi(s)ds < fo > iz0 Zp;si Apids < 32,0, Zp;éi Apit

Entao

E(e2ln,uNU(O,t)) — e(p?=1)(m(t))

IN

\/e(uLl)(Zfio Zp;ﬁi Apit)

< 6(H2—1)(Z£\Lo > pi Apit)

Substituindo em (7.25) temos

E(elnuNa(O,t)Jer*T*(O,t)—Zv*T*(O,t)) < et \/ E(e2nnNa(0.0)) \/ E(e(4('y++'y—))T+(0,t))

< eI S dnt) B (el )T 00)

— o2 (D) (T T M)t \/E(@(4(7++7’))T+(07t))

_ (-2, An-))t\/ E(e0rt )T+ (0.0)

85



Por hipdtese temos —Zi]il i < (527—__1) e limy oo/ E(eGOTH7NT00) <
Uiy oo B (e HNTTODY < lim, _w(t) = 0, portanto E(| z(t) ||?) < oo e o

sistema 7.17 é estocasticamente estavel.

7.6 Trabalhos recentes em design de chaveamento aleatério

Alguns trabalhos recentes tratam de design em sistemas nao lineares com
chaveamento aleatdrio como por exemplo [56] e [55]. Enunciaremos agora dois
resultados presentes nesses trabalhos que abordam o caso de chaveamento Marko-
viano e discutiremos inovagoes e semelhancas com relagao aos resultados que esta-
belecemos neste capitulo.

Seja o sistema com chaveamento & = f,(z), o(t) € P onde x € R", P é um
conjunto finito P = {1, ..., N}, as fungoes f, : R" — R" sdo localmente Lipschitz,
f-(0) =0, 0(t) € P eo(t) ¢ uma cadeia de Markov onde ) = [g;j]nxn ¢ & matriz
de transicao de estados.

O sistema acima ¢é dito ser quase certamente globalmente assintoticamente
estavel (GAS a.s) se:

P(Ve > 0,30 >0, zo ||< 0 = supiso || z(t) ||<e) =1

P(Vryey > 0,37 >0, zo ||< r = supesr || 2(t) [[<e1) =1

O teorema a seguir fornece critérios para (GAS a.s) considerando os subsis-

temas globalmente assintoticamente estaveis.

Teorema 51 Para o sistema acima suponhamos que existam funcoes continua-
mente diferencidveis V, : R* — R>q , p € P [fungoes a;,as € Ko , nimeros reais

Ao >0 e p > 1 tais que:
(1) el z() ) < Vp(z(t)) < aa(l| (2) []) , Va(t) eR™ , Vp € P.
(i) Vy(2(t)) = 22 fx < —AV,(z) Va(t) € R" , ¥p € P.

(it}) Vy(2(t) < uV,(a(t)) Va(t) € R, Vp,q € P.
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(Aoj-(i)

(iv) p < ,onde ¢ = maz{| ¢i; |} , i € P, ¢ =mazx{| g |} ,i,7 € P.

Entao o sistema com chaveamento acima é GAS a.s.

Podemos perceber que o tempo médio de habitacao obtido no teorema acima
se aproxima daquele obtido em nossos resultados, no caso de todos os subsistemas
estaveis, no sentido de que ambos dependem das taxas da matriz de transicao do
processo Markoviano o(t) e levam em consideragao a relacao entre as fungoes de
Lyapunov por partes e suas taxas de variagao.

O teorema a seguir fornece critérios para GAS a.s considerando uma colegao

composta por subsistemas estaveis e instaveis.

Teorema 52 Para o sistema acima suponhamos que existam funcoes continua-
mente diferencidveis V, : R — Rsq , p € P, funcoes oy, € K, niimeros reais

v, €Re pu> 1 tais que:
(1) ar(fl z(®) []) < Vo(z(t) < ao(]| z(?) []) , Vz(t) e R™ , Vp € P.
(i) Ly Vi(x(t) < —y,Vi(x) Va(t) € R" | Vi,j € P, onde Ly Vy(x(t)) =
(VaV(z), f(2)).
(it}) Vy(2(t)) < uVyl(t)) Va(t) € R Vp,q € P.

(iv) A sequéncia de tempos de habitacao S; = 7,41 — 7;, onde 7; sdo os tem-
pos em que o chaveamento ocorre, é uma colecao de varidveis aleatérias

independentes com E[S;] < oo.
(v) [Si] e o(7;) sdo independentes.
(vi) 30 € [0, 1] tal que maz;ep Zjep(,uqu(e_%fSk) <60
Entao o sistema é GAS a.s.

Nesse caso também percebemos que tanto o resultado acima quanto aquele
que obtivemos fornecem critérios para estabilidade em funcao de uma limitacao
para a esperanca de uma variavel aleatéria e, por isso, do ponto de vista pratico

sao dificeis de serem aplicados.
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Capitulo 8

Conclusao e Perspectivas

A definicao de classes de subsistemas lineares estaveis para as quais é possivel
construir uma fun¢ao comum de Lyapunov implica a possibilidade de triangulariza-
¢ao das matrizes como vimos nos casos em que comutam ou a algebra de Lie gerada
pelas matrizes dos subsistemas é soluvel. A grande desvantagem dos critérios de
estabilidade a partir da andlise da algebra de Lie ou da propriedade de comuta-
tividade é que eles fornecem critérios apenas suficientes para a estabilidade de um
dado sistema. Além disso devemos reconhecer que o procedimento para encontrar
tal mudanca que transforma as matrizes do sistema em triangulares superiores
pode nao ser muito simples. Alternativamente para a andlise da solubilidade por
exemplo, podemos construir uma sequéncia de ideais derivados através dos brack-
ets entre algebras de Lie de forma iterativa ou podemos utilizar a forma de Killing
e os critérios de Cartan que fornecem condicoes necessarias e suficientes para a
solubilidade. Entretanto, o estudo das propriedades da algebra de Lie apesar de
dificultoso do ponto de vista pratico ainda parece ser um promissor caminho para
a investigacao de condigoes necessarias e suficientes para estabilidade em vista dos
resultados recentemente obtidos mesclando métodos variacionais e propriedades da
algebra de Lie.

Por outro lado, o design em sistemas com chaveamento tem sido muito estu-
dado para a obtengao de critérios para estabilidade mais simples de serem checados.

Mas, também fornecem critérios suficientes, mas nao necessarios para estabilidade.
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O que ha por tras dos sistemas triangulares que dispensam a analise da lei de
chaveamento? Serad possivel estabelecer ESM(Q) para os sistemas lineares estaveis
diante de qualquer mecanismo de chaveamento markoviano? A nossa conjectura é

que o seguinte resultado é verdadeiro:

Counsidere o SLSM:

2(t) = A(6)x(t), (8.1)

onde § = {6;, t > 0} é um processo de Markov homogéneo que toma valores em
S ={1,2,..,m}, com taxas de transicdo A = [\;;]. Se para cada i € S A(i) é uma
matriz triangular superior e o sistema é estavel para cada modo de operacao, entao
(8.1) é estéavel no sentido da média quadrética, para qualquer matriz de transi¢ao
A =[N\

Essas sao algumas questoes que podem orientar futuros trabalhos.
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Apeéendice A

Al Apéndice : Algebra de Lie

Algebra de Lie possui uma grande diversidade de aplicagoes mostrando-se
como uma poderosa ferramenta. Apesar disso, os critérios para identificar certas
propriedades como solubilidade e nilpoténcia, que sao particularmente os de nosso
interesse, pois aparecem como condicoes em resultados de estabilidade nos sistemas
com switch, sao muitas vezes dificeis de se verificar do ponto de vista pratico, prin-
cipalmente quando temos muitos subsistemas e, por conseguinte, muitas matrizes,
porque tais critérios envolvem a construgao de uma base para o espaco vetorial
gerado por uma operacao entre essas matrizes chamada bracket. Mas, isso pode
se tornar um trabalho muito arduo. Entretanto, os resultados de estabilidade de-
senvolvidos com essa ferramenta sao muito fortes do ponto de vista que, sob essas
condicoes, ficam excluidas as andlises da lei de switch, ou seja nao nos interessa
como se comporta o sistema, qual subsistema estara ativo em um determinado in-
stante de tempo e por quanto tempo ele permanecera ativo. Diremos entao que ela
fornece critérios para estabilidade uniforme em relagao ao switch porque independe
do sinal de switch.

Pretendemos aqui tao somente explicitar algumas defini¢oes e teoremas im-
portantes para a compreensao dos resultados envolvendo dlgebra de Lie e estabil-
idade sem o intuito de se aprofundar em analises e demonstracoes que podem ser

melhor estudadas na literatura disposta nas referéncias.
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Al Definicoes e exemplos

Uma Algebra de Lie €2 é um espaco vetorial de dimensao finita sobre um
corpo F equipado com o produto [, | denominado Lie bracket, uma aplicacao [, |

: Q x Q — Q que satisfaz as seguintes propriedades:
(1) E bilinear
(2) [z,2] =0V¥x €Q
(3) Indentidade de jacobi [a, [b, c|]] 4 [b, [c, a]] + [c, [a,b]] = 0

podemos observar que (2) é equivalente a propriedade antissimétrica .

De fato tomando = +y em (2) temos [z +y, 2z +y] =0 = [x,y] + [y,2] =0
(pela bilinearidade). Por outro lado [z,y] = —[y, 2] = 2]z, z] = 0, basta tomar
r=uy. Se[x,y] =0V z,y € Q, dizemos que {2 é abeliana.

Exemplo 1:

Seja F o espaco das transformagoes lineares de V' em V' (um espago vetorial
sobre um corpo F que possui multiplicagao associativa z.y) . F equipado com a
operagao [x,y] = x.y — y.x é uma algebra de Lie que denotamos por gl(V).

De fato podemos verificar que a operacao satisfaz as propriedades:

(1) E bilinear pois [az+by, z] = (ax—+by)z—z(ax+by) = axz+byz—azz—bzy =

alz, 2] + bly, 2]
(2) [z,2] =22 —2xx =0Vr € F

(3) [z,yz — zy| + [y, zx — xz] + [z, 2y — yx| = vYyz — X2Y — Y2 + 2YT + Y2 —

yrz — zxy + x2y + zay — zyxr — xyz +yrz =0

Se dim V=n podemos identificar as tranformacoes lineares com matrizes nxn , a
algebra de Lie formada por tais matrizes é denotada por gl(n,F).

Um caso especial de algebra de Lie sl(n,F) consiste em todas as matrizes
nxn com trago 0 e com a mesma operagao definida em gl(n,F), dizemos entao que

sl(n,F) é uma subalgebra da algebra de Lie gl(n,F).

100



A élgebra de lie 2 de um grupo de Lie w é definida como o espaco tangente a

w na identidade, por exemplo se ¢(#) é qualquer curva num grupo de Lie para qual

©(0) = I entao g(‘()) = limy_o go(00)—]

¢ um vetor tangente a identidade , o conjunto
de todos esses vetores tangentes geram a algebra de Lie.
Exemplo 2:

Seja o grupo de Lie formado pelas matrizes triangulares superiores :

1 a
gla, B, )=1 0 1 ~
0 0 1
A dlgebra de Lie é gerada por trés matrizes %,g—g,g—g calculadas em o« = § =
v =0, o que nos da:
110 1 01 1 00
0101, 01O0],]0T11
001 001 001

Uma subdlgebra de Lie de {2 é um subespaco I' que é fechado para a operacao
de bracket ie , Vx,y € ', [x,y] € I' . Uma subdlgebra é chamada ideal se [x,y] € T
, VxeQeyel.

Um homomorfismo ¢ de uma algebra de Lie 2 em uma &lgebra de Lie I' é
um mapeamento linear ¢ : {2 — [' que preserva o bracket :

o([z,y]) = [e(x), p(y)] , se @ =T temos um endomorfismo.Um homomor-
fismo injetivo e sobrejetivo é denominado isomorfismo.

Uma representacao de uma algebra de Lie {2 num espago vetorial V é um
homomorfismo ¢ : Q — gl(V') que associa a cada x € 2 uma transformacao linear
o(x) : V. — V | um subespago W de V é chamado invariante se o(x)(W) € W,
Vo € Q. ¢ é chamada irredutivel se V nao contém nenhum subespaco invariante
diferente dos triviais ie, 0 e V.

O ntcleo de um homomorfisfo ¢ : @ — I'" | N(¢) é o conjunto de todos os x
€ Q tais que p(z)=0 .N(p) é um ideal em 2 pois tomando y€ 2 e x€ N(yp) temos
o[z, y]) = [p(z), o(y)] = [0, ¢(y)] = 0, além disso a imagem ¢(€2) é também uma
subalgebra de Lie de I pois [¢(x), ¢(y)] = ¢([z,y]) € T.
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O Primeiro teorema do isomorfismo (analogo a teoria de grupos) diz que o

nucleo de um homomorfisfo ¢ induz um isomorfismo ¢, : Q/N(p) — ().

A.1.2 Representagao adjunta e forma de Killing

Uma representacao importante de {2 é , representacao adjunta denotada
por "ad”, o espaco vetorial V nesse caso é a prépria ) e para x € () definimos
adx(y)=[x,y], Vy € Q.

Da representacao adjunta derivamos a forma de Killing , k de €2, simétrica e
bilinear dada por:

k(x,y)=tr(adx o ady) ie., o traco da composigao de adx com ady.

Exemplo 1:
20 0 0 -2 0
Se tomarmos X=aA+bB+cCead(A)=| 0 0 0 |[,adB)=| 0 0o 1
00 =2 0 0 0
0 00 2 0 O
ead(C)=] —1 0 0 | ,temosad(X)=aad(A)+bad(B)+cad(C)=] 0 0 0
0 20 0 0 —2a
0 —2b 0 0 0 O 2b —2a O
10 0 b f+| - OO0 [=] — O 0 entao
0 0 O 0 2¢ 0 0 2¢ —2b

k(X,X)=tr(ad(X)o ad(X))=8(b*+ac).

A.1.3 Solubilidade e Nilpoténcia

Uma subdlgebra de Lie derivada Q) de uma 4lgebra de Lie 2 ¢ o ideal [©2,()]
gerado por todos [x,y] onde x,y € €2 ie, todas as combinagoes lineares de brackets,
o fato de Q© ser um ideal segue das propriedadades do operador bracket.

Seja QO QM O asequéncia das dlgebras derivadas onde QW =[Q(~1) Q-1
podemos observar usando argumentos indutivos que os termos da sequéncia sao
ideais em Q e também que Q) ¢ QM Chamamos € solivel se Q™ — 0, ie se

Q™ = 0 para n suficientemente grande.
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Seja a sequéncia Q" cujo termo geral é dado por Q" = [Q, "], novamente
podemos verificar que Q" é um ideal em Q e que Q"' C Q".Chamamos ) nilpo-

tente se ()" — 0, ie se 2" = 0 para n suficientemente grande.

A.l4 Teoremas de Engel e Lie

Teorema de Engel :

Seja V um espago vetorial e €2y uma subalgebra de lie de gl(V) consistindo
inteiramente de operadores nilpotentes entao, g ¢ nilpotente.

H& uma segunda forma para o teorema de Engel :

Se 2 é uma algebra de Lie tal que todos os operadores adx com x em €2 sao
nilpotentes , entao {2 é nilpotente.

Teorema de Lie :

Seja 2 uma 4algebra de lie solivel, agindo no espaco vetorial V pela repre-
sentacao ¢ sobre os complexos.Entao existe um autovetor comum, ie ha um vetor
nao nulo Jy em V que satisfaz xy = A(z)dy, onde A(z) é um ndmero complexo
dependente de x , para todo x em {2.

Como no teorema de Engel , hda uma forma equivalente para o teorema de
Lie:

Toda representacao complexa de uma algebra de Lie solivel é equivalente a
uma triangular ,ie uma representacao com todas as matrizes triangulares superi-

ores.

A.l1.5 Critérios de Cartan

Primeiro critério de Cartan:

Teorema : Uma algebra de Lie 2 é soluvel < a forma de Killing é identica-
mente nula na algebra de Lie derivada Q© |

Segundo critério de Cartan:

Teorema:Uma algebra de Lie €2 é semisimples < a dimensao é positiva e

a forma de Killing é nao degenerada , ie se para algum x em 2 k(x,y)=0 Vy € Q
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entao x=0.
Corolario 1:Uma &lgebra de Lie é semisimples < é uma soma direta de

algebras de Lie simples.
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