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-Mamãe, porque o céu é azul?

E a mãe, que não gostava que a filha ficasse

sem respostas:

-O céu é formado por muitas gotinhas de

água, como uma enorme piscina.

-Então posso mergulhar no céu?

-Claro!

Foi então que a mãe fechou os olhinhos da
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menina e rapidamente a criança começou a

maquinar: conheceu anjos com rabo de peixe

e peixes com asas de anjo.

A mãe, tomando sua filha no colo, fechou

também seus olhos e seguiu com ela,

brincando de fazer ciência.
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Aos meus pais Sueli e Devanir.

vi



Agradecimentos

Aos meus pais e amigos que me acompanharam todo esse tempo. Aos profes-

sores Nei Rocha, Eduardo Costa e Jack Baczynski pela leitura e sugestões valorosas.

vii



Resumo da Dissertação apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

SISTEMAS COM CHAVEAMENTO

Daniela Polessa Paula

Julho , 2009

Orientador: Marcelo Dutra Fragoso, Ph.D

Devido em parte, ao considerável corpo de resultados teóricos para Sistemas

Lineares com Saltos Markovianos (SLMS), tem havido recentemente uma intensa

interação entre a teoria clássica de sistemas com chaveamento (switched systems)

e a teoria de SLSM. Apesar do desenvolvimento dessas teorias terem acontecido

essencialmente de maneira independentes, num sentido amplo SLMS pode ser visto

como um sistema com chaveamento cujo mecanismo de chaveamento é estocástico.

Motivados pela diversidade de métodos dessas teorias e sua enorme potencialidade

no tratamento de sistemas que exigem comportamentos tolerantes a falhas (faz

parte do que se denomina na literatura especializada como safety-critical and high

integrity systems) é nossa intenção nesta dissertação fazer uma śıntese dos métodos

mais relevantes, contrapondo as duas teorias. Tendo em vista a enorme quantidade

de resultados, focaremos apenas o problema de estabilidade.

Começaremos o estudo com critérios já conhecidos como a construção de uma

função comum de Lyapunov para os sistemas e outros que dizem respeito à estabil-

idade em classes de subsistemas lineares que possuem certas particularidades como

comutatividade e solubilidade da álgebra de Lie gerada pela coleção de matrizes.

Em seguida, apresentaremos os conceitos de tempo médio de habitação, funções

de Lyapunov por partes e os resultados sobre design de switch.

Através do estudo do tempo médio de habitação em sistemas lineares com

matrizes estáveis e instáveis, juntamente com os critérios já estudados referentes às
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classes de subsistemas para as quais é posśıvel a construção de uma função comum

de Lyapunov, chegamos a alguns resultados para estabilidade, que aplicamos ao

caso de chaveamento Markoviano.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

SWITCH SYSTEMS

Daniela Polessa Paula

July, 2009

Advisor: Marcelo Dutra Fragoso, Ph.D

Due, in part, to the nowadays considerable body of theoretical results for

Markov Jump Linear Systems (MJLS), there has been recently an intense interplay

between the classical switch systems and MJLS theory. Although the development

of these theories came up independently, in a broad way MJLS can be seen as

a class of switch systems with a stochastic switching mecanism. Motivated by

the diversity of methods of these theories and its potentiality in the treatment of

systems with requires tolerance to failure (the so-called safety-critical and high-

integrity systems), it is our intention in this dissertation to make up a synthesis of

the most relevant methods, setting against the two theories. In view of the huge

amount of results of these theories, we focus here just on the stability problem.

We begin presenting well known tools such as common Lyapunov functions

and others which are related to involving classes of linear subsistems with certain

particularities such as commutativity and solubility of Lie algebra. Rigth after,

we present the concept of average dwell time, part Lyapunov functions and results

about design of switch.

Using the average dwell time at the linear systems with stable and unstable

systems with the rules already demonstrated we claim some results about stability

that applied at linear systems with markovian switch.
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3 Aspectos relevantes sobre estabilidade 11

3.0.1 Definições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.0.2 Teorema de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.1 Estabilidade de sistemas lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.1.1 Definições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.1.2 Teoremas e proposições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.1.3 Equação de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

4 Sistemas com chaveamento 17

4.1 Definição . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4.2 Estabilidade de sistemas com chaveamento . . . . . . . . . . . . . . 18

4.3 Função comum de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4.4 Sistemas lineares com chaveamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.5 Estabilidade versus Relações de Comutatividade . . . . . . . . . . 21
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8 Conclusão e Perspectivas 88

Referências Bibliográficas 90
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Caṕıtulo 1

Introdução

Um sistema com chaveamento (switch) é normalmente descrito na liter-

atura especializada por uma equação diferencial da forma:

ẋ(t) = fσ(t)(x(t))

sendo {fσ(t) : σ(t)εP} uma famı́lia de funções suficientemente regulares de Rn em

Rn, parametrizadas por algum conjunto finito P , onde:

• σ(t) : [0,∞) → P é uma função constante por partes denominada sinal de

chaveamento.

Além de introduzir questões interessantes de um ponto de vista teorico, o

chaveamento entre os elementos de uma famı́lia de subsistemas de um sistema

pode modelar de forma adequada, por exemplo, mudanças abruptas na estrutura

do sistema. Diversos sistemas dinâmicos são inerentemente vulneráveis a mudanças

abruptas em suas estruturas devido, por exemplo, a falhas em componentes ou/e

interconexões ( as vezes denominado na literatura de comportamento de regime

múltiplo, ver, p.ex., [73]. Isso acontece, por exemplo, em sistemas de manipuladores

robóticos, em sistemas de controle de aviões, estruturas flex́ıveis de grande porte

para estações espaciais (tais como antenas, aparatos solares,etc) e perda abrupta

de sinais em comunicação sem fio (wireless), onde a falha de um atuador ou sensor
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é uma ocorrência bastante comum. Na economia essas mudanças recebem o nome

de volatilidade. No estudo da dinâmica de populações, variação abrupta na deriva

genética devido a perturbações de natureza ambientais é uma variável importante.

Na área médica esse cenário é considerado, por exemplo, no desenvolvimento de

técnicas digitais para o diagnóstico automático de eletrocardiogramas, onde uma

mudança abrupta no ŕıtmo do coração é um parâmetro importante (ver,p.ex.,[73]).

O problema de estabilidade em sistemas com chaveamento tem sido tratado

na literatura especializada, basicamente através de duas abordagens:

• A que busca critérios para estabilidade em sistemas com chaveamento arbi-

trário como, por exemplo, a procura por uma função comum de Lyapunov

para todos os subsistemas;

• A que através de funções de Lyapunov por partes estabelece, para certos

sinais de chaveamento, o tempo médio de habitação que garante a estabil-

idade do sistema.

Para a primeira abordagem, no caso de sistemas lineares, a estabilidade pode

ser garantida através de restrições sobre a famı́lia de matrizes que gera os subsis-

temas tais como serem triangulares superiores [7] ou matrizes que comutam [50] e,

mais recentemente, a solubilidade da álgebra de Lie gerada pelas matrizes e critérios

sobre os operadores de brackets (definição no apêndice), foram utilizados [2], [3], [1].

Alguns desses resultados possuem extensões para o caso de sistemas não-lineares,

mas todos tratam de estabilidade diante de um chaveamento arbitrário fornecendo

critérios apenas de suficiência para a estabilidade. A grande desvantagem é que

critérios desse tipo restringem a análise apenas àqueles sistemas compostos por

subsistemas estáveis.

É um fato bastante conhecido que subsistemas serem estáveis ou instáveis

por si só não garante a estabilidade. Há casos em que é posśıvel construir leis

de chaveamento que desestabilizam um conjunto de subsistemas estáveis, mas que

também podem estabilizar uma famı́lia de instáveis. A segunda maneira de se
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abordar o problema leva esses fatos em consideração. Nesse caso, há resultados

para sistemas lineares com matrizes estáveis e instáveis que fazem uma análise, para

determinadas classes de chaveamento, do tempo médio de habitação necessário

para que se garanta a estabilidade, mas novamente fornecem condições apenas

suficientes para estabilidade [44]. Uma solução para o problema de busca por

condições necessárias e suficientes para estabilidade foi encontrada para sistemas

de segunda ordem [70] e também para o caso em que a lei de chaveamento é um

processo Markoviano, fazendo uso das relações entre as matrizes dos subsistemas e

a matriz das taxas de transição do processo [45].

No caso em que o chaveamento é modelado por um processo de Markov, o

sinal de chaveamento é descrito por:

• σ(t) : [0,∞) → P é uma cadeia de Markov.

Nesse caso, o vasto conjunto de resultados relevantes, dispońıvel na literatura, tem

se concentrado na análise da classe dos sistemas lineares com saltos Markovianos

(SLSM). O tratamento do problema de estabilidade nesse cenário é feita, essen-

cialmente através de:

• Teoria de Operadores, que permite a obtenção de resultados espectrais,

assim como através de funções de Lyapunov interconectadas. Os resultados

oferecem condições necessárias e suficientes.

O foco principal, que permeará grande parte desta dissertação, será uma discussão

cŕıtica sobre as duas abordagens que tratam do problema de estabilidade para os

sistemas com chaveamento (equação (1.1), caracterizada acima através dos sinais

de chaveamento (σ(t) : [0,∞) → P é uma função constante por partes ou uma

cadeia de Markov). A motivação principal é contrapor as duas abordagens, que

se distinguem pelo conjunto de resultados relevantes obtidos ao longo dos últimos

20 anos. Embora mais recentemente tenha havido um esforço para estender os

resultados para o caso estocástico, a primeira abordagem concentra-se na análise

de chaveamento determińısticos.
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Neste trabalho, utilizamos a técnica de design atráves da aplicação dos con-

ceitos de tempo médio de habitação e funções de Lyapunov por partes em sis-

temas com chaveamento Markoviano em dois casos: primeiramente, considerando

o sistema composto por subsistemas estáveis, e no segundo caso, por subsistemas

estáveis e instáveis. Dessa forma, conseguimos estabelecer hipóteses para estabil-

idade estocástica cujas interpretações, em certo sentido, se aproximam do tempo

médio de habitação no caso dos sistemas determińısticos. Realizamos por fim, um

estudo comparativo entre os resultados obtidos em [45] e os critérios que obtivemos

da aplicação da técnica de design para o caso de chaveamento Markoviano.

Além disso, integramos as duas formas de se analisar a estabilidade, buscando

resposta para a seguinte pergunta:

(P) : O que ocorre com os resultados que garantem a estabilidade em um chavea-

mento arbitrário de sistemas estáveis, se supormos que existem subsistemas

estáveis e instáveis?

Para isso, aplicamos as técnicas de design às classes de sistemas lineares

estáveis para as quais é possivel construir uma função comum de Lyapunov.

Dividimos o trabalho da seguinte maneira: o segundo caṕıtulo é uma visão

histórica de como o problema de estabilidade tem sido abordado na literatura es-

pecializada. No caṕıtulo 3, estão presentes as definições e teoremas de Lyapunov

para sistemas sem chaveamento. No caṕıtulo 4, apresentamos de que forma as

definições e teoremas estudados no caṕıtulo 3 foram estendidas para o caso de

sistemas com chaveamento. Apresentamos também os resultados que têm como

hipóteses a comutatividade, o fato de serem matrizes triangulares superiores e o

fato de ser a álgebra de Lie solúvel e que fornecem critérios para a estabilidade em

sistemas com chaveamento arbitrário. No caṕıtulo 5, apresentamos o problema de

design, a definição de tempo médio de habitação, funções de Lyapunov por partes

e os resultados que consideram o chaveamento entre sistemas lineares com matrizes

estáveis e instáveis. Ao final do caṕıtulo, revisitamos o problema de estabilidade

em chaveamento arbitrário sob a ótica dos elementos que compõem o design con-
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siderando o sistema composto por subsistemas estáveis e instáveis e obtemos como

resultados o teorema 28 e os corolários 29 e 30. No caṕıtulo 6, estão presentes

os teoremas e definições de estabilidade para o caso de chaveamento Markoviano,

além de um estudo comparativo entre os resultados para estabilidades estocástica

e àqueles que levam em consideração um chaveamento arbitrário (álgebra de Lie

gerada pelas matrizes e comutatividade).

No caṕıtulo 7 demonstramos nossos resultados, teoremas 48, 49, 52 e 53,

que dizem respeito ao design em chaveamento Markoviano de sistemas estáveis e

estáveis e instáveis.
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Caṕıtulo 2

Estabilidade em sistemas com

chaveamento: Um breve histórico

As diversas aplicações de sistemas com chaveamento, como em controle de

sistemas mecânicos, indústrias automotivas e em controle de tráfego aéreo surgiram

como um dos principais motivadores para a utilização desse tipo de sistema aliado

ao fato de que muitos fenômenos podem ter seus comportamentos descritos por um

chaveamento entre famı́lias de subsistemas que dependem de fatores ambientais.

Um sistema com chaveamento pode ser compreendido como um sistema

dinâmico formado por uma famı́lia de subsistemas e uma regra de associação

chamada sinal de chaveamento. É ela quem será responsável por designar qual

dos subsistemas estará ativo em um determinado instante de tempo. Muitos estu-

dos foram realizados e continuam sendo feitos a respeito de três problemas básicos

envolvendo estabilidade e design de sistemas com chaveamento:

• estabilidade diante de um chaveamento arbitrário.

• construção de sinais de chaveamento estabilizadores do sistema.

• estabilidade para certas classes de chaveamento.

Matematicamente, um sistema, a tempo cont́ınuo, com chaveamento pode

ser descrito por uma equação diferencial da forma:
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ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) (2.1)

onde {fσ(t) : σ(t)εP} é uma famı́lia de funções suficientemente regulares de Rn

em Rn parametrizadas por algum conjunto de ı́ndices P e σ(t) : [0,∞) → P uma

função constante por partes denominada sinal de chaveamento.

No caso particular onde os subsistemas são lineares, fp(x(t)) = Apx(t) e

Ap ∈ Rn×n para cada p ∈ P , obtemos o sistema linear ẋ(t) = Aσ(t)(x(t)).

O primeiro problema básico pode ser formulado da seguinte maneira:

(P1) Encontrar condições que garantam que o sistema com chaveamento (2.1)

seja assintóticamente estável para um sinal de chaveamento arbitrário.

Podemos perceber que uma condição necessária para estabilidade assintótica

com chaveamento arbitrário é que todos os subsistemas individuais sejam assintóti-

camente estáveis. Para exemplificar: se tivermos o p-ésimo subsistema instável, o

sistema com chaveamento será instável se tomarmos como lei de chaveamento σ(t)

constante e igual à p e como desejamos obter um critério eficaz diante de qualquer

lei chaveamento, precisamos que todos os subsistemas sejam estáveis. Entretanto,

a estabilidade de todos os subsistemas não é suficiente para garantir a estabili-

dade do sistema com chaveamento já que, em alguns casos, é posśıvel construir um

chaveamento suficientemente rápido capaz de desestabilizar uma coleção de sis-

temas estáveis, como poderemos mais tarde verificar. Se isso acontece, poderemos

nos perguntar para quais classes de chaveamento o sistema será estável. Isso nos

remete ao segundo problema muito estudado:

(P2) Como construir sinais de chaveamento estabilizadores do sistema (2.1).

Basicamente, foram encontradas garantias para estabilidade diante de chaveamento

lento, assumindo todos os subsistemas estáveis. Naturalmente surge a pergunta que

deu origem ao terceiro problema:
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(P3) É posśıvel identificar classes de chaveamento que torne estável um sistema

composto por subsistemas estáveis e instáveis?

Para esse problema de design foram encontradas condições para estabilidade

também através da construção de um chaveamento suficientemente lento, o que

significa dizer que, se o sistema permanecer um tempo suficientemente grande,

chamado tempo de habitação, em cada subsistema, a estabilidade é garantida.

Para o primeiro problema, a abordagem consistiu no uso da função comum

de Lyapunov. Foram estudadas hipóteses sob as quais é posśıvel garantir a ex-

istência de uma função comum de Lyapunov para todos os subsistemas. Como isso

garante a estabilidade para qualquer sinal de chaveamento, dizemos então que tal

estabilidade é uniforme com relação ao chaveamento. No caso de sistemas lineares,

alguns resultados seguindo essa linha têm em comum a identificação de classes de

matrizes para as quais é posśıvel a construção de uma função comum de Lyapunov,

esses resultados utilizaram como condições:

• a comutatividade entre as matrizes dos subsistemas [50],

• o fato de os subsistemas serem compostos por matrizes triangulares supe-

riores [7], [15],

• a solubilidade da álgebra de Lie gerada por suas matrizes [2],[3],

alguns deles possuem extensões para o caso de sistemas não-lineares. Para to-

das essas classes de subsistemas lineares estáveis pode ser constrúıda uma função

comum de Lyapunov, como verificaremos oportunamente.

A conexão entre estabilidade de sistemas lineares com chaveamento e as pro-

priedades da álgebra de Lie associada foi discutida pela primeira vez por Gurvits em

[51]. Seus estudos se concentraram em sistemas lineares a tempo discreto da forma

x(k + 1) = Aσ(k)x(k). Gurvits conjecturou que se a álgebra de Lie é nilpotente,

então o sistema é assintóticamente estável para todo sinal de chaveamento σ. Mais

tarde Liberzon, Hespanha e Morse em [3] mostraram, para os sistemas a tempo
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cont́ınuo, que se a álgebra de Lie é solúvel, então a famı́lia de subsistemas possui

uma função comum quadrática de Lyapunov. Para isso, foi utilizado o teorema de

Lie que garante, para uma álgebra de Lie solúvel, a existência de uma base na qual

todas as matrizes dos subsistemas são triangulares superiores e, para subsistemas

estáveis desse tipo, a estabilidade é garantida (ver, p.ex., [7] e [15]). Recentemente,

o problema de estabilidade em um chaveamento arbitrário tem sido abordado uti-

lizando como ferramenta, métodos variacionais; basicamente a idéia por trás dessa

abordagem é procurar uma caracterização para o pior caso, i.e., a mais instável

lei de chaveamento e analisar o comportamento dessa única trajetória, suprimindo

a necessidade da análise das infinitas soluções do sistema (2.1) que existem para

cada condição inicial. Se tal solução for estável, então a estabilidade para o sistema

pode ser garantida. Pyatnitskiy e Rapoport foram os pioneiros em desenvolver a

abordagem variacional para a caracterização do pior caso de lei de chaveamento e

a correspondente trajetória em sistemas lineares [58]. Mais recentemente, o mesmo

problema foi estudado utilizando técnicas de programação dinâmica [59].

Encontrar condições necessárias e suficientes para estabilidade em qualquer

regime de chaveamento permanece ainda um problema em aberto. Nesse sentido,

o estudo via métodos variacionais promete ser um caminho promissor já que foram

encontradas condições necessárias e suficientes para o caso de sistemas de segunda

ordem utilizando esses métodos (ver, p.ex. [70] e [68]).

O segundo e terceiro problema foram estudados utilizando conceitos novos,

como funções de Lyapunov por partes e tempo médio de habitação. Hespanha e

Morse [43] introduziram o conceito de tempo médio de habitação e utilizaram-no

juntamente com as múltiplas funções de Lyapunov para provar que, para tempo

médio de habitação maior que uma determinada constante suficientemente grande

e com todos os subsistemas estáveis, o sistema com chaveamento é exponencial-

mente estável. Desenvolvendo essas mesmas idéias para sistemas lineares com

matrizes estáveis e instáveis, temos o resultado de Michael, Hu , Yashuda e Zhai

[44]. Nesse trabalho foi constrúıda uma classe de chaveamento diante da qual é
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posśıvel garantir a estabilidade para um determinado tempo médio de habitação.

Teremos a oportunidade de analisar esses importantes resultados não de forma

exaustiva e sim com o intuito de aclarar os resultados e análises deste trabalho.
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Caṕıtulo 3

Aspectos relevantes sobre estabilidade

Enunciaremos aqui alguns teoremas e conceitos importantes da teoria de

estabilidade de sistemas sem chaveamento, como estabilidade assintótica e expo-

nencial, que serão fundamentais para a compreensão futura dos resultados. As

demonstrações dos resultados aqui explicitados podem ser encontradas em [53],

[52] e [46].

Consideremos o sistema invariante no tempo

ẋ(t) = f(x(t)), x(t) ∈ Rn (3.1)

onde f(x(t)) : Rn → Rn é uma função localmente Lipschitziana. Assumindo 0

um ponto de equiĺıbrio do sistema, i.e., f(0) = 0, estudaremos propriedades de

estabilidade nesse ponto.

3.0.1 Definições

A origem é dita um ponto de equiĺıbrio estável no sentido de Lyapunov, se

para todo ε > 0 existir δ > 0 tal que:

| x(0) |≤ δ ⇒ | x(t) |≤ ε ∀t ≥ 0.
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O sistema (3.1) é dito assintoticamente estável se a origem é ponto de equiĺıbrio

estável e δ pode ser escolhido de tal maneira que:

| x(0) |≤ δ ⇒ x(t) → 0

quando t →∞.

O conjunto de todos os estados iniciais para os quais as trajetórias convergem

para a origem é chamado região de atração. Se tal condição ocorre para todo δ,

i.e., se a origem é um ponto de equiĺıbrio estável e a região de atração é o espaço

inteiro então, o sistema (3.1) é dito globalmente assintoticamente estável.

Se o sistema não é necessariamente estável mas tem a propriedade de que

toda solução com condições iniciais em alguma vizinhança da origem converge

para a origem, então o sistema é dito localmente atrator. Dizemos que o sistema é

globalmente atrator se as soluções convergem para a origem para todas as condições

iniciais.

O sistema (3.1) é dito exponencialmente estável se há constantes positivas

δ, c e λ tais que todas as soluções de (3.1) com | x(0) |≤ δ satisfazem:

| x(t) |≤ c | x(0) | exp(−λt), ∀t ≥ 0 (3.2)

Se a desigualdade (3.2) ocorre para todo δ, o sistema é dito globalmente

exponencialmente estável.

Uma função α : [0,∞) → [0,∞) é dita ser de classe K se é cont́ınua, estri-

tamente crescente e α(0) = 0. Se α também é ilimitada então é dita ser de classe

K∞. Uma função β : [0,∞)× → [0,∞) é dita ser de classe KL se β(., t) é de

classe K para todo t ≥ 0 e β(r, t) tende a 0 quando t → ∞ para cada r ≥ 0 fixo.

Denotaremos α ∈ K∞, β ∈ KL para indicar que α é uma função de classe K∞ e β

de classe KL.
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Reescrevendo então as definições acima de estabilidade de uma forma com-

pacta temos que a estabilidade do sistema (3.1) é equivalente à propriedade: exis-

tem δ > 0 e uma função α de classe K tais que todas as soluções com | x(0) |≤ δ

satisfazem:

| x(t) |≤ α(| x(0) |) ∀t ≥ 0.

Estabilidade assintótica é equivalente à existência de um δ > 0 e uma função

de classe KL tais que todas as soluções com | x(0) |≤ δ satisfazem:

| x(t) |≤ β(| x(0) | , t), ∀t ≥ 0.

Estabilidade assintótica global equivale à existência de uma função β de

classe KL tal que a desigualdade

| x(t) |≤ β(| x(0) | , t), ∀t ≥ 0

é alcançada para todas as condições iniciais.

Estabilidade exponencial significa que a função β assume a seguinte forma:

β(r, s) = cr exp(−λs) para algum c, λ > 0.

3.0.2 Teorema de Lyapunov

Considere uma função V (x) : Rn → R de classe C1 (continuamente difer-

enciável). Ela é chamada positiva definida se V (0) = 0 e V (x) > 0 ∀x 6= 0. Se

V (x) →∞ quando | x |→ ∞, então V é dita ilimitada radialmente. Se V é tanto

positiva definida quanto ilimitada radialmente, então existem duas funções α1 e α1

de classes K∞ tais que V satisfaz:

13



α1(| x |) ≤ V (x) ≤ α1(| x |), ∀xεRn

Para V̇ (x) = ∂V
∂x

f(x) temos como resultado principal da teoria de estabilidade

de Lyapunov:

Teorema 1 Suponhamos que exista uma função V (x) : Rn → R positiva definida

de classe C1 tal que as derivadas ao longo das soluções do sistema (3.1) satisfazem:

V̇ (x) ≤ 0, ∀xεRn (3.3)

então o sistema é estável.

Se a derivada de V satisfaz

V̇ (x) < 0, ∀x 6= 0 (3.4)

então o sistema (3.1) é assintóticamente estável. Se, além disso, V é também

ilimitada radialmente então o sistema (3.1) é globalmente assintoticamente estável.

Referimos a uma função V (x) de classe C1 como uma função fraca de Lya-

punov se V satisfaz a desigualdade (3.3) e, como uma função de Lyapunov se

satisfaz a desigualdade (3.4). As conclusões desse teorema permanecem válidas

quando V é meramente cont́ınua e não de classe C1 trocando nas desigualdades

(3.3) e (3.4) V̇ por V .

Para sistemas lineares invariantes no tempo estabilidade assintótica e expo-

nencial são equivalentes ao fato de A ser uma matriz Hurwitz como pode ser visto

em [46] e [22]. Isso pode ser usado para provar o seguinte resultado.

Teorema 2 Se f(x) é de classe C1 e a matriz A = ∂f
∂x

(0) é Hurwitz, então o sistema

não linear ẋ = f(x) é localmente exponencialmente estável.
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3.1 Estabilidade de sistemas lineares

Apresentaremos alguns resultados bastante utilizados para estabilidade ass-

intótica em sistemas lineares do tipo ẋ(t) = Ax(t) como a construção de uma

função quadrática comum de Lyapunov e o fato de A ser uma matriz Hurwitz. As

demonstrações dos teoremas e proposições aqui apresentados podem ser encontra-

dos em [53] e [52].

3.1.1 Definições

Seja a equação diferencial

ẋ(t) = Ax(t). (3.5)

Suponha que, para cada x0εRn, exista uma única solução φ(x0, t) : [0,∞) −→ Rn.

Definição 3 φ(x0, t) é dita estável se ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que:

‖ x0 ‖< δ ⇒‖ φ(x0, t) ‖< ε, ∀t > 0.

Definição 4 φ(x0, t) é dita assintoticamente estável se ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que:

‖ x0 ‖< δ ⇒ lim
t→∞

(φ(x0, t)) = 0, .

3.1.2 Teoremas e proposições

No caso da equação diferencial linear (3.5) como φ(x0, t) é linear em x0 a

estabilidade de qualquer solução pode ser reduzida à análise de estabilidade no

ponto de equiĺıbrio zero.

Proposição 5 Considere a equação linear dada por (3.5):

a)∀ x0 εRn a solução φ(x0, t) é estável (assintoticamente estável) ⇔ φ(0, t) é

estável (assintoticamente estável).
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b)∀ x0 εRn a solução φ(x0, t) é estável (assintoticamente estavel) ⇔ φ(0, t) é

limitada em t ≥ 0 (limt−→∞(φ(0, t) → 0).

A proposição abaixo é uma ferramenta muito importante para a limitação

de soluções e foi utilizada em design de chaveamento [44].

Proposição 6 Seja AεCnxn e σ(A) = max{Re(λ), λ autovalor de A}. Para todo

σ > σ(A) existe kAεR+ tal que ∀t ≥ 0 , ‖ exp(At) ‖≤ kAeσt.

Teorema 7 O ponto de equilibrio 0 de (3.5) é assintoticamente estável ⇔ todos

os autovalores da matriz A possuem parte real negativa.

Teorema 8 O ponto de equiĺıbrio 0 de (3.5) é estável ⇔

• (i)Todos os autovalores de A têm parte real ≤ 0.

• (ii) Se λεC tal que Re(λ) = 0, λ autovalor de A então os blocos de Jordan

associados a λ possuem dimensão igual a 1.

3.1.3 Equação de Lyapunov

Teorema 9 Todos os autovalores de A possuem parte real negativa ⇔ para toda

matriz N positiva definida a equação de Lyapunov:

A′M + MA = −N

possui uma única matriz simétrica M como solução e M é positiva definida.

Fixando uma matriz arbitrária N positiva definida simétrica e encontrando

a única solução M para a equação de Lyapunov obtemos a função quadrática

comum de Lyapunov, V (x) = xT Mx e, suas derivadas V̇ (x) = −xT Nx, ao longo

das soluções do sistema são negativas, o que condiz com o teorema de Lyapunov

para sistemas não lineares.
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Caṕıtulo 4

Sistemas com chaveamento

Retomaremos agora o conceito de sistema com chaveamento e estenderemos

as definições até então estudadas de estabilidade para esse tipo de sistema. As

demonstrações dos resultados aqui apresentados, sem referências citadas no texto,

podem ser encontradas, p. ex., em [46] e [50].

4.1 Definição

Um sistema com chaveamento pode ser descrito por uma famı́lia de subsis-

temas a tempo cont́ınuo e uma regra que coordena o chaveamento entre eles. Tais

sistemas podem descrever, por exemplo, um dado processo que exibe um com-

portamento de chaveamento (switch) causado por mudanças abruptas num dado

meio.

Seja fp(x), p ∈ P uma famı́lia de funções suficientemente regulares de Rn em

Rn parametrizadas por algum conjunto de ı́ndices finito P .

Seja σ(t) : [0,∞) → P uma função constante por partes, denominada sinal

de chaveamento. Um sistema com chaveamento é então dado pelo seguinte sistema

de equações diferenciais em Rn:

ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) (4.1)

No caso particular em que os subsistemas são lineares, i.e., fp(x(t)) = Apx(t)
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e Ap ∈ Rn×n para cada p ∈ P , obtemos o sistema linear com chaveamento:

ẋ(t) = Aσ(t)(x(t)) (4.2)

4.2 Estabilidade de sistemas com chaveamento

1- Estabilidade uniforme:

Dada uma famı́lia de sistemas como em (4.1), é desejável saber quando o

sistema é assintoticamente estável para qualquer sinal de chaveamento σ(t). Assu-

mindo que todos os subsistemas individuais possuem a origem como ponto comum

de equiĺıbrio i.e., fp(0) = 0, ∀p ∈ P , temos que uma condição necessária para a

estabilidade assintótica diante de qualquer sinal de chaveamento é que todos os

subsistemas individuais sejam assintoticamente estáveis. Se algum subsistema é

instável, por exemplo, p-ésimo para p em P então o sistema com chaveamento é

instável para a lei de chaveamento σ(t) ≡ p, embora tal condição seja necessária

ela não é suficiente. Precisamos impor outras condições, como veremos adiante.

Definição 10 O sistema (4.1) é dito uniformente assintoticamente estável se exis-

tem uma constante positiva δ e uma função β de classe KL tais que para todo sinal

de chaveamento σ(t) as soluções de (4.1) com | x(0) |≤ δ satisfazem a desigualdade

| x(t) |≤ β(| x(0) | , t), ∀t > 0

Se a função β é da forma β(r, s) = cr exp(−λt), então a equação acima toma

a forma

| x(t) |≤ cr exp(−λt), ∀t > 0

e o sistema é chamado uniformemente exponencialmente estável. Se as desigual-

dades acima são válidas para todo sinal de chaveamento σ(t) e todas as condições
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iniciais, então obtemos a estabilidade assintótica uniforme global (GUAS) e a esta-

bilidade exponencial uniforme global (GUES), respectivamente. O termo uniforme

é usado para descrever a uniformidade com relação aos sinais de chaveamento.

4.3 Função comum de Lyapunov

O teorema de estabilidade de Lyapunov possui uma extensão direta que

fornece uma ferramenta para o estudo da estabilidade uniforme de sistemas com

chaveamento. Tal extensão é obtida requerendo a existência de uma função comum

de Lyapunov cuja derivada ao longo das soluções de todos os sistemas da famı́lia

satisfaz determinadas desigualdades. Para obter uma condição de Lyapunov para

GUAS, devemos analisar a contrapartida da desigualdade (3.4).

Seja V (x(t)) : Rn → R uma função de classe C1, V é uma função comum de

Lyapunov para a famı́lia de sistemas (4.1), se existe uma função W (x(t)) : Rn → R

cont́ınua, positiva definida tal que:

∂V (x)

∂x
fσ(t) ≤ −W (x(t)), ∀xεRn ∀σ(t) ∈ P

Teorema 11 Se todos os sistemas da famı́lia (4.1) compartilham uma função co-

mum de Lyapunov radialmente ilimitada então o sistema (4.1) é GUAS.

Demonstração:[46]

Pela definição acima seja a função V (x(t)) : Rn → R uma função comum

de Lyapunov para a famı́lia de sistemas então existe uma função positiva definida

W (x(t)) : Rn → R cont́ınua tal que:

∂V

∂x
fσ(t) ≤ −W (x(t)), ∀xεRn, ∀σ(t) ∈ P

Assumimos que a desigualdade acima se verifica. Considere uma bola em

torno da origem de raio ε > 0. Tome um número positivo b < min|x|=εV (x).
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Denote por δ o raio de alguma bola dentro do intervalo {x; V (x) < b}. Tomamos

x(0) tal que | x(0) |< δ. Como V é uma função positiva definida e V̇ (x(t)) ≤

−W (x(t)) < 0 não é crescente ao longo das soluções, V tem limite c ≥ 0 quando

t →∞. Se nós provarmos que c=0 então teremos a estabilidade assintótica já que

V é positiva definida. Suponhamos que c > 0, então a solução não pode entrar em

um intervalo do tipo {x; V (x) < c} pois V é decrescente logo, a solução pertence a

algum intervalo do tipo S = {x; r ≤| x |< ε} para r suficientemente pequeno. Seja

d = maxxεSV̇ (x). Este número é bem definido pois S é compacto e V é C1. Além

disso, d < 0 já que V̇ (x(t)) ≤ −W (x(t)) ≤ 0. Então V̇ (x(t)) ≤ d =⇒V (x(t)) ≤

V (0) + dt. Como d é negativo podemos encontrar t tal que V seja menor que c,

contradição.

No caso especial em que ambas V (x(t)) e W (x(t)) são quadráticas ou mais

geralmente são limitadas superior e inferiormente por monômios de mesmo grau

em | x |, pode ser provado que o sistema (4.1) é GUES.

É natural nos perguntarmos se o fato de o sistema ser GUAS implica a

existência de uma função comum de Lyapunov, o que é abordado no próximo

teorema.

Teorema 12 Assuma que o sistema é GUAS, o conjunto {fp; pεP} é limitado para

todo x e cada função fp(x) é localmente Lipschitziana em x, uniformemente sobre

p. Então todos os sistemas na famı́lia dividem a mesma função de Lyapunov.

4.4 Sistemas lineares com chaveamento

Aplicaremos as noções acima para o caso em que todos os subsistemas in-

dividuais são lineares. Para sistemas lineares invariantes no tempo, estabilidade

exponencial é equivalente ao fato de o sistema ser assintoticamente estável [22]. De

fato, as diferentes versões de estabilidade assintótica resultam da propriedade de

A ser uma matriz de Hurwitz e são caracterizadas pela existência de uma função

quadrática de Lyapunov V (x) = xT Px onde P é uma matriz simétrica positiva
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definida. Para sistemas com chaveamento as funções quadráticas comuns de Lya-

punov são funções da forma V (x) = xT Px tal que para alguma matriz Q simétrica,

positiva definida temos:

AT
p P + PAp ≤ −Q, ∀pεP.

Se assumirmos {Ap; pεP} compacto, a desigualdade acima é equivalente a:

AT
p P + PAp ≤ 0, ∀pεP.

As funções quadráticas de Lyapunov são interessantes, porque a desigualdade

acima pode ser resolvida por métodos numéricos a fim de encontrarmos valores para

P e, portanto, uma função quadrática de Lyapunov.

Consideremos agora que o conjunto das matrizes de Hurwitz {Ap : p ∈ P} é

compacto. Similarmente ao caso de sistemas lineares sem chaveamento o seguinte

resultado é verdadeiro.

Teorema 13 O sistema linear (4.2) é GUES ⇔ é localmente atrator para todo

sinal de chaveamento σ(t).

4.5 Estabilidade versus Relações de Comutatividade

Consideremos o sistema linear com chaveamento (4.2). Assumindo P =

{1, 2} e que as matrizes A1 e A2 comutam, desejamos estudar as propriedades das

soluções considerando os sistemas 1 e 2 estáveis.

Denotaremos a comutatividade de A1 e A2, i.e., A1A2 = A2A1 por [A1, A2]=0

onde o operador [.,.], denominado colchete (bracket), é definido como [A1, A2] =

A1A2 − A2A1. Se [A1, A2]=0 temos eA1eA2 = eA2eA1 . Pela definição de matriz

exponencial via séries de potência temos também eA1teA2τ = eA2teA1τ , ∀t, τ > 0.
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Consideremos um sinal de chaveamento σ(t) arbitrário e denotaremos por τi

o intervalo de tempo em que σ(t) é igual a 1 e 2 respectivamente então, se tivermos

a seguinte sequência de sinais descrita na figura:

Figura 4.1

a solução para esse sistema é dada por

x(t) = eA1t1eA2τ1eA1t2eA2τ2eA1t3 ...x(0)

= eA1t1eA1t2eA1t3eA2τ1eA2τ2 ...x(0)

Como [A, B] = 0 ⇒ eAeB = eA+B pois

eAeB = eA+B+
1[A,B]

2
+

1([A,[A,B]]+[B,[A,B]])
12

+...

Então temos

x(t) = eA1(t1+t2+t3)+...eA2(τ1+τ2+τ3)+...x(0)

quando t → ∞ temos que ti → ∞ ou τi → ∞ e como os subsistemas são ambos

assintóticamente estáveis, x(t) → 0 quando t → ∞. Para o caso em que P tem

mais de 2 elementos temos o seguinte resultado.

22



Teorema 14 Se {Ap : p ∈ P} é um conjunto finito de matrizes de Hurwitz que

comutam então o correspondente sistema linear com chaveamento (4.2) é GUES.

Considere novamente o sistema linear com chaveamento descrito em (4.2).

Em vista do que foi descutido anteriormente, é razoável esperar que, se as matrizes

de estado Ap não comutam, então a estabilidade do sistema com chaveamento pode

depender das relações de comutatividade entre elas.

A extensão para sistemas não lineares do critério de comutatividade é dado

pelo teorema a seguir.

Teorema 15 Se {fp : p ∈ P} é um conjunto de campos vetoriais de classe C1

que comutam, e, além disso, a origem é um ponto de equiĺıbrio estável assintotica-

mente e globalmente para todos os sistemas da famı́lia (4.1) então o correspondente

sistema com chaveamento é GUAS.

4.6 Sistemas triangulares e Álgebra de Lie solúvel

Muitos trabalhos já foram feitos buscando para uma coleção de matrizes

Hurwitz, critérios para a estabilidade exponencial. Um resultado já conhecido [7] e

[15], que restringe a análise a uma classe de subsistemas com matrizes triangulares

superiores é o seguinte.

Teorema 16 Se {Ap : p ∈ P} é um conjunto compacto de matrizes de Hurwitz

e existe UεCnxn não singular tal que U−1ApU são matrizes triangulares superiores

então o sistema linear com chaveamento (4.2) é GUES.

Paralelamente, outros resultados importantes seguindo esta linha envolvem

caracteŕısticas da álgebra de Lie gerada pelas matrizes dos respectivos subsistemas

lineares. No Apêndice, abordamos os conceitos importantes da teoria de álgebra

de Lie para a melhor compreensão desses resultados. Segundo um deles, é posśıvel

construir uma função quadrática comum de Lyapunov para uma coleção de subsis-

temas lineares estáveis se a álgebra de Lie gerada pelas matrizes é solúvel. A prova
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se estrutura em torno do teorema de Lie e outros auxiliares e pode ser encontrada,

por exemplo, em [2] e [3].

Teorema de Lie: Se Ω é uma álgebra de Lie solúvel, então existe uma mu-

dança de base, tal que todas as matrizes em Ω são simultaneamente transformadas

em triangulares superiores.

Teorema 17 Se {Ap : p ∈ P} é um conjunto compacto de matrizes de Hurwitz

e a respectiva álgebra de Lie gerada por tais matrizes é solúvel, então o sistema

linear com chaveamento (4.2) é GUES.

Podemos checar o teorema acima para um número finito de matrizes. A t́ıtulo

de ilustração considere, por exemplo, para P = 1, 2 e xεR2, as duas matrizes:

A1 =

 −a1 b1

0 −c1

 e A2 =

 −a2 b2

0 −c2

.

Por simplicidade, supomos que as entradas são reais. Uma vez que seus autovalores

possuem parte real negativa, pois são matrizes Hurwitz, temos ai, ci > 0 para

i = 1, 2. Considere agora o sistema com chaveamento ẋ = Aσ(t)x. A segunda

componente de x satisfaz a equacão ẋ2 = cσ(t)x2, por isso x2 decai para zero

exponencialmente rápido e a taxa de decaimento correspondente é min{c1, c2}. A

primeira componente satisfaz a equação:

ẋ1 = aσ(t)x1 + bσ(t)x2.

Esse pode ser visto como um sistema exponencialmente estável ẋ1 = aσ(t)x1

perturbado por um decaimento exponencial bσ(t)x2. Então x1 converge exponen-

cialmente para zero.

Consideremos agora a decomposição g da álgebra de Lie gerada pelas ma-

trizes {Ap : p ∈ P} na soma semidireta: g = τ ⊕ σ onde τ é um ideal solúvel e

σ é uma subálgebra. Para propósitos aqui desejados, a melhor escolha para τ é o

radical; nesse caso temos a decomposição de Levy.
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Teorema 18 Se {Ap : p ∈ P} é um conjunto compacto de matrizes Hurwitz e a

álgebra de Lie gerada por tal conjunto é a soma direta de um ideal solúvel e uma

subálgebra compacta, então o sistema linear com chaveamento (4.2) é GUES.

Teorema 19 Suponha que uma dada álgebra de Lie Ω não satisfaz as hipóteses

do teorema anterior. Então existe um conjunto de geradores Hurwitz para Ω tal

que o correspondente sistema linear com chaveamento não é GUES. Há também

um outro conjunto de geradores Hurwitz para Ω tal que o correspondente sistema

linear é GUES.
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Caṕıtulo 5

Design de chaveamento

A segunda maneira de se abordar o problema de estabilidade em sistemas

com chaveamento foi através de design de switch. Agora teremos a oportunidade

de apresentar os conceitos de funções de Lyapunov por partes e tempo médio de

habitação e analisar alguns teoremas de design que são fundamentais em nossos

resultados. As demonstrações e teoremas aqui apresentados, sem referências ex-

plicitas, podem ser encontrados em [46].

5.1 Funções de Lyapunov por partes

Uma ferramenta muito útil para o estudo da estabilidade são as funções

múltiplas de Lyapunov ou funções de Lyapunov por partes. Consideremos o sis-

tema ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) com P = {1, 2}. Suponha que ambos os subsistemas

ẋ(t) = f1(x(t)), ẋ(t) = f2(x(t)) sejam globalmente assintoticamente estáveis e se-

jam V1(x(t)) e V2(x(t)) as respectivas funções de Lyapunov. Na ausência de uma

função comum de Lyapunov, a estabilidade do sistema depende em geral do sinal

de chaveamento σ(t). Seja ti o tempo em que o i-ésimo chaveamento ocorre. Se

os valores de V1(x(t)) e V2(x(t)) coincidem em cada tempo de chaveamento isto

é Vσ(ti−1)(x(ti)) = Vσ(ti)(x(ti)) para todo i então Vσ(t) é uma função comum de

Lyapunov para o sistema com chaveamento acima. Logo a estabilidade assintótica

segue. Entretanto, em geral, em poucos casos é posśıvel construir uma função

comum de Lyapunov.
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Teorema 20 Seja ẋ(t) = fp(x(t)) onde {σ(t)εP} e P finito, uma famı́lia finita de

sistemas globalmente assintoticamente estáveis e seja Vp(x(t)), pεP , uma famı́lia

de funções de Lyapunov radialmente ilimitadas. Suponha que exista uma famı́lia

de funções continuamente positivas definidas Wp(x(t)), pεP , com a propriedade de

que para todo par de tempos em que o chaveamento ocorre (ti, tj), i < j, tais que

σ(ti) = σ(tj) = pεP e σ(tk) 6= p para ti < tk < tj, temos:

Vp(x(tj))− Vp(x(ti)) ≤ −Wp(x(ti)) (5.1)

então o sistema ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) é globalmente uniformemente assintoticamente

estável.

Demonstração:

Mostraremos primeiro a estabilidade no sentido de Lyapunov. Seja m o

número de elementos em P . Sem perda de generalidade assumimos que P =

{1, 2, ..,m}. Considere a bola em torno da origem com raio ε > 0. Seja Rm o

conjunto da forma {x; Vm(x) ≤ cm} com cm > 0 que está contido na bola. Para

i = 1, ...,m − 1 seja Ri o conjunto da forma {x; Vi(x) ≤ ci}, ci > 0 que está

contido no conjunto Ri+1. Denote por δ o raio de alguma bola em torno da origem

que pertence à intersecção de todas as sequências de conjuntos constrúıdos desta

maneira para todas posśıveis permutações de 1, ...,m. Suponha que a condição

inicial satisfaça | x(0) |≤ δ. Se os primeiros k valores de σ são distintos onde k ≤ m

então por construção temos | x(tk) |≤ ε, depois que os valores de σ começarem a se

repetir a desigualdade (5.1) garante que as trajetórias de estado sempre pertencerão

a um dos intervalos acima, já que Vi > 0, Vi < ci e −Wi < 0 ⇒ Vi(t) ≤ ci.

Para mostrar a estabilidade assintótica observe que, devido ao fato de P

ser finito existe um ı́ndice qεP que tem associado a ele uma sequência infinita de

tempos de chaveamento ti1 , ti2 , ... tal que σ(tij) = q.

A sequência Vq(x(ti1)), Vq(x(ti2)), Vq(x(ti3)), ... é decrescente e positiva por

construção, pois Vq(x(ti)) ≤ cq e Vq é positiva definida, por isso tem limite c ≥ 0.
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Temos então

0 = c−c = limj→∞(Vq(x(tij+1)))−limj→∞(Vq(x(tij))) = limj→∞(Vq(x(tij+1))−

Vq(x(tij))) ≤ limj→∞(−Wq(x(tij))) ≤ 0

Então −Wq(x(tij)) → 0 quando j →∞. Sabemos que Wq é positiva definida

em vista do fato de Vq qεP ser radialmente ilimitada. Podemos, mostrar que | x(t) |

permanece limitada já que ∃α1, α2 tal que:

α1(| x |) < Vq(x) < α2(| x |)

então x permanece limitada quando j → ∞, pois temos Vq(x(tj)) → c quando

j →∞ .

Portanto x(tij) deve convergir para zero quando j → ∞ pois Wq é positiva

definida. Logo, segue que x(t) → 0 quando t →∞.

É posśıvel obter outras condições de estabilidade envolvendo funções múlti-

plas de Lyapunov. Em particular podemos relaxar a condição de cada Vp ser decres-

cente em intervalos em que o p-ésimo sistema é ativo, admitindo que o crescimento

admisśıvel de Vp em tais intervalos seja limitado apropriadamente.

É importante notar que, para aplicar o teorema anterior, devemos ter infor-

mações sobre o sistema, suas soluções e precisamos conhecer os valores das funções

de Lyapunov nos tempos de chaveamento, o que em geral requer o conhecimento

do estado ativo nesses tempos. Isto é um contraste com os resultados clássicos

de estabilidade que prescindem do conhecimento das soluções mas, tais resultados,

que usam funções de Lyapunov por partes, são úteis quando a classe de chavea-

mento está restrita a um conjunto no qual é possivel medir relações entre os valores

das funções de Lyapunov nos tempos de chaveamento.

5.2 Estabilidade com chaveamento lento

É um fato bem conhecido que um sistema com chaveamento é estável se

todos os seus subsistemas são estáveis e o chaveamento entre eles é suficientemente

lento. Agora discutiremos como esse fato pode ser justificado usando as funções
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de Lyapunov por partes.

A maneira mais simples de se especificar um chaveamento lento é introduzir

um número τd > 0 e uma classe restrita de sinais de chaveamento tal que todos os

tempos em que o chaveamento ocorre t1, t2, ... satisfaçam ti+1 − ti ≥ τd, para todo

i. Este número τd é chamado tempo de habitação já que o sistema habita seus

subsistemas por ao menos τd unidades de tempo.

É bem conhecido que quando todos os subsistemas considerados lineares

são assintoticamente estáveis o sistema é assintoticamente estável se o tempo de

habitação τd é suficientemente grande. Com as considerações apropriadas, um

tempo de habitação suficientemente grande também garante a estabilidade assin-

tótica do sistema com chaveamento no caso não linear. A melhor maneira de se

provar esse resultado geral é utilizando as funções de Lyapunov por partes.

Checaremos agora o argumento relevante:

Assumimos por simplicidade que todos os subsistemas da famı́lia ẋ(t) =

fσ(t)(x(t)) sejam globalmente assintoticamente estáveis então, para cada pεP existe

uma função de Lyapunov Vp(x(t)). Suponhamos também que existem constantes

positivas ap, bp e cp satisfazendo:

ap | x(t) |2≤ Vp(x(t)) ≤ bp | x(t) |2

∂Vp

∂x
fp(x) ≤ −cp | x(t) |2 (5.2)

Combinando esses dois fatos temos ∂Vp

∂x
fp(x) ≤ −2λpVp(x), ∀pεP , onde λp =

cp

2bp
pεP . Isto implica que Vp(x(t0 + τd)) ≤ e−2λpτdVp(x(t0)), desde que σ(t) = p

para tε[t0, t0 + τd) .

Para simplificar o próximo cálculo, consideremos o caso em que P = 1, 2 e

σ(t) toma o valor 1 em [t0, t1) e 2 em [t1, t2), onde ti+1 − ti ≥ τd. Então, pelas
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desigualdades (5.2)

a1 | x(t) |2≤ V1(x(t)) ≤ b1 | x(t) |2

a2 | x(t) |2≤ V2(x(t)) ≤ b2 | x(t) |2

logo V2(x(t1)) ≤ b2 | x |2≤ b2
a1

V1(x(t1)) ≤ b2
a1

e−2λ1τdV1(t0), e por isso,

V1(t2) ≤
b1

a2

V2(t2) ≤
b1

a2

e−2λ2τdV2(t1) ≤
b2b1

a1a2

e−2(λ1+λ2)τdV1(t0) (5.3)

Devemos agora computar um limitante inferior para τd que garanta que

hipóteses como no teorema 20 sejam satisfeitas. Para implicar a estabilidade de

um sistema com chaveamento ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) é suficiente garantir que

Vp(x(t2))− Vp(x(t0)) ≤ −γ | x(t0) |2

para algum γ > 0 .

De acordo com (5.3) isso será verdadeiro se nós tomarmos

(
b2b1

a1a2

e−2(λ1+λ2)τd − 1)V1 ≤ −γ | x(t0) |2

Isto será alcançado se

(
b2b1

a1a2

e−2(λ1+λ2)τd − 1)a1 ≤ −γ.

Como γ pode ser escolhido arbitrariamente devemos ter ( b2b1
a2

e−2(λ1+λ2)τd) ≤

a1 o que pode ser escrito como:

−2(λ1 + λ2)τd ≤ ln(
a1a2

b2b1

)
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ou finalmente como

τd >
1

(2λ1 + λ2)
ln(

b2b1

a1a2

)

o que define um limitante inferior para o tempo de habitação τd.

No contexto de controle com chaveamento, especificar um tempo de habitação

pode ser muito restritivo. Depois de um chaveamento, pode haver nenhum chavea-

mento nas próximas τd unidades de tempo; então, não há que se falar em posśıveis

falhas no sistema nesse peŕıodo. É interessante propor um tempo de habitação que

permita um chaveamento rápido, compensado por um chaveamento lento posteri-

ormente.

O conceito de tempo médio de habitação serve a esse propósito. De-

notaremos o número de descontinuidades em um intervalo (t0, t) por Nσ(t0, t).

Diremos que σ(t) tem tempo médio de habitação τd se existem números positivos

N0 e τd tais que

Nσ(t0, t) ≤ N0 +
t− t0

τd

, ∀t ≥ t0 > 0

Sinais de chaveamento com essa propriedade são exatamente os sinais de

chaveamento com tempo médio de habitação τd. Em geral, descartamos os primeiros

N0 chaveamentos e analisamos quando o tempo médio entre consecutivos chavea-

mentos é ao menos τd. Como o tempo médio de habitação é uma extensão do tempo

de habitação , é muito natural utilizá-lo para a análise da estabilidade assintótica

de um sistema com chaveamento.

Teorema 21 Considere a famı́lia de sistemas ẋ(t) = fσ(t)(x(t)). Suponha que

existam funções de classe C1, Vp(x(t)) tal que Vp(x(t)) : Rn 7→ R, pεP , duas classes
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de funções α1 e α2 K∞, um número positivo λ0 e µ ≥ 1 tal que:

α1 | x(t) |2≤ Vp(x(t)) ≤ α2 | x(t) |2, ∀xεRn, ∀pεP
∂Vp

∂x
fp(x) ≤ −2λ0Vp(x), ∀xεRn, ∀pεP

Vp(x) ≤ µVq(x) ∀xεRn ∀p, qεP

Então o sistema ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) é assintoticamente, globalmente estável

para todo o sinal de chaveamento σ(t) com tempo médio de habitação τa > lnµ
2λ0

e

N0 arbitrário.

Demostração: Tomando um T > 0 arbitrário e t0 = 0 e denotando os

tempos de chaveamento no intervalo (0, T ) por t1, ..., tNσ(0,T ). Considere a função

W (x(t)) = e2λ0tVσ(t)(x(t))

Essa função é diferenciável por partes ao longo das soluções do sistema an-

terior em cada intervalo [ti, ti+1). Para t ∈ [ti, ti+1) temos:

Ẇ (x(t)) = 2λ0W (x(t)) + e2λ0t ∂Vσ(ti)

∂x
fσ(ti)(x)

e é não positiva em virtude da segunda desigualdade, isto é W (x(t)) é não-crescente

entre os tempos de chaveamento. Isto implica:

W (x(ti+1)) = e2λ0ti+1Vσ(ti+1)x(ti+1) ≤ µe2λ0ti+1Vσ(ti)x(ti+1) = µW (x(t−i+1)) ≤

µW (x(ti))

Iterando essa desigualdade de i = 0 a i = Nσ(0, T )− 1, temos

W (x(T−)) ≤ W (x(tNσ(0,T )
)) ≤ µNσ(0,T )W (x(0))

Suponha que σ(t) tenha média de tempo de habitação expressa pela desigual-
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dade dada pela definição. Então podemos escrever a desigualdade acima como

Vσ(t)(T
−)(x(T )) ≤ e2λ0T+(N0+ T

τa
)lnµVσ(0)(x(0)) = eN0lnµe( lnµ

τa
−2λ0)T Vσ(0)(x(0)).

Conclúımos que, se τa satisfaz a desigualdade inicial das hipóteses do teo-

rema, então Vσ(T−)(x(T )) converge para zero exponencialmente quando T → ∞.

Ao mesmo tempo é limitado superiormente por µN0e−2λT Vσ(0)(x(0)) para algum

λε(0, λ0). Então segue pelas hipóteses que

| x(t) |≤ α−1
1 (µN0e−2λTα2(| x(0) |)

o que prova a estabilidade.

5.3 Tempo de habitação e estabilidade em sistemas lineares

Estudaremos agora de que maneira o conceito de tempo médio de habitação

e funções de Lyapunov por partes foram utilizados como critérios para estabili-

dade em sistemas lineares. Apresentaremos dois resultados: primeiramente, con-

siderando todos os subsistemas estáveis e depois com estáveis e instáveis.

Teorema 22 Dado um conjunto compacto de matrizes n× n A = {Ap; p ∈ P} e

uma constante positiva λ0 tal que Ap + λ0I é Hurwitz para todo pεP , então para

qualquer λ ∈ [0, λ0) existe uma constante finita τ ∗d , tal que o sistema com chavea-

mento ẋ(t) = Aσ(t)x(t), σ(t) ∈ P , é uniformemente exponencialmente estável, com

margem de estabilidade λ para todo tempo de habitação τd ≥ τ ∗d e todo N0 > 0

.[43]

Demonstração: Antes de provarmos o teorema note que uma vez que cada

matriz Ap + λ0I é assintoticamente estável existe um conjunto de matrizes n × n

simétricas positivas definidas Q = {Qp; p ∈ P} tal que :

Qp(Ap + λ0I) + (Ap + λ0I)T Qp = −I
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Além disso, como A é compacto Q é compacto. Conclúımos que existe

uma famı́lia de funções de Lyapunov V = {Vp; Vp(x(t)) = (x(t))T Qpx(t), p ∈ P}

para os sistemas invariantes no tempo ż(t) = Aσ(t)z(t) , p ∈ P com as seguintes

propriedades:

(i) Cada Vp(x(t)) é cont́ınua e decresce exponencialmente ao longo das soluções

do sistema invariante no tempo (o sistema ż(t) = Apz(t) em particular):

∂Vp

∂x
Ap ≤ −2λ0Vp(x(t)), ∀x ∈ Rn, p ∈ P

(ii) Há funções α, ᾱ de classe K∞ tais que α(‖ x(t) ‖) ≤ Vp(x(t)) ≤ ᾱ(‖ x(t) ‖)

,∀x ∈ Rn, p ∈ P .

(iii) Há uma constante positiva µ tal que Vp(x(t)) ≤ µVq(x(t)) , ∀x ∈ Rn,

p, q ∈ P .

A propriedade (i) é consequência direta das equações equações de Lyapunov pois

∂Vp

∂x
Apx(t)+2λ0Vp(x(t)) = (x(t))T (Qp(Ap+λ0I)+(Ap+λ0I)T Qp)x(t) = − ‖ x(t) ‖2;

e as propriedades (ii) e (iii) são alcançadas tomando α(s) = s2infQ∈Qσmin[Q],

ᾱ(s) = s2supQ∈Qσmax[Q] e µ = supQ,Q̄∈Q
σmax[Q̄]
σmin[Q]

onde σmin[Q] denota o menor

autovalor de Q ∈ Q e σmax[Q̄] o maior autovalor de Q̄ ∈ Q. Note que, na definição

acima, o supremo e o ı́nfimo são na verdade o máximo e o mı́nimo, respectivamente,

pois Q é compacto. A existência de uma famı́lia de funções de Lyapunov com as

propriedades acima é utilizada abaixo.

Para provar este teorema constrúımos um limitante exponencialmente lim-

itado para uma solução arbitrária do sistema. Este limitante será independente

do sinal de chaveamento σ(t) constante por partes e x(t) denota alguma solução

do sistema. Dados dois instantes de tempo T > t0 ≥ 0, sejam t1 < t2 < t3 <

... < tNσ(t0,T ) as descontinuidades de σ(t) no intervalo (t0, T ) e tNσ(t0,T )+1 = T .

Uma vez que σ(t) é constante por partes, o sinal v(t) = e2λ0tVσ(t)(x(t)), t ≥ 0, é

continuamente diferenciável por partes e
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v̇(t) = 2λ0v(t) + e2λ0t ∂Vpi

∂x
(x(t))Api(x(t)), t ∈ (ti, ti+1)

pois σ = pi = σ(ti) em [ti, ti+1); e das propriedades (i) e (ii) conclúımos que

v̇ ≤ 0 em (ti, ti+1); e por isso v(t) ≤ v(ti) t ∈ [ti, ti+1) , i ∈ {0, ..., Nσ(t0, T )} . Além

disso, em virtude da propriedade (iii)

v(ti+1) = e2λ0ti+1Vpi+1
x(ti+1) ≤ µe2λ0ti+1Vpi

(x(ti+1))

Como Vp(x(t)) e x(t) são cont́ınuas conclúımos que

v(ti+1) ≤ µlimτ−→ti+1
e2λ0τVpi

x(τ) = µlimτ−→ti+1
v(τ)

mas limτ−→ti+1
v(τ) ≤ v(ti) por isso v(ti+1) ≤ µv(ti). Iterando essa desigual-

dade de 0 a Nσ(t0, T )− 1 obtemos

v(tNσ(t0,T )) ≤ µNσ(t0,T )v(t0)

Por isso e pela definição de v, conclúımos que

e2λ0T Vσ(T−)(x(T )) ≤ µNσ(t0,T )e2λ0t0Vσ(t0)(x(t0))

onde σ(T−) = limτ−→T σ(τ). Multiplicando ambos os lados da desigualdade por

e−2λ0T nos dá

Vσ(T−)(x(T )) ≤ eln(µ)Nσ(t0,T )−2λ0(T−t0)Vσ(t0)(x(t0))
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por isso e pela propriedade (ii) conclúımos que ‖ x(T ) ‖≤ α−1(e−2λ0(T−t0)+ln(µ)Nσ(t0,T )ᾱ(‖

x(t0) ‖)). Então temos:

‖ x(t) ‖≤ q(e−λ0(T−t0)+
ln(µ)

2
Nσ(t0,T )(‖ x(t0) ‖))

com q = (supQ,Q̄∈Q
σmax[Q̄]
σmin[Q]

)1/2.

Para chegar à margem de estabilidade λ é suficiente que

−λ0(T − t0) + Nσ(t0, T )
lnµ

2
≤ k − λ(T − t0)

para algum k finito isto é equivalente a

Nσ(t0, T ) ≤ N0 +
T − t0

τ ∗d

com N0 = 2k
lnµ

e τ ∗d = lnµ
2(λ0−λ)

. Conclúımos que se a desigualdade acima ocorre

teremos

‖ x(T ) ‖≤ q(ek−λ(T−t0)(‖ x(t0) ‖))

quando τd ≥ τ ∗d . Note que escolhendo k suficientemente pequeno, podemos aco-

modar qualquer N0. Então se τd ≥ τ ∗d teremos o sistema uniformemente exponen-

cialmente estável.

Naturalmente surge a pergunta: Será posśıvel para uma coleção de matrizes

estáveis e instáveis utilizar funções múltiplas de Lyapunov para encontrar um

tempo mı́nimo de habitação de forma a garantir a estabilidade?

A resposta é dada no resultado abaixo.

Consideremos um sistema com chaveamento da forma:
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ẋ(t) = Aσ(t)x(t), x(t0) = x0 (5.4)

onde x(t) ∈ Rn, t0 ≥ 0 é o tempo inicial, x0 = x(0), IN = {1, ..., N} é o estado

inicial e σ(t) : [t0,∞) → IN é uma função constante por partes chamada sinal de

chaveamento e {Ai; i ∈ IN} é um conjunto de matrizes constantes descrevendo os

subsistemas onde N > 1. Assumimos que matrizes estáveis e instáveis existem em

IN .

Definimos Sd[τd] o conjunto de todos os sinais de chaveamento com intervalos

entre chaveamentos consecutivos maior que τd (tempo de habitação). Quando todos

os subsistemas são estáveis, então podemos escolher τd suficientemente grande tal

que o sistema com chaveamento seja exponencialmente estável .

5.3.1 Design em sistemas lineares estáveis e instáveis

Anteriormente, foi introduzido o conceito de tempo médio de habitação para

todo o sinal de chaveamento σ(t) e t ≥ τ , Definiu-se Nσ(t, τ) o número de chavea-

mentos no intervalo [τ, t) para um dado N0 ,τd > 0 e Sa[τa, N0] o conjunto de todos

os sinais de chaveamento satisfazendo:

Nσ(τ, t) ≤ N0 +
t− τ

τa

(5.5)

onde τa é o tempo de habitação.

Definição 23 Para um certo sinal de chaveamento σ(t), o sistema com chavea-

mento (5.4) é dito globalmente exponencialmente estável com grau de estabilidade

λ ≥ 0 se ‖ x(t) ‖≤ ea−λ(t−t0) ‖ x0 ‖ ocorre para todo t ≥ t0 e uma constante a.

Como ambos os sistemas estáveis e instáveis existem em (5.4), assumimos sem

perda de generalidade que A1, ..., Ar são instáveis e as restantes matrizes estáveis.

Então existe um conjunto de escalares λi > 0 e ai tais que:
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‖ eAit ‖≤ eai+λit, 1 ≤ i ≤ r

‖ eAit ‖≤ eai−λit, r ≤ i ≤ N (5.6)

Os escalares ai e λi podem ser computados usando a teoria de matrizes .

Agora, para qualquer sinal de chaveamento σ(t) e t > τ sejam T+(τ, t) e

T−(τ, t) respectivamente o tempo total de ativação dos subsistemas instáveis e es-

táveis respectivamente em [τ, t) e definimos λ+ = max1≤q≤rλq e λ− = minr+1≤q≤Nλq.

Então para qualquer λ ∈ (0, λ−), escolhemos um escalar λ∗ ∈ (0, λ) arbitrariamente

para propor a seguinte lei de chaveamento:

(S1) Seja o sinal de chaveamento σ(t) tal que

T−(t0, t)

T+(t0, t)
≥ λ+ + λ∗

λ− − λ∗

acontece para todo t > t0.

Teorema 24 Com a lei de chaveamento (S1), existe uma constante positiva τ ∗a

tal que o sistema com chaveamento (5.4) é globalmente exponencialmente estável

com grau de estabilidade λ sobre Sa[τa, N0] para todo tempo médio de habitação

τa ≥ τ ∗a e N0 > 0. [44]

Demonstração: Sejam t1, t2, ... os tempos onde o chaveamento ocorre e seja

pj o valor de σ(t) em [tj−1, tj). Então para qualquer t satisfazendo t0 < ... < ti ≤

t < ti+1 obtemos:

x(t) = eApi+1 (t−ti)eApi (ti−ti−1)...eAp1 (t1−t0)x0

Pelas estimativas acima feitas em (5.6) para os subsistemas estáveis e não

estáveis temos:
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‖ x(t) ‖ ≤ (
i+1∏
q=1

eapq)eλ+T+(t0,t)−λ−T−(t0,t) ‖ x0 ‖

≤ e(i+1)a+λ+T+(t0,t)−λ−T−(t0,t) ‖ x0 ‖

= ceaNσ(t0,t)+λ+T+(t0,t)−λ−T−(t0,t) ‖ x0 ‖ (5.7)

onde a = maxq∈IN
aq, c = ea e Nσ(t0, t) é o número de chaveamentos no intervalo

(t0, t).

Para todo λ < λ− suponhamos que o sistema obedeça à lei de chaveamento

(S1). Sabemos que T−(t0,t)
T+(t0,t)

≥ λ++λ∗

λ−−λ∗
ocorre para algum λ∗ ∈ (0, λ) o que é equiva-

lente a:

T+(t0, t)λ
+ − T−(t0, t)λ

− ≤ −λ∗(T+(t0, t) + T−(t0, t)) = −λ∗(t− t0)

Substituindo em (5.7) temos

‖ x(t) ‖≤ ceaNσ(t0,t)−λ∗(t−t0) ‖ x0 ‖

Temos dois casos:

Se a ≤ 0, obtemos ‖ x(t) ‖≤ ce−λ∗(t−t0) ‖ x0 ‖≤ ce−λ(t−t0) ‖ x0 ‖. Isto

implica que o sistema é exponencialmente estável com grau de estabilidade λ.

Se a > 0, aNσ(t0, t) − λ∗(t − t0) ≤ α − λ(t − t0) para α arbitrário. Isto é

equivalente a Nσ(t0, t) ≤ N0+
(t−t0)

τ∗a
onde N0 = α

a
e τ ∗a = a

λ∗−λ
. Como α é arbitrário,

temos N0 também arbitrário e assim temos ‖ x(t) ‖≤ ceα−λ(t−t0) ‖ x0 ‖.

Então o sistema (5.4) é globalmente exponencialmente estável com grau de esta-

bilidade λ sobre Sa[τa, N0] para qualquer tempo médio de habitação τa ≥ τ ∗a e

N0.
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5.3.2 Função de Lyapunov por partes

Faremos o estudo da estabilidade do sistema (5.4), como feito na seção an-

terior, desta vez, através de funções de Lyapunov por partes:

Como A1, ..., Ar são instáveis e Ar+1, ..., AN são estáveis, existe um conjunto

de escalares positivos λ1, λ2, ..., λN tal que Ai − λiI (i ≤ r) e Ai + λiI (i > r) são

matrizes Hurwitz estáveis. Então há matrizes positivas definidas P1, P2, ..., PN tais

que

(Ai − λiI)T Pi + Pi(Ai − λiI) < 0, i ≤ 0

(Ai + λiI)T Pi + Pi(Ai + λiI) < 0, i > 0 (5.8)

acontece para todo i. Utilizando as soluções das desigualdades (5.8) definimos a

seguinte candidata à função de Lyapunov por partes para o sistema (5.4):

Vσ(t)(x(t)) = (x(t))T Pσ(t)x(t), t ≥ t0 (5.9)

onde Pσ(t) varia entre as soluções Pi´s das desigualdades (5.8). Essas funções

satisfazem as seguintes propriedades:

(i) Cada Vi(x(t)) = (x(t))T Pix(t) é cont́ınua e suas derivadas ao longo das

soluções do sistema satisfazem

V̇i(x(t)) = (ẋ(t))T Pix(t) + (x(t))T Piẋ(t)

= (x(t))T AT
i Pix(t) + (x(t))T PiAix(t)

= (x(t))T (AT
i Pi + PiAi)x(t)
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então

V̇i(x(t)) ≤ 2λiVi(x(t)), i ≤ r

V̇i(x(t)) ≤ −2λiVi(x(t)), i > r

(ii) Existem escalares α2 ≥ α1 > 0 tais que

α1 ‖ x(t) ‖2≤ Vi(x(t)) ≤ α2 ‖ x(t) ‖2, ∀x(t) ∈ Rn, ∀i ∈ IN

(iii) Existe uma constante µ ≥ 1 tal que Vi(x(t)) ≤ µVj(x(t)) ∀x ∈ Rn, ∀i ∈ IN .

A segunda propriedade decorre se tomarmos α1 = infi∈IN
λm(Pi) e α2 =

supi∈IN
λM(Pi), onde λm(Pi) e λM(Pi) são, respectivamente, o menor e o maior

autovalor da matriz positiva definida Pi. Por isso temos λm(Pi) ‖ x ‖2≤ Vi(x) ≤

λM(Pi) ‖ x ‖2.

A terceira propriedade pode ser verificada se tomarmos µ = supk,l∈IN

λM (Pk)
λm(Pl)

.

Como na demonstração anterior, sejam t1 < t2 < ... < ti os tempos em que

ocorrem os chaveamentos sobre o intervalo (t0, t). Então sabemos pela propriedade

(i) que a candidata à função de Lyapunov por partes satisfaz:

Vσ(ti)(x(t)) ≤ e2λ+(t−ti)Vσ(ti)(x(ti)), σ(ti+1) ≤ r

Vσ(ti)x(t) ≤ e−2λ−(t−ti)Vσ(ti)x(ti), σ(ti+1) > r

Notando que Vσ(tj) ≤ µVσ(t−j ) acontece para todo ponto tj de acordo com a

propriedade (iii), onde t−j = limτ→tjτ , obtemos por iteração

Vσ(t)(x(t)) ≤ µNσ(t0,t)e2λ+T+(t0,t)−2λ−T−(t0,t)Vσ(t0)(x(0))
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E pela propriedade (ii), temos

‖ x(t) ‖≤
√

α2

α1

e2λ+T+(t0,t)−2λ−T−(t0,t)+ lnµ
2

Nσ(t0,t) ‖ x0 ‖

Comparando essa desigualdade com a do teorema (24), observamos que a

mesma discussão pode ser feita considerando nesse caso a = lnµ
2

. Por isso podemos

concluir que Vσ(t)(x(t)) = xT Pσ(t)x é uma função de Lyapunov por partes para o

sistema com chaveamento (5.4) quando adotamos a lei de chaveamento (S1) com

tempo médio de habitação suficientemente grande.

5.4 Álgebra de Lie, comutatividade e design

Revisitamos aqui o problema de estabilidade em chaveamento arbitrário com

o intuito de estudar o comportamento das classes de subsistemas estáveis para

as quais é posśıvel a construção de uma função comum de Lyapunov supondo a

existência de matrizes estáveis e instáveis no chaveamento. Obtemos alguns re-

sultados mesclando as técnicas anteriormente estudadas que estabelecem critérios

para estabilidade em chaveamento arbitrário e têm como hipótese estabilidade de

todos os subsistemas (sistemas triangulares superiores, álgebra de Lie solúvel e

matrizes comutantes) com os teoremas sobre design, que através da construção de

um chaveamento busca estabilidade para o sistema não necessariamente composto

somente por subsistemas estáveis. Procuramos respostas para perguntas como: o

que ocorre com os resultados para chaveamento arbitrário se supusermos que exis-

tem matrizes estáveis e instáveis? Ou melhor, como se comporta uma coleção de

matrizes instáveis e estáveis triangulares superiores? Focaremos o estudo sob uma

coleção de matrizes triangulares superiores, pois, sob as condições de solubilidade

e comutatividade de uma coleção de matrizes é posśıvel encontrar uma mudança

de base que as tornem triangulares superiores. Portanto, os casos de classes de ma-

trizes em que é posśıvel construir uma mudança de base para torná-las triangulares

superiores surgem como aplicação do resultado obtido.

Para o conjunto {A1, ..., AN} formado por matrizes estáveis e instáveis, estu-
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damos o comportamento do sistema com chaveamento ẋ(t) = Aσ(t)x(t), com σ(t)

arbitrário sob o ponto de vista de design sabendo que as matrizes {Ai; iε1, ..., N}

são triangulares superiores. Aplicaremos a dois casos em que é posśıvel construir

uma mudança de base tal que as matrizes são transformadas em triangulares supe-

riores. O primeiro, quando as matrizes {Ai; iε1, ..., N} comutam e o segundo caso

quando álgebra de Lie gerada pelas matrizes {Ai; iε1, ..., N} é solúvel.

5.5 Notação e preliminares

Consideremos um sistema com chaveamento da forma:

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), x(t0) = x0 (5.10)

onde x(t)εRn, t0 = 0 é o tempo inicial, x0 é o estado inicial e σ(t) : [t0,∞) → P,

P = {1, ..N} é uma função constante por partes chamada sinal de chaveamento e

{Ai; iεP} é um conjunto de matrizes constantes descrevendo os subsistemas onde

N > 1.

Sabemos que para um conjunto {Ai; iεP}, compacto de matrizes Hurwitz

se as matrizes são triangulares superiores então é posśıvel construir uma função

quadrática comum de Lyapunov para o sistema.

Considerando que A1, ..., Ar (r < N) são instáveis e as restantes são estáveis,

então existe um conjunto de escalares γi tal que Ai− γiI (i ≤ r) e Ai + γiI (i > r)

são estáveis, como Ai − γiI (i ≤ r) e Ai + γiI (i > r) são também triangulares

superiores e estáveis, então existe uma matriz P tal que as desigualdades abaixo

ocorrem

(Ai − γiI)T P + P (Ai − γiI) < 0, i ≤ r

(Ai + γiI)T P + P (Ai + γiI) < 0, i > r (5.11)
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Agora, para qualquer sinal de chaveamento σ(t) e t > 0 sejam T+(0, t) e

T−(0, t) respectivamente o tempo de ativação dos subsistemas instáveis e estáveis

respectivamente em [0, t) e definimos γ+ = max1≤q≤rγq e γ− = minr+1≤q≤Nγq.

5.6 Resultado auxiliar

Proposição 25 Utilizando as soluções das desigualdades 5.11 definimos a seguinte

função de Lyapunov

V (x(t)) = (x(t))T Px(t), t ≥ 0

Essa função satisfaz as seguintes propriedades:

(i) V x(t) = (x(t))T Px(t) é cont́ınua e suas derivadas ao longo das soluções do

sistema satisfazem:

V̇ (x(t)) =
∂V

∂x
Aix ≤ 2γiV (x(t)) i ≤ r

V̇ (x(t)) ≤ −2γiV (x(t)) i > r

(ii) Existem escalares α2 ≥ α1 > 0 tal que

α1 ‖ x(t) ‖2≤ V (x(t)) ≤ α2 ‖ x(t) ‖2, ∀x(t)εRn, ∀iεP

Demonstração

Para a primeira propriedade basta verificarmos que V̇ x(t) = (ẋ(t))T Px(t) +

(x(t))T Pẋ(t) = (x(t))T AT
i Px(t) + (x(t))T PAix(t) = (x(t))T (AT

i P + PAi)x(t) ⇒

V̇ x(t) ≤ −2γiV x(t).

A segunda propriedade decorre se tomarmos α1 = λmin(P ) e α2 = λmax(P )
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onde λmin(P ), λmax(P ) são respectivamente o menor e o maior autovalor da matriz

positiva definida P , por isso temos

α1 ‖ x(t) ‖2≤ V (x(t)) ≤ α2 ‖ x(t) ‖2 (5.12)

.

5.7 Resultado Principal

Teorema 26 Para λ ∈ (0, γ−) escolhemos um escalar λ∗ ∈ (λ, γ−) arbitrariamente

para propor a seguinte lei de chaveamento:

Seja o sinal de chaveamento σ(t) tal que:

T−(0, t)

T+(0, t)
≥ γ+ + λ∗

γ− − λ∗
(5.13)

acontece para todo t > 0.

Para um conjunto {Ai; iεP}, compacto de matrizes triangulares superiores,

com a lei de chaveamento (5.13) o sistema (5.10) é globalmente exponencialmente

estável com grau de estabilidade λ.

Demonstração

Sejam t1 < t2 < ... < tNσ ≤ t os tempos em que ocorrem os chaveamentos

sobre o intervalo (0, t). Então sabemos pela propriedade (i) que a candidata à

função de Lyapunov por partes satisfaz:

V (x(t)) ≤ e2γ+(t−ti)V (x(t)) σ(ti+1) ≤ r

V (x(t)) ≤ e−2γ−(t−ti)V (x(t)) σ(ti+1) > r
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Iterando as desigualdades de i = 0 a i = Nσ(0, t) para um tempo arbitrário

t > 0 obtemos:

V (x(t)) ≤ e−2γ−T−(0,t)e2γ+T+(0,t)Vσ(0)(x(0))

e pela propriedade (ii) temos

‖ x(t) ‖≤
√

α2

α1

e−γ−T−(0,t)eγ+T+(0,t) ‖ x(0) ‖

Para todo λ < λ− suponhamos que o sistema obedeça a lei de chaveamento

(5.13) sabemos que T−(0,t)
T+(0,t)

≥ γ++λ∗

γ−−λ∗
ocorre para algum λ∗ε(λ, γ−) o que é equiv-

alente a T+(0, t)γ+ − T−(0, t)γ− ≤ −λ∗(T+(0, t) + T−(0, t)) = −λ∗t < −λt, isto

implica que o sistema 5.10 é globalmente exponencialmente estável com grau de

estabilidade λ ,podemos concluir que V (x(t)) = xT Px é uma função de Lyapunov

para o sistema 5.10 quando adotamos a lei de chaveamento (5.13).

5.8 Aplicação: álgebra de Lie solúvel e matrizes comutantes

Sabemos que para um conjunto {Ai; iεP}, compacto de matrizes Hurwitz se

a álgebra de Lie g formada por tais matrizes é solúvel então existe uma função

quadrática comum de Lyapunov para o sistema ẋ(t) = Aσ(t)x(t). Suponhamos en-

tão {Ai; iεP} um conjunto compacto com A1, ..., Ar (r < N) instáveis e as matrizes

restantes são estáveis e a álgebra de Lie g gerada por tais matrizes solúvel .

Existe um conjunto de escalares positivos γ1, γ2, ..., γN tal que Ai−γiI (i ≤ r)

e Ai + γiI (i > r) são matrizes Hurwitz estáveis , como {Ai; iε1, ..., N} é compacto

temos {Ai − γiI, (i ≤ r)}
⋃
{Ai + γiI(i > r)} compacto , como a álgebra de

Lie g é solúvel então g(k) = 0 para k suficientemente grande onde g(1) = g =

span{A1, A2, ..., [A1, A2], ...}, g(2) = g = span{[A1, A2], [A1, [A1, A2]], ...} e g(k) =

[g(k−1), g(k−1)]. Agora desejamos saber o que ocorre com a álgebra de Lie q gerada
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por Ai − γiI (i ≤ r) e Ai + γiI (i > r) .

Sabemos que q(2) = span{[A1− γ1I, A2− γ2], ..., [A1, [A1− γ1I, A2− γ2]], ...}

mas [A1−γ1I, A2−γ2] = A1A2−A2A1, [A1−γ1I, Ar+1+γr+1] = A1Ar+1−Ar+1A1,

[A1 − γ1I, [A1 − γ1I, A2 − γ2]] = A1A1A2 − A1A2A1 − A1A2A1 + A2A1A1

Assim podemos perceber que os brackets de mais alta ordem são iguais aos gerados

por g dessa forma temos q(k) = g(k) para k ≥ 2 então se tivermos g solúvel teremos

q solúvel, pelo teorema de Lie sabemos que existe uma mudança de base tal que

as matrizes acima são tranformadas em triangulares superiores, então existe uma

matriz P tal que as desigualdades (5.11) ocorrem, portanto, podemos definir uma

função comum quadrática de Lyapunov que satisfaz as propriedades da proposição

25 e podemos então estender o teorema 26 para esse caso.

Corolario 27 Para λ ∈ (0, γ−) escolhemos um escalar λ∗ ∈ (λ, γ−) arbitraria-

mente para propor a seguinte lei de chaveamento:

Seja o sinal de chaveamento σ(t) tal que

T−(0, t)

T+(0, t)
≥ γ+ + λ∗

γ− − λ∗
(5.14)

acontece para todo t > 0.

Para um conjunto {Ai; iεP}, compacto se a álgebra de lie gerada por tais

matrizes é solúvel, com a lei de chaveamento (5.14) o sistema (5.10) é globalmente

exponencialmente estável com grau de estabilidade λ.

Demonstração : Análoga ao teorema 26.

Faremos agora o estudo do caso em que as matrizes comutam. Sabemos que

para um conjunto {Ai; iεP} , de matrizes Hurwitz que comutam existe uma função

quadrática comum de Lyapunov para o sistema ẋ(t) = Aσ(t)x(t) .
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Suponhamos então {Ai; iεP} um conjunto compacto com A1, ..., Ar (r < N)

instáveis e as matrizes restantes são estáveis e que as matrizes comutam .

Existe um conjunto de escalares positivos γ1, γ2, ..., γN tais que Ai − γiI

(i ≤ r) e Ai+γiI (i > r) são matrizes Hurwitz estáveis , como as matrizes A1, ..., AN

comutam , desejamos saber o que ocorre com as matrizes Ai−γiI (i ≤ r) e Ai +γiI

(i > r) .

Podemos perceber que se as matrizes Ai comutam temos (Ap + γpI)(Aq +

γqI) = (ApAq + γqAp + γpAq + γpγq) = (AqAp + γpAq + γqAp + γqγp) = (Aq +

γqI)(Ap + γpI)

(Ap +γpI)(Aq−γqI) = (ApAq−γqAp +γpAq−γpγq) = (AqAp +γpAq−γqAp−

γqγp) = (Aq − γqI)(Ap + γpI)

(Ap − γpI)(Aq − γqI) = (ApAq − γqAp − γpAq + γpγq) = (AqAp − γpAq −

γqAp + γqγp) = (Aq − γqI)(Ap − γpI).

Portanto as matrizes Ai−γiI (i ≤ r) e Ai+γiI (i > r) também comutam, por

isso existe uma mudança de base tal que as matrizes acima são tranformadas em

triangulares superiores, então existe uma matriz P tal que as desigualdades (5.11)

ocorrem assim, podemos definir uma função comum quadrática de Lyapunov que

satisfaz as propriedades da proposição 25 e podemos então estender o teorema 26

também para esse caso:

Corolario 28 Para λ ∈ (0, γ−) escolhemos um escalar λ∗ ∈ (λ, γ−) arbitraria-

mente para propor a seguinte lei de chaveamento:

Seja o sinal de chaveamento σ(t) tal que

T−(0, t)

T+(0, t)
≥ γ+ + λ∗

γ− − λ∗
(5.15)

acontece para todo t > 0.

Para um conjunto {Ai; iεP} , compacto se as matrizes comutam, diante da
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lei de chaveamento (5.15) o sistema (5.10) é globalmente exponencialmente estável

com grau de estabilidade λ.

Demonstração :

Análoga ao teorema 26.

Comentários

Podemos perceber a estreita relação entre o fato de as matrizes comutarem

e o fato de a álgebra de Lie ser solúvel, porque em ambos os casos, para a lei de

chaveamento T−(0,t)
T+(0,t)

≥ γ++λ∗

γ−−λ∗
, temos a estabilidade do sistema. Na realidade, como

podemos verificar em [22] o fato de as matrizes comutarem implica a existência

de uma mudança de base tal que todas as matrizes podem ser tranformadas em

triangulares superiores. O mesmo acontece se supusermos a álgebra de Lie solúvel.

Por isso, diante do chaveamento estabelecido acima, essas duas classes de matrizes

se comportam da mesma maneira.
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Caṕıtulo 6

Sistemas lineares com chaveamento

Markoviano

Como mencionado na introdução, o foco principal dessa dissertação é uma

discussão cŕıtica sobre as duas abordagem mais relevantes que tratam do problema

de estabilidade para os sistemas que possuem como mecanismos de chaveamento

uma função constante por partes ou uma cadeia de Markov. Como é nossa intenção

contrapor técnicas utilizadas na teoria clássica de sistemas com chaveamento e as

técnicas utilizadas na teoria de SLSM, é importante, nesse ponto, apresentar o con-

junto de resultados relevantes que estabelecem condições necessárias e suficientes

para estabilidade no sentido da média quadrática dos SLSM, (sistemas lineares com

chaveamento Markoviano). As demonstrações para os resultados aqui apresentados

podem ser encontrados em [45].

No esṕırito de contrapor as duas abordagens mencionadas, é importante

ressaltar nesse ponto 2 vantagens da teoria para o caso de chaveamento Markoviano:

• Possui um conjunto de resultados que fornecem condições necessárias e

suficientes para estabilidade, baseada em condições espectrais de fácil ver-

ificação.

• A teoria vale para o caso do espaço de estado da cadeia de Markov ser

infinito enumerável
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• Os resultados valem para o caso do espaço de estados de x(.) complexo.

6.1 Espaço de Estado da Cadeia de Markov Infinito Enumerável

Definição 29 Para X e Y, espaços de Banach complexos, definimos B(X, Y ) o

conjunto de todos operadores lineares de X em Y . Definimos também Hn,m
1 (re-

spectivamente Hn,m
2 , Hn,m

sup ) o espaço linear formado por todas as sequências de

matrizes complexas V = (V1, V2, ...) com ViεB(Cn, Cm) tal que Σ∞
i=1 ‖ Vi ‖< ∞,

(Σ∞
i=1tr(V

∗
i Vi) < ∞, sup{‖ Vi ‖; i = 1, 2, ...}) . Por simplicidade designaremos

Hn
ı := Hn,n

ı , . Para V = (V1, ...)εHn,n
ı , consideremos as seguintes normas ‖ . ‖ı em

Hn,m
ı :

‖ V ‖1 := Σ∞
i=1 ‖ Vi ‖

‖ V ‖2 := (Σ∞
i=1tr(V

∗
i Vi))

1
2

‖ V ‖sup := sup{‖ Vi ‖ i = 1, 2, ...}

Pode ser verificado que (Hn,m
ı , ‖ . ‖i) e (`n,m

ı , ‖ . ‖i) ı = 1, 2, sup são uni-

formementes homeomórficas. Por isso (Hn,m
ı , ‖ . ‖i) são espaços de Banach e

de fato (Hn,m, ‖ . ‖2) é um espaço de Hilbert com o produto interno dado por

〈V ; S〉 = ΣiεStr(V ∗
i Si)) , para S = (S1, ...) e V = (V1, ...) em (Hn,m, ‖ . ‖2).

Faremos as seguintes considerações:

Seja (Ω,F , P) um espaço de probabilidade completo equipado com os seguintes

objetos:

(i) θ = {(θt,Ft), tεR+} um processo Markoviano homogêneo com trajetórias

cont́ınuas à direita e tomando valores no conjunto S = {1, 2, ...}. Assumi-

mos também
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P (θt+h = j|θt = i) = λijh + o(h), i 6= j

P (θt+h = j|θt = i) = 1 + λiih + o(h), i = j

onde (λii) é a matriz das taxas de transição estácionárias do processo {θ}

com 0 ≤ λi := −λii = Σj;j 6=iλij ≤ ∞ para todo iεS, isto é o processo é

suposto ser conservativo. A notação o(h) denota uma função que satisfaz

limh↓0
o(h)

h
= 0. Definimos Pij(t) := P (θt+s = j|θs = i) , i,j εS e denotamos

pi(t) := P (θt = i) para todo i εS . Note que Pt := (p1(t), ...) satisfaz a

equação de Kolmogorov

dPt

dt
= ΛPt, P0 = P t ∈ R+

onde Λ := (λij)
′. Além disso, assumimos que {(θt,Ft), tεR+} possui como

distribuição inicial {v(i); iεS}.

(ii) x0 : Ω → Cn uma variável aleatória com E[‖ x0 ‖2] < ∞.

Consideremos o seguinte sistema homogêneo:

ẋ(t) = A(θt)x(t), x(0) = x0, θ0 = v, t ∈ R+ (6.1)

onde A(.) é tal que A(θt) = Aj para θt = j , j ∈ S com Aj matriz constante

em B(Cn) , é assumido que A := (A1, ...) ∈ Hn
sup.

Definição 30 Para t ∈ R+

q(t) := E(x(t)) ∈ Cn

Q(t) := E(x(t)x(t)∗) ∈ B(Cn)+.
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Definição 31 Um sistema linear com chaveamento Markoviano é estocasticamente

estavél se para condições iniciais arbitrárias x0 e distribuição inicial arbitrária v,

tivermos:

∫ ∞

0

‖ x(t) ‖2
2 dt < ∞

Definição 32 Um sistema linear com chaveamento Markoviano é estável no sen-

tido da média quadrática (ESMQ) se existem q ∈ Cn e Q ∈ B(Cn)+ tais que para

qualquer condição inicial x0 e distribuição inicial v tivermos:

(a) ‖ q(t)− q ‖→ 0 quando t →∞

(b) ‖ Q(t)−Q ‖→ 0 quando t →∞.

Usaremos também as seguintes notações :

V := Λ′ ⊗ In2 ;

H := diag(Āi ⊕ Ai);

A := V + H

L(.) := (Li(.), ...);

T (.) := (Ti(.), ...);

onde para P = (Pi, ...) ∈ Hn
1 , V = (Vi, ...) ∈ Hn

sup e i ∈ S,

Li(P ) := AiPi + PiA
∗
i + Σ∞

j=1λjiPj;

Ti(V ) := A∗
i Vi + ViAi + Σ∞

j=1λijVj;

6.2 Teoremas e proposições

Proposição 33 As seguintes afirmações são equivalentes

53



(a) O sistema (6.1) é estocasticamente estável de acordo com a definição 31.

(b) Re{λ(L)} < 0.

(c) Re{λ(A)} < 0.

Proposição 34 Se o sistema (6.1) é estocasticamente estável então para todo

S = (S1, ...) ∈ Hn+
sup , existe uma única G = (= G1, ...) ∈ Hn+

sup tal que

T (G) + S = 0 (6.2)

Proposição 35 Se existe G = (G1, ...) ∈ Hn+
sup tal que (6.2) é satisfeita para algum

S = (S1, ...) ∈ Hn+
sup então o sistema (6.1) é estocasticamente estável.

Proposição 36 Se Re{λ(A)} < 0 então o sistema (6.1) possui estabilidade na

média quadrática com q = 0 e Q = 0.

6.3 Resultados para espaço de estados finito

Consideramos agora S = {1, 2, ..., N}. Nesse caso, estabilidade estocástica

é equivalente a estabilidade no sentido da média quadrática (o que não acontece

no caso infinito enumerável). O resultado à seguir fornece um critério espectral de

estabilidade no esṕırito do resultado clássico para sistemas lineares.

Teorema 37 O sistema (6.1) é ESMQ de acordo com a Definição 32 se e somente

se Re{λ(A)} < 0. Além disso, as seguintes condições são equivalentes:

(a) Re{λ(A)} < 0

(b) Re{λ(L)} < 0

(c) Re{λ(A∗)} < 0

(d) Re{λ(T )} < 0

O resultado à seguir engloba o resultado espectral e do tipo Lyapunov.
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Teorema 38 As seguintes afirmativas são equivalentes à ESMQ do sistema (6.1):

(a) Re{λ(A)} < 0.

(b) Re{λ(L)} < 0.

(c) Para algum Gj > 0 ∈ B(Cn), j ∈ S, nós temos Li(G) < 0, i ∈ S.

(d) Para algum Si > 0 ∈ B(Cn), i ∈ S, existe uma única G = (G1, ..., GN),

Gi > 0 ∈ B(Cn), i ∈ S, tal queLi(G) + Si = 0, i ∈ S.

O próximo resultdo será útil para analisarmos o caso de matrizes triangulares

no cenário de chaveamento markoviano. Considere a equação:

ẋ(t) = A(θt)x(t) + B(θt)w(t), x(0) = x0, θ0 = v, t ∈ R+, (6.3)

onde {w(t); t ∈ R+} é uma perturbação em Lm
2 .

Teorema 39 O sistema (6.3) possui estabilidade no sentido da média quadratica,

de acordo com a definição 32, ⇔ Re{λ(A)} < 0.

6.4 Estudo comparativo dos critérios para estabilidade

A estabilidade de cada modo de operação não implica necessariamente a

estabilidade de um sistema com chaveamento. Podemos ter cada modo estável

mas o sistema como um todo não ser instável da mesma forma que podemos ter

cada modo instável e apesar disso o sistema ser estável. Por isso os resultados

que garantem estabilidade diante de qualquer sinal de chaveamento como o que

leva em consideração a álgebra de Lie, a estrutura triangular das matrizes e o das

matrizes que comutam são mais restritos pois precisam que todos os subsistemas

sejam estáveis. Nesta seção fazemos um estudo comparativo dos critérios que

garantem a estabilidade diante de qualquer chaveamento e os que foram analisados

neste caṕıtulo referente ao chaveamento Markoviano.

Além da restrição relativa à estabilidade dos subsistemas, os resultados basea-

dos na álgebra de Lie, a estrutura triangular das matrizes e o das matrizes que co-
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mutam encontrados na literatura são restritos ao caso do espaço de estado finito.

Portanto, para efeito de comparação, no que segue vamos considerar apenas esse

cenário.

Exemplo 40 (Cada modo é instável mas o sistema é estável) Sejam S =

1, 2 , A1 =

 1
2
−1

0 −2

 , A2 =

 −2 −1

0 1
2

 e Λ =

 −β β

β −β


Nesse caso não podemos utilizar o critério de álgebra de Lie, das matrizes triangu-

lares, nem o da comutatividade pois tais resultados têm como hipótese o fato de que

todos os modos de operação são estáveis. Analisaremos portanto, a estabilidade

do sistema através de Re{λ(A)}.

Podemos perceber que cada modo é instável pois A1 e A2 possuem como

autovalores 1/2 e -2 entretanto podemos calcular A = V + H e constatar que

para 0 < β ≤ 1, 33 teremos para algum i Re{λi(A)} > 0 e por isso o sistema

não possui estabilidade na média quadrática. Ao passo que, se β > 1, 34, teremos

Re{λ(A)} < 0, o que assegura a estabilidade na média quadrática para sistemas

com espaço de estados finito.

Exemplo 41 (Cada modo é estável mas todo o sistema pode ser instável)

.

Sejam S = 1, 2 , A1 =

 −1 10

0 −1

 , A2 =

 −1 0

10 −1

 e Λ =

 −β β

β −β


Como as matrizes não comutam não podemos aplicar o teorema da co-

mutatividade. Para utilizarmos o teorema da álgebra de Lie, precisamos ver-

ificar se a mesma é solúvel, já que todos os modos de operação são estáveis,

pois A1 e A2 possuem autovalores com parte real negativa .Tentaremos encon-

trar uma forma de killing não degenerada o que garante a não solubilidade da

álgebra de Lie. Primeiramente, vamos verificar a estabilidade do sistema através

de Re{λ(A)} .Podemos calcular a matriz A e constatar que para 0 < β ≤ 0, 04

temos Re{λ(A)} < 0 mas, para β > 0, 05 temos para algum i Re{λi(A)} > 0 e o

sistema não possui estabilidade média quadrática.
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Vamos verificar se a álgebra de Lie gerada por A1 e A2 é solúvel. Para isso

usaremos o primeiro critério de Cartan que diz que se a forma de killing é nula

para g(2) = [g, g] onde g pertence à álgebra de Lie gerada pelas matrizes A1 e A2

então a álgebra é solúvel. Nesse caso temos:

g(2) = span{

 100 0

0 −100

 ,

 0 −2000

0 0

 ,

 0 0

2000 0

 ,

 0 −400000

0 0

 , ...}

.

Devemos checar se a forma de Killing é nula em g(2) , como a forma de

Killing é bilinear, se encontrarmos uma base para g(2) e um caso onde dois de

seus elementos possuam a forma de Killing não degenerada então a álgebra de Lie

formada pelas matrizes não é solúvel.

Como geradores da subálgebra g(2) podemos ter:

X1 =

 1 0

0 −1

 , X2 =

 0 1

0 0

 e,X3 =

 0 0

1 0

 pois não é dif́ıcil veri-

ficar que span{

 100 0

0 −100

 ,

 0 −2000

0 0

 ,

 0 0

2000 0

 ,

 0 −400000

0 0

 , ...}

pode ser gerado pelas matrizes acima .

Analisaremos agora a forma de Killing entre os elementos da base formada

por X1, X2, X3:

[X1, X2] =

 0 1

0 0

 −

 0 −1

0 0

 =

 0 2

0 0

 = c1
12

 1 0

0 −1

 +

c2
12

 0 1

0 0

 + c3
12

 0 0

1 0

 =

 c1
12 c2

12

c3
12 −c1

12

 ⇒ c2
12 = 2

[X1, X3] =

 0 0

−1 0

 −

 0 0

1 0

 =

 0 0

−2 0

 =

 c1
13 c2

13

c3
13 −c1

13

 ⇒

c3
13 = −2

[X2, X1] =

 0 −2

0 0

 =

 c1
21 c2

21

c3
21 −c1

21

 ⇒ c2
21 = −2
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[X2, X3] =

 1 0

0 0

−
 0 0

0 1

 =

 0 0

0 −1

 =

 c1
23 c2

23

c3
23 −c1

23

 ⇒ c1
23 =

1

[X3, X1] =

 0 0

2 0

 =

 c1
31 c2

31

c3
31 −c1

31

 ⇒ c3
31 = 2

[X3, X2] =

 0 0

0 1

 =

 c1
32 c2

32

c3
32 −c1

32

 ⇒ c1
32 = −1

então temos adX1 =


0 0 0

0 2 0

0 0 −2

 , adX2 =


0 0 1

−2 0 0

0 0 0

 e adX3 =


0 −1 0

0 0 0

2 0 0


onde ad é a representação adjunta definida no apêndice. Temos então K(X1, X2) =

tr(adX1 © adX2) = 4 logo, a álgebra de Lie gerada pelas matrizes A1 e A2 não é

solúvel, dessa forma o critério da álgebra de Lie nada nos diz sobre a estabilidade

do sistema.

Agora, vamos analisar o caso que as matizes são triangulares superiores que,

de certa forma, abrange os casos em que as matrizes comutam ou aquele em que a

álgebra de Lie é solúvel pois em ambos os casos é posśıvel construir uma mudança de

base que as tornem triangulares superiores. No exemplo a seguir, estudaremos um

sistema linear com salto markoviano, formado por matrizes triangulares superiores

estáveis. Neste caso sabemos pelo teorema 18 que o sistema é exponencialmente

estável diante de qualquer lei de chaveamento e podeŕıamos nos perguntar agora

se o sistema será estável no sentido da média quadrática. É o que temos a seguir.

Exemplo 42 (Cada modo é estável e as matrizes são triangulares) .

Sejam S = 1, 2 , A1 =

 b1 c1

0 a1

 , A2 =

 b2 c2

0 a2

 e Λ = [λij] =
[ −α α

β −β

]
,

para α, β ≥ 0. Alternativamente, note que o sistema pode ser escrito na forma:


ẏ(t) = aiy(t),

ẋ(t) = bix(t) + ciy(t), i ∈ {1, 2},
(6.4)
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de onde é posśıvel concluir que:

• Se o sistema (6.4) é ESMQ então o subsistema ẏ(t) = aiy(t) i ∈ {1, 2}

também é ESMQ.

• Caso a componente y seja ESMQ, então y ∈ L2(R+) pode ser considerado

uma perturbação de energia finita no sistema ẋ(t) = bix(t).

Logo, para que (6.4) seja ESMQ, é necessário e suficiente que os sistemas

com saltos

ẏ(t) = aiy(t), ẋ(t) = bix(t) (6.5)

sejam individualmente ESMQ. Através do critério espectral (Teorema 39), o primeiro

desses subsistemas será ESMQ se e somente se a matriz

A1 :=

2a1 − α β

α 2a2 − β


possuir todos seus autovalores no semiplano esquerdo, isto é, se e só se det(A1) >

0 e tr(A1) < 0. Derivando o critério análogo para a componente x, podemos

verificar que (6.4) é ESMQ se e somente se α, β ≥ 0 satisfazem, simultaneamente,

as desigualdades

a1β + a2α < 2a1a2, b1β + b2α < 2b1b2,

α + β > 2 max{a1 + a2, b1 + b2}.

(6.6)

Agora, podemos concluir que:

(i) Caso a1, a2, b1, b2 < 0, então o sistema é ESMQ para quaisquer α, β ≥ 0.

Isto quer dizer que se as matizes forem triangulares superiores e estáveis, o

sistema é ESMQ para quaisquer mecanismos de chaveamento markoviano.

Tal fato vai ao encontro do resultado estabelecido no teorema 18 como era

de se esperar.
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(ii) Caso a1, a2, b1, b2 < 0 não valha, então pelo menos um dos sistemas

ẏ(t) = aiy(t), ẋ(t) = bix(t), i = 1, 2 (6.7)

não é estável, fazendo com que a estabilidade uniforme (i.e., para chavea-

mento arbitrário) do sistema correspondente não se verifique. Apesar disso,

através de chaveamento markoviano ainda é posśıvel que se garanta a

ESMQ do sistema (6.4).

(iii) Podemos perceber então que (6.6) define uma classe de chaveamentos

Markovianos para os quais o sistema (6.4) é ESMQ. Isto é, (6.6) corre-

sponde a uma condição suficiente para a ESMQ.

Podemos fazer agora uma interpretação dos resultados obtidos via funções

de Lyapunov.

(i) Caso a1, a2, b1, b2 < 0, então existe uma função comum de Lyapunov para

ambos os sistemasẋ

ẏ

 =

b1 c1

0 a1


x

y

 ,

ẋ

ẏ

 =

b2 c2

0 a2


x

y

 ,

o que garante a estabilidade global, exponencial, e uniforme (com respeito a

chaveamento arbitrário) do sistema com chaveamento correspondente. Em

particular, como vimos, isto também garante a ESMQ do sistema (6.4).

(ii) Caso um dos sistemas em (6.7) não seja individualmente estável, então

não existe uma função comum de Lyapunov. No entanto, a existência de

funções de Lyapunov acopladas, tal como aquela estudada em [84], ainda

é capaz de garantir a ESMQ do sistema.

Podemos chegar a conclusão semelhante para o caso de dimensão 3, levando

em consideração que a soma de 2 processos em L2(R+) também é L2(R+).
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Caṕıtulo 7

Design com chaveamento Markoviano:

Alguns resultados

Introduzimos a estrutura da cadeia de Markov como sinal de chaveamento

nos resultados sobre design, e obtemos em nossos resultados, tempos de habitação

no sentido estocástico, que permitem garantir a estabilidade do sistema.

7.1 Notação e Preliminares

Seja (Ω,F , P ) um espaço completo de probabilidade equipado com o filtro

{Ft, t ∈ R+}, que satisfaz as usuais hipóteses de continuidade à direita, contendo

os seguintes objetos:

(i) σ = {(σ(t),Ft), t ∈ R+} um processo Markoviano homogêneo com tra-

jetórias continuas à direita tomando valores em um conjunto finito P =

{1, 2, ..., N − 1, N}. Assumimos também:

P (σ(t + h) = j|σ(t) = i) = λijh + o(h) i 6= j

P (σ(t + h) = j|σ(t) = i) = 1 + λiih + o(h) i = j

onde [(λij)] = Λ é a matriz das taxas de transição de σ(t) com λij ≥ 0,

i 6= j e −λii =
∑

i6=j λij para todo i ∈ P e o(h) é uma função que satisfaz
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limh→0
o(h)

h
= 0. Definimos Pij(t) = P (σ(t + s) = j|σ(s) = i), i, j ∈ P e

denotemos Pi(t) = P (σ(t) = i), i ∈ P . Note que Pt = (P1(t), ..., PN(t))

e satisfaz a equação de Kolmogorov forward dPt

dt
= ΛPt, P0 = P t ∈ R+,

onde Λ = [(λij)].

(ii) x0 constante.

7.2 Chaveamento markoviano em subsistemas estáveis

Estabelecemos condições suficientes para estabilidade em sistemas lineares

com chaveamento Markoviano considerando todos os subsistemas estáveis através

de funções de Lyapunov por partes e tempo médio de habitação no sentido estocás-

tico. Por fim, estendemos o resultado para uma famı́lia de sistemas não lineares.

7.2.1 Sistemas Lineares I

Definimos o seguinte sistema linear com chaveamento Markoviano

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), x(t0) = x0 (7.1)

onde x(t) ∈ Rn, t0 ≥ 0 é o tempo inicial e σ(t) : [t0,∞) −→ P é o sinal de

chaveamento.

Assumimos todos os subsistemas estáveis em (7.1) e N > 1. Considerando

A1, ..., AN matrizes n×n estáveis, então existe um conjunto de escalares γi tal que

Ai + γiI são estáveis e existem matrizes Q1, Q2, ..., QN tais que

(Ai + γiI)T Qi + Qi(Ai + γiI) < 0 (7.2)

acontece para todo i.

Sejam os tempos de chaveamento de σ(t) denotados por ti, i = 1, 2, ... e

t0 = 0, por convenção, e além disso Nσ(0, t) o número de chaveamentos no inter-

valo [0, t) onde t > 0. Definimos também γ− = mini∈Pγi .
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Diante das definições acima, utilizaremos os seguintes resultados auxiliares a

fim de encontrarmos condições suficientes para estabilidade do sistema (7.1).

7.2.2 Resultados Auxiliares I

A proposição a seguir visa demonstrar algumas propriedades da função de

Lyapunov por partes abaixo definida.

Proposição 43 Definimos a seguinte função de Lyapunov por partes:

Vσ(t)(x(t)) = (x(t))T Qσ(t)x(t), t ≥ 0 (7.3)

onde Qσ(t) varia entre as soluções Qi´s da desigualdade (7.2). Essas funções satis-

fazem as seguintes propriedades:

(i) Cada Vi(x(t)) = (x(t))T Qix(t) é cont́ınua e suas derivadas ao longo das

soluções do sistema satisfazem

V̇i(x(t)) = ∂Vi

∂x
Aix ≤ −2γiVix(t).

(ii) Existem escalares α2 ≥ α1 > 0 tal que α1 ‖ x(t) ‖2≤ Vi(x(t)) ≤ α2 ‖

x(t) ‖2, ∀x(t) ∈ Rn, ∀i ∈ P .

(iii) Existe uma constante µ ≥ 1 tal que Vi(x(t)) ≤ µVj(x(t)) ∀x(t) ∈ Rn,

∀i ∈ P .

Demonstração:

Para a primeira propriedade, basta verificarmos que
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V̇ix(t) = (ẋ(t))T Qix(t) + (x(t))T Qiẋ(t)

= (x(t))T AT
i Qix(t) + (x(t))T QiAix(t)

= (x(t))T (AT
i Qi + QiAi)x(t)

≤ −2γiVix(t) (7.4)

A segunda propriedade decorre se tomarmos α1 = infi∈P γm(Qi) e α2 =

supi∈P γM(Qi) onde γm(Qi), γM(Qi) são, respectivamente, o menor e o maior au-

tovalor da matriz positiva definida Qi. Assim temos

α1 ‖ x(t) ‖2≤ Vix(t) ≤ α2 ‖ x(t) ‖2 .

A terceira propriedade pode ser verificada se tomarmos µ = supi,k∈P
γM (Qi)
γm(Qk)

.

Proposição 44 Nσ(0, t) é um processo de Poisson não-homogêneo com taxa
∑N

i=1

∑
i6=j λijPi(t).

Demonstração:

Podemos perceber que Nσ é um processo de contagem. Vamos verificar suas

propriedades:

(i) Nσ(t0, t) ≥ 0 (o sistema pode permanecer no subsistema inicial ou efetuar

chaveamento).

(ii) Nσ(t0, t) está definido nos inteiros.

(iii) Se s < t então Nσ(0, s) ≤ Nσ(0, t). Isto porque de s a t o sistema pode

permanecer em um mesmo subsistema ou efetuar chaveamento.

(iv) Para s < t temos Nσ(0, t) − Nσ(0, s) = Nσ(s, t). Podemos verificar pela

definição de Nσ(0, t) que Nσ(0, t)−Nσ(0, s) é o número de chaveamentos

em (s, t).
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(v) Assumindo P (Nσ(0, h) ≥ 2) = o(h), o que de fato é razoável já que a

probabilidade de o sistema efetuar mais que um chaveamento em um in-

finitésimo de tempo pode ser assumida de ordem o(h).

Obteremos a função de probabilidade do processo Nσ.

P (Nσ(0, t + h) = i + 1|Nσ(0, t) = i) = P ({σ(t) = 1} ∩ {σ(t + h) 6= 1})

+ P ({σ(t) = 2} ∩ {σ(t + h) 6= 2}) + ...

+ P ({σ(t) = N} ∩ {σ(t + h) 6= N})

=
N∑

i=1

(P{σ(t) = i ∩ σ(t + h) 6= i})

=
N∑

i=1

P{σ(t) = i}(P{σ(t + h) 6= i|σ(t) = i}) (7.5)

mas P{σ(t) = i} = Pi(t), que é solução da equação diferencial Ṗ = ΛP , isto é,

Pi(t) = eΛtPi(0).

Resta obter P{σ(t + h) 6= i|σ(t) = i}. Mas P{σ(t + h) 6= i|σ(t) = i} =∑
i6=j P{σ(t + h) = j|σ(t) = i}.

Como σ(t) é um processo Markoviano cuja matriz de taxas de transição é

dada por Λ = [(λij)] temos
∑

i6=j P{σ(t + h) = j|σ(t) = i} =
∑

i6=j λijh + o(h).

Substituindo em (7.5) temos

P (Nσ(0, t + h) = i + 1|Nσ(0, t) = i) =
N∑

i=1

Pi(t)(
∑
i6=j

λij)h + o(h)

= (
N∑

i=1

∑
i6=j

λijPi(t))h + o(h)

Portanto conclúımos que Nσ é um processo de Poisson não homogêneo com

taxa (
∑N

i=1

∑
i6=j λijPi(t)).
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7.2.3 Resultado principal I

O teorema a seguir estabelece condição de suficiência para estabilidade do

sistema (7.1).

Teorema 45 O sistema com chaveamento Markoviano (7.1) é estocasticamente

estável se −
∑N

k=1 λkk < 2γ−

(µ−1)
.

Demonstração

Sejam t1 < t2 < ... < tNσ(0,t)
≤ t os tempos em que ocorrem os chaveamentos

sobre o intervalo (0, t). Então sabemos pela propriedade (i) da Proposição 43 acima

que para t ∈ [ti, ti+1) a candidata à função de Lyapunov por partes satisfaz

Vσ(ti)(x(t)) ≤ e−2γ−(t−ti)Vσ(ti)(x(ti)).

Notando que Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µVσ(ti)(x(ti+1)) se verifica, de acordo com a

propriedade (iii) da Proposição 43 e Vσ(ti)(x(ti+1)) ≤ e−2γ−(ti+1−t)Vσ(ti)(x(t)) temos

Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µe−2γ−(ti+1−ti)Vσ(ti)(x(ti)).

Iterando a última desigualdade de i = 0 a i = Nσ(0, t) para um tempo

arbitrário t > 0 obtemos

Vσ(t)(x(t)) ≤ µNσ(0,t)e−2γ−(t)Vσ(0)(x(0))

e pela propriedade (ii) da Proposição 43 temos

‖ x(t) ‖≤
√

α2

α1

e−γ−(t)+ lnµ
2

Nσ(0,t) ‖ x(0) ‖ .
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Além disso,

‖ x(t) ‖2
2 = E(‖ x(t) ‖2)

≤ c ‖ x0 ‖2 E(elnµNσ(0,t)−2γ−t)

= c ‖ x0 ‖2 e−2γ−tE(elnµNσ(0,t)) (7.6)

onde c = α2

α1
. Mas,

E(elnµNσ(0,t)) =
∞∑

k=0

elnµkP (Nσ(0, t) = k).

Sabemos que P (Nσ(0, t) = k) = e−m(t)(m(t))k

k!
onde m(t) :=

∫ t

0

∑N
k=1

∑
j 6=k λkjPk(y)dy,

pois Nσ é um processo de Poisson não-homogêneo com taxa
∑N

i=1

∑
i6=j λijPi(t).

Então

E(elnµNσ(0,t)) =
∞∑

k=0

(elnµk)P (Nσ(0, t) = k)

=
∞∑

k=0

elnµk e−m(t)m(t)k

k!

=
∞∑

k=0

elnµk−m(t)m(t)k

k!

= e(µ−1)m(t).

(7.7)

Substituindo em (7.6)
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‖ x(t) ‖2
2 = E(‖ x(t) ‖2)

≤ c ‖ x0 ‖2 e−2γ−tE(elnµNσ(0,t))

= c ‖ x0 ‖2 e−2γ−te(µ−1)m(t).

Mas m(t) =
∫ t

0

∑N
k=1

∑
j 6=k λkjPk(y)dy ≤

∫ t

0

∑N
k=1

∑
j 6=k λkjdy = −

∑N
k=1 λkkt.

Portanto temos

‖ x(t) ‖2
2 = E(‖ x(t) ‖2)

≤ c ‖ x0 ‖2 e−2γ−(t)e(µ−1)m(t)

≤ c ‖ x0 ‖2 e−2γ−(t)e(µ−1)(−
PN

k=1 λkkt)

= c ‖ x0 ‖2 e−2γ−(t)+(µ−1)(−
PN

k=1 λkkt)

= c ‖ x0 ‖2 e(−2γ−−
PN

k=1 λkk(µ−1))t.

Por hipótese −
∑N

k=1 λkk < 2γ−

(µ−1)
o que implica −2γ−−

∑N
k=1 λkk(µ− 1) < 0

portanto E(‖ x(t) ‖2) < ∞ e o sistema (7.1) é estocasticamente estável.

Comentário

Podemos verificar que a condição −
∑N

k=1 λkk ≤ 2γ−

(µ−1)
se aproxima, intuitiva-

mente, do sentido de tempo médio de habitação dos sistemas determińısticos já que

o tempo esperado de permanência em um subsistema i a longo prazo é o inverso da

taxa −λii. Além disso, γ− está relacionado à quão robusto é o sistema, i.e, quanto

maior é γ− maior é a perturbação que podemos efetuar em cada subsistema sem

que nenhum subsitema perca a estabilidade e, de acordo com a hipótese podemos

observar que quanto maior é γ− menor é o tempo de permanência necessário de

modo a garantir a estabilidade.

No caso de sistemas não lineares podemos estender o teorema da seção 7.2.3,

sendo necessário impor a existência de funções de Lyapunov por partes com as
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devidas hipóteses, como veremos a seguir.

7.2.4 Sistemas não-lineares I

Consideremos o seguinte sistema com chaveamento markoviano

ẋ = fσ(t)(x) (7.8)

onde as funções fσ : Rn → Rn são localmente Lipschitz, fσ(0) = 0 e σ(t) satisfaz

as hipóteses estabelecidas na seção 7.1.

Teorema 46 Suponhamos que existam funções continuamente diferenciáveis Vi :

Rn → R+ , i ∈ P , números reais γi ∈ R e µ > 1 tais que:

(i) Cada Vi(x(t)) é cont́ınua e suas derivadas ao longo das soluções do sistema

satisfazem:

V̇i(x(t)) = ∂Vi

∂x
fi(x) ≤ −2γiVi(x(t))

(ii) Existem escalares α2 ≥ α1 > 0 tal que α1 ‖ x(t) ‖2≤ Vi(x(t)) ≤ α2 ‖

x(t) ‖2 , ∀x(t) ∈ Rn , ∀i ∈ P .

(iii) Existe uma constante µ ≥ 1 tal que Vix(t) ≤ µVjx(t) ∀x(t) ∈ Rn , ∀i ∈ P .

O sistema com chaveamento markoviano 7.8 é estocasticamente estável para

−
∑N

k=1 λkk < 2γ−

(µ−1)

Demonstração :

Sejam t1 < t2 < ... < tNσ(0,t)
≤ t os tempos em que ocorrem os chaveamentos

sobre o intervalo (0, t) e γ− = mini∈Pγi. Então sabemos por hipótese que para

t ∈ [ti, ti+1) a candidata à função de Lyapunov por partes satisfaz:

Vσ(ti)(x(t)) ≤ e−2γ−(t−ti)Vσ(ti)(x(ti))
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Notando que Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µVσ(ti)(x(ti+1)) se verifica, de acordo com a

hipótese iii e Vσ(ti)(x(ti+1)) ≤ e−2γ−(ti+1−t)Vσ(ti)(x(t)) temos

Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µe−2γ−(ti+1−ti)Vσ(ti)(x(ti))

Iterando a última desigualdade de i = 0 a i = Nσ(0, t) para um tempo

arbitrário t > 0 obtemos:

Vσ(t)(x(t)) ≤ µNσ(0,t)e−2γ−(t)Vσ(0)(x(0))

e pela hipótese (ii) temos

‖ x(t) ‖≤
√

α2

α1

e−γ−(t)+ lnµ
2

Nσ(0,t) ‖ x(0) ‖

Para calcularmos ‖ x(t) ‖2
2 precisamos calcular E(‖ x(t) ‖2).

E(‖ x(t) ‖2)

≤ c ‖ x0 ‖2 E(elnµNσ(0,t)−2γ−t)

= c ‖ x0 ‖2 e−2γ−tE(elnµNσ(0,t)) (7.9)

onde c = α2

α1
.

Mas E(elnµNσ(0,t)) =
∑∞

k=0 elnµkP (Nσ(0, t) = k) .

Por outro lado sabemos que P (Nσ(0, t) = k) = e−m(t)m(t)k

k!
onde m(t) =∫ t

0

∑N
k=1

∑
j 6=k λkjPk(y)dy pois Nσ é um processo de Poisson não homogêneo com

taxa (
∑N

i=1

∑
i6=j λijPi(t)), então
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E(elnµNσ(0,t)) =
∞∑

k=0

(elnµk)P (Nσ(0, t) = k)

=
∞∑

k=0

elnµk e−m(t)m(t)k

k!

=
∞∑

k=0

elnµk−m(t)m(t)k

k!
= e(µ−1)m(t)

Substituindo em (7.9)

E(‖ x(t) ‖2) ≤ c ‖ x0 ‖2 e−2γ−tE(elnµNσ(0,t))

= c ‖ x0 ‖2 e−2γ−te(µ−1)m(t) (7.10)

Mas m(t) =
∫ t

0

∑N
k=1

∑
j 6=k λkjPk(y)dy ≤

∫ t

0

∑N
k=1

∑
j 6=k λkjdy = −

∑N
k=1 λkkt,

substituindo em (7.10) temos

E(‖ x(t) ‖2) ≤ c ‖ x0 ‖2 e−2γ−(t)e(µ−1)m(t)

≤ c ‖ x0 ‖2 e−2γ−(t)e(µ−1)(−
PN

k=1 λkkt)

= c ‖ x0 ‖2 e−2γ−(t)+(µ−1)(−
PN

k=1 λkkt)

= c ‖ x0 ‖2 e(−2γ−−
PN

k=1 λkk(µ−1))t

Por hipótese temos −
∑N

k=1 λkk < 2γ−

(µ−1)
o que implica −2γ−−

∑N
k=1 λkk(µ−

1) < 0 portanto E(‖ x(t) ‖2) < ∞ e o sistema (7.8) é estocasticamente estável.

7.3 Chaveamento Markoviano em subsistemas instáveis

Como na seção anterior, estudaremos aqui o comportamento de uma coleção

de sistemas instáveis utilizando as ferramentas de design: funções de Lyapunov

por partes e tempo médio de habitação. Surpreendentemente, as ferramentas de

design se mostram ineficazes e incapazes de produzir critérios para estabilidade
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quando se trata de todos modos instáveis.

Definimos o seguinte sistema linear com chaveamento Markoviano

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), x(t0) = x0 (7.11)

onde x(t) ∈ Rn, t0 ≥ 0 é o tempo inicial e σ(t) : [t0,∞) −→ P é o sinal de

chaveamento.

Assumimos todos os subsistemas instáveis em (7.11) e N > 1.

Considerando A1, ..., AN matrizes n × n estáveis, então existe um conjunto

de escalares γi tal que Ai − γiI são estáveis e existem matrizes Q1, Q2, ..., QN tais

que

(Ai − γiI)T Qi + Qi(Ai − γiI) < 0 (7.12)

acontece para todo i.

Sejam os tempos de chaveamento de σ denotados por ti, i = 1, 2, ..., t0 = 0,

por convenção, e Nσ(0, t) o número de chaveamentos no intervalo [0, t) onde t > 0.

Definimos γ+ = maxi∈Pγi .

Diante das definições acima, utilizaremos o seguinte resultado auxiliar, jun-

tamente com (44) a fim de encontrarmos condições suficientes para estabilidade do

sistema (7.11).

7.3.1 Função de Lyapunov e subsistemas instáveis

A proposição a seguir visa demonstrar algumas propriedades da função de

Lyapunov por partes abaixo definida.

Proposição 47 Definimos a seguinte função de Lyapunov por partes:

Vσ(t)x(t) = (x(t))T Qσ(t)x(t), t ≥ 0 (7.13)
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onde Qσ(t) varia entre as soluções Qi´s da desigualdade (7.12). Essas funções

satisfazem as seguintes propriedades:

(i) Cada Vix(t) = (x(t))T Qix(t) é cont́ınua e suas derivadas ao longo das

soluções do sistema satisfazem

V̇ix(t) = ∂Vi

∂x
Aix ≤ 2γiVix(t).

(ii) Existem escalares α2 ≥ α1 > 0 tal que α1 ‖ x(t) ‖2≤ Vix(t) ≤ α2 ‖ x(t) ‖2,

∀x(t) ∈ Rn, ∀i ∈ P .

(iii) Existe uma constante µ ≥ 1 tal que Vix(t) ≤ µVjx(t) ∀x(t) ∈ Rn, ∀i ∈ P .

Demonstração:

Para a primeira propriedade, basta verificarmos que

V̇ix(t) = (ẋ(t))T Qix(t) + (x(t))T Qiẋ(t)

= (x(t))T AT
i Qix(t) + (x(t))T QiAix(t)

= (x(t))T (AT
i Qi + QiAi)x(t)

≤ 2γiVix(t) (7.14)

A segunda propriedade decorre se tomarmos α1 = infi∈P γm(Qi) e α2 =

supi∈P γM(Qi) onde γm(Qi), γM(Qi) são, respectivamente, o menor e o maior au-

tovalor da matriz positiva definida Qi. Assim temos

α1 ‖ x(t) ‖2≤ Vix(t) ≤ α2 ‖ x(t) ‖2 .

A terceira propriedade pode ser verificada se tomarmos µ = supi,k∈P
γM (Qi)
γm(Qi)

.
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7.3.2 Comportamento de E(‖ x(t) ‖2)

Faremos aqui o estudo da solução do sistema (7.11) da mesma maneira que

estudamos o caso em que todas os subsistemas eram estáveis e conclúıremos que

não é posśıvel obter uma limitação para E(‖ x(t) ‖2), por isso não é posśıvel

estabelecer critérios para estabilidade estocástica.

Sejam t1 < t2 < ... < tNσ(0,t)
≤ t os tempos em que ocorrem os chaveamento

sobre o intervalo (0, t). Então sabemos pela propriedade (i) da Proposição 47 acima

que para t ∈ [ti, ti+1) a candidata à função de Lyapunov por partes satisfaz

Vσ(ti)(x(t)) ≤ e2γ+(t−ti)Vσ(ti)(x(ti)).

Notando que Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µVσ(ti)(x(ti+1)) se verifica, de acordo com a

propriedade (iii) da Proposição 43 e Vσ(ti)(x(ti+1)) ≤ e2γ+(ti+1−t)Vσ(ti)(x(t)) temos

Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µe2γ+(ti+1−ti)Vσ(ti)(x(ti)).

Iterando a última desigualdade de i = 0 a i = Nσ(0, t) para um tempo

arbitrário t > 0 obtemos

Vσ(t)(x(t)) ≤ µNσ(0,t)e2γ+(t)Vσ(0)(x(0))

e pela propriedade (ii) da Proposição 43 temos

‖ x(t) ‖≤
√

α2

α1

eγ+(t)+ lnµ
2

Nσ(0,t) ‖ x(0) ‖ .
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Além disso,

‖ x(t) ‖2
2 = E(‖ x(t) ‖2)

≤ c ‖ x0 ‖2 E(elnµNσ(0,t)+2γ+t)

= c ‖ x0 ‖2 e2γ+tE(elnµNσ(0,t)) (7.15)

onde c = α2

α1
. Mas,

E(elnµNσ(0,t)) =
∞∑

k=0

elnµkP (Nσ(0, t) = k).

Sabemos que P (Nσ(0, t) = k) = e−m(t)(m(t))k

k!
onde m(t) :=

∫ t

0

∑N
k=1

∑
j 6=k λkjPk(y)dy,

pois Nσ é um processo de Poisson não-homogêneo com taxa
∑N

i=1

∑
i6=j λijPi(t).

Então

E(elnµNσ(0,t)) =
∞∑

k=0

(elnµk)P (Nσ(0, t) = k)

=
∞∑

k=0

elnµk e−m(t)m(t)k

k!

=
∞∑

k=0

elnµk−m(t)m(t)k

k!

= e(µ−1)m(t).

(7.16)

Substituindo em (7.15)

‖ x(t) ‖2
2 = E(‖ x(t) ‖2)

≤ c ‖ x0 ‖2 e2γ+tE(elnµNσ(0,t))

= c ‖ x0 ‖2 e2γ+te(µ−1)m(t).
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Como m(t) =
∫ t

0

∑N
k=1

∑
j 6=k λkjPk(y)dy ≥ 0 podemos perceber que (µ −

1)m(t) ≥ 0 e portanto E(‖ x(t) ‖2) é ilimitada e, dessa forma, não podemos

concluir nada a respeito da estabilidade estocástica do sistema (7.11).

Conclúımos que para o sistema composto todos os subsistemas instáveis a

aplicação dos conceitos da teoria de design não fornece um tempo de permanên-

cia que assegure a estabilidade, como também não fornecia no caso de chavea-

mento determińıstico, entretanto, há casos em que mesmo composto por todos os

susbsistemas instáveis o sistema pode ser estabilizado diante de um determinado

chaveamento [45].

7.4 Exemplos de aplicação dos critérios de estabilidade

Faremos agora um estudo de estabilidade diante das conclusões obtidas neste

caṕıtulo e dos resultados de [45] em dois casos, primeiramente considerando todos

os subsistemas estáveis e posteriormente com todos instáveis.

7.4.1 Subsistemas estáveis

Consideremos o sistema com chaveamento cujos modos de operação são dados

pelas matrizes: A1 =

 −1 10

0 −1

 , A2 =

 −1 0

10 −1

 e a matriz de taxas de

transição dada por Λ =

 −0, 02 0, 02

0, 02 −0, 02

.

Ao calcularmos Re{λ(A)} obtemos Re{λ(A)} = −0, 0263 e, portanto, o

sistema é estocasticamente estável.

De acordo com o critério estabelecido no teorema 45 para se garantir a esta-

bilidade, uma condição suficiente é −
∑N

k=1 λkk ≤ 2γ−

(µ−1)
. Podemos computar γ− e

µ utilizando ferramentas computacionais para LMI´s. Dessa forma, γ− = 0, 001 e

µ = 46, 7361 portanto para uma matriz Λ1 =

 −α1 α1

α2 −α2

 tal que, α1 + α2 ≤

0,002
46,7361

o critério definido em 45 nos fornece a estabilidade do sistema mas, no caso

da matriz Λ temos α1 + α2 = 0, 04 > 0,002
46,7361

assim, o critério definido em 45 nada
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nos diz sobre a estabilidade do sistema.

7.4.2 Subsistemas instáveis

Consideremos agora, o sistema com chaveamento cujos modos de operação

são dados pelas matrizes: A1 =

 1
2
−1

0 −2

 , A2 =

 −2 −1

0 1
2

 e a matriz de

taxas de transição dada por Λ =

 −2 2

2 −2

.

Para esse sistema temos Re{λ(A)} = −0, 2984. Portanto, o sistema é es-

tocasticamente estável. Mas, como vimos através da aplicação dos conceitos de

funções de Lyapunov por partes e tempo médio de habitação não obtemos um

critério para a estabilidade do sistema.

7.5 Chaveamento Markoviano em subsistemas estáveis e instáveis

Como nos resultados obtidos para uma coleção de subsistemas estáveis, es-

tabelecemos aqui condições suficientes para estabilidade em sistemas lineares com

chaveamento Markoviano considerando subsistemas estáveis e instáveis e aplicamos

o resultado alcançado aos sistemas não lineares.

7.5.1 Sistemas lineares II

Diante das considerações feitas em 7.1 definimos o seguinte sistema linear

com chaveamento Markoviano:

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), x(t0) = x0 (7.17)

onde x(t) ∈ Rn, t0 ≥ 0 é o tempo inicial e σ(t) : [t0,∞) −→ P é o sinal de

chaveamento.

Assumimos A1, ..., Ar (r < N) são instáveis e as matrizes restantes são es-

táveis em (7.17) e N > 1.

Considerando A1, ..., Ar (r < N) são instáveis e as restantes são estáveis,
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então existe um conjunto de escalares γi tal que Ai− γiI (i ≤ r) e Ai + γiI (i > r)

são estáveis, então existem matrizes Q1, Q2, ..., QN tais que as desigualdades abaixo

ocorrem:

(Ai − γiI)T Qi + Qi(Ai − γiI) < 0, i ≤ r

(Ai + γiI)T Qi + Qi(Ai + γiI) < 0, i > r (7.18)

Denotemos os tempos de chaveamento de σ por ti, i = 1, 2, ... e t0 = 0

por convenção. Definimos Nσ(0, t), o número de chaveamentos no intervalo [0, t)

onde t > 0, T+(0, t), o tempo total de ativação dos sistemas instáveis, T−(0, t)

o tempo total de ativação dos estáveis no intervalo [0, t), γ+ = max1≤q≤rγq e

γ− = minr<q≤Nγq.

Utilizaremos os resultados a seguir para encontrarmos condições suficientes

de estabilidade do sistema (7.17).

7.5.2 Resultados Auxiliares II

Utilizaremos a proposição a seguir para demonstrar algumas propriedades da

função de Lyapunov por partes abaixo definida.

Proposição 48 Definimos a seguinte função de Lyapunov por partes:

Vσ(t)x(t) = (x(t))T Qσ(t)x(t), t ≥ 0 (7.19)

onde Qσ(t) varia entre as soluções Qi´s da desigualdade (7.18). Essas funções

satisfazem as seguintes propriedades:

(i) Cada Vi(x(t)) = (x(t))T Pix(t) é cont́ınua e suas derivadas ao longo das

soluções do sistema satisfazem
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V̇i(x(t)) =
∂Vi

∂x
Aix ≤ 2γiVi se i ≤ r

V̇i(x(t)) ≤ −2γiVi(x(t)) se i > r

(ii) Existem escalares α2 ≥ α1 > 0 tal que α1 ‖ x(t) ‖2≤ Vi(x(t)) ≤ α2 ‖

x(t) ‖2, ∀x(t)εRn, ∀iεP .

(iii) Existe uma constante µ ≥ 1 tal que Vi(x(t)) ≤ µVj(x(t)) ∀x(t)εRn , ∀iεP .

Demonstração :

Para a primeira propriedade, basta verificarmos que

V̇ix(t) = (ẋ(t))T Qix(t) + (x(t))T Qiẋ(t)

= (x(t))T AT
i Qix(t) + (x(t))T QiAix(t)

= (x(t))T (AT
i Qi + QiAi)x(t)

⇒

V̇i(x(t)) ≤ 2γiVi(x(t)) se i ≤ r

V̇i(x(t)) ≤ −2γiVi(x(t)) se i > r (7.20)

A segunda propriedade decorre se tomarmos α1 = infiεPγm(Qi) e α2 =

supiεPγM(Qi) onde γM(Qi), γm(Qi) são respectivamente maior e o menor autovalor

da matriz positiva definida Qi, por isso temos

α1 ‖ x(t) ‖2≤ Vi(x(t)) ≤ α2 ‖ x(t) ‖2

A terceira propriedade pode ser verificada se tomarmos µ = supi,kεP
γM (Qi)
γm(Qi)

.

Utilizaremos também a proposição 44 da seção 7.2.2.
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7.5.3 Resultado principal II

O seguinte teorema estabelece condições suficientes para estabilidade do sis-

tema 7.17.

Teorema 49 O sistema 7.17 é estocásticamente estável se

• (i)

−
N∑

i=1

λkk ≤
2γ−

(µ2 − 1)

• (ii) ∃ uma função w(t) tal que limt→∞w(t) = 0 e E(e4(γ++γ−)T+(0,t)) ≤ w(t)

Demonstração :

Sejam t1 < t2 < ... < tNσ(0,t)
≤ t os tempos em que ocorrem os chaveamento

sobre o intervalo (0, t). Então sabemos pela propriedade i da Proposição 48 para

tε[ti, ti+1) a candidata à função de Lyapunov por partes satisfaz:

Vσ(ti)(x(t)) ≤ e2γ+(t−ti)Vσ(ti)(x(ti)) se σ(ti+1) ≤ r

Vσ(ti)(x(t)) ≤ e−2γ−(t−ti)Vσ(ti)(x(ti)) se σ(ti+1) > r

Notando pela propriedade iii da Proposição 48 que Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µVσ(ti)(x(ti+1))

se verifica para todo x(ti+1), como

Vσ(ti)(x(ti+1)) ≤ e2γ+(ti+1−t)Vσ(ti)(x(t)) se σ(ti+1) ≤ r

Vσ(ti)(x(ti+1)) ≤ e−2γ−(ti+1−t)Vσ(ti)(x(t)) se σ(ti+1) > r

temos:

Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µe2γ+(ti+1−ti)Vσ(ti)(x(ti)) se σ(ti+1) ≤ r

Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µe−2γ−(ti+1−ti)Vσ(ti)(x(ti)) se σ(ti+1) > r
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Iterando as desigualdades de i = 0 a i = Nσ(0, t) para um tempo arbitrário

t > 0 obtemos:

Vσ(t)(x(t)) ≤ µNσ(0,t)e2γ+T+(0,t)−2γ−T+(0,t)Vσ(0)(x(0))

e pela propriedade ii da Proposição 48 temos

‖ x(t) ‖≤
√

α2

α1

e−γ−T−+γ+T++ lnµ
2

Nσ(0,t) ‖ x(0) ‖ (7.21)

Precisamos calcular ‖ x(t) ‖2
2= E(‖ x(t) ‖2). Pela desigualdade (7.24) temos:

E(‖ x(t) ‖2) ≤ kE(elnµNσ(0,t)+2γ+T+(0,t)−2γ−T−(0,t))

onde k = α2

α1
‖ x0 ‖2 mas

E(elnµNσ(0,t)+2γ+T+(0,t)−2γ−T−(0,t)) = E(elnµNσ(0,t)+2γ+T+(0,t)−2γ−(t−T+(0,t)))

= e−2γ−tE(e(2γ++2γ−)T+(0,t)+lnµNσ(0,t))

≤ e−2γ−t
√

E(e2lnµNσ(0,t))
√

E(e(4(γ++γ−))T+(0,t)) (7.22)

de acordo com a desigualdade de Cauchy.

Vamos analisar
√

E(e2lnµNσ(0,t))

E(e2lnµNσ(0,t)) =
∞∑

k=0

e2lnµke−(m(t)) (m(t))k

k!

= e−(m(t))eµ2((m(t)))

= e(µ2−1)((m(t)))
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onde (m(t)) =
∫ t

0

∑N
i=0

∑
p6=i λpiPi(s)ds ≤

∫ t

0

∑N
i=0

∑
p6=i λpids <

∑N
i=0

∑
p6=i λpit

Então

√
E(e2lnµNσ(0,t)) =

√
e(µ2−1)(m(t))

≤
√

e(µ2−1)(
PN

i=0

P
p 6=i λpit)

≤ e(µ2−1)(
PN

i=0

P
p 6=i λpit)

Substituindo em (7.22) temos

E(elnµNσ(0,t)+2γ+T+(0,t)−2γ−T−(0,t)) ≤ e−2γ−t
√

E(e2lnµNσ(0,t))
√

E(e(4(γ++γ−))T+(0,t))

≤ e−2γ−te(µ2−1)(
PN

i=0

P
p 6=i λpit)

√
E(e(4(γ++γ−))T+(0,t))

= e(−2γ−+(µ2−1)(
PN

i=0

P
p 6=i λpi))t

√
E(e(4(γ++γ−))T+(0,t))

= e(−2γ−+(µ2−1)(−
PN

i=1 λii))t
√

E(e(4(γ++γ−))T+(0,t))

Por hipótese temos −
∑N

i=1 λii < 2γ−

(µ2−1)
e limt→∞

√
E(e(4(γ++γ−))T+(0,t)) ≤

limt→∞E(e(4(γ++γ−))T+(0,t)) ≤ limt→∞w(t) = 0, portanto E(‖ x(t) ‖2) < ∞ e o

sistema 7.17 é estocasticamente estável.

Comentários

Podemos interpretar a condição estabelecida em −
∑N

k=1 λkk ≤ 2γ−

(µ2−1)
como

um limitante para o tempo de habitação. Como o tempo esperado de habitação

no estado i a longo prazo é 1
−λii

, de fato a hipótese estabelece um limitante para

o tempo de habitação dos subsistemas e portanto é uma forma de definir um

chaveamento Markoviano suficientemente lento de modo a garantir a estabilidade

estocástica.

7.5.4 Sistemas não-lineares II

Nesta seção aplicamos os resultados encontrados para sistemas lineares con-

siderando desta vez o seguinte sistema com chaveamento markoviano

ẋ = fσ(t)(x) (7.23)

82



onde as funções fσ : Rn → Rn são localmente Lipschitzianas, fσ(0) = 0 e σ(t)

satisfaz as hipóteses estabelecidas na seção 7.1.

Teorema 50 Suponhamos que existam funções continuamente diferenciáveis Vi :

Rn → R+, i ∈ P , números reais γi ∈ R e µ > 1 tais que:

(i) Cada Vix(t) = (x(t))T Qix(t) é cont́ınua e suas derivadas ao longo das

soluções do sistema satisfazem

V̇i(x(t)) =
∂Vi

∂x
Aix ≤ 2γiVi se i ≤ r

V̇i(x(t)) ≤ −2γiVi(x(t)) se i > r

(ii) Existem escalares α2 ≥ α1 > 0 tal que α1 ‖ x(t) ‖2≤ Vi(x(t)) ≤ α2 ‖

x(t) ‖2, ∀x(t)εRn, ∀iεP .

(iii) Existe uma constante µ ≥ 1 tal que Vi(x(t)) ≤ µVj(x(t)) ∀x(t)εRn , ∀iεP .

O sistema com chaveamento markoviano 7.23 é estocasticamente estável se

• (i) −
∑N

i=1 λkk ≤ 2γ−

(µ2−1)
.

• (ii) ∃ uma função w(t) tal que limt→∞w(t) = 0 e E(e4(γ++γ−)T+(0,t)) ≤ w(t)

Demonstração :

A demonstração segue a mesma ideia da prova do teorema 49.

Sejam t1 < t2 < ... < tNσ(0,t)
≤ t os tempos em que ocorrem os chaveamen-

tos sobre o intervalo (0, t). Então sabemos pela hipótese i que para tε[ti, ti+1) a

candidata à função de Lyapunov por partes satisfaz:

Vσ(ti)(x(t)) ≤ e2γ+(t−ti)Vσ(ti)(x(ti)) se σ(ti+1) ≤ r

Vσ(ti)(x(t)) ≤ e−2γ−(t−ti)Vσ(ti)(x(ti)) se σ(ti+1) > r
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Notando pela hipótese iii que Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µVσ(ti)(x(ti+1)) se verifica

para todo x(ti+1), como

Vσ(ti)(x(ti+1)) ≤ e2γ+(ti+1−t)Vσ(ti)(x(t)) se σ(ti+1) ≤ r

Vσ(ti)(x(ti+1)) ≤ e−2γ−(ti+1−t)Vσ(ti)(x(t)) se σ(ti+1) > r

temos:

Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µe2γ+(ti+1−ti)Vσ(ti)(x(ti)) se σ(ti+1) ≤ r

Vσ(ti+1)(x(ti+1)) ≤ µe−2γ−(ti+1−ti)Vσ(ti)(x(ti)) se σ(ti+1) > r

Iterando as desigualdades de i = 0 a i = Nσ(0, t) para um tempo arbitrário

t > 0 obtemos:

Vσ(t)(x(t)) ≤ µNσ(0,t)e2γ+T+(0,t)−2γ−T+(0,t)Vσ(0)(x(0))

e pela hipótese ii temos

‖ x(t) ‖≤
√

α2

α1

e−γ−T−+γ+T++ lnµ
2

Nσ(0,t) ‖ x(0) ‖ (7.24)

Precisamos calcular ‖ x(t) ‖2
2= E(‖ x(t) ‖2). Pela desigualdade (7.24) temos:

E(‖ x(t) ‖2) ≤ kE(elnµNσ(0,t)+2γ+T+(0,t)−2γ−T−(0,t))
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onde k = α2

α1
‖ x0 ‖2 mas

E(elnµNσ(0,t)+2γ+T+(0,t)−2γ−T−(0,t)) = E(elnµNσ(0,t)+2γ+T+(0,t)−2γ−(t−T+(0,t)))

= e−2γ−tE(e(2γ++2γ−)T+(0,t)+lnµNσ(0,t))

≤ e−2γ−t
√

E(e2lnµNσ(0,t))
√

E(e(4(γ++γ−))T+(0,t)) (7.25)

de acordo com a desigualdade de Cauchy.

Vamos analisar
√

E(e2lnµNσ(0,t))

E(e2lnµNσ(0,t)) =
∞∑

k=0

e2lnµke−(m(t)) (m(t))k

k!

= e−(m(t))eµ2((m(t)))

= e(µ2−1)((m(t)))

onde (m(t)) =
∫ t

0

∑N
i=0

∑
p6=i λpiPi(s)ds ≤

∫ t

0

∑N
i=0

∑
p6=i λpids <

∑N
i=0

∑
p6=i λpit

Então

√
E(e2lnµNσ(0,t)) =

√
e(µ2−1)(m(t))

≤
√

e(µ2−1)(
PN

i=0

P
p 6=i λpit)

≤ e(µ2−1)(
PN

i=0

P
p 6=i λpit)

Substituindo em (7.25) temos

E(elnµNσ(0,t)+2γ+T+(0,t)−2γ−T−(0,t)) ≤ e−2γ−t
√

E(e2lnµNσ(0,t))
√

E(e(4(γ++γ−))T+(0,t))

≤ e−2γ−te(µ2−1)(
PN

i=0

P
p 6=i λpit)

√
E(e(4(γ++γ−))T+(0,t))

= e(−2γ−+(µ2−1)(
PN

i=0

P
p 6=i λpi))t

√
E(e(4(γ++γ−))T+(0,t))

= e(−2γ−+(µ2−1)(−
PN

i=1 λii))t
√

E(e(4(γ++γ−))T+(0,t))
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Por hipótese temos −
∑N

i=1 λii < 2γ−

(µ2−1)
e limt→∞

√
E(e(4(γ++γ−))T+(0,t)) ≤

limt→∞E(e(4(γ++γ−))T+(0,t)) ≤ limt→∞w(t) = 0, portanto E(‖ x(t) ‖2) < ∞ e o

sistema 7.17 é estocasticamente estável.

7.6 Trabalhos recentes em design de chaveamento aleatório

Alguns trabalhos recentes tratam de design em sistemas não lineares com

chaveamento aleatório como por exemplo [56] e [55]. Enunciaremos agora dois

resultados presentes nesses trabalhos que abordam o caso de chaveamento Marko-

viano e discutiremos inovações e semelhanças com relação aos resultados que esta-

belecemos neste caṕıtulo.

Seja o sistema com chaveamento ẋ = fσ(x), σ(t) ∈ P onde x ∈ Rn, P é um

conjunto finito P = {1, ..., N}, as funções fσ : Rn → Rn são localmente Lipschitz,

fσ(0) = 0, σ(t) ∈ P e σ(t) é uma cadeia de Markov onde Q = [qij]N×N é a matriz

de transição de estados.

O sistema acima é dito ser quase certamente globalmente assintóticamente

estável (GAS a.s) se:

P (∀ε > 0,∃δ > 0, ‖ x0 ‖< δ ⇒ supt≥0 ‖ x(t) ‖< ε) = 1

P (∀r, ε1 > 0,∃T > 0, ‖ x0 ‖< r ⇒ supt≥T ‖ x(t) ‖< ε1) = 1

O teorema a seguir fornece critérios para (GAS a.s) considerando os subsis-

temas globalmente assintoticamente estáveis.

Teorema 51 Para o sistema acima suponhamos que existam funções continua-

mente diferenciáveis Vp : Rn → R≥0 , p ∈ P ,funções α1,α2 ∈ K∞ , números reais

λ0 > 0 e µ > 1 tais que:

(i) α1(‖ x(t) ‖) ≤ Vp(x(t)) ≤ α2(‖ x(t) ‖) , ∀x(t) ∈ Rn , ∀p ∈ P .

(ii) V̇p(x(t)) = ∂Vp

∂x
fpx ≤ −λ0Vp(x) ∀x(t) ∈ Rn , ∀p ∈ P .

(iii) Vp(x(t)) ≤ µVq(x(t)) ∀x(t) ∈ Rn , ∀p, q ∈ P .
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(iv) µ < (λ0+q̃)
q̄

, onde q̄ = max{| qii |} , i ∈ P , q̃ = max{| qij |} ,i, j ∈ P .

Então o sistema com chaveamento acima é GAS a.s.

Podemos perceber que o tempo médio de habitação obtido no teorema acima

se aproxima daquele obtido em nossos resultados, no caso de todos os subsistemas

estáveis, no sentido de que ambos dependem das taxas da matriz de transição do

processo Markoviano σ(t) e levam em consideração a relação entre as funções de

Lyapunov por partes e suas taxas de variação.

O teorema a seguir fornece critérios para GAS a.s considerando uma coleção

composta por subsistemas estáveis e instáveis.

Teorema 52 Para o sistema acima suponhamos que existam funções continua-

mente diferenciáveis Vp : Rn → R≥0 , p ∈ P , funções α1,α2 ∈ K∞, números reais

γp ∈ R e µ > 1 tais que:

(i) α1(‖ x(t) ‖) ≤ Vp(x(t)) ≤ α2(‖ x(t) ‖) , ∀x(t) ∈ Rn , ∀p ∈ P .

(ii) Lfj
Vi(x(t)) ≤ −γi,jVi(x) ∀x(t) ∈ Rn , ∀i, j ∈ P , onde LfpVp(x(t)) =

〈∇xV (x), f(x)〉.

(iii) Vp(x(t)) ≤ µVq(x(t)) ∀x(t) ∈ Rn , ∀p, q ∈ P .

(iv) A sequência de tempos de habitação Si = τi+1 − τi, onde τi são os tem-

pos em que o chaveamento ocorre, é uma coleção de variáveis aleatórias

independentes com E[Si] < ∞.

(v) [Si] e σ(τi) são independentes.

(vi) ∃θ ∈ [0, 1[ tal que maxi∈P
∑

j∈P(µqi,jE(e−γi,jSk) ≤ θ

Então o sistema é GAS a.s.

Nesse caso também percebemos que tanto o resultado acima quanto aquele

que obtivemos fornecem critérios para estabilidade em função de uma limitação

para a esperança de uma variável aleatória e, por isso, do ponto de vista prático

são dif́ıceis de serem aplicados.
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Caṕıtulo 8

Conclusão e Perspectivas

A definição de classes de subsistemas lineares estáveis para as quais é posśıvel

construir uma função comum de Lyapunov implica a possibilidade de triangulariza-

ção das matrizes como vimos nos casos em que comutam ou a álgebra de Lie gerada

pelas matrizes dos subsistemas é soluvel. A grande desvantagem dos critérios de

estabilidade a partir da análise da algebra de Lie ou da propriedade de comuta-

tividade é que eles fornecem critérios apenas suficientes para a estabilidade de um

dado sistema. Além disso devemos reconhecer que o procedimento para encontrar

tal mudança que transforma as matrizes do sistema em triangulares superiores

pode não ser muito simples. Alternativamente para a análise da solubilidade por

exemplo, podemos construir uma sequência de ideais derivados através dos brack-

ets entre álgebras de Lie de forma iterativa ou podemos utilizar a forma de Killing

e os critérios de Cartan que fornecem condições necessárias e suficientes para a

solubilidade. Entretanto, o estudo das propriedades da álgebra de Lie apesar de

dificultoso do ponto de vista prático ainda parece ser um promissor caminho para

a investigação de condições necessárias e suficientes para estabilidade em vista dos

resultados recentemente obtidos mesclando métodos variacionais e propriedades da

álgebra de Lie.

Por outro lado, o design em sistemas com chaveamento tem sido muito estu-

dado para a obtenção de critérios para estabilidade mais simples de serem checados.

Mas, também fornecem critérios suficientes, mas não necessários para estabilidade.
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O que há por trás dos sistemas triangulares que dispensam a análise da lei de

chaveamento? Será posśıvel estabelecer ESMQ para os sistemas lineares estáveis

diante de qualquer mecanismo de chaveamento markoviano? A nossa conjectura é

que o seguinte resultado é verdadeiro:

Considere o SLSM:

ẋ(t) = A(θt)x(t), (8.1)

onde θ = {θt, t ≥ 0} é um processo de Markov homogêneo que toma valores em

S = {1, 2, ..,m}, com taxas de transição Λ = [λij]. Se para cada i ∈ S A(i) é uma

matriz triangular superior e o sistema é estável para cada modo de operação, então

(8.1) é estável no sentido da média quadrática, para qualquer matriz de transição

Λ = [λij].

Essas são algumas questões que podem orientar futuros trabalhos.
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Apêndice A

A.1 Apêndice : Álgebra de Lie

Álgebra de Lie possui uma grande diversidade de aplicações mostrando-se

como uma poderosa ferramenta. Apesar disso, os critérios para identificar certas

propriedades como solubilidade e nilpotência, que são particularmente os de nosso

interesse, pois aparecem como condições em resultados de estabilidade nos sistemas

com switch, são muitas vezes dif́ıceis de se verificar do ponto de vista prático, prin-

cipalmente quando temos muitos subsistemas e, por conseguinte, muitas matrizes,

porque tais critérios envolvem a construção de uma base para o espaço vetorial

gerado por uma operação entre essas matrizes chamada bracket. Mas, isso pode

se tornar um trabalho muito árduo. Entretanto, os resultados de estabilidade de-

senvolvidos com essa ferramenta são muito fortes do ponto de vista que, sob essas

condições, ficam exclúıdas as análises da lei de switch, ou seja não nos interessa

como se comporta o sistema, qual subsistema estará ativo em um determinado in-

stante de tempo e por quanto tempo ele permanecerá ativo. Diremos então que ela

fornece critérios para estabilidade uniforme em relação ao switch porque independe

do sinal de switch.

Pretendemos aqui tão somente explicitar algumas definições e teoremas im-

portantes para a compreensão dos resultados envolvendo álgebra de Lie e estabil-

idade sem o intuito de se aprofundar em análises e demonstrações que podem ser

melhor estudadas na literatura disposta nas referências.
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A.1.1 Definições e exemplos

Uma Álgebra de Lie Ω é um espaço vetorial de dimensão finita sobre um

corpo F equipado com o produto [ , ] denominado Lie bracket, uma aplicação [ , ]

: Ω× Ω → Ω que satisfaz às seguintes propriedades:

(1) É bilinear

(2) [x, x] = 0 ∀x ∈ Ω

(3) Indentidade de jacobi [a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0

podemos observar que (2) é equivalente a propriedade antissimétrica .

De fato tomando x + y em (2) temos [x + y, x + y] = 0 =⇒ [x, y] + [y, x] = 0

(pela bilinearidade). Por outro lado [x, y] = −[y, x] =⇒ 2[x, x] = 0, basta tomar

x = y. Se [x, y] = 0 ∀ x, y ∈ Ω , dizemos que Ω é abeliana.

Exemplo 1:

Seja z o espaço das transformações lineares de V em V (um espaço vetorial

sobre um corpo F que possui multiplicação associativa x.y) . z equipado com a

operação [x, y] = x.y − y.x é uma álgebra de Lie que denotamos por gl(V).

De fato podemos verificar que a operação satisfaz às propriedades:

(1) É bilinear pois [ax+by, z] = (ax+by)z−z(ax+by) = axz+byz−azx−bzy =

a[x, z] + b[y, z]

(2) [x, x] = xx− xx = 0 ∀x ∈ z

(3) [x, yz − zy] + [y, zx− xz] + [z, xy − yx] = xyz − xzy − yzx + zyx + yzx−

yxz − zxy + xzy + zxy − zyx− xyz + yxz = 0

Se dim V=n podemos identificar as tranformações lineares com matrizes nxn , a

álgebra de Lie formada por tais matrizes é denotada por gl(n,F).

Um caso especial de álgebra de Lie sl(n,F) consiste em todas as matrizes

nxn com traço 0 e com a mesma operação definida em gl(n,F), dizemos então que

sl(n,F) é uma subalgebra da álgebra de Lie gl(n,F).
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A álgebra de lie Ω de um grupo de Lie ω é definida como o espaço tangente a

ω na identidade, por exemplo se ϕ(θ) é qualquer curva num grupo de Lie para qual

ϕ(0) = I então ˙g(0) = limθ→0
ϕ(θ)−I

θ
é um vetor tangente a identidade , o conjunto

de todos esses vetores tangentes geram a álgebra de Lie.

Exemplo 2:

Seja o grupo de Lie formado pelas matrizes triangulares superiores :

g(α, β, γ) =


1 α β

0 1 γ

0 0 1


A álgebra de Lie é gerada por três matrizes ∂g

∂α
, ∂g
∂β

, ∂g
∂γ

calculadas em α = β =

γ = 0, o que nos dá:
1 1 0

0 1 0

0 0 1

,


1 0 1

0 1 0

0 0 1

,


1 0 0

0 1 1

0 0 1

.

Uma subálgebra de Lie de Ω é um subespaço Γ que é fechado para a operação

de bracket ie , ∀ x,y ∈ Γ , [x,y] ∈ Γ . Uma subálgebra é chamada ideal se [x,y] ∈ Γ

, ∀ x ∈ Ω e y ∈ Γ .

Um homomorfismo ϕ de uma álgebra de Lie Ω em uma álgebra de Lie Γ é

um mapeamento linear ϕ : Ω → Γ que preserva o bracket :

ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)] , se Ω = Γ temos um endomorfismo.Um homomor-

fismo injetivo e sobrejetivo é denominado isomorfismo.

Uma representação de uma álgebra de Lie Ω num espaço vetorial V é um

homomorfismo ϕ : Ω → gl(V ) que associa a cada x ∈ Ω uma transformação linear

ϕ(x) : V → V , um subespaço W de V é chamado invariante se ϕ(x)(W ) ∈ W ,

∀x ∈ Ω . ϕ é chamada irredut́ıvel se V não contém nenhum subespaço invariante

diferente dos triviais ie, 0 e V.

O núcleo de um homomorfisfo ϕ : Ω → Γ , N(ϕ) é o conjunto de todos os x

∈ Ω tais que ϕ(x)=0 .N(ϕ) é um ideal em Ω pois tomando y∈ Ω e x∈ N(ϕ) temos

ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)] = [0, ϕ(y)] = 0, além disso a imagem ϕ(Ω) é também uma

subalgebra de Lie de Γ pois [ϕ(x), ϕ(y)] = ϕ([x, y]) ∈ Γ.
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O Primeiro teorema do isomorfismo (analogo a teoria de grupos) diz que o

nucleo de um homomorfisfo ϕ induz um isomorfismo ϕ0 : Ω/N(ϕ) −→ ϕ(Ω).

A.1.2 Representação adjunta e forma de Killing

Uma representação importante de Ω é , representação adjunta denotada

por ”ad”, o espaço vetorial V nesse caso é a própria Ω e para x ∈ Ω definimos

adx(y)=[x,y], ∀ y ∈ Ω.

Da representação adjunta derivamos a forma de Killing , k de Ω, simétrica e

bilinear dada por:

k(x,y)=tr(adx ◦ ady) ie., o traço da composição de adx com ady.

Exemplo 1:

Se tomarmos X= aA+bB+cC e ad(A)=


2 0 0

0 0 0

0 0 −2

, ad(B)=


0 −2 0

0 0 1

0 0 0



e ad(C)=


0 0 0

−1 0 0

0 2 0

 , temos ad(X)=aad(A)+bad(B)+cad(C)=


2a 0 0

0 0 0

0 0 −2a



+


0 −2b 0

0 0 b

0 0 0

 +


0 0 0

−c 0 0

0 2c 0

 =


2b −2a 0

−c 0 0

0 2c −2b

 então

k(X,X)=tr(ad(X)◦ ad(X))=8(b2+ac).

A.1.3 Solubilidade e Nilpotência

Uma subálgebra de Lie derivada Ω(0) de uma álgebra de Lie Ω é o ideal [Ω,Ω]

gerado por todos [x,y] onde x,y ∈ Ω ie, todas as combinações lineares de brackets,

o fato de Ω(0) ser um ideal segue das propriedadades do operador bracket.

Seja Ω(0),Ω(1),Ω(2),... a sequência das álgebras derivadas onde Ω(n)=[Ω(n−1),Ω(n−1)],

podemos observar usando argumentos indutivos que os termos da sequência são

ideais em Ω e também que Ω(n+1) ⊂ Ω(n).Chamamos Ω solúvel se Ω(n) → 0, ie se

Ω(n) = 0 para n suficientemente grande.
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Seja a sequência Ωn cujo termo geral é dado por Ωn+1 = [Ω, Ωn], novamente

podemos verificar que Ωn é um ideal em Ω e que Ωn+1 ⊂ Ωn.Chamamos Ω nilpo-

tente se Ωn → 0, ie se Ωn = 0 para n suficientemente grande.

A.1.4 Teoremas de Engel e Lie

Teorema de Engel :

Seja V um espaço vetorial e Ω0 uma subalgebra de lie de gl(V) consistindo

inteiramente de operadores nilpotentes então, g é nilpotente.

Há uma segunda forma para o teorema de Engel :

Se Ω é uma álgebra de Lie tal que todos os operadores adx com x em Ω são

nilpotentes , então Ω é nilpotente.

Teorema de Lie :

Seja Ω uma álgebra de lie solúvel, agindo no espaço vetorial V pela repre-

sentação ϕ sobre os complexos.Então existe um autovetor comum, ie há um vetor

não nulo ϑ0 em V que satisfaz xϑ0 = λ(x)ϑ0, onde λ(x) é um número complexo

dependente de x , para todo x em Ω.

Como no teorema de Engel , há uma forma equivalente para o teorema de

Lie:

Toda representação complexa de uma álgebra de Lie solúvel é equivalente a

uma triangular ,ie uma representação com todas as matrizes triangulares superi-

ores.

A.1.5 Critérios de Cartan

Primeiro critério de Cartan:

Teorema : Uma álgebra de Lie Ω é solúvel ⇔ a forma de Killing é identica-

mente nula na álgebra de Lie derivada Ω(0) .

Segundo critério de Cartan:

Teorema:Uma álgebra de Lie Ω é semisimples ⇔ a dimensão é positiva e

a forma de Killing é não degenerada , ie se para algum x em Ω k(x,y)=0 ∀y ∈ Ω
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então x=0.

Corolário 1:Uma álgebra de Lie é semisimples ⇔ é uma soma direta de

álgebras de Lie simples.
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