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Resumo

Verificamos que a teoria classica das equacoes supersimétricas de sinh-Gordon
N =1e N = 2 suportam descontinuidades ou ‘defeitos’ e ainda mantém a integra-
bilidade. O estudo das condigbes de contorno relacionando os campos integraveis na
juncao de dois dominios é apresentado sob formalismo Lagrangeano e transformacoes
de Backlund. As leis de conservacao sao discutidas sob o formalismo de curvatura

nula.

Palavras Chaves: sistemas integraveis; supersimetria; defeitos integraveis.

Areas do conhecimento: Teoria Geral de Particulas e Campos (1.05.03.01-3);
Fisica Matematica (1.01.04.01-1); Métodos Matematicos da Fisica (1.05.01.01-0).
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Abstract

We verify that the classical theory of supersymmetric sinh-Gordon equations
N =1 and N = 2 can support discontinuities or ‘defects’ and yet maintain integra-
bility. The study of boundary conditions relating integrable fields at the junction of
two domains is presented under the Lagrangian formalism and Backlund transfor-

mations. The law of conservation is discussed under the zero curvature approach.
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Capitulo 1

Introducao

Teorias integraveis em duas dimensoes tem sido uma importante fonte de idéias e
intuicao para a fisica e a matematica. Em alguns casos elas fornecem modelos realis-
tas de fenomenos fisicos importantes e em outros casos funcionam como laboratérios
tedricos onde idéias fisicas e matematicas podem ser testadas e adaptadas. Pode-
mos citar exemplos de aplicagbes em confinamento de quarks, teoria quantica de
solitons, quantizacao nao perturbativas de teorias de gauge, aplicacoes em matéria

condensada, mecanica estatistica, gravitacao e teoria de cordas.

Um aspecto interessante de sistemas integraveis é que eles apresentam solucoes
do tipo soliton. Estas solugoes sao ondas nao lineares localizadas que mantém sua
forma durante toda a sua evolugao e ainda preservam a sua configuragao e veloci-
dades iniciais mesmo apoés sofrerem espalhamento. Este comportamento de particula
estd ligado as propriedades de integrabilidade do modelo, o que significa que o mod-
elo exibe um numero infinito de cargas conservadas em involucao. Do ponto de vista
quantico tais leis de conservagao presentes em sistemas bidimensionais relativisticos
restringem infinitamente o sistema implicando na fatorizabilidade da matriz de es-
palhamento: a matriz S de n particulas fatoriza na matriz S de duas particulas, nao
existe producao de particulas e o momento das particulas sdo conservados [1], [2].
Acredita-se que os sélitons tem um papel importante no entendimento de aspectos
nao perturbativos de uma ampla classe de teorias quanticas de campo. Tais solitons
estariam ligados a uma estrutura nao trivial do vécuo e corresponderiam as ex-
citacoes de particulas no espectro da teoria quantica. Sua relevancia aos fenomenos
nao perturbativos encontra lugar em teorias que apresentam dualidade. Esta dual-
idade se manifesta pela existéncia de uma equivaléncia quantica entre duas teorias
quando suas constantes de acoplamento estao ligadas de maneira inversamente pro-
porcional implicando que o regime de interagao forte de uma teoria correponderia
ao regime de interacao fraca da outra teoria. Logo, se o regime forte da teoria nao

pode ser tratado de maneira perturbativa, a dualidade permite conhecer a fisica



desta teoria através do regime fraco da teoria dual. O exemplo que é melhor com-
preendido em tal contexto é a equivaléncia quantica entre os modelos sine-Gordon
e de Thirring massivo [3].

Devido ao poder de aplicabilidade de sistemas integraveis bidimensionais, ha um
grande interesse em trata-los sistematicamente. Para isso alguns métodos tem sido
desenvolvidos e envolvem uma rica estrutura matemadtica que permitem construir e
classificar os modelos integraveis. Um método particular, permite derivar toda uma
hierarquia de modelos integraveis a partir de uma condicao, cuja a integrabilidade é
automaticamente garantida. Esta condig¢ao é conhecida como equagao de curvatura
nula. Neste contexto os modelos sao formulados e classificados por métodos Lie
algébricos e as solucoes de toda a hierarquia podem ser construidas explicitamente
usando o método de dressing [4].

E possivel ainda desenvolver e examinar a extensao supersimétrica de modelos
integraveis embora nao seja sempre facil colocar os requerimentos de supersimetria e
integrabilidade juntos (veja referéncias dentro de [5] para alguns exemplos de mod-
elos bidimensionais os quais sdo ambos integréveis e supersimétricos). A motivagao
para introduzir a supersimetria em teorias integraveis bidimensionais vem da fisica
de particulas e a conexao com teorias de supercordas, esta ultima as quais sao formu-
ladas como uma teoria quantica de campos em duas dimensoes sobre uma superficie
dinamica chamada folha-mundo. Além disso tem sido notado que a supersimetria
pode ser 1til como ferramenta na analise de problemas em mecanica estatistica. Em
muitas aplicagoes a supersimetria vem na forma de uma simetria superconforme de
uma teoria quantica de campos descrevendo certos fenomenos criticos de redes bidi-
mensionais (veja [6] e referéncias dentro). Em particular, a versao supersimétrica
de sine-Gordon com N = 1 foi introduzida muitos anos antes por Hruby [7], di
Vecchia e Ferrara [8]; Shankar e Witten [9] construiram sua matriz S a qual foi
subsequentemente explorada com mais detalhes por Schoutens [6] e Ahn [10].

Uma outra linha de estudo investiga teorias de campos na presenca de inomo-
geneidades (impurezas) ou defeitos. Sistemas apresentando impurezas ou defeitos
estao presentes na natureza e por isso os modelos com defeitos tendem a ser mais
realisticos. Em outras palavras, sistemas homogéneos sao em muitos casos ape-
nas idealizacoes matematicas de sistemas fisicos reais os quais podem apresentar
efeitos de borda e varios outros tipos de inomogeneidade ou defeito. No contexto de
sistemas integraveis, teorias apresentando defeito sao realizadas matematicamente
impondo-se condigoes de contorno relacionando campos integraveis na juncao entre
dois dominios. Este tipo de investigacao teve inicio com G. Delfino, G. Mussardo e P.
Simonetti [11], os quais trataram uma teoria quantica envolvendo campos bosonicos

e fermionicos livres para descrever uma rede bidimensional com uma linha de defeito



do tipo d(x). Uma das razoes em considerar uma linha de inomogeneidade é que
somente este tipo de defeito pode afetar o comportamento critico de um sistema
homogeéneo. Em se tratando de um sistema integravel, em casos mais gerais a in-
troducao deste tipo de defeito pode estragar a integrabilidade do sistema. Como
existem métodos eficientes para tratar sistemas integraveis seria interessante estudar
defeitos que presevam a integrabilidade do sistema.

Outras idéias de interesse envolvem o estudo de teorias de campos integraveis
classicas e quanticas restritas a uma semi reta, impondo-se condi¢oes de contorno
integravel sobre a borda, veja por exemplo [12]-[18]. Em particular, o modelo su-
persimétrico de sine-Gordon N = 1 restrito a semi reta foi tratado classicamente
em [19], [20] e quanticamente em [21]-[23]. O caso N = 2 foi investigado em [24]
e [25]. Existem aplicagoes para problemas em 3 + 1 dimensoes onde a fisica essen-
cial do sistema acontece na direcao radial. Neste caso o modelo vive num intervalo
0 < r < oo e isso requer uma compreensao do que acontece na borda.

P. Bowcock, E. Corrigan e C. Zambon [26], [27] analisaram o modelo de sine-
Gordon introduzindo o defeito na origem do sistema. Um fato interessante que
eles descobriram é que para manter a integrabilidade do sistema as condiccoes de
contorno sobre o defeito devem corresponder a uma transformacao de Backlund. A
introducao deste tipo de defeito na teoria quebra da isotropia do espaco e portanto
espera-se uma quebra na conservagao do momento. O fato surpreendente é que o
momento ainda é conservado quando a contribuicao do defeito é levado em conta.

Nesta tese estudamos a versao supersimétrica de sinh-Gordon N = 1,2 na pre-
senca de defeito em = = 0, extendendo dessa maneira o modelo estudado em [26]
para incluir férmions. Examinamos os aspectos classicos do modelo e verificamos
que além da integrabilidade a supersimetria também é preservada sobre o defeito.
Algumas propriedades classicas podem ser diretamente transladada para a versao
quantica e por isso uma analise cldssica é requerida.

A tese estd organizada na seguinte linha. No capitulo 2 apresentamos as prin-
cipais caracteristicas do modelo supersimétrico de sinh-Gordon N = 1 e discutimos
suas solugoes pelo método de dressing e pelo teorema de permutabilidade da trans-
formagao de Backlund. No capitulo 3 introduzimos o defeito no modelo discutindo
suas propriedades e investigando a integrabilidade do modelo em termos da for-
mulagao de curvatura nula. No capitulo 4 abordamos o caso N = 2 e em muitos
aspectos o tratamento segue de maneira similar ao caso N = 1. No final comentamos

brevemente os principais resultados.



Capitulo 2

Modelo supersimétrico de sinh-Gordon N =1

Neste capitulo apresentaremos o modelo supersimétrico de sinh-Gordon N = 1, dis-
cutindo algumas de suas principais caracteristicas. Primeiramente vamos apresentar
a sua formulacao lagrangeana e uma transformacao de Backlund das equacoes de
movimento. Em seguida seguiremos as idéias dadas em [28] para introduzir a for-
mulacao de curvatura nula do modelo. Esta formulagao sera utilizida no préximo
capitulo para discutir a integrabilidade do modelo supersimétrico de sinh-Gordon
N = 1 com defeito. Apresentaremos explicitamente algumas solugoes do mod-
elo usando o método de dressing e usando a permutabilidade da transformacao de
Backlund.

2.1 Lagrangeana e Transformacgao de Backlund

O modelo sinh-Gordon supersimétrico N = 1 é descrito pela densidade Lagrangeana

c o= ;((%gb)z _ ;(atqs)? — O + DO + V0, + O
2

+4% cosh(2a¢) + 8mr cosh(ad), (2.1)

onde « é a constante de acoplamento, m é o parametro de massa, ¢ um campo
escalar real, 1) e 1) sao componentes de um espinor Majorana.
A Lagrangena acima ¢ invariante sob o seguinte conjunto de transformacao de

supersimetria

5 = (e —ev),

8 = 2\/78 +5t¢+62\/751nh04¢
np = 62\/;sinh(a<;§) + 2\/;(81 — 4.

onde € e € sao constantes fermionicas.




A Lagrangeana (2.1) possui as seguintes equagoes de campo

(02— 0Hop = 877;2 sinh(2a:p) + 8m) cosh(ag),

(0r — O = 4ma cosh(ag), (2.2)
(0p +0)Y = 4ma)cosh(ag).

Podemos reescrever as equagoes de movimento do modelo usando o formalismo
de supercampos, isto simplifica a notagao e deixa a supersimetria manifesta. Para

isso introduzimos superderivadas usando variaveis de grassmann 6; e 65:
D, = 0, + 010s, Dy = Oy, + 0204,
de modo que elas satisfacam as seguintes relacoes

D? =9, D? =0, D,D, = —D,D,.

xT

A equagao supersimétrica de sinh-Gordon N = 1 no formalismo de supercampos

tem a seguinte forma
D,D;® = 2i sinh ®, (2.3)
onde o supercampo ® é parametrizado por ¢, ¥ e 1
D = ¢+ 611 + 000 — 6,052i sinh ¢.
Expandindo a eq. (2.3) nas varidveis de grassmann 6, e 65, obtemos:

0,010 = 2sinh(2¢) + 2¢1 sinh ¢,
O 21 cosh ¢,
0yt = 2 cosh¢.

As equagoes de movimento acima correspondem as equagoes de movimento (2.2)

apods a seguinte reparametrizagao

x — m(z+1t), t — m(x —1t), O — o, 1/1—>\/z2/1, 1/7_)\/:2/_}'

Para obter a transformagao supersimétrica no formalismo de supercampos utilizamos

os geradores de supersimetria

Qx = 801 - elaﬂh Qt = 2(892 - 928t)7

os quais satisfazem as seguintes relagoes

Q=-0,, @Q=0, {Q.Q}=0.



A transformacao de supersimetria é dada entao por
00 = (eQ, + €Qy) P, (2.4)
0 que em componenentes corresponde no seguinte conjunto de transformagao
5 = eh — er), 51) = €0, + €2 sinh ¢, 01 = €2sinh ¢ + €0;¢.

Tendo em maos as equacgoes de movimento reescritas na forma de supercampos,
podemos agora apresentar a transformagao de Backlund para o modelo. Esta trans-

formagcao foi introduzida por M. Chaichian e P. Kulish [29] e ela é dada por

43 0] (0]
Dm(q)l — (I)Q) = —ifl 2 cosh (1_’_2) s
67 2
o -
Dy(®y +®3) = 28f12cosh (122> )
21 . P+
szLQ = E Slnh (122> s
o, -
D,fi» = [sinh (122> : (2.5)

onde [ é uma constante abitraria e f; 2 é um supercampo fermionico na forma
Fro = 112 0002 + 0,582 + 0,0, 112,

Uma caracteristica da transformacao de Backlund é que ela é definida de modo
que a condigao de compatibilidade {D,, D;}®; = 0 leve a equagao de movimento
(2.3) para o campo Py, como pode ser verificado usando a transformagao acima.
Veremos mais a frente que ela pode ser utilizada para obter solucoes das equacoes

de movimento e para formular o modelo na presenca de defeito.

2.2 Equacao de curvatura nula

Nesta se¢ao apresentaremos a formulacao de curvatura nula para o modelo super-
simétrico de sinh-Gordon N = 1. Veremos que escrever as equacoes de movimento
na forma de uma equacao de curvatura nula implica automaticamente na integra-
bilidade do modelo. Além disso a estrutura algébrica deste formalismo permite
construir explicitamente as solucoes das equagoes de movimento usando o método
de dressing. Discutiremos sobre as solugoes na proxima segao.

A construcao sistematica de hierarquias integraveis supersimétricas foi proposta
por H. Aratyn, J. F. Gomes e A. H. Zimerman em [28]. Eles utilizaram uma gradagao
semi-inteira em uma superdlgebra de Lie sl(2, 1) e verificaram que a equagao super-
simétrica de sinh-Gordon N =1 e a equa¢ao mKdV (modified Korteweg-de- Vries)

supersimétrica N = 1 podem ser obtidas a partir da mesma hierarquia integravel.



Para obter a equacao de curvatura nula do modelo supersimétrico de sinh-Gordon
N = 1, utilizamos uma superélgebra G = §l(2, 1) com gradagao D = 2)\% + %hl,
onde o parametro espectral A é responsavel por atribuir grau aos geradores da su-
peralgebra. A gradagao induz uma decomposicao da superdlgebra em subespacos
graduados G = @Gy de modo que [D, G| = kG, com subespacos G de grau k in-
teiro (béson) e sem-inteiro (férmion) (veja Apéndice A). Escolhendo uma subélgebra

M1(2n+1)’ M2(2n)’ K£2n+l)’ [(Q(Qn—i-l)7

2n+1/2) Gé2n+3/2) F1(2n+3/2) F2(2n+1/2)

apropriada, representada por geradores bosonicos

e geradores fermionicos Gg , podemos definir o

par de Lax:
L,=0,+a,, Ly = 0, + ay,
onde
a, =EW —0,BB™ + Ayjs,  a;=B(E"Y +4j_1,)B7, (2.6)

E&ED — Kfil) + Kéil), e os campos da teoria ¢, 1 e 1) parametrizam os termos de
grau 0, 1/2 e —1/2

O e - . -
B = e e Arjp = 1/1G§1/2)7 J-1/2 = 1/1G§ 2,

O campo escalar v corresponde a parametrizacao do termo central ¢.

Podemos decompor a equagao curvatura nula,
8mat - ataa: + [azu at] - 07
em componentes de mesmo grau e obter as equagoes de movimento:

0,01 = 2sinh(2¢) + 2 sinh ¢,
O = 2pcosho,
0,10 = 21 cosh o,

0.0, = Ye? + (1 —e*?).

A equagao para v é uma consequéncia do termo central e ela fornece uma equacgao
de consisténcia adicional.

Um dos atrativos em escrever as equagoes de movimento na forma de uma
equacao de curvatura nula é a possibilidade de gerar cargas conservadas. Para

ver isso, considere a exponencial ordenada de a,:

U(xl,wQ;)\):Pexp/ deax:1+/ deaxU(x,xz;)\).



A condicao de curvatura nula implica que

d
%U<$1,]32; A) = Ul(xy, x9; Nag(za) — ag(x1)U(xq, 225 N). (2.7)
Para construir as cargas conservadas tomamos o traco da exponencial ordenada
acima para r; = —00 € £y = 00 e definimos a seguinte quantidade:
Q\) =TrU(—o0,00; \). (2.8)

Com os campos e suas derivadas satisfazendo apropriadas condigdes em +oo, de

modo que a;(—o00) = a;(00), implica que

d d
LOMN) = Tr--U(—o0, 00, \) = 0.
dtQ(A) rdtU( 00,00;\) =0

Portanto o gerador funcional Q(\) seria conservado para qualquer escolha do parametro
A. A série infinita de cargas conservadas seria obtida como coeficientes da expansao
de Q(A) em série de poténcia de A. Para verificar a completa integrabilidade restaria
ainda verificar que estas cargas comutam entre si sob o parénteses de Poisson. No
caso de teorias quanticas de sistemas integraveis relatitisticos em 1 + 1 dimensoes,
estas cargas implicariam na fatorizagao da matriz S [1], [2], ou seja, a matriz de
espalhamento para n particulas seria escrita como o produto de matrizes de espal-
hamento de apenas duas particulas. Além a disso o momento das particulas na

teoria quantica seria conservado e nao haveria producao de particulas.

2.3 Meétodo de dressing

Para obter as solugoes do modelo supersimétrico de sinh-Gordon N = 1, partimos

do problema de fatorizagao de Riemann-Hilbert:
0°'e, = TygTy*, (2.9)
onde

O_ =i mk/2 Q. = Bedrmi v/,

m(—=k/2) € G_is2, v(k/2) € Gy e B € Go; Ty = e~ BD—ETY ¢ 0 ¢ um elemento
constante do grupo de Lie G.
Para ver a conexao entre a eq. (2.9) e a estrutura integravel do modelo, aplicamos

a derivada parcial 0, sobre a eq. (2.9), e obtemos o seguinte resultado

0.0,0°'-0,0,6.' =-6_EVe ' +o,EVe (2.10)



Escrevemos o primeiro termo da lado direito da eq. (2.10) como
o_EYe ' =(e_EYe N _+ (©_EVel),,

onde (...)_ significa a projecao sobre termos de grau estritamente negativos e (...)4
significa a projecao sobre termos de grau zero e positivos. Podemos entao decompor

a eq. (2.10) e duas partes
0_0,07' = —o_EWe '+ (e_EWel),

0,0,07' = -6,EYe' +(6_EYe),,

ou de maneira equivalente podemos escrever
(o_EYe Y, =o.EYe;! +0.0,01" (2.11)

Usando a identidade e“T'e™* = T + [L,T] 4+ %[L,[L,T]] + ..., podemos escrever o

lado esquerdo da equacao acima como
©_-EWe Yy, =W+ A,,-0,BB7,
onde agrupamos termos de mesmo grau e identificamos
Aya = [m(-1/2), BV
~0.BB™ = [m(~1), EV] + L m(~1/2), [m(~1/2), BV]]
Logo, a eq. (2.11) toma a seguinte forma
a; = 0:a20;" + ©.0,01", (2.12)

onde a, = EW + Ay — 8,BB™! e a?® = EW.

A partir da equagao acima vemos que a eq. (2.9) implica na existéncia de duas
transformagoes de gauge gerado pelos operadores O, e ©_. A eq. (2.12) mostra que
as transformagoes de gauge conectam a configuracao de vacuo, onde os campos sao
nulos, a uma configuragao nao trivial. A transformacgao de gauge (2.12) é chamadada
de transformacao de dressing. Como pode ser visto a partir da eq. (2.12), termos de
grau diferente de —1, 0 e 1/2 no lado direito da equagao devem se anular pois o lado
esquerdo contém apenas termos de grau —1, 0 e 1/2. O cancelamento desses termos
geram vinculos que determinam as expressoes de m(—k/2) e v(k/2), k=1,2,....

Usando apenas o operador ©_ na equagao (2.12) determinamos componentes
m(—k/2) até grau —1:

1- 1 _
m(=1/2) = —5dGy " - ox T,

m(=1) = MY +aK ™ +a;k§5Y,
283377 - u2 - aa:u - ?Eaaﬂﬁ,



onde colocamos u = —0,¢, n = —0,v, X = [ dz(w)) e

1 1-
a = 2<U—2¢X)a

B 1 1- —_1 9
= [ an(do.+ xo
asz = _Z/ LE(Q/J z¢+X mX)a

O passo seguinte na determinagao das solugoes requer o uso dos estados de peso
mais alto da representagao de SAZ(Q, 1) os quais denotamos por |);), i = 0,1. Estes

C 7 1/ 2 (2 Z,]. ()

e sao aniquilados pelos geradores de grau positivo.

Aplicando os estados de peso mais alto na eq. (2.9), obtemos as seguintes fungoes

7o = € = (No|TogTy o),
R = = Ty ).
1 -
Ty = §(¢ - X)ey = <)\0‘G§1/2)T09T071’)‘0>’

1 -
Ty = §(¢+x)e¢+” = (M|GY P Tog Ty N,

e portanto as solucoes tomam a seguinte forma

qb:ln(ﬁ)) ,J):*‘F*, V:hl’To.

To

Assim, para encontrarmos as solucoes do modelo precisamos determinar explicita-
mente as fungdes 7. Para isso classificamos as solugoes em termos do elemento de

2n+1)

grupo constante ¢, o qual é construido em termos de auto-vetores de E( , l.e.

(B Fy(y)] = 229" Fy(y),

onde

+o0 1
F) = F e (1)

“+o0o
—on ~(2n4+1/2 —on—1~(2n+3/2
Fi(y) = Y Gt ymmmian i,

n=—oo

Os auto-vetores F.(7) sdo conhecidos na literatura como funcoes de vértice.

10



Obtivemos explicitamente uma soluc¢ao de quatro vértices [30]:

g = D1 F= (1) pb2 F-(72) e F4 (73)

€C2F+(’74)’

onde b; e ¢;, 1 = 1,2, sao coeficientes bosonicos e fermionicos respectivamente.

Denotando pf = e=@e+2% ') a9 funcdes T ficam
" = e/ =A" +B",
n = e =A" 4+ BT,
n o= S =Cf

+Cf,

1 _
T3 = 5(¢+x>e¢*"=0§+01,

onde denotamos

1 1
Ai = 1+ §b1pii_ + §bgp§r + blbgpfp;al,g,

B* = cicp3py (53,4 + b1 pf 0134 bopd 0234 + b1b2;0;rp§r@1,2,3,4) ;

CE = capy (% + bipf o1y £ bapy ooy + b1b2pfp§”)\1,2,k) ,

e os elementos de matriz nao nulos sao dados por

ary = (M[F- () F-(72)[A) :iM’
fra = (WIF G0N = 2

0j3a = (1 —=20:0) (N F- () Fo (3) Fy (v4) [ Ae)

Y374 (v3 —va) (95 +3) (75 + 74)

= T2 et — ) (=) J=b2
ok = (1—201)(\ rG“/Q F_ () Fy () I\

B vk(vﬂr%) . _

= ?< ) j=12 k=3,4,
A2y = (MGUQ)F (Y1) F= (v2) Fy () | A)

_ - )QE n+7) (2 +%) i34

4 (m+72)2 (=) (e =)

91,2,3,4 = (>\i|F—(’71)F( )F+(’Y3)F+(’Y4)|>\>

Y3va (71 = 72)” (1 +73) (2 +793) (93 —7a) (71 + ) (Y2 + )

4 (n+ 72)2 (71— 73) (v2 = 73) (93 4+ 74)? (1

As solucoes para quatro vértices sao dadas explicitamente a seguir

At Bt B~ -
’ - 1“<A >+A+_A—’ V=

B
= InA™ + —.
v n +A*

11

C+CfF
+ 3 4

A_

—74) (2

)

— )

(2.13)



2.4 Teorema de permutabilidade

Nesta secao vamos derivar as solucoes do modelo sinh-Gordon supersimétrico N = 1
usando a permutabilidade da transformagao de Backlund [39]. Este método é bem
conhecido e o assunto pode ser encontrado na referéncia [31].

Para apresentar o método, considere duas transformagoes de Backlund sucessivas
Py 5= 1 5> P12
e outras duas na ordem inversa
—_— —_—
Qg =Py > P

O teorema de permutabilidade declara que a ordem dessas duas transformacoes é
irrelevante, levando a mesma solugao final, ou seja 15 = ®9; = P3. Podemos

representar este processo pelo diagrama abaixo:

1 ® 2
o s 15\(1)
0\ _— 3
B2 CI>2 B1

Fig. 1: Diagrama comutativo

Aplicando o teorema de permutabilidade, encontramos uma solucao ®3 que é escrita

como um funcional das solugdes ®(, ¢, e Oy (veja Apéndice B):

2 2 o, — P
P35 = P + 2 Arctanh K%) tanh <122) leO’lf”] , (2.15)

L (Bt B\ (BB Dy — Py
Q_zKﬁl—&) (ﬁﬁ@)]“eh( )

Podemos ver a expressao acima como uma relagao de recorréncia para gerar solugoes:

onde

comecamos obtendo as solugoes mais simples de 1-séliton ®; e ®5 por integragao
direta das equacgoes de Backlund a partir do vicuo ¢y = 0, em seguida usamos a
expressao (2.15) e obtemos uma solugao de 2-séliton. Podemos carregar este processo
para ordem maiores indefinidamente. Por exemplo, uma solugao para 3-sélitons pode

ser obtida seguindo o diagrama abaixo:

51 CI)l B2
O, .
0 noPs
N
\ /
B3 (I)3 B2

Fig. 2: Diagrama para 3-soliton
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Definindo o), = k = 1,2, podemos escrever a expressao (2.15) em compo-

62 )
nentes:

03 = ¢o+ 2 Arctanh [6 tanh <¢1 gb2>]

A,

Uo(t1 — ¥2) + Y11
%o

—_ 1

cosh ( +é1 )cosh (d’”@)
Y3 = +A (1 — o)
A, g sinh (¢042r¢2> - o1 sinh (¢0;¢>1> ~ ~ T
-5 _ - (¢0‘5¢1) (Yo — 1) — — ((bo—;@) (Yo — wz)_ ;
Vs = by + Ar(hy — 1)
Ay i g sinh (¢0§¢>1> o1 sinh (¢0;¢>2) T
_7 _ ;ICOSh (¢0;¢2> (wo + 1/12) - gcosh ((bo;dh) <w0 + 1/’1)_ )
(2.16)
onde
5tanh ¢2)
B = sinh ( Cbl { — 42 tanh2 ¢1— ¢2>]
Asmh( )
B2 = B—smh2( ¢)
5 = o1+ 09 A:U1+02 B:(01—U2)2

0'1—0'27 \/0'10'2’ 40’10’2
e Solugao 1-soliton As primeiras solucoes e mais simples sao obtidas por uma
transformacao de Backlund a partir vacuo, ®y = 0, neste caso as componentes das

transformacao de Backlund tomam a seguinte forma

2
ax¢1 = 207 sinh ¢1, at(bl — — sinh ¢1’
01

7/11 —ZMCOSh <¢1> f101 : ¢1 —2\/7COSh <¢1> f101 :

19) f(o1 \/jcosh <¢ )gﬁl, atffo’” = \/;TQCOSh <¢ >w1

Integrando as equacoes acima, obtemos as seguintes solugoes de 1-sdliton

1+ F
1 = In <1 + E1> , Ey =biexp (20191: + 20f1t> ,
- L1
— aq 1 1 ) @Z_Jl
= —E = —
wl Elbl 1<1+E1+1—E1 ’ wl 0'17

on _ _€ 1
fi = \/ﬂblEICOSh< 5 )
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onde a; e b; sao constantes arbitrarias e €; é um parametro fermionico.

e Solucdao 2-soliton
Para obter as solucoes de 2-soliton basta introduzir as solugoes de 1-soliton acima

nas expressoes em (2.16) e colocar ¢y = vy = ¥y = 0, obtemos:

_ P1—g2\| Ao 19
¢3 = 2Arctanh [ﬁanh( 2 >] 8\/0102 | cosh (%) osh (%2)] |
o o e ()] Ty s e (3]
vy = _Al —I— o1 ool (%) Y1 — _A1 Ty Ew_ Vs,
Ca ek ()], [ 8 e (3)]
Y3 = _Al 2 02 cosh (q;l) " _Al 2 "TM "

onde ¢y, 1y, e ¥y, (k= 1,2), sdo dados por

1+ F
¢ = In <1 i_ EZ) E, = b exp <20kx + 20,;125) ,
- Qg 1 1 >
= —F
Y Ekbk k<1+Ek+1_Ek: )
wk = %7 k= 172
Ok

e ay, by sdo constantes arbitrarias e €, é um parametro fermionico.

As solugoes (2.13) correspondem a solugao de 2-sdliton* acima quando colocamos

Y3 = —71 € Y4 = —7 € reescalamos os parametros da solucao 2-séliton acima para
Ok = Tk €k — Cg k:1a2
b by (’Yl - 72) bo (”Yl - ’Y2>
Lo (D), 2 ,
2 \m+2 2 \m+ 7
a — —m (’71 ’72> a3 — Y <’Yl - ’Yz)
M+e) M+ 72

*Estamos fazendo um abuso de linguagem. Para obter solugbes solitonicas devemos efetuar
uma reparametrizagao apropriada de modo a obter sine em vez de sinh, j4 que este tltimo possui
solugoes divergentes.
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Capitulo 3

Super sinh-Gordon N =1 com defeito

Neste capitulo apresentaremos a formulacao Lagrangeana do modelo de sinh-Gordon
supersimétrico N = 1 na presenca de defeito e discutiremos a integrabilidade do
modelo em termos de curvatura nula [40]. O caso sem férmion foi tratado primeira-
mente por P. Bowcock, E. Corrigan e C. Zambon [26]. Extendemos as idéias deles
para o caso supersimétrico. Eles verificaram que a equacao de sinh-Gordon permite
descontinuidade integraveis onde as condigoes de defeito relacionando campos ¢; e
¢, definidos respectivamente em z < 0 e x > 0, correspondem as transformagoes de
Backlund. Este é um fato notavel ja que as transformacoes de Backlund tem um pa-
pel importante no desenvolvimento da teoria de sélitons. Um exemplo de aplicacao
da transformacao de Backlund foi visto na secao anterior. Além disso, este tipo de
defeito em geral tem ¢1(0,t) — ¢2(0,¢) # 0, implicando numa descontinuidades do

campo em x = (0. Uma consequéncia disso é que a carga topologica usual*

Qup = [_dwdun + [ 20,0, = 6a(00) = 61(~00) + 6,(0) — 62(0),

nao precisa ser conservada, indicando que existe troca de carga topoldgica no pro-

cesso de espalhamento do séliton com o defeito.

Um outro aspecto deste tipo de defeito é que os processos de espalhamento pelo
defeito sao puramente transmitidos a nivel classico e presumivelmente também a
nivel quantico. Como este tipo de defeito preserva a integrabilidade, o tratamento
quantico usando o método de Zamolodchikov [2] pode ser implementado. Os as-
pectos quanticos do modelo sinh-Gordon com defeito integravel foi tratado em [27]

através da matriz de transmissao quantica.

*Na presenca do defeito as cargas usuais devem ser redefinidas levando-se em conta a con-

tribuicao do defeito para que haja conservacao.
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3.1 Lagrangeana

Iniciamos definindo a densidade Lagrangeana de uma teoria mais geral, onde o
modelo seria especificado fornecendo o potencial de interagao. A completa densidade
Lagrangeana, a qual inclui campos bosonicos ¢, e fermionicos v, 1, , consiste de

pecas na regiao r < 0 e z > 0 e uma contribuicao em x = 0 descrevendo o defeito:
L=0(—x)Ly+0(x)Ly+ (x)Lp, (3.1)
onde

Ly = 5000 5(0y)? — p0uly + 00Ty + 0Dty + D0ty
V(@) + Wi(0p, Yy, tp), p=12

Lp = ; (020001 — P1O1p2) — 1ty — h1tha + 210, f
Bo(¢1, ¢2) + Bi(d1, d2, 1,12, Y1, Y2, f1).

O campo fermionico f; ¢ um campo auxiliar e V,, e W, correspondem aos potenciais
de interagao. As quantidades By e By sao fungoes descrevendo o defeito.
A Lagrangeana acima leva as equagoes de movimento nas regioes x < 0, z > 0 e

as condicoes de defeito em x = 0:

xz < 0:

Py — Pdy = 05, Vi + 0y Wi,

Duthr + Dby — —;8¢1W1,

.01 + Dby — —;%Wb (3.2)
x> 0:

iy — Dby = 0,V + 0, W,

Doty + Dby — —;%WQ,

Duis + Dby — —;%WQ, (3.3)
x=0:

Doy — Oudy = —0y, Bo — Dy, By,

Op2 — i1 = 0y, Bo + 0y, B,
Y1+ = Oy By = —0y,B1,
U —thy = —035B1=—05,B,
ofi = —iaﬁ By, (3.4)
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onde 0y, = a%p ¢ uma derivada fermiénica atuando a esquerda (o mesmo valendo
para Oy, e Oy, ).

Vemos a partir da Lagrangeana acima que a introducao do defeito quebra a
invariancia de translagao, e por isso era de se esperar que a conserva¢ao do momento
fosse violada. Um fato surpreendente é que a conservagao do momento ainda é
preservada para uma escolha apropriada das funcoes By e By. Para ver isso considere

a derivada do momento em relacao ao tempo:

o= 2l (000,01 - B0 - vio)

+ /O+OO dx (at¢2am¢2 — h9ypthy — ¢2am¢2>} .

Usando as equagoes de movimento (3.2), (3.3) e desprezando as contribui¢oes em

+00, podemos escrever a expressao acima como:

=[50 + 5060 - 9108~ hdewr — Vi - W,

_;(az%)Q - ;(8@2)2 + 9 Oythy + 120ythe + Vo + W

=0
Usando as condicoes sobre o defeito em x = 0, e assumindo que
1 1
5(&}5180)2 - 5(8@30)2 -Vi+Vy =0, (35)
(05, B1)* = (0, B1)* = 0, (3.6)

entao, a derivada temporal do momento toma a seguinte forma

dP

P {— (010205, + 019105, )(Bo + B1) + 04, BoOy, B1 — O3, Bo0y, B
—aﬂ/—h@;lBl - aﬂ%@zg By + 0:010y, By + 041020y, B1

Wi+ Wy + &(Wﬁz) - at(@bﬂh)h

=0

Introduzindo novas variaveis

Dy, = Dy, + 0.
8¢2:a¢+_a¢7
S Oy, = 05, + 0y
vy = PhrE£Yy — { VT e T Y
Og, = Op, — Oy
Op, = Oy, + Oy
Yy = YrEYy — -
{&/)2 :8¢+—&/}7

podemos verificar que a terceira e quarta equagoes de (3.4) implicam em

8¢+B1 — 0, 8@731 =0.
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As condigoes acima sugerem que B; seria idependente de ¢, e ¥_.

Deixe-nos agora assumir as seguintes condigoes:
8¢+8¢_Bo = 0, 8¢+8¢_Bl = O, 8%811,_31 - O,

de modo que as funcoes By e B; possam ser decompostas na seguinte forma

By = Bj(¢4)+ By (6-), (3.8)
B, = Bi’—(gb-l-ﬂﬁ-&-yfl)+B1_(¢—71/)—7f1)‘ (39)
Usando (3.8), (3.9) e a tltima equacao de (3.4), a equagao (3.7) toma a seguinte
forma
dP - -
= [0(=BS + By = By + By + s — dun)]
1
+[§alel+ale; + 20, BoDys_ By + 20,_Body, By
— Wi+ Wa| .

A expressao acima pode ser reduzida a uma derivada total no tempo se colocamos
1 _
§8lef“@lel + 28¢+Boa¢_Bl + 28¢_Boa¢+Bl - Wl - WQ. (310)
Assim, a combinacao

P=P+ [(BJ — By) + (B — By) — i1ty + ¢1¢2)} (3.11)

z=0

¢é conservada.
No caso de translacao temporal vemos que a introducao do defeito na La-
grangeana (3.1) ainda preserva a invariancia da Lagrangeana e portanto existe uma

energia conservada a qual inclui a contribuicao do defeito. Neste caso temos

E:/O

+ / dz { (Dpp2)? ;(3@2)2 — 20,2 + 20,100 + Vo + Wz} ,

( x¢1) ;(3@1)2 — 10pth1 + V1001 + Vi + WJ

e levando-se em conta a contribuicao do defeito vemos que quantidade conservada

seria a combinagao

E=FE+ [(BSr +By) + (B + By) — 1ty — ¢11/}2} (3.12)

z=0

A partir das expressoes (3.11) e (3.12) vemos que os campos trocam energia e mo-
mento com o defeito. A forma fechada sob derivada total no tempo das expressoes

para energia e momento, levando-se em conta a contribuicao do defeito, justificam
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as expressoes (3.5), (3.6) e (3.10). Veremos que estas condigoes sao satisfeitas para
By e B; correpondendo a transformacao de Backlund, e por isso elas podem ser
vistas alternativamente como uma ‘ferramenta’ para gerar uma transformagao de
Backlund [32]. Apresentaremos a seguir alguns modelos os quais satisfazem estas

condicoes.

3.2 Teoria bosonica

Vamos considerar um caso puramente bosonico, colocando os férmions a zero na

Lagrangena (3.1). Assim, nas regides © < 0 e z > 0 temos

1 1
L, = 5(&0@,)2 - 5(5,5(;51,)2 + V5, p=12

onde os poténciais de interacao sao,
L 5.9
‘/;) = §m ¢p.
Portanto, as equagoes de movimento da lagrangeana acima para x < 0 (p = 1) e
x>0 (p=2)sao

ag‘bp - at2¢p = m2¢p-

Este modelo corresponde ao caso linearizado da equacao sinh-Gordon. A porc¢ao da

lagrangeana associada com o defeito tem a seguinte forma

1
Lp = B (920:h1 — 10:h2) + Bo(db1, d2).
Uma solugao satisfazendo a equacao (3.5) seria dado por

m3?
4

mn
432

onde § é uma parametro constante medindo com a intensidade do defeito.

By = — (¢1 — ¢2)” — (91 + ¢2)°,

Assim, as condigoes do defeito em = = 0 sao

2

Ouin — D02 = To-(0n— 0a) + (61 + n)
2

00— Biin = To-(0n— 0a) — 3761+ 00)

Considere agora as solucoes’ para as equacoes de movimento nas regioes z < 0 e

x> 0:

¢1 — e—iwt(eika: + R(Q)e‘i'm), ¢2 — T(e)e—iwt—i—ikw’

tAs solucoes sao a parte real das expressdes acima.
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onde k = msinh#, w = mcosh#; R el sao os coeficientes de reflexao e transmissao,

respectivamente. Usando a condicoes de defeito acima, obtemos
2
-

Vemos a partir das expressoes acima que no processo de espalhamento pelo defeito

21sinh 0 4 a4 2 0

k=0, T:_Qicoshﬁ—a_7 ai:<0i2>’ 7=

a reflexao estd ausente, ou seja, o processo é puramente transmitido.

O momento e a energia sao dados respectivamente por

2

P = P+ [—mf(% — ¢0)* + 47;2(% + ¢2)2] a::O’
2

& = EF+ [_mf (1 — ¢2)” — 47;2(% + ¢2)21 .

3.3 Teoria fermionica

Agora vamos considerar um caso puramente fermionico, colocando os bdsons a zero

na Lagrangeana (3.1), de modo que

‘Cp = _&pa:cijp + 7Lpaﬂ;p + wpax¢p + %@% + Wp(@bpa szp)a
p=12

onde o potencial de interagao é dado por
W, = 2mab, .
Entao, as equagoes de campo nas regives x < 0 (p=1) ez >0 (p = 2) s@o
Oatlp + Oty = Mahy, Oathp — Oty = Mhy.
A lagrangeana associada com o defeito tem a seguinte forma

Lp = —1he — Y1tha + 2f10, f1 + Bi(¥1, o, b1, ¥, f1).

Considere
B, = —Zi\/ﬁfl(l/_h + o) + iBvmfi(hr — o),
os quais satisfaz

1 _
8@4(%_31 - 0, 58]013;_8]0131 - W1 - WQ.
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Entao, as condigoes de defeito em = = 0 sao
Y1 4+1py = —ifVmfi,
- - 21
V1= = _E\/%fla

B Janir — ),

Ofi = 2;\/5(1;1 + 1) — Z4

e 0 momento e a energia sao dados por

P = P+ {— sz/ﬁfl(% +1bg) — iBVmfi (1 — a) — Y1ty —H/lez}x

=0’
& = EF+ [— zﬁlﬁfl(lzl + o) + iBvVmfi (1 — ha) — h1ihs — 1P11/12L:0-
3.4 Super sinh-Gordon N =1

Considere a Lagrangeanat

1 1 o o
ﬁp - i(aa;ﬁbp)Q - §(at¢p)2 - ¢pax¢p + @Z)pattbp + Q/Jpax@/)p + ?/)paﬂ/fp

+V(0p) + Wy, by, 1), p=12
Lp = ; ($201d1 — 104pa) — Urthy — Unihs + 2f10:f1
Bo(¢1, ¢2) + Bi(¢1, b2, 1,12, 91,92, f1), (3.13)
onde
V, =4m?cosh(2¢,), W, = 8m i1, cosh gy,
e
By = —mf*cosh(¢; — ¢o) — 4;; cosh(¢y + ¢2), (3.14)
By = —4;\/% cosh (¢1 JQF ¢2> Fr(@y +12)
+2i8+/m cosh <¢1 ; ¢2> Fi(ihy — 1bs). (3.15)

As equagbes de movimento sao
r <0:

D2y — 02 = 8m?*sinh(2¢;) + 8m 1), sinh ¢y,
(0p + 0)1 = 4map; cosh ¢y,
(0p — 01 = 4map; cosh ¢y, (3.16)

tPor simplicidade colocamos a constante de acoplamento a = 1, a qual pode ser reinserida por

reparametrizacao apropriada.
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x> 0:
832@2 — 83@252 = 8m? sinh(2¢,) + 8m 91hy sinh ¢,
(0p + 0y = 4mapy cosh ¢y,
(Op — O)py = 4mpy cosh ¢y, (3.17)

Outr — Oyp2 = mfBsinh(¢r — ¢2) + ? Smh(¢1 + ¢2)

25\/% sinh <¢1 b ¢2> f1(¢1 + 1/12)

4ﬂw%wm(%_¢ﬂfwM—¢g. (3.18)
Do — 001 = mfB?sinh(¢) — o) — F Slnh(¢1 + ¢2)
_Qﬁlm sinh <¢1 + ¢2> fl(i/fl + ¢2)

—ifv/m sinh <¢1 — ¢2> f1(1 — a). (3.19)
Y1+, = —2ify/m cosh <¢1 ) f1, (3.20)
V1 — Py = —45\/% cosh <¢1 i ¢2> fi, (3.21)

o fi = lﬁ cosh <¢1 i ¢2> (1 + o)

- i co ( @>w1¢w. (3.22)
O momento ¢ a encrgia sio dados por
7
—?w%ws<@+@>ﬁwﬁww

P = P+ [ — m/f3? cosh(¢, — ¢o) —i— — cosh(¢1 + ¢2)

—2i3v/m cosh <¢1 ¢2> f1(h1 — ba) — yhg + ?/)1@/)2] ;

=0

E = E+ [— m3? cosh(¢y — ¢o) — 22 cosh(dy + ¢2)

—Z;Z\/E cosh <¢1 - ¢2> fl(wl + %)

+2i3+/m cosh <¢ ¢2> f1(th1 — aba) — hyahy — 1/111#21

=0
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As expressoes (3.14) e (3.15) satisfazem as condigoes (3.5), (3.6), (3.10) e implicam
nas condicoes de defeito em = = 0, as quais correspondem as transformagoes de
Backlund (2.5).% Como as transformagoes de Backlund sio supersimétrica, a super-
simetria é mantida no defeito. Uma consequéncia disso é que além de armazenar
energia e momento, o defeito também armazena supercarga. Para ver isso, considere

a transformagao de supersimetria (m = 1)

by = ey, 0% = %(ax +3)by Y, = 2sinh .

Esta transformacao levaria a conservacao da supercarga na teoria sem defeito:

qusy = /O:O dx |:1/;p(aq;¢p + 8t¢p) + 4’(/Jp sinh (ZSp] .

No entanto quando levamos em conta o defeito, vemos uma parcela vindo de x = 0

¢é adcionada a supercarga:

+/Ooo I WQ((%@ + Os¢p2) + 41hy sinh ¢2} + Qp,

onde ()p ¢é a contribuicao do defeito

o - S22

Quoy = [z [§1(0:61 +0,1) + w sinh ]

3.5 Espalhamento com o defeito

Nesta secao discutimos o espalhamento de séliton com o defeito.

e sistema boson-boson. Vamos considerar o caso bosonico colocando os campos
fermionicos 11 = ¥y = ¥ = ¥ = 0 na Lagrangeana¥(3.13), com ¢; # 0, ¢ # 0.
Este caso produz precisamente a solugao obtida em [26] para o modelo sine-Gordon
na presenca de defeito:
1—1iFE,
1+iE,’
onde o2 — 32 =1, a = 1,2. A transformagao de Backlund (3.18) e (3.19) neste caso

fica
Ou1 — O = —osin <¢1 J2r ¢2> L <¢1 ; ¢2> |

o

Or9 — Ohp1 = Jsin<¢1—g¢2>—1sin <¢1;¢2>.

eid)a/? _ E, = Raeaam—i—ﬁat’

g

§ Ap6s uma reparametrizacdo apropriada e fazendo f; — fl(m).

. o . _ . . ~ . 'Z T
TPor simplicidade colocamos m = 1, e usamos a seguinte reparametrizacao: Op = 5Pp, T — 7,

t 2
tHZ’U:_F'
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Colocando «, = cosh 8, e 3, = sinh #,, as condigoes de defeito acima implicam que:

0
6, =0, = 0, }Q:<6+0>RL

el — o

As relacoes acima indicam que o defeito preserva a velocidade do séliton, permitindo
uma mudanca de fase quando ele passa através do defeito. Note que para valores
especiais de 6 o defeito pode absorver ou emitir um séliton. Por exemplo, para ¢ < 0
e e’ = |o| temos Ry = 0, e quando o > 0 e €/ = |o| temos Ry — 0o, em ambos casos
temos ¢9 = 0 indicando que o séliton vindo da regiao = < 0 é absorvido no defeito.
Uma outra configuracao possivel ocorre quando ¢’ < |o| para o > 0 ou o < 0, neste
caso um soliton é convertido num anti-séliton seguido de uma mudanca de fase. Para
o caso em que €’ > |o| para o > 0 ou ¢ < 0, a forma do séliton é preservada seguida
apenas de uma mudanca de fase. Note que os processos de conversao soliton —
anti-s6liton sdo dominantes uma vez o processo de absor¢ao/emissao ocorre apenas
para valores especificos de 6. Além disso, note que no processo de absorgao/emissao
o séliton perde/ganha uma unidade de carga topoldgica enquanto que no processo de
conversao soliton — anti-séliton, o séliton perde duas unidades de carga topoldgica.
Nesse sentido, vemos que o defeito armazena e troca carga topoldgica com o séliton
durante o processo de espalhamento para que a conservagao da carga topologica seja
mantida por todo o processo. Este fato foi um ponto importante notado em [27]
para a derivacao da matriz de transmissao quantica do modelo de sine-Gordon com
defeito.

e sistema férmion-férmion. Consideramos solugdes onde ¢; = ¢ = 0. As

solucoes das equacoes de movimento sao da forma
T o T+Bat R o
g = €S et that, Ve = e %1),, a=1,2,

onde € é um parametro grassmaniano e a2 — 32 = 1. A partir de (3.20)-(3.22)
encontramos

2
3

(81516791 ealz+ﬁ1t + 525267926a2x+52t) — l(Slealirﬁlt + Szea2x+ﬂ2t)
p
_é (516—91 ea1x+,@1t _ 1926_02 6042$+,32t)'
Para a1 = an, encontramos 6; =0, =0 e
0
e +o
Sy = <9> S1,
e —o
onde o, = cosh @, 3, = sinh . Novamente a velocidade é preservada sendo permitida

apenas uma mudanca de fase quando o séliton interage com o defeito. No caso limite

de absorcao, quando Sy = 0, ocorre para o < 0 e ¢’ = |o].
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e sistema férmion/béson-férmion/bdson. Considere a seguinte solugao das equagoes

de movimento

. 1—1iF,
pita  — - ZE ’ E, = R,eCat+bat o2 — 2 =1, a=1,2,
1L,
fo s () e
14+4E, 1-—1F,

Substituimos as solucoes acima nas equacgoes de Backlund

Ox1 — Oppa = —osin <¢1 i ¢2> — lsin <¢1 — ¢2>

2 o 2
O0x¢9 — Opp1 = o sin <¢1 + ¢2> — lsin <¢1 _ ¢2> ,

2 ag 2
(¥1 +92) cos <¢1 Z ¢2> - _l(@zl — o) cos <¢1 ; ¢2> )
o

Escrevendo «a, = cosh 6,, 3, = sinh #, na solugao acima encontramos

0 0
61:62:6, SQI (e +0> Sl, RQI (6 +U> Rl. (323)

e —o e —o
Novamente a velocidade é preservada sendo permitida apenas uma mudanca de fase
quando o sdliton interage com o defeito. O processo de absorgao/emissao ocorre
quando obtido e ¢ = |o| para ¢ < 0 ou o > 0, e o processo de conversao ocorre
quando e’ < |o| para o < 0 ou o > 0. Neste caso os campos bosénicos e fermionicos

mudam de sinal seguido de uma mudancga de fase.

3.6 Formulacao de curvatura nula

Nesta secao discutiremos sobre a integrabilidade do modelo super sinh-Gordon N =
1 com defeito em termos da formulagao de curvatura nula. Seguiremos a linha
sugerida em [18]. Para comecar a discussao considere o par de Lax (2.6) construido

a partir de uma superalgebra sl(2, 1)

a) = —; L ph + (A - i) (h1 + 2h2) + B_(¢p) Ea, + B_(=¢p) E_a,
+F+(¢p)Ea2 + F—(_¢p)E—a2 + F+(_¢p)Ea1+a2 + F—(¢p>E—a1—a2’
a§§’) - _;atqbphl + </\ + i) (h1 + 2hs) — By(¢p) Eay — By (=0p)E_q,

+F—(¢p)Ea2 + F+(_¢p)E—Oé2 + F—(_¢p)Eal+Oé2 + F+(¢p>E—a1—a27

IEfetuamos uma transformacio de gauge fl,(f)) = 191425))971 + 08#0’1, onde 6 = e*%¢M2(O), e uma
mudanca de varidveis ¢ — (z +1),t — (x — t) = al?) = (21539) + Ag”)), aip) = (2155’) - Ag”)). Por

simplicidade colocamos a poténcia de A compativel com a gradagao homogénea @ = )\%.
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onde

e _ 1 1, - 1 1
By(¢p) = (/\ + Ae ¢p> ) Fyi(¢p) = ()‘262%2/@ + A 2e 2¢p¢p)>

e A denota o parametro espectral efetivo. Colocamos m = 1 por questao de simpli-
cidade.

Para introduzir o defeito no par de Lax extendemos infinitesimalmente cada uma
das regives RV : . <0e R® : 2> 0para RV : 2 <be R?: 2z >a, comb > a,
de modo que haja uma pequena regido sobreposta R™M N R® em a < < b. Em

cada regiao definimos o novo par de Lax:

RM:
. 1
agl) = agl) — §g($ — CL) [(0x¢1 - at¢2 + 8¢IBO + 8¢131)h1
1
+(1 + 2 — Oy, Br) By + (Ocf1 + 13;%31)51}7
aV = f(a—z)all,
R®

. 1
a? = 4P _ SUCEED (0202 — 0u1 — Dy, By — 09, B1 )

L 1 ,
+(1 — 2 + 0y, B1) Bz + (Ou f1 + Zalel)E?}’
W& = 0~ b)al?,

onde E; e E! denotam um par de operadores step de sl(2,1). Podemos ver direta-
mente usando a equacao de curvatura nula que as expressoes definidas acima para
RMW e R® produzem as equacoes de movimento para as regides < a e x > b,
respectivamente. Além disso, a acdo da derivada 0, sobre as fungoes () implicam
nas condicoes de defeito infinitesimalmente deslocadas para x = a e x = b. Note
que na regido de sopreposicio all) e a(?) se anulam implicando que e al? se-
jam independente de z nesta regiao. Esta independéncia permite estabelecer uma

transformacao de gauge entre agl) e a§2) em diferentes pontos:

oK = Ka\? (b,t) — a" (a,t) K. (3.24)

A existéncia de uma transformacao de gauge com a propriedade acima é requerida
para que a condigao de curvatura nula seja mantida sobre toda a linha, implicando na
existéncia de um numero infinito de cargas conservadas. No contexto de formulagao
de curvatura nula na presencga de defeito, o andlogo do gerador funcional (2.8) teria

a seguinte forma:

~

Q) = Tr[Uy(—o0,a; \) K Us(b, 00; N)] ,
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onde

Up(z1,29; ) = Pexp/ * dr aP,

1

Usando a eq. (2.7) e a transformacao de gauge (3.24), com os campos satisfazendo
apropriadas condigoes em 400, vemos que a quantidade Q(/\) é conservada para
qualquer escolha do parametro \.

Portanto, de acordo com a discussao acima, é nescessario obter explicitamente a
transformacao de gauge gerado por K. Para fazer isso decompomos o operador K

na seguinte forma
K = €%¢2h1K6_%¢1h1.

Substituindo a expressao acima na eq. (3.24), encontramos

K=1I (1 + fﬁ) A —m(—=1/2)A —m(-1)A, (3.25)

2

-1
onde A é uma constante arbitraria. No caso em que A = (1 + /\72) , podemos

reescrever a eXpI‘eSSéJO acima como

K — o—m(=1/2)=m(~1)=m(=3/2)...

i

onde
2if1 . _1
m(—1/2) = 71 2(Bay = F_ay + Eaytas — Foai—as),
2
m(—1) = @xl(hl +2hy — By, — E_q,).

m(=3/2) = m(=2) =0
n(~5/2) = ;(j) Am(-1/2)
n(-3) = ;(;)2A2m<—1>,

A existéncia da transformacao de gauge gerada pelo operador K, obtido explici-
tamente acima, indica fortemente que o sistema é integravel. Para a completa
integrabilidade restaria ainda verificar que as cargas conservadas geradas por Q()\)
comutam entre si sob o parénteses de Poisson, mas nao temos a intencao de fazer

isso aqui.
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Capitulo 4

Super Sinh-Gordon N =2 com defeito

Neste capitulo apresentaremos a extensao do modelo de sinh-Gordon supersimétrico
para N = 2 na presenca de defeito [33], [34]. A equacgdo super sine-Gordon N = 2
foi proposta por K. Kobayashi e T. Uematsu [35], [36] os quais investigaram suas
leis de conservacao a nivel cldssico e quantico, e sua matriz S. O caso restrito na
semi-reta x < 0 foi discutido por R. I. Nepomechie [24], [25]. Apresentaremos o caso
em que o defeito estd presente em z = (0. Novamente veremos que as condicoes de
contorno sobre o defeito devem corresponder a transfomacao de Backlund localizada

em x = (0 para que a integrabilidade do modelo seja mantida.

4.1 Equacgoes de movimento

Para obter as equacoes de movimento da teoria supersimétrica de sine-Gordon N = 2

introduzimos os supercampos
¢i — SO:I:(Z:N:’E:I:)+6):N:¢:F(Z:I:’2:I:)+§:ﬁ:7[)q:(z:l:72:|:)+9:|:§:N:F:N:(Z:I:’2:I:)’
onde
+ Lo s N
z:ziiﬁﬁ, Z :z:i:§490.

As componentes dos supercampos ¢+ podem ser expandidas nas varidveis de grass-
mann 6% e 0%, Por exemplo, as componentes ¢*(zF, %) quando expandidas nas

variaveis de grassmann tomam a seguinte forma:
S iem—az@i 4 ;me—az@i + iem—em—azazgpi.
Assim, se expandimos todas as componentes de ¢*, obtemos
¢t = T+ 0T+ 0FYT £ ;9+9_@Zg0i + ;§+§—aggoi + 0O FE

1 _ _ o
i9i9+9‘§821ﬁ + 9i9+9‘;@1ﬁ - i9+9‘9+9‘6z82g0i.
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Em seguida, usamos as variaveis de grassmann para introduzir as seguintes su-
perderivadas

0 1 _ 0 1_
= — —gt D = — 7$—.
89i+29 0., + 80i+26 0z

Agora estamos prontos para apresentar as equacgoes de movimento para a teoria

Dy

supersimétrica de sine-Gordon N = 2:

D:Dy¢* = gsen (567). (41)
onde g é um parametro de massa e # é uma constante de acoplamento. Daqui por
diante vamos colocar § = 1 por questao de simplicidade, ela pode ser reinserida
na teoria usando uma apropriada reparametrizagao. Em termos de componentes as
equacoes de movimento sao

F* = gsenyT,
04T = geospTyT,
0T = —gcospTYT,
0.0:0F = —gcospTFT — gsenpTyty®.
Além disso o supercampo quiral ¢ e anti-quiral ¢~ satisfazem os vinculos
Di¢T = D¢t = 0.
Para obter a transformacao de supersimetria introduzimos os geradores
Qi =Ope = 070, Qu=0Op — 50,
os quais satisfazem
QL =0Q>=Q, =Q% =0,
{Q+7 Q,} = —0., {Q%Qf} = —0;,
{D1,Q+} ={D+,Q+} =0, {D+,Q%} = {D+,Q+} =0,
{D+,Qz} ={D+,Q+} =0, {D1,Qz} ={D+,Q+} =0.

A transformacao de supersimetria entao é dada por

00" = (€4Q+ + - Q-+ &,Q1 +E-Q_)9™,

onde €4 e €4 sao parametros fermionicos. Em termos de componentes a trans-

formacao de supersimetria é dada por
St = extT + eyt
YT = ex 0,0 +ELFE
YT = —e F*+ EjFé?ggoi,
SF* = —e; 007 +&:097.
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Obtivemos uma transformacao de Backlund para as equagoes (4.1), veja o Apéndice

C.

4.2 Super Sinh-Gordon N=2 com defeito

Para formular a teoria supersimétrica de sinh-Gordon N = 2 na presenca de defeito
faremos primeiro uma reparametrizacao da teoria supersimétrica de sine-Gordon
N = 2 colocando:

1

9. — ;(ax +), B = —a

2 (8112 - at>7

g=2,  ¢r—idr,  wf—iV20L, gr —iv20E
para n = 1,2, onde

Em seguida, de maneira similar ao caso N = 1, introduzimos a densidade la-
grangeana composta por pecas governando os campos nas regices x < 0 e x > 0, e

uma contribuicao descrevendo o defeito em x = 0:

L=0(—z)Ly +0(x)Ly+ 0(x)Lp, (4.3)
onde*
1 s 1 o 1 9 1 2
‘Cn - 5(8a:¢n) - 5(8t¢n) - 5(8$§0n) + 5(81?9071) - 2¢naa:¢n + 2¢nat¢n

+2@Zn6xlzn + Q@Enat’&n + 2Xn8a:Xn - 2Xn8t>(n - 25(7183:)7(71 - 25(71&55(71
—16(%1/_% + Xnin)Ch‘PnCh(bn + 16(%5@ + Xnd_}n)ShSOnSh@z
+4 ch(2¢,,) — 4ch(2¢,), n=1,2
1 _
Lp = §(¢28t¢1 — 01012) — 2119 — 2U11hg + (0T

1
—5(302&,901 — 10ip2) + 2X1X2 + 2Xa1Xe + (T O + B.

A quantidade B é uma funcao dos campos descrevendo o defeito dada por:

B =B{ + By + Bf + By,

Q3 Qa3
By (¢4, 04) = QOTQChﬁan - 20720}190+7

By(é-rp-) = 22chg. —2%2chp.,
a3 a3

*Para simplificar a nota¢ao vamos denotar chx = coshx e shz = sinh z.
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; (+)

Bi (6101000 X G G) = —sGageh (91’2) vy
(=)

\/—Cl aq ch (-12—) w—(:—)a

_ ' N
By (- - - X, G, ) = ;5(1042611 (qﬁ_) Pt

onde as funcoes auxiliares (i sdo fermibnicas e oy, as € ag sao constantes medindo
a intensidade do defeito. Na Lagrangeana acima, em acordo com (4.2), a notagao

para os campos gbf) significa:

¢(£) = ¢ Py = (1 — 1) £ (P2 — v2) = Ox — 1,
o = oF 67 = (¢ + 1) £ (hs + 92) = i + 01,

onde denotamos ¢+ = @1 £ @9 € pr = 1 + py. Para os demais campos a notagao é
similar.

A Lagrangeana introduzida acima leva as seguintes equagoes de movimento

(03— 0)pp = 8sh(26,) — 16(1pthy + XpXp)sho,chipy,
+16(4,Xp + Xp¥p)shippchby,

(02 =gy = 8sh(2py) + 16(¢y1p + XpXp)shepchopy,
—16(¢pXp + Xp¥p)shepchipy,

(0r =)y = —4pchiychp, + 4x,shé,shey,
(0r = 0)xp = —4thpshoyshe, + 4X,cho,chyp,,
(0p + 0, = —4,che,chp, + 4x,sho,shp,,
(Ox +00)Xp = —4tpsheyshy, + 4x,cho,chp,,

comp=1paraz <0ep=2parax > 0.

Em z = 0 temos
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a:v¢1 - at¢2 = _a¢1B7 3359252 - atgbl = @¢2B7

Opp1 — Oypa = 0, B, Opp2 — Opp1 = —0,, B,
Y1 =y = —;6¢1B = —;3@3» X1~ X2 = ;@(13 = ;@(23,
Uy 4y = ;aﬁlB = —;81;23, X1+ X2 = —é@XIB = ;aXQB,
o = —;QIB, 0] = —; e B. (4.6)

Note no entanto que a partir da transformacao de Backlund dada no Apéndice C,

apos a reparametrizagao (4.2), temos

. (=) (+)
Dupy — Oypy = gﬁg‘}uﬁm<%g)&?mem<%g)w$1

: (+) (=)
iy ¢~ \ 7 ¢+ )
M _sh [ 2= hl %
+2\/5043<1 [ @2® ( 2 )¢— tass ( 2 )QM]
2009 2003

—?Sh(% — ) — 04728h(¢1 + ¢2),

3

i ¢(_) B (+)
Doy — D1 = %@g[ﬂmm(;;)ﬁﬂ—awh(;) i1

: N\ (=)
+2\Z/§Z;§T [—042 sh (qb;) w(__) — agsh (%) f)]

_ 29 61— ) + 2%y + ),
(0% (6%}

()

; =)
T o - _
Opp1 — Oy = ﬁ(ﬁ [—042 sh (2> ¢(j) — azsh (—5) Sr )]

Y | sh o) 79 & assh A
— Q9 S —_— _ 38 —
0W2az >t |7 2 ’ 2 )t

2a 2
—=Zsh(p1 — p2) — —sh(p1 + p2),
Qa3 (6%)]

e o7 e AT
81;@2 — 8,5901 = ﬁgl —Q9 sh 7 'QZ)_ + a3 sh T +

: (+) )
ioon gy ¢~ "\ 70 ) e

v h( 2= _ h( 2
+2\/§a3 1 |:OZQS ( 5 )@ZJ_ o3 S ( 5 ) M ]
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atgf = —ZQ\/§ a3

Q109

8tC1——2\/_ (2> g

Comparando (4.11) com (4.6), vemos que

4

0 = ——0+ B =

a1 G

x = 0 requer que

8

o =——,

a2

8

oy = ——.

as

33

zf(

1
0.+B.

—59%;

como oy = azay (veja Apéndice C) segue que

o)
2

)M)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

Portanto, para que as condigoes de contorno em x = 0, derivadas a partir da La-

grangeana (4.3), correspondam a uma transformacao de Backlund localizada em



4.3 Conservacao do momento e da energia

Como no caso N = 1 vemos que a introducao do defeito na teoria quebra a isotropia
do espaco e por isso espera-se que a conservagao do momento seja destruida. Va-
mos avaliar as consequéncias da introducao do defeito na teoria e veremos que a
conservagao pode ser mantida quando levamos em conta a contribui¢ao do defeito.

Para isso considere o momento dado por
0 [e's]
P=[ aPi+ [ dup,,
—00 0
onde

Py = 00p0up — 0upp0uspp — 200ty — 203p0utly + 2X00Xp + 2X02 Xy
Derivando P em relacao ao tempo e usando as equagoes de movimento obtemos
Po= [0~ 500 + 5060 — (@) +Ach(21)

—201 91 — 2001001 + 2X10, X1 + 2x10ix1 — 4ch(2¢1)
+16(¢11h1 + x1x1)chgrchgr — 16(¢hrxr + X1@1)8h¢18h901h:0
-1 -2)

Aplicando as condigoes de contorno em z = 0 podemos escrever a expressao acima

z=0

como uma derivada total no tempo:
P = 0,[-2(P1ths — 1tha — X1Xe + x1X2) — By + By — Bf + By lao.
Para isso é nescessario que as seguintes condigoes sejam satisfeitas

04, Bi0y_By — 0,, Bi 0, By = 4sh¢ sh¢_ — 4shp, she_, (4.12)

(a¢+B(—)i_a¢fBl_ + 8¢7BO_8¢+BT) - (84.0+B(—)~_8¢7731_ + &;LBO_@SMB?—) (4'13)
_ -1 _ _
+ (a¢+3f8¢731 — 8¢+Bi~_a@731 ) — 5(84;31 8C1+Bf + 8C1+Bl 8C;Bf_) =
= =200y PP+ XX XXDA = 200 F Py + XX XX A
F2( X g+ VX Xy XA F 2N X XY+ XAy

onde

A, — ch<¢++¢—>ch(*"++@—)ich<¢+_¢—>ch(¢+_“0—),

2 2 9 9
Ay = sh (W) sh (W) +sh <¢+;¢—> sh (‘P+;SO—>



A equacdo (4.12) é facilmente verificada usando By e By .

Para verificar que B satisfaz a eq. (4.13), usamos as seguintes identidades

<h <¢+;<P+>Sh <¢g90> 4 sh <¢+‘i2‘90+>sh <¢‘i2‘€0> _
Ot + ¢ Y+ + - oy — - P+ — P
:ch< +2 )ch( +2 )—ch( +2 )Ch( +2 ),

" <¢+ —m) " <¢— —w—> L <¢++¢+> 0 (@5— +90—> _
2 2 2 2

h <¢+;¢+> ch (925—;90—) tch <¢+42‘90+> ch <¢—‘i2‘90—> _

:ch<¢+;¢—>ch(“"+;¢—)+ch<¢+;¢—>ch(*0+;“”—),

ch <M> ch <M> —¢h <W> ch <¢—+90—> —
2 2 2 2

— <¢+;¢> h <90+—2Ho) b <¢+;¢> " (m;w) |

e entao podemos verificar que

(05, By 0s_By + 0y_DBy 05 BY) (4.14)
_(asmrBJaso—Bl_ + a@—Bo_awar) =

= 2yt Yo XX XX A
F2(P Xt +YoX Xy XA

(a¢>+Bfra¢fBli - 8@+Bfra@73;) =0, (4'15>

1 _ _
5((9(1—31 aCTBT + anl acl—Bf_) = (4.16)
= 2+ x XAy — 20X+ X ) AL

Além disso, note que as eqgs. (4.7)-(4.10) levam aos seguintes vinculos
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Yy — X+

|

|

Il

|
SN

=

)

3

o

=
-~
<
NP
N~ —

=
no
(@)
=
/
bo
~
ba
+
0
Il
=
@
o
=
/
°
l\:>+i
N~
—~
<
+
|
>
+
:_/
=
—_
\]
S~—

as
g
o) A
ag ch (;) (Y- —x-) = azch (;) (Vg + X4)- (4.18)
Multiplicando (4.17) por (4.18), obtemos
(p-ty + X XA — (VX4 +x-Vy) Ay =0. (4.19)

A partir das egs. (4.14), (4.15), (4.16) e (4.19) vemos que a eq. (4.13) é satisfeita e

portanto o momento conservado ¢ dado por
P =P+ [2(¢102 — 12 — X1X2 + X1X2) + By — By + B — By |o—0.

No caso da energia temos
0 o0
E:/ dl’gl—}—/ d$527
—00 0

onde

§ = 500, + 500, — S(0ugy)” — 5(0up,)" + Ach(25,)

_2¢paa:1/}p + Q&paxd_)p + 2Xp6sz - QXpaacXp - 4Ch(2@p)
_16(1#:02/_’10 + XpXp)chep, choy, + 16(1, X, + quzp)ShSOp sho,.

Derivando a energia em relagao ao tempo e usando as equacoes de movimento obte-
mos

dE
dt

= [aac¢lat¢l — 0pp10sp1 — 2010501 + 200105001 + 2x10kX1 — 2)213021]1_

— (02020062 — DuiprOipr — 2000t + 2020182 + 2x201X2 — 2X000Xa] -
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Aplicando as condigoes de contorno em z = 0 e usando (4.12) e (4.13) podemos

escrever a expressao acima como uma derivada total no tempo:

dE

- = Oy {—B + 291ty — 2x1X2 + 201y — 25(1)22}1

=0

Portanto a energia conservada levando-se em conta a contribuicao do defeito é dada

por

E=E+ [B — 24Py + 2x1X2 — 20192 + 2>_<1>22L

=0’

onde B = By + By + By + By.

4.4 Curvatura nula

A formulagao da hierarquia supersimétrica mKdV /sinh-Gordon N = 2 foi discutida
em [37] utilizando uma superalgebra sl(2,2). Para maiores informagdes sobre a su-
perélgebra sl(2,2) veja o Apéndice D. Até o momento nao foram obitidas as solugoes
para a as equagoes supersimétrica de mKdV e sinh-Gordon N = 2 usando método de
dressing. No entanto uma classe de solucoes de apenas uma variavel de grassmann
foi investigada usando o método de Hirota [38]. O problema de obter solu¢oes mais
gerais para estes modelos ainda continua em aberto. A seguir apresentaremos o par

de Lax para a equacao supersimétrica de sinh-Gordon N = 2:
A, =EY —0,BB"Y + Ay, A =BETYBT' + BjpBTh

onde

B = e¢1M1<0)+‘7’3M§0)

I

A = GV +4sGEYY, Jorye = 0GP G,

Antes de introduzir o defeito na formulacao de curvatura nula seria conveniente
obter uma forma mais simétrica do par de Lax. Para isso realizamos primeiramente

uma transformagao de gauge:
Uy = 0 A0+ 0719,0, a; =60 A0+ 0710,0, 0= s M50

Em seguida efetuamos a seguinte reparametrizagao

1 1
O = —50:=0), 0= —5(0:+08), d1—d d3—9,

77Z)1 - Z\/ﬁwv ¢3 - Z\/§X7 1/}2 - Z\/ﬁlza @/)4 - Z\/EX
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A reparametrizagao acima, implica que
Oy +a, — —;(am + 0) + ay,
Oy +a; — —;(896 —Oy) + ay.
Logo, se combinamos as expressoes acima vemos que
1 1
5(8:6 +0;) —az + E(a:c —0)—ar = Oy — (az +ar),
SOt 0) a0 0 F o = 0 (4 —a),
e portanto definimos
Ax:_(ax+a/t>7 A = _(ax_at>7
para que a equacao de curvatura nula seja dada por
0 Ay — O A, + [Ar, At) = 0.

Seguindo o procedimento acima, obtemos

1 1

AP = _iatgbkhl - iaﬁ@khz’, +VH,
1 1

Agk) = _5 :v(bkhl - 5 m%pkh3 =+ V;f(k)u

onde V) e Vt(k) sao apresentados explicitamente no Apéndice E.

Para introduzir o defeito procedemos de maneira similar ao caso N = 1. Extendemos
infinitesimalmente as regioes x <0ex > 0 parax < bex > a, com b > a, de modo
que haja uma pequena regiao sobreposta em a < z < b. Em seguida, para cada

regiao definimos um novo par de Lax:
- 1
AL — 40 S0z —a) [(9e1 — Duo + Dg, BYhy + (Duipr — Duspa — 0, B) sy
1 1
+(h1 — 2 + iawlB)EaQ + (X1 — X2 — §8X1B)Eoc2+a3

1 _ 1
+(at<1+ + iagl_ B)Ea1+a2 + (8t<1 + ia(j'B)EalJraerOB )

0(b — )| (Datbz — D11 — Dg, B)h1 + (Onip2 — Orpr + 0, B) sy
_ _ 1 1
+(’¢1 + Q/JQ - ia’tzllB)E—OCQ + ()Zl + XQ + 58)’(1B>E—042—a3

1 _ 1
+(at<f- + 5841_ B)E—QI_OQ + (atC1 + §8CTB)E—0£1—0£2—CM3 )
AD = gz —b)AD,
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A equagao de curvatura nula leva as equagoes de movimento para as regioes x <
a e x > be as condigoes de defeito deslocadas infinitesimalmente para x = a e
xr = b, respectivamente. Além disso, como A;}) e flf) se anulam na regiao de
sobreposicao implicam que A,gl) e AE’ sejam independentes de x em a < z < b.
Esta independéncia permite estabelecer uma transformacao de gauge conectando

flgl) e flg) em diferentes pontos:
oK =KAP(b,t) — AV (0, t)K.

A existéncia de uma transformacao de gauge com a propriedade acima permite que
a condicao de curvatura nula seja mantida por toda a linha. Portanto, temos que

obter explicitamente o operador K. Para isso decompomos
1 1 — 1 1
K = €§¢2h1+§¢2h3K€*§¢>1h1*§¢1h3’
de modo que a transformacao de gauge acima toma a seguinte forma
(8¢1Bh1 - awlBhg)K + K(8¢23h1 - &mBhg) - QK‘/LQ - 2‘/2,1K - QGtK',
onde
Vi = e—%%hl—%@1h3‘/t(2)6%¢1h1+%s01h3

Vo1 = e*%¢2h1*%¢2h3%(1)6%¢2h1+%tp2h3_

As expressoes explicitas de V; o e V41 sao apresentadas no Apéndice E.

Resolvendo a equacio para K obtemos

K = A= BAN "By + E_a, + Eay + A1 E_q,)
(&%)

A _
_0722\/§>\ 3/4<r(Ea1+a2 - /\E—al—OéQ - )‘Eaz+a3 + E—a2—a3)
A
+7O‘3)‘_1/4C1_(_Eaz + E—az + Ea1+a2+a3 - E—a1—0¢2—013)7 (420)

2v/2

onde A é uma constante arbitraria. Portanto a expressao explicita do operador K

indica que a integrablidade esta sendo preservada na presenca do defeito.
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Capitulo 5

Comentarios finais

Nesta tese discutimos a formulacao classica das teorias supersimétricas de sinh-
Gordon N = 1 e N = 2 na presenca de defeito*. Ela pode ser vista como uma
extensdo do caso bosonico N = 0 tratado em [26]. De maneira similar ao caso
N = 0, verificamos que a integrabilidade dos modelos pode ser preservada se as
condigoes sobre o defeito correspondem a uma transformacao de Backlund. Além
disso como a transformacao de Backlund é supersimétrica, a supersimetria é mantida
sobre o defeito e como consequéncia disso o defeito também armazena supercarga,
além da energia, momento, carga topoldgica e demais cargas conservadas. Esta
capacidade de armazenagem do defeito permite que haja troca de cargas com as
solugoes solitonicas durante o processo de espalhamento. Esta troca de cargas é re-
querida para que a conservacao das cargas seja mantida por todo o processo levando
portanto a integrabilidade do modelo. A andlise da integrabilidade foi feita mais pre-
cisamente, embora nao tao rigorosamente’, pela formulacao de curvatura nula dos
modelos. Derivamos explicitamente as matrizes de transformagao de gauge (3.25) e
(4.20) o que indica fortemente que a integrabilidade dos modelos na presenga do de-
feito esta sendo preservada. Isto significa que o tratamento a ld Zamolodchikov pode
ser implementado para estudar os aspectos quanticos dos modelos. Até o momento
as matrizes de transmissao quantica desses modelos ainda nao foram estudadas e
esperamos que algumas propriedades classicas analisadas aqui possam ajudar nessa
direcao. Além disso apresentamos dois métodos de solugoes, o de dressing e o da
permutabilidade da transformacao de Backlund, os quais funcionaram muito bem
para a equagao supersimétrica de sinh-Gordon N = 1. No entanto, até o momento
nao conseguimos implementar estes métodos para o caso N = 2, e por isso este é

um assunto que ainda nescessita de esclarecimento.

*Além de superar o desafio técnico em se tratar um formalismo com defeito para o caso N = 2,
obtivemos as transformacoes de Backlund para o modelo.

"Resta ainda verificar a involucio das cargas conservadas.
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Apéndice A

Superalgebra si(2,1)

Os gerados da superalgebra sl(2, 1) sao dados por

1/2 0 0 1/2 0 0
H = | 0o -1/20]|, H»=| 0 1/2 0|,
0 0 0 0 0 1
010 00 0
E, = |00 0|, Ea=|100],
00 0 00 0
00 0 00 0
Ew = |00 1], E_q, 000 [,
00 0 010
00 1 00 0
Bajtay = | 0 0 0 |, Eoaay=10 0 0
00 0 100

As rafzes simples oy e ay de sl(2,1) podem ser representadas em termos de vetores

unitarios e;, f, i =1,2:
Q1 = €1 — €, ay = ey — f,

onde e;-e; = 0;;, ;- f =0, f- f = —1. Para extender s/(2,1) para uma superélgebra
infinita com termo central, denotada por G = sl (2,1), introduzimos um parametro

espectral A:
h— h™ =)\"h,  hesl(21),
e em seguida introduzimos o termo central ¢ usando expressao

(g™, By = [0, BT 416 mostr(gh)é, g, h € sl(2,1)
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onde [g,h]; = {g,h}, [g,h]- = [g,h] e o supertraco é dado por str(m) = my; +
Moy — Ma33. A expressao acima preserva a identidade de Jacobi. Seguindo este

procedimento, obtemos a superédlgebra de §l(2, 1):

[h{ : BT = £ESTT, [, Ei”;l] +EL™,
[h" ,Eﬂn] FEL™, WS BYD o) = FELET).
(R B, ) = 0, (", ES2)] =0,
[E:i:ozlv Eﬁ:’?iz] =0, [E:(I:nozp Ei7611+a2)] =0,
{E:Fazv :Faz} =0, {E +(ai+az)? ESET?;1+&2)} =0,
(B E"] = h{"™ 406,40,
{E(()é?-f'az’ —n;)l an) = h(n+m) + 1 0ntm,0C;
[Eigl,E“z;ﬁaz)J FELTY, [EL, B = +EUE
(EY EM™Y = b8 ™ — 06,0,
{(BY,. i731+a2>}=0, (B oy B} = EE™,
(R BY™] = =1 ot
onde definimos
1 0 0 000
h = 2Hi=|10 -1 0|, hy=—Hi+H,=| 01 0 |,
0 0 0 00 1

hy = hy+ ho.

A introducao da gradacao D = 2)\ < +s5 hl, induz uma decomposicao da superalgebra

em subespacos de grau k inteiro e seml—lntelro.
G = &Gk, D, Gi| = kGy.

Escolhemos uma base apropriada com grau bem definido pela gradagao D:

PR — (BT gDy (pED - gy,
F2(2n+1/2) _ (ESI)MZ . Eén2+1/2)) + (E(_natl/jl _ E(_722)7
G = (B(a + BGTP) + (BUGVE + YY),
G = —(BOTAY + EGY) + (B, + EU),
KO = ) p,

K§2n+1) _ h(n+1/2 +hn+1/2)
M = B - B,

MED = ),
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de modo que essa nova base fecha uma subdlgebra:

K, B )

(2n+3/2) =(2m+1/2)
{F , Fy }

(3D em)
1

[ 2n+3/2 K (2m+1) ]
2

[ 2n+]_/2 K (2m+1) ]
1

[ 2n+1/2 K22m+1 ]

{F12n+3/2)’ F1(2m+3/2)}

(2n+1/2) 1-(2m+1/2)
{F; Fy }

{F2(2n+1/2) Gg2m+1/2) }
{ Fen3/) Gomts/ 2)}

{F1(2n+3/2)’ G§2m+1/2)}

{F2(2n+1/2) G(2m+3/2)}

(2m+3/ 2)

[Ml 2n+1

[M1(2n+1) F(2m+1/2

[M2(2n F(2m+3/2

[ M22n (2m+1 /2)

]

]

]

(M Ry }
[M(Zn—i-l K22m+1 ]
[ K§2n+1 K22m+1 ]
(M K]
(Mg, K]
GE 2 i)
(GEm R
(G R
[G(2n+3/2 K22m+ 1) ]
{Gg2n+1/2)’ Gé2m+3/2)}
{ngn“/g)’ G§2m+1/2)}
{G§2n+3/2), G§2m+3/2)}
Y, G

]
ISanReSass)
[M2(2n)7 GngHm]

0,
F22(n+m+1)+1/2

_F22(n+m+1)+1/2,

FrimtmTs
—Fpemr,

QREMTMHIAL | p2(mtmil+ly
—g(K2mEmEL  p2rm)tLy

2

_2M12(n+m+1)+1

Y

2MF" Y (20 + 1) + 2m) 01,06
2n + (2m + 1)]0n4m11,06,

_2M22(n+m+1) _

2(n+m+1)+1/2
G1(+ +0+1/

Y

A

o Gg (n4+m)+3/2

bl

2(n+m)+1/2
—G1(+ )+1/

Y

2M22(n+m+1) + (n + Mm)0ptm+1,06,

0,

_<n — m)5n+m+1,067

2M12(n+m)+1

0,

_G2(n+m)+3/2
2

)

— Gy,

2(n+m+1)+1/2
—G1(+ +1)+1/

9

2(n+m+1)+1/2
— G2

[Qn — (2m + 1)]5n+m+17067

AR - BT,
_2(K2 jrEm - K (n+m+1)+1)’
B Ff(”+m)+3/27

_F22(n+m+1)+1/2’

_F;(n+m)+1/27
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[M22n G(2m+3/2] _ _F12(n+m)+3/2

[M1(2n+1 M22m ] _2K12(n+m)+1

MY ME™T = (= m)B s o6,

(MM = (0= )b,
d

2n+1) (2m-+1)
[Kf ) K1 i

Y

= (n—m)dntm+1,0C.
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Apéndice B

Aplicando o teorema de permutabilidade

Aplicando o teorema de permutabilidade na transformacao de Backlund, implica

que
4i Dy + D
D@0 =91) = ~Zhos Cosh< o 1), (B.1)
49 P+
Do(®y — By) — —2f13cosh< L 3), (B.2)
4i Do+ P
Dy(®g — ®y) = —Zf02COSh< ot 2) ;
B 2
4i Dy + P
Dx((I)Q — (1)3) = —if273 COSh < 2 + 3) .
b1 2
Combinando as expressoes acima obtemos a seguinte relagao:
(I)Q—i-q)l) (@14‘@3)
— h h =
3, fo 1COS ( 5 5 — f1,3cos 5
_ q)O + ¢)2 (1)2 + (I>3
= Efog cosh < 5 ) Efzg cosh ( 5 ) . (B.3)

De maneira similar, podemos combinar as seguintes expressoes

Dy — D
Dy(®g+ &) = 251fo,1COSh( 02 1>,

Dy(®1 + ®3) = 20:f13cosh

(*27),

Di(®g+ $3) = 205fp2cosh ((I)O q>2>
Dy(®y 4+ ®3) = 20, f3cosh ( >

e obter a seguinte relacao

; Q)l) — P2f1,3 cosh (

o (I)2> 1 f2,3 cosh (

)
B1 fo.1 cosh ( 0

@
= 52f0,2 cosh (

64

) | (B.4)
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Resolvendo (B.3) e (B.4), para fi3 e fo3, obtemos

Ji3 = A%fo,l + A%fo,z; fo3 = Ag;fo,l + Aé?:)),foga (B.5)
onde os coeficientes A sao dados por

[cosh (%) cosh (@) + cosh (%_q’l) cosh

2

/|
i

(3o

N+

o

(¥
N— | N——

1 _
Mg =—hb {cosh (@) cosh (%) (3% — cosh (%5%) cosh %;@3 5%} ’
A _ [cosh (%;%) cosh (%5%) 3% + cosh (%;%) cosh (%;@3) 522}
b [COSh (%;%) cosh (%) (3% — cosh (@1;%) cosh <©2;¢3> ﬁ%] ’
AS% o {cosh <q>°;¢1) cosh (q’l;%) (32 + cosh (%Jfl) cosh (%) 53]

[\
[\

[cosh (4’2"?3) cosh (‘1’1;%) 3% — cosh (q’l’%) cosh (%) 6%} ’

}

3]

(o8]

{cosh (%) cosh (%) + cosh (@05%) cosh (‘I’ﬁq’

)
[COSh (%) cosh (%) (32 — cosh (%_@3) cosh (‘1)2”’3)

2 2

V]

Note agora que aplicando D, em (B.1), obtemos

1 di By +
0z(®o — @) = @Sinh(¢0+¢1)+jf0,le {COSh( 0‘5 1)} '
1

A equagao acima pode ser vista como uma perturbacao do caso ordinério

4
6x(¢)0 - @1) = ? sinh(CI)o + @1)
1

Logo, usamos um ansatz na forma:

onde I' = I'(®; — ®4) é obtido resolvendo o caso ordindrio (veja [31]):

['(§) = 2 Arctanh [5tanh (g)] , 5 = (gjz 7: gg) ’

e A é uma perturbacao independente de ®5 tal que A? = 0:

A= )\f0,1f0,2, A= )\((I)l - @2)-
Substituindo o ansatz (B.6) nos coeficientes A, obtemos

Aglg) = —a+ciforfoe
A:(L2:2) = —b+cafoifoz,
AS% = b+csforfoe,
Age), = a+caforfoz,
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onde

o 5 5 20
\/1—52tanh2 (‘1)154’2)’ (ﬁ%_ﬁgy
. 0 sech (@)
\/1 — 62 tanh? (ng%)
e 0s ¢ = (Do, Py, Py), kK = 1,...,4, sdo coeficientes de fo1fp2. Portanto, as
expressoes (B.5) tomam a seguinte forma
fiz = —afo1 —bfoo, fo3 =bfo1 +afoz, (B.7)

os quais satisfazem

f1,3f2,3 - f0,1f0,2-

Somando (B.1) e (B.2), obtemos

43 by + P 44 P+
D:L‘((I)ZS_(I)O):ﬁifO,lCOSh( 0—; 1>—|—zf173COSh< 1;_ 3).

Substituindo na equacdo acima o ansatz (B.6) e f;3 dado em (B.7), obtemos a

seguinte equagcao:

Jo12X1 + fo222 4+ (D) fo1 fo2 =0, (B.8)
onde
44 Dy + Py 21 . by + Dy
X = 8§F|§:(¢1_¢2)E cosh < 5 ) — )\E sinh < 5 )
4 Dy + Py 1) 4 g+ P+ T
—cosh( ) — Ay 54— cosh (),
b 2 Y6 2
4 Oy + Dy 21 . Oy + Dy
Yo = —5’5F\E:(¢17¢2)E cosh ( 5 ) + )\E sinh < 5 )
4 Oy + P+ T
AR Cosh <0+1+> '
; ﬁl 2

O 1ltimo termo de (B.8) se anula pois
D\ = 8§A‘E:(¢1_¢2)DI(<I>1 — dy).
A eq. (B.8) é satisfeita quando 3, = 35 = 0, isso que ocorre se

 dsinh (B52) 56,67 + )
B+ B3 — 2cosh(® — @) 3755

(B.9)
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Finalmente, substituindo (B.9) no ansatz (B.6), podemos reescrever a solugao ®3 na

seguinte forma

2 2 q) o q)
®; = Oy + 2 Arctanh K% + ﬁ;) tanh (12) eﬂfo,lfog] 7
Bs — B 2

onde

_1 61"’62 _ 51—62 b, — by
h= 2 [(51 —52> (ﬁl‘f’ﬁz)] sech( 2 )
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Apéndice C

Transformacao de Backlund

Agora vamos apresentar a transformacao de Backlund para o modelo super sine-

Gordon N = 2. Para isso considere o par de equacoes:
+ + (bl ¢2
D.¢7 = Di¢s + ayFicos ) : (C.1)
2 + 2 + le ¢2
D ¢7 = —Di¢s + asFscos 5 , (C.2)

onde F; e Fy sao supercampos fermionicos e a; e g sao constantes. As equacoes

acima e a condi¢ao
(DyDy + Dy Dy)oy =0,
levam a equacao
DyD,¢5 = gsengy ,

contanto que os supercampos JF; e F, satisfacam as seguintes condigoes

D.F = 2—gsen <¢1 5 2] ) , D Fy = —2*98611 (W) : (C.3)

aq (8%

De maneira similar, considere o seguinte par de equagoes

+ o at

D_¢;7 = D_¢; + azGicos <¢1;¢2> : (C4)
+

D_¢7 = —D_¢; + asGocos <¢ 5 — 93 > : (C.5)

onde Gy e Gy sao supercampos fermionicos e as e a4 sao constantes. Novamente, as

equacoes acima e a condi¢ao

(D_D_+D_D_)¢; =0,
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levam a seguinte equagao
D_D_¢; = gsengy,

contanto que os supercampos G; e G satisficam as seguintes condicgoes

DG, = 27gsen <M> : D_Gy = —2ﬁsen <M> .

ag 2 (e 7] 2

(C.6)

Portanto as equagoes (C.1), (C.2), (C4), (C.5) e as condigoes (C.3) e (C.6) efet-
uam uma transformacao de Backlund para a teoria super sine-Gordon N = 2. A

transformacao de supersimetria das equagoes de Backlund sao obtidas usando os

geradores de supersimetria Q4 e Q4:

5¢;t = (4Q4 + e Q_+e.Q4 + 5—@—)¢;t7
0F, = (4Q++e-Q_+E.Qr+e-Q)F,
0G, = (4Q4 +e Q- +&Q +e.Q)G,

onde €1 e €4 so parmetros ferminicos constantes, e p = 1, 2.

Os supercampos fermionicos Fi, Fo, G e Gy podem ser escritos como

Fl = DJrcI)ir? f2:D+(I)5r>

G = D_o, Go=D_o,,

S C e E o
onde os supercampos quirais @ e anti-quirais @, sao dados por

OF = (2 25+ 0ECGE(E, 2E) 4+ 0 (2, ) + 0505 g (2
OF = pi(e*, 2h) + 0 (2F, 7)) 4 0 (F, 2F) + 05 0% pE (27,

=) )

Para simplificar a notagao usaremos Y ’, ¢y ' 0s quais significam gpgc_)
o) = o & oF, e para os demais campos a notagio serd similar.

20
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Em termos de componentes temos

e D, F, = ~—Zsen (

0:¢ = . cos (SO_

)
-)
0.6 = —jlcos (2) P,

0:0,q7 = — 9 cos (%

e D . Fy, = —Sen<

(=)

E
9 o

0.8 = ——cos |- |l

(=)
0:0.pf = ~ I cos (90;

o1



O:¢y

9:Cy

aéaz(h_

e D_G,

223%

9:&

3532191_

ay 2
U
2—gsem ﬂ (C.8)
Y 2
B\
I cos (ﬁ o,
Qg
(+)
9. (w) e
Y 2
+)
I % () 7(-)
+ ) _ 9 on [ P AT
T, (2) b A
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e D.¢f = Di¢s +a1Ficos (W) :

J
(p(*) (p(*)
v = ai¢iteos % , F™ = 0,687 cos % ,
o (o o)
azgp(f) = —sen [ - Cfrzm + oy 0.q7 cos | T | .

2 2 2

o Dy¢f = —Dydy + aFacos <¢1 5 ] > ;
J

2

)\ =)
(%gos:r) = Lgen (SO) f;%b(f) + apd:p} cos (90) :

i o) o)
¢Sr_) = 5 cos ? , Ff)—apgr)cos -1,

2 2

+ +
e D67 = D_¢y +ayGicos (W) ,
\
(+) (+)
1&(_” = ag3(] cos (@JQF) , O = OégQé_)COS (%) ,
(+) (+)
82@(__) = DBgen (L ey 1/4 + 30,4, cos Ly
2 2 2
_l’_
° D_Qsl_ = —D_QZS; + (1/492(305 <¢ 5 ¢2 ) s
\

7 (+) 90(+) (=) (-) 90(+)
Yy’ = €, cos ? ) Fy 7 = ayp; "cos ? )

O _ oa (S o o)
O:p, ' = —sen ? &7 4+ ay0zpq cos |

Aplicando D_ na eq. (C.1) e usando eq. (C.5), obtemos a condigao

F1g2 207
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que é satisfeita quando colocamos

Gh=¢&, @ =0p7,  py=-0.q", @ 0.Gf =-0: .

(C.9)

De maneira similar, se aplicamos D_ na eq. (C.2) e usamos a eq. (C.4), obtemos a

condicao
F2G1 =0,
que ¢ satisfeita quando colocamos
G = 5;7 p; = —0.q; , Iy = azp;ra 0.C5 = _aszr'
Usando a terceira equagao de (C.9), a eq. (C.7) pode ser escrita como

0:0.¢; = —0:p;

2

Qg

(=) () )
= —icos (gp_ ) O isen (gp_ ) w(f)w(f).

Aplicando 0; na eq. (C.8) obtemos

5 ()
O:p; = OZ@; [sen ((’0;)] .

Para que (C.11) seja compativel com (C.12), é nescesséario que

1Qg = (30y.
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Apéndice D

Superalgebra si(2,2)

Neste apeéndice apresentaremos algumas informacoes tteis sobre a &dlgebra afim
sl(2,2) usada para a obter a equagao de curvatura nula para a teoria supersimétrica
de sinh-Gordon N = 2.

A superdlgebra sl(2,2) é composta por geradores de Cartan
hy = e —ezn, hy=exn+ezs, hy=—es3+ e,
e geradores step
Eioy, FEiay, Eiasy FEi(aitan)s Fiastas)y Fiaitastas);
tal que
Eojtaj it tajn = €ji; E o, ajir—majy, = €l l=7+k+1,

onde (€nm)jk = 0njOm k-
Para obter uma superalgebra infinita introduzimos o parametro espectral A:

h— h™ = X"h, hesl(2,2).

A equagao de curvatura nula para o modelo supersimétrico de sinh-Gordon N = 2

¢é obtida usando gradacao

d 1
D = 2/\5 + §(h1 + h3).

Em seguida escolhemos uma base apropriada com grau bem definido pela gradacao
D:
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onde

K§2n+1) _ E(SZ) + gD K2(2n+1) — gt 4 E®™

F1(2n+3/2) _

F2(2n+1/2) o

Fé2n+3/2) o

2n+1/2
GEntD

G§2n+3/2) o

G§2n+1/2) o

GELQHS/Q) .

1 n n n n
= B + B + (BT + BN
+ (BT ey + BUFY) a0) + (BLH 4 BUZY),
]- n—1/4 n+3/4 n+3/4 n—1/4
- \/§[<_E£él+01/2 ) + E(—al—/ag) + <_Er§zz+a/3 ) + E(—az—/ag)
+ (B0 ey + BUS Y ,) + (B + BUYYY]
1 n n n n
= BT+ B + (BT + B
n+3/4 n+3/4 n n+3/4
- (Eél-&-oz/z-i)-as + E(—oa—/a;—oa;a) - (Ec(»z2+3/4) + E(—aQ / ))]7
1 _ _
2n+1/2 n—1/4 n+3/4 n+3/4 n—1/4
F4( /) = \/§[<_E£z1+oz/2 ) + E(fcuf/ag) + <_Eé2+a/3 ) + E(fazf/ozb
— (— Bty + B0 ay) — (= ELHYY 4 BUEVOY,
_ L[(E(nll/él) n E(n+3/4)) _ (E(ni3/4) n E(n—1/4))
\/5 a1tas —a1—ao ag+tas —ao—as3
n+1/4 n+1/4 n n+1/4
+ (BUT ey + BUYD o) — (B0 1 BUEVOY]
_ i[<_E(nil/4) . E(n+5/4)) n (E(ni5/4) _ E(n+1/4))
\/i a1+ag —a]—Q2 ag+a3 —Q2—Q3
+ (=BT + BRI )+ (B — BUEA)),
1 n—1/4 n+3/4 n+3/4 n—1/4
= ﬁ[(Eéﬁaé Vb BURYY — (B + BV M)
n+1/4 n+1/4 n n+1/4
— (BS T e + BUS Yo o) + (BEHYY 4 BUIVY,
1 (n+1/4) (n+5/4) (n+5/4) (n+1/4)
- EK_EQH-O@ + E—al—az) + (Ea2+a3 - E—az—as)

_E(n+3/4) + E("+3/4) ) _ (E(n+3/4) _ E(_"a‘z3/4))]

ajtaz+tas —a1—a2—ag (o)

|
—~

)

M1(2n) _ hﬁ”), M2(2n+1) _ _E(n) + E(n+1)

a1 —] Y
M?E%) _hgn)7 M£2n+1) _ _Egngl) + g™

—as

E(2n+1) _ K£2n+1) + K2(2n+1) + K§2n+1),

K@) _ p(n+1/2)

—Q1 ) [o%} —Q3) 3

o6



Apéndice E

Expressoes tteis

A . - k
Neste apéndice apresentamos explicitamente as expressoes de V%), Vt( ), Vige Vo
usadas na formulacao de curvatura nula para a teoria supersimétrica de sinh-Gordon
N = 2 com defeito.

vk = (—e“z”“ — i\e‘i’k) B, + (=Xe® —e ) E_,,

+(—Ae Pk — e E,, + (—e*"’“ - i\e‘“"’“) E o, + (M2 = X7VD1
+i :_e—%(m—wk)wk o)A+ 6%(@@—8016)(&]6 + )Zk))\_g/ﬂ Eoytay
+i __@%(¢k—<pk)(¢k +xe) A — @_%(d’k_‘ﬂk)(l;k + )Zk)Al/ﬂ E_u,—a,
i, {e%(¢k*¢k)(¢k FxE) A — o2 (@men) (o 4 Xk))\l/ﬂ Bt
: 7%(¢k*<ﬁk)(wk + Xk))\*l/4 + e%(d’k*‘ﬁk)(&k + )Zk))\fg/ﬂ E—vy o
i [—em 3O (g — )NV 4 3@ (4 1) A—1/4] By o tos
i, :_eéwwwwk — o)AV 3O () A—1/4] B onas
+i :eé(mﬂ%)(wk — xp) AV — o2 (@nten) (g, — Xk))(l/ﬂ E.,
i :6_%(¢k+‘ﬁk)<¢k — )N ea (@t (o Xk)xl/ﬂ B,

iy
[

57



1
VO = (et 3e) By (A e B,

+(
+i
+i
+i
+i

+i[—

+i
+1i
+1

—Xe %k + e#) By, + (—e% + ,1\6%> E_gy + (=A2+ X721
[_67%(%*%)(1% F o)A e kmen) (4 4 Xk)kf?’/ﬂ By tay
[—e3 @) (g 4 ) AV 4 €3O (W 4 gAY By —a
:6%(%_%)(% + xR A+ 6_%(%_%)(% + Xk)/\l/ﬂ Eastag
[e—%(¢k—wk)(¢k o)A = e%(‘ﬁk“ﬁk)(,(;k + )Zk))\_s/ﬂ B oy

_ e*%(‘z’k*‘%)(wk — XR) A — e%(‘z}”‘p’“)(@k - )_(k:))\il/ﬂ Eoitas+as
—e2 o0 (g, — )NV 4 73O (G — )N B, oy
[e3(0F00) (4 — i )AYA 4 e 3@t00) (4 — ) A—l/“] E.,

[e*%(d)k‘i’@k)(wk _ Xk‘))\l/4 — e%((’kaﬂpk)(”&k — Xk))\il/llil E*Ozz'

Via e Va1 sao dados por

Explicitamente

Vio

onde

1 1 1 1
—11hi—201hs1/(2) JLoihi+ipihs
Vig = e z0manisyHexrinmamis,

Vo1 = 6—%¢2h1—%@2’13‘/;(1)6%@}11-&-%%2’13
temos

- G,Eal + b+E7a1 + CfEOlS + d+E,a3 + )\+[
2 2 2 2
_O‘g-)Eozl—&-az - ﬁ(— )E—Oq—az + ﬁ-(l-)EOcz-i-ag + a(—)E—OéQ—Oé:S
2 2 2 2
_7-(&-)Ea1+0é2+013 - 5(—)E—al—a2—&3 + 5-(|—)E042 + ’V(—)E—aw

= 4 -e_%d)r)(% +x2) AT 6_%¢(‘_)(1/_J2 + )Zz))\_g/4] ;
— | (N £ e (G A

= 4 :e—%qﬁ(ﬁ) (1) — X2))\1/4 + 6—%¢<f)w2 _ X2)>\_1/4] :
— 4 :eévﬁi”(wz — )N 30 (4, — XQ)A”‘*] ,

_ (__)\1/2 LAy,

o8



‘/2’1 = CL+Ea1 + b—E—a1 + C+Ea3 + d_E_a3 + >\+I
1 1 1 1
_ag-)Ea1+oc2 - B(—)E*Oélfaz + 6—(|-)E042+a3 + a(—)E*CQ*OéS
1 1 1 1
_7(+)Ea1+042+043 - 5£)E—a1—a2—a3 + 5Sr)EOé2 + fY(f)E—Ocm

onde
ay = (—e % A7 le?),
bo = (=X + e_‘b*),
cr = (=Ae P +e¥),
d_ = (=t + X 1e¥)

Oég:l) = 4 6—%9153__) (¢1 + Xl))\—l/4 + 6%‘1)(__) (Q/_}l + >—<1))\—3/4:| 7
(1) . [ ld)(*) 3/4 _l¢(_*) - _ 1/4
Brt = ifex® (Y14 x )X e 2% (Y + )N

NS 1.+, - _ _
%(El) = dle72% (Y — x) A £ ez (Y — xa)A 1/4],

(+)
39

PG _ - _ _
5(i1) = i|e2% (¢1—X1))\1/4i€ (1 — X1)A 1/4]-
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