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Resumo

Apresentamos a formulacao da hierarquia mKdV e sinh-Gordon supersimétrica
com N = 1 baseada na superdlgebra de Kac-Moody s~l(2, 1). Obtivemos solugoes
para até quatro vértices para ambos os modelos utilizando o método de dressing
e também discutimos a transformacao de Bécklund para o modelo sinh-Gordon

supersimétrico utilizando supercampos.
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Abstract

We introduce the formulation of supersymmetric mKdV and sinh-Gordon hier-
archy with NV =1 based on Kac-Moody §l(2, 1) superalgebra. We obtained solutions
to up to four vertex operator for both models using the dressing method and we al-
so discuss the Backlund transformation for the supersymmetric sinh-Gordon model

using superfields.
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Introducao

Foi observado [1] em 1980 que as Hamiltonianas da equacao KdV (Korteweg-de-
Vries) sdo também constantes de movimento para a equagao de sine-Gordon. J&
nessa época houve tentativas de se entender este resultado [1], [2].

Na década de 90 este fato foi retomado por varios autores [3], [4] indicando que as
equacoes mKdV (Korteweg-de-Vries modificada) e sinh-Gordon pertencem a mesma
hierarquia.

A referéncia [5] é a que dd uma formulacao indicando a maneira matematicamente
mais clara que isto de fato é o que ocorre.

Mais tarde mostrou-se [6] que a equacao de sine-Gordon complexa deve pertencer a
mesma hierarquia AKNS (Ablowitz-Kaup-Newell-Segur).

Em 1988 a equagao mKdV supersimétrica [7] foi introduzida dez anos apds a equacao
de sine-Gordon supersimétrica [8] ter sido formulada. Ambos estes artigos utilizam
o formalismo de supercampos. No caso da equagao mKdV utiliza-se um superespaco
com uma varidvel grassmaniana enquanto que no caso de sine-Gordon utilizam-se
duas varidveis grassmanianas. Em [9] e [10], o método de bilinearizagao de Hiro-
ta é implementado para construir solucoes de n-sélitons para a equacao mKdV e
sine-Gordon supersimétricas, ambos com N = 1 (N = nimero de supersimetria)
respectivamente.

Neste formalismo nao é claro portanto que as duas equacoes supersimétricas per-
tencem a mesma hierarquia. A fim de abordar este problema, na referéncia [11]
é feita uma construcao geral baseada na superdlgebra afim §l(2, 1) onde mostra-se
que as duas equacoes supersimétricas mencionadas acima sao construidas a partir

da mesma hierarquia.



Nesta dissertacao apresentamos a formulacao da versao supersimétrica para os mo-
delos mKdV e sinh-Gordon proposta em [11] para o caso de N = 1. A formu-
lacao desses modelos esta baseada na superalgebra de Kac-Moody s~l(2, 1) com uma
gradacao principal que induz a decomposicao da algebra em sub-espagos com grau
inteiro e semi-inteiro. Geradores de grau inteiro sao associados a bésons e geradores
de grau semi-inteiro sao associados a férmions. Apresentamos as transformacoes de
supersimetria e obtemos as solugoes dos modelos utilizando o método de dressing
para até quatro vértices. A diferenca do tratamento nesta dissertacao em relagao
a [11], consiste na utilizagdo de uma gradacao diferente assim como uma diferente
reducao da dlgebra de Kac-Moody. A razao disto é que é dificil obter solucoes pelo
método de dressing usando a gradacao e a redugao dada em [11].

A extensao do tratamento algébrico acima para obter hierarquias com N = 2 e
N = 4 & partir de algebras reduzidas de sl(2,2) e sl(4,4) é feita na referéncia [12].

No capitulo 1 desta dissertacao, apresentamos o esquema geral de construcao para
hierarquias integraveis e superintegraveis, seguindo a referéncia [13].

No capitulo 2, apresentamos a supersimetrizacao das equacoes mKdV e sine-Gordon
utilizando supercampos seguindo as referéncias [7] e [8]. Também comentamos breve-
mente sobre o método de bilinearizacao de Hirota para construcao de solucgoes de
n-sélitons para as equagoes mKdV e sine-Gordon supersimétricas com N = 1 con-
forme proposto em [9] e [10].

Do capitulo 3 ao 6, é apresentada a construcao algébrica para os modelos mKdV
e sinh-Gordon supersimétricos com N = 1 baseada na superalgebra de Kac-Moody
s1(2,1). Seguimos a referéncia [11]. Apresentamos as transformacoes de supersime-
tria para os modelos em questao bem como suas solucoes para até quatro vértices
usando o método de dressing.

No capitulo 7, discutimos transformagoes de Backlund para o modelo sinh-Gordon
supersimétrico seguindo o método de supercampos da referéncia [8]. Apds o capitulo
7, apresentamos nossas consideracoes finais.

No Apéndice A, é dada uma pequena revisao sobre algebras de Lie.



Capitulo 1

Construcao algébrica das
hierarquias integraveis e

superintegraveis

1.1 Construcao geral de hierarquias integraveis

relativisticas

A construcao geral [13] de hierarquias integraveis relativisticas em termos de uma
algebra de Lie afim G pode ser estabelecida a partir das equacoes de movimento de

Leznov-Saveliev [14]
d(B'0B)+e ,B '¢ B]=0, 0(0BB')—le,,Be B']=0, (1.1)

onde o espaco-tempo é representado pelas coordenadas no cone de luz z =t + x,
Z =t — x e a decomposicao de G em subespacos graduados G = D G, a € 7,
de acordo com o operador gradacao @ tal que [@,G,] = a G, é assumida. Aqui B
representa um elemento do subgrupo de grau zero B € GGy e é parametrizado pelos
campos fisicos (campos de Toda) da teoria. ey sdo geradores constantes de grau

+1 os quais caracterizam a interacao nao linear. A integrabilidade classica desses



modelos segue da representacao (Lax) de curvatura nula deles:

OA—OA+[A A =0, AA€ @016, (1.2)

com
A=DBe_ B, A=—e, —0BB . (1.3)
A existéncia de um conjunto infinito de cargas conservadas P,,, m = 0,1,..., é

consequéncia direta da eq. (1.2):
Pr(t) = Tr(T ()",

0,P,, = 0,
T(t) = lim P exp ( /_ LL Ax(t,x)> , (1.4)

L—oo

onde A, = A+ A.

Um exemplo bem conhecido de modelo integravel dentro dessa construcao geral é
dado a seguir.

Considere G = §l(2) com a gradacao principal, i.e. Q = 2d + %H(O) ed= )\% é
o operador derivacdo. A sub-dlgebra de grau zero é entdo Gy = {H®} e portanto
B =T Se agora escolhemos €, = BX) + E") e_ = ¢! encontramos a partir de

(1.2) a equagao sinh-Gordon

OA — A+ [A, A = (009 + €** — e 2 )HO = 0. (1.5)

1.2 Construcao de hierarquias integraveis nao rel-

ativisticas

De acordo com a referéncia [15], cada elemento de grau n positivo E™ € C(K)
(C(K)={z e K, [z,y] =0V y € K})*, estd associada a uma evolugao temporal se-
gundo t,, por

9,0(t) = (©E™ e 1H_0), (1.6)
*O kernel de um elemento E em G é dado por K = {z € G, ad(E)z = [E,z] = 0}.
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para a matriz dressing © = exp (3,_,0?) sendo uma exponencial em G e ( )_

i<0
representa a projecao sobre graus estritamente negativos. Por construcao tal fluxo
comuta, i.e. [0, ,0,,]0(t) = 0. Em particular para n = 1, 0y, = 0., ¢4 = E
encontramos
0,(0) = OFO Y 6= [@E@*l — (@E@*I)Jr] S}
= OE—(E+[0"VY, E)O

= OF— (E+ Ay)0O, (1.7)

onde (), representa a projecio sobre grau zero e graus positivos e Ay = [0(~1 E].

Vemos que A, estd em MT e tem grau zero. Isto leva a trasformacdo de dressing

070, + E+ A)©0 =0, +E, (1.8)
para o operador Lax L = 0, + E + Ay. Similarmente, para fluxos de n mais alto
obtemos

n—1
o! (atn +EM 43 D,Ej’) 0=20, +E™, (1.9)
i=0
onde
n—1

(O@E™e), =E™4+> DY, (1.10)

i=0

A transformacao de dressing acima fornece a condicdo de curvatura nula

n—1
s+ E + Ao, 0, + B™ +) DSP] =
1=0

=00, +E,0, + EM e = o, (1.11)

onde D,gj) = Dg% + D 7/3/( € G;. Portanto encontramos

n

[E, D"=V] 4 [Ay, E™] =0,
[E, D" Y] 4[4y, D™ V] + 9,D"~D =0,
[Ag, D] — 8, Ay + 9, DY = 0. (1.12)

A image de um elemento E em G é dada por M = {z € G, ad(E)z = [E,z] # 0}.
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Cada equagao pode ser decomposta em componentes K e M. Verifica-se que uma
solucao local para D,(f), i=0,1,...,n—1, em termos do campo Ay pode ser encontrada
recursivamente iniciando a partir da equagao de grau mais alto em (1.12) até chegar a
ultima. Em particular a equagao correspondente a componente de grau zero também
fornece a evolucao temporal dos campos fisicos.

Deixe-nos considerar o exemplo dada na seciio anterior em conexao com G = sl (2).
Com () dado pela gradacao principal, QQ = 2d+%H eey = E&O)+E(,lo)é parametrizamos
Ay =uHO® € M e resolvendo a eq. (1.2) para t = t3. Apds resolver para D§2), Dél)

e D§°) obtemos a equacao de movimento para o modelo mKdV,

40,1 = Ugpy — 6U U, (1.13)

1.3 Evolucao para tempos de grau negativo

A evolucao temporal associada a elementos de grau negativo em C(K) pode ser incor-
porada dentro da construgao geral de hierarquias seguindo o problema de Riemann-
Hilbert e sua conexao com a formulagao de dressing [16].

Como na eq. (1.6) para cada E-™ € C(K) definimos a evolugao temporal associada

por

9, 0()=—(BMEC™ M *B_0(t), (1.14)

—n

onde M = exp(d_,.,

Segue portanto que

m(i)) e B € G, i.e., um elemento do subgrupo de grau zero.

00,_,0'=0,_, +(BME"" M B . (1.15)

Por construgao [0 ,,0;,,] = 0, e portanto
s+ B+ Ao, 0,_, +Y DSV =0 [0, +E,0,_,]0=0. (1.16)
i=1

Decompondo a condigao de curvatura nula (1.16) em componentes graduada encon-

tramos

8, D™ 4 [Ay, D] =0,
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9, DU L [E, DU 4 [Ay, DUHI] = 0,
9,DCY + [E, D] 4[4y, DY) =0,
&, Ay — [E, D"V = 0. (1.17)

A eq. (1.17) pode ser resolvida recursivamente, no entanto note que em geral, ao
contréario dos DY na eq. (1.12), os DS sio funcionais ndo locais dos campos Aj.
Existe um caso particular, para t = t_;, para os quais obtemos uma solucao local

fechada. Tome n =1 na eq. (1.16)
[0, + E+ Ay, 0, , + (BECY BT =0. (1.18)

Se agora comparamos a eq. (1.18) com (1.2) e (1.3) identificando z = —z, z = t_;

e EGY) = ¢, encontramos,
D\'Y=Be B™', Ay=0BB'=-9,BB". (1.19)

Com o espaco-tempo identificado acima, fica claro que a equacao de Leznov-Saveliev
(1.1) pode ser colocada dentro da construgao geral para hierarquias integraveis as-

sociada a evolucao temporal para graus negativos (1.16).

1.4 Hierarquias integraveis supersimétricas

Nesta secao veremos como a estrutura do operador Lax muda quando termos com
grau semi-inteiro aparecem em G = @®,cz Gn/2. Como consequéncia de tais termos

estando presentes no expoente da matriz dressing

© = exp (ZG )—exp 9 —1/2) 4 g(=1) 4 g(=3/2) 4 ),

<0

M = exp (Z m(i)) = exp (m(l/Z) +m + mG 4 ) , (1.20)

1>0



a forma do operador Lax é mudada como segue (compare com eq.(1.7))

0,(0) = OEO ). 0=[OFEO0 ' (0E6"),]O
= OFE— (E+[0"V,E]+[0"2,E])6

_% 012, [9-12), E]] ©
— OF— (E+ Ay + Aijs + ko)O. (1.21)
Aqui
A = [BOOLE] 40O O E] | eM (1)
Aipp = [0 E] e M, (1.23)
- %[9<1/2>,[9(1/2>,EH ‘K € K, (1.24)

onde |,, e |, denota a projegao sobre o kernel K e image M, respectivamente. Isto
mostra que, no caso de graduacao semi-inteira, a expressao geral para o operador

Lax é

O termo ky de grau zero nao convencional residindo em K aparece aqui devido a
graduaciio semi-inteira (encontrado no caso de sl(2,1) com gradacao principal [11]).
Seguindo o procedimento explicado na se¢ao 1.1 com © dado em (1.20) generalizamos

a condicao de curvatura nula (1.11), i.e.

2n—1
Op+ E+ Ao+ Aijp + ko, 0y, + E™ + > D,(j/Q)] =

i=0
=00, +E, 9, + EMe! = o, (1.26)
os quais pode ser resolvido recursivamente para DY e DgH/Z), 1=1,...,n—1. Isto

também leva as equagoes de movimento (evolugao temporal) para os campos Ay e
A1/2.

No setor de grau negativo, a (1.16) também pode ser extendida como segue

2n
Op + B + Ao+ Ay + ko, Or_, + ZDg‘i/Q)]
i=1

=00, +E,0_,]07" = 0. (1.27)
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Em particular para n = 1 encontramos
(=1) (=1/2)| _
onde

Dg_l) — BE(—I) B—l, D§—1/2) — Bj_1/2 B_l,
joije = [, ECV]. (1.29)

Tomando o grau —1 na eq. (1.28) encontramos
0,(BECY B™Y) + [Ay + ko, BECY B7'] =0, (1.30)

0s quais tem solucdo para Ay + ky = —9,B B~!. Tome agora o grau —% da eq.
(1.28) para obter

833(]'_1/2) = [E(_l), B_1 A1/2 B] . (].3].)
A partir de grau % e zero, obtemos

O, (A1j2) = [E,Bj1pB7'], (1.32)
0 ,(0,BB™) = [BE"YB L E|+[Bj_iB " Apl. (1.33)

As egs. (1.31)-(1.33) correspondem as equagoes de movimento do modelo integravel

relativistico associado.



Capitulo 2

Supersimetrizacao da equacao
mKdV e sine-Gordon utilizando

supercampos

2.1 Equacao mKdV supersimétrica

Seguiremos o procedimento em [7], a partir do formalismo de superespaco. Neste
formalismo a varidvel x é estendida para o dubleto (z,6), onde 6 é uma varidvel
Grassmaniana (ou anticomutante): 0> = 0. Em seguida, para um dado campo
f(z,t) associamos a ele um supercampo F(x,t;60) o qual possui uma expansao de

Taylor muito simples em termos de 6:

F(z,t;0) = f(x,t) + 0y(x,t). (2.1)
Os campos f(z,t) e y(z,t) sdo chamados de componentes do supercampo F(x,t;0).
E costume dizer que o campo v(z,t) é o superparceiro de f(x,t) e vive-versa. Em
particular, o campo ~y(x,t) é fermionico, o que significa dizer que v(z,t)y(y,t) =
—y(y,t)y(x,t) e consequentemente y(z,t)? = 0. No presente caso F(z,t;6) é um

supercampo bosonico uma vez que f(x,t) é um campo bosénico e a combinacio

0v(x,t) também o é. O passo seguinte, é introduzir a superderivada

D = 00, + y. (2.2)

10



que satisfaz D? = 0,.

A transformacao de supersimetria surge como uma translacao no superespaco:

r—x—nb, 0 — 0+n,

(2.3)

onde 77 é um parametro constante anticomutante e pequeno. Cosidere entao o efeito

dessa translacao sobre o supercampo:
F(x,t;0) = F(x —n6,t;0 + 1),
tendo em mente que
6pF(x,t;0) = F(x —n0,t;0 +n) — F(x,t;0).
Expandindo a eq. (2.4), obtemos

F(x—nb,t;0+n) =
= F(x,t;0) —n0 0, F(x,t;0) + n0yF(x,t;0)

= f(x,t) +O0~y(x,t) + ny(x,t) + 000, f(x,t).

Da eq. (2.5) temos

F(x—nb,t;0+n) =
= F(z,t;0) + 6, F(z,t;0)
= f(z,t) + 0vy(z,t) + 0, f(x,t) + 0 ,y(z,1).

Comparando a eq. (2.7) com (2.6), vemos que

opfl(x,t) =ny(x,t),  dyy(w,t) =nd.flx,t).

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Estas expressoes sao chamadas de transformacoes de supersimetria, e relacionam

campos bosonicos com campos fermionicos e vice-versa.Vemos que duas transfor-

macoes de supersimetria sucessivas levam a

On O f(,t) =0/ O fz, ) 0y dpyy(z,t) = ' n0py(x,t).

11
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Em outras palavras, uma translacao no superespaco, portanto uma transformacao
de supersimetria, é algo como uma “raiz quadrada”de uma translacao ordinaria.

Podemos supersimetrizar a equacao mKdV*
Vy = —VUgae + 6070, (2.10)
introduzindo um supercampo fermionico
U(z, t;0) = 0v(x,t) + ((x,1), (2.11)

onde #? = 0 e ((x,t) é um campo fermionico. A extensao supersimétrica é obtida
reescrevendo a equagao mKdV (2.10) em termos do supercampo (2.11) e da su-
perderivada (2.2), tendo em mente que a equagdo mKdV ordindria deva ser restau-
rada no limite de ¢ — 0. Multiplicando a eq. (2.10) por 6,

O v, = —0 vypy + 06070, (2.12)
vemos que a forma geral da equagao mKdV supersimétrica é dada por
Db = —D% + 3(Dip) DX( D) + (3 — b)(Dv) D(: D), (2.13)
onde b é um parametro livre. Em termos das componentes de v, a equacao fica

O = —02v+ 6020,v — b0, (v(D,C), (2.14)
0 = —02+6020,¢ — b(v?0,¢ — vI,(). (2.15)

Verifica-se que as equacoes acima sao invariantes pela seguinte transformacao de

supersimetria

dyv =1 0;C, 5,¢ =nv. (2.16)
Em [9], utiliza-se o método de Hirota bilinear para obter solugoes de n-sélitons
para a equagao (2.13) no caso de b = 3. A equagao é posta numa forma bilinear
reescrevendo o supercampo 1 em termos de funcoes 7

Y =Dln <ﬁ> : (2.17)

T2

*Fazendo t — —%, obtemos a eq. (1.13).

12



e usando uma derivada de Hirota supersimétrica, definida por

S DZf g = (D6’1 - Dé‘z)(am - am)nf(xla gl)g(x% 92) (2'18)

T1=T2=2x

01=02=0

onde Dy. = 0,0,. + 0p,, e f e g sao supercampos bosonicos.

2.2 Equacao sine-Gordon supersimétrica
De acordo com [8], a equagao sine-Gordon'
0,0;u = —sen u, (2.19)
pode ser supersimetrizada introduzindo um supercampo bosonico, dado por
o = g F 0101 + Oothy + 0,605 F, (2.20)

onde 0, e Ay sao parametros fermionicos, v e F' sao campos bosonicos e 1 e 1, sao

campos fermionicos. Usando as superderivadas

D1 - 891 + Glax, DQ - 892 + 928,5, (221)
as quais satisfazem D? = 9,, D3 = 0; e DDy = —D,D;, encontramos que
D D;® = sen P, (2.22)

é a equagao supersimétrica de (2.19) se

F = —sen (%) . (2.23)
A eq. (2.22) pode ser escrita em componentes de :
0,0,u = —senu + 2sen (g) Y119,
oy = —cos (g) Uy,
O0:1 = cos (g) Y1, (2.24)

tFazendo u — i2¢, * — 2Z e t — 2z, obtemos (1.5).
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onde fica claro que a eq. (2.19) é restaurada quando v e 1y se anulam.
Na referéncia [10], mostra-se como construir solugoes de n-sélitons para sine-Gordon

supersimétrica, reescrevendo o supercampo ¢ como

b= iln <§—+> , (2.25)

onde F_ e F, sao funcoes de parametros grassmaniano, e em seguida bilinearizando

a equacao (2.22) com a ajuda de um superoperador de Hirota, definido como

Sef 9= (Daf)g — (=1 f(Dsg), (2.26)

onde D, = 0y, +0,0,, e |f| é zero se f é uma fungao bosonica e 1 se for uma fun¢ao

fermionica.
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Capitulo 3

Modelo mKdV supersimétrico

com N =1

3.1 Superalgebra si(2,1)

Diferente da algebra comum, uma superalgebra constitui-se de geradores bosonicos
{B} e geradores fermionicos { F'} satisfazendo as seguintes propriedades*: [B, B'| =
B", {F,F'} = Be[B,F| = F'. A superélgebra sl(2,1) possui oito geradores. Numa

representacao matricial 3 x 3, os geradores de sl(2, 1) sdo dados por

12 0 0 12 0 0

H = | 0 -120]|, H=| 0 1/20 |,
0 0 0 0 0 1
010 0 00

Ea = |00 0|, Ea=|100],
000 000
000 000

Ea2 - 0 0 1 3 Efaz_ O O 0 )
000 010

*aqui usaremos [A, B] = AB— BAe {A,B} = AB+ BA
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00 1 000
Eoytray 000 |, E_ g-=_000 (3.1)
000 100

onde {Hy, Hy, E+,, } sao geradores bosonicos e {E.iq,, Fi(a,tas)} 530 geradores fer-
mionicos.
As raizes simples da superdlgebra sl(2,1) podem ser representadas em termos de

vetores unitdrios e;, f,i=1,2 (e;-€; =i, ¢;- f =0, f- f = —1) como segue
Q] = €1 — €9, Qg = €9 — f (32)

Para obter uma superélgebra de Kac-Moody sl(2, 1) a partir da superalgebra s/(2, 1),
introduzimos um parametro espectral, h — h(™ = A"h, onde h € sl(2,1), e usamos

a seguinte regra
[g( ]:I: - [ga h](n+m + n(sn-l-m,OStr(gh)éa g, h € Sl(27 1) (33)

onde [gah]-l- = {gah}a [gah]— = [gah] e Str(m) = My + Moy — M33, ¢ chamado de
supertrago. Seguindo este procedimento, obtemos as seguintes relacoes de comutacao

e anticomutacao para a superalgebra de Kac-Moody s~l(2, 1):

[h+ 7Eia1] :tE(inatm)a [hg? ) :FOC)Q] :I:E:(Fnoj;m)a
n+m n n+m

[ 2 7E:I:a1] :FE:(I:al )7 [hg ’ ((;1-1-042)] :FE( (al-gaz)’
(1, o o) = 0 (13" Ef) = 0,
[E:I:ala :FOQ] - 0 [E:(I:nozla E a1+a2 ] = 0

Em) (m) _
{E:Faga :Faz} =0, {E +(a1+a2)’ Ei(m-i-az)} =0,
[ED, B = B 6, ot
{Eal—l—azaE(—al az} h (ntm) +n5n+m OC
[E(iozla E:(FT?(L+0¢2)] = :FE:(Fnoj;m)a [E(iozla E(irg)z] :l:E(n(Z:rEOQ)
(E™) BT = h§™ — 06, 4ot

Em) _ (n+m)
{E:Faga q:(a1+a2)} - 07 {E +(ai+as)’ :Faz} E:I:al )

= —N C .

[n, h§™) Snemiol (3.4)
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onde temos definido

0 000
hh = 2Hi=| 0 -1 0|, ho=—Hi+H,=| 01 0 |,
0 0 0 001
he = hy+ he. (3.5)

3.2 Construcao do modelo

Em [11] foi proposta a construcao de uma hierarquia integravel para a equacao
mKdV supersimétrica baseada na superalgebra afim §l(2, 1) com uma gradagao prin-
cipal () que decompoe a superdlgebra em sub-espacgos de grau inteiro e semi-inteiro.
Os geradores de grau inteiro sao associados a bdsons e os geradores de grau semi-
inteiro sao associados a férmions. Aqui, apresentaremos a base proposta por eles

com uma modificacao no operador gradacao:

d 1 d 1
Q=A7+ §h§°), - Q=2+ 5h§°’. (3.6)

Esta modificacao foi nescessaria para obter as solucoes das equacoes de movimento
para o caso N =1 (N representa o nimero de campos bosonico+fermiénico para o
modelo). Neste caso, o modelo é tratado usando-se uma algebra reduzida, ou seja,
usando-se apenas uma sub-algebra da algebra toda. A algebra completa é usada
para o caso N = 2 o qual nao sera tratado aqui. Na préxima secao, apresentaremos
as equacoes de movimento do modelo mKdV supersimétrico para o caso N = 1
usando a formulacdo dada na secdo 1.4. A base sl(2,1) segundo a gradacio (3.6),

no caso reduzida, é dada por

F1(2n+3/2) — (E(n+1/2) . E(n+1)) _|_ (E(TL+1) . E(n+1/2)),

a1+a2 a2 —a1—Qa2 —Q3

F2(2n+1/2) _ _(Eglb)—l—ag . E((Jz2+1/2)) + (E(n+1/2) _ g™

—]1—Q9 —a2)7

G§2n+1/2) _ (E(n) +E£+1/2))+(E(n+1/2) +E£n022),

a1 +az —Qp—a

Gg2n+3/2) _ _(E(n+1/2)_+_E((JZ+1))_|_(E(7L+1) +E(n+1/2)),

o1+o —ar—a —Q2
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K(2n+1) o _E(n+1)_E(n)

1 - —a1 oy )

Ké?n—i—l) — hsiz+1/2)+h(n+1/2)

2 )

M1(2n+1) _ Egnatl)_E&?),
MM = plm. (3.7)

As relagoes de comutacao e anti-comutagao para os geradores de sl (2,1) acima sao
dadas no Apéndice B.

Define-se o elemento
EO =KWV 4+ kI, (3.8)
que induz a decomposicao de s~l(2, 1) em kernel K:

K={zesl(2,1),[EY,z] =0 ou [EW, 2] x ¢},

e image M:
M = {z € s1(2,1),[ED, z] # 0}.
Assim,
sl(2,1) =K ® M, (3.9)
onde

MBose = {M1(2n+1)7 M2(2n)}a MFermi = {G?nH/Z), G52n+3/2)}7

Kome = (K0 KEWL Ky = (P9 gy

3.3 Equacoes de movimento

O operador Lax é definido como (veja (1.25))
Ly =0, + A, (3.10)
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onde
Ay = EW + Ag + Ay o, (3.11)

com
Ap=uM +ne,  Ayp=0G", (3.12)

onde u = u(z,t3) e n = n(x,1t3), sdo campos bosonicos e ¢ = 1)(z,13) é um campo
fermionico.

Definimos em seguida,

Liy = Oy + A, (3.13)
onde
5
Ay, = E® +3 "D, (3.14)
n=0
com
DY = oM, DM = b, G 4 by B,

Dél) = CIMI(I) + CgKfl) + C3K§1), D§3/2) = d1G53/2) + d2F1(3/2),

DY = e, DY = (G + fFP
(3.15)
onde a; = ay(x,t3), by = by (x,t3), by = bo(x, t3),...etcC.
A equacao de curvatura nula fornece
7
[[’:1:; 'Ctg] = 8:1:-’4153 - atgAI + [AQTJ Ats] = Z G(n/Q) =0. (316)

n=0

onde cada G™/? possui grau (n/2):

a2 [E(l),D§5/2)] + [Al/Q,E(S)]
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= (2fy — 2)GS?,

¢¥ = [BW, DI+ [, <3>1+[A1/2, <5/2’1
= (“2e1+ 2+ 20 fo) MY + 20 f1(KSY — K7,

GO — 0,0 + 120, D)+ L4, D]+ Ly DO
= (0:f1+2d, - UfZ)Ggg)m + (Opfo —ufi + 1/361)F2(5/2);

G? = axD§2) + [E(l), Dgl)] + [AO,D§2)] + [A1/2, D§3/2)]
= (8,5@1 - 261 + 277;d2)M2(2)

GB2) — aIDéa/m +[EW, D§1/2)] + [A,, D(3/2 ]+ [A1)2, D31)
= (Do +2b — udy — ey — ) GS
+(61d2 — Ud1 + T/_JCI)F13/2)5

GO = 9,0 +[ED, D] + [Ag, D] + [Ay )2, D]
= (0z1 —2a1 + 2u02 + 2@/3b2)M1(1) + (Opco + 2uc) — 2@Zb1)K£1)
(8 C3 —+ wal) ,

G2 — angﬂ) — O Ao + [Ap, D 1/2 ]+ [Al/Za 0)]
—  (Bubr — Db — ubs) G & (Bby — uby + Dy ) FM?),

GO = 8,D — 9,4y +[Ay, D]
— (O — GtSU)M(O)- (3.17)

Para que a condicdo de curvatura nula seja satisfeita, colocamos cada G/? = 0.

Ao fazer isto obtemos o seguinte sistema de equacoes
2fi —2¢ =
2u —2e; + 20 f, =
20f1 =
Opfi +2di —ufy =
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Do fo — ufi + ey

Ope1 — 2¢1 + 24d,

Oypdy + 2by — udy — 1hey — s
Opdy — udy + ey

0pc1 — 2a1 + 2ucy + 20by
OyCo + 2ucy — 20hby

OyC3 + 200D,

O0yb1 — 8,531; — uby

Oypby — uby + ay

amal - 3t3u

Apos resolver este sistema de equacoes para aq, by, by, - - - etc, obtemos

1 3 - - 1

1.,- 1 ,- 1 - -
Dy = (300 — 5ud)GYY + L (ude) — Do) FY,

1 1, -, - 1-
Dy = S0+ S (000 — ') K{Y — S00u K,

2
1. - 1 -
D§3/2) _ _ = IT/)Gég/Z) _ _uwFl(i”/?),
2 2
DR = wn?)
DY — G,
e as equagoes de movimento

46,53’1,/; — 83775_315890(“&)7

40,u = O2u — 6uOpu + 3000, (ud, 1)),

21
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Y

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

(3.18)



que é a versao supersimétrica da equacio mKdV' (1.13). Verificamos que estas

equagoes sao invariantes pela transformacao de supersimetria dada a seguir:

Vo= Y+en,
u o= u+edy), (3.22)

onde € é um parametro fermionico.

tA eq. (3.21) restaura a eq. (1.13) no limite de ¢» — 0.
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Capitulo 4

Solucoes do modelo mKdV

supersimétrico com N =1

4.1 Método de Dressing

O método dressing basea-se na hip6tese da existéncia de duas tranformacoes de
gauge que mapeam a configuracao de vacuo numa configuragao nao trivial.

Para elucidar melhor a afirmacao acima, considere
L,T = 0, (4.1)
onde o operador Lax é dado como em (3.11)
(0 + AT = (0p+EY + A+ Aip) T = 0. (4.2)
Na configuragao de vdcuo temos A9 =0 e A, = 0, de modo que
(0, + BV)The = 0. (4.3)
As tranformacoes de gauge seriam geradas por ambos

T = 0 Ty, (4.4)
T = 0. Tpeg ", (4.5)
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onde g é um elemento constante do grupo de Lie G e
(_)+ — B€U(1/2)+U(1)+U(3/2)+"', (46)
O = CUDHEDH3 24 (4.7)
sendo v(n/2) e t(—n/2) (n = 1,2,...) parametrizados em sub-espagos de grau n/2
e —n/2 de sl(2,1), respectivamente. B é um elemento de grupo nio constante

parametrizado no sub-espacgo de grau zero de s~l(2, 1). Podemos escrever a eq. (4.4)

como
Tyae = O7'T, (4.8)

e substituindo em (4.3), obtemos
(0219, + 0,02 + EMeHT =0. (4.9)

Multiplicando a expressao acima por ©_ pela esquerda e comparando o resultado

com a expressao (4.2), vemos que
EW 4 A+ Ay=0_EYO' +0_0,07" (4.10)

Fica claro portanto, que ©_ realiza a transformacao de uma configuracao de vacuo
para uma configura¢ao nao trivial. O mesmo raciocinio vale para © .

Igualando a eq. (4.4) com (4.5), obtemos

Tae g Tyl = 0710, (4.11)

vac

onde fica claro que T),. transforma o elemento de grupo g constante num elemento
de grupo ©_'©, nio constante.
Tomando-se o valor esperado de (4.11) sob estados de peso mais alto | A;) da repre-

sentacao de sl(2,1), construiremos as fun¢ées T
=\ [ hOZ'OL | N) = (N | hTae g T | Ay),  hESI(2,1).  (4.12)

A partir das funcoes 7, podemos obter solucoes de n-sélitons escrevendo o elemento

de grupo g em termos de funcoes de vértice F(v,) como segue:

g = el () Fim) [E™ F(va)] = f(9n, m)F (), (4.13)
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onde f(7,, m) é um nimero que depende de 7, e de m.

O elemento T,,. é obtido a partir dos operadores Lax na configuracao de vacuo:

O+ ENToae = 0 = 0Toae = =BT, (4.14)
(0, + EONTpoe = 0 = 0,Toee = —EOT,,,. (4.15)

Integrando (4.14) e (4.15), obtemos
Tyoe = exp(—EWz — EO)t). (4.16)

4.2 Funcoes 7 para o modelo mKdV supersimétrico

Partimos da transformagao (4.10):
EW + Ay +App=0_EVO ' +0 0,067 (4.17)
onde ©_ é dado por (4.7). Usando a relagao

elTe bt =T +[L,T)+ l[L, [L,T)] + %[L, [L,[L,T]|] + -

2l
obtemos
EW 4+ Ag+ Ay = EO 4] i t(—n), EW]
n=1/2
bl e [ Hem), B
n=1/2 n=1/2
IS e, [ Hen), [ (), BOT) 4
n=1/2 n=1/2 n=1/2
+ 9,31[1— Sotn) | +5 | D Hen)
n=1/2 n=1/2
1 > 3
- = Y #(—n) +] (4.18)
n=1/2

= FO 4+ 2D L 10Oy L (AEYDY 4 \EDy 4
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onde {A\"2} possui grau (n/2):

{)\(1/2)} —

()

{)\(—1/2)}

_|_

[t(~1/2), EV],

(1), BO] 4 2 {t(-1/2), [1(-1/2), V],

1(=3/2), B+ S {i(-1/2), [1(~1), B,

L1, [t(~1/2), BV

S IH-1/2), 1H(-1/2), [r(~1/2), BV - 0,¢(~1/2)
[t(~2), BV] + %[t(—l/Q), [t(~3/2), BV]]
1

SiH(=1), (=1, BV + %[t(—iﬁ/?), [t(~1/2), EV]]

%[t(_1/2), t(=1/2), [t(-1), BV
L1, 11, 12, 5]
1

Slt(=1), [t(=1/2), [t(=1/2), EV])]

%[t(—lﬂ), [t(=1/2), [t(=1/2), [t(=1/2), EVN]]

Opt(—1) — t(—1/2)0,t(—1/2) + %axt2(—1/2).

Para que a (4.18) seja satisfeita, devemos ter

Ao

Ao

D,t(—1/2)

1(-1/2), ]
110, BO) 4 2 i(-1/2), Ay

[1(=3/2), EV] + %[t(—lﬂ), (1), BV]]

D), v + lH(=172), [6(-1/2), Ay,
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@wﬂ::%@ﬂqppﬂqmmmqm (4.23)

+ [t(-2), BV + %[t(—l/Q), [t(~3/2), BV]]
1

2!
ol (=1/2), [(-1/2), [1(-1), BO]]

1 1

+ o glt(=1/2), [H(=1), Aol 4+ 5 [H(=1), [1(=1/2), Auo]]

+ %[t(—lﬂ), [t(=1/2), [t(=1/2), A1 2]]].

(1), (1), B 4 H(-3/2), Avp]

Em seguida, definimos os campos

t(-1) = BMTY 4+ 8K 4 g KIY,
(=3/2) = 71G§_3/2) +72F2(_3/2),
t(-2) = &MY, (4.24)

t(=1/2) = a,GSY? + auF 2,
t

onde oy = aq(z,t3), ae = oz, t3), f1 = Pi(x,t3), ...etc. Substituindo os campos
definidos acima e os campo fisicos dados em (3.12) nas eqs. (4.20)-(4.23), obtemos

o seguinte sistema de equagoes
lb = —2CY1,

u = 251"‘&2&7

n = 53—51—524-%(041—@2)7/);

1
Opory = =27+ aofli + 5(52 + B5)1),
1 - 1 .
Opy = 11 — §ﬁ1¢ + gaﬂﬂ/}a
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01 = 10y + a0pry + 201 + 20071 — 23231 + Yo,
2 -1 -1 _
- 5520427,@ + 5%31@/} - 5(32 + fB3) ),

) _
Opfa = —a10;0q4 — ax0y00 — 2512 — MY — 5510427/)

+ %(32 + Bs)antp — %%31@/—} — 20171,

~ 4
Opf3 = 10,00 — 000 + 1) — 5%04251
1 _ 1 _
- 5(32 + B3)ant) — 5%311/} + 2a1m. (4.25)

Resolvendo o sistema acima para aq, as, 31, 52 € 33, obtemos

(-1/2) = —50GE = S, (4.20)
(1) = BM; D+ BKD Y+ g Y, (4.27)
20,n = UQ_axu_”I}ax”I}a (428)
onde
= [ > o= (1.29)
5= 5 (u-3x), (4.30)
1 - - 1
b = 1 [0 —xonds -5 [, (1.31)
1 - -
b = —; [0+ 000, (4.32)

Agora estamos preparados para construir as fungoes 7. Da a eq. (4.11), temos

0710, = ¢ {1/~ UD= g (/2404 e (4.33)

vac)’
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onde

O = YD H(1)FH(-3/2)+

0, = B/ttt

B = M”40t
De acordo com a eq. (1.30), temos
Ay =—-0,BB™",
de modo que devemos ter

u = —0,0, n = —0,V.

: (4.34)
: (4.35)

(4.37)

(4.38)

Usaremos em seguida o estado de peso mais alto da representacao de s~l(2, 1), dados

por | A1) e | Ag) os quais satisfazem

¢l = ), (4.39)
MY [N = G | N, (4.40)
A2\ = 0, n=1,273,.. (4.41)

onde i = 0,1 e h(/? € s(2,1) possui grau positivo (n/2). Usaremos também os

estados (A1 | e (Ao | que satisfazem

(Aife = (N, (4.42)
O | MO = (] i, (4.43)
(N | M2 =0, n=1,23,.. (4.44)
onde i = 0,1 e h="/?) € 5/(2,1) possui grau negativo (—n/2).
Aplicando | \;) a direita e (\; | a esquerda de (4.33), obtemos
o = € =X | Toac g Ty | Mo, (4.45)
o= e = (N | Toac g Tyt | A1) (4.46)
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Agora, aplicamos (\; | G a esquerda e | Ai) a direita de (4.33):

O | G270, | A = (N | G e Ematn/2) | \yedity (4 47)

= (N | G Toae g Tl | M) (4.48)
Usando a (4.26), obtemos
(i | GPe Zmmton2 gy = ([ GPH(=1/2) [ ) (4.49)
= %i-kﬂ-—%hwéx- (4.50)
Assim,
mo= 20 = O | G T g Tk Mo (151)
Ty = ;w+ka”:<h|Gwmﬂmgﬂé|M) (4.52)

A partir de (4.38), (4.45), (4.46), (4.51) e (4.52), obtemos os campos u, ¢ e 1 em

termos das funcoes 7
Oy Oy
u::—< o m), (4.53)

T1 To
b= 242 (4.54)
T1 To
O
p = —2=0 (4.55)
To

De posse das solugoes em termos das funcoes 7, precisamos agora determind-las

explicitamente e para isso usaremos as fungoes de vértice dadas a seguir:

+o0
n —-2n n 1 ~
Po) = 30 M P~ Shed). (456)

n=—oo

+00
F.(y) = Z ,}/72TLG§2n+1/Z)+77(2n+1)052n+3/2). (4.57)

n=—oo

A fungao F_ () é uma fun¢io de vértice bosonica, uma vez que ela ¢é escrita em ter-

mos de geradores bosonicos, enquanto que F', () é uma fungao de vértice fermionica
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ja que ela é escrita em termos de geradores fermionicos. Elas satisfazem a seguinte

relacao:
[ECmD FL(y)] = 229V Fy(v), (4.58)
onde

Eent) = gD | peenth) (4.59)

4.3 Solucao para 1-vértice fermidnico

Seguindo o procedimento dado em (4.13), a solugao para 1-s6liton pode ser obtida

colocando
g = eartn) (4.60)
onde ¢; é um parametro fermionio constante (¢? = 0).
Segue que
Tyac 9 Toge = Toac(1 + 1 Fy (71) T = 1+ 1 T0ac Py (71) T (4.61)
Usando a eq. (4.16), (4.58) e a relagao
1 1
efTet =T + [LaT] + E[La [La T]] + g[La [La [LaT”] +y (462)
obtemos
TvacF+ (’71)Tv;i = p;F+ (71) (463)
onde
py = e e Nits, (4.64)

Assim, as funcoes 7 ficam:

0 = € =14cip; (Ao | Fir(m) | Aoy,
o= e =1+cipr (M| Fe(n) | A1),

1 -
S0 =x)¢" = cipi (o | GYPFi(m) [ M),
1

o= 040 = ey | G FL () | M) (4.65)

To =
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Calculando os elementos de matriz, obtemos

(Ni| Fy(n) [A) = 0,

NI GYIR) A = o (i=0,1), (4.66)
e as solucoes ficam:
u = 0,
b o= a2np,
n = 0. (4.67)

O calculo para a solucao de um tnico vértice é geralmente simples. Quando dese-
jamos obter solugoes com um numero maior de vértices, o calculo dos elementos de
matriz é em geral muito trabalhoso. Por isso, na pratica, calculamos os elementos de
matriz emplementando um programa no mathematica. As fungoes 7 (4.45), (4.46),

(4.51) e (4.52), fornecem um ansatz na forma

7= _([[er)iM;, (4.68)
ik

onde p, = p(7) sdo exponenciais do tipo (4.64), e os coeficientes M sdo os elemen-
tos de matriz os quais desejamos determinar. Para determina-los, escrevemos as
equagoes de movimento (3.20) e (3.21) e as equagoes (4.28) e (4.29), todas em ter-
mos das fungoes 7. O programa encarrega de substituir o ansatz (4.68) neste sistema
de equagoes, agrupando os coeficientes de mesmo (][, px); e resolvendo-os para os
M; em questao obtendo M; = M;(7y). O processo é repetido sucessivamente para as
ordens seguintes de (], px); até que todos os M; estejam determinados. Nas se¢Oes

seguintes, apresentaremos as solucoes que obtivemos seguindo este procedimento.

4.4 Solucao para 1-vértice bosdnico
Colocamos
g = eblFi(%) =1 + blF—(’h) = Tvachvac =1 + blpil_F—(’71)7
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onde b; é um parametro bosonico constante e

+ _ _2yiz+297ts
pr = ¢€ H

As funcoes 7 ficam

o = = 1t P () )
n o= e =1+ bipf (A1 | F-(71) | M),

1 -
Ty = 5(1/) - X)GV = b1pi|_<)\0 | G§1/2)Ff(71) | )‘0>’
1 -
o= S0+ =bipl (M | G F_(m) [ M)

Calculando os elementos de matriz, obtemos

DL E- () X)) = (1= 20)5,

NG E_ () [A) = 0, (i=0,1)

e as solucoes ficam

_ + 1
w = —bimp <1+ oot L %blpf> ’
v =0,
bl’hﬂf
7 1 - %bmf

4.5 Solucao para 1-vértice bosonico + 1-vértice
fermionico
Colocamos
g = - eerf(2) (4.69)
As funcoes 7 para este g, sao

0 — €
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1
= L= bl +bicipipy Qo [ F-(m)F(32) | o),

n = e

1
= L4 ghpl +biciplpy M [ Fo(m)F(92) | M),

1
n o= =X

= c1pyva + bicipf py (Mo | GV E (1) Fy(12) | Ao,

1 -
T3 = §(¢+X)€¢+y

= cipyye +bicipfpy (M | G F(0) Fy () | M), (4.70)

Daqui por diante, denotaremos ¢; para os coeficientes fermionicos, b; para os coefi-

clentes bosonicos e

pE = eFrEtita) (4.71)

Os elementos de matriz calculados, foram

o

<)\z‘ | Ff(’Yl)FJr(’h) | )\i> =
i | G F () Fu() | ) =

)

1 — 2(51"1)0'1’2 (Z = 0, 1),

—~

_|_
0'172 27(71 72) . (472)
2 (1 — )
Obtivemos as seguintes solucoes
1 1
u = —bimpf ( + ) ,
P+ sbipt — Sbipf
J oo Ore- bicipi py 012 | c1pz 2 +bicipl py o1
1+ $bipy 1— 1bipf ’
b1v1p)
n T 4.73
1 - %blpT ( )
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4.6 Solucao para 2-vértices bosonicos

Colocamos
g = e F-(n)ghef-(2) (4.74)
Segue que
n o= ¢ =1- %blpf - %bzpi +bibapy py (Mo | F-(m)F-(72) | Ao),
n o= =1+ %blﬂf + %bw; + bibapy py (M | Fo(m)F-(72) | M),

1 -
T2 = §(¢ — X)€" = bibapi p3 (No | GSI/Z)F—(%)F—(W) | Ao},

1 -
mo= S0+ = bibapl pf (N | G (1) F- () | A). (4.75)
Calculando os elementos de matriz, encontramos
1 (71— %)
N | F_ () F_ Ay = = = ,
(el F-F-(a) |3 = T =
M| GIF()F- () [A) = 0 (i=0,1). (4.76)

Assim, as solucoes ficam
. (—bmpf — byyaps +bibo2( + 72)@@?%2)
L — 3bipf — 3baps + bibopi p3 o

<b171pfb272p§“ + b1bo2(y + 72)pfp;a1,2>
1+ %blpf' + %bgp; + blbgpfp;am

b =0,
N o= — <_b171p;r — bav2py + biba2( + 72)PIFP;C¥1,2> (4.77)
1 — 3bipl — $baps + bibopf p3a s
4.7 Solucao para 2-vértices fermidnicos
Colocamos
g= @01F+(71)602F+(72), (4.78)
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As funcoes 7 ficam
v

T = €

= 1+ cieepy py (Mo | F(m)Fi(12) | Ao,

n = 6¢+V

= 1+ cieprpy (M| Fe(m)Fie() [ M),

1 - v
To = §(¢—X)@
= c1np; + Y20y
+ creapy py Qo | GV EL(0)Fy(2) | M),

1 _
T3 = §(¢+X)€¢+y

= C171p; + C2Y2pPy

+ ceaprpy (0 | G E () F () | M) (4.79)

Calculando os elementos de matriz, obtemos

O L EL () Fy () | A) = mﬁzm

N |G R () Fe(p) | Ay = 0, (i=0,1). (4.80)

Assim, as solucoes ficam

u = 0,
U o= a2vipy + 2705,
n = cie2(m +72)p1 p; B (4.81)

4.8 Solucao para 1-vértice bosonico 4+ 2-vértices

fermionicos

Colocamos

g = D1 - () ge1 Fie(72) g2 Fi(73)

, (4.82)
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e as funcoes 7 ficam

7'0:6”

1
= 1= 561PT + C16205 P35 P23
+ bicreap{ py ps (Mo | F- (1) Fie (72) Fie(33) | o),

n = e

1
= 1+ iblpf + c102p5 p3 P23
+ biereap{ py ps (M | Fo (1) Fie (72) Fie(33) | M),

1 - v
Ty = §(¢—X)€
= C172py + Cay3p; +bicipl py o1a + bicapl psons
+ bicricapi p3 p5 (o | GV F_ (1) Fi(12) Fi (1) | Mo,

1 _
T3 = §(¢+X)€¢+V

= 1Yep; + cay3p; — bicipy pyo1a — bicapi p3 o1 s

+ bicieapt py py (| G E () Fi(70) Fi(73) | M) (4.83)

Calculando os elementos de matriz, obtemos
A [ FL(n)Fr(2)Fr(s) [ A) = (1 =20i0)d123  (i=0,1),

N [ G () Fr()Fi(rs) [ ) = 0, (4.84)

onde

— + +
5172’3 _ 273 (72 73) (71 72) (71 73)‘ (4.85)

2 (2+73)% (1 —7) (n—7)

Assim, as solugoes ficam

—biyipt — c1622(7v2 + 73) 5 P B

u =

1—3bip!
5101022(71 — Y2 — 73)P;FP2_P§51,2,3
- %blp;r
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< —bivipy ) <C1C2P2P352,3 - 510102pr2p351,2,3>
1— %blpf 1— %blpf
(bimipf — c1622(72 + 73) P2 P53 B.3)
1+ $bipf
bicico2(y1 — Y2 — 73)pi PZ P53 12,3
1+ £bipf
biyipy c102p5 ps Pos + bicicapl py ps 612
<1+%b1pf> < 1+%b1pf > ’

b = Ciyeps + Coysps — bicipy py o1 — bicop! py o3
1+ %blpf
C1Y2p; + C2Y3ps + bicipl py o1 + bicapl p3os
— Ly HF ’
50101

bivipl + c1ca2(v2 +73)p3 p5 Po3

1-— %blpf + c1e2p5 p3 P23 — b10102PTP2_P551,2,3
bieica2(y — 2 — 73)P;FP§P§51,2,3

— 2bipi + c102p5 p3 Bag — bicicapt py p3 123

(4.86)

4.9 Solucao para 2-vértices bosonicos + 1-vértice
fermionico
Colocamos

g = eb1F_(71)6b2F—(72)601F+(73), (487)

e as funcoes 7 sao

o = €

1 1
= 1- iblﬂf - §b2P§r + b1bapi p3 o1
+ bibacip ps ps (Mo | F- () F-(72) Fie(33) | Ao),

n = e
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1 1
= 1+ iblpir + ibgp; + blbgpfp;am
+ bibacipl pa p3 (M | Fo () F-(72) Fie(33) | A1),

l - v
T2 = 5(@/} - X)e
= 1733 +bicipl p3 o1 + b2clp§rﬂ§02,3

+ bibacipf p3 o3 (Mo | G/P FL (1) F_(72) Fi (1) | Mo),
1 -
T3 = §(¢+X)€¢+V
= c173p; — bicipy ps 013 — bacipy p3 023
+ bibaerpif p3 s (M | GV F_ (1) F_(12) Fiu (1) | Aa). (4.88)

Calculando os elementos de matriz, obtemos

Ni | Fo () F-(v2)F(3) | Ai) = 0,

N | G F_ () P () Fr(13) | Ay = Ao, (4.89)
onde
Maa = J2n=7)” (0t ) (o + %) (4.90)
” 4 (v +72)2% (11— 73) (2 —73)

E as solucoes ficam

(=biyipl — bayaps + bibe2(1 + 72)pi 3 012)

u =
1 — $bipl — $baps + bibopi p3ann
B (b1v1pT + bayaps 4 b1be2(y1 + 72)pi p3 1 2)
14 %blpf + %bgp; + blePTp;CYLQ ’
b = c173p3 — bicipl p3 013 — bacipy p3 023 + bibacipf p3 p3 A1z

1—|—lb1pf lbgp; +b1b2pfp;a12
c1y3p3 + 5101P1 P3 o3 + bacipg p3 093 + 51520101 Py P3 AL 3
— 3b1pf — Sbapy + bibapf p3 o s
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= (=b1yipl — bavyapy + biba2(m1 +72)pf p3 1 2)
1 — 3bipt — Sbaps + bibap! p3 o s '

(4.91)

4.10 Solucao para 2-vértices bosonicos + 2-vértices

fermionicos

Colocamos

g = D1 = (1) pb2 F(72) e Fi (73) pe2 Py (7a) (4.92)

E as funcgoes 7 ficam

o = €

1 1
= 1- 5510{r - §b2P§r + bibapy Py 1
+ cieaps py (53,4 - b1pfr51,3,4 - b2pg52,3,4 + blePTP;91,2,3,4) )

no= e
1 1
= 14 5bipi + 5bopd +bibopfpfans

+ ciCaps py (53,4 + b1pf 0134 4 baps 0234 + b1b2pirﬂ§r91,2,3,4) ;

1 . v
T2 = QWJ - X)e
= c1p3 (73 + bipf 013 + baps 093 + blb2pfpgr)\1,2,3)
+ Capy (74 + bipfora + bapy oo + b1b2pil_p;_)\1,2,4) )

1 -
T3 = 5(7/)+X)6¢+V
= cipg (73 — bipf o1 — baps 023 + blb2pirp§r)\1,2,3)
+ copy (4 = bipfora — bops 094 + bibapi pi Aina), (4.93)
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onde

_ 1 (71 - 72)2
Q12 = 5
4 (y1 + 72)
_ (v3 — va)
33,4 = 7374(73+74)2,
104 :ku%—%yw+%ﬂw+%{ (G =1,2)
2 (3 +7)% (v —73) (v — 74)
¥3 (v + k) :
ok = o j=1,2 k=34
J.k 9 (’7 ’Yk) ( ) ( )

Aigi = ﬁ(%—%)? (71+’Yj) (’Yz—i-’yj) (j = 3,4)
T At () (e ) ’

Y37 (11— 72)> (1 +73) (2 +15) (93 — 7)) (1 +74) (2 + 74)

4 (i +7)? (=) (2 —73) (v3+74)% (71— ) (2 — 7).
(4.94)

O o34 =

As solugoes sao dadas a seguir

(—171’Y1PIr — bayapy + D1bo2(m1 + 72)pi py a1 )
— Sbipf — Sbapy + bibapi p3 o p
P3 Py (534 — bip{ 1,34 — bapy 0z34 + bibapi py 01 234)
1 — Sbipl — $baps + bibapf py oy
(=bimipl — bovaps + b1be2(m1 + 72)pf p3 o1 2)
1 — 3bipl — 5baps + bibopi p3ann -
P3 Py (53,4 — bipi 0134 — bapy Saza+ b1b2PTP;91,2,3,4)
1 — 3bip!l — $baps + bibopy p3ans
(bivipy + bavyaps + biba2(v1 + 72)pf p3 a1 2)
1+ 2bipf + 3baps + bibapy p3 o
P3 Ps (53,4 + blﬂir51,3,4 + 520352,3,4 + blb2PTP;91,2,3,4)
14 201 pf + $bapy + bibapy p3 o

u =

+ cieo

— (G

- (G
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<

(b11pf + bav2ps 4 biba2(y1 + 72)pi p3 o1 2) y
1+ b1pf + 3baps + bibapy p3 o

P3Py (53,4 + b1l 8134 + bapy da3.4 + blePTP;91,2,3,4)

L+ 2bipf + 3bapy + bibapy pd o

C1C2

)

C1P3 (’Y3 —bipfors — bapy ooz + b1bzﬂfP§r)\1,2,3)
1+ %blpf + %pr; + b1b2pfp§“a1,2

Copy (’74 —bipfora— bapsooa + blePf—P;)\Lu)
L4 $b1pf + 1baps + bibapi p3 v

C1pP3 (73 + b1p1+01,3 + b2P§rU2,3 + blb2pirpér)\1,2,3)
1 — $bipl — $baps + bibap! pyans

capy (Ya+ bipfora+bapdoss + b1b2pfrp§r)\1,2,4)
1 — 5bipl — $baps + bibapf pyany

(=b1y1p7 = bayapy 4 bibo2(m1 +72)pf p3 v 2)
1 — $bipl — $baps + bibopf pyans
P3 Py (534 — bip{ 1,34 — b2py 0z34 + bibapi py 01 234)

— Sb1pt — $bapy + bibapi p3 o s
(—5171P1 — byyapy + Diba2(v1 +72)pf p3 o)
T+ 15 F g X
L= 5bipy — 3bapy + bibapy py a2
P3Py (53,4 — b1pf 8134 — baps 8234 + bibapi p3 0103 4)
1= 3bip — 3bapy + bibapi py a2

C1C2
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Capitulo 5

Modelo sinh-Gordon

supersimétrico com N =1

5.1 Equacoes de movimento

De acordo com (1.29), temos

L, =0,+ A, Ly, =0, +A_, (5.1)

sendo
A, = EW —-0,BB"Y + A, (5.2)
A, = BE"YB'4+Bj_ B!, (5.3)

onde
B = M A, =06, =y6s. (5.4)

Os campos ¢ = ¢(x,t_1) e v = v(x,t_1) sdo campos bosonicos enquanto que e os
campos ¢ = Y(x,t_1) e 1) = (z,t_;) sdo campos fermionicos.

A condicao de curvatura nula fornece
0+ Apy 0, + A 1] = 0,(BECYB™Y) +9,(Bj _12B™")
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+ 8,571((%3 Bil) - 8,571141/2
+ [EW, BE(*I)B*1]+[E(1) Bj 12B7Y

— [0,BB"Y, BECYB™Y ~ [0,BB"Y,Bj_,/yB7"]
+ [Al/g, BE ] + [Al/Qa B] I/ZB ]
— 0. (5.5)

Separando os termos de mesmo grau na expressao acima e igualando a zero, obtemos

8t 1A1/2— [E() Bj_ 1/2B 1] =

0., (0:B B 1) + [EW, BECVB 1] + [Ay)2, Bj- 1/2B o=
ax(Bj—l/zB_l)_[axBB b yBj_1/2B~ ]+[A1/2,BE B~ 1] =
d,(BECYB 1Y) —[0,BB"Y BECYB ]

o o o o

(5.6)

De acordo com (1.30), a tltima das equagoes acima é uma identidade.

Com o auxilio da relagao (4.62), podemos obter

BEYB™' = K\ 4 senh(2¢) M ™" + cosh(2¢) K
Bj_1;B™' = 4cosh(g)G5 P —wsenh(gzﬁ)Fl( Y3, (5.7)

Substituindo as expressdes acima nas trés primeiras equagoes de (5.6), obtemos:

9, 0GP —[ED 4 cosh(¢)GS? — gsenh(g) F /] =0,

(5.8)
0, 0,0 M + 8, 0,vé + [EW, KSV + senh(2¢) MV + Cosh(2¢) -1
+[ Ggl/Q),wcosh(qb)Gg 12 _ wsenh(¢) | (=1/2) ]=0,
(5.9)
0z (¥ cosh(¢)) G5~V/?) — 0, (v senh(¢)) F{~"/?
—[0, ¢M<°> + 0, Z/é,wcosh(gzﬁ)G( Y _ wsenh(gb)F( 2]
+1 G KD 4 senh(2¢) MUY + cosh(2¢)K7V] = 0,
(5.10)
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o que resultam nas equagoes do modelo sinh-Gordon supersimétrico:

O, b = 21 coshe, (5.11)
Or_,0,¢0 = 2senh(2¢) + 2¢1h senhg, (5.12)
0,0, = Yihe? + (1 — 2e*), (5.13)

0yt = 21 cosho. (5.14)

As equagoes (5.11), (5.12) e (5.14) também podem ser derivadas da Lagrangeana

1 - _
L= 3 (006 0up — 1 Otp + ¥ O + 2 cosh(20) + 44) cosh @] . (5.15)
Podemos reduzir o sistema de equagoes (5.11)-(5.14) notando que

_ ]- 8,571775

v= 2 cosh(¢)

(5.16)

de acordo com a eq. (5.11). Portanto, substituindo (5.16) nas equagoes (5.12)-(5.14),
obtemos

Oy 0,6 = 2senh(2¢) + ¥0, ¢ tgh(¢), (5.17)
Or_, 0,00 = dapcosh?(@) + 0,00,_, 1 tgh(o), (5.18)
0,0 = O (1 +e )7 + (1 —e*). (5.19)

Verificamos que as equagoes (5.17) e (5.18) sao invariantes pela seguinte transfor-

magcao de supersimetria:

Vo= 1+ €0, (5.20)
¢ = o+ e (5.21)
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Capitulo 6

Solucoes para o modelo

sinh-Gordon supersimétrico com
N=1

6.1 Solucao para 1-vértice bosonico
Integrando
(0p + EMNT,0e =0, (9, + BT, =0,
obtemos,
Tooe = exp(—E(l)x — E(*l)t,l).
Uma consequéncia de (6.2), é que

TyacFe ()Tt = ¥ =0 Fy (),

vac

e portanto, denotaremos daqui por diante (compare com (4.71)):
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Os campos ¢, 1 e v do modelo sinh-Gordon supersimétrico em termos das funcoes
T (4.45), (4.46), (4.51) e (4.52), ficam

¢ = In (:—;) (6.5)

b= 242 (6.6)

1 To

v = In(mn). (6.7)

Para a solucao de 1-vértice bosonico colocamos

g =" f=0m), (6.8)

As funcoes 7 para o g acima sao dadas por

To

1

T2

T3

e portanto obtemos as seguintes solugoes:

<
Il

<1+%b1ﬁ1+>
In{—F—1,
1 —5b1py
0,

In(ro) = In (1 _ %bﬂ) | (6.10)

6.2 Solucao para um 1-vértice fermidénico

Colocamos

g = e+, (6.11)
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As funcoes 7 ficam

o = e’ =1,
™ = 6¢+V:1,
1 - ) o
T = §(¢—X)€ = C171p1
1 - o
o= 5(1/)+X)6¢+V201%/)1- (6.12)
E as solucoes sao
¢ = 0,
Y o= a2vpy,
v = 0. (6.13)

6.3 Solucao para 1-vértice bosoénico + 1-vértice
fermionico
Colocamos
g = ehf-meal(n) (6.14)
Segue que

1
T = 6” =1- iblﬁi‘—,

1
n = 6¢+V:1+§blﬁTa

T = (¥ —Xx)e’ = ci1py v + bicipi py o019,

1
2
1 -

T3 = 5(7/) +X)e? = 15y 2 — bicapf py o0, (6.15)
onde

72 (71 +72)
2

TR (6.16)
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Obtemos as seguintes solucoes

5 — In 1+ 3bipf
- 1—3bipt )’
2 1

<
|

C1Py Y2 — bicipf Py 012 C1py Y2 + bicipy py o1

1+ b1 pf 1 — 2bipf
1
v = In <1 — Eblﬁf> .

6.4 Solucao para 2-vértices bosonicos

Colocamos
g = ehF-(n)ehF-(r2)
Segue que
Moo= €= 1 bt — bl + bl o
o= e =14 %blﬁ{’ + %bQﬁ; + bibapy Py 12,
o= -0 =0,
o= W0 =0
onde

(71 - 72)2

1
« = - .
b2 4 (71 + 72)?

Assim, as solugoes ficam

_ 1 L+ 3b1pf + $bapy + bibapy p3 o
L U ST B
201P1 — 302Py + 0102p;1 Py Q1 2
0,

1 1. . ~
v = In <1 — §b1pf — §b2p; + blb2pfp§a1,2> .

<
I
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6.5 Solucao para 2-vértices fermionicos

Colocamos

E as funcgoes 7 ficam

To

1

T2
T3

onde

Assim, as solugoes ficam

Y
14

g = 1P+ () pe2Fi(72) (6.22)

= €' =1+ ci1c2p; Py Pr2,
= @¢+V =1+ Clcgﬁl_ﬁg_ﬁl,%

1, - Y o n
= W =x)e" = cmpy + by,
1 I ~— ~—
= 5(1/1 +X)e’t = cimpr + ey, (6.23)
(71 —72)
= g 6.24
B2 Y172 (71 + 72)?2 ( )
0,
c1271p1 + €2272py
In (1 + ercapy py Pr2) = crcapy py Pras (6.25)

2 ~
onde usamos In(1 4 z) = 2 — % + - - - na solugao para v.

6.6 Solucao para 1-vértice bosonico + 2-vértices

fermionicos

Colocamos

g = gblF—(71)661F+(72)662F+(73), (6.26)
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e as funcoes 7 ficam

o = €

1. o o
= 1- 5blpir + c1C2P4 P3 B2z — bicicapy Py Py 01,2,3,

n = e

1. o e
= 1+ §b1pf + cicapy p3 Pog + b1C1C2PfP2 P3 01,23,

Ty = %(lﬁ — x)e”

= 172P05 + C2Y3P5 + bicipy py 010 + bicapy py o,

1 -
T3 = i(w + X)6¢+V
= 17205 + C23p3 — bicipf py 012 — bicapy p3 o3,
onde

Y273 (V2 —73) (71 +72) (71 +3)
2 (2 +7)%(n—72) (n—73)

d103 =

Logo, as solugoes ficam

s — In 1+ 501y
N 1—1bipf
2 1

10205 P53 Pos + bicicapy Py P3 0123
+ 7
N <C1C2ﬁ2ﬁ352,3 - 510102/31+ﬁ2ﬁ351,2,3>
1 — by pf ’
b = C1Y2Py + CoYsPs — bici Pl py 015 — bicapy Py 013
1+ 3bipf
C1Y2py + C2Y3ps 4 bicipl Py 012 + bicapi Pz o1s
+ Syt ,
50101
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1 O~ N —b ~t ~— )
v = In (1 — —bﬁf) + (Clc?f’? P B2 llclfipl P P3 1,2,3> ‘
2 1-— §b1p1

(6.29)

6.7 Solucao para 2-vértices bosonicos + 1-vértice
fermionico
Colocamos

g = eb1F-(m) gb2F—(72) pe1 F(73) (6.30)

E as funcgoes 7 ficam

To = e’
1. . I . ~f -
- 1- lepf — §b2p§’ + bﬂhﬂ?ﬂ?“&a

1, . 1. o~
n = 6¢+V =14+ iblpf + ibgp; + blep;rp;Oél,g,

Ty = %(%ﬁ — x)e”

= ¢ (vap5 + b1py 3 013 + bapy 3 003 + bibapy p3 Py M)

1 -
T3 = §(¢+X)@¢+y

= (73ﬁ3_ — b1 pf p3 013 — bapy p3 023 + b1b2ﬁfﬁ§rﬁ3_)\1,2,3) ;

(6.31)
onde
_ 1 (71 - 72)2
Q12 — ~ 2
4 (71 + 72)
¥s (75 + 73)
0y, - 5 ) J = 172 )
73 2 (v —3) ( )



73 (1 —12)? (n +13) (2 + )

)\172’3 - . (632)
4 (1 +72)2 (1 —73) (12 — 1)
Portanto, obtemos as seguintes solugoes:
¢ — <1 + %b1ﬁi|— + %bQﬁ; + bleﬁf—ﬁ;OfL2>
1— 3bipf — 3bopy + bibopi py oz )’
b = 1 (v3p5 — bipf ps 01,3 — bapy ps 023 + bibapi py P i 23)
1+ %blﬁi’— + %bgﬁ;— + bleﬁfﬁ;aLQ
i C1 (7355 + blﬁfﬁ;‘ﬁ,?, + b2ﬁ;ﬁ502,3 + blbzﬁfﬁ;ﬁ??)‘lﬂ,?))
1 — 5bipf — $bapy + bibopf py i s ’
Lo 1y S~
v = In|1-— §b1p1 — §b2p2 —+ b1b2p1 P2 12 | . (633)

6.8 Solucao para 2-vértices bosoénicos + 2-vértices

fermionicos

Colocamos

g = D1 = (1) pb2 F(72) e i (73) pe2 Py (7). (6.34)

E as funcgoes 7 ficam

7'0:61/

1. _ 1 .
= 1- lepfr - §b2P§r + b1bapy Py 1
+ ci1cap3 Py (53,4 — b1 py 01,34 — bafpy Oa 34 + blb2ﬁTﬁ;91,2,3,4) ,

n = e’

1 1. . o~
= 1 —+ iblpf + ibgp; + blepin;aLQ
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+ cicaps py (53,4 +b1pf 0134 + bapy 02,34 + b1b2ﬁ;rﬁ§r91,2,3,4) ;

1 " v
T2 = 5(7/) —Xx)e
= c1ps (73 + b1ﬁf01,3 + b2ﬁ§r02,3 + blb2ﬁ;rﬁ;)\1,2,3)
+ copy (va + bipy 014 4 bapy oo + bibapf p3 M)

1 -
T3 = 5(1/) + x)e
= ap; (13— bipi o1 — bapg oo + bibopf p3 Aio3)
+ copy (va = 0ipfor — bapy oo + bibapy 3 Miga) s (6.35)
onde
_ 1 (71 - 72)2
Q12 = 5
4(n+72)
(3 — 4)
Bsa = YVar———g
S L e

5. = W (s—y) (u+s) ()
J34 = 2 (.] - ]-7 2)7
2 (v3+72)? (v — ) (v — 7a)

¥3 (v + k) .
o = 2 TR —1,2 k=3,4),

Mg, = =) (n+7) (2 + %) (G =3.4)
T A=) (=) 7

Y3ya (1 —72)? (1 +78) (2 +73) (13 —v4) (1 + ) (2 + 1)

4 (m+72)2(n—73) (v2—3) (v3+70)2 (11 — ) (2 — 1)
(6.36)

o34 =

As solugoes sao dadas a seguir

— ] 1 —+ %blﬁi’— + %bQﬁ; + bleﬁTﬁ;—al,g
O = T — Loapt + bibupt o
20101 — 502py + 010201 Py (12
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<

C1C203 Py (53,4 + b1 pi 0134 + bapy Saza + b1b2ﬁTﬁ;91,2,3,4)
14 20157 + 5bapy + bibapy p3 o

C1C2P05 Py (53,4 — b1 6134 — bapy Oa34 + bleﬁfﬁ;91,2,3,4)
1 — 3bipi — Sbapy + bibap! py aia

Y

c1p3 (’73 - blﬁffh,?, - b2ﬁ;(72,3 + bleﬁTﬁ;)\Lz?,)
L4 2015 + 1b2py + bibapy Py cv1 2

C2py (74 —bipf 014 — bapy o2y + b1bzﬁfﬁ;)\1,2,4)
L+ b1 pf + 3b2p3 + bibapy pg v

c1p3 (’73 + b1ﬁir01,3 + bZﬁ;UZ,i’) + blbzﬁfﬁ;)\l,z:&)
1 — Sbipf — $bapy + biboppf py ann

CoPy (74 +b1p) 014 + bapy 024 + blb2ﬁfﬁ;)\1,2,4)
1 — $bipf — $bapy + bibopf py cnn

1 . 1. o~
= In <1 — iblpT — ibgp; —+ blePin;C¥112>

C1C2P3 Py (53,4 — b1 6134 — bapy a4 + bleﬁTﬁ;91,2,3,4)
1 — 501p7 — $baps + bibapi py o p

(6.37)
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Capitulo 7

Transformacao de Backlund

7.1 Transformacao de Backlund para equacao sine-
Gordon

A transformagdo de Bicklund [17] originou-se no estudo de superficies com curvatura
negativa constante. Em poucas palavras, ela pode ser descrita como segue. Dada

uma equagao diferencial na varidvel u(x,t),
P (u(z,t)) =0, (7.1)

uma transformagao de Bécklund é uma transformagao para uma nova variavel @ (z, t)

definida pelo par de equacoes de primeira ordem
U, = By (u, @), u = By(u, ), (7.2)

onde B; e B, dependem de u, % e suas derivadas, de maneira que a equagao diferencial
(7.1) surge a partir de uma condigao de integrabilidade das duas equagoes de primeira

ordem:
('9,5[)’1 - 395[)’2 == 0 (73)
Considere, por exemplo, a equacao sine-Gordon:

Ugy = SEN u. (7.4)
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Em seguida, considere a transformacao

Uy = Ty — 20 sen (“ + “) = By (u, i, i), (7.5)
. 2 u—u .
U = —U; + 3 sen < 5 > = By(u, u, i), (7.6)

onde  é um parametro arbitrario. A condigao de integrabilidade (7.3) produz
Ugy = SEN . (7.7)

Por outro lado, se as relagoes (7.5) e (7.6) forem escritas como

Uy = Uy — 23 sen (u J2r u) = By (u, i, ug), (7.8)
. 2 u—1u 5 N
Uy = —u, + 3 sen < 5 > = By(u, , uy), (7.9)

a condicao de integrabilidade
0B, — 0,8, =0, (7.10)

leva a equacao (7.4). A partir da transformacao de Bécklund (7.8) e (7.9) podemos
obter uma solucao nao trivial a partir da solucao de vacuo. Para ver isso, tome
@=0em (7.8) e (7.9), o que leva ao par de equagoes
2
Uy = 23 sen (g) , Uy = 3 sen (g) . (7.11)

Integrando o par de equagoes acima, obtemos a solucao de 1-séliton
u =4 arctan [exp(fz + 7't + a)], (7.12)

onde a é uma constante de integracao.

7.2 Transformacgoes de Backlund para o modelo

sinh-Gordon supersimétrico

Desejamos obter as transformagoes de Béacklund para as equacoes supersimétricas
de sinh-Gordon (5.11), (5.12) e (5.14). Utilizaremos o método de supercampos de
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acordo com a referéncia [8].

Considere o supercampo bosonico

D=+ 0,10 +ib1) — 0,0,F,

(7.13)

onde A, e 6, sao parametros fermionicos, ¢ e F' sao campos bosonicos, 1 e 1) sao

campos fermionicos.

Em seguida, considere as superderivadas
Dy =0y, +610;, Dy = 0y, + 620,
as quais satisfazem

D? = 0,, D? = o, D,D, = —-D,D,.

T

Verifica-se que as equagoes supersimétricas de sinh-Gordon (5.11), (5.12) e

sao compativeis com a equacao
D,D;® = 2:senh @,
em termos das componentes de ¢ se
F = 2isenh ¢.

Considere a transformacao

-4 d+ P -
D,® = D,b— Elfcosh (%) = B,(®,d, D,d),
- d— P - -
th) = _Dt@ + 26 f cosh <T> = 82 ((P, (P, Dt@)a

onde f é um campo fermionico e § é um parametro bosonico constante.

A condicao de integrabilidade,

DtBl + Dl-BQ = 0,
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(7.14)

(7.15)

(5.14)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)



leva a equacao

D,Dy® = 2isenh ®, (7.21)
se
d—d
th = 5S€Hh <T> s (722)
2i O+ P
D,f = ésenh (%) : (7.23)

Portanto, a (7.18) e (7.19) juntamente com (7.22) e (7.23) sdo as transformacoes de
Backlund para as equacoes supersimétricas de sinh-Gordon.

Se definimos, em seguida
f=1711+01b1+ 0205+ 616, fo, (7.24)

sendo by, by campos bosonicos e fi, fo campos fermidnicos, entdao a eq. (7.18) em

termos das componentes de ® fica:

Vo = —% f1 cosh (%) , (7.25)
Opp— = % [% senh (%) Y — by cosh (%)] , (7.26)
F. = —% [% senh (%) Yy — by cosh (%)] : (7.27)
10— = % [% senh %) F, — % cosh (%) ¢+@E+]
4i [ib b —
_EZ {% senh %) vy — 52 senh (%) 1[4]
—% fa cosh (%) , (7.28)

onde temos denotado
br = ¢, FL=F+F, tpp=1pt1), thy=1p+ (7.29)
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As egs. (7.19), (7.22) e (7.23) em termos das componentes de ® também sao dadas

a seguir.
eq. (7.19):

eq. (7.22):

f2
A fi
O
eq. (7.23):

by

fo =

-3 [—%cosh (%) F_ +£senh <%> (O

2i by
E senh <7> ,

1 P+
_E cosh <7> (/0

60

—20 ﬁ senh <¢> 1 — by cosh (

—20 -—ﬁ senh (%) F_

-2p % senh <¢> Yo — bgsenh (%) W

(1

E

(7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.33)

(7.34)
(7.35)
(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)



Oufi = %cosh (%) Py, (7.40)
24 1
Obe = é [—5 cosh <¢2 ) F, + Zsenh <¢ ) 1/)+1/)+] : (7.41)

A partir das eqs. (7.25)-(7.41) podemos encontrar as transformagoes de Bécklund
em termos das componentes de P:

Orp_ = —%tanh <¢+> Y 1y + @senh by, (7.42)
Optp_ = —¢ tanh <¢+> Op by + %cosh2 <¢2+> )y (7.43)

B tah(o/2)
8td>+ = 3 Cosh2 (¢+/2) @b_@t@/)_ + 5 senh d)_, (744)

Opp, = tanh <¢2+> tanh <¢ ) o)

— ?Ztamh2 (d);) tanh <¢2 )senhgzﬁ h_

LB cosh? ( %— ) 7. (7.45)
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Consideracoes finais

Nesta dissertagao verificamos que as equacoes mKdV e sinh-Gordon supersimétricas
com N = 1 podem ser incorporadas dentro de um esquema geral de construcao
de hierarquias integrdveis baseado em superalgebras conforme proposto em [13].
Especificamente, para os modelos estudados aqui, usamos a superdlgebra de Kac-
Moody sl(2,1) com uma gradacio diferente daquela proposta em [11] assim como
uma reducao diferente para a superalgebra. Esta escolha nos permitiu obter solugoes
usando o formalismo de dressing para até quatro vértices para ambos os modelos.
Comparando solucoes de mesmo vértice para ambos os modelos, podemos ver que as
solucoes compartilham os mesmos elementos de matriz. Esta propriedade aparece
naturalmente para equagoes nao lineares pertencentes a mesma hierarquia. Sendo
assim, conhecendo-se as solucoes de um dos modelos podemos prontamente obter
as solucoes para o outro modelo através da relacao u = —0,¢ e da troca de suas
exponencias 217 27°1 ¢y 2074277 1 (veja eqs. (4.38), (4.71) e (6.4)).

Também discutimos as transformacoes de Backlund para o modelo sinh-Gordon su-
persimétrico seguindo o método de supercampos da referéncia [8].

Observou-se recentemente [18], [19] que a teoria cldssica de sine-Gordon pode ser
alterada acrescentando “defeitos”e ainda assim manter a integrabilidade (e preservar
muitas leis de conservagao). A forma do defeito estd relacionada com a transfor-
macao de Backlund.

Esperamos estender esses ltimos resultados para o caso de sinh-Gordon super-

simétrico com N = 1.
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Apeéndice A

Algebra de Lie

A.1 Estrutura de uma Algebra de Lie e a base de
Weyl-Cartan

Uma dlgebra de Lie G possui um conjunto de operadores {T,}, a = 1,2, ...,dim G,

satisfazendo
i) [To, Th] = ify1e,
ZZ) [Taa [Tba Tc]] + [Tca [Taa Tb]] + [Tba [Tca Ta” =0 (ld de JaCObi)'

As constantes f$ = —f;, sao chamadas de constantes de estrutura e caracterizam a
algebra de Lie. Os operadores T, sao chamados de geradores da dlgebra e o conjunto
de todas as combinagcoes lineares de T, forma um espago vetorial no qual {7,} forma
uma base nesse espaco.

Um elemento ¢ do grupo de Lie G esta associado a G através de um mapeamento

exponencial dos geradores 7,:

(i) o

a

onde (*,a =1,2,...,dim G, sao parametros continuos. Quando variamos o parametro

(o para (g, + 6(,, variamos de um elemento ¢({,) para um outro elemento g({, +3¢,)
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em G.

Para uma algebra de Lie G semisimples, podemos escolher uma combinacao linear
adequada dos geradores T, e formar uma nova base G = {H;, F,}. Esta nova base é
conhecida como base de Weyl-Cartan [20]. O conjunto {H,},i =1,2,...,7 = rank g,
é chamado sub-dlgebra de Cartan e seus geradores constituem a maior sub-algebra
abeliana de G os quais podem ser diagonalizados simultaneamente, i.e. os geradores

H; satisfazem

para qualquer ¢ e qualquer j. Portanto, podemos encontrar um conjunto de autoes-

tados | p) satisfazendo

Hi | ) = pi | ), (A.3)

onde os autovalores p; sao componentes de um vetor p = (uy, o, .., i) que vive
num espaco vetorial de mesma dimensao que a sub-dlgebra de Cartan.

Os geradores F, sao autovetores de H;, no sentido de que
[Hia Ea] = CYi-EOu (A4)

onde «; também sao componentes de um vetor o de dimensao rankG. O vetor
a é chamado de raiz da dlgebra de Lie. Para cada raiz a de uma algebra de Lie
semisimples existe um tnico gerador correspondente F, e uma tnica raiz negativa
—a. Portanto o numero de raizes e de geradores E, de uma algebra de Lie G é igual

a
dim G — rank G = numero par. (A.5)

Dentre o conjunto de todas as raizes de uma algebra de Lie, existe um sub-conjunto
de raizes a1, s, ..., (r = rank G), chamadas de raizes simples. Todas as outras
raizes da dlgebra podem ser escritas como uma combinagao linear das raizes simples,

Le.
a= Znaaa, (A.6)
a=1
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onde 0s n, sao nimeros inteiros, todos sendo ou positivos ou negativos.

Um vetor u satisfazendo (A.3) tal que

20 -
e r_ n, n € Z, (A7)

a2
para qualquer raiz «, é chamado de peso. E possivel encontrar um conjunto de pesos
Ao, a =1,2,...,r, satisfazendo
2, Qp
= B, (A.8)

Qp

para qualquer raiz simples ;. Estes pesos sao chamados de pesos fundamentais.
Qualquer peso i pode ser escritos como uma combinacgao linear dos pesos funda-

mentais:
= Zma)\a, mg € 7. (A.9)
a=1
Considere agora um estado | u) satisfazendo (A.3). O estado definido por E, | u),
satisfaz
HiEo | p) = (EoH;+[H;, E,]) | 1)
= (i + i) By | ), (A.10)
e portanto E, | 1) tem peso p + a. Logo, o estado
EuoyEa,...Ea, | 1), (A.11)

tem peso p+a;+...+ay,. Por esta razao os geradores E, sao chamados de operadores
de levantamento (ou operadores step).

Um estado | \) que satisfaz
E, | A) =0, para qualquer o > 0 (A.12)

é chamado de estado de peso mais alto e define uma representacao de G. O peso
A é chamado de peso mais alto da representacao. Todos os outros estados da rep-
resentacao sao obtidos a partir do estado de peso mais alto pela aplicacao de uma

sequéncia de operadores E_, . Por exemplo, o estado definido por

| 1) = Bg By Ea, | A, (A.13)
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tem peso A — g — ag — ... — Qy,.
Agora, desejamos avaliar [E,, Es]. Usando a identidade de Jacobi e a eq. (A.4),

obtemos:

[Hia [EOH Eﬁ“ = —[Ea, [Eﬁa HZH - [Eﬁﬂ [Hia Eoc]]
= (a; + i) [Ea, Egl,

Uma vez que a &lgebra é fechada sob o comutador segue que [E,, Eg] deve ser um

elemento da algebra, portanto temos trés possibilidades:

1- se a + (3 é raiz, entao [Ey, Es| < Euyg,

2- se ao+ [ nao é raiz, entao [E,, E3] =0,

3- se a+ 3 =0, entao [E,, Eg] deve ser um elemento da sub-algebra de Cartan,

uma vez que ele comuta com todo H;.

Para finalizar esta secao, deixamos um resumo das relagoes de comutacao de uma

algebra de Lie G semisimples na base de Weyl-Cartan:
(H;,H;] = 0, i,j=1,2,...,r=rank G (A.14)
[Hi, Eo] = aiEa, (A.15)

NogEorp se a+ 3 é raiz,

[Ea, Eg] = Za-H sea+3=0, (A.16)
0 em outro caso.
onde Nys = —Npg, sao constantes de estruturas.
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A.2 Algebra de Kac-Moody

Podemos estender uma dlgebra de Lie G de dimensao finita para uma algebra de
dimensao infinita adicionando um indice extra, 7, — Tén), e acrescentando dois

novos geradores:
G = {T.} » G = (I, ¢ d}. (A17)

A dlgebra G é chamada dlgebra de Kac-Moody [21] e seus geradores satistifazem

[Tén)a Tb(m)] = ngc(ner) + én(sa.l)éTFHn’Oa (A18)
[d, Tén)] — nTén), (Alg)
6, T™) = [&d] =0. (A.20)

A identidade de Jacobi também é satisfeita. O novo gerador ¢ é chamado de termo
central e comuta com todos os outros geradores. d é o operador derivacdo e através

dele a dlgebra de Kac-Moody G pode ser decomposta em sub-espacos graduados,

isto é
G = ®,Gn, (A.21)
onde
Gn = {h € G |[dh]=nh}, (A.22)
e satisfaz
G, Gin) C G- (A.23)

A base de Weyl-Cartan na algebra de Kac-Moody, agora é dada por
g~ = {Hz(n)vE((xn)aéa D}a (A24)

onde D é o operador derivacao na base de Weyl-Cartan e satisfaz

[D,E™] = nE™, (A.25)
D, H™] = nH™, i=1,2,..r (A.26)
[D,é] = 0 (A.27)
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Os demais geradores da base de Weyl-Cartan satisfazem

[Hz(n),H](m)] = 16i0n im0, (A.28)

(HM, B = o BUT™, (A.29)
2 2

[Ean)JE(—a)] - ?a H+ n6n+m[]c (A3O)

[EW, B = nagE;’fﬁ o se a + 3 é raiz, (A.31)

e 1) = (e E&) =0, (4-32)

onde 1,4 ¢ uma constante de estrutura.
Note que, apesar da dlgebra de Kac-Moody G possuir dimensao infinita a sub-dlgebra

de Cartan ainda possui dimensao finita e é dada por

Go={H" &,D}, i=1,2,.,7. (A.33)

(n)

Os geradores H;’ com n # 0 funcionam como operadores de levantamento na

(n)

algebra de Kac-Moody e as raizes correspondendentes a H,; "~ sao
&= (0,0,n), n e Z\ {0} (A.34)
uma vez que,
= B =0, [eHM =0, [DH"]=nH". (A.35)

(n)

As raizes correspondentes aos geradores Ey ' agora sao dadas por

& = (a,0,n), a € {alg, neZ (A.36)
pois,
[HY EM] = ,E™, e, EM =0, [D,E™]=nEM. (A.37)

O conjunto de geradores correspondendo as raizes positivas na &dlgebra de Kac-
Moody agora é B = {E&n),E(,noz,Hi(n),EéO)}, com n > 0. Assim, o estado | \) de

peso mais alto em G agora é aniquilado por
b|A)=0, be B. (A.38)
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Na algebra de Kac-Moody é introduzido um novo estado | A\g) que satisfaz

¢l Xo) = ¢l
h|X) = 0, heg\{é

onde ¢ é uma constante.
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Apéndice B

Tabela da superilgebra si(2,1)

2n+1)
Ky
{F 2n+3/2
2n+3/2)
[Fl( + /
2n+3/2)
[Fl( +3/2)
2n+1/2)
[F2( +1/2)
2n+1/2)
[F2( +1/2)
{F 2n+3/2

2m+1 ]
2m+1/2 }
2m+1)]
2m+1 ]
2m+1 ]
2m+1 ]

2m+3/ 2) }

{F2(2n+1/2) : F2(2m+1/2) }

{F2(2n+1/2), G
{F1(2n+3/2), G
{F1(2n+3/2), G
{F2(2n+1/2) G

[M1(2n+1
[M1(2n+1

§2m+1/2)}
gzm+3/2)}
§2m+1/2)}
g2m+3/2)}

2m-l-3/2

2m-l-1/2

]
]
2m+3/2 ]
2m-|-1/2 ]
d

2m+1

0,
[(2n + 1) — 2m]0p4m+1,06,
pRntmt1)+1/2

2 Y

_14_,22(n-|-m-i-1)-|-1/2

b

pAnm2

— e,

2(K2(n+m+1)+1

2
_(K? 2(n+m)+1 +K12(n+m)+1)

2M1 2(n+m)+1
_2]\412(n-|-m-i-1)‘1'1

n KIQ(n—l—m-l-l)-H)

)
Y
)

b

2M22(n+m+1) + [(2n + 1) + 2m]5n+m+1,06’

_2M22(n+m+1) —[2n+ (2m + 1)]0p+mr1.06
G2nmt1)+1/2
1

Y

GamEm 32,

—GymL,

2(n+m)+1/2
—G1(+ )+1/

Y

2M22(n+m+1) + (n —+ m)5n+m+1,067
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[M1(2n+1), K§2m+1)] — 0,

2n+1 2m+1 N
[Ké ),Ké - )] = _(n_m)6n+m+l,00a

[M2(2n), K{Qm-ﬁ-l)] _ 2M12(n+m)+1,
[M2(2n) K§2m+1)] — 0
[G§2n+1/2 : £2m+1)] _ _Gg(n+m)+3/2,
[G§2n+1/2 §2m+1)] _ _G2(n+m)+3/2
) - 2 ’
[Gézn+3/2 £2m+1)] _ _G?(n+m+1)+1/2,
[G§2n+3/2 §2m+1)] _ _G?(n+m+1)+1/2

GO = an — (2m + 1)]6ngms 106

n+1
{ay }
{G52n+1/2), G§2m+1/2)} — 2(K22(n+m)+1 o K12(n+m)+1)
}

)

{G§2n+3/2) G(2m+3/2)

( _ —2(K 2(n+m+1)+1 _K12(n+m+1)+1)

b

[M1(2n+1), G§2m+1/2)] = -F (n+m)+3/2’
[M1(2n+1), ngm+3/2)] _ _F22(n+m+1)+1/2,
[M2(2n), G§2m+1/2)] _ _F22(n+m)+1/2,
[MQ(Qn), Gg2m+3/2)] _ _F12(n+m)+3/2,
[M1(2n+1), M2(2m)] _ _2K12(n+m)+1,
[M1(2n+1), M1(2m+1)] = —(n—m)0ntm+1,06s
AP0 ME™) = (0= )b
K K] = (0= m)Sumeof. (B1)
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