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Resumo

Guedes, Luciene Viana. Superficies de Weingarten Lineares Hiperboélicas em
R3. Goiania, 2009. 70p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matemadtica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Este trabalho foi baseado nos artigos [1] de Juan A. Aledo Sénches e Jos¢ M. Es-
pinar e [2] de Rafael Lopez. Nestes artigos eles estudaram superficies de Wein-
garten lineares hiperbdlicas , ou seja, superficies cuja curvatura média H e a
curvatura Gaussiana K satisfazem uma relacdo linear da forma aH + bK = c,
onde a, b, ¢ € R. Tais superficies sdo ditas hiperbdlicas quando o discriminante
A = a® + 4bc < 0. Obteremos uma representacio para as superficies de Wein-
garten lineares hiperbdlicas em termos das suas aplicagdes de Gauss e também
apresentaremos, no caso a # 0, uma classificacdo de superficies de Weingarten
lineares de rotacdo hiperbolicas. Como consequéncia obteremos, no caso a # 0, uma
familia de superficies de Weingarten lineares hiperbélicas de rotacdo completas em R>.
Isto contrasta com o Teorema de Hilbert que diz que ndo existe superficie completa com

curvatura Gaussiana constante negativa imersa em R3.

Palavras—chave
Superficies linear Weingarten hiperbélicas em R3.



Abstract

Guedes, Luciene Viana. Hyperbolic linear Weingarten surfaces in R3.
Goiania, 2009. 70p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemadtica e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

The present work has been based by the [1] from Juan A. Aledo Sanches and José M.
Espinar and [2] from Rafael Lépez articles. In those articles they studied hiperbolic linear
Weingarten surfaces in R? space, this is, surface whose mean curvature H and Gaussian
curvature K satisfy a relation of the form aH +bK = ¢, where a, b, ¢ € R. A such surface is
said to be hiperbolic when the discriminant A := a® +4bc < 0. We obtain a representation
for rotational hyperbolic linear Weingarten surfaces in terms of its Gauss map and we
also present, in the case a # 0, a classification of linear Weingarten surfaces of hyperbolic
rotation. As a consequence we obtain, in the case a #0, a family of complete hyperbolic
linear Weingarten surfaces in R®. This contrasts with Hilbert’s theorem that there do not

exist complete surfaces with constant negative Gaussian curvature immersed in R3.

Keywords

Hyperbolic linear Weingarten surfaces in R>.
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Introducao

Nesta dissertagcdo estudaremos superficies de Weingarten lineares. Nos baseare-
mos nos artigos “Hyperbolic linear Weingarten surfaces in R3” que tem como autores
Juan A. Aledo Sanches e José M. Espinar [1] , e “Rotational linear Weingarten surfaces
of hyperbolic type” sob a autoria de Rafael Lopez [2]. O primeiro artigo citado foi publi-
cado em 2007, no nimero 38(2),291 — 300, no Bulletin Brazilian Mathematical Society
e o segundo artigo foi publicado em 2008, no nimero 167,283 — 301, no Israel Journal of
Mathematics.

Iremos estudar neste trabalho superficies de Weingarten lineares hiperbdlicas em
IR3. Estas, por defini¢do, sio imersdes de uma superficie orientdvel M em R? tais que as
suas curvaturas principais, k; e kp, satisfazem uma relagdo da forma W (ky,k;) = 0, o que
implica em uma relagdo da forma U(H,K) = 0, onde H e K sdo, respectivamente, as
curvaturas média e Gaussiana de M.

Vamos estudar superficies de Weingarten que satisfazem o caso em que U é do
tipo linear, ou seja, U (H,K) = aH +bK — ¢, onde a, b e ¢ sdo constante reais. Os primeiros
exemplos de superficies de Weingarten lineares sao as superficies com curvatura média
constante (b = 0) e as superficies com curvatura Gaussiana constante (¢ = 0). Embora
estes dois tipos de superficies citados no exemplo anterior serem bastante estudados na
literatura, a classificacdo de superficies de Weingarten linear estd quase totalmente em
aberto. O comportamento de uma superficie de Weingarten linear e suas propriedades
dependem fortemente do sinal do discriminante A = a® + 4bc. Tais superficies sdo ditas
hiperbdlicas (respectivamente elipticas) quando A < 0 (respectivamente A > 0). A relagdo
A = 0 caracteriza as superficies tubulares.

O foco deste trabalho é o estudo de superficies de Weingarten lineares
hiperbdlicas. Exemplos de superficies de Weingarten lineares hiperbdlicas sdo superficies
com curvatura Gaussiana constante negativa (¢ =0 e bc < 0). Sendo assim, uma
expectativa € encontrar nas superficies de Weingarten lineares hiperbdlicas, propriedades
semelhantes as superficies com K = constante < 0. Além disso, entre todas as superficies
de Weingarten hiperbdlicas, as classes das superficies de rotagdo sdo particularmente in-
teressantes, pois neste caso, sem perda de generalidade assumindo ¢ = 1 na relagdo linear

(aH 4+ bK = 1) a equacio torna-se uma equagao diferencial ordinaria.
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Nesta dissertacdo sdo apresentados trés capitulos. No capitulo 1, enunciamos al-
guns resultados importantes de geometria, equacdes diferenciais e superficies que se rela-
cionam de alguma maneira com as superficies de Weingarten e que foram fundamentais
para a compreensao deste trabalho.

No capitulo 2, abordaremos as superficies de Weingarten lineares do tipo
hiperbolicas e faremos uma representacao (de Weierstrass) de tais superficies em termos
das suas aplicac¢des de Gauss. Em [7], Galvez, Martinez e Mildn fazem esta representacao
para superficies de Weingarten lineares do tipo eliptico.

Finalmente, no capitulo 3, veremos que os estudo de superficies de Weingarten
lineares hiperbdlicas de rotacdo se reduz ao conhecimento de solu¢des de um dado
sistema de equagdes diferenciais ordindrias, para uma dada condi¢do inicial. Este estudo
serd baseado na andlise da curva perfil que define tais superficies. Apresentaremos uma
classificacdo de superficies de Weingarten lineares de rotagao cuja curva perfil possui uma
reta tangente paralela ao eixo de rotacdo. Segue abaixo um resumo da classificacdao que
faremos:

Sejam a e b niimeros reais sob a condicdo a*+4b < 0 e a # 0. Entdo as
superficies de Weingarten lineares hiperbolicas de rotacdo satisfazendo aH + bK = 1

podem ser parametrizadas por um pardmetro 79, com a,zg > 0 e zo # —2b/a tal que:
1. Se 0 < z9 < a/2, a superficie tem curvatura Gaussiana positiva e ndo é completa.
2. Se zo = a/2, a superficie é um cilindro.

3. Se a/2 < zop < —2b/a, a superficie tem curvatura Gaussiana negativa e ndo é

completa.
4. Se zo > —2b/a e também zy > a, superficie € periddica e completa.

Assim obteremos uma familia de superficies de Weingarten lineares hiperbdlicas
de rotagio completas em R, Isto contrasta com o Teorema de Hilbert que diz que nio

existe superficie completa com curvatura Gaussiana constante negativa imersa em R3.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo abordaremos de forma concisa algumas defini¢des e resultados,
dos quais faremos uso no decorrer deste trabalho. Deixaremos de mencionar algumas
demonstracdes, no entanto, estas estardo indicadas e poderdo ser encontradas nas re-

feréncias. Estabeleceremos também grande parte da terminologia a ser utilizada.

1.1 Imersoes

Definimos uma superficie como sendo uma variedade diferencidvel M de di-

mensao 2.

Definicao 1.1 Uma métrica Riemanniana em uma superficie M é uma escolha de um
produto interno (,), em cada T,M, p € M, que varia diferenciavelmente com o ponto p
no seguinte sentido: Para alguma parametrizacdo (logo, para todas) X : U — M em torno

de p, as funcoes

0 d 0 d 0 9
E(U,V) B <£7$>X(u,\1) ’ F(”ﬂ/) N <$,$>X(M7V) ’ G(”ﬂ’) N <$’$>X(u7v)
sdo diferencidveis no aberto U C R?.

Definiciio 1.2 Seja M uma superficie. Uma aplicagdo diferencidvel X : M — R3 ¢ dita
uma imersao se para todo p € M, a aplicagdo dX, : T,M — R3 ¢ injetiva . Se, além
disto, X é um homeomorfismo sobre X(M) C R?, onde X (M) tem a topologia induzida

por R3, diz-se que X ¢ um mergulho.

Dada uma superficie M e X : M — R>? uma imersdo. Daremos a M a métrica

induzida por X, isto €, para todo p € M, definimos
<V7 W>p = <dXP(V)7pr<W)> 9

paratodo V, W € T,M.
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Observacio 1.3 Dadas uma superficie M e uma imersdo X : M — R3, diremos que X ou

X (M) = S é uma superficie imersa em R>,

1.2 Superficies de Weingarten

Ao longo de todo este trabalho, M sempre vai indicar uma superficie orientavel.

Definiciio 1.4 Seja X : M — R> uma imersdo. X é dita uma imersao de Weingarten se

as suas curvaturas principais, ki e kp, satisfazem uma relagdo da forma
F(ky,kp) =0.

Sendo H e K as curvaturas média e Gaussiana, respectivamente, de M temos:

ki=H-++\H?-K e kp =H—+\/H?—-K,

assim,
F(ky,k))=FH+VH?>-K,H—+\H?*>-K)=U(H,K) =0.
Diz-se que X ¢ de Weingarten linear se U satisfaz uma relacdo linear entre H e
K, ou seja,

U(H,K)=aH +bK —c=0, (1-1)

onde a, b e ¢ sdo constantes reais nao todas nulas, ou ainda, quando

aH + bK = c. (1-2)

Neste trabalho, vamos estudar superficies de Weingarten que satisfazem o caso

em que U € do tipo linear.

Exemplo 1.5 As superficies com curvatura média constante (b = 0) e as superficies cuja

curvatura Gaussiana é constante (a = 0) sdo superficies de Weingarten lineares.

Apesar desses dois tipos de superficies citados no exemplo anterior serem
bastante estudados na literatura, a classificacdo das superficies de Weingarten linear estd
quase totalmente em aberto.

O comportamento de uma superficie de Weingarten linear e suas propriedades
qualitativas dependem do sinal de um discriminante que envolve as constantes reais a, b

e ¢. Vejamos como se expressa esse discriminante.
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Observacdo 1.6 Seja X : M — R> uma imersdo de Weingarten linear satisfazendo
(1-1). Como toda superficie S = X(M) C R3 ¢ localmente um grdfico, existem coorde-

nadas locais (u,v), tais que, nestas coordenadas X se exprime na forma
X (u,v) = (u, v, z(u,v)).
Denotemos por:
P=2Z2u, 9=, T=2Zuu, S=Zuv, = 2y,

assim obtemos

Xu:(1707p)7 Xv:(0a17CI)v XuMZ(O,O,l’), XMV:(0707S)7 va:(oaoat)

N X, XX, 1 ( 1
= = —p,—q,1).
XuxX| T+ p2+42

Dait, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sdo dados por:

E= <Xu7Xu> = 1+P2 , F= <Xu7Xv> =pq , G= <XVaXv> = 1+q2,

r s t
e=XyN)=——, [ = Xy,N) = ———, g=X\,N) = ——.
< uu > /1+p2+q2 < uy > /1+p2+q2 < vy > /1+p2+q2
Portanto 5 5
—_ l’_
K— eg— f _ rt—s§
EG—F? (1+p*+4?)?
e

_1Eg—2fF+Ge 1r(1+¢*) —2spg+t(1+p?)

H -
2 EG-F? 2 (1 +p2+¢2)32

Assim, a relagcdo de Weingarten (1-1) equivale a equagdo diferencial parcial de

segunda ordem para z, dada por:

r(l+q2)—2qu—|—t(l—|—p2) rt — s*

—c= 1-
21+p*+4%)? (ErEr

¥(p,q,1,s,t)=a

cujo discriminante é calculado por:

. 1
A=W¥, — Zq{%.
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Veja referéncia [10].
Agora vamos verificar como o discriminante A se relaciona com os coeficientes

a, bec.
Definindo P = 1+ p?+ ¢ e derivando (1-3) em relacdo a r, s e ¢, respectivamente,
obtemos 5
1 t
\Pr = a(+—?) -+ b_Z
2P2 P
1 2
w,=a Py T
2P2 P
R
— = aq—-- -
2T TR

Assim, A se expressa como

_ 1 2
A=Y,P, — <2‘P>

1+4> t 1+ p? - —s\?
- <a(+?)+b2> <a( P )—i-br2>—<a p?+b;>
2P2 P 2P2 P 2P3 P
1+¢*)(1+ p? 1+q% 1+ p?
_az( +4°)(1+p?) abr( +61)+baf( +p?) p2 1t

N 4p3 2p2pP3> 2p2p3 pP2p2
2.2 2
2P g spq 2 S
— 2ab b
(a 4Py opapt P2P2>
_ L [pta)(4pY) = pPq? (1 4a?) = 2spg +i(L4p) | ot —s?
P2 4P 2 (14 p2+¢2)3/2 p2
1 [a®
== ﬁ _? —I—b(aH—FbK)]
1 [a*+4be
P 4]

onde a dltima igualdade decorre da equagao (1-2).
Dizemos que uma solugio z = z(u,v) da equagdo (1-3) é:

e Elipticase A>0e

e Hiperbélica se A < 0

Veja referéncia [10].
Segue-se entdo a seguinte defini¢do.

Definiciio 1.7 Uma imersdo X : M — R3 de Weingarten linear satisfazendo aH +bK = ¢
é dita hiperboélica (WLH) se o seu discriminante A = a*+4bc < 0.

Exemplo 1.8 As superficies com curvatura Gaussiana constante negativa (a = 0) sdo

superficies WLH.
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As superficies em que A > 0 sdo ditas superficies de Weingarten lineares elipticas
e sdo estudadas em [7], onde também € feita uma representacdo de Weierstrass para
tais superficies em termos da aplicacdo de Gauss, assim como faremos neste trabalho

no capitulo 2 para superficies de Weingarten lineares hiperbdlicas.

1.3 Superficies Paralelas

Nesta secdo apresentaremos algumas defini¢cdes e resultados sobre superficies
paralelas e veremos que superficies de Weingarten lineares sdo localmente paralelas a

uma superficie minima ou a uma superficie de curvatura Gaussiana constante.

Definiciio 1.9 Sejam X : M — R> uma imersdo e X;(p) = X(p) + IN(p), onde p € M,
N : M — R3 a aplicacdo Normal de Gauss de X e | é uma constante real. Diz-se que X; é

a superficie paralela a X, a uma distincia l.

Observacao 1.10 Uma superficie paralela a uma superficie imersa pode ter singulari-
dades.

O item (a) do resultado a seguir caracteriza os pontos onde uma tal superficie é

regular.

Teorema 1.11 Sejam X : M — R>® uma imersdo e N : M — R3 a aplicacdo normal
de Gauss associada. Sejam H e K, respectivamente, a curvatura média e a curvatura
Gaussiana de X. Dado | € R, seja X; : M — R3 a superficie paralela a X, a uma distancia
l. Entdo:

(a) X; € regular no ponto p € M se, e somente se, | —2IH (p) +I*K(p) #0.

(b) Se p € M é um ponto regular de X, entdo as curvaturas Gaussiana K; e média H,

(a menos de sinal) de X; sdo dadas por

_ K(p)
~ 1-2IH(p)+12K(p)

__ H(p)—IK(p)
¢ Hilp)= 1-2IH(p) +1*K(p) (-4

Ki(p)

Prova. Dado p € M, seja X : U — M um sistema de coordenadas locais em p, onde

p=X(q), com q = (ug,vo) € U tal que

Xy xX,
X, x X,|

Portanto, nas coordenadas (u,v) temos X;(u,v) = X (u,v) 4+ IN(u,v). Indiquemos
por Y (u,v) = X;(u,v).
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Como N, e N, € T,X, podemos exprimir

Ny = an Xy +ankX,
(1-5)
N, = apX, +anX,.

Assim, facamos o seguinte produto vetorial para verificar a condi¢do de regula-

ridade

Y, xY, = (X,+IN,) x (X, +IN,)
= (X, +lanX, +1anX,) x (X, +lanX, + lanX,)
= X, X X, + lanX, x X, +laj1 X, x X, + ar1anX, x X, + Paya;nX, x X,
= (X x X,) (14 I(ag +an) + *(aj1ax — az1a12)).

Sendo H e K dadas como se segue,

_aitan

H =
2

e K=ajaxn —azai,

obtemos a seguinte expressao

Yy x Y, = (X, x X,) (1 —2IH +I’K). (1-6)

Como, por hipdtese, X é uma superficie regular, isto é, (X, x X,,) # 0, para a regularidade
de Y, devemos ter que
1 —2IH + 1K #0.

Logo, segue a demonstracdo do item (a).
Para a prova do item (b), suponhamos que 1 —2IH(p) + 12K (p) # 0, assim

Ny xN, = (anXy+auX,)x (anXy+anX,)
= ananXy XX, +axa;pX, X Xy,

= KX, xX,). (1-7)

Analogamente, N, x N, = K;(Y,, x Y,)), onde N(u,v) é a aplicagdo normal de Gauss de Y.
De (1-6), segue que
N=N ou N=—N.
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Considerando a orientacdo de X; dada por N = N, tem-se:

K(X, x X,) = N, X N,
=N, x N,
= K;(Y, x Y,)
= K;(X, x X,)(1 —21H + I’K),

da equagdo acima, obtemos
K

T 1-2lH+ K’

Por outro lado, sendo N (u,v) a aplicagdo normal de Gauss de Y, também

K;

podemos exprimir

N,=anY,+anY,
(1-8)

Nv - dlZYu +522Yv-

Assim, realizando o produto vetorial da primeira equacao dada acima por Y,,, tem-se

N, xY, =anY, xY,.

Lembrando que Y, = X, + [N, e pela equacgdo (1-6) obtemos

Ny % (X, +1IN,) = a1y (X, x X,) (1 —2IH + I’K).

Efetuando os produtos vetoriais e utilizando as equagdes (1-5) e (1-7), obtemos

(a1 +1K)(X, x X,) = a11 (X x X,) (1 —21H + I’K)

ou ainda,
an+lIK
 1-2IH+’K’

De modo andlogo, fazendo o produto vetorial da segunda equagdo dada no sistema (1-8)

aip

por Y, e novamente utilizando (1-6) obtemos

Ny % (X, +IN,) = —an (X, x X,)(1 —21H + I°K),

ou ainda, por (1-5) e (1-7) temos que

(ax + 1K) (Xy X X)) = @22 (Xu x X,)(1 = 21H + I’K),

obtendo
ay + 1K

=T oIHT PR
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Finalmente, temos

| _
H1=—§(6111+022)

1 (a11 +IK +ax +IK)
2 (1-2IH+1%K)
H—-IK
(1—20H 1 PK)’

Considerando a orienta¢do dada por N = —N, temos

K H—-IK

K—_ &~ g A7k
Tl om+rk © T T1-2H+IK

Corolario 1.12 Toda superficie paralela a uma superficie imersa de curvatura

Gaussiana nula, também tem curvatura Gaussiana nula nos pontos regulares.

Corolario 1.13 Seja X : M — R3 uma imersdo de Weingarten linear. Entdo a superficie
X, : M — R3, paralela a X, a uma distdncia 1, nos pontos regulares, também é de

Weingarten linear.

Prova. Como X é de Weingarten linear, existem a,b,c € R tal que aH 4+ bK = c e, além
disso, em pontos regulares , as curvaturas Gaussiana K; e média H; de X; sdo dadas por

(1-4). Vejamos que, X satisfaz aH + bK = c se, e somente se,
—c—|—2(g — c)H; + (b+al — cI?)K; = 0. (1-9)

De fato, substituindo as expressoes de K; e H; na segunda igualdade acima temos,

a H-IK K
— 2(——1) _ btal—cl?) | ——— ) =
crelz e (1—21H+12K)+(+a ¢ )(1—21H+12K> 0
se, € somente se,
—c(1=2IH+’K)+ (a—2cl)(H—IK)+ (b+al —cI>)K=0

que € equivalente a,
aH +bK =c.

Agora, tomando

&::2<g—cl>, b:=b+al—cl*> e é:=c,
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obtemos que X; satisfaz,
aH; + l_?Kl =C.

O

Também € vdlido o seguinte teorema que nos diz onde encontrar superficies de

Weingarten linear.

Teorema 1.14 Seja X : M — R> uma imersdo de Weingarten linear satisfazendo

aH + bK = ¢, onde a, b e c sdo constantes reais satisfazendo A = a* + 4bc =% 0. Entdo
X é localmente paralela a uma superficie que é minima nos pontos regulares ou X é lo-
calmente paralela a uma superficie que tem curvatura Gaussiana constante nos pontos

regulares.

Prova. Sejam [ € M e X; : M — R3 dada por X;(p) = X(p) +IN(p) a superficie paralela
a X, a uma distancia [. Temos pelo Corolario 1.13 que X; é, nos pontos regulares, de

Weingarten linear, assim por (1-9) segue que
—e+2(5—cl) Hi+ (b+al —cl?) K =0.

Dividiremos a prova em dois casos:

b
Primeiro caso: Se a £ 0 e ¢ = 0, podemos supor b # 0 e tomando / = ——, obtemos
a

b
aH; +bK;+a (——) K; =0,
a
e portanto H; = 0, ou seja, X; é uma superficie minima.

Segundo caso: Se ¢ # 0, podemos supor a # 0 e tomamos [ = 21, obtemos
c

A equacdo acima se reduz a
—4¢? + K (a® 4 4bc) = 0,

como ¢ # 0 e A = a® +4bc # 0, temos que X; é uma superficie com curvatura Gaussiana

constante
4c?

K=———.
! a’ +4bc
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Agora iremos observar sob quais condi¢des a superficie X; = X + [N paralela a

X dada na demonstracdo do Teorema 1.14 € uma superficie regular.

Observacio 1.15 Para a andlise da regularidade, seja D = 1 —21H + I’K.

No primeiro caso, em que consideramos a #0, c=0e l = —— e X; é uma
a

superficie minima, temos

D=1-2IH+I*K

b b?
=1+2-H+ 5K
a a

_ d®+2abH +b’K

a2
_ d®+b(2aH + bK)

Como aH + bK = 0, segue que

portanto,

e, portanto,

H*(p) = K(p) = 15 = 15 =0,

sendo assim p é um ponto umbilico. Portanto se p € M ndo é ponto umbilico, temos

D(p) # 0. Assim X; é regular fora dos pontos umbilicos.
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. a
Para o segundo caso, em que consideramos c #0,a#0el = % temos:
c

D=1-2IH+I’K
a a®
ZH + EK
B 4c? —4dacH + a*K
N 4c?
_4c(c—aH)+a’K
4c?
_ 4cDK + a’K
N 4c?
K(a*+4bc)
4c2

=1-2

Como A = a®> +4bc # 0, segue que D = 0 se, e somente se, K (p) = 0. Portanto
a superficie X; é regular nos pontos onde K(p) # 0.

1.4 Superficies Lorentzianas

Nesta secdo apresentaremos algumas defini¢cdes e resultados sobre superficies

Lorentzianas que nos serdo uteis na representacao dada no capitulo 2.

Definicao 1.16 Seja V um espaco vetorial real. Uma forma bilinear ¢ uma aplicacdo
6 :V xV — R que satisfaz

o o(au; +buz,v) = ac(uy,v)+bo(uz,v)
o o(u,avy +bvy) = ac(u,vy) +bo(u,vz)
para quaisquer u, ui, ua, v, vi, va € V e a e b niimeros reais.
c é dita:
a) Simétrica se 6(u,v) = 6(v,u).
b) Nao-degenerada se 6(u,v) =0, para todo u# 0 = v=0.
c) Positiva-definidase u # 0 = o(u,u) > 0.
d) Negativa-definida se u # 0 = o(u,u) < 0.

e) Indefinida se existem u e v € V tais que 6(u,u) >0 e o(v,v) <O0.

Definicao 1.17 O indice de uma forma bilinear G é a maior dimensdo de um subespago

vetorial de V restrita ao qual a forma é negativa-definida.
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Definicao 1.18 Uma métrica Lorentziana em uma superficie M é uma escolha que
associa a cada p € M uma forma bilinear, simétrica, ndo-degenerada e de indice 1
no espago T,M, que varia diferenciavelmente com o ponto p no seguinte sentido:Para

alguma parametrizacdo (logo, para todas) X : U — M em torno de p, as fungoes

3 3 3 9 0 0d
Elwy) =0 (@’ E)X(lm) e =o (57 $>X(u,v) Gl =o <$’ E)X(%V)

sdo diferencidveis no aberto U C R?.

Definicdo 1.19 Diz-se que duas métricas G e G em uma superficie M sdo conformemente
equivalentes se

6 = po,

onde p : M — R é uma funcdo diferencidvel e positiva.

Defini¢do 1.20 Diz-se que (u,v) sdo coordenadas isotérmicas locais em uma superficie

Lorentziana M se, nas coordenadas (u,v) tem-se
6 = p(du® —dv?), (1-10)
onde p = p(u,v) é uma fungdo diferencidvel e positiva.

Teorema 1.21 Se M é uma superficie Lorentziana, entdo para cada p € M, existe um

sistema de coordenadas isotérmicas locais (u,v) numa vizinhanga de p € M.

A demonstrac@o deste resultado encontra-se em [8], pg.14.

1.5 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Nesta sec¢do apresentaremos alguns resultados sobre equacgdes diferenciais or-

dindrias que nos serdo tteis na classificagdo dada no capitulo 3.

Teorema 1.22 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes) Se o  campo
f:Q — R" ¢ de classe C' no aberto Q C R", entdo dados ty € R e xo € Q quais-

quer, existe uma unica solugcdo do problema de valor inicial (PVI)

(1-11)
x(ty) = xp.

definida num intervalo aberto (to — ot + ), para certo o. = 0.(fp,xp) > 0.
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Definicao 1.23 Dizemos que uma solucdo x : I — R" do (PVI) (1-11) é maximal se, dada
qualquer solugdo % : J — R" de (1-11) definida num intervalo J C R, necessariamente

JCIex(t)=x(t), paracadat € J.

Se x: I — R" € uma solu¢ao maximal do (PVI) (1-11), dizemos que I € o intervalo

maximal de defini¢do da solugdo.

Teorema 1.24 Se o campo f : Q — R" é de classe C' no aberto Q C R", entdo dados
to € R e xo € Q, quaisquer, existe uma tnica solucdo de (1-11), definida num intervalo

maximal necessariamente aberto I(to,xo), contendo t.

Teorema 1.25 Sejam Q C R" um conjunto aberto contendo xo, f € C'(Q) e [ty, )
o intervalo maximal a direita da solucdo de (1-11). Se ry < oo, entdo dado qualquer
compacto K C Q, existe t € (to,r2), tal que x(t) ¢ K.

Este teorema é vilido para o intervalo maximal a esquerda (ry,fy] da solu¢do do PVI
(1-11).

O corolério abaixo segue imediatamente do Teorema 1.25.

Corolario 1.26 Sob as hipdteses do Teorema 1.25 se ry < o e se existe lim x(t), entdo
t—ry

lim x() € 0Q.

t—>r£

As demonstracdes dos resultados acima de Equacdes Diferenciais Ordindrias

encontram-se em [9].



CAPITULO 2

Representacao

Vamos obter uma representacao de Weierstrass para superficies WLH em termos
das suas aplicac¢des de Gauss. Em [7], Galvez, Martinez e Mildn fazem esta representacao
para superficies de Weingarten lineares do tipo eliptico. Como no Capitulo 1, M indicara

uma superficie orientavel.

Lema 2.1 Seja X : M — R> uma superficie imersa satisfazendo aH + bK = ¢, onde
a’> +4bc < 0 com a, b e ¢ constantes reais e seja N a aplicagdo normal de Gauss
. ~ a . . . ~
associada. Entdo 6 = =1+ bll é uma métrica Lorentziana em M, onde I e 1l sdo as

primeira e segunda formas fundamentais de X.

Prova. Sejam (u,v) coordenadas locais em M definidas em um aberto Q C R?. Portanto
nas coordenadas locais (u,v) temos a primeira e a segunda forma fundamental de M,

respectivamente, dadas por:

I, (V.W) = (qu(V),qu(W)>

1y (VW) = _<qu(V)7qu(W)>

onde g € Q,V e W € R% Seja A : R — R? o operador linear auto-adjunto associado a
11, ou seja,
L(A(V),W) =11,(V,W) = —(dN,(V),dX,(W)).

Considermos {e1,e>} uma base ortonormal, na métrica I, de diregdes principais
de X. Temos
A(el) = }\,161 € A(ez) = 7\.262,

onde A e A, sdo as curvatura principais associadas.
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Temos

a
G(ei,ej) = El(ei,ej) —|—b1[(€,’,€j)

= 58+ bAd

_ <“+22b7“") 8ij.

Assim,

det(G) _ <a+§b7u1) <a+§b7»2>

a? +2ab(M +A2) +4b* Mo
4
a* +4abH + 4b*K
4
a® +4b(aH + bK)
4
a* + 4bc

_ @bl
s =Y

portanto ¢ é métrica Lorentziana. 0

Observaciio 2.2 Sejam M uma superficie Lorentziana orientdvel, X : M — R3 uma
imersdo e N : M — S? a aplicacdo normal de Gauss de X. Seja ® =N x N, du-+N x N, dv,
onde (u,v) sdo pardmetros isotérmicos em M e compativeis com a orienta¢do de M. Entdo

o define uma 1-forma diferencial em M.

Teorema 2.3 Seja X : M — R3 uma superficie imersa satisfazendo aH + bK = ¢, onde
a’> +4bc < 0 com a, b e ¢ constantes reais. Sejam N a aplicacdo normal de Gauss
associada a X e (u,v) pardmetros isotérmicos locais para a métrica 6. Entdo X pode
ser representada em termos de N, como
—a d
X, = —N,+ —N xN,,
2c 2c
(2-1)

—a d
Xv = 2—CNV+2—CN XN,,,,

onde d = +/|a® +4bc|, isto é,

d
X(p):—iN(p)—I——/ (NXNydu+NXN,dv)+C, peM,
v,

2c 2c ",
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onde Y, é uma curva diferencidvel qualquer ligando um ponto pg fixo de M ao ponto p

em M e C € R3? é um vetor constante.

~ A C . . o a
Prova. Como (u,v) sdo pardmetros isotérmicos locais para a métrica ¢ = EI + bll,

temos que 6 = p(du’® — dv?) onde p é uma funcio diferencidvel e positiva. Inicialmente

mostraremos que

pXy

VEG —F?’
pXy

VEG—F%
Sejam E = (X,,X,), F = (X,,X,) ¢ G = (X,,X,) os coeficientes da primeira
forma fundamental de X e

(N x X,)—b(N xN,) =

I NI

(N xX,)—b(N xN,) =

X, xX, X, XX,

N = = .
X, xX,| VEG—F2

Temos assim

Nxx, = JuxX oy
u /—EG_Fz Uy

X, XX,
NxX, = % X,

VEG—F?

Das equacdes acima e utilizando a identidade

(vi X v2) X v3 = (v1,v3) v2 — (v2,v3) V1, (2-2)

para todo vy, v7 € v3 em R3 obtemos

vy _ EX—FX,
Y VEG—F? 2.3)

FX, —GX,

NxX,=— .

VEG—F?

Por outro lado, temos

Ny = anXy+anX,,
N, = appX, +anX,,

onde

fF —eG gF — fG eF — fE fF—gE
T EG-F2 ' T EG-F? P EG-F¥
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e = (Xuu,N), f = (Xuw,N) e g = (Xy,,N), sdo os coeficientes da segunda forma funda-

mental de X. Temos

Xy x Xy (fF —eG)X, + (eF — fE)X,
NXNu: X ;
VEG—F2 EG—F?
XXX, (gF — fG)X, + (fF — gE)X,
N XN, = X .
VEG — F2 EG—F?

Efetuando os produtos vetoriais do lado direito das equagdes acima utilizando a identidade
(2-2), obtemos

Y VEG—FY o)
NxN, — 8Xu — Xy
" VEG-F?
Por (2-3) e (2-4) , temos
a a (EX,—FX, X, —eX,
—(NxX,)—b(NxXN,) == —-b ,
2 NV Ku) bV Nu) = (\/EG—FZ) (\/EG—FZ)
a a FXV—GXL,) (gXu—va)
—(NxX)) =b(NXN)) ==z | /—= | b | —= | .
S by = 5 (TR (LR
Reagrupando os termos obtemos
a akE +2be aF +2bf 1
o) - [(E52) - (2]
a | (aF +2bf aG +2bg 1
(2-5)

Temos

a
= —I+bll
c 5 +

= g(Eduz + 2F dudv + Gdv?) + b(edu* + 2 fdudv + gdv?)

E+2b G+2b
— HT%B + (aF +2bf)dudv+ 2228 412,

Portanto,
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0 9 aE + 2be
- ) = == _ 2-6
© (8u’ au> 2 (2-6)
c i,i = aF+2bf=0 2-7)
ou’ dv
0 d aG +2bg
)] = =17 2-8
© (av’ av) 2 P 2-8)
Substituindo (2-6), (2-7) e (2-8) em (2-5), finalmente obtemos
a . va
g 0X, (2-9)
E(N XXV) —b(N X Nv) = \/ﬁ
Agora, por (2-6), (2-7) e (2-8), temos
2 aE +2be\ (aG+2bg —(aF+2bf)2.
2 2
Portanto,
—4p? = a*(EG — F*) +2ab(Eg +eG — 2fF) 4 4b*(eg — f*)—
— (3a*F* 4+ 12ab fF + 12b*f?). (2-10)
Agora observamos que pelas expressoes de p temos
3a*F? 4+ 12abfF + 12b* f* = 3(aF +2bf)* = 0. (2-11)

Substituindo (2-11) em (2-10), obtemos
—4p? = a*(EG — F*) +2ab(Eg + ¢G — 2fF) 4+ 4b*(eg — f?),

0 que nos da

Eg+eG—2fF —f?
—4p2:(EG—F2)<a2—|—2ab §HeG=2/F | yp o8/ )

EG—F? EG—F?

Logo,
—4p*> = (EG—F?) (a* +4abH + 4b’K) = (EG — F?) (a* + 4bc) .
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Portanto, sendo A = a? + 4bc < 0, obtemos

V/|a? +4bc|(EG — F?)
5 .

Definindo d = +/|a® 4 4bc| e substituindo a expressdo de p encontrada acima em (2-9)
obtemos

(\SRIRSH

X, = g(Nqu) —b(N xN,)

X, = g(N % X,) — b(N x N,,),

ou ainda,

(2-12)

Assim,

a

W

2
N xX, =N x ( (NxXV)—jbb(NxNv)>

2b
NxX, =N x (g(Nqu)—gb(NxNu)).

Das equacdes acima e utilizando a identidade (2-2) obtemos

—a 2b
NXXM = 7XV—|—XNV
—a 2b
N XXV = 7Xu+ gNu

Substituindo as equagdes acima em (2-12), obtemos

X, (a* +d?) = 2abN, — 2bdN x N,
(2-13)
X, (a*+d*) = 2abN, — 2bdN x N,,.
Como por hipétese A = a* +4bc < 0 segue que d> +a> = —4bc, substituindo em (2-13)
e isolando X, e X, obtemos (2-1).

Do sistema (2-1) temos

d
dx = —;dN+2—m, onde ®=N XN, du+N xN, dv.
C C
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Portanto,

d
INp)+ = [ (NxN, dutNxN,dv)+C, peM,

X(p)=——
(p) 2c 2c Yp

onde Y, € uma curva diferencidvel qualquer ligando um ponto pg fixo de M ao ponto p
em M e C € R3 é um vetor constante.
0J

Teorema 2.4 Sejam M uma superficie simplesmente conexa Lorentziana, N : M — S°
uma aplicacdo diferencidvel e a, b, ¢ € R tal que a®> 4 4bc < 0. Sejam (u,v) coordenadas

isotérmicas locais para M e suponhamos que
N X (Ny, — N,y) = 0. (2-14)
Entdo o sistema

—a d
X, =—N,+—NXxN,

2¢ 2c
X = Nt YNxn
V_2C 1% 2C us

onde d = \/|a® + 4bc| determina uma superficie X : M — R3 dada por

a d

X(p) = ——N(p)+—/ (NXN,du+NxN,dv)+C, peM
2c 2¢ Yp

onde Y, é uma curva diferencidvel qualquer ligando um ponto py fixo de M ao ponto p

em M e C € R3 é um vetor constante. Nos pontos regulares a superficie X tem aplicacdo

normal de Gauss N, satisfaz aH + bK = c e a estrutura conforme dada por G = gl +bll

é a mesma de M.

Prova. Derivando (2-1), obtemos

—a d
Xuv - 2_Nuv + 2_N X va
¢ ¢ (2-15)

—a d
Xou = 2_CNVM + 2_CN X Nyy-
Como por (2-14) temos que N X N, = N x N,,, das equagdes acima obtemos

Xuv = Ayy-

Portanto o sistema (2-1) € integravel, isto €, tem solucoes.
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Suponhamos que X satisfaz (2-1). Fazendo em (2-1) o produto interno por N
obtemos
(N,X,) = (N,X,)=0.

Portanto, nos pontos regulares, N € a aplicacao normal de Gauss de X.

Seja X uma solucdo regular de (2-1) e sejam
| = Edu* + 2Fdudv+ Gdv* e

11 = edu® + 2 fdudv + gdv*.

a primeira e segunda forma fundamental de X, respectivamente. Temos

dv?

(aE + 2be

G+2b
. >du2+ (aF +2bf)dudv+ (H—g)

onde os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental de X sdo dados por

E = (XM,XM>
- <_—aNu+iN><NV _—aNu+iN><NV>
2c 2c " 2¢ 2c
a? ad d>
= E(NM,NM>—?<NM,N><NV>—I—@(NV,NV>,
F = (X,X,)

TN N, TN SN
- 2¢ " 2c V"oe VT 2¢ “

1
= _<Nu>Nv> <a2 +d2)7

4¢2
como d? = —a® — 4bc, obtemos
b
F =—=Z(N,,N,).
c
G = <XV7XV>
—a d —a d
= — — —N,+— N,
2cNV+ ZCNXNM’ 2c vt 2cN>< ”>
a? ad d?
= I<NwNv> - @W,Nu X Ny) + E<NuaNu>;
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e = —(Xu,Ny)

d
= <2CN—|—2N><NV,N>

d
—(N,N, x N,),

Ny, N,
<”’ >+2c

NI

f - _<Xuan>

- IOV VNI
- 2c u 20 Vy v

a
- Z<NM’NV>,

<

8§ = _< v;Nv>

- d
_ < an+2 NxNu,N>

[\)
)

| =

I
=

d
by Ny — Z<N’Nu X Ny).

[\®
9

Assim obtemos

aF +2bf = b(Nu,N>+2b2 (Nu N,

ou seja,
aF +2bf =0. (2-16)
E ainda,
a’ a*d ad? ab bd
alf +2be = 1 2(NM,N )+ e 2(N N, ><N>—|—4 2(NV,NH— - (Nu,Nu)—F?(N,NuxNV)
& 2 2
+4abc a~d+2bdc ad
— (4—02) (Ny,Ny) + (2—c2> (N,N, X N,) +4_C2<NV’NV>
—ad? a*+2bc ad?
— Ac 5 <NM,N >+d (T) <N,Nu XNV> +P<NV7N\;> (2-17)
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e
a a*d ad? ab bd
aG+2bg = P<NV7NV> - ﬁ<NaNu X NV> + E<NM7NM> + ?(NV7NV> - ?(NaNu X Nv>
a® +4abc a*d + 2bdc ad?
= (T) <NV7NV> - <T) <N7Nu X Nv> + E(NMJNM>
—ad? a® +2bc ad?
= F<NV,NV) —d (T) <N,Nu X Nv> + E<NM’NM>
Assim
aE +2be = —(aG +2bg).
Definamos
E+2b G+2b
b tibe  ab+bg (2-18)

2 2

Assim 6 = p(du?® — dv?) e, portanto, a estrutura conforme dada por ¢ é conformemente
equivalente a de M.

Para mostrarmos que X satisfaz relagcdo linear de Weingarten observamos que

2c 2¢ 2c 2¢

2
a ad
R

_ d _ d
X, x X, = (—aNu+—N><NV) X (—aNV+—N><Nu>

d

N, X (NxNu)—f—z(NxNv)  Ny+
C

2

d
+ @(N X N,) x (N x N). (2-19)

Pela identidade (2-2) segue que

N, x (NxN,)= <Nu,Nu>N— <NM,N>NM = <NM,NM>N. (2-20)
(N X Nv) XN, = <Nan>Nv - <NV7NV>N - - <NVan>N- (2-21)
€
(NxXNy) X (NxN,) = (N,NxN,)N,—(N,,NxN,)N (2-22)
= —<N><Nu7NV>N

= —det (N,N,,Ny)N.
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Substituindo as equagdes de (2-20) a (2-22) em (2-19), obtemos

1
X, x X, = o) (&®Nu x Ny +ad ((Ny, Ny) — (N, Nu)) N — d*det (N, Ny, Ny)N) . (2-23)

Agora vamos obter a expressio de EG — F? em termos de N. Para isto temos que

EG—F?*= (X, x X,, X, x X,)
1
= <a4<N,Nu X N2 42a3d ((Ny, Ny) — (Nuy NaY) (N, N X Ny —
—2ad°d* (N, x N,,(N,N, x N,)N) —2ad> ((N,,,N,) — (N,;,N,,)) (NN, x N} +

Y2 ((Ny,Ny) — (N, N+ d* (N, N, x NV>2>
B 1
~16¢4

+a2d* (N0, ) = (NN

1
:@((

((a2 — &) (N, Ny x N2 +2ad (N, Ny) — (Nus Ni)) (N, N % Ny) (a® — d2)

a® —d®) (NN, x N,) +ad (N, Ny) = (Niy N))
assim,
EG—F?= ﬁ ((a* = d?) (N, Ny x Ny) +ad ((Ny, Ny)) — (Nu,Nu>))2. (2-24)

Por (2-17) e (2-18) segue que

(aE + 2be)

| =

d
= — (—ad(N,,N) + (2a* +4bc) (N,Ny x N,) +ad (Ny, N,))
C

°

— % ((2a% +4bc) (N, N, x Ny) +ad ({(Ny,Ny)) — (N, Nii)))

Sendo d? = —a? — 4bc obtemos a? — d? = 2a* + 4bc, assim

64ctp?
16cH(EG — F?) = g
ou seja
d*(EG—F?
2 4(EGZF) (2-25)
4
Por (2-16) e (2-18) temos que
_ 2p—ak _ —aF _ —aG-12p

e

w T 8T
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Assim

—aG—2p —aF 2p—akE
Eg—2fF =E|—— | —
e-2rrGe—£ (92 ) or () 46 (220

(—~aEG —2pE +2aF* +2pG — aEG) (2-26)

SRR

(—2p(E - G) —2a(EG - F?)).

E ainda,

2p—akE —aG—2p —aF\?

_ 2 B

@/ ( 2b ) < 2b > ( 2b >

—2paG — 4p® + a®EG + 2aEp — d*F?) (2-27)

1

= (—4p® +a*(EG—F?)+2ap(E - G)).

Sendo assim,

ko8-S 1 (—4p°+2ap(E-G)
EG—F% 4b? EG—F?

y_L1Eg-2fF+Ge 1 (-2(E-G)
== =—\|—x—5—"2a|.
2 EG-F? 4b\ EG-F?

Portanto, pelas expressoes de H e K dadas acima e por (2-25) obtemos

— — —4p? —
aH—}—bK:ﬁ(—zp(E G>—2¢z)+ b ( 4p” +2ap(E G)+az)

4b \ EG—F? 4b2 EG—F?
_—apE=G) a  p? | aplE-G) &
- 2b(EG—F?) 2b b(EG—F?) 2b(EG—F?%) 4b
_pz a2

b(EG—F2) 4b
Substituindo (2-25) na equagao acima obtemos

aH +bK = c.

Pela Observacao (2.2) temos que ® = N X N, du+ N X N, dv é uma 1-forma
diferencial definida globalmente em M. Como por (2-14)

N X Ny, =N X Ny,
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temos que

d d
g(N XNV) = @(NXNM)

Portanto, ® € uma 1-forma fechada em M. Como M € simplesmente conexa, temos que ®

€ exata. Assim, a superficie X definida pelo sistema (2-1) € dada por

a d
X(p):—ZN(p)—f—Z/Y (NxNy,du+N xN,dv)+C, peM,
p

onde Y, € uma curva diferencidvel qualquer ligando um ponto pg fixo de M ao ponto p
em M e C € R? é um vetor constante.
OJ

Observacao 2.5 A condicdo para que a superficie X dada no Teorema 2.4 seja uma

superficie regular é, por (2-23), que
a’N,, x Ny, +ad ((N,,N,) — (Ny,,N,)) N — d*det (N,N,,N,)N # 0.
Por (2-24) a condi¢do acima é equivalente a

(a*> —d*) (N,N, x N,) +ad ((N,,N,) — (N,,N,,)) # 0.



CAPITULO 3

Classificacao

Neste capitulo apresentaremos uma classificacao de superficies de rotagdo de
Weingarten lineares do tipo hiperbdlico cuja curva perfil possui uma reta tangente
paralela ao eixo de rotacdo. Como consequéncia obteremos uma familia de superficies
de Weingarten lineares hiperbélicas completas em R3.

Sem perda de generalidade, vamos assumir ¢ = 1 na relacdo linear Weingarten
(1-2), isto é, suporemos que a relagdo é

aH +bK = 1. (3-1)

A condicao de hiperbolicidade torna-se
A=a*+4b<0.

Suporemos também que a # 0, isto €, excluiremos os caso de superficies com
curvatura Gaussiana constante negativa.

Seja o : I — R? uma curva diferencidvel no plano (x,z) dada por
o(s) = (x(s),0,z(s)) com z(s) > 0 para todo s no intervalo I, onde s é o compri-
mento de arco ao longo de o. Considerando 6 = 8(s) o angulo entre o/ (s) € o eixo x
temos que o (s) = (cos0(s),0,sen 0(s)).

A superficie de rotacdo S obtida através da rotagdo de o em torno do eixo x

possui a seguinte parametrizagao:

X(s,0) = (x(s),2(s) cos §,(s)sen 9).

Sendo assim, os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental de X sdo dados
por:
E=(X,X)=1, F=(X.,Xo) =0, G=(Xy,Xy) =2,

€= <X557N> :xllzl_xlzll , f= <XS¢7N> =0, ¢g= <X¢¢7N> :xlza
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com N dado por
N = (Z(s),—x(s) cos§, —x'(s)sen 0).

Como F = f =0 temos

= —sen 0(s)0'(s)sen 6(s) — cosO(s) cosB(s)8’ (s)
=—6'(s)

Assim, H e K sdo dadas por:

o %(kl k) = % (cosG(s) —6'(5)) _ cosO(s) —z(5)0'(s)

2(s) 2z(s)
© 0(s)0’
K = kik) = L(S)(S). (3-2)
2(s)
Substituindo as expressodes de H e K dadas acima em (3-1) obtemos
_ / /
,C08 0(s) —z(s)0'(s) _pCos 0(5)0(s) 1 (3-3)
2z(s) 2(s)
Logo,
-2
0/(s) = acos8(s) —2z(s) (3-4)

az(s) +2bcosO(s)’
se az(s) +2bcosO(s) # 0.

Observamos que de fato temos az(s) + 2bcos6(s) # 0, para todo s em I. Supo-
nhamos que para algum s em [ temos az(s) +2bcos0(s) = 0. Neste caso

az(s)

cosO(s) = — T

(3-5)
Segue de (3-4) que
0'(s)(az(s) +2bcosB(s)) = acosO(s) —2z(s),

assim
acosO(s) —2z(s) =0, (3-6)
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substituindo (3-5) em (3-6) obtemos

a’z(s)

b +2z(s) =0,

ou ainda

2(s) _
S (@ +4b) =0,

o que é uma contradigio pois temos a®> +4b < 0, b < 0 e consideramos z(s) > 0. Portanto
temos que az(s) +2bcosO(s) # 0, para todo s em /.

Portanto o estudo de superficies de rotacio WLH se reduz ao conhecimento
das solucdes da equagdo anterior para condicdes iniciais dadas. Podemos supor que
o(0) = (0,0,z0), onde zp > 0 e o' (0) = (1,0,0). Temos que a curva o é governada pelo

seguinte sistema de equagdes diferenciais ordinarias

x' =cos0
7 =sen6 : (3-7)
o acos®—2z
~ az+2bcosO
sob as condi¢des iniciais
x(0) =0, z(0)=z0, 6(0)=0 (3-8)
—2bcosB
definido no dominio Q = {(x,e,z) :x,0,z€R, ez # Bicuisided . Note que o sistema
a

(3-7) - (3-8) satisfaz o Teorema de Existéncia e Unicidade 1.22.

Ao trocarmos a curva o por 0(s) = (x(s),0,—z(s)), a superficie obtida pela
rotacdo da curva O em torno do eixo x serd a mesma obtida pela rotacdo da curva o.
Sendo assim, a curva @ serd solucgéo do sistema ao trocarmos os pardmetros (a,b,zp) por
(—a,b,—zp). Dai podemos escolher o parimetros a e zp com o mesmo sinal. Ao longo

deste trabalho vamos assumir que a € zp sao ambos positivos.

Teorema 3.1 Uma integral primeira do sistema de equagoes diferenciais (3-7) é dada
por G(x,8,z) = 72 — azcos© — bcos? 0. Além disso, G (x(s),0(s),z(s)) = z5 — azo — b, ao

longo da solugdo (x(s),0(s),z(s)) de (3-7), satisfazendo as condigées iniciais (3-8).

Prova. Devemos mostrar que G € uma func¢do constante ao longo das solugdes
(x(s),0(s),z(s)) do sistema (3-7). Desta forma
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— (x(5),0(s),z(s)) = 2z2(5)7' (s) — az (s) cosO(s) + az(s)sen 6(s)0'(s) + 2bcos O(s)sen 6(s)0'(s)
2 (s) — asen 6(s) cos O(s) + azsen 8(s)0' (s) +2bcosO(s)sen 0(s)6'(s)
= 2z(s)sen O(s) — asen O(s) cos O(s) + sen 0(s)8' (s) (az(s) +2bcosb(s))
2 (

acosO(s) —2z(s)
az(s) +2bcosO(s)

sen 0(s) < ) (az(s)+2bcos6(s))

I
©

Portanto, G (x(s),0(s),z(s)) = ¢/, onde ¢’ € constante.
Em s =0, temos G (0,0,z0) = z3 —azo—b = c. Se (x(s),0(s),z(s)) é uma solugio
de (3-7) satisfazendo as condig¢des iniciais (3-8).
[

Definicao 3.2 Uma curva os) = (x(s),0,z(s)) é dita uma curva perfil de uma superficie
WLH de rotagdo se ela é a projecdo no plano (x,z) de uma solugdo do sistema (3-7) com

z(s) > 0 para todo s no seu dominio.

No lema seguinte provaremos que nossa solucao tém simetria com 0s pontos

criticos da funcgdo z.

Lema 3.3 (Simetria) Seja ou(s) = (x(s),0,z(s)) uma curva perfil de uma superficie WLH
de rotagdo. Se para algum s| € R, tem-se sen®(s;) = 0, entdo . é simétrica com respeito

ao eixo x = x(sy).

Prova. Sabemos que (x(s),0(s),z(s)) é solu¢do de (3-7). Sem perda de generalidade,

vamos assumir que x(s;) = 0. Sendo

tem-se

a(s1) = (0,z(s1)) e o(s1) = (cosB(s1),0).

Entdo € suficiente mostrar que

x(si+s) = —x(s1—s),
O(s1+s) = —0(s1—s),
z2(s1+s) = z(s1—9).
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Vamos mostrar que cada par de trés fungdes € solugdo do mesmo sistema de
equagoes diferenciais para as mesmas condi¢des iniciais, e utilizando o Teorema de

Existéncia e Unicidade de Solucdes 1.22, estas deverao coincidir. Para isto, definamos

Y(s) == (%(s5),0(s),Z(s)) = (—x(s1 +5),—0(s1 +35),2(s1 +5))

A

B(s) := (£(s),0(s),2(s)) = (x(s1 —5),0(s1 —5),2(s1 —5)).

Derivando as duas equacdes dadas acima em relacdo a s, obtemos

Y (s) = ()E’(s),e’(s),Z’(s)) = (—x’(sl +5),—0'(s1 +5),7 (51 +s))

B'(s) = (¥(s),0'(s),2(5)) = (= (s1 —5), —0'(s1 —5),—2' (51 — %))
Observe por (3-7) que

—X(s1+s) = —cosO(s; +s5)=—cos(—0(s; +5)),
—Z(s1+s) = —sen6(s;+s)=sen (—0(s; +5)).
Portanto
%(s) = —cosb(s),
7(s) = —sen6(s).

—x'(s1—s) = —cosO(s; —s),
—7(s1—s) = —senb(s;1—s).
Assim,
#(s) = —cosb(s),
Z(s) = —senb(s).

Ainda por (3-7) temos que
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—acosO(s+s1)+2z(s+s1)

-0 = .
(s1+5) az(s+s1)+2bcosB(s+s1)

Logo _ B
§(5) — —9<08 (—6(s)) +2z(s) __acos (6(s)) —2z(s)
az(s) +2bcos8(s) az(s) +2bcosO(s) |

De modo anélogo, por (3-7) temos que

—acosO(s; —s)+2z(s1 — )
az(sy —s) +2bcosO(s; —s)

—0'(s1 —s5) =

Portanto . _
8/ — —acos (6(s)) +22(s)  acos (B(s)) —2z(s)

© af(s)+2bcosB(s)  az(s)+2bcosB(s)

Logo y(s) e B(s) s@o solugdes de um mesmo sistema de equagdes diferenciais ordindrias.

Além disso, fazendo s = 0 obtemos

Y(0) = (0,0,2(s1)) = B(0).

Portanto pelo Teorema de Existéncia Unicidade de Solugdes 1.22 elas coinci-
dem. OJ

Se (x(s),0(s),z(s)) é a solugdo de (3-7) - (3-8) definida no intervalo maximal
I(z0) = (r1,r2) onde r; < 0 < rp temos pelo Lema de Simetria 3.3 que r; = —r,. Portanto
o intervalo maximal de defini¢do da solugdo de (3-7) - (3-8) é da forma

I(z0) = (—r,r), com r>0.

Agora vamos considerar a proje¢do do sistema (3-7) no plano (8,z), isto é o

sistema

7 =sen 0
,  acos®—2z ’ (3-9)
~ az+2bcosO
sob as condicdes iniciais
z2(0) =z0, 6(0)=0 (3-10)

definido no conjunto aberto

2bcos®
Qoz{(e,z):e,zeRez#— cos }
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Observemos que ao sistema mencionado anteriormente estd associado o campo de vetores

acos9—2z
V(0,7) = ————= 0
(82) (az—i—ZbcosG’sen )

definido em €.
Devido a periodicidade das funcdes seno e cosseno € suficiente estudar o sistema

(3-9) para 6 € [0,2x]. Observemos que na regiao

—2bcos O
{(972) :2>0,0€[0,2n] e z # &}

temos as seguintes singularidades:
a a
P= (o,-) P = <2n,—>.
! 2 © 2
Seja A =JV(0,z) a matriz jacobiana de V. Temos

—asen 0(az+2bcosB) — (acos® —2z)(—2bsen®) —2(az+2bcosO) — (acos® —2z)a
A— (az+2bcos)? (az+2bcos6)?
cos0 0

Em P = <O, g) obtemos
os auto-valores de A sdo

. ay |, . ~
Assim, P; = (O, 5) € um ponto de sela. Os auto-vetores associados sao

1) Para A temos
T v —AT
vi=|-,—— .
1 4 ) 3
2) Para A, temos
(253)
v=|—r—\ .
> \2y/ A4
Para o ponto P, a matriz jacobiana é a mesma de Pj. Portanto P, € também um

ponto de sela com os mesmos auto-valores e auto-vetores associados.

Seja B(s) = (8(s),z(s)) a solugdo de (3-9)-(3-10) definida no intervalo maximal
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1(z0) = (—r,r),r > 0. Definamos

F=sup{O<t<r:z(s)>0,Vse[0,7]} e [(z0)=(—FF). (3-11)
Observacao 3.4 Temos i < r e se i < r entdo z(#) = 0.

Prova. Suponhamos 7 < r. Pela defini¢do de 7 temos z(7#) > 0. Se z(#) > 0 entdo por con-
tinuidade existe 7 < § < r tal que z(s) > 0 para todo s em [0, 5]. O que é uma contradigdo.

Portanto, se 7 < r temos z(7#) = 0. O]

Assim, [(zg) = (—#,#) é o intervalo maximal da solucdo de (3-9)-(3-10), tal que
z(s) > 0, para todo s no intervalo /.

A partir de agora faremos uma andlise detalhada as solu¢bes do sistema
(3-9)-(3-10). O esbogo do retrato de fase encontra-se no final de deste capitulo (Fig. 3-1).

Observemos que sendo A = a®> +4b < 0 temos b < 0 e como estamos con-

siderando a > 0 temos

a* < —4b,
portanto
- a < —2b
<0 2 a

Dividiremos a nossa andlise das solugdes de (3-9)-(3-10) nos seguintes casos:

w<a/2 , a/2<zp<—-2bJa , zo=a/2 e zo>—2b/a.

3.1 Ocasozy<a/2

Veremos que no caso em que a condicdo inicial zg < a/2 é satisfeita a superficie
de WLH de rotacdo obtida ndo poderd ser estendida a uma superficie completa.
O Lema a seguir nos diz que, neste caso, as fungoes 0’, 7/ e 7’ sdo negativas na

proximidade do zero.

Lema 3.5 Seja B(s) = (0(s),z(s)) com B(0) = (0,20) e zo < a/2 a solugdo do sistema
(3-9)-(3-10) definida no intervalo maximal I1(z9) = (—r,r). Entdo existe d > 0 tal que:
(a) 0'(s) <0e7’(s) <0 para todo s no intervalo [0,9).

(b) 7 (s) < 0 para todo s no intervalo (0,3).

Prova. Temos por (3-4) que

(3-12)
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Sendo
a —2b
70 < 3 <——, temos a—2z0>0 e azp+2b<0.
a
Assim obtemos

0'(0) < 0.

Pela continuidade de 0’ existe 8; > 0 tal que ©'(s) < 0 para todo s no intervalo

[0,8;). Por outro lado, sendo
7 (s) = sen 0(s),

temos
7'(0) = cos0(0)8'(0) = 6'(0) < 0.

Pela continuidade de 7’ existe 8, > 0 tal que z”(s) < 0 para todo s no intervalo
[0,8;). E ainda, sendo 7’(s) < O para todo s no intervalo [0,5;), temos que Z'(s) é

estritamente decrescente neste intervalo. Assim tomando 0 < s < 95, temos
7(s) <Z(0)=0.

Portanto 7/(s) < 0 para todo s no intervalo (0,3,). Tomando & = min{J;,d,}, segue-se os
itens (a) e (b). O

Proposicao 3.6 Seja B(s) = (0(s),z(s)) com B(0) = (0,z0) e z0 < a/2 a solucdo do
sistema (3-9)-(3-10) definida no intervalo maximal I(z9) = (—r,r). Entdo:

(a) 7 (s) <0, para todo s no intervalo (0, ).
(b) ®'(s) <0, para todo s no intervalo [0, 7).

(c)Z"(s) <0, para todo s no intervalo [0, 7).

Prova. Para a prova do item (a) suporemos por contradi¢ao, que existe 0 < § < 7 tal que
Z(5) > 0.

Temos pelo Lema 3.5 que existe & > 0 tal que Z'(s) < O para todo s em
(0,8). Assim pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe pelo menos um s; em
(0,3], tal que Z/(s;) = 0. Consideremos s; o primeiro valor onde 7z’ se anula, isto é,
sp=inf{s>0:7(s) =0}.

Devemos ter 7”’(s1) > 0. De fato, supondo por contradi¢io que 7’(s;) < 0,

teriamos, para todo s suficientemente proximo de s, que

se s>s; entdo Z(s)<0 e se s<s; entdo Z(s)>0.
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Esta tltima desigualdade é uma contradi¢@o, pois pela defini¢do de s; temos 7/(s) <0,
para todo s no intervalo (0, s ). Portanto

Z”(Sl) >0

Mostraremos que 8'(s) < 0, para todo s no intervalo [0, s].
Pelo Lema 3.5 podemos supor 6'(s) < 0 para todo s em [0, ). Suponhamos por
contradigdo, que existe um 0 < s < s1 tal que 6'(s) > 0. Seja 0 < § < s 0 primeiro ponto

onde 8'(5) = 0. Temos
acosO(5) —2z(3)

0=0(5) =
(5) = 225 7 2bcos0()
0 que nos da
24(5
cosO(5) = ZCES) ) (3-13)

Agora definamos a fun¢do quadrética
f(z0) =25 —az—b

que tem discriminante dado por A = a” 4+ 4b < 0 e cujo grifico é uma pardbola que nio

toca o eixo das abcissas. Temos ainda
f ! (z0) =2z0—a, oquenosdizque zp= g € um ponto critico de f .
Além disso,
f"(a/2)=2>0 nosdizque zo= g ¢ um ponto de minimo absoluto de f.

) a
Desta maneira, sendo zg < > temos

a*+4b

—f(20) < —fla/2) = i (3-14)

Pelo Teorema 3.1 temos que H (x(s),0(s),z(s)) = 23 — azo — b, assim obtemos

22(s5) — az(s) cosO(s) — bcos?O(s) = f(zo).

Avaliando a expressdo dada acima em § e substituindo cos8(5) conforme foi dado em
(3-13) obtemos

26 (1+%) =),
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e conforme foi observado em (3-14), segue

24+ 4b 24 4b
26 (T52) = st < ~rta/n =2
assim
612
2(5) > 7> 75 = 7%(0).

Desta forma, obtemos 0 < § < s; com z(0) < z(5), o que nos dd uma contradi¢@o,
pois sendo 7 < 0 em (0,s;) temos que z é estritamente decrescente em [0, s;]. Portanto
0'(s) <0em [0,s1].
Agora, sendo
7 (s1) = senO(sy) =0,

temos que

cosO(sy) = £1.
Como

7"(s1) = 0'(s1) cosO(sy) >0
e
6'(s1) <0,

segue que

cosO(s;) = —1.

Pelo Teorema 3.1, temos
2 2 _ 2
z°(s) —az(s)cosO(s) — bcos~ O(s) = z5 — azo — b.
Avaliando a expressdo acima em s; obtemos
2 2 _
z7(s1) +az(s1)+azo—z5=0
e assim

z2(s1) =—z20<0 ou z(s1)=—-a+z<O.

O que é uma contradigo, pois em /(zg), temos z(s) > 0. Portanto 7/ (s) < 0 para
todo s no intervalo (0, 7).

Passemos agora a prova do item (b). Pelo Lema 3.5 temos que existe d > 0 tal que
0'(s) < 0 para todo s em [0, 8). De modo andlogo ao que fizemos no item (a), suponhamos

por contradi¢do, que existe um 0 < § < 7 tal que 6/(5) > 0. Seja 0 < 5o < § 0 primeiro
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ponto onde 6’(s2) = 0. Temos

acosB(sy) —2z(s2)

0=20 =
(2) az(s2) +2bcosO(s7)
o que nos da
2
cosO(sy) = Z(Sz). (3-15)
a

De modo analogo, pelo Teorema 3.1, temos ao substituirmos cos 8(sz ) conforme dado em

(3-13) e observado em (3-14), segue

2 +4b 2 +4b
2 (T5%) = fla) < sl = 5,
assim
a2
2(s2) > Viks 75 = z(0)>.

Desta forma, obtemos 0 < s, < 7 com z(0) < z(s2), 0 que nos d4 uma contradigdo, pois
sendo 7/ < 0 em [0, r], temos que z é decrescente neste intervalo. Portanto 6(s) < 0 para
todo s no intervalo [0, 7).
Na demonstragdo do item (c) vamos supor por contradi¢cao que existe 0 < § < 7
tal que 7’ (5) = 0. Entédo
0=7"(5) = cos0(5)0'(5).

Como 6'(s) < 0, para todo s no intervalo [0, ?), segue que cos8(5) = 0. Mais ainda, sendo

acos0(s) —2z(s)

O'(s) = az(s)+2bcosO(s)

temos que acos 0(s) —2z(s) ndo troca de sinal em [0, 7). Como em s = 0 temos a — 2z > 0,
segue que acosO(s) —2z(s) > 0 para todo s em [0,7). Sendo cosO(5) = 0 obtemos

—z(5) > 0, 0 que nos leva a uma contradi¢do. Portanto z”(s) < 0 para todo s em [0,7). [J

Corolario 3.7 Seja B(s) = (0(s),z(s)) com B(0) = (0,z0) e zo < a/2 a solucdo do sistema
(3-9)-(3-10) definida no intervalo maximal 1(zg) = (—r,r). Entdo:

(a) 7 (s) >0, para todo s no intervalo (—#,0).
(b) &'(s) <0, para todo s no intervalo (—+,0].

(c)Z"(s) <0, para todo s no intervalo (—#,0].

Prova. Temos pelo Lema de Simetria 3.3 que
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0(s) = —6(-s),
z2(s) = z(—s)
Portanto, o corolario segue da Proposi¢ao 3.6. 0

Lema 3.8 Seja B(s) = (0(s),z(s)) com B(0) = (0,20) e zo < a/2 a solugdo do sistema
(3-9)-(3-10) definida no intervalo maximal 1(zo) = (—r,r). Seja I(zo) = (—F,#) como
definido em (3-11). Entdo 7 < r.

Prova. Pela Proposi¢do 3.6 temos que 8’ < 0 e 7 < 0em (0,7), assim 6 e z sdo fungdes
estritamente decrescentes em [0, 7). Além disso z(s) > 0e —n/2 < 6(s) < 0 para todo s

em (0,7), logo existem os limites

lim 6(s) =0; e lim z(s) =z,

S—r S—r

com —t/2<0;<0ez >0.
Temos pela definicdo de # que 7# < r. Suponhamos por contradi¢cdo que 7 = r.
Temos duas possibilidades para o ponto (01,z;), a saber:

(a) (61,21) € Qo ou

(b) (01,z1) satisfaz z; = —2bcos0, /a.

Suponha que (01,z1) € Q. Entdo pelo Coroldrio 1.26 ndo podemos ter
F=r < Hoo.

Por outro lado se 7# = r = +o0 e desde que SETMB(S) = (01,z1) segue que
(01,z1) € uma singularidade do campo V(0,z), o que é uma contradicdo, pois as unicas

singularidades do campo V (6, z) na regido

—2bcos®
{(97Z) :2>0,0 €[0,27] e z # &}

sdo os pontos P; = (0,a/2) e P, = (0,2x). Portanto ndo ocorre o item (a).

Para o item (b) observamos pelo Teorema 3.1 que
2 2 _ 2
z°(s) —az(s)cosO(s) — bcos” O(s) = z5 — azo — b.
Fazendo s — r~ na expressdo acima obtemos

Z%—azl —azpcos 0 —b005291 :z%—azo—b. (3-16)
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Como estamos supondo que (01,z) satisfaz z; = 2bcos0; /a, temos

—azy
0 = . 3-17
cos 0 % (3-17)
Substituindo (3-17) em (3-16) obtemos
22 22
e W G S
1+ b b Z5—azo — b,
ou ainda, 5 2y -
4bzi +2a°z{ —a‘z
1 1 1 :f(ZO)-
4b
Assim,
2 - 4/ (z0)
P a2 4-4b
e conforme a inequacao (3-14), segue
o _4bf(0)  4bf@/2) _
V7 a2 4+4b 7 a2+ 4b '
Como a fungdo z é decrescente em (0, 7) segue que
2
—-b< z% < z% <z
4
O que € uma contradicdo. Portanto temos que 7 < r. 0

Teorema 3.9 Seja os) = (x(s),0,z(s)) uma curva perfil de uma superficie WLH de
rotagdo definida no intervalo [—7,7]. Assuma que a condi¢do inicial 0 < 79 < a/2 é

satisfeita. Entdo

(a) A curva . é o grdfico de uma fungdo z = h(x) definida em um intervalo da forma

[—x1,x1] do eixo x, e, portanto, o. é mergulhada.
(b) A curva O intercepta o eixo x nos pontos x = £x.

(c) A curva o é concava.

Prova. Para a demonstrag@o deste teorema vamos transferir as informacdes encontradas
no plano (0,z) dadas nos resultados anteriores para o plano (x,z).

Para o primeiro item observamos que 6(s) pertence ao intervalo (—g, %) para
todo s em [—7,7], logo x'(s) = cosO(s) > 0 em [—7,7] e, portanto, x é estritamente

crescente em [—7, 7).
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Entdo seja x; = x(#). Assim x : [—7#,7#] — [—x1,x;] tem uma funcdo inversa
Vo [—xp,x1] — [-7,7]. Logo s = y(x) e z = z(¥(x)) = h(x), x no intervalo [—x,x;].
Portanto o € um grafico.

No item (b) observamos que temos 7 < r e, portanto, pela Observacdo 3.4 temos
z2(—F) =z(#) =0, isto é, h(—x;) = h(x;) = 0.

Para o item (c) observamos que o(0) = (0,0,zp), o/(0) = (x/(0),0,0) e pelo
Coroldrio 3.7 temos Z'(s) > 0 em (—#,0). Portanto

_dz

dy
= )@ >0

" (x) o

em (—x1,0) e //(x) <0em (0,x1). Além disto, a curvatura da curva o é dada por
k=6'(s) = 6'(w(x)) <0,

para todo x em (—xp,x]) e, portanto, a curva o é concava. O

Teorema 3.10 Seja S wuma superficie WLH de rotacdo com curva perfil
o(s) = (x(s),0,z(s)) com s em (—7,7) e a condi¢do inicial satisfazendo 0 < 79 < a/2.
Entdo, S tem as seguintes propriedades:

(a) A superficie S é mergulhada.

(b) A curvatura Gaussiana de S é positiva.

(c) A superficie S ndo pode ser estendida a uma superficie completa.

Prova. O primeiro item segue imediatamente do resultado anterior, pois sendo o mergu-
lhada, tem-se S mergulhada.

Para o item (b) temos pela equagao (3-2)

—cos0(s)0(s)
Z(s)

sendo z(s) > 0, x'(s) = cosO(s) > 0 e &(s) < 0 para todo s no intervalo (—#,#) obtemos
K > 0.

Se extendida a superficie tera singularidades pois ela cortard o eixo de rotacio

K=kk =

T
fazendo um angulo diferente de +=—. 0J
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3.2 Ocasozy=a/2

Veremos que no caso em que a condi¢ao inicial zo = a/2 € satisfeita a superficie

de WLH de rotagao obtida serd um cilindro.

Teorema 3.11 Seja o(s) = (x(s),0,z(s)) uma curva perfil de uma superficie WLH de
a
rotacdo. Assuma a condicdo inicial zg = 5 Entdo o parametriza uma reta e S é um

cilindro.

Prova. Dado o sistema (3-7)-(3-8), temos que

x(s)=s
z2(s)=a/2 (3-18)
0(s)=0

€ solugdo do sistema referido acima, pois

X(s)=1
7(s)=0 (3-19)
0'(s)=0

onde z(0) =z9 = a/2.
Assim o(s) = (s,0,a/2) é uma reta e ao fazermos a rotagdo em torno do eixo x

obtemos um cilindro. O

33 Ocasoa/2<zy<—2b/a

Veremos que no caso em que a condi¢@o inicial a/2 < zo < —2b/a é satisfeita a

superficie de WLH de rotacao obtida ndo podera ser estendida a uma superficie completa.

Lema 3.12 Seja B(s) = (0(s),z(s)) com B(0) = (0,z0) e a/2 < zo < —2b/a a solugdo do
sistema (3-9)-(3-10) definida no intervalo maximal 1(zo) = (—r,r). Entdo exite & > 0 tal

que:
(a) O'(s) > 0e7’(s) > 0 para todo s no intervalo [0,9).

(b) 7 (s) > 0 para todo s no intervalo (0,9).

Prova. Temos por (3-4) que

-2
0(0) = — =0

= . 3-20
azo+2b ( )
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Sendo
a —2b
3 <zo<——, temos a—270<0 e azo+2b<0.
a
Assim obtemos

o'(0) > 0.

Pela continuidade de 6’ existe 8; > 0 tal que ©'(s) > 0 para todo s no intervalo

[0,8;). Por outro lado, sendo
7 (s) = sen 0(s),

temos
7'(0) = cos0(0)8'(0) = 6'(0) > 0.

Sendo Z”(0) > 0, a continuidade de 7’ nos diz que, existe 8, > 0, tal que 7”(s) >0
para todo s no intervalo [0,8;). E ainda, sendo 7 (s) > 0 para todo s em [0, 3, ), temos que

7 (s) é estritamente crescente neste intervalo. Assim tomando 0 < s < &,, temos
7(s) > 7 (0)=0.

Portanto 7/(s) > 0 para todo s no intervalo (0,3,). Tomando & = min{J;,d,}, segue-se os
itens (a) e (b). O

Proposicao 3.13 Seja B(s) = (0(s),z(s)) com B(0) = (0,29) e a/2 < zo < —2b/a a
solugdo do sistema (3-9)-(3-10) definida no intervalo maximal 1(zo) = (—r,r). Entdo:

(a) 7 (s) > 0 para todo s no intervalo (0,r).
(b) & (s) > 0 para todo s no intervalo 0,r).

(c) Z'(s) > 0 para todo s no intervalo [0,r).

Prova. Para a prova do item (a) suporemos por contradi¢do que existe 0 < § < r tal que
Z(5) <0.

Temos pelo Lema (3.12) que existe & > 0 tal que Z/(s) > 0 para todo s
em (0,8). Assim pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe pelo menos um s; em
(0,3], tal que Z/(s;) = 0. Consideremos s; o primeiro valor onde 7' se anula, isto é,
sy =inf{s>0:7(s) =0}.

Devemos ter 7”’(s1) < 0. De fato, supondo por contradi¢io que z’(s;) > 0,

teriamos para todo s suficientemente proximo de s; que

se s>s1 entdo Z(s)>0 e se s<s; entdo Z(s)<O0,
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esta dltima desigualdade é uma contradigdo, pois, pela defini¢do de s; temos 7/(s) > 0
para todo s no intervalo (0, s ). Portanto

7'(s1) <0

Mostraremos que 8'(s) > 0 para todo s no intervalo [0, s].
Pelo Lema (3.12) podemos supor que 6'(s) > 0 para todo s em [0,3). Supo-
nhamos por contradi¢io, que existe um s em [0, s1] tal que 6'(s) > 0, entdo seja 0 < § < sy

o primeiro ponto onde 6’(5) = 0. Assim

acos0(3) —2z(3)

0=0(5) =
(5) = 22 7 2bcos0(3)
donde 0. (s
cos0(s) = 28 <. (3-21)
a
€ assim

2(5) < g < 2(0),

0 que é uma contradi¢@o pois z € estritamente crescente em [0, s1]. Logo temos ©’(s) > 0
para todo s no intervalo [0, s1].

Por outro lado, no intervalo [0,s1], a fungéo x'(s) = cosO(s) ndo se anula. De
fato, se

cosO(s) =0, paraalgumsem [0,s],

entao
0'(s) = —2/a <0,

0 que é uma contradig@o pois 6’(s) > 0 em [0, s1].

Como x'(0) = 1 > 0, temos x'(s) = cosO(s) > 0 em [0,s1]. Assim,
Z'(s1) = 0/(s1)cosO(s;) > 0, mas como ja vimos, temos z”’(s;) < 0. Logo chegamos
a uma contradi¢@o. Portanto, 7'(s) > 0 para todo s no intervalo (0,r).

Passemos agora a demonstra¢do do item (b). Inicialmente mostraremos que 6’

ndo se anula em [0, r). Suponhamos, por contradi¢do, que existe um 0 < § < r tal que

acosO(5) —2z(3)

0=05) =
(5) = 22 7 2bcos0()
desta forma 5
cos6(s) = 212 . (3-22)
a
e assim
(5) < 5 <2(0).
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o0 que é uma contradi¢@o pois z € estritamente crescente em [0, 7). Assim, temos 0'(s) # 0
para todo s no intervalo [0, 7).

Como 6'(s) > 0 para todo s no intervalo [0,3), por continuidade segue que
' (s) > 0 para todo s no intervalo [0, r).

Na demonstrag@o do item (c) temos
7' (s) = cos6(s)0'(s). (3-23)

Do item (b) temos 8'(s) > 0, para todo s em intervalo [0,r). Por outro lado, a fungéo

x'(s) = cosO(s) ndo se anula em [0, r). De fato, se
cosB(s) =0 paraalgums,
entao
0'(s) = —-2/a <0,

o que é uma contradi¢do pois 6'(s) > 0 em [0, 7). Como em s = 0 temos x'(0) = 1 > 0,
temos x'(s) = cosO(s) > 0 em [0, r). Portanto por (3-23) temos z”(s) > 0 para todo s em
[0, 7). O

Corolario 3.14 Seja B(s) = (0(s),z(s)) com B(0) = (0,z0) e a/2 < zo < —2b/a a solugdo
do sistema (3-9)-(3-10) definida no intervalo maximal I(z9) = (—r,r). Entdo:

(a) 7 (s) <0, para todo s no intervalo (—#,0).
(b) 0'(s) > 0, para todo s no intervalo (—#,0].

(c) 7' (s) > 0, para todo s no intervalo (—#,0].

Prova. Temos pelo Lema de Simetria 3.3 que

Portanto, o corolario segue da Proposicao 3.13. 0J

Lema 3.15 Seja B(s) = (0(s),z(s)) com B(0) = (0,z0) e a/2 < zo < —2b/a a solu¢do do
sistema (3-9)-(3-10) definida no intervalo maximal I1(zo) = (—r,r). Seja I(zy) = (—7,7)
como definido em (3-11). Entdor < 4o e i =r.
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Prova. Suponhamos, por contradicao, que r = +oo. Pela Proposic¢ao 3.13 temos que z é
estritamente crescente e 7’ é positiva no intervalo (0, +o0), logo

lim z(s) = +oo.

§— oo

O denominador de 8’ € dado por
D(s) = az(s) +2bcosO(s).

Assim em s = 0 temos
D(0) =azp+2b <0

lim D(s) = lim (az(s)+2bcosO(s)) = +oo.

§—rfoo §—fo0

Portanto, o denominador de 6’ se anula em algum ponto § em (0, 7). O que é um
absurdo, pois, neste caso, z(§) seria um ponto da fronteira de Q. Logo r < 0.

Por outro lado, temos pela defini¢do de 7 que 7 < r e pela Observacao 3.4 temos

que se 7 < rentdo z(#) = 0. Como z € estritamente crescente em [0,7) e
z2(0)=20>0 temos z(s)>0

para todo s no intervalo (0, ). Portanto, pela defini¢do de 7, temos 7 = r. 0

Teorema 3.16 Seja o(s) = (x(s),0,z(s)) uma curva perfil de uma superficie WLH de
rotagdo definida no intervalo maximal 1(zo) = (—r,r) Assuma que a condigdo inicial

a/2 < zo < —2b/a é vdlida. Entdo

(a) A curva o é um grdfico sobre um intervalo (—xi,x1) do eixo x, sendo que o. é

mergulhada.

(b) A curva o. é convexa.

Prova. Para a demonstrag@o deste teorema vamos transferir as informacdes encontradas
no plano (0, z) dadas nos resultados anteriores para o plano (x,z).

Para o item (a), como a/2 < zgp < —2b/a, observamos que 6(s) pertence ao
intervalo (—%,%) para todo s em (—r,r), logo x'(s) = cos6(s) > 0 em (—r,r) e, portanto,
x é estritamente crescente em (—r,r).

Entdo seja x; = lim x(s). Assim x: (—7,7) — (—x1,x1) tem uma fung@o inversa
£+ (—x1x1) — (—rr). Logo s = £(x) e z = 2(E(x)) = h(x), x no intervalo (—x1,x).

Portanto o € um grafico.
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Para o item (b) observamos que a(0) = (0,0,z9), &'(0) = (1,0,0) e pelo

Coroldrio 3.14 temos que 7'(s) < 0 para todo s em (—7,0). Assim

dz dg

(§(x)).—=(x) <0

W (x) = T

T ds

em (—x1,0) e /(x) > 0em (0,x1). Além disto, a curvatura da curva o é dada por
k=0'(s) =6'(§(x)) >0,

para todo x em (—xp,x]) e, portanto, a curva o. é convexa. O

Teorema 3.17 Seja S wuma supeficie WLH de rotacdo com curva perfil
o(s) = (x(s),0,z(s)) definida no intervalo maximal 1(zg) = (—r,r). Assuma que a
condigdo inicial a2 < zo < —2b/a é vdlida. Entdo S tem as seguintes propriedades:

(a) A superficie S é mergulhada.

(b) A curvatura Gaussiana de S é negativa.

(c) A superficie S ndo pode ser estendida a uma superficie completa.

Prova. O primeiro item segue imediatamente do resultado anterior, pois sendo o mergu-
lhada, tem-se S mergulhada.

Para o item (b) temos pela equagao (3-2)

—cos0(s)0(s)
2(s)

sendo z(s) > 0, x'(s) = cosB(s) > 0 e 6'(s) > 0 para todo s no intervalo (—r,r) obtemos
K <O0.

A superficie S gerada, neste caso, tem uma fronteira em R3, logo nao pode ser

K =kiky =

estendida a uma superficie completa. 0

34 Ocasozy>—2b/a

Veremos que no caso em que a condi¢@o inicial zg > —2b/a e 79 > a é satisfeita
a superficie de WLH de rotacdo obtida serd uma superficie completa.

Pelo Teorema 3.1, temos que

Z(S)2 —az(s)cosO(s) — bcosze(s) = z% —azo—b
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como zp > a/2 temos, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, que

acosO(s) + \/(a2 +4b) cos?0(s) +4(z5 — azo — b)
z(s) = 5 (3-24)

Lema 3.18 O intervalo maximal I(zo) = (—r,r) das solugdes a(s) = (x(s),0(s),z(s)) de
(3-9)-(3-10) é R.

Este resultado segue se provarmos que as derivadas x’, 7 € 8’ sdo limitadas.
Prova. Do sistema (3-9), vemos que € suficiente mostrar para 6. Desta forma, vamos
encontrar nimeros negativos m e M, tais que m < '(s) < M para todo s em 1(z9). Note
que, 6/(0) < 0, pois

a—2z0
0'(0) = .
(0) azo+2b

—2b
zo>—>g temos azp+2b>0 e a—2z0<0.
a

Portanto
0'(0) < 0.

Primeiramente vamos mostrar a existéncia de constantes &; e 7, com

N1 < 0 < d; independentes de s, tais que

az(s)+2bcosO(s) > 81 e acosB(s) —2z(s) > ;.

Dada a fungao

—2b b(a®+4b
f(ZO):z%—az()—b, tem-se f( )_ (a i )

a a

~ . a .
Sendo f uma fung¢do estritamente crescente para zo > 3 € Como z( > —— existe
a

€ > 0 tal que

b(a*+4b
@ —azo—b = f(—2bja)+e= @H. (3-25)

a
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De (3-24), tem-se

z(s) = % acos6(s) + \/(a2 +4b)cos?0(s) + 4b(az—2—|w4b) —|—48)
= % acosB(s) + \/(a2 +4b) ((c0s29(s) —1)+ ((12_;—;419)2> +4e
> % czzcose(s)—l—\/(6121;—;'[9)2 —|—48) .
Como

Y

2 4 2 2 4
¢M+4gz_u+g
a a

para algum €' > 0. Temos

1

z(s) > 3 <acos 0(s) — (a®+4b) +£’) .

a
Usando a condigio de hiperbolicidade A = a® 4+ 4b < 0, obtemos

(a® +4b)
2

az(s) +2bcosB(s) > (cosO(s) —1)+ =€ > —¢

a
2

N

Por outro lado, utilizando (3-24) novamente, temos

acosO(s) —2z(s) = — \/(a2 +4b) cos?0(s) +4f(z0).

Como (a? +4b)cos?0(s) +4f(z0) < 4f(zo), obtemos

acosO(s) —2z(s) > =2~/ f(z0) :==M1.

€ 1251.

De forma analoga provemos que existem 0, e 13, com 12 < 0 < &,, independentes de s,

tais que
az(s) +2bcosO(s) < 6y e acosO(s) —2z(s) <Ma.

Utilizando (3-24), temos

1

az(s) +2bcosB(s) = —((a2+4b)cose(s)+a\/(a2+4b)cos29(s)+4f(zo)>

2
—(a® +4b) +a\/f(z0) — 5,

- 2
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Por outro lado,

acos8(s) — 22(s) = —/ (a2 +4b) cos20(s) +4f (z0) < —\/a® +4b -+ 4f(~2b/a) :=
Assim, mostramos que
0 <8 <az(s)+2bcosB(s) <& e M <acosO(s)—2z(s) <M2 <O,

para todo s em /(zp). Portanto

T]l /
= < =
m 31 0'(s) =

acosB(s) —2z(s) _M2 _
az(s) +2bcosO(s) = & =M, (3-20

para todo s em I(zp).
Mostraremos agora que (zo) = (—r,r) = R.

Suponhamos por contradicao que r < +oo. Temos

+/ u)du, s €1(zp).

Temos
52
os1) —as2)| = |a(0)+ / w)du — 0(0) — / o (u)du
0
= /oc(u)du
52
51
< |/ 10wl
52
< Cls;—s2|.
Portanto

lo(sy) —asz)| < Clsy—s2|,V s espem (—rr),

onde C é uma constante positiva.

Assim, pelo Critério de Cauchy, segue que existe o limite

lim o(s) = (£, 8, 2)

S—r

e ainda, pelo Coroldrio 1.26 temos que (£, 8, %) € 9Q, ou seja,

2b A
7= ——cos0. (3-27)
a
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Temos pelo Teorema 3.1 que
22(s) — az(s) cos8(s) — bcos?O(s) = 75 — azo — b = f(z0).
Fazendo s — r~ na expressdo acima obtemos
2% —azcos® — bcos? 6 = f(z).

Assim substituindo (3-27) na expressao acima obtemos

2

4b A A A
— cos?0+2bcos? B — bcos? 6 = f(z).
a

ou ainda,
b N
E(a2 +4b)cos’0 = f(zo),

e conforme foi observado em (3-25), segue

a’+4b
4 )

b A
;(a2+4b)c0526 = f(z0) > b

logo,
cos’0 > 1,

o que é uma contradigdo. Portanto I(z9) = (—r,r) = R.

Observacao 3.19 Da equacdo (3-26) a fungdo 0 dada no Lema 3.18 satisfaz
m<0(s) <M,

com m,M < 0 e, portanto,
ms < 0(s) < Ms

para todo s em R. Logo o grdfico da funcdo 0 fica entre duas retas que passam pela
origem e tém coeficientes angulares negativos m e M.
Uma vez que a derivada de © é negativa, obtemos que © é estritamente decres-

cente e

lim 6(s) = —oo.

§— o0

Assim, seja T > 0 o primeiro niimero real tal que 6(T) = —27. Provaremos que o. é
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invariante pelas translagées L : R*? — R? dadas por

L(x,z) = (x+x(T),z)

L(x,z) = (x—x(T),z2)

e que a fungdo 7 é periddica de periodo T, ou seja, z(s+T) = z(s) para todo s € R.

Lema 3.20 Seja o(s) = (x(s),0,z(s)) uma curva perfil de uma superficie WLH de rotagéo
com o(0) = (0,0,z9) e zo > —2b/a definida no intervalo maximal I(zg) = (—r,r) =R e

seja T > 0 o primeiro niimero real tal que 8(T) = —2n. Entdo:

X(s+T) = x(s)+x(T),

2(s+T) = z(s), (3-28)

8(s+T) = 6(s)—2n

2(s—=T) = z(s), (3-29)

Prova. Definamos

=2
—
[}
N—
Il
—
=1
—
[}
N—
(«n]]

(s),Z(s)) =(x(s+T7),0(s+T7),z(s+T))

B(s) = (2(s).8(s),2(s)) = (x(s) +x(T),6(s) — 2m,2(s)).

Temos que y é uma curva que € solucao do sistema (3-7) satisfazendo a condicio inicial

Y(0) = (x(T), —2m,2(T)).

Por outro lado, temos B também é uma curva que € solucéo do sistema (3-7), pois sendo

B'(s) = (¥(5),0/(5),2(5)) = (+'(5),6'(5),2(s))



3.4 Ocasozg > —2b/a 64

temos por (3-7) que

#(s) =x(s) = cosO(s) = cos (B(s) — 2r) = cos B(s)
2 (s) =7/ (s) = sen B(s) = sen (8(s) —21) = sen O(s)

8/(s) = 0/(s) = acosO(s) —2z(s)  acos(8(s) —2m) —2z(s) acosO(s) — 22(s)
VYT aa(s) ¥ 2beosB(s)  aals) +2bcos (8(s) —21)  ai(s) + 2bcos(s)

sendo cos (0(s) —2m)) = cosO(s) e sen (0(s) —2m)) = sen 6(s), temos que [ também é

uma curva que € solucdo do sistema (3-7) satisfazendo a condi¢do inicial
B(0) = (x(T),—2m,z) .

Assim, temos apenas que mostrar que z(7') = zo, pois, se B e y satisfazem a mesma
condi¢do inicial, temos como consequéncia imediata do Teorema de Existéncia e Uni-
cidade de Solugdes 1.22, que as curvas 3 e ¥ coincidem. Para isto, fazendos=0es=T
em (3-24) segue imediatamente o resultado (3-25).

Para obtermos (3-25) basta observamos por (3-24) que

0 que nos da

Observacao 3.21 Com a notagdo introduzida na Observagdo 3.19 seja
G={L,:R* > R*: L,(x,2) = (x +nx(T),z),n € Z} . (3-30)

Temos, Lo =14 e Ly, oLy, = Ly, 1, para todo ny e ny em 7. Disso decorre que G com a

operagdo de composi¢do é um grupo.
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Teorema 3.22 Seja os) = (x(s),0,z(s)) uma curva perfil de uma superficie WLH de
rotagdo com o(0) = (0,0,z9) e zo > —2b/a e também 7y > a definida no intervalo
maximal I(zo) = (—r,r) =R e seja T > 0 o primeiro niimero real tal que 6(T) = —2m.

Entdo:
(a) A curva o é invariante pelo grupo G de translacoes definido em (3-30).
(b) A funcdo altura de Q, isto é, z = z(s) é periddica de periodo T.

(¢) No intervalo [0,T] a fungdo z assume um mdximo absoluto apenas nos pontos s =0 e
s =T, igual a zo, e um minimo absoluto apenas num ponto 0 < s =T, < T, igual a 7o —a.

Além disso, o é simétrica com respeito ao eixo vertical x =0 e x = x(Tr).
(d) A curva o tem auto-intersecgcoes e sua curvatura tem um sinal constante.

(e) No intervalo [0,T| a parte de o entre o primeiro ponto de mdximo absoluto e o
primeiro ponto minimo absoluto a fungdo 7 = z(s) € estritamente decrescente e a curva o
tem exatamente um ponto de tangente vertical. Entre este ponto de minimo absoluto e o
proximo ponto de mdximo absoluto a fungdo 7 = z(s) € estritamente crescente e a curva

oL tem exatamente um ponto de tangente vertical.

(f) O vetor velocidade ! gira em torno da origem, recobrindo todo o circulo unitdrio.
Prova. Para a demonstracdo deste teorema vamos transferir as informacoes dadas no plano

(0,z) para o plano (x,z).
Os itens (a) e (b) seguem imediatamente do Lema3.20, pois temos

x(s+T)=x(s)+x(T), z(s+T)=2z(s), x(s—T)=x(s)—x(T) e z(s—T)=z(s)

para todo s em R. Sendo assim temos que a curva a € invariante por translacdes na direcao
do eixo x e a fungdo z = z(s) é periddica de periodo 7.
Para o item (c) temos, pela Observacdo 3.19, que 0 € estritamente decrescente

em R. Assim, sejam 0 < 77 < T» < T3 < T pontos em [0, 7| tais que
0(71)=-n/2, 86(Th)=-n e 6(Tz)=-3m/2.

Como X'(s) = cos0(s) e 7(s) = sen 8(s) o comportamento da curva o no intervalo [0, T]

¢ dado pela tabela seguinte:

S 0 x(s) Z(8)
[0,T1] [—m/2,0] crescente | decrescente
[T1,T] | [—m,—m/2] | decrescente | decrescente
[1>,T3] | [-3m/2,—x] | decrescente | crescente
[13,T] | [-2m,—3m/2] | crescente | crescente
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Temos 7'(T2) = sen 6(Tz) = 0 e pela tabela acima temos que z é decrescente no
intervalo [0,7»] e z é crescente no intervalo [T3, T]. Portanto, 7> é um ponto de minimo

absoluto de z no intervalo [0, 7']. Por (3-24) temos

acos®(s) + 1/ (a +4b) cos20(s) +4(z3 — azo — b)

Z(s) - 2
Seja T» o ponto de minimo da fung¢@o z no intervalo [0,7]. Sendo 6(7>) = —m, obtemos
—a++/(2z0 —a)?
o(Ty) = (2 0o—a)

Como zp > a/2, obtemos

2(Th) =70 —a.

Como z(0) = z(T) = zo segue que s = 0 e s = T sdo pontos de maximo absoluto
de zem [0,T].

E ainda, temos pelo Lema de Simetria (3.3) que se o(s) = (x(s),0,z(s)) é uma
curva perfil de uma superficie WLH de rotacdo e se para algum s € R, tem-se

7 (s1) =senO(sy) =0,

entdo o é simétrica com respeito ao eixo x = x(s1). Como 7/(0) = Z/(T3) =0, segue que a
curva o € simétrica em relagdo aos eixos x = 0 e x = x(73).

Para o item (d) temos que a curvatura da curva o € dada por
k(s) =0'(s).

Vimos pela Observagdo 3.19 que ©'(s) < 0 para todo s real, sendo assim a sua curvatura
tem sinal constante.
Para mostrarmos que a curva o tem auto-interseccoes € suficiente provarmos que

x(T) # 0 para toda condicao inicial zo > —2b/a e z9 > a. Temos

o(s) = (x(s),0,z(s)), s€R, onde

x(s) = /OS cosO(u)du,

z2(s) =z0+ /Ossen O(u)du
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e a curvatura de o € dada por

acos0(s) —2z(s)

k(s)=0'(s) = az(s) +2bcosB(s)

Se supormos que x(7') = 0 a curva o serd uma curva fechada e convexa e, portanto, pelo

Teorema dos Quatro Vértices existem, pelo menos, quatro pontos em [0, 7') tal que
K(s)=80"(s)=0.

Temos

_ 2sen 20(s)(a* + 4b) (az(s) cosO(s) + beos? B(s) — 2%(s))
(az(s) +2bcos6(s))’ '

K(s)=0"(s)=0 em][0,T)

se, € somente se,

s=0, s=T, ou

bcos?0(s) +az(s) cosO(s) — z2(s) = 0.

Olhando a equagdo acima como uma equagdo do segundo grau em cos 0(s), temos que o
seu discriminante é dado por
A= 2(s)(a* +4b),

como z(s) > 0 e a®> +4b < 0, temos que A < 0. Portanto a equacdo quadritica acima
nao tem solugdo real. O que contraria o Teorema dos Quatro Vértices. Portanto, temos
x(T) # 0 para toda condi¢@o inicial zo > —2b/a e zp > a, sendo assim, a curva o tem
auto-interseccoes.

Agora, temos que o/ (s) = (x/(s),0,7'(s)) = (cos8(s),0,sen 6(s)), assim
o (T1) = (0,—1) e o (T3) = (0,1).

e x'(s) = cosO(s) # 0 para todo s em [0,T] com s # T} e s # T». Portanto segue o item (e).

Finalmente, para o item (f) temos que lirf 0(s) = —oo e sendo 6(0) = 0 segue
S—>—00
que

0 ([Ov +°°)) = [—00,0),

portanto a curva o' (s) = (cos0(s),0,senB(s)) recobre o circulo infinitas vezes. O
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Teorema 3.23 Seja S wuma superficie WLH de rotacdo com curva perfil
o(s) = (x(s),0,z(s)) com a(0) = (0,0,z0). Assuma que o. é solucdo de (3-9)-(3-10),

com zo > —2b/a e também zo > a. Entdo S tem as seguintes propriedades:
(a) A superficie S tem auto-intersecgoes.

(b) A superficie S é invariante pelo grupo de rotagcées em torno do eixo-x e pelo grupo G

de translagoes definido em (3-30) e tem infinitas simetrias.
(c) A superficie S é completa.

(d) A parte de Q. entre dois pontos verticais consecutivos e que contém um mdximo da
fungdo z = z(s) corresponde com pontos de S com curvatura Gaussiana positiva; se esta
parte contém um minimo ela corresponde com os pontos de S com curvatura Gaussiana

negativa S.

Prova. Como a curva perfil o apresenta auto-intersec¢des, temos que a superficie gerada
pela rotagdo da curva o em torno do eixo x também tém auto-intersecoes.

Temos pelo item (b) do teorema anterior que a curva O tem simetria vertical,
portanto S também tem infinitas simetrias verticais.

A superficie S é completa pois, neste caso, ela é um subconjunto fechado em R3.

Para o item (d) pela equacido (3-2) que

—cos0(5)0/(s)
os)

Inicialmente temos que 8/(s) < O para todo s real. Na parte de o entre dois pontos

K=kk =

verticais consecutivos e que contém um maximo da fung@o z = z(s) temos z(s) > 0 e
x'(s) = cosO(s) > 0. Portanto, nesta parte, S tem curvatura Gaussiana positiva.
Por outro lado, na parte que contém um minimo temos z(s) > O,

x'(s) = cosO(s) > 0. Portanto, nesta parte, S tem curvatura Gaussiana negativa. 0J

Corolario 3.24 Seja o = os) = (x(s),z(s)) uma curva perfil da superficie WLH de
rotacdo S. Assuma que o é solucdo de (3-9)-(3-10), com a(0) = (0,z0) e z0 > —2b/a
definida no intervalo maximal 1(zo) = (—r,r) = R. Entdo o grdfico de o fica entre as

retas 7 =2zp—a e 7=z, LSto é,
z0—a < z(s) < 2o,

onde z(s) atinge os valores de mdximo e minimo absolutos apenas em um conjunto

discreto de pontos.

Prova. Como vimos no item (b) do Teorema 3.22 a funcdo z € periddica de periodo T

e pelo item (c) do mesmo teorema , no intervalo [0,7] a func¢do z assume um maximo
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absoluto, apenas nos pontos s =0 e s = T, igual a zg, € um minimo absoluto apenas no
pontos s = 1>, com 0(7;) = —mn. . Como a fungdo z é periddica de periodo T segue que o

maximo absoluto de z € zg, € 0 minimo absoluto de z € zo — a, ou seja,
z0—a < z(s) <z,

e z(s) atinge os valores de maximo e minimo absolutos apenas em um conjunto discreto

de pontos. 0

Como foi anunciado na introdugdo e com o objetivo de distinguir das superficies

com curvatura Gaussiana constante negativa, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.25 Existe uma familia a 1-pardmetro de superficies WLH de rotacdo que sdo

completas e com auto-interseccdo em R3. Além disso, estas superficies sdo periddicas.

Prova. A prova segue imediatamente do Teorema 3.22. 0

-2b/a

3n/2 2

Figura 3.1: Retrato de Fase do sistema (3-8) extraido da referéncia

[2]
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