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Resumo

Estudamos as propriedades termodinamicas de algumas Teorias de Campo bidi-
mensionais: os modelos de Schwinger, Thirring e Thirring com simetria de gauge (que
chamaremos de Modelo de Kondo).

O estudo é baseado na aplicagao sistematica do formalismo de Dirac para tratar sistemas
vinculados com o intuito de estabelecer a funcao de Particao via formalismo de integracao

funcional.

Palavras chaves: Sistemas Singulares, Teoria de Campos a Temperatura Finita, Mod-

elos bidimendionais.

Area de conhecimento: Teoria Quantica de Campos (1.05.03.01-3).

Abstract

We study the thermodynamical properties of some bidimensional Quantum Field Theo-
ries: the Schwinger model, Thirring model and the gauged Thirring model.

The study is based on the systematic application of the Dirac’s formalism for constrained
systems with the intention of establishing the Partition function via the functional integration

formalism.

Keywords: Constrained System, Field Theory at Finite Temperature, Bidimensional
model.

Area de conhecimento: Quantum Field Theory (1.05.03.01-3).
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Introducao

"A QED dd uma aproximacdo desta grandeza
(momento magnético do elétron) exatamente co-
incidente com seu valor empirico com um pe-
quenissimo erro. Uma coincidéncia tdo perfeita
(doze algarismos!) mnao pode com certeza ser
fruto do acaso.”

Franco Selleri.

A Teoria Quantica (TQ) é sem duvida uma grande conquista feita pelo homem na diregao
da busca por uma teoria fundamental para compreensao dos fendomenos naturais. No comeco
do século X X, todos os esforcos foram concentrados na obtencao dos espectros atomicos.
Em 1926, foi publicado um trabalho intitulado “Coupled Harmonic Oscillators. Statistics
of Wave Fields”; tendo como autor Pascual Jordan, e como co-autores Born e Heisenberg.
Jordan chamou atencao para o fato que tanto o trabalho de Ehrenfest (1906) quanto o
trabalho de Debye (1910) nao inclufam a interacao entre 4tomos mais afastados e misturavam
conceitos classicos da teoria ondulatéria com quantum de luz. Portanto, era necessario um
novo tratamento para a teoria da radiacao que levasse em conta a interacao dos atomos
distantes. Ele interpretou o ntimero quantico ny de cada oscilador quantico, como sendo o
niumero de quanta de luz com correspondente freqiiéncia ;. Jordan considerou o problema
da vibracao de uma corda de comprimento [ em uma dimensao com as extremidades fixas.
Expandiu o deslocamento da corda u(z,t) em série de Fourier e quantizou as componentes
da expansao. O formalismo empregado por Jordan deu origem ao que hoje é conhecido como
a Teoria Quantica de Campos (TQC). No ano seguinte, em fevereiro, o trabalho de Jordan
foi estendido por Dirac para incluir sistemas com mais de uma dimensao. Neste trabalho
Dirac tratou o problema da interacao entre um atomo e a radiagao eletromagética. Este foi
um passo importante na histéria da (TQ), pois pela primeira vez a descrigao ondulatéria e
a descrigao corpuscular estavam sendo tratadas de uma forma sem conflitos. O processo de
quantizagao desenvolvido no trabalho de Dirac foi estendido em outubro de 1927 por Jordan
e Klein para incluir bésons massivos, e em janeiro de 1928 Jordan e Wigner trataram o caso
de férmions massivos. O tratamento do campo eletromagnético de uma forma relativistica
foi tratado ainda no mesmo ano por Jordan e Pauli*.

Um pouco mais tarde nasce a Teoria Quantica de Campos & Temperatura Finita (TQCTF),

*Para maiores detalhes sobre o inicio da TQC veja por exemplo o livro “Farly Quantum Electrodynamics:
a source book”de Arthur I. Miller (Cambridge University Press) 1994.



que foi inicialmente motivada devido ao interesse nas propriedades da matéria sob condicoes
extremas; por exemplo, altas temperaturas ou densidades. Enquanto que no contexto nao-
relativistico, Matsubara [1] foi o pioneiro a unir mecanica estatistica a (TQC). Fradkin [2],
usando o formalismo funcional, estudou TQCTF num contexto relativistico. No comeco dos
anos 70, a TQCTF foi aplicada a problemas cosmoldgicos [3] e no estudo da restauracao de
simetria [4]. Muitas linhas de pesquisas tém sido abertas em TQCTF, como: colisoes de fons
pesados em altas energias, transicoes de fases, aplicagbes em matéria condensada. No tra-
balho de Bernard [5], foi feito um estudo em detalhes de uma teoria de gauge, e ultimamente
temos alguns livros e resenhas para uma introdugao no assunto [6, 7, 8, 9, 10].

Neste trabalho estamos interessados em sistemas em equilibrio térmico, e portanto usare-
mos o formalismo do tempo imaginario que serd suficiente para o nosso propdsito. Processos
fora do equilibrio podem ser descritos no mesmo formalismo desde que fagcamos uma con-
tinuagao analitica para o tempo real ou alternativamente pelo formalismo do contorno com
tempo fechado de Schwinger [13] ou Termal Field Dynamics (TFD) [11, 12].

No primeiro Capitulo, abordaremos uma teoria nao-singular. Como um exemplo estu-
daremos o campo escalar complexo, que descreve bésons carregados massivos. A funcao de
partigdo serd encontrada pelo método de integracao funcional com tempo imagindrio [9],
método este de quantizacao que serda adotado ao longo deste texto.

No segundo Capitulo, um estudo sobre o gas de férmions livres e o gas de fétons livres seréd
apresentado. Nos dois casos, as teorias que descrevem estes sistemas sao teorias singulares
[14]. Trataremos estas teoria singulares via o formalismo Hamiltoniano de Dirac [15]. A
teoria que descreve o gas de Fotons livres possui apenas vinculos de primeira classe, portanto
pode ser quantizada usando o formalismo desenvolvido por Fadeev [16]. Para o caso onde
estao presentes vinculos de segunda classe, a quantizagao destas teorias pelo método de
integracao funcional com varidveis pares foi desenvolvida por Senjanovic [18] e H. Yabuki [17].
No caso da descricao do gas de Férmions livres, a teoria possui vinculos de segunda classe
e é descrita por varidveis grassmannianas. O Apéndice 2-C contém uma breve introducao
a algebra de Grassmann e Pseudomecanica [19]. Para encontrar a amplitude de transigao
de uma teoria com férmions no formalismo de integragao funcional faz-se necessario uma
extensao do trabalho de P. Senjanovic. Isto foi feito pela primeira vez por G. Senjanovic
[20]. No Apéndice 2-D generalizamos os resultados de P. Senjanovic [18] para incluir variaveis
impares. Para obter a funcao de particao de teorias singulares, é necessario ter a amplitude
de transicao bem definida. Em posse dos resultados do Apéndice 2-D a funcao de particao
de um sistema que possui tanto férmions quanto bdsons, podera ser encontrada.

No terceiro Capitulo serd apresentado o Modelo de Schwinger (MS) (QED;41) [21], que
é a Eletrodiamica Quantica (QED) em uma dimensao espacial e uma temporal. Para obter
a amplitude de transi¢ao seguindo o método adotado por Senjanovic, faz-se necessario um
estudo sobre a estrutura singular da teoria baseada no formalismo generalizado de Dirac.
Este modelo (MS) é resolvido de forma exata, isto é, podemos calcular qualquer fungao
de Green da teoria sem usar teoria de pertubagao. Em outras palavras, os propagadores e

vértices sao completos. Ainda neste capitulo, as fungoes de Green e as equacoes de Schwinger-



Dyson sao encontradas.

No quarto Capitulo calcularemos a func¢do de Particaio do Modelo de Thirring (MT). O
modelo de Thirring é uma teoria em (D = 1+ 1) de Férmions com uma interacao quértica,
assim como o modelo de Schwinger é uma teoria exatamente solivel [22]. Para encontrar a
funcao de particao no formalismo de integragao funcional via formalismo de Senjanovic, a
analise de vinculos da teoria faz-se necessaria.

No quinto capitulo trataremos o modelo de Kondo ou Modelo de Thirring com simetria
de gauge [23]| a temperatura finita. Kondo encontrou outra formula¢ao para o modelo de
Thirring, versao essa que € invariante de gauge. Para obter a teoria quantica Kondo usou
o formalismo de Fradkin-Batalin. E para limites adequados das constantes de acoplamento,
o modelo de Schwinger e o Modelo de Thirring foram encontrados como caso limite do
Modelo Kondo a temperatura zero. Nesta tese estudamos a teoria quantica para o modelo
Kondo usando o formalismo de integracao funcional seguindo nossa extensao do trabalho de
Senjanovic, e analisamos os limites das constantes de acoplamento. Estes resultados e suas
conseqiiéncias serao discutidos no quinto Capitulo e nos Comentarios Finais.

A ordem que os Capitulos foram dispostos nao foi por acaso porque para o estudo do

modelo Kondo é necessario conhecer o Modelo de Thirring e o Modelo de Schwinger.
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Capitulo 1

Sistemas Nao-Singulares a

Temperatura Finita

Seja a Lagrangiana L = L(¢;,d;,t) definindo um sistema fisico descrito pelo conjunto de
coordenadas generalizadas {¢;} e suas respectivas velocidades {¢;}, entende-se por um sis-
tema nao-singular aquele cuja matriz Hessiana, H, definida por

o 8pz- 82[/

Hi': T A A 1.1
J 8(]3 aqzaq] ( )

possui determinante nao nulo, det H # 0.

Um sistema fisico singular possuird uma matriz Hessiana singular, det H = 0. Assim, a
equacgao (1.1) diz respeito & independéncia dos momentos p; em relagao as velocidades ¢;, ou
seja, em uma teoria singular nao é possivel expressar todos os momentos em funcao de suas
velocidades correspondentes. A Hamiltoniana da teoria, em primeira analise, dependera das
velocidades e, os momentos nao serao um conjunto de varidveis linearmente independentes.

No presente Capitulo, estudaremos um modelo de uma teoria de Campos nao-singular:
O campo escalar complexo. Além de se tratar de um exemplo de uma teoria nao-singular, a
sua simplicidade permite se aprender como deduzir as quantidades termodinamicas usando o
método de integracao funcional. Do ponto de vista fisico, o campo escalar complexo descreve
um sistema de particulas massivas carregadas relativisticas. Diversas caracteristicas deste
modelo tém sido amplamente estudadas na literatura, como um exemplo podemos citar
a condensacao de Bose-Einstein. A condensacao de Bose-Einstein é uma fase da matéria
formada por bdsons, que sob certas condi¢oes uma fracao das particulas atinge o mais baixo
estado de energia, e nestas condigoes os efeitos quanticos podem ser observados em escala
macroscopica. Estudaremos este fenomeno no contexto do campo escalar complexo cujas
ferramentas matematicas a serem utilizadas serao muito tteis para o desenvolvimento dos

Capitulos seguintes.
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1.1 Boésons a Temperatura Finita

A densidade Lagrangiana que descreve um sistema de bdsons com carga positiva e negativa

¢ definida da seguinte forma
L=0,9"0"®d —m’®*d — V(0*, ), (1.2)

onde ®* # ® sao campos complexos e sao tratados como variaveis independentes. Notemos
que esta densidade Lagrangiana (1.2) é invariante por uma transformagao de fase da seguinte
forma

O — P, P — P, (1.3)
o parametro « é constante e real. Do teorema de Noether encontramos que a carga conservada

é dada por
Q=i [ d <<I>*(x)<i>(x) - @(x)cb*(x)) . (1.4)
Com o propésito de definir a densidade Hamiltoniana canonica da teoria, os momentos dos

campos devem ser calculados, e estes sao
oL oL .
=¢* e II'=—=20. (1.5)
)

0p*
Aqui é importante notar que a matriz Hessiana

2 1
0Pi0PI 10

do sistema, nao é singular, isto é det H;; # 0. Portanto, a densidade Hamiltoniana que é

definida através de uma transformacao de Legendre sera funcao apenas dos momentos
H = HO+II"¢"— £
= II'Il + VO*VO + m*d*® + V(d*, D). (1.6)
Para definir a funcao de Partigao, devemos levar em conta o fato da teoria possuir uma

carga conservada. Este vinculo (conservacao da carga), deve ser introduzido através de um

multiplicador de Lagrange (potencial quimico) da seguinte forma
Zg = Tre PH-1Q) (1.7)

1
sendo 3 = T (temperatura), p é o potencial quimico.

No formahsmo de integragao funcional, a fungao de Particao é

Zg = /DH DH/D<I> Dcpexp{/ dT/d3 {ZH—JrzH*a;)* —Hﬂ@” (1.8)

%(qﬁl + i) e do

E conveniente separarmos a parte real e imaginaria do campo, ¢ =

0
momento conjugado 7o = 222 Fazendo esta substituicao na densidade Hamiltoniana,
obtemos )
H = 3 [+ 75 4+ (Vé1)? + (Va)® + m*¢] +m?d3] + V (1, ¢2), (1.9)
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€ a carga conservada torna-se

Q= /d3x(¢27r1 — ¢173). (1.10)

A funcao de Particao em termos destas novas variaveis é dada por

/DmDm/DqﬁlD@ (1.11)

B8
X exp [/o dT/dgx (im%+ %_H+N(¢2¢l ¢17T2)>}7

e apoOs integrarmos os momentos, encontramos que

2
Zy = N/D¢1D¢2exp{/ ir [ s [ (mzﬂ%) +2<z%—u¢1>”

(1.12)
B8
« oxp { /0 dr / P {—%(wlf _ %(V@)Q _ %m%f _ %m%g ~ Ve, ¢2)1 }

onde N é uma constante de normalizacao infinita e é irrelevante para as propriedades ter-
modinamicas do sistema fisico.
Na continuacao, consideremos o caso V (¢, ¢2) = 0, e ap6s de algumas integragdes por

partes podemos reescrever Zg como

Zs = N/D¢1D¢265, (1.13)
onde
g Al A
:/ /d3x(¢1 ¢2) GHECER NI (1.14)
0 A21 A22 ¢2
€ CoIm
10° 2 1o* 2 2
A=ggp Tty —m  An=ogaty g om
(1.15)

A e, A .0
12 = —to— 21 = U=~
or or
Devido ao fato da coordenada 7 ser periddica e a coordenada x estar limitada a um
volume finito do sistema, as componentes de ® podem ser expandidas em uma série de

Fourier da forma

o (T,2) = \/550059%—(5 1/2ZZeXp i(p.x + w,T)] @1(n, p) (1.16)

n p

¢o (T,x) = \/_581n9+ 6 1/QZZeXp (p.x + wpT)] P2(n, p) (1.17)
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onde ¢ e 0 sdo independentes de (7, z), e v1(0,0) = ¢2(0,0) = 0. Este procedimento consiste
em separar a contribuicao do estado de p = 0 e n = 0. Dedicamos o Apéndice 1.A para
maiores detalhes sobre a expansao em série de Fourier.

Substituindo (1.16) e (1.17) em (1.13), e observando que o Jacobiano da transformacao

¢ a unidade (ver Apéndice 1.B), a fungao de Parti¢ao torna-se
2:=NI1I [ dornp)deatin.pre®. (1.18)
n op
onde

S =BV (p* —m?)E* — %ZZ ( p1(n,p) pa(n,p) ) D p < gpl(n’p; ) 7 (1.19)

e D, , ¢ uma matriz de 2 x 2 dada por

2 2 _ 2 2w,
LN e | R (1.20)
2pwy, ‘ wy +w*—p

Para chegar no resultado acima usamos os resultados obtidos no Apéndice C, as equagoes
(1.73) e (1.75); e o fato que y1(n,p) e pa(n,p) sao reais, portanto ,.(—n, —p) = @.(n,p); e
w? = p? +m?.

Escrevamos o momento da forma (p = p,,), (m = 0,£1,£2,...), assim, a eq.(1.18)

expressa-se de forma explicita como

Zg:exp[ﬁV('u?_m } f[o H /dgplnmdg@(nm exp [——ZZSW

- (1.21)

Y

onde
Sum = ( &1(n,m) éa(n,m) ) Doy ( ‘bl(”’g ) . (1.22)

Consideremos um elemento deste produto

1 1
Zg(n,m) = N/dcpﬂn,m)dw(n,m) exp {—§Sn7m} = N2 [det Dmm]_é : (1.23)
Assim, a funcao de Particao é

—+00

Zz= N' exp[ﬁV(u —m? 52] H H detDnmfé (1.24)

NnN=—00 M=—00

Sendo calculado o determinante da matriz (2 x 2) expressa na equagao (1.20), e tomando

o logaritmo dos dois lados da equagao (1.24) obtemos

InZg = cte + BV (> — m*)&% + In (H I1 [(wi w4 p?)? - 4w2u2} 1/2> . (1.25)

n m
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A expressao acima, (1.25), pode ser reescrita da seguinte forma

InZ; = BV(u?—m?)E* — % Z In {6 [w2 + (w+ p)*]} (1.26)

W {8 [+ ()]}

Com o intuito de calcular as somas presentes na equacao anterior escrevemos as seguintes
identidades

B (w—p)? 2
In [(27n)% + B%(w — p)?] = /1 % +1In [1+ (27n)?] (1.27)

+00 2
1 2 2
= 1 .
ZnQ—i—(i)Q 2 (+69_1>’ (1.28)

n=—00 2

Entao, fazendo uso delas, as somas no lado direito da equagao (1.26) sao

oo B(w=Ep) oo
Z In [(27n)* + B%(w £ p)?] = /1 do (1 + 692_ 1) + ) In[1+(270)7], (1.29)

desprezamos o ultimo termo constante, e, assim, obtemos

+oo Blwkp) 92
Z In [(2mn)* 4+ B%(w £ p)?] = Blw £ p) — 1+/ d@ee T (1.30)
n=—oo 1 B
Podemos calcular a integral de duas maneiras, para e ¥ < 1
d _o do
Lo -0y 2 (131)
eparae? > 1
d do
—Infe™? — 1] = —. 1.32
5 1nle =% (1.32)

No entanto, o limite de integracio da equacao (1.30) nos leva a considerar o caso e™? < 1.
Para este caso notamos que esta integragao é valida para m > |u| e, entdo, desprezando
novamente o termo constante, obtemos

f In [(2mn)* + *(w £ p)?] = Blw+p) +2In 1 - e*ﬁ(‘”i“)} . (1.33)

Finalmente,: ; fungao de Partigao (1.26) para o campo escalar complexo fica
InZy = BV (2 = m2)& =Y [ Bw + In(1 — e M) 4 In(1 — e—ﬁw—w)} L (134)
Portanto a energia livre F' poge ser deduzida da equacao acima e é
F = _mﬁzﬁ (1.35)
= V(m?—pHE + ; {w + % In(1 — e Pltny 4 %

In(1 — e_ﬁ(“’_“))] .
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O parametro £ nao é determinado a priori. Este parametro, como veremos mais adiante,
sera relacionado com a densidade de carga carregada pelas particulas do condensado. Para

um valor fixo de 3 e u, encontramos que

0lnZ
23

isto significa que £ = 0, exceto para o caso || = m quando ¢ fica indeterminado.

=20V (u* —m*)€ =0, (1.36)

Estamos interessados no caso & # 0, isto é, quando |u| = m.
Assim, primeiro consideramos que || < m entdo na equagao (1.34) £ = 0, e calculamos

a densidade de carga

p o ﬁ_v ( 0[1, ) N / (27T>3 <eﬁ(wu) _ 1 - eﬂ(w+u) _ 1) ) (137)

que dé o potencial quimico p como uma funcao implicita de p e T'. Para T maior de alguma

temperatura critica, 7., podemos sempre encontrar um valor de p tal que a equacao (1.37)
seja valida. Supondo que a densidade de carga p é mantida fixa e a temperatura é abaixada,
o potencial quimico p aumentard até alcangar o valor |u| = m em T = T, entdo, na regiao
T > T. > m obtemos

1
Ip| ~ 3 mT?. (1.38)
Quando || = m e a temperatura é abaixada ainda mais tais que 7" < T,, a densidade de
carga ¢é
1 [0lnZ
= — = po2mé&* + p* = 1.39
p BV( on )Mm po2m&” + p* (3, p = m) (1.39)

onde py = 2mé&? é a carga vinda do condensado e p*(3, 4 = m) é a contribui¢ao vinda das

particulas com momento nao nulo e é

. d®p 1 1
PG =m) = / (27)3 (emw—m) 1 eBlrm) — 1) ’ (1.40)

A temperatura critica T, é definida quando o potencial quimico atinge seu valor méxima

|| = m, mas o parametro £ ainda é zero, isto é

p=p"(Be, p = m), (1.41)
que implica em
T, = <M>1/Q . (1.42)
m
Na temperatura T < T, (1.39) é a equagao para a densidade de carga p — py dos estados
com p # 0,
p—po= % mT?, (1.43)

a densidade de carga no estado (p = 0) é dada por

o= p (1 _ [Tlcr) | (1.44)
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A densidade de carga no estado p = 0 pode aumentar até alcancar a densidade total do sis-
tema. Observemos que (1.42) nos leva para um importante resultado: a condi¢ao necesséria
para que um gas ideal de Bose de massa m se condense numa temperatura relativistica
(T, > m), é quando p > m?3. Literatura adicional sobre condensagao de Bose-Einstein

pode ser encontrada em [1.1, 1.13, 1.14].

1.2 Apéndices

A Desenvolvimento de Funcoes em Séries Ortonormais

Assim como um vetor r em 3 dimensoes pode ser expandido em um conjunto de vetores
mutuamente ortogonais i, j e k sob a forma r = xi+ yj + 2k, existe a possibilidade de desen-
volver uma fungao ¢(x) em um conjunto de fungoes ortonormais u;(x), com (i = 1,2,...),
ver por exemplo a referéncia [8].

Para o caso discreto,(i e j = 1,2,3...) temos que
(uiuj) = 0 (1.45)
Zu,-(:v)u;k(y) = 6(z—y) (1.46)
o) = Y cu(x) (1.47)

¢ = (us,¢) = / dz ut ()6(x). (1.48)
Enquanto que para o caso contfmuo (a)
(e, tr) = 6(a—a) (1.49)
[ wale) i) = e -) (1.50)
/da o Ua(z) (151)
Co = (U, §) = /dx () (). (1.52)

No presente Capitulo temos, por exemplo, o conjunto discreto u,(7) = Ce“"", C' um
fator de normalizacgao tal que a base {u,(7)} é ortonormal. O desenvolvimento da fungao
¢(7) definida no intervalo [0, 5] e satisfazendo ¢(7 + 3) = ¢(7) é definido da forma

¢(7—) = chun(T)a (1.53)

2mn
e usando a condicao de periodicidade obtemos que w, = —.

g
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Usando a defini¢cao do produto escalar eq.(1.45) obtemos

BICI? , n=n
B A
(ts ) = / dr P =g (1.54)
0 H(wn—w,r) /
— |e ) —1 , n#n
i(wp, — wWy) | ] 7
2mn
do fato que w, = 7 podemos mostrar que para n # n’ o produto escalar (uy,, u,) = 0.
Usando a condicao de ortonormalidade podemos escolher C' tais que S|C|*> = 1, entao,
obtemos C' = 3~1/2.
Dos resultados acima, podemos reescrever a equagao (1.54) como
IR
() = / dr el )T = 5, (1.55)
G Jo

onde 9,/ ¢ a delta de Kronecker.

A seguir precisamos provar que as bases obedecem a eq.(1.46), em principio temos

3 Z iwn(r=) = F(r — 7). (1.56)

n=-—00
O nosso objetivo é mostrar que F(7 — 7') = (7 — 7/). Para isto, multiplicamos e~*n'" e
integramos em 7
. ’ IB :
e—zwn/’r — / dT e_zwn’TF(T — T/) (157)
0

a expressao acima sé6 é satisfeita se FI(t — 7') = §(7 — 7'). Observe que para isto usamos
um resultado conhecido, portanto, a prova é indireta. Para demonstrarmos de uma forma

direta procedemos da seguinte maneira

1 = :
F(r— 7 _ = zwn(T ') —iwn (1—7") + + twp (T—7")
S P ~ 5 Z 52 Z
I 2 .
= ——I——ZCOS[wn(T—T)], (1.58)
g B
Por comodidade definamos x = (TB_T/), e a expressao acima fica da seguinte forma
Pl =2 4 23 cos(2n) (1.59)
G B4
A soma pode ser calculada para um numero M finito, assim, temos
M .
sin[(2M + 1)z] 1
2 = - . 1.60
Z cos(2nx) 2 sin(x) 2 (1.60)

Usando eq.(1.60) podemos escrever eq.(1.59) como

F(r—7")= lim Fy(r—1), (1.61)

M —o0
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d
onee 1 sin [(2M + 1)a]

F -7 == 1.62
wulr =) g sin(x) (1.62)

E f4cil mostrar que quando T =7 — x =0
F(r—7") = lim lim Fy (7t — 7') — oc. (1.63)

M—oo0 x—0
esta é uma das propriedades da d-Dirac. Em seguida mostramos uma outra propriedade da
0-Dirac

B
/ dr F(r—1)=1 (1.64)

Partimos da equagao (1.58),

/fm Fir—7) =

B

—
_I_

dr cos |wn (T — 7')]

3
Il
—_

WK
S—

( sin [w,, (8 — 7')] + sin [wnT']>

o))

| = sin (n7) = 0, entdo, a soma é nula e concluimos que

3
Il
_

I I
— =
+ +
I DI ®IN
Nk
|[\> §|H

EMg

3

<]
=

3
Il
—

sin [wng

B
/ dr F(r—7)=1 (1.66)

e desta forma mostramos que F(7 —71') = (1 — 7).

Sintetizando nossos resultados, temos mostrado as seguintes propriedades

1 [P .
Ot = 3 /0 dr el@n=en)T (1.67)
1 &
or—1) = 3 E elon(m=), (1.68)

A.1  Expansao para ¢(7,x)

Definamos a expansao na parte espacial da seguinte forma

ikjx

CEEDY (W) ) (1.69)

e a inversa desta expansao como

x(7h) = % /0 C iy (efv) o). (1.70)

A expansao da parte temporal é definida da seguinte maneira

W T

k) = 3 (S vl i, (1.71)

n
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e sua inversa desta é definida por

D(wn, k) = /Oﬁ dr (6\/%) (7, k). (1.72)

As defini¢oes acima nao foram por acaso, definimos desta maneira para que as amplitudes
sejam adimensionais *.

Podemos verificar que estas defini¢oes estao coerentes com as seguintes identidades

1 (7 .
Ot = 3 / dr een=wn)T, (1.73)
0
1 X
o(r—7) =5 D ¢, (1.74)
1 [F .
51’1/ = V/O dgl' Gl(kl_kl/)m7 (175)
1 X .
ér—1) = v Z etkil@=a"), (1.76)
l=—00

Podemos escrever (1.69) usando (1.71)

1/2
o= () X ey ), (1.77)
l n

e podemos escrever (1.72) usando (1.70)

B L
W(wn, k) = ﬁ /0 dr /0 Bre=@nmHhD) b (x 0), (1.78)

Para o estudo da condensacao, foi conveniente separar a contribuicao do estado n =0 e

p = 0. Este procedimento pode ser feito na eq.(1.78), proporcionando o seguinte resultado

1 g B 3 _
(0,0) = WB_V/O dT/O B ¢(r, x) = vV2Ea(h), (1.79)

onde 6 e ¢ sao independentes de (7, z). As amplitudes s@o definidas da seguinte forma

1/2
o(t,2) = V2¢a(0) + (g) I ety (1.80)
l n

a nova amplitude ¢,,; é zero para n =1 =0, isto é ¢g9 = 0.

*O campo possui dimensao de inverso de comprimento
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B O Jacobiano da Transformacgao

O operador campo qB(T, x) na representagao de Heisenberg satisfaz a seguinte equagao de

autovalor
(73, )| i), 7 >= ()| di(w), 7 >, (1.81)
e 0 que esta equacao nos diz é que para cada valor do tempo 7; temos um conjunto de

autofungoes ¢;(z) que sao associadas a base (autovetores) |¢;(x), ; >. Esta base é completa

e ortogonal

/d¢i(x)|¢i(x) >< gi(x)] = 1 (1.82)
< ¢i(7)|gj(x) > = d[pi(w) — ¢;(x)]. (1.83)

Devido a periodicidade das autofungoes ¢(r; + 3,2 + L) = ¢(7;,x), estas autofungoes

podem ser expandidas para cada valor do tempo 7; em uma séries de Fourier da forma
sz Z Z unp Ti, X wn ) (1'84>

onde o conjunto {u,,(7;, r) = e/@*+n7)1 & ortonormal.
Discretizando o intervalo temporal e o espacial em N e M partes, respectivamente; a

equagao (1.84) pode ser expressa em forma matricial como

¢<7—17$1) unlpl(Tl’xl) unlpz(Tlvxl)

(b(T?vxl) umpl(TQJxl) unlpz(T%xl) cee wm(]h)

¢(7—27 LU2) — N }‘bm unlpl (7—27 1'2) Un1p2 (7_2, 372) . ¢n1 (pQ) . (185)
(T, Tar) Unypy (TN, TM) Ungpy (TN, T )

As colunas desta matriz sao autovetores, definidos da seguinte forma

unp(Tlv xl)

Upp(To, T
tnp >=lim ol 2 2 , (1.86)

unp(TN7 IM)

e usando os autovetores, a matriz de transformacao GG é escrita como

G= ( iy > [tnipy > - ) . (1.87)

Podemos mostrar que estes autovetores sao ortonormais

< Ut |Upp > = lim E g Uy (Tiy ) Uy (T3, )

N,M—o00
7j=1 =1

[ ar [ e
- dr dxew(wn wn/)ezx(p ")
BV Jo 0

= Sumby, (1.88)
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onde usamos as relagoes do apéndice anterior. Usando a condicao acima é facil mostrar

L e, conseqiientemente,

que GG = 1, daqui temos que G é uma matriz unitaria G = G~
| det G| = 1. Portanto, o jacobiano da transformagao eq.(1.85) é a unidade. Desta forma a

transformacao da medida da integragao funcional é

D¢ = N}ggmHHdcﬁ iy ;) ‘ Hdwn
= detGHdwnp
np

= [ dentp) (1.89)
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Capitulo 2

Sistemas Singulares a Temperatura

Finita

?[ feel that there will always be somethings miss-
ing from them which we can only get by working
from a Hamiltonian, or maybe from some gener-
alization of the concept of a Hamiltonian. So I
take the point of wiew that Hamiltonian is really
very important for quantum theory.”

P. A. M. Dirac

As teorias fisicas mais importantes que tentam explicar os fené6menos naturais sao teorias
singulares. Elas sao a Eletrodinamica Quantica, a Cromodinamica Quantica e a Teoria
Eletrofaca, todas pertencentes ao grupo de teorias conhecidas como teorias de gauge. Nao
entanto nem toda teoria singular é uma teoria de gauge.

No capitulo anterior abordamos o caso em que a matriz Hessiana era nao singular

Oppi ophL
- = det ——
op " 04oy

o que nos permite definir um Hamiltoniano sem ambigiiidades.

det H;; = det

£0. (2.1)

Se esta condicao nao for satisfeita, necessitaremos do formalismo de Dirac para encon-
trarmos ou podermos definir um Hamiltoniano sem ambigiiidades. Uma breve introducao
ao formalismo de Dirac é apresentada no Apéndice B.

Neste capitulo abordaremos duas teoria singulares, na primeira se¢ao estudamos o campo
de Dirac livre e, na segunda tratamos uma teoria de gauge abeliana: o campo eletromagnético
livre.

No primeiro caso, campo de Dirac livre, sera mostrado que os vinculos sao de segunda
classe. Quando os vinculos sao de segunda classe, podemos calcular os multiplicadores de
Lagrange associados a cada vinculo explicitamente.

No caso do campo eletromagnético livre, os vinculos sao de primeira classe. Neste caso
nao sera possivel calcular os multiplicadores de Lagrange associados a estes vinculos sem
que condigoes subsididrias sejam implementadas. Nas primeiras se¢oes desta exposicao ficara

claro como lidar com estas dificuldades.

20
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Apés o trabalho de andlise de vinculos, a amplitude de transicao sera definida por in-
termédio do formalismo de integracao funcional segundo Senjanovic desenvolvido nos Apéndices
C e D deste mesmo Capitulo. O Apéndice C contém a deducao da amplitude de transi¢ao
para sistemas com vinculos de primeira classe. Ja no Apéndice D, a deducao da amplitude
de transicao para sistema com vinculos de primeira e segunda classe; onde os vinculos de
segunda classe sao variaveis Grassmannianas. Faz-se necessario enfatizar que o trabalho orig-
inal de Senjanovic [2.8] ndo incluiu o tratamento de varidveis Grassmannianas (ou varidveis

impares).

2.1 Gas de Férmions Livres

A densidade Lagrangiana para o campo de Dirac (spin-1/2) mais geral possivel é dada por

A+1) - A —
( ;r )wa(’Yu)aBaMwﬁ+i< 5 2

L=1 85&(%)0&%3 - m'&awaa (22>

onde os indices espinoriais a e 3, variam de 1,2, 3, 4 e os indices do espaco-tempo p, v variam
de 0,1,2,3. Aqui estamos usando a métrica (+,—, —, —), e as v s@o as matrizes de Dirac.
Os campos 1, ¥5 pertencem a dlgebra de Grassmann complexa de dimensdo infinita (para
maiores detalhes ver Apéndice A).

Esta densidade Lagrangiana eq.(2.2) é invariante pela seguinte transformagao global
Yyt e (2.3)

o parametro £ é par. O teorema de Noether nos diz que para esta simetria existe uma

corrente conservada que é dada por
JE =gyt 8,0 =0, (2.4)

e, conseqiientemente, a quantidade de carga conservada é
Q= /de Y29 (2.5)

Do principio da minima acao, obtemos as equagoes de Euler-Lagrange para os campos

fermionicos ¢ e

o —myp = 0,
(2.6)
007" +mp = 0.

Estas equacoes definem a dinamica da teoria classica, independente de estarmos trabalhando
no formalismo Lagrangiano ou no formalismo Hamiltoniano. A seguir, iniciaremos a busca
pela formulagao Hamiltoniana da teoria, e a forma de saber se encontramos a dinamica certa

serd comparar as equacoes de movimento de Hamilton com as equacgoes de Euler-Lagrange.
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Os momentos sao definidos de maneira andloga ao caso de uma algebra de Grassmann

de dimensao finita

o opL D - 56
= o = - gy (27)
o OpL (A=1)

i) 2 s (2.8)

o indice D significa que estamos usando a derivada funcional a Direita, definida no Apéndice
A.

Tendo definido os momentos candnicos conjugados, estabelecemos agora os parénteses de
Berezin (PB), {-, -} 5, fundamentais

{to (2),7° ()} = —020(x—y)
(2.9)

{Ya (@), 7" (W)} = 030 (x~)

onde x,y fazem referéncia as coordenadas espaciais.

A densidade Hamiltoniana canonica é definida pela seguinte transformacao de Legendre
He = (0otba)T* + (Q0ha)® — L, (2.10)

a posicao dos momentos deve estar de acordo com a definicao da derivada que estamos
adotando ao longo deste trabalho: a derivada direita definida no Apéndice A. Substituindo

0s momentos na expressao acima obtemos

HC: ()‘_'_ )¢a( Z)aﬁ8i¢ﬂ_i(A;1)

0ba (V)5 + My e (2.11)
Os vinculos primadrios sao diretamente deduzidos das equagdes dos momentos (2.7) e (2.8)

(A+1)
2
(A—1)
2

¢" = T+ ba(y")™, (2.12)

Qba - ¥ _

(V). (2.13)

Em seguida podemos calcular os PBs entre os vinculos primarios

{6 (x), 0" ()}, =—i(")6(x—y) (2.14)

onde temos usado os PBs fundamentais (2.9).

Em geral, para o calculo dos PBs levar em consideracao as seguintes observagoes: Des-
ignando a letra B para representar uma fungao da varidveis par (p,q) e a letra F' para
representar um funcao das varidveis fmpar (m,0), os parénteses de Berezin satisfazem as

propriedades a seguir
{Bi1, B2} = —{Bs, Bi1}3, (2.15)
{F,B}p = —{B, F}s, (2.16)
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{F1, Fotp = {Fs, Fi} B (2.17)

Devido a teoria possuir vinculos primarios, os momentos nao sao variaveis independentes.
Para resolver este problema devemos introduzir multiplicadores de Lagrange na densidade

Hamiltoniana. Portanto, a nova densidade de Hamiltoniana torna-se
Hp = Heo + ¢%aq + 0% ¢a, (2.18)

onde o indice P faz mencao ao fato de que esta funcao é denominada densidade Hamiltoniana
priméaria. Para que a densidade de Hamiltoniana seja par e real, os multiplicadores de
Lagrange devem ser varidveis fmpares e o produto ¢®a, deve ser real por uma operacio de
involugao*

A partir de agora, a dinamica do sistema deve ser descrita por esta nova densidade
Hamiltoniana. Se queremos garantir que os vinculos primarios nao adquiram dinamica, ou
em outras palavras, que sejam constantes com relacao a evolucao temporal, é necessario que

a seguinte condicao de consisténcia seja valida
an = {an’ HP}B ~ 07 (219)

¢* = {¢%, Hp}p ~0. (2.20)

O simbolo = significa ou tem o sentido de uma igualdade fraca
Comecemos calculando a condigao de consisténcia para o vinculo ¢%, entao, o PB da

equagao (2.19) obtemos
6% = i00p(v')* + mi + ias(7°)? ~ 0 (2.21)
que nos fornece um dos multiplicadores de Lagrange
a = =0y’ + imyr°. (2.22)
Repetindo os calculos para o outro vinculo, ¢, encontramos o seguinte resultado
0" = i) Ops — my® —i(7°) g, (2.23)

*Por uma operacao de involucao a varidvel de Grassmann g é levada a g, e g é real se ' = g e imaginaria

se gt = —g. Facamos uma operacao de involucao no primeiro termo na densidade de Hamiltoniana associado

ao multiplicador de Lagrange a,,, obtemos

(6%aa)] = (Fa+%A+UOWV}%>i

2

= al

)t =iy

Para que o produto seja real, o multiplicador de Lagrange deve satisfazer a condigao
(A+1) (A+1)

o I L T P
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e da expressao acima o outro multiplicador de Lagrange é determinado
a = ' 0 + imryp. (2.24)

Para verificar se os multiplicadores de Lagrange estao corretos, calcularemos as equagoes
de Hamilton dos momentos e compararemos com as equacoes de Euler-Lagrange.

A equacao de Hamilton para o momento 7 é

, 1
7= {m Hp}tp = iv'Onp — map — i)\ il 7 a. (2.25)

e usando o multiplicador de Lagrange dado pela expressao (2.24)

A—1
2

(010 — mop) (2.26)

=

Das equacoes de Euler-Lagrange encontramos a seguinte relacao

A—1

T =1
2

Y'Y, (2.27)

igualando as duas ultimas equacgoes, mostramos que uma das equacoes de Euler-Lagrange é
satisfeita
iyt o —map =0, (2.28)

que é a eq.(2.6). E o mesmo procedimento pode ser feito para 7.

Calculando os parénteses de Berezin, observamos que nenhum vinculo comuta com todos
os outros, portanto os vinculos sao de segunda classe.

Assim, chamando de X = {(bo‘, gz_ﬁa} conjunto de vinculos de segunda classe, matriz dos
vinculos de segunda classe dada por C*’(x,y)= {2 (z), " (y)}, € de 8 x 8 e pode ser

expressa como C(x,y) = Cé3(x —y), sendo C uma matriz constante e dada por

= 0 —i70
C= ( PP ) : (2.29)

onde 7° =diag(1,1, -1, —1). A matriz inversa é definida por
/d3z C'(x,2)C(z,y) = /dgz C(x,2)C ! (z,y) = & (x — y). (2.30)

Da definigao acima, notamos que é preciso apenas calcular a inversa da matriz C, que é

A-1 0 iy’
C = (i(vO)T 0 ) (2.31)

Com estes resultados podemos escrever os parénteses de Dirac, {-,-}p, entre duas fungoes

dada por

A e B quaisquer como

(A0).By)}p = {A(), By)}s (2.32)
- / PPl Al), S5(2)} s (C) (2 w) (S, (w), By)}s.
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Usando o paréntese de Dirac encontramos o mesmo resultado obtido utilizando explicita-
mente os conhecidos multiplicadores de Lagrange. Por exemplo pode se calcular o seguinte
paréntese de Dirac

= iy = ~ O (1700 - mv). (2:33)

neste caso Hg = H¢, pois nao existem vinculos de primeira classe. Usando novamente a

equacao de Euler-Lagrange encontramos o mesmo resultado, que é a equacao de Dirac

iy 0 — map = 0. (2.34)

2.1.1 Funcao de Particao

Devido ao fato da teoria ser relativistica teremos processos de criagao e aniquilacao acon-
tecendo no sistema. O numero de particulas nao sera uma quantidade conservada, como
veremos mais adiante; somente a diferenca entre o nimero de particulas e anti-particulas
serd uma grandeza fisica. Portanto, devemos trabalhar com a funcao de particao do ensemble

grande canonico, que ¢é definida por

7 (ﬁ) = Tr efﬁ(ﬁ*mNi) — Z < IE,¢|675(H7MN")
1/_)7w

Y, >,

este traco é tomado sob todos os estados do operador H- uiNi, sendo p; um multiplicador
de Lagrange para levar em conta a carga conservada Ni.

A funcao de particdo para um sistema que possui vinculos de segunda classe pode ser
definida a partir da amplitude de transicao do Apéndice D. Para isto, necessitamos realizar
uma mudancga de varidvel no setor temporal it = 7 (rotagao de Wick), e identificar o novo
intervalo “temporal” como sendo o inverso da temperatura 3 = % Procedendo desta forma,

obtemos a funcao de Particao no formalismo de integragao funcional

4 4 4
Z(8) = / [ Tldvedye] / [ [[d7adms] | det €[~ T ] 6(6a)d(¢a)
a=1 a=1 a=1
B
X exp {/ dr / P [i(‘%@/}o‘ﬁa +i0.9%my — H + ,uQ} } , (2.35)
0

0 -
onde denotamos — = 0,. Os campos fermionicos satisfazem condi¢oes de contorno anti-
T
periédicas na variavel 7: (7, x) = —(1 + 3, %).
E facil mostrar que | det C| é uma constante independente das varidveis canonicas, assim,

integrando os momentos e realizando integracoes por partes obtemos, a funcao de particao
1 s
Z() = / H[dwdz/ﬂ] exp { / dr / &z [0, + i7" 0 — m + py°] w}. (2.36)
a=1 0

Em vez de trabalharmos com v, podemos de uma forma alternativa trabalhar com .

Com esta alteracao a medida fica invariante e a funcao de particao passa a ser escrita como

23) =N [ TLdvliva exp (s} (2.37)



2.1 Gas de Férmions Livres 26

onde S é 5
= / dr / Bz Pt [—0- + iy o, — mA° + p] (2.38)
0

Expandimos os campos em séries de Fourier da seguinte forma

Vo (X, T) = 0,7 + W Z Z ipxten)§ (p,n) (2.39)

Yl (x,7) = vl e 4 WZZ ipxten gl (p n), (2.40)

a dimensao das amplitudes ¥, (p, n), dim[¥,(p,n)] = /comprimento, foi escolhida de tal

forma que a agao na equagao (2.37) continue sendo adimensional; e devido ao fato dos campos
(2n+ )7

g

serem anti-periédicos, as freqiiéncia w,, sao dadas por w, = onde temos definido
que ¥, (0,0) = ¥l (0,0) = 0.

Substituindo a expansao em eq.(2.37), obtemos que a agao é expressa como

S = ‘/UT(:u - m,yO - in)U - Z QT(”? p>D\IJ(n7 p)a (241>
n.p
com
D = iw, — it + 7 pr +1"m. (2.42)

Com estes resultados a funcao de particao passa a ser dada por

Z(B) = Ne"'lnmm*iwo) /HHd‘IfT n,p)d¥*(n,p)] eXp{ Z\Iﬁ n, p)DY( >p)}

a=1 n,p
(2.43)
Fixado um par (n,p), a expressao acima pode ser escrita como
Z() = Net e [ Z(n, p), (2.44)
n.p
onde Z(n,p) é definido por
4
Znp) = [ [Tl 0np)awe ., p)] e ¥ nrDw )
= detD(n,p)
= [(wn +in)? +w?°, (2.45)
e w? = p? + m?. Finalmente, a funcao de particao é
2(p) = Nev e [T [(wn + i)* + ] (2.46)
n7p
tomamos o logaritmo da funcao de particao e temos
InZ(B) = Vol (u —my°® —iwe)v + 2 Z In {5 [(wn + ip)* + w?] }, (2.47)

n?p
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para que o argumento do logarftmo nao tenha dimensao, multiplicamos e dividimos por 32,
e a constante infinita é ignorada.

Determinamos se o modo zero v, v’ (p =0,n = 0) existe com a seguinte equagao

(. —mn° — z%)v =0, (2.48)

as solugoes nao triviais sao determinadas pela condicao

™

det(p — mA® — iB) =0, (2.49)

daqui encontramos que

(% +ip)? +m? =0, (2.50)

para T > 0 essa equagao complexa nao é satisfeita por nenhum valor real do potencial
quimico p, assim o modo zero é nulo: v = v/ = 0. Quando a temperatura 7 = 0 podemos
ver que o potencial quimico é |u| =

A fungao de particao (2.47) é portanto

mZ(B)=2> W {p [(wn+in)+w’]}. (2.51)

Separando a soma acima em duas somas iguais, e apds algumas mudancas de variaveis,
obtemos

InZ(g Zln{ﬁ2 w2+ (w—p }—i—Zln{ﬁQ wi + (w+p)?] ) (2.52)

Para calcular as somas em n usamos as seguintes identidades

In [(2 + 1)2 2 + ﬁQ( + )2] B /62(w:|:M) d(92 n [1 N (2 N 1)27r2]
" g wERTE 1 0% 4+ (2n + 1)%n2 " ’
(2.53)
¢ -
—~ 1 1/1 1
=—|== . 2.54
_Z_:OO(Qn—I—l)27T2+02 9(2 69+1> (2:54)
Assim, finalmente encontramos que

3
InZ(8) = 2V / (‘21—’;3 [Bw + In(1 + e P@1) 4 In(1 4 e Ptm)] (2.55)

™

A energia livre é definida por

3

F = —%an(ﬂ) 2;/ (d B [Bw + In(1 + e P&y 4 In(1 + e Pt (2.56)

A densidade de carga do sistema é dada pela seguinte definicao

o Loy Z(ﬂ)zz/(dgp( CH ) (2.57)

\%4 BV Ou 27r)3 eblw—n) 41 eBlwtn) 1+ 1
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o fator f =2 é devido ao spin dos férmions f = (2s + 1).
E importante notar que a diferenca entre os férmions e os bdsons além do fator de spin,

também se d& por um sinal da funcao distribuicao

1
Nf = ——— 2.58
© 2lePer +a (2.58)

a = —1 para os bdsons e a = +1 para os férmions, e z;l = efr+. NF é a fungao distribuicio
das particulas (nao das anti-particulas) com energia positiva w,. A funcdo distribuigdo para

as anti-particulas com energia w_ é

No—— L (2.59)

— b)
“ 2 teBe- 4 ¢

Para o caso dos férmions livres os valores da energia w sao os autovalores da equacao de
Dirac. E as solucoes da equacao nao possuem solucao no intervalo —mec? < w < +mc?. A
energia minima que um elétron (real) pode ter é w = p = mc?. As particulas sao os elétrons
e as anti-particulas sao os pésitrons. Devido aos processos de criagao e aniquilagao o niimero

de elétrons e positrons nao se conservam de forma separada, mas sim

N, = Nf—N; (2.60)
0 = pp+p, (2.61)

Estes resultados podem ser sintetizados como

d3
p=T=m+t [ ks (NN, (262)

po # 0 para os bosons e py = 0 para os férmions.
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2.2 Gas de Fotons Livres

2.2.1 Campo Eletromagnético: Analise de Vinculos

A densidade Lagrangiana do campo eletromagnético que descreve um sistema de fotons
livres é dadas por

1
L= FuF" (2.63)

onde F,, = 0,A, — 0,A,. Esta Lagrangiana e ¢ invariante sob a seguinte transformacao

local
At — AP+ O*A(x), (2.64)

onde A(z) é uma fungao escalar arbitraria. E conseqiientemente, as equagdes de movimento
também sao invariantes; esta liberdade podera ser usada para eliminar os graus de liberdade
nao fisicos da teoria.

As equagdes de movimento sao
OA" — 0"(0,A") = 0, (2.65)
O momento canonico conjugado ¢ dado por

oL
w= 9An = Iy, (2.66)

>

Os parénteses de Berezin fundamentais {-, -} 5 séo
{4 (2) . m, () }p = 050" (x —y) (2.67)
Da defini¢ao do momento conjugado, obtemos para p = 0 um vinculo primario,
C=m~0 (2.68)
e trés relagoes dinamicas
T = OpAo — 0o Ak (2.69)
A densidade Hamiltoniana canonica , H¢, é dada por

He = WMA’M - L

_ % (7")" + i (F7%)? — A%Qyr (2.70)

onde a relagao (2.69) foi usada. Com isto, definamos a densidade Hamiltoniana primaria,
HP7
Hp = Hc+v17r0, (2.71)

onde v; é um multiplicador de Lagrange.

0

A condigao de consisténcia para 7" resulta

7.T0 = {71'0, HP}B = 8k7rk ~ O, (272)
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dando um vinculo secundario,

G = O™ = 0 (2.73)

que também pode ser expresso da seguinte forma V-E =V -7 ~ 0.

Pode ser mostrado que o vinculo secundéario ¢é preservado no tempo, ou seja, temos que
G = {Opn" Hp} =0 (2.74)

e nao existem mais vinculos na teoria.

Os PBs entre os vinculos primario e secundario sao todos nulos
{7% Op*} =0, (2.75)

portanto, os vinculos segundo a classificacao de Dirac sao de primeira classe.

Classificado os vinculos, definamos o Hamiltoniano estendido, Hg,

Hp = He + 070 4+ v20,7" (2.76)
assim, temos que
1 1 .
HE = /dSZE |:§ (7Tk)2 + Z_l (F’jk)2 + U17T0 + (Ug - Ao)ﬁkﬂ'k . (277)

As equagoes de movimento de Hamilton, considerando Hg como gerador da evolugao

temporal, sao

AY = {A° Hp} = oy (2.78)

7 ={A° Hg} = opn* = 0 (2.79)

AF = {A* Hp} = mp + On(vg — Ag) (2.80)
i* = {n* Hg} = 0, F* (2.81)

As equagbes de movimento acima, ainda nao estao de acordo com as equacoes de Euler-
Lagrange porque ainda possuem os multiplicadores de Lagrange que estdao indeterminados.
Por exemplo, a equacao (2.80) devido a presenca do multiplicador vy nao coincide com a
relagao dinamica (2.69).

Entao, o seguinte passo na constru¢ao Hamiltoniana é fixar os multiplicadores de La-
grange. A regra é escolher uma condigao de gauge para cada vinculo de primeira classe (ver
os Apéndices 2-A e 2-B) de tal modo que este novo conjunto de vinculos seja de segunda
classe, e uma observacao importante na escolha das condigoes de gauge ¢ que elas sejam
compativeis com as equagoes de movimento ou equagoes de Euler-Lagrange .

Podemos resumir do seguinte modo: Dado o conjunto de vinculos de primeira classe

{¥a},—1_,, €0 conjunto de condigbes de gauge {&,} , estes ultimos devem ser preser-

a=1,...m

vados no tempo, assim

(@) = 16(@) He) = {6 (0) Hob + [ @y {6 @) ahualr) %0 (282
entao, para que seja possivel determinar cada multiplicador v, devemos ter

det [{& () 1o (y)} # 0 . (2.83)
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2.2.2 O Gauge de Coulomb

A Hamiltoniana estendida para o campo eletromagnético livre é dada por

HE = /dgl‘ |:% (Wk)Q + 411 (ij>2 + ’0177Z)1 + (?}2 — A0)¢2 . (284)

onde 1), refere-se aos vinculos de primeira classe
Pr=my~0 1y = Ot = 0, (2.85)

As equacoes de Hamilton para as varidveis canonicamente conjugadas sao dadas pelas
equagoes (2.78)-(2.81) e notamos que duas delas, (2.78) e (2.80), ficam indeterminadas de-
vido ao desconhecimento dos multiplicadores de Lagrange v; e vy, respectivamente. Das
discussoes realizadas no final da segao anterior e do Apéndice (2-A), fica claro a necessidade
da imposicao das condigoes de gauge para acessar a descri¢ao correta de um sistema fisico
com vinculos de primeira classe. Portanto, para a descricao do campo eletromagnético livre
necessitamos de duas condigoes de gauge para fixar os multiplicadores de Lagrange.

A nossa escolha é conjunto de condi¢oes denominado de o gauge de Coulomb e é definido
por

E=A~0 & = 0, AP = 0. (2.86)

E facil mostrar que o novo conjunto de vinculos {®,} com
(I)l = T > (I)Q == &mk y (I)g = AO > (I)g = 8kAk (287)

¢ de segunda classe, para isto construamos a matriz de vinculos Cu(x,y) = {®, (z), Py (y)}

que é
0 0 -1 0
0 0 0 V2
S IO XY (2.89)
0 V2 0 0

T

onde V2 = (9;)° = (0,) + (92)* + (95)? € o determinante de C(x,y) é nao nulo,
(

2

det C(x,y) = det (—V?)". (2.89)

Agora, vejamos se estas condicoes de gauge sao compativeis com as equacoes de movi-

mento. Da condigao de consisténcia dos gauge, veja equagao (2.82), obtemos
G=u~0 , &=V=~x0 (2.90)

Como o conjunto total {®,} é de segunda classe, portanto {®,} sdo fortemente nulos.
Para que as equacgoes (2.78) e (2.80) sejam consistentes com Opm* = 0 e 9y AF = 0, respec-
tivamente, encontramos como resultado que v; = 0 e V2vy = 0. A equacao V3v, = 0 diz
que ou v = 0 ou vy é uma funcao harmonica, porém, nao podemos inferir qual é a escolha

correta a priori. Se considerarmos vs # 0, como conseqiiéncia a Hamiltoniana torna-se

7w  B?
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que nos levaria a uma dinamica errada, contudo coerente com as equacoes de Euler-Lagrange.
A seguir calcularemos os multiplicadores de Lagrange de forma explicita.

Da condigao de consisténcia dos gauge, veja equagao (2.82), obtemos

/d3yzva(y){€b(x7t)a th()Iat)} = _{gb(x7 t)a HC}7 (292)

ou de uma forma mais explicita
/dBy {gl(xat)a¢l(Y7t)} {gl(xa t)7¢2(yat)} Ul(Y7t>
{52(X7t)a¢1(Y7t>} {52(Xa t)7¢2(yat)} U2(Y7t)
{gl(xw t)’ HC}
_ . 2.93
( {6a0x,1), He) ) (2:99)
A matriz formada pelos parénteses de Poisson é definida como
{&(x, 1), iy, D)} {&(x 1), ¥a(y. 1)}
M(x,y) = , 2.94
oY) ( (6000, (3.0} {E000), valy, 0} ) 29
obtendo
1 0
M<X7 y) = {5}1,%} = < 0 V%x) > 63(X - y) (295)
Os multiplicadores de Lagrange podem ser determinados se a inversa desta matriz existir,
e se é Unica
a(e) = = [ M) (6. 0). Ho), (2.96)

onde temos usado que

/d?’zM;(x, z)M,5(2,y) = Ja3d>(x —y). (2.97)

A inversa é dada por

. ) (2.98)

 drfx—y]

M-1(x.y) — ( Flx-y) 0 ) |

Lembrando que He = [ d*x [—ﬁA —3(7? — BQ)} , os multiplicadores de Lagrange agora

podem ser determinados

vi(z) = —/d3xM1_b1(z,X){§b(x, t),Hc} =0 (2.99)
wlz) = = [ EMG )60 1), Ho) =0, (2.100)

Assim, a Hamiltoniana estendida reduz a
He— [ 0] {(ﬂk)z e (ij)z} = [ @5 (74 m). (2.101)

e as equagao de movimento (equagoes de Hamilton) tornam-se equivalentes as equagoes de
Euler-Lagrange (2.65)
O A% = 0. (2.102)
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2.2.3 Funcao de Particao

Apos estudar a estrutura de vinculos do campo eletromagnético, continuamos a definir a
funcao de particao no gauge de Coulomb do sistema composto por fétons em equilibrio

termodinamico
Z(8) = / DDA, det [{®, (x) , D, (y)}|1/25(<ba)exp{ / do im0, A, —He] } (2.103)
8

Primeiramente, temos que a integragao funcional do campo eletromagnético deve ser real-
izada sobre as configuragdes satisfazendo condigdes de contorno periddicas no intervalo [0, ]
A, (1,x) = A, (T + (,x). As quantidades aparecendo na integracao funcional sao descritas

a seguir: o determinante da matriz de vinculos

det [{®, (z), @y (y)}|'/? = det |-V?| | (2.104)
O conjunto de vinculos

§(Pa) = 6 (o) 0 (Op7™) 6 (Ao) & (OrA") (2.105)
a Hamiltoniana canonica

He = % (7*)* + i (Fjp)? = Agdyr® (2.106)

e, finalmente a medida de integracao do espaco de configuragao

/ﬁdm = /Oﬁdr/d?’x. (2.107)

Comegamos integrando nos campos Ag e ™ e obtemos

Z(B) = / Dr*D Ay det |-V?| & (9p7") 0 (9,A") (2.108)

1 1
X exp {/dw {mk&Ak - = (ﬂ'k)2 — — (F} )2] } :
3 2 4
usando a transformada de Fourier da J-funcional contendo o campo 7% temos
Z(B) = / Dr*DAy, DXdet |-V?| § (=0 Ay) (2.109)
Loz | ok : o1 2
X exp dx —3 (ﬂ' ) + im0 Ay + IANOT" — 2 (Fik) ,
B
integrando no momento ¥ se tem
1 1
Z(3) = /DAk DXdet |-V?| 5(—8kAk)exp{/dx {—5 (8, Ay, — O\)* — 7 (F) )2} }
B

Finalmente, identificando A — Ay obtemos a funcao de Particao para o campo eletro-

magnético no gauge de Coulomb

Z(B) = /DAHdet\—V2| 5(—8kAk)exp{/ﬂdx—i(FWf}, (2.110)
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A funcao de particao no gauge de Coulomb nao é explicitamente covariante sob uma
transformacao de Lorentz. A necessidade de torna-la, explicitamente, covariante vem do fato
de que a covariancia deve ser mantida durante todo o processo de cédlculo das propriedades
fisicas seja num sentido perturbativo ou nao-perturbativo.

O procedimento para passar de um gauge nao-covariante a um covariante, como por
exemplo o gauge de gauge de Lorenz' 9,A* = 0, pode ser realizado usando o ansatz de

Faddeev-Popov definido como

oG [45]

=1 2.111
- , (2111)

/Dw(x) 6 (G [A]) det

w=0
onde w (z) é parametro da transformagao de gauge, Dw é a medida de integracao do grupo

de gauge, G [4,] é a condicdo de gauge, A% é o campo transformado
A2 = Ay, + B, (2.112)

oG [45]

w

e finalmente det , chamado de determinante de Faddeev-Popov, que é invariante

w=0
de gauge.

Entéao, introduzamos o ansatz de Faddeev-Popov na fungao de Partigdo (2.110) e fazendo

a transformacao de gauge A, — A, — d,w obtemos

oG A

2(9) = [DASGIA) det| =5

. exp {/ﬂdl‘ — }l (F,W)2} (2.113)
X /Dw det |—V?| § (~8p A, + V)

A integracao funcional em w é simplesmente o ansatz de Faddeev-Popov no gauge de

Coulomb que ¢é a unidade. Entao, obtemos a fungao de Particao num gauge arbitrario

exp {/ﬂd:p — % (FW)Q} (2.114)

Se escolhermos como condic¢ao o gauge de Lorenz da seguinte forma

0G [A]]

2(8) = [ DA, 5(G14,)) det| 7

w=0

GlA] = —%%AM +f, (2.115)

sendo f uma funcao escalar arbitraria e p um parametro real arbitréario, tais que temos

oG [A]]

o (2.116)

G[AY] =G A - %Dw —  det

A funcao de particao é expressa como

Z(8) = / DA, § (—%@A,NL f) det

w=0

__\/_p exp {/de _ i (FW)Q} (2.117)

L. V. Lorenz (1829-1891): Fisico dinamarqués, que de forma independente de Maxwell, construiu uma

teoria da luz como onda eletromagnética [2.15]
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Podemos eliminar a funcao f multiplicando por

exp (—%/ﬂdm fQ), (2.118)

exp {/ﬁdw — i (F)” — 1 (8MAM)2} (2.119)

e integrando em f para obtermos

Z(8) = /DAM det

-
VP
que apds uma integracao por partes da

Dl far- 2[00 (2-1)00]a) e

A integracao no campo de gauge é imediata e obtemos o seguinte resultado

Z(B) = / DA, det

~1/2

0
Z(B) = det %

det | =00, — <l — 1> 0,0y
p

O Oy~
— det|—|det Q
N p
-1
= det|—0O (2.121)

Calculamos o determinante na base de Fourier que expande o campo vetorial

Al1,x) = (é) ’ > TP A(p ), (2.122)

onde w, sao as freqiiéncias de Matsubara bosonicas

T
Wy, = 2n— 2.123
3 (2.123)

entao o logaritmo da funcao de particao expressa-se como

InZ (8) = — Indet ‘—D’ == (B [P+ (wa)?]). (2.124)

A soma em n foi calculada para o caso massivo no Capitulo 1 (ver equagao (1.33)), e no

€aso sem massa €

+oo
Z In [(27n)? + Fwl] = Bwp + 2In [1 — e77P] | (2.125)
onde wp, = ||p|, assim, temos finalmente a fungao de partigdo para o campo eletromagnético
dp [pw
InZ = -2V =P L n(1 — e Per) | 2.126
" [ 552w = (2420

Esta equagao descreve um campo bosonico sem massa com 2 estados de polarizagao em

equilibrio termodinamico, isto é, a radiacao de um corpo negro.
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Ignorando a contribuicao do vacuo, a funcao de particao é calculada

d*p
_ —Bwp
InzZ = =2V / W ln(l — € )
V oo
= —— dw w? In(1 — 6_5“’)
2 Jo
Vi
= 2.12
4533 (2.127)
A energia livre de Helmholtz é
1 w2V
F=—InZp) =- 2.128
A energia interna ou energia média do sistema por unidade de volume é
U 10InZ o 1wl
R = dpy ———— 2.12
V.V B /0 Y e (2.129)

onde o integrando é a densidade de energia do sistema ou lei de radiacao de Planck. Inte-

grando, obtemos a densidade de energia da cavidade, o corpo negro,

U 72 2
Z = 74 2.130
Vo 1564 15 ( )
esta é a lei de Stefan-Boltzmann
A pressao da radiacao é
10InZ 72
P=- = . 2.131
g oV 4534 ( )
Da equagao (2.129)), podemos também concluir que a fungao distribui¢ao dos fétons é
(@) = = (2132)
n(w)= :
efo — 17

que é a funcao de distribuicao de Bose-Einstein para um sistema com potencial quimico nulo.

2.3 Apéndices

A Algebra de Grassmann

Neste Apéndice um estudo introdutério ao assunto serd apresentado, seguindo a referéncia
[2.4]. Na primeira segao trataremos um ndmero finito de graus de liberdade, o tratamento
para campos serda abordado na segunda secao.

A.1 Numero Finito de Graus de Liberdade

Uma algebra de Grassmann finita Gy, possui um numero finito de geradores 6,(a =

1,2,...,N); e satisfaz a seguinte relagao

{0,605} = 0. (2.133)
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Esta algebra, constitui um espaco vetorial linear G de dimensao 2V, e as bases sao

dadas por

1,01,...,0N,0105,...,0105...0y. (2.134)
O espaco G'y pode ser naturalmente separado em dois subespacos
Gy =G% @Gy, (2.135)

onde GY% estd associado as bases com um ntimero par de geradores, e ¢ definido para ter pari-
dade P = 0; enquanto que G estd associado as bases com um nimero fmpar de geradores,

e definimos a paridade para ser P = 1. Assim temos que
A(0)B(0) = (—)"A"5 B(0) A(0). (2.136)

Sempre uma funcao A(#) dos geradores da algebra 6 pode ser separada nos dois setores:

bosonico e fermiodnico
A(9) = A°(0) + AY(9), (2.137)

o setor G, é chamado de setor bosonico, a paridade é par(Py = 0); e G é o setor fermionico,
a paridade é impar P, = 1.

Devido sua propriedade de anti-comutar, temos dois tipos de derivada, a derivada direita

opF
0F = 00,—, 2.138
a6, (2.138)
e derivada a esquerda
OpF
0F = ——66 2.1
26, " (2.139)

esquerda (FE) e direita (D) sao apenas nomes, nao existe um consenso netas defini¢oes, alguns
autores usam o contrario da definicao acima.
Como exemplo consideramos o caso de uma algebra de dimensao 2, i.e G5, e derivamos

a funcao F = 0,6
1. Usando derivada direita

(SF - (50162 + 01(592
— (5%_6]391) 0y + 0, (5ea—8D92)

a0, a0,
Opb Opbs
560 |:a—9aeg — ela—ea] s (2140)
assim a derivada direita é definida como
Op0:8:) _ Opbry 4 Ot (2.141)

oo 00, 00,
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2. Agora usando a derivada esquerda

0F = 00,0+ 60,00,

. 8E91 a11?6)2
= ( a0, 5%) 0y + 0, (8_%59“)

B Opbt 0gb-
_ {_ 0o, +916—6J 50, (2.142)
assim a derivada direita é definida como
Op(0102) Opbh Opbs
= — .14
900 a0, >+ "5, (2.143)

E importante observar que se Fp é uma funcao par, entao a derivada de Fp em relacao
a uma variavel impar, como resultado teremos uma funcao impar Fj ; e se derivamos uma

funcao fmpar com respeito a uma fungao impar, teremos como resultado uma funcao par.

A.2 Equacgoes de Hamilton para Variaveis Grassmannianas

Agora concentramos no calculo das equagoes de Hamilton para um sistema que possui

variaveis impares. A agao

to .
S—/ dtL(0.,0,), (2.144)

t1

é definida com paridade par (P4 = 0) e real, e (¢ é par e real). Fazendo uma varia¢do na

acao

to .
59 — / Q5 L(6n, 0.), (2.145)

t1

e a variacao na Lagrangiana usando derivada direita é dada por

OpL . OpL
L = — — .
) 00, 26, + 06, 2.
Da seguinte relagao
d 8DL] . OpL [d 8DL]
— 00— | = 00,—— + 00, | —— |, 2.146
dt [ 00, 00, dt a6, ( )
encontramos o seguinte resultado
8DL d 8DL d aDL
L = - —— — — . 2.14
g O <aea dt 0, > @ {59& aea} (2.147)

Se o tltimo termo é uma quantidade que se conserva nos extremos (ty,ts), isto é
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Q) = 200

Q) = Qt2), (2.149)

(2.148)

e considerando 05 = 0 obtemos as equagoes de Euler-Lagrange para um sistema com variaveis

fmpares (grassmannianas)

opL dOplL
————=0. 2.1
00,  dt 90, 0 (2.150)
Definamos o momento canonico da seguinte forma
L
@ = aL., (2.151)
90,

e usando derivada direita, a transformacao de Legendre que leva a uma funcao que nao

depende das velocidades (a Hamiltoniana canonica), é definida como

He(0,7) = 67— L, (2.152)

esta definicao leva a d% = 0, note que as velocidades estao a esquerda dos momentos, devido

ao fato que estamos usando derivada direita.
Considerando que a Hamiltoniana dependa apenas das coordenadas 6, e dos momentos

Ta, & variacao infinitesimal em He serd a seguinte

5He = 60,2211 5pe 00l

o - (2.153)

Agora, fazendo uma variacao infinitesimal na Hamiltoniana definida pela equagao (2.152),

encontramos

SHe = 60,7 + 0,07 — 6L

I S S OpL . OpL
= 06,7 + 0,07 — (66, o + 66, aéa)’ (2.154)

e usando a equagao de Euler-Lagrange (2.150), obtemos

SHo = 00,7 4 0,01 — (60,7 + 00,7%)
= 0,0m" — 00,7 (2.155)

Agora, comparando a eq.(2.153) e a eq.(2.155), encontramos as equagoes de Hamilton

para as variaveis impares
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.« _ OpHc
o= - (2.156)
: - 8DHC
b = —5-C. (2.157)

A partir das equacoes de Hamilton acima, podemos entao definir os parénteses de Poisson

na algebra de Grassmann (parénteses de Berezin) como

 (0pAOpB  OpBopA
4.8} = _(aea oo o0, awa>

OpAOdgB 0pBOgA
_ 2.1
(c%a or* 00, 8%“) ’ (2.158)
aqui usamos a identidade
OpA OpA
ai = _(_>PA0D7' (2.159)
A equagao de movimento é definida como de costume

dA Op/gA
= {AHc} + Déf . (2.160)

A.3 Teoria de Campos

Na se¢ao anterior consideramos o caso de um nimero finito de geradores, em teoria de campos
temos um numero infinito de graus de liberdade, portanto precisamos de um nimero infinito
de geradores (6; — 6(z)), x é um indice continuo, e portanto precisamos definir a algebra de
Grassmann num espaco de dimensao infinita.

Qualquer elemento pode ser expresso com

g(0,7) = ¢°(z) + /dxlgl(xl)Q(xl, )+ -+ (2.161)
+/d:v1 codrn, g™ (T, e,y T, )0(1) O () +
A agao de uma teoria de campos é definida por

S = / ; dtL(t), (2.162)

t1

onde a Lagrangiana L(t), é dada por

L(t) = L[B(x, ), B0 (x, 1)] = / BrL0(x,1), 000(x, 1), B0(x, 1)). (2.163)
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Definamos a derivada funcional direita como

S (6] = F[0+ 66] — o] = / dx(se(x)ég’eﬁ?], (2.164)
daqui

dpb(x,t) = 0(x,t) +0(x,t) — O0(x,t) = /d%é@(y,t)%, (2.165)

—5(;’99(;Xt t)) _ Bx—y). (2.166)

Com estas defini¢oes, a derivada entre dois campos grassmannianos A e B, fica da seguinte
forma

0(A(x)B(y)) = (0A(x))B(y) + A(z)(dB(y))
_ [ / d250(2) 5?525)6 )} B(y) + A(z) [ / d3250(z) 5?52‘;’)}
_ / P 256(2) { f@l’(’j)B(y) _ A(x)ég)jg)] , (2.167)

op(A(z)B(y))  dpA

o dpB(y)
60 o)W

AW (2.168)

As varidveis grassmannianas possuem outras propriedades, citaremos algumas a seguir

ggg; = 54z —y), (2.169)
{fo) O(y) ¢ =0z —y), (2.170)

A integracao é definida por duas regras:

/d@(m)l =0 /d@(:v)@(w) =1 (2.171)

Fazendo uma variacao infinitesimal na Lagrangiana de uma teoria de campo grassman-

nianos
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SLIB, 0(x,1)] = / P (59°‘(X,t) %

+6(60° (%, t))%) : (2.172)

e integrando por partes, usando [d, 9] = 0, encontramos

SL[O, 000 (x,t)] = /d3x (50a(x,t)%

op L

—5(6°(x, 1)) {%W

} + 00QY% (x, t)) : (2.173)

Do principio de Hamilton S = 0 segue que

to
55 = / dtd®x (50a(x,t) op L
t1

00(x, 1)
op L 1 + 9,Q (x, t)) : (2.174)

—5(0°(x, 1)) {‘%W

se o termo F(t) = [ d*z60*(x, t)% se conserva nos extremos, F'(t;) = F(t2), usando

. op L - X 5p L
O [59 ) S @00, t>>} = =08 D)5, e 1)
+56%(x, ) {aum} | (2.175)
obtemos
op L L (2.176)

50 (x,t) % 5(0p0(x, 1))

As equagao de Euler-Lagrange em fungao das derivadas infinitesimais (2.176), podem ser

definidas em funcao das derivadas parciais. Para isso, facamos a seguinte variacao

SLI00x, ), 0000, ),06(x.0)] = [ % (5ea<x, DT

+5(8,60°(x, t))%) , (2.177)

usando o fato que [0, J] = 0 e realizando uma integragdo por partes, encontramos que

st ). 00(x.0,000x.0] = [ o {orrx0 g 2es

—50°(x, 1) {%%}

+0,Qr(x,t)}, (2.178)
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aqui usamos

OpL OpL
0*(x,t) = | = = 0%(x. 1)) ——2~
KR o)) B TON )
opL
00%(x,t —_— . 2.1
Gl Lo R
Definamos a quantidade Q' (x,t) = 59a(x,t)80‘2¢’3(it). Se esta quantidade se conserva

nos extremos (Q(;) = Q(tz)), entdo comparando a eq.(2.172) e eq.(2.173) com eq.(2.178),

encontramos que

5D L 8D/J aDL
= — 0, 2.1
et et D aeee D) (2.180)
5p L OnL

5(000°(x,1)) 000 (x, 1)) (2.181)

Substituindo estes resultados na equacao de Euler-Lagrange funcional (2.176) encon-

tramos

o I bl
0 (xt) Vo) (2.182)

De forma analoga ao caso de um niumero finito de graus de liberdades tratado na secao

anterior, o Hamiltoniano para uma teoria de campos é definido

H(t) = / d*x[000(x,)]7(x,t) — L(t), (2.183)

onde os momentos sao dispostos nesta ordem devido a definicao de derivada que estamos

considerando. E os momentos sao definidos por

) L) nL
TN = D) a1 (2.184)

A Hamiltoniana H da mesma forma que a Lagrangiana, pode escrita em termos de uma

funcao densidade, a densidade Hamiltoniana

H(t) = /d%H(e(x, t),0:0(x,1)). (2.185)

Portanto, uma variacao funcional de H pode ser escrita de duas formas; uma variacao

em na equagao (2.183)

H H
0H = / d*x (59a5§0a + (57T0‘551; - ) , (2.186)
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e usando a densidade de Hamiltoniana (2.185), encontramos

0H = /d3x (59‘18}3—7_( +57TaaDH

00~ one
OpH OpH
0(0;,0¢ o(0;m ) 2.1
+0(0; )a(aiea)+ (O )a(aﬂra)) (2.187)
Comparando as duas equagoes acima, concluimos que
op H  OpH g OpH
s0« 06 L0(0;0%)
6DH aDH 8DH
= —0; . 2.1
me on 818(8170‘) (2.188)

Dessas equacoes acima podemos inferir quais sao as equacoes de Hamilton, e conseqiien-

temente a evolucao temporal de qualquer variavel dinamica usando os parénteses de Berezin

dF
O (P HYs+ a0 (2.189)

onde FF = F(f,7). E designando a letra B para representar uma fungao da varidveis par
(p,q) e a letra F' para representar um fungao das varidveis impar (m,#), os parénteses de

Berezin usando derivada Direita sao definidos abaixo

{BlaBZ}B = _{32731}3 =
/dgx opBi  dpBy,  opB> dpBi
5Q(X7 t)z (5p(X, t)z 5Q(X7 t)z 5p(X7 t)Z
0pBy 0pBy 0pBy 0pBy
+ (60(){, Daon(x, )7 00(x, 1) 07 (x, t)a)} (2.190)
{F,B}p = —{B,F}p=
/d% 5pF 6B 6pB  8pF
5Q(X7 t)l 5p(X, t)l 5Q<X7 t)l 5]7(X, t)l
opF opB opB opF
— 2.191
(5e(x, Do om0 | 30(x, 1), 07(x, t)a>} (2.191)
{F17F2}B = {F27F1}B:
/ pod (0T _6oFs | 0pFs GoFy
5Q(X7 t)Z 5]?(X, t)z 5Q(X7 t)Z (5p(X, t)z
([ ophi OpFy oply  opF (2.192)
00(x, 1) 0m(x, 1) 00(x, 1)y om(x,8) ) |~ '
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B Formalismo de Dirac

Apresentaremos as idéias basicas do formalismo Hamiltoniano generalizado de Dirac, para
maiores detalhes as referéncias [2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6] deverao ser consultadas.

Um sistema é nao singular quando a supermatriz Hessiana obedece a seguinte condigao

3Dpz‘ 82DL
i det 2D
oy oGy

det H;; = det # 0. (2.193)

Se esta condigao nao for satisfeita, necessitaremos do formalismo de Dirac para encontrar
o formalismo Hamiltoniano sem ambigiiidades.
Se a supermatriz singular tiver posto P = N — R, podemos resolver apenas P velocidades

G, em funcao das coordenadas e dos momentos e das R velocidades restantes ¢,, ou seja

Go = falq, Pbs Ga), (2.194)

onde «a = 1,...,Rea =b= R+ 1,...,N. Substituindo na definicao dos momentos

canonicamente conjugados

bi = gz((L q.au QCM) - gz(q7 fa((Lpba qa)? qoé) - gi(QJPlM qoé)' (2195>

Conseqiientemente, temos R vinculos primarios

Qo = pa — 9alq,pp) = 0, (2.196)

e portanto se faz necessario a definicao do Hamiltoniano primario

Hp = He + u,®°, (2.197)

onde u,, sao os multiplicadores de Lagrange.
Os vinculos primarios devem ser preservados na evolucao temporal do sistema, portanto,

devemos ter como condi¢ao de consisténcia
d={® Hplp~0. (2.198)
Destas condigoes pode resultar em trés situacoes distintas:

e As expressoes envolvem os multiplicadores de Lagrange, portanto podemos encontrar
alguns dos multiplicadores.

e Estas expressoes nao envolvem os multiplicadores u,, e nem se anulam, portanto devem

ser consideradas como novos vinculos.
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e A expressao nao envolvem os multiplicadores u, mas se anula, a igualdade é trivial-

mente satisfeita.

Apliquemos as condigoes de consisténcia nos novos vinculos. O processo deve ser repetido
até que nao surja novos vinculos.

O préximo passo é a classificagao dos vinculos:

e Os vinculos que possuem parénteses de Berezin nulos com todo o conjunto de vinculo,
sao chamados de vinculos de primeira classe.

e Os que nao possui esta propriedade sao chamados de vinculos de segunda classe.

Com os vinculos de segunda classe, formamos uma supermatriz A. Se esta matriz nao
for inversivel, significa que pelo menos um dos autovetores desta matriz possui um autovalor
nulo. Destes autovetores nulos encontramos novos vinculos de primeira classe. E finalmente
teremos em maos o verdadeiro conjunto de vinculos de primeira classe e segunda classe. A
supermatriz reduzida I" serd inversivel, isto significa que os multiplicadores associados com os
verdadeiros vinculos de segunda classe podem ser calculados explicitamente. Restam apenas
os vinculos primeira classe, quando é o caso.

Redefinamos os parénteses da seguinte forma

{A,B}p = {A, B}p — {A, Ws}p (A7) {Ws, B} 5, (2.199)

denominados de parénteses de Dirac entre as funcoes A e B.

Dirac conjeturou *que a dinamica ¢ dada pela nova Hamiltoniana
Hg = He 4+ v, 99, (2.200)

que contém todos os vinculos de primeira classe, primarios e secundarios.

Podemos também continuar os cdlculos usando os parénteses de Berezin, substituindo o
valor dos multiplicadores de Lagrange calculados no Hamiltoniano primario Hp. O resultado
final deve ser o mesmo. A vantagem da nova defini¢ao, é que nao precisamos se preocupar
em calcular explicitamente os multiplicadores. E por fim podemos calcular as equagoes de
Hamilton e comparar com as equagoes de Euler-Lagrange para se ter uma idéia de como deve
ser os multiplicadores de Lagrange, portanto este método nao determina explicitamente estes
multiplicadores de Lagrange associados com os vinculos de primeira classe. Para calcular
explicitamente estes multiplicadores, necessitamos de condigoes subsididrias (ou condigdes
de gauge). As condigoes de gauge devem ser escolhidas de tal forma que o novo conjunto,
vinculos de primeira classe e condigoes de gauge, devem formar um conjunto de vinculos
de segunda classe (supermatriz inversivel). Desta forma nao teremos parametros arbitrarios
na teoria, todos os multiplicadores podem ser calculados explicitamente. E as equacgoes de

Hamilton concordam com as equacoes de Euler-Lagrange.

+*Com base nas transformagoes infinitesimais que nao alteram o estado fisico do sistema, Dirac observou
que tanto os vinculos de primeira classe primarios quanto os secundarios sao geradores destas transformacoes

que nao afetam o estado do sistema.
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C Integracgao Funcional para Sistemas com vinculos de Primeira

Classe
C.1 Dinamica no Espago de Fase Reduzido

O espaco de fase reduzido I, ou o espago fisico, possui o nimero de graus de liberdade
correto da teoria. A dimensao deste espaco é D* = D — 2m, onde D = 2n é a dimensao do
espaco de fase completo I', e m é o nimero de vinculos da teoria.

As coordenadas e os momentos do espago de fase reduzido serao rotuladas por (A’(x, t), IT;(x, t)),
os indices ¢, j,k = m 4+ 1,...,n; enquanto que as coordenadas e os momentos do espaco de
fase completo sdo rotuladas por (A*(x,t),m,(x,t)), e os indices pu,v,p = 1,...,n. Aqui
estamos considerando que os indices podem pertencer tanto ao espago quanto ao tempo.

Facamos uma transformagao canonica nas coordenadas do espago de fase I
(A*(x, 1), mu(x, 1)) — (Q"(x,1), Bu(x,1)) (2.201)

quando o indice p das novas coordenadas e momentos variam de p = m + 1,...,n = i,
definimos que estas novas coordenadas e momentos sao as coordenadas e momentos do

espaco reduzido
(Q=AP=1I). (2.202)

Definamos os novos momentos e coordenadas restantes como sendo as condi¢oes de gauge

e os vinculos respectivamente

P =¢, a=b=1,....m (2.203)
Q° a=b=1,...,m, (2.204)

Por defini¢ao, uma transformacao canonica deve satisfazer

{Q",Q"}=0 {P*,P"} =0
{Q"(x,1), P,(y, 1)} = 0L6° (x — y), (2.205)

portanto, devemos escolher o caso onde as condicoes de gauge satisfazem

{&a, &} =0, (2.206)

Em termos das novas variaveis, calculemos o paréntese de Poisson entre os gauges £ e os

vinculos de primeira classe da teoria {&,, ¥}

(60,00} = [ (Gl e
t)

o 5¢a( y7t> 5&)(377
IQH (2!, t) 0P, (2", 1)
0y (y,t)

e (2.207)
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Usando este resultado podemos reescrever a condicao que garante que os multiplicadores

de Lagrange sao fixados, da seguinte forma

det [{&(x, 1), ¥ (y, )}] = det '%’ £0. (2.208)

O Hamiltoniano no espago de fase reduzido é definido por

H*(AZ"Hi) = H(Auaﬁu”wa:o,ga:o’ (2.209)
e conseqiientemente
. OH~ . 0H*
' = Il =———. 2.210
A o1l; dA ( )

Isto significa que o sistema fisico pode ser reduzido de 2n variaveis sujeitas a m vinculos

e m condigoes de gauge, para 2(n — m) varidveis independentes.

C.2 Amplitude de Transicao para Lagrangianas que possuem somente vinculos

de primeira classe

A amplitude de transicao do sistema estar em uma configuracao de campo A’ no espaco de
fase reduzido I'* no tempo t = 0 e depois de um intervalo de tempo t encontrar-se na mesma

configuragao é dada por

< Alle AT >= /HDH,»DAi

X exp {z /Ot dt } . (2.211)

Agora o objetivo é passar do espaco de fase I'* para o espago de fase completo I', para

> ILA - H (Q(A'TL), A, P, = 0,11,)

isto escrevemos a amplitude de transicao de uma forma equivalente

< Alle ™| A >= / [[ prpA T[] DP.DQ*S(P.)3[Q" — Q" (A, 1L)]
a=1

i=m-+1

t n m
X exp {z/ dt [ > A+ PQ - H (P, Q" ALL) } . (2.212)
0 i=m-+1 a=1
Definamos Q" = Q*(A",II;), calculamos a seguinte integral
la b la c 5Q/a b la
DQUs @] = [ Dur det |13 [1(@")]
= det 5QC : (2.213)
507 |y
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e usando o resultado acima encontramos a seguinte identidade

-1
(det e ) / DQ"S [v*(Q™)] = 1. (2.214)
PP (Q'*)=0

Sipe

Inserindo esta identidade na amplitude de transicao

< Alle ™ A" >= / H DIL,DA H DP,DQ"5(P,)5[Q" — Q“( A", 11;)]

i=m+1
wc
} : (2.215)

x det

D 'aé
o w»@/a)o/ Q"5 [¥(Q")]

Xexp{ /dtlz HAZ+ZPQ@ (Pa, @7, A TI;)

1=m+1

e realizando a integracao em (Q* obtemos

< Alle 7| Al >:/ H DII, DA’HDP DQ*5(PR,)
i=m-+1

Q/JC b a

5@ wb Qa [w (Q )]

Xexp{ /dtlz HA“I—ZPQ“ (P, Q% A" 1L)

i=m+1

x det

} . (2.216)

E finalmente a amplitude de transicao para um sistema que possui apenas vinculos de

primeira classe ¢ dada por

< Az ’efitH*

Al >= /HDT&'MD A det]{fb,w“}\H(S(ga)/Dva
pu=1 a=1

t n
X exp {z/ dt [Z m, A — Hpg (m,, AM) } ) (2.217)
0
onde a Hamiltoniana estendida é

p=1
Hp=H + Z/d?’x V", (2.218)
a=1

e usamos a identidade
/HD% exp {—iZ/dtdngawa} = H5(z/1“). (2.219)

D Integracao funcional para sistemas com vinculos de primeira

e segunda classe

D.1 Dinamica no Espago de Fase Reduzido para sistemas com vinculos de

primeira e segunda classe

espaco de fase reduzido ou o espaco fisico, possui o numero de graus de liberdade
@) co de f; duzido T'™*, co fisico, d de liberdad

correto da teoria. A dimensdo deste espaco é D* = D — (m +2n) —m = 2(N —n — m),
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onde D = 2N ¢ a dimensao do espaco de fase completo I', e m é o niimero de vinculos de
primeira classe da teoria, e 2n é o nimero de vinculos de segunda classe da teoria. E para
cada vinculo de primeira classe existe uma condicao de gauge, portanto temos m condicoes
de gauge.

No trabalho de P. Senjanovic [2.8] foi generalizado o trabalho de L.D. Faddeev [2.12]
para o caso onde vinculos de segunda classe possam estar presentes. No entanto, no trabalho
citado P. Senjanovic considerou apenas sistemas com varidveis par. Aqui consideraremos a
possibilidade que o sistema também possua varidveis impares, de modo que com base nestes
resultados poderemos aplicar a quantizagao para sistemas com férmions.

As variaveis canonicas no espaco de fase completo I' devem satisfazer os seguintes vinculos

©"“(q;, ") a=1,....,m 1*  classe(par) (2.220)

0 (¢;,p") pP=1,2....2n 2* classe(impar) (2.221)
os vinculos de primeira classe ¢ sao varidveis par, enquanto os vinculos de segunda classe
0? sao varidveis impar.

As coordenadas e os momentos do espaco de fase reduzido, pares e impares, serao ro-
tuladas por (¢*,(x,t), p**(x,t)), os indices «, 3,7 = (n +m + 1),..., N; enquanto que as
coordenadas e os momentos do espaco de fase completo sao rotuladas por (g;(x,t), p'(x, 1)),
e os indices i, j,k =1,..., N.

Facamos uma transformagao canonica nas coordenadas do espago de fase I

7 t.c. i
(qi(x, t),p (X,t)) — (Qi(x, t), P'(x, t)) (2.222)
i=1,....mm+1,....m+n,m+n+1,...,N, (2.223)
N A ~~ A N ~~ 7
a,b,c PN,T a,y,0
quando o indice i das novas coordenadas e momentos varia de (m+n+1,...,N = a,v,0),

definimos que estas novas coordenadas e momentos sao as coordenadas e momentos do espaco

de fase reduzido I'*

(Qo = ¢, P* =p"). (2.224)

Definimos os momentos relacionados com os indice (a,b,c = 1,...,m) como sendo as
condicoes de gauge

P,=¢, a,bc=1,...,m, (2.225)

para isto devemos escolher o caso onde as condicoes de gauge satisfazem

{0 &} =0, (2.226)

observe que devido a que os gauge (£%) serem varidveis pares, este conjunto de coordenadas

(Qa, P*) também sao varidveis pares.



2.3 Apéndices 51

Por definigao de uma transformacao canonica

{Qi’ Qj}B =0 {Pivpj}B =0
{Q'(x,1), Pi(y,t)} 5 = 6;0°(x — ). (2.227)

Em termos das novas varidveis canoénicas, calculamos {&,, ¢}
0&p(,t) dp*( y,t)
0,0y, ) = [ &2 =~ :
{&,(.’L’, )790 (y> >}B / x <5QZ($’,t) (5Pi<l’/,t)

(. t) 555(%75))
Qi (!, t) 0P (2!, t)

00 ( y,t)
= 0D (2.228)

Usando este resultado podemos reescrever a condi¢ao que garante que os multiplicadores

de Lagrange sao fixados, da seguinte forma

09" (y,t)
det t), %y, t)} = det | ———=| # 0. 2.229
et 60, (1) = e S5 2 (2:220)
O Hamiltoniano no espaco de fase reduzido é definido por
H* (g™, ") = H(4", )] ju_ggars » (2.230)
e conseqiientemente

o OH~ _ 0H*

g = = (2.231)

~ opr, o= =5

isto significa que o sistema fisico pode ser reduzido de 2N varidveis sujeitas a (m + 2n)

vinculos e m condigoes de gauge, para 2(N — n — m) varidveis independentes.
D.2 Amplitude de Transicao para Lagrangianas que possuem vinculos de primeira
e segunda classe

A amplitude de transicao no espaco de fase reduzido é
< q*a|e—itH*’q*a >— /HDPZDq*a

X exp {2/0 dt [ Z pLgtt — H (q*a,p;)] } . (2.232)

a=m-+n+1

Agora o objetivo é passar do espaco de fase I'* para o espaco de fase completo I', para

isto escrevemos a amplitude de transicao de uma forma equivalente
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< g e |g >= /HDPZDq*a [[ PP.DQ*S(P.)s[Q0 — Qi(a™ 17,)]
a a=1

m—+2n

x I pQ7olQy - Qp(a,py)]
po'=m+1
confi ) 3 gt Song - n 00|} e
a=m-+n-+1
onde @, e QZ, sao solugoes dos vinculos
Yo (D @y Pa =0, Q}, Q) =0 (2.234)
Oy (Ph: @iy Pa=0, Q% Q%) =0. (2.235)

Fazendo uso da seguinte identidade relacionando ¢ e @)

/ DQS[p(Q)] = / Dsodew%w@ﬂ

= det

, (2.236)

590

(@)=0
encontramos a seguinte identidade

(d ¢ ’ > / DQS [ (2.237)

onde estamos considerando que tanto ¢ quanto () sejam varidveis pares.

Inserindo esta identidade na amplitude de transicao

- ” 5
< e g >= / [ Pripg [ DP.DQ"5(P,) det ‘i
« a=1

»(Q*)=0
m—+2n
x / DQ:6[pa(@)]61Qu — Qi@ )] [ DQ"51Q — Q(a,2)
p'=m+1
xexp{/ [ Z paq +ZPQa a>pZ>Q27Pa>Q:;’)]}7(2'238>
a=m+n+1

e realizando a integracao em ()} obtemos

- i J
< @t e T gt >= /H Dp’ Dq*® H DP,DQ"(P,) det ‘%
ot a=1 ©(Q)=0

m+2n

N ] pe7sQy — Qp(a . byl

p'=m+1

X exp{ / [ Z paq + ZP Qa a7pZ7Qa7Pa>Q:;’)] } : (2239>

a=m+n+1
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Fazendo o uso da identidade relacionando 6 e Q*

[ pasp@ - / Dedeu 5 [0(Q)]

= det|—= (2.240)

e usando o resultado acima encontramos a seguinte identidade

det D (5 2.241
( . ) / o (2.241)

onde estamos considerando que tanto  quanto Q* sao varidveis impares.

5@*

Inserindo esta identidade na amplitude de transicao acima

- i ) Q"
< @ e g >= /HDpZDq*O‘HDPaDQacS(Pa) det‘(s—(p’ det (g
o @l@=o0 0(@)=0
m-+2n B
) 1T 0@ [ D@5 [6,@) 510 - @)l 1)
p'=m+1
xexp{ / [ > g +ZPQ“ *“,p:;,cza,P“,@:,)] } (2.242)
a=m+n+1
e integramos na varidvel Q*, obtemos
- ) 5Q
< ¢ | >= /HDpaDq*“HDP DQ*(P,) det 5“0' det ‘g
Qly(@)=o 6(Q)=0
m-+2n ~ B
I pes[0.(Q)]
p'=m+1
XeXp{ / [ Y o +ZPQ“ a,pZ,Qa,P“,pr)] } (2.243)
a=m-+n+1
Fazendo a seguinte redefini¢ao
m-+2n B - m+n B
[T pe’s6,(Q]= [[ DP,DQ5(6,)6 (P, =0pn) . (2.244)
p'=m+1 p=m-+1

e substituindo esta redefinicao acima, podemos escrever a amplitude de transicao como

0Q

« 7 * Qv *Q a 5
< ¢ e |q /HDpaDq HDPDQ d(P,)de t‘ Ld dt‘é@

@l Q)=

le@) 1 DPPD@pcs(ep)a(Pp=ep+n>exp{z' [ 3 z i+ 3R

p=m+1 a=m+n+1

+
£ RGP — H (¢, s Qur P, Q. )

} . (2.245)
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Observando quais sao as variaveis definidas pela transformacao candnica, obtemos

< @ e T g >:/ [ ]exp{ / dt ZPQZ H(P;, Q) }, (2.246)
onde
N ) 5@ 2n
Dy = /HDRDQZ det |{&, o} det | = y H5 ) 6(&a) [T 6 (0,) - (2.247)
i=1 (@)=0 g=1 p'=1
Acima, fizemos uso do resultado encontrado na secao anterior
ot {6 0) (0, )] = den | S50 20 (2248)

Qb (z

Agora com o objetivo de calcular o determinante det ‘% @)=0 definamos a coordenada
0(Q

() como sendo uma funcao ¢’

Qu =0,y = Ny + ppner, (2.249)
onde
Ap/l — Ag/l ‘I" /_\p/l (2250)
Ap’l - Wpe/lee + Ug/lgoa, (2251)
e
ot = iy + i (2.252)

Com base nestas definigoes, obtemos

det (;Cj T = det (;—90/ = det [A°], 5 - (2.254)
Podemos mostrar que existe uma matriz A° tal que
C’C(AY7, (2.255)
onde C = ||{0,0}5]|| ¢ a matriz dos vinculos de segunda classe, e C' = ||{0',0'} 5]
A matriz A° ¢é definida de tal forma que det C’ = 1, desta forma obtemos
det A = (det C)77 . (2.256)
Portanto
det g - — det ‘?; - = det [A[, 5, = (det )% (2.257)
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E finalmente encontramos a amplitude de transigdo no espago de fase completo (I")

t
< @ e g >= / D|p] exp {z / dt } (2.258)
0

N
Y PQ' — H(P, Q)
i=1

onde

m

Dl = [ TIDRDQ det|I{€. o} @t 10,64~ [] 6 eu) b6 T[ 5160 (2250)

a=1
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Capitulo 3

Modelo de Schwinger-(QE D, 1) a

Temperatura Finita

Todas as idéias e técnicas utilizadas nos capitulos anteriores serao tteis para o desenvolvi-
mento deste capitulo e dos capitulos restantes. Aqui abordaremos o Modelo de Schwinger
(MS) (QEDs), que é a Eletrodindmica Quantica (QED) em uma dimensao espacial e uma
temporal (D = 1+1). Este modelo foi introduzido em 1962 por Julian Schwinger [3.1], desde
entao, este modelo tem se tornado um laboratério para testar as caracteristicas gerais de
uma teoria de gauge. O modelo de Schwinger possui a vantagem de ser exatamente soluvel.
Os propagadores tanto do campo de gauge (A*) quanto do campo de Dirac sem massa (1))
sao calculados de forma exata, sao os propagadores completos da teoria. O modelo também
exibe algumas caracteristicas muito importantes, como confinamento e geracao dinamica de
massa.

Neste capitulo estaremos interessados nas suas caracteristicas mais fundamentais, toda
a sutileza da teoria cldssica (vinculos, Grassmann, etc, ...) e dos cuidados para obtencao da
funcao de Particao da teoria que é fundamental para implementar o gerador funcional das
funcoes de correlagao e a correspondente obtencao das equacoes de Schwinger-Dyson e as
identidades de Ward.

3.1 Analise de Vinculos

O modelo de Schwinger é a Eletrodinamica Quantica de férmions sem massa num espago-

tempo de (1+1)-dimensoes e é definido pela seguinte densidade Lagrangiana*
E = ‘CDirac + *Ce.m + *Cint

= % (/\ + ]-) @Z_}’YM M¢ + % ()\ - 1) 8“775’)/H'¢ - }lFHVFMV — eAN&’y“@ZL (3]_)

*A notacdo que usaremos assim como as propriedades das matrizes v* de Dirac no espaco-tempo de
Minkowski bidimensional esta detalhada no Apéndice A do Capitulo.
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A densidade de Lagrangiana (3.1) nos leva as seguintes equacoes de Euler-Lagrange

(0, —eA)Y = 0 (3.2)
(10, + eA)Yy" = 0 (3.3)
OA" — 0"(0.A) = ey, (3.4)

No nivel classico a densidade Lagrangiana é invariante sob as transformacoes globais

geradas pelo grupo quiral U, (1) x U, (1)
€Y e, (3.5)

e, também, é invariante sob a transformacao de gauge local

. _ . 1
ey b e A, — A+ =0,A (3.6)

e

Os momentos candnicos fermionicos sao

~ OpL (A+1) - o5
¢ = = —q @ 3.7
P Sl 2 >0

opL (A=1), 5
Pt = — =1 v ) 3.8
) 2 ) (38)
e o momento canodnico do campo eletromagnético é
T = % = 1Y, (3.9)
0A,

Os parénteses de Berezin (PB) fundamentais, {-, -}, sdo

{a(2),0° ()}, = —020 (2" —y") (3.10)
{a @), 0’ (W)}, = =030 (" =) (3.11)
{Au(@). 7" (W)} = 00 (z" —y') (3.12)

Da expressao dos momentos fermionicos, extraimos dois vinculos primarios

_ by _

i = i g0y (3.13)
A —

¢ = p* —7;< 5 1>(70)a%ﬁ ~0 (3.14)

J4 do momento do campo eletromagnético se obtém um outro vinculo primério, 7° ~ 0, que
chamamos de
0
=1 ~0, (3.15)

e uma relagao dinamica

7T1 = 80A1 — 81A0. (316)
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A densidade Hamiltoniana canonica é definida por meio de uma transformacao de
Legendre
He = 1,00A" + (8ot)p + (000) p — L, (3.17)

substituindo os momentos conjugados e a relagao (3.16) na expressao acima, obtemos

chl(wl) +7T18A0—z(/\—21r D “;1)

5 Yy o —i

by + e Ay, (3.18)

A densidade Hamiltoniana primdaria é definida somando os vinculos primérios a

Hamiltoniana canonica incluindo um nimero igual de multiplicadores de Lagrange
Hp =Hc + ngaaa + C_Lagba + v1¢p1, (319>

onde necessitamos de cinco multiplicadores de Lagrange (a,, G € v1).

Os PBs nao nulos entre os vinculos primérios sao

{6 (x),¢" ()}, = —i(7°)*"5 (=" — ") (3.20)

e os parénteses com o Hamiltoniano canonico

{¢°(z),Hc}, = [i0wWy' + ey A,]" (z) (3.21)
{¢“ (x),Hcly = [iv'00 — eA "] (2) (3.22)
{o1(z), Holy = o' (z) — ey (3.23)

As condicoes de consisténcia dos vinculos primérios sdo: para ¢
= {¢, Hp}p = id1py' + ey A, +iay’ =~ 0
encontramos um dos multiplicadores fermionicos
a = —0ipy' " + ey A, (3.24)
Da condicao de consisténcia de ¢,
¢ ={¢, Hp}p = iy 01 — Ay —inla =~ 0 (3.25)
determinamos o outro multiplicador fermionico
a =Yy 0nb + iey v pA,. (3.26)
A condigao de consisténcia do vinculo bosonico, (1, obtemos um vinculo secundario
{p1,Hp}p = o' — epy™y = 0, (3.27)

que chamamos de GG

G =o' —ey™y =~ 0. (3.28)
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A condicao de consisténcia deste vinculo secundario resulta em
{G,Hp}p = —e(01¢)7' ) — ey (819)) + ey a — ear ), (3.29)
Substituindo os multiplicadores de Lagrange fermionicos, a e a, encontramos que
{G,Hp}p =0, (3.30)

o vinculo secundario é automaticamente conservado e isto garante que nao se tenha mais

vinculos na teoria.

3.1.1 Classificacao dos vinculos

Dado o conjunto de vinculos primérios e secundarios

¢ = 13+i(/\;1)2570%07 (3.31)
¢ = p— z'%y% ~0, (3.32)
0 = ™=0, (3.33)
G = ot —epyY =0, (3.34)

0 nosso proximo passo € a classificacao deles em primeira ou segunda classe.

0

E facil verificar que ¢ = 7° comuta com os outros trés vinculos, assim ele é de primeira

classe. Agora, calculamos os PBs entre os trés vinculos restantes

{6(x).Gy)}ts = —ed(y)7°0 (z' —y") (3.35)
{o().Gy)}s = ey’ (y)d (2" —y") (3.36)
{6 (x), 6" ()}, = —i(y")6 (' —y") (3.37)

aparentemente estes sao vinculos de segunda classe. Por comodidade renomeamos os vinculos

como @, = G, ®yy = ¢* e P3, = ¢ e montamos a sua matriz de vinculos Cyy (z,y) =
{Cba (l’) ) (I)b (y)}B

G ¢’ ¢’
G 0 ey’ eyl
Cr,y) = | _ - el o |0 YY)
¢*  — [ev”] 0 —1(7%)
A Co L T O R
= A(z)d (' —y'). (3.38)

entdo, se este conjunto de vinculos {®,} é realmente de segunda classe, o determinante da

matriz C deve ser diferente de zero; caso contréario, esta matriz é singular e devem existir
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combinagoes lineares dos vinculos {®,} que sao vinculos de primeira classe; assim, podemos
dizer que os autovetores com autovalor zero sao candidatos a serem vinculos de primeira

classe. Sendo assim, calculamos o autovetor usando a equagao de autovalor nulo

/ dy' C¥(z, YUy (y) = 0

que resulta em A (z) U (z) = 0, explicitamente temos

0 [67°)” = ey’ U,
—[e]® 0 i) || (Uae | =0 (3.39)
(Usz)s

e’y —i(0) 0

_N\T
de onde o autovetor nulo é facilmente calculado U = ( 1, —iet,, teyg ) , assim a com-

binagao linear que produz o segundo vinculo de primeira classe é
02 = DUp = G —ied™hy + ied Py (3.40)

de onde resulta
P2 = 8171—1 —ie (ﬁawa + @Eapa) (341)

Agora podemos concluir que os vinculos de primeira classe sao 1 e @9, e 0s de segunda

classe sdo ¢ e ¢.

3.1.2 Equacoes de movimento

O préximo passo é calcular as equacoes de movimento e ver se o formalismo Hamiltoniano
¢ compativel com Lagrangiano, para isto, primeiramente eliminamos os vinculos de segunda

classe ¢ e ¢ fazendo-lhes fortemente nulos via os parénteses de Dirac (PD), {-,-},,, definidos

(AW, B}y = {A@), B}, (3.42)
- [ dutant (4() 5, )5 D], (00) (£ (0). B,
onde ¥, = {¢%,¢°} e D! (z,y) é a inversa da matriz de vinculos de segunda classe

Dab (I’, y) = {Ea (l‘) ) Zb (y)} dada por

0 —in?
D (z,y) = 6 (=" —y") (3.43)
—iv" 0
assim
0
D! (z,y) = (=" —y) (3.44)
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Entao, a Hamiltoniana estendida é definida pela adicao ao Hamiltoniano canonico dos
vinculos de primeira classe e considerando os vinculos de segunda classe fortemente nulos,

temos que

Hp = Hc+/da71 (V11 + vop2)

= /dm1 B (7‘(‘1)2 + 70, Ay — iwzﬁylaﬂﬁ — i%@ﬂﬂvlw} (3.45)

+ / dx? [eAMz/_J’y“w + o170 + vt — e vphy

Calculamos as equacoes de movimento de Hamilton considerando Hp como gerador da

evolucao temporal, assim, temos para o campo eletromagnético

Ay = {Ay, Hp}p = (3.46)
i = {n’,Hg}p =0 —ey’ =G~ 0 (3.47)
Ay = {A, Hplp = 7' + 01 (Ag — v) (3.48)
it = {n',Hg}p = —epy'¢) (3.49)
e para o campo fermionico 1
b ={, Hep = i7" (7' 01 — e Ay + ev37°9)
de onde obtemos
V(10,1 — eAu) b = —e vy (3.50)
e para 1
o ={,Hg}, =i(ioy" + eA " —evyy®) 1°
obtendo
(i0, + eA,) Yy = e vathr” (3.51)

Vemos que as equagoes de Hamilton (3.46), (3.48), (3.50) e (3.51), dependem dos multi-
plicadores de Lagrange que ainda permanecem arbitrarios, assim, elas nao sao compativeis
com as equacoes de movimento ou de Euler-Lagrange da teoria. Para determinar os multipli-
cadores de Lagrange associados aos vinculos de primeira classe devemos escolher as condic¢ao
de gauge de tal forma que o novo conjunto (vinculos e gauges) determine explicitamente os
multiplicadores de Lagrange.

3.1.3 Gauge de Coulomb

Um conjunto de condigoes que satisfaz os requerimento acima mencionados é o chamado de

gauge de Coulomb e é definido pelas seguintes condigoes

& = Ag~0 (3.52)
52 81141 ~ 0. (353)
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Da condigao de consisténcia dos gauge, veja equagao (2.82), obtemos

/ d?’yzva H&(x, 0. 003,00 = —{0(x. 1), Hoo, (3.54)

da relagao acima definimos a seguinte matriz formada pelos parénteses de Poisson

x _ {fl(X, t)7901(y7t)}D {él(x, t>’¢2(Y7t)}D
M(x,y) <{€z(x,t),sol(y,t)}D {&(x,1), 02(y. t)}p > (3.55)

obtemos

M(x.y) = {6ortn} = ( - ) #x - y) (3.50

A inversa desta matriz ja foi calculada no caoitulo anterior e é dada por

Bx—y) 0
M_l(X7Y) = {€a>¢b} = 0 R (357)
0 G(x—y)
onde V2G(x —y) = 3 (x — y).
Calculando estes multiplicadores de Lagrange, obtemos que v; = v9 = 0. Para o caso do

segundo multiplicador de Lagrange obtemos o seguinte resultado
vy = — /diL’G(Z —x){0:A*(x,1), Ho} p
= — /de(z —x) (Vr — eyy"y)

waevjl_;yowzo
_ (3.58)

Portanto, no gauge de Coulomb as equagoes de Hamilton (3.46) - (3.51) concordam com
as equagoes de Euler-Lagrange (3.2) - (3.4).

3.2 A funcao de Particao

No Apéndice D do Capitulo 2 generalizamos o resultado de P. Senjanovic para incluir tanto
variaveis pares quanto impares a Temperatura zero, usando estes resultados e estendendo ao
caso de Temperatura finita, estabelecemos a funcao de Parti¢ao para o modelo de Schwinger

a seguir

2(5) = / (Dr"DA,] [ddy] [dpdp] det |- (9)?] 6(a) 6(€)5(8a)8(0)

(3.59)
X exp {/ dx [iw“@TAu — PO + 10 — Hc} } ,
B
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onde devido ao fato de que a massa fermionica ser nula, fizemos o potencial quimico nulo e,

/ﬂdaz = /OB dT/dxl (3.60)

Primeiro, integremos nos momentos fermionicos p , p e obtemos

onde

Z(p) = /[DW“DAM] [ddip] det |— (81)*| 5(r°)6(Drm" — edhr*4)8(A0) (D1 Ar)
(3.61)
exp {/ﬁ dx {Z'WMGTAM — @moaﬂb — %&@570%0 — Hc} } .

A integracao nas varidveis Ay, 7° é imediata. Logo, usando a representacao de Fourier

da ¢-funcional contendo o campo m; obtemos
Z(B) = /DAlDz/_;Dpr det |- (01)%] 6(01 Ar)

exp { [ ao | -Eg o - Boto gy + 0o 0] |

exp { / da lz (& ; D) Oy — iepypy e — ezﬁvlwfh] }

/Dw exp{/ [ (m 2)2 im0, Ay +ipOi T ” (3.62)

A integracao em 7wt é

exp { /ﬁ dx — % (8,4, — 31/))2} : (3.63)

e fazendo uma integracao por partes no termo cinético dos férmions, obtemos
_ 1
Z(B) = /DAlDz/;Dprdet |- (1)° 5(81A1)exp{/d:c {—5 (8, A1 — d1p)° H
B
exp { / da [ — 7°0-1 + i)y Orep — iepypyy — 6%11#141} } :
B

Renomeando p — Ay, 7° =97 , 4! = 74, finalmente obtemos a funcio de Particio do

modelo de Schwinger no gauge de Coulomb

Z(B3) = / DA, DYDY det|— (01)°| (01 Ar) (3.64)

X exp {/ dT/dx [ — Py O — zeAway“w} }

Por conveniéncia é 1til trabalhar num gauge covariante sendo a transicao imediata. As-

sim, no presente caso usaremos o gauge de Lorenz

1

ﬁauAu —f=0, (3.65)
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onde f é uma funcao escalar arbitraria, a funcao de Particao do modelo de Schwinger é

Z(B) = / DA, DDy det _—E‘ §(0, A, — f) (3.66)

X exp {/ﬂ dx [—% (F/w)2 — Py, — ieAM@/_WMﬂ} } )

Sendo f uma fungao arbitraria podemos calcular a média desta fungao multiplicando a

exp (—% / dr / d f2) , (3.67)

e integrando em f obtemos a fungao de Particao no gauge de Lorenz (tal como usual na

integral (3.66) por

literatura) do modelo de Schwinger

2(8) = / DA, D D) det

Xexp{/dm
B

3.2.1 Calculo da Funcao de Particao

(3.68)

i
Ve
1

_Z (FW)Q

1

— i(aﬂAuf — Yy — ieAuzzv“zb} } )

Integrando os graus de liberdade fermionicos na equacao (3.68) e introduzindo a forma
explicita do determinante fermionico (3.173) (ver Apendice C), a fungao de Parti¢ao é ex-

pressa por

Z(B) = /DA“ det 7
1 2 1 62 0 81/
X exp {/ﬁd:p [_4_1 (Fw)” — E(O“A“V - %Au <5uv - E ) A, ] } ,

onde det (v*0,) é o determinante dos férmions livres

det (v#0,) = /Dz/JDw exp (—/de Wy“@uw) , (3.70)

reescrevemos a funcao de particao numa forma mais adequada

"0, | det

-0
208) = / DA" det|1#d, | det —‘ (3.71)
g Ve
1 e? U
— [ dx A O+ —|Tw—=L. | A ¢,
xexp{/ﬂxzu[( "’W)u fu} }
onde 9.5 9.8
T = b — 20, Ly =L (3.72)
Integrando no campo de gauge obtemos finalmente a funcao de particao do modelo de
Schwinger
B y-1/2 02|12
Z(B) = det|y*0,|det |—=|det |— det -0+ —
( ) H \/E 5 T
1/2 21—1/2
= det |y, xdet‘—[l‘ x det [-0 + &
T

= Zr(5) x Z,(8) x Z(8). (3.73)
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onde Zr é a funcao de particao para um campo fermionico sem massa, satisfazendo condicoes
de contorno anti-periédicas, Z, é a funcao de partigao de um campo fantasma obedecendo
condigoes de contorno periddicas e Zg é funcao de particao de um campo bosonico massivo,

obedecendo condigoes de contorno periddicas.

Contribuicao fermidnica

In Zp(B) = Indet (70,) = Indet (<0) = > [(wn,)* + (11)’] (3.74)
ng,p
onde
Wy = (2n+1)% , nye Z. (3.75)
Esta soma foi calculada no Capitulo 2 , assim, a funcao de Particao é simplesmente
In Zp(B) = ZL/ dpy lﬁw +In(1 4 ™) (3.76)
F (27) |2 ' '
onde L é a dimensao do sistema, w = (p1)2 e algumas quantidades infinitas irrelevantes
foram descartadas.
Calculando a integral em p; obtemos
mL
InZ = — 3.77
n Zp(3) 63 ( )
Contribuicao fantasma
1 1 2 2
InZ,() = 5 Indet (-0) = 5 > In[(w,)” + @, (3.78)
Np,p
onde
Wy = (20) % N/ (3.79)
A soma foi calculada no Capitulo 1, entao, a contribuicao do fantasma é
dpl 1 —Bw
In Z,(8) = L/ 2n) bﬁw +1In(1 —e™? )} : (3.80)
Calculando a integral em p; obtemos
L
InZ,(f) = —— (3.81)

65
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Contribuicao bosonica

1 62 1 2

In Zp(B3) = -5 In det (—D + ?) =3 X;m [(wny)” +w?2], (3.82)

Np,

onde
2 €2

We = (p1> + ; (383)

fazendo a soma, a funcao de particao do bdson massivo é

dpy |1 _

InZz(8) = —L ~Bwe + In(1 — e )| . 3.84
025(9) = -1 [ {2 | S0+ 1a(1 = ) (384

Desprezando as contribuicoes do vacuo e somando as contribuicoes podemos ver das
equagoes (3.77) e (3.81) que as contribuigoes do férmion e a do fantasma se cancelam mu-
tuamente, e somente a contribuicao do béson massivo é relevante para a funcao de particao

do modelo de Schwinger

dp:
(2m)

ou seja, a termodinamica do modelo de Schwinger é descrita por aquela de um campo escalar
. e?
massivo de massa —.
™

InZ(B) = —L/ Bﬁwe +1In(1 — e—ﬁ%)} , (3.85)

A energia livre de Helmholtz é definida por

F = —lan(ﬁ)

B
_ £ dp n(1 — g Bwe
- 3 / (1 ) (3.86)

A energia média por unidade de volume do sistema é

U _181112
L L 0p3
1 We

= /0 dp— -~ (3.87)

3.3 Funcoes de Green

Uma vez definida corretamente a fungao de partigao (3.68) podemos introduzir o gerador
funcional das fungoes de Green completas a temperatura finita adicionando uma interagao

linear para cada campo com uma fonte externa adequada

ZL0 ] = % / DA, DDy det (3.88)

#
X exp { /ﬁ dz H (Fu)* = 504" + JMA“] }

X exp { //6 da [ — PO — ie Ay + i) + zﬁn] } :
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Substituindo a forma explicita da fungao de partigdo Z(3) neste funcional, obtemos

Z[J,n,m) = N/DAMDl/;DweXp{/de {—1 (FW)2_2_1§

1 (0,A,)% + JMA“} } (3.89)
X exp { /ﬁ da | — 07000 — ie A + i + | } ,

onde N é um fator de normalizacao tais que Z|0,0,0] = 1.

Integrando os campos fermionicos

Z[J,iq,m = N / DA, eXp{ /ﬁ dx {—i (F)* — %@Auf + JHA“H (3.90)

2
X exp {/das — ;_Au (5,“, — _@LD&,) A, }exp {i/dxdy n(z) G(x,y; A) n(y)}
B T B

onde na segunda linha a primeira exponencial da a contribuicao do determinante fermionico
(3.173) e na segunda exponencial G(z,y; A) é a funcao de Green da equacao de Dirac na pre-
senca do campo eletromagnético externo, calculada no Apéndice B. Apéds algumas integracoes
por partes obtemos o gerador funcional das fungoes de Green completas a temperatura finita

para o modelo de Schwinger

1 2 O
ZlJ,n,m = Nl/DAM exp {/ﬂd:c <—§A“ [(—D + %) Ty — ELW } A, + JuAu>}

X exp {@ /ﬁ dz dyfi(x) G(a:,y;A)n(y)}. (3.91)

onde N; é um fator de normalizacao tais que Z[0,0,0] = 1. A partir desta expressao para o

gerador funcional calculamos as fungoes de Green do modelo.

3.3.1 Propagador do Campo A,: G, (z —y) = (0|T A,(x)A,(y)|0)

O propagador para este campo ¢é definido por

1 827
Gulr—y) = =s——— . 3.92
! ( ) Z&JV(y)(SJ“(ZL‘) fontes=0 ( )
Fazendo n = 7 = 0 e integrando no campo vetorial obtemos
1 T Ly
Z[J,0,0] = exp i/dq: Jy () : =~ ¢ D“ J, (x) 3. (3.93)
B
—O+ —
s
T, ¢ Ly,
Gl —y) = mveiebe el KICESOR
—O+ —
s
d? T. L, ,
= / L B+ < | ey (3.94)
g (2m)7 | 2 © p
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e? . . )
A componente transversal do campo ganha uma massa — que foi gerada dinamicamente no
processo de quantizagao dos campos fermionicos. O propagador do campo de gauge nao tem

divergéncias ultravioletas nem infravermelhas.

3.3.2 Propagador Fermioénico S(z — y) = (0 |T¥(z)¥(y)| 0)

O propagador fermionico é definido como

1 802z
Sr—y)==———— . 3.95
) = Z 5T | (39

Apd6s um pouco de algebra, obtemos
d? 1 ‘

S(z —y) = iexp 62/ﬁ —%+—2 [1— e @]} Gz —y). (3.96)

P e

g <p2 + —) P’

T

Este propagador nao tem divergéncias ultravioletas e, no gauge ¢ = 0 as divergencias

infravermelhas sao eliminadas de todas as funcoes de Green completas. Isto pode ser
verificado, explicitamente, usando a equacao de Schwinger-Dyson para o propagador fermionico

no espaco de momentos.

3.3.3 Funcao de Vértice V), (z,y;2) = <O ‘T?/)(x)q/_)(y)Au (z)‘ O>
O vértice é definido da seguinte forma

1 537
— Z6J,(2)dn(y)on(x)

Vi (z,y;2) (3.97)

fontes=0

Que pode ser expresso como

d*p D 1€p . ,
Vi(z,y;2) = —z'e/ ’ _ B [emir(z—2) _ o= (z=9)] G (1 — q)) .

@m)* \»? (PP + %)
(3.98)
No espaco dos momentos o vértice é
) Gu quM
Vi (p,—p —q;q) = —te V5 — Sp+q) —S(p 3.99
A ) a0 -sw) 69

Esta funcao nao tem divergéncias ultravioletas e, como no caso do propagador fermionico

o gauge £ = 0 elimina as possiveis divergéncias infravermelhas.
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3.4 Equacoes de Schwinger-Dyson

Podemos encontrar as equagoes de movimentos satisfeitas pelo gerador funcional das fungoes
de Green

Z[Jn.m = N/DA“DQ/_JDzbeXp{/ﬁdx [—% (Fw)? _2—2

X exp {/ﬁdm | = B0 — ieAuby i + i + ) } :

(0,4,)* +JuA“}} (3.100)

a temperatura finita a partir das equagoes de movimento dos campos.

A representacao funcional dos campos é

J

) _

3.4.1 Equacao de SD para o propagador fermionico
A equacao de movimento para o campo fermionico é
Yo, +ieA ) —n =0, (3.102)

usamos a representacao funcional dos campos para obter a seguinte equacao para o gerador

funcional Z[.J, 7, n]

P R R R o
(7 Ysn@ T @ " >) Z17.1m) = 0. (3.103)

Derivando esta equagao com respeito a 7 (y) e fazendo as fontes externas nulas se obtém

a equacao SD para o propagador fermionico

YHORS (v —y) +iey"V, (v, y;2) — 6 (v —y) = 0. (3.104)

3.4.2 Equacao de SD para o propagador do campo de gauge

A equacao de movimento para o campo de gauge é
1 _
(D(S,uu + |:E - ]—:| auay) Al/ - Z€¢7M¢ + ‘]M = 0, (3105)

usando a representacao funcional dos campos obtemos uma outra equacao para o gerador

funcional Z[J, 7, 7]

1 5 8, 5 N —
O+ [t 1]00) s+ e Mo + 4| 0 -

Derivando esta equagao com respeito a J, (y) e fazendo as fontes externas nulas, obtemos

a equacao SD para o propagador do campo de gauge
1
<D5ua + {g — 1} (9“(9@) Gow (z —y) +ie tr [Y*V, (z,2;9)] + 6, (. —y) = 0. (3.107)

onde tr indica o traco nos indices de Dirac.
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3.5 Apéndices

A Convencoes e Identidades

A.1 Notagao para o Espaco-Tempo de Minkowski

O tensor métrico e o tensor de Levi-Civita e*¥ sao
uv

E as matrizes ~ satisfazem

(=20, (1)

As 7 sao definidas da seguinte forma
01 (0 —1
1o/ "7 l1 o0

Y 91=0, ="y, ¥=19

E a matriz v;

o

Os projetores P, e P_ sao dados por

Algumas relagoes

1
P+:§(1+/75) ) P

V", 7"]
s

om

kh

tryty”
tryyty”
tryty gy
try s
Y

= 2"y
= el'“/’}/u
= "9,
= "k,
= 29“”
=0

— quaguﬁ _

= —2eM

= 0

P_+ P,
P, —P.
P.P;
P

2g,u1/ga,3 + 2g,uﬁga1/
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No texto definimos algumas relagoes

T = guw o2 (3.122)
0,0y
L,, gz (3.123)
E facil mostrar que

Ly +Th = 9w (3.124)

L,T" =0 (3.125)

L,L"™ =L/, (3.126)

1,7 =T, (3.127)

A.2 Notacgao para o Espago-Tempo Euclidiano

Neste caso a métrica é positiva definida (+,+). E as matrizes v” sao definidas da seguinte

01 0 4
0 1
= , = 3.128
TE ( 10 ) TE ( i 0 ) ( )

Portanto, a correlagao entre o Espaco-Tempo Minkowski e o Espago-Tempo Euclidiano

forma

¢ dado por

Y= VB = (3.129)

A matriz 5 no espago Euclidiano é definida como

V5 = < _01 2 ) (3.130)

As matrizes no o Espaco-Tempo Euclidiano satisfazem as seguintes relagoes

{Ve et = 20" (3.131)
Ve = M+ iyse (3.132)
Veys = e yp (3.133)

Com base nas definicoes acima todas as outras identidades podem ser derivadas.

B Cailculo da funcao de Green G(z,y; A)

Redefinimos as matrizes v* por
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-1 0
L 0.1
- — ’
V5 Y VE <O 1)

{7} =29" = {",7"} = 200

A funcao de Green G(x,y; A) satisfaz a seguinte equacao diferencial

e definamos a seguinte matriz

(0, + ten"A,) Gz, y; A) = —id (x —y) . (3.135)
Para resolver a equac@o acima adotamos o seguinte ansatz [3.2]
G(z,y; A) = @G (x — ) | (3.136)
onde Gp(x —y) é a funcdo de Green da equagao de Dirac livre
Y0,Gr(x —y) = —id*(z — y), (3.137)

e satisfaz as condicoes de contorno anti-periddicas, a funcao ¢ satisfaz condicoes de contorno
periédicas e tem a seguinte forma ¢ = ¢1(x) + v502(2).

Introduzindo o ansatz na equagao diferencial obtemos
Vo9 = —er* Ay, (3.138)
aplicando o operador 7”0, encontramos
—0¢ = ey"~"0,A,, (3.139)

cuja solucao é
@) = ¢ [ dy Drlo = )1#10,4,(0), (3.140)

onde Dp(x —y) é a fungao de Green da equagao de Klein-Gordon sem massa a temperatura
finita
—ODp(x —y) = 6(x —y). (3.141)

Nao é dificil verificar a seguinte propriedade
'7#711 = 5/.Ll/ - iGuu75a (3142)

onde €, ¢ o tensor de Levi-Civita totalmente antisimétrico €, = —¢,, com €y = —1.

Usando esta propriedade podemos escrever o campo ¢(z)
o(z) =e / dz Dp(x — 2) |0,A, + z‘%@/@] (2), (3.143)

onde temos definido 5# = €0,
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Substituindo ¢(x) na fungao G(z,y; A) encontramos
G(z,y; A) = exp {—ie/dz A, (2) [3; + i%éﬂ [Dp(z —x) — Dp(z — y)]} Gr(r —v),
(3.144)
usando a seguinte identidade €3/ = e/ P, + e~/ P_ obtemos

G(z,y; A) = exp {—ie/dz A, (2) [8; + zéﬂ [Dp(z —x) — Dp(z — y)]} P.Gr(x —y)
(3.145)

+exp {—ie / dz A, (2) [a; - z'é;} [Dr(z — 2) — Dp(z — y)]} P_Gr(x —y),

a expressao acima pode ser escrita em forma compacta

G(z,y; A) = Z exp {—ie/dz A, (2) [8; + az’éﬁ] [Dp(z —x) — Dp(z — y)]} P,Gp(z —y)

o=+
(3.146)
C Determinante Fermionico
Calcularemos o determinante funcional do operado de Dirac
D =~"0, 4+ iey"'A,, (3.147)
que ¢é expresso pela seguinte identidade
det D =exp (Trin D). (3.148)

A derivada do determinante funcional com respeito a constante e pode ser colocado da

seguinte forma

d d
—TrlnD=Tr| D '— D|. 14
- Irln T { = } (3.149)

Na representacao do espaco de configuracao [D_I%D} temos

[DI%D](x,y) = /d% D7 (z,2) %D(Z,y) :z’/d% G(:c,z;A)%D(ay), (3.150)

onde D7'(z,y) = iG(z,y; A) e D(z,y) = D (2)d (2 — y), e assim obtemos

d d
-1 % _ . a
entao obtemos J
% Trin D(z,y) = —/dzx tr [G(x, x; A)v!] Au(z), (3.152)
e

onde tr é o traco nos indices de Dirac.
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C.1 O Método da Separacao de Pontos

A fungao G(z,z;A) tém divergéncias ultravioletas que precisam ser controladas usando
algum método de regularizacao, no presente caso escolhemos o método da separagao de
pontos cuja idéia serd explicada brevemente a seguir

Sendo o operador da corrente fermionica J*(x) = ¥(x)y*¢(x) um objeto singular, por
ser um produto de operadores num mesmo ponto, introduzimos o método da separacao de

pontos na corrente sendo redefinida na seguinte maneira

JH(x, €) = (a4 e)y"h(x), (3.153)

onde € — 0 é um regulador ultravioleta.
No entanto tal definicao nao é explicitamente invariante sob a seguinte simetria de gauge

da corrente original

U(xr) — @) (3.154)
(x) — Pla)e (3.155)
A, - Au—é(?ua(x), (3.156)
como & verificado a seguir
T4z, ) — Jh(z,€) = §(z + 7" (x) expliolz) — ialz + ). (3.157)

Schwinger propos a seguinte regularizacao invariante sob a simetria de gauge da corrente
original
JH(x,€) = Y(z + e)yte [ dZ“A“(Z)¢(m). (3.158)

Podemos verificar que esta corrente é invariante de gauge no seguinte sentido
JI(x,€) = Ju(z,€) exp (O (%)), (3.159)

onde O (€*) sao corregoes de segunda ordem assim podemos dizer que JI(x,€) = J,(x,€).

Portanto redefinimos a funcao de Green como
G(z,z;A) — G(z,x — €; A) exp {—ie/ dzﬂAZ(z)} , (3.160)

pois G(z,x— ¢ A) ~ <0 ‘Tw(x)zﬁ(:r; — e)’ O>A o propagador fermiénico na presenca do campo
externo A,,.
Usando esta nova func¢ao de Green o determinante fermionico (3.152) é

y
iln det D=— lim dx tr [G(z,y; A)y"] exp [—ie/ dz”A”(z)] A,(z). (3.161)

de (r—y)=e—0 z

Para calcular a expressdo acima, comegaremos calculando tr [G(x,y; A)y"]. Para isto

usaremos a fungao de Green que calculamos na se¢ao anterior, eq.(3.146)

tr [G(z,y; Ay = Z exp {—z’e/dzAp (2) Jg (2, y)} tr [P,Gp(z —y)v"], (3.162)
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onde
J7 (2,2,y) = [a; + az'é;} Dz — ) — Dz —y)]. (3.163)

No limite (z —y) = € — 0, o comportamento ultravioleta da fungao de Green Gp(x — y)

é calculado no limite 8 — oo. Entdo, usando a identidade Gp(r —y) = iy*05Dp(r — y)

obtemos -
R "
Gr(e) = —5-— (3.164)
onde
Dr(z —x) — Dp(z — y) = —€,0°Dp(z — ) + O(€?). (3.165)

Usando estas relagoes podemos mostrar que

l

tr [P,Gp(e)y"] = ~5-3 €, + i€, (3.166)
) (z,2,y) = —€q [8;82 + 01’5;82 Dp(z — x). (3.167)
Assim a expressao tr[G(x,x — €; A)y*] chega a ser
l .
tr[G(z,z — e, Ay = “9mo Z €, + Ti€,] (3.168)

X exp {ieea / dzA, (z) [8;82 + a@éga;} Dp(z — :c)}
Na equagao (3.161), encontramos que

%ln det D = lim [ dx Au(a:)# Z €, + i€, (3.169)

e—0
o=%
X exp {z’eeaAa(:c) + ie€, / dzA, (2) [8;8; + aiéjﬁz] Dp(z — x)}

Expandindo a exponencial até ordem € obtemos

e—0

d . l - . .
o Indet D = lim [ dx A#(x)ﬁ UZ:;[ {€, + 0i€, + [0 + Ti€ €, ] [ie Ay (2)

tie / dzA, (2) (a;a; n m'éga;) Dp(z — x)} O (8)} . (3.170)

E tomando a média sobre todas as direcoes de ¢, ou seja

62

€, =0 €.6, = 55“”’ (3.171)

obtemos

d e 90y

Finalmente integrando em e € [0, e] obtemos o determinante do operador fermionico D

2
det D = exp {—;— /d:v A, {(5#,, — %} A,,} . (3.173)
7r
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Capitulo 4

Modelo de Thirring

O modelo de Thirring é uma Teoria Quantica de Campos (D = 1+ 1) exatamente soltivel,
isto é, no sentido em que as funcoes de correlacao podem ser calculadas exatamente. Thirring
[4.1], construiu os autoestados do Hamiltoniano e calculou algumas quantidades observaveis.
Hagen [4.2], introduziu fontes externas e encontrou uma solugao geral para o Modelo de
Thirring. Klaiber [4.3], encontrou a solugao via operadores. De uma maneira diferente,
Nakanishi [4.4] expressou as solugoes em termos de campos bosonicos sem massa. Recente-
mente, explorando o fato de que a teoria nao possui uma simetria de gauge local em nivel
classico, foram encontradas novas solugoes ao modelo [4.20]

Nos tltimos anos o interesse no estudo de Teorias de Campos com uma e duas dimensoes
espaciais tém aumentado consideravelmente e, em particular, devido a real possibilidade
da fabrica¢do de fios quanticos (quantum wires) [4.5]. Este sistema possui caracteristicas
diferentes de um liquido de Fermi, a superficie de Fermi desaparece e o espectro fica apenas
com modos coletivos. Haldane [4.6] nomeou este comportamento de liquido de Luttinger.
O modelo que descreve este comportamento é o modelo Tomonaga-Luttinger [4.7, 4.8, 4.9].
O modelo de Thirring nao local contém o modelo de Tomonaga-Luttinger como um caso
particular. Outra caracteristica importante do modelo, é a sua aplicacao no tratamento da
(QCD) como uma teoria efetiva em baixas energias [4.10, 4.11]. Hoje em dia existe uma
vasta literatura tratando o Modelo de Thirring [4.13, 4.14, 4.15, 4.16, 4.17, 4.18].

A densidade de Lagrangiana simétrica do modelo é dado por
(A+1) (A=1)

2 2

g ¢ a constante de acoplamento e e adimensional, as matrizes v* sao de 2 x 2 e estao

L=i VYO + i Dbyt — g(%“¢)2, (4.1)

definidas no apéndice A do Capitulo 3. Os campos fermidnicos ¥, € 1o, com a = 1,2,
sao independentes entre si e sao os geradores de uma algebra de Grassmann complexa de
dimensao infinita (para maiores detalhes ver apéndice A do Capitulo 2).

As equagoes de Euler-Lagrange sao
N0 — gV (W) = 0, (4.2)
007" + gy () = 0. (4.3)
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4.1 Analise de vinculos

Primeiramente definimos os momentos canonicos conjugados

g OpL 0 + 1)
T 9(va(x.t)) Pa(+")™ (4.4)
o OpL (A= 1) -
o= 8(801%()(, t)) = 2 (7 ) Bwﬁﬂ (45)

e definimos os parénteses de Berezin (PB) fundamentais, {-,-}, entre as varidveis canonicas
{Va (), 77 (y)}, = =030 (¢ —y') (4.6)
{¢a @), 7" (y)}y, = —030 (2" —y') (4.7)

A densidade Hamiltoniana canonica é definida por meio da seguinte transformacao de
Legendre
He = (09a) T + (Q0tha)m™ — L,

e substituindo os momentos na expressao acima obtemos

He = 0 D gyg i O

Oy + 3 (W’%)
Os vinculos primarios sao diretamente deduzidos das equagoes dos momentos (4.4) e (4.5)

o . =« ()‘+1)
oY = T+ 5

o = 2o =i Doy, (1.9)

vs(°)* (4.8)

Os PBs nao nulos entre os vinculos primérios sao
{¢*(2),6° (v)}, = —i(y")*6 («" — ¢") (4.10)
e os parénteses com o Hamiltoniano canonico
{0(@), Help = 00" + gy (dyut)) (4.11)
{¢(2), Hoty = iv' 00 — gy (4.12)

A densidade Hamiltoniana primaria é definida somando os vinculos primarios & Hamil-

toniana canonica incluindo um ntimero igual de multiplicadores de Lagrange
Hp = He + %aq + God°. (4.13)
As condicoes de consisténcia dos vinculos primérios sdo: para ¢

6 =1{6, Hp}p = i007" + g7 (9,) +ian® ~ 0
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encontramos um dos multiplicadores fermionicos
a = =0y’ + gy  (Y). (4.14)
Da condicao de consisténcia de ¢,
0 = {0, Hp}p = iv' 0t — e($yp)y"v — in’a = 0 (4.15)

achamos o outro multiplicador fermionico

a =900 + ig(Vyup)y . (4.16)

Como nao encontramos mais vinculos e, havendo encontrado todos os multiplicadores de
Lagrange, concluimos que os vinculos primarios sao de segunda classe.

Se desejamos quantizar a teoria no formalismo canonico o seguinte passo seria calcular os
parénteses de Dirac entre as variaveis canonicas e, usar o principio de correspondéncia para
estabelecer as respectivas relagoes de anti-comutacao.

No entanto, como usaremos a quantizacao via formalismo de integracao funcional, so-
mente requeremos a classificacao dos vinculos para poder proceder com a quantizacao da

teoria.

4.2 Funcao de Particao

A funcéo de particao para o nosso caso (modelo de Thirring), sistemas com apenas vinculos

de segunda classe, ¢ dada por

Z(B) = / [DYDY|[D7 D7 | det C|~2 6(¢%)5(¢™) exp { /ﬁ dx [— 170 0p 0™ + 10 T o — Ho} }

(4.17)
onde C ¢ a matriz dos vinculos de segunda classe e ¢ dada por
0 —iy°
C(z,y) = 6 (z' —y) (4.18)
—i7? 0

e cujo determinante ¢ independente das varidveis canonicas. Calculando as integrais dos

momentos e apds algumas integracoes por parte, obtemos
29 = [Divvlews | [0 b (=100, + i) v - S+ Samter| . @)
B
Renomeando 7° = 77 | 4! = iv4, tais que obtemos a notagao compacta

29 = [10aDs]esp | [ = ivro— Sy (4.20)
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onde ¢ = 7,1g. Com objetivo de poder realizar integracoes gaussianas introduzimos um
campo auxiliar A, tais que o termo de interagao da corrente fermionica ¢ linearizada, assim,

a funcao de particdo do modelo de Thirring sem massa é

1

2(9) = [IDAIDED exo | [ =i 0+ i) - T

Integrando os graus de liberdade fermionicos na equagao (4.21), a fungao de partigao é

expressa por

1 1 0,0,
= p p | g— —
Z(0) /DA det "y 8M‘ exp {/ﬁdm [ QQA“ 27rA“ (5/w = ) A, } } . (4.22)

onde o segundo termo na acdo é a contribuigao do determinante fermionico (3.173) e,

det hﬂau‘ refere-se ao determinante dos férmions livres

det (v#0,) = /DzZDlp exp (—/ﬁda: &7"8!@) , (4.23)

1+1 5 _18M8V 1+1 1
g «) " 70O g w/)g

que é um termo constante e infinito e cuja contribuicao pode ser desprezada, assim, final-

~1/2
= det

~1/2

A integracao no campo A, da det

mente obtemos a funcao de particao do modelo de Thirring sem massa
Z(8) = det ‘wau‘ (4.24)

podendo dizer que as propriedades termodinamicas do modelo de Thirring sem massa sao
descritas por aquela correspondente a um campo fermionico livre e sem massa. O calculo
do In Z(3) esta feito no Capitulo 3 e o resultado é dado pela equagao (3.76) e (3.77), assim,

temos que funcao de Partigao é

dpy |1 _
In Zp(B8) = 2L - In(1+e ). 4.25
nZe(9) =20 [ G |G 4 e ) (4.25)
onde L ¢é a dimensao do sistema, w = (pl)z. Calculando a integral em p; obtemos
wL
InZ = — 4.26
n F(ﬁ) 643 ( )

4.3 Funcoes de Green

Uma vez tendo definida a fungdo de Parti¢ao (4.20) ou (4.21), podemos definir o gerador
funcional das funcoes de Green a temperatura finita; isto é conquistado, introduzindo um

termo de interacao linear com o campo

(Au)? + 7+ Um
(4.27)

Zn.n) = N [IDA,]DIDexp [ /ﬂ da = 57" 0+ iA) 0~ o
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onde N é um fator de normalizagio tais que Z[0,0] = 1.
Integrando os campos fermionicos temos a seguinte expressao para o gerador funcional

das fungoes de Green completas a temperatura finita para o modelo de Thirring sem massa

Z[J,n,m = Nl/DAM exp {/ﬁdz [—%Ai — %Au <5W — %) Ay]} (4.28)

<o [ sy a0 6.1 ) |

e na segunda exponencial G(z,y; A) é a funcao de Green da equagao de Dirac na presenca
do campo vetorial externo e calculada no Apéndice B do Capitulo 3. A partir deste gerador
funcional podemos calcular todas as fungoes de correlacao do modelo e a construcao das
equagoes de Schwinger-Dyson.

Por outro lado, devido ao fato do modelo nao ter uma simetria de calibre local, em nivel
classico, é possivel calcular o determinante fermionico usando um método de regularizagao
generalizada [4.21, 4.22, 4.23|, ou dito numa outra maneira, podemos definir a corrente
fermionica num sentido generalizado [4.24, 4.25, 4.26]. Neste caso o determinante fermionico
é dado por

a—+1

det (i) + 4) — exp (z /dx A, l g aumay] Al,> (4.29)

em que a parametriza as diferentes regularizagoes utilizadas para controlar as divergéncias
ultravioletas que aparecem no calculo do determinante fermionico ou na defini¢ao da corrente
fermionica. Quando a = 1 o lado direito da equagao (4.29) é invariante sob a transformagao
de calibre local local A, — A, + 0,c.

Usando o resultado (4.29) na equagao (4.21) podemos entao calcular as fungao de partigao
e as propriedades termodinamicas do modelo. Estes estudos assim como a analise das funcoes

de correlagao para esta solugao geral [4.20] do modelo de Thirring estao em estudo.
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Capitulo 5

Modelo de Thirring com Simetria de

Gauge

O Modelo de Thirring da forma como foi definido no capitulo anterior nao possui in-
variancia de gauge. Quando introduzimos o campo auxiliar (A*), a teoria efetiva encontrada
novamente nao exibe invariancia de gauge, devido ao termo massivo do campo auxiliar
(A"). Para tornar o Modelo de Thirring invariante de gauge, Itoh e seus colaboradores [5.1]
usaram o método da invariancia de gauge local escondida (HLS Hidden Local Symmetry).
Com esta técnica o Modelo de Thirring torna-se invariante de gauge e, como conseqiiéncia,
aparece um campo escalar na teoria. No mesmo trabalho [5.1] os autores observaram que
o campo escalar (A*) adquire massa nas corregoes radiativas. Portanto um termo cinético
para o campo auxiliar (A*) pode ser introduzido na Lagrangiana a nivel cldssico. Seguindo
a idéia da introdugao deste termo cinético para o campo auxiliar (A*), Kondo [5.2, 5.3, 5.4]
reformulou o Modelo de Thirring de uma forma diferente da referéncia [5.1], adotando o
formalismo de Fradkin-Batalin [5.7, 5.8, 5.9], e dependendo dos limites das constantes de
acoplamento pode descrever tanto o Modelo de Schwinger quanto o Modelo de Thirring.

O mnosso objetivo neste capitulo, é estudar o Modelo proposto por Kondo (Modelo de
Kondo) a temperatura finita e analizarmos os limites correspondentes quanto as constantes

de acoplamento.

5.1 Modelo de Kondo

A densidade Lagrangiana do modelo de Thirring com simetria de gauge (MTG) proposto
por Kondo é dada por
- 1. - -
Lre = ¥7"0u — 507" —myy) (5.1)

: 1 , 1 )
+AMZWM¢ + %(AM - aue) - 4_€2F;UJFM )

esta densidade Lagrangiana é invariante pela seguinte transformacao de gauge local

¢ _ 6iw(x)1/] ’ 'QE N @Ee—iw(aﬂ) , AH — AM + auw(l') , 0 —0+w (52)
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e a corrente conservada é

" =Py, (5.3)
As equagoes de Euler-Lagrange sao
(i0, — A) Yy +myp = 0 (5.4)
0 (iauw + Au) Yv—myp = 0 (5-5>
. e e?
OA” —0%(0 - A) + e*y" + EA” — 50”9 =0 (5.6)
06— (0-A) = 0. (5.7)

Das equacoes de movimento podemos fazer dois limites nas constantes de acoplamento:
O primeiro limite a ser considerado no gauge 6 = 0 e fazendo e — oo, assim, da equagao (5.6)
obtemos A" = —iy*1) que substituido na equacao (5.5) reproduz a equacdo de movimento

para o modelo de Thirring massivo
"0 — mip — g () v =0, (5.8)
que expresso em termos de uma densidade Lagrangiana
- i, - - g, -
Lre — Lr = 597" — S04 — my) — §(¢7“¢)2 : (5.9)

O segundo limite também no gauge # = 0 e fazendo g — oo que, em nivel classico resulta

nas equagoes de movimento do Modelo de Schwinger massivo no gauge de Lorenz

(10, — eA) vy +myp = 0 (5.10)
Y (100 + eA) Yy —mip = 0 (5.11)
OA” + ey’ = 0, (5.12)

em que o campo de gauge tem sido rescalado A, — eA,. E correspondem a seguinte

densidade Lagrangiana
i - i, - - - 1
Lre — Ls = 501" 0 — 507" — mipyp + e Ay — - B B (5.13)

5.1.1 Analise de Vinculos

Os momentos canonicos conjugados fermionicos sao

_ - 1
p= __¢70 ) p= __701/} ) (514>
2 2
o momento canonico para o campo eletromagnético é

1
T = EF“O : (5.15)
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e o momento canonico conjugado para o campo escalar é
1 1.
g =——A"+ =6, (5.16)
g g

Os parénteses de Berezin (PB) fundamentais entre as varidveis canonicamente conju-

gadas, {-, -} 5, sao

{Va(@), 0" (W)}, = —050(z" —y") (5.17)
{a (@) .0’ )}, = =050 (z" —y") (5.18)
{Au(@), 7" W)}y = 0,0 (' =) (5.19)

{0@@).mW)}s = 0("—y'). (5.20)

Da expressao dos momentos fermionicos extraimos dois vinculos primérios

. i ;
¢=ﬁ+§w7° ~0 ¢=p+§7°¢%0- (5.21)

Da equagao, ao definir o momento conjugado ao campo eletromagnético, conseguimos

outro vinculo primario, 7°, que denominamos de
o1 =7 ~0, (5.22)

e uma relagao dinamica

Ay = 91 Ag + *nt . (5.23)
E da equacgao (5.16) simplesmente obtemos outra relacao dinamica
= gmp + Ao. (5.24)

A densidade Hamiltoniana canonica é definida por meio de uma transformacao de

Legendre
HC = 7T06) + WMAM + "j}apa + 7jjapa - *CTG

1 1 1
= §g (7‘(‘9)2 + 562 (71'1)2 + % (Al) - —A1819 + (81 ) (525)

i - 1. - - _
+m'801 Ag + Agmg — §¢7131¢ + 561?/)71¢ +mapyp — Ayt
Em seguida definamos a densidade Hamiltoniana primaéria
Hp = He + 09 + Gara + Aaba, (5.26)

onde foi introduzido um conjunto de multiplicadores de Lagrange A, Aq € v.

Os PB’s nao nulos entre os vinculos primarios sao

{@a (@), 00 ()} = =1 (") 0 (=" = 9/") (5.27)
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e, os PB’s entre os vinculos primarios e o Hamiltoniano canonico sao
{¢(2),Ho} = ioy' +map — Ay
{¢(z),Ho} = 'O —myp + A"y (5.28)
{o1(x),Hc} = O —mg+ Yy .

Implementamos as condicoes de consisténcia dos vinculos primarios: primeiramente para

¢

¢(x) = {¢(x),Hp} =0
= V'O —my + Ay — i\ = 0,

equacao esta que determina o multiplicador fermionico A
A =910 + imA Y — iA, A M. (5.29)
Logo, para ¢,

é(x) = {d(x),Hp} ~0
= 0y +myY — APy +idy° =0,

que resulta na determinacdo do outro multiplicador fermiénico \
A= =010y + imapy® — i A pyHAP. (5.30)
Finalmente a preservacao no tempo do vinculo bosonico ¢

¢1(r) = {p1(x),Hp} =0
= o' —me+ U =0, (5.31)

produz um vinculo secundéario que denotamos como
G =0t — g+ Yy ~ 0, (5.32)
e cuja condicao de consisténcia resulta em
G = 01(py' ) — " A+ M, (5.33)
e que usando as equacoes para os multiplicadores de Lagrange fermionicos leva a

G=0, (5.34)

assim, o vinculo secundario é preservado no tempo e, nao existem vinculos adicionais no

modelo.
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Classificagao

Dado o conjunto de vinculos primérios e secundarios

¢ = P+ %%0 ~0, (5.35)
6 = ptgUm0, (5.36)
pr = 1°=0, (5.37)
G = o' —mp+Uy Y =0, (5.38)

o préximo passo ¢ a classificacao deles em primeira ou segunda classe.

0

E facil verificar que ¢y = 7° comuta com os outros trés vinculos, assim ele é de primeira

classe. Agora, calculemos os PBs entre os trés vinculos restantes

{0(2),G(W)}s = ¥ ()" (=" —y") (5.39)
{¢(2).G(y)}s = —"Y(y)d(z" —y") (5.40)
{6°(z), 0" ()}, = —i(")6 (' —y'), (5.41)

assim, o subconjunto ¥ = {g , O, qb} aparentemente é de segunda classe. Para verificar se é

verdade, construimos a sua matriz de vinculos Cy, (2, y) = {2, (z) , 2 (v)} 5

G ¢’ ¢’
G 0 [ by
Clay)=| _ o ] o S —9) =A@ (T YY),
¢* [v7"] 0 —i(7°)
A oG R U

(5.42)
e exploramos a possibilidade dela ter vetores de autovalor nulo, pois esses sao os candidatos
a serem vinculos de primeira classe. Sendo assim, calculemos o autovetor usando a equacao

de autovalor nulo

/dyl C®(z,y)Uy(y) = 0, (5.43)
que resulta em A (z) U (z) = 0, explicitamente temos
7018 B
0 =[] D% U,
[0 =)™ || (Uaa | =0, (5.44)
_ [70¢]a i, (,70)Oéﬂ 0 <U3>,6’

_\T
de onde o autovetor nulo é facilmente calculado U = ( 1, 1, —1tg ) , assim a combinacao

linear que produz o segundo vinculo de primeira classe é

pr = D'Up = G + i Yo — i g, (5.45)
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de onde resulta que o segundo vinculo de primeira classe é

P2 = 817"'1 — Ty + i (pawa + &apa) : (546>

Finalmente podemos concluir a classificacao, dizendo que o subconjunto de primeira
classe é dado por
P10 P2, (5.47)
enquanto que o de segunda classe é
¢, ¢ (5.48)
O seguinte passo é estabelecer condigoes de gauge para os vinculos de primeira classe,
assim, seguindo uma andlise similar a realizada no Capitulo 3 (ver subsegao 3.1.2) com o

modelo de Schwinger, escolhemos o conjunto de condigoes de gauge denominado de gauge

de Coulomb que é dado pelas seguintes relacoes

I
s
e
2
)

&2 (5.50)

5.1.2 A funcgao de Particao

O formalismo Hamiltoniano desenvolvido na se¢ao prévia permite implementar a funcgao

de particao via formalismo de integracao funcional, assim, ela é expressa como

P 5@)6(0) (5.51)

Z(B) = / DODryDA, D" Dy DYy DpDp ‘det{qsa,(ﬁb}

X ‘det{gpi, & 0(&)0(wi) exp {/ﬁd% ith0, A, + imp0.0 — ipOb + i0bp — He + LLQ} ,

B
em que a medida do espago de configuracao / d’r = / dr / dx. O campo escalar 0 e os
B8 0

campos de gauge A, satisfazem condicoes de contorno periédicas na coordenada 7: 6 (0, x) =
0(6,x), Ay (0,2) = A, (B, ) e os campos fermionicos satisfazem condigdes de contorno anti-
periédicas na mesma coordenada 7: ¢ (0,2) = — (3,2) , ¥ (0,2) = — (8, z).

No gauge de Coulomb, o determinante da matriz formada pelos PBs entre os vinculos de
primeira classe e as respectivas condi¢oes de gauge ¢ det{y;,{;} = det ‘— (81)2‘ e, o deter-
minante da matriz formada pelos PBs entre os vinculos de segunda classe é det {(ba, q@b} =
det [1], uma constante que nao contribuiré para as propriedades termodinamicas do sistema.

Hc é a densidade Hamiltoniana canonica definida em (5.25), e o é o potencial quimico
relacionado & densidade de carga conservada Q = 1)7%1.

Fazendo as integracoes em 7’ e Ay, os momentos fermionicos p e p e, logo em 7, e

1

finalmente em 7', apds algumas integracoes por partes, obtemos a funcao de particdo no

gauge de Coulomb

Z(B) :/DGDAaDtzE det [— (01)?] 0 [01A4] exp{/ﬁd% Ly W,w,Aa,e}}, (5.52)
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onde a densidade Lagrangiana Lg [@Z, Y, Ag, 0} é

Lp [0, A 0] = =07 0ut) + 10y — miap + i A,y (5.53)
1 , 1
_Z (Aa - aae) - @FabFab)

a=7ley =9", v =—iny.
Usando o ansatz de Faddeev-Popov (2.111) podemos expressar a fungao de partigao (5.52)

num gauge arbitrario, assim, temos

Z(B) = N(B) / DODA,DYD) (5.54)

g

oF eXp {/dzx £E [ﬁawaAaae}} )
W lw=0 B

sendo F [zﬁ,w,Aa,H} uma condi¢ao de gauge arbitraria e w a funcao definindo a trans-

%8 (F [ih,, Ay, 0]) det

formagao de gauge (5.2).

Escolhemos como condicao o gauge covariante R definida por

§

F=Re=—0,A+20—f F9=F+(—D+§)w . (5.55)
g

9

onde a transformagao de gauge ¢ é A, — A,+ Ow , 0 = 0 + w, f é uma funcao escalar

arbitraria e 0 = 8,9, = (9,)° = (9;)* + (91)*. Entéo, neste gauge a funciio de particio é

Z(B) = / DDA, DYDi) (5.56)

X det

-0+ é‘ ) [—8aAa + é@ — f} exp{/d% L W,zp,Aa,H] } .
g g 8
. ~ T 1 2 2 .
Segundo o procedimento padrao, multiplicamos por exp | —— [ d“x f° ] e integramos em

26 J5
f para finalmente obter a funcao de particao do Modelo Kondo no gauge ;¢

Z () = /DQDAQDQZDw det |0+ 5| exp {/d% Ly [, Aa] + Lo [9]}, (5.57)
9 s

onde £ [@Z_J, Y, A,J ¢ definida como

‘Cl [1;7 @D, Aa} = _@Efyaaaw + /“E’YO@D - m&w + iA(ﬂZ’Yaw (558)
1 1 o 1 2
_@FabFab - % (Aa) - % (aaAa) )
e Ly ]0] é dada por

Ly[6] = —% (8.0)% — Qigze? (5.59)

Podemos observar claramente a motivagao que levou a escolher o gauge R: neste gauge

o campo escalar 6 se desacopla tanto dos férmions quanto o campo de gauge.



5.1 Modelo de Kondo 93

O préximo passo é calcular a fungao de parti¢ao (5.57), assim, primeiramente escolhemos

a situagao mais simples quando m = 0 e . = 0. Nessa condigao, apds a integracao no campo

6 obtemos
¢ 1/2 B o
Z (B) = det|—O+ 5 /DAaDlpDz/J exp {/de L [w,w, Aa] } , (5.60)
B
onde ) ) )
Ao T.a . TG - 2 = 2
»Cl — ¢'7 8a¢ + ZAaqu)fY 1/} 462 FabFab 29 (Aa> 25 (aaAa) . (561>

Logo, a integracao nos campos fermionicos resulta em

1 0,0
2 o o a
exp {/,3d x 27TAa <5ab = ) Ab} ) (5.62)

Introduzindo na equacao (5.60) obtemos

det "y“@a

1/2
Z (B) = dety*0,| det|—0 + ¢ /DAa exp{ Serr[Adl}, (5.63)
g
onde a acao efetiva do campo A, é
SoprAd] /d2 L (cosCeSY s e (o8 1] a (5.64)
e al — — T g - - —_ a € - - a . .
ff ; 5¢2 Ty b P b| Ab
Por 1ltimo, da integracao do campo de gauge obtemos
02 e2|71/2 ¢ —1/2
det | -0+ — + — det |-0O+ = , (5.65)
@ g g

que em (5.63) permite obter explicitamente a fungdo de particdio do modelo Kondo sem

massa que é

2 21-1/2

Z(8) = det‘@’ det |-O + % + = (5.66)

s
Podemos dizer que as propriedades termodinamicas do modelo sao descritas por um campo
2 2
ca - a - . €
fermionico sem massa e um campo bosonico massivo de massa — + — e, vale a pena lembrar
s

9
2

que a massa — foi gerada dinamicamente em nivel quantico.
T

Neste ponto, analisamos os dois limites que mencionamos em nivel cldssico: O primeiro
limite e? — oo, torna o campo escalar infinitamente pesado e cancela a sua contribuicao na
funcao de partigao (5.66) tal que temos

Z(B) — Zru () = det[9], (5.67)

e?2—o00

e assim a termodinamica seria descrita por um campo fermionico sem massa equivalente ao

modelo de Thirring sem massa.
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No segundo limite g — o0, a descrigao da termodinamica dada por (5.66) definitivamente
2
~ . ) € . .
nao muda, porém, a massa do béson passa a ser —, a massa de Schwinger. Assim temos
T

que a funcao de particao neste limite é

2(—1/2
Z(8) — det‘&’ det |-O+ <] (5.68)
g—o0 7
que nao é a fungao de partigdo do modelo de Schwinger (3.73)
o2 -1/2
ZSM (ﬂ) =det|-0+ — (569)
T

Vejamos agora outro modelo bidimensional que é conhecido como modelo de Thirring-
Wess, que descreve um campo de Proca acoplado a férmions de Dirac sem massa, cuja

densidade Lagrangiana é
i i - § 1 o1
Lrw = 5@07“6#@& — §8u¢7“¢ + eA Py — ZFWF“ + §m%AMA“, (5.70)

e a respectiva funcao de particao é dado pela seguinte expressao

21—-1/2

Zrw (B) = det‘@’ det|—Og + mp + % (5.71)

2
. e
Entao, se escolhermos a massa do campo de Proca como m% = —, podemos afirmar, com

toda seguranca que as propriedades termodinamicas do modelo Kondo sao exatamente as
mesmas que a do modelo de Thirring-Wess ou como foi mostrado em [?] também equivalente
ao modelo de Schwinger anomalo quando feita uma escolha apropriada da ambigiiidade.

Tendo definido corretamente a funcao de particao o proximo passo é implementar o
gerador funcional das fungoes de correlacao e estabelecer as equacoes de Schwinger-Dyson e
as identidades de Ward para o modelo estudado.

Em vista do inesperado resultado da equivaléncia entres as fungoes de Particao destes
trées modelos, pretendemos verificar se essa equivaléncia esta presente também nas funcoes

de correlagao térmicas dos modelos.
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Comentarios Finais e Perspectivas

O objeto fundamental para o estudo das propriedades termodinamicas de um sistema
fisico € a funcdo de particio. A implementacao deste objeto deve ser feita cuidadosamente
quando o sistema fisico em estudo é singular ou, melhor dito, o sistema possui vinculos;
entao, a correta implementacao da funcao de particao passa a ser de suma importancia
para a obtencao de um resultado satisfatorio que possa ser em principio compativel com a
experiéncia.

A andlise dos sistemas vinculados segue o formalismo proposto por Dirac [1, 2, 3], cuja
importancia reside na implementacao da funcao de Particao via formalismo de integracao
funcional, ou seja: a classificacao dos vinculos em primeira e segunda classe e a escolha correta
das condigoes gauge sao fundamentais na definicdo correta da medida [4] na integragao
funcional que define a funcao de particao.

Com a funcao de particao definida de modo consistente é direto implementar o gerador
funcional das func¢oes de correlagao térmicas do sistema, assim como estabelecer as equacoes
de Schwinger-Dyson e no caso que ha simetrias de gauge local, também, calcular as iden-
tidades de Ward satisfeitas pelas funcoes de correlagao; ambas de vital importancia para o
estudo de solucoes nao perturbativas para o sistema fisico.

Comecamos estudando um modelo sem vinculos, o campo escalar complexo que na sua
simplicidade além de descrever um gas de bdsons carregados, permite uma descricao clara
do fendmeno conhecido como condensagao de Bose-Einstein.

Logo estudamos o gas de férmions, um sistema vinculado de segunda classe, cujos resul-
tados obtidos sao conhecidos na literatura, por exemplo, é mostrado que os férmions nao
condensam como resultado de eles satisfazerem a estatistica de Fermi-Dirac.

O campo eletromagnético é o sistema fisico mais simples cuja estrutura de vinculos é
puramente de primeira classe. O tratamento cuidadoso deste sistema nos leva a mostrar
corretamente a distribuicao de radiagao de corpo negro ou distribuicao de Planck, assim,
como a lei de radiacao de Stefan-Boltzmann.

Os modelos descritos anteriormente sao livres e estao num espaco de configuragao de
(3+1) dimensoes, onde “1” refere-se a coordenada “temporal”. Os modelos estudados a
partir do Capitulo 3 sdo modelos com interagdo e em (141) dimensdes. A escolha desses
modelos, é devido ao fato que eles sao exatamente soltveis no sentido de que podemos

descrever as funcgoes de particao de forma exata assim como as suas funcoes de correlacao.
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O primeiro modelo bidimensional estudado foi o modelo de Schwinger [5, 6, 7, 8, 9, 10]
que é um modelo com simetria de gauge local e apresenta a geracao dinamica de massa
para o campo de gauge. De acordo com a literatura [11, 12] mostramos que as propriedades
termodinamicas sao descritas pela funcao de Particao de um campo escalar massivo de massa
%, a massa gerada pelo mecanismo de Schwinger. Como uma extensao estamos estudando
as propriedades termodinamicas da outra solucao do modelo de Schwinger conhecida como
modelo de Schwinger anémalo [13, 14], assim como, se a sua equivaléncia (a T' = 0, [15]) é
mantida, a T' # 0, com o modelo de Thirring-Wess [16]. E, em paralelo estamos estudando
também a termodinamica do modelo de Schwinger quiral generalizado.

O segundo modelo escolhido foi o modelo de Thirring sem massa [17, 18, 19, 20, 21],
que embora nao seja uma teoria de gauge ele faz uma resenha ao modelo de Pauli devido
ao termo de interacao (157’%)2 ou via a transformagao de Fierz o termo de interacao pode
ser expresso de tal modo que resulta na versao bidimensional do modelo de Nambu-Jona-
Lasinio [22], compartilhando ambos os modelos das mesmas propriedades nao perturbativas
[23]. Seguindo o procedimento padrao, linearizamos o termo de interagao introduzindo um
campo vetorial. Este passo permite calcular exatamente a integracao fermionico, tal como
fizemos no modelo de Schwinger. Assim, concluimos que a termodinamica do modelo de
Thirring sem massa é descrita pela fungao de particao de um campo fermionico sem massa.

Por outro lado, devido ao fato do modelo nao ter uma simetria de gauge local, em nivel
classico, é possivel calcular o determinante fermionico usando um método de regularizacao
generalizada [24, 25, 26], ou dito de uma outra maneira, podemos definir a corrente fermiénica

num sentido generalizado [27, 28, 29]. Neste caso o determinante fermionico é dado por

: _ : 1 at+l , OO
det (i@ + A) = exp (z/d:c %AH l 59 5 } Al,> : (5.72)

em que a parametriza as diferentes regularizagoes utilizadas para controlar as divergéncias
ultravioletas que aparecem no calculo do determinante fermionico ou na definicao da corrente
fermionica. Quando a = 1 o lado direito da equagao (5.72) é invariante sob a transformagao
de gauge local A, — A, +0,a. Usando o resultado, podemos calcular a fungao de Particao e
as propriedades termodinamicas do modelo. Estes estudos assim como a anélise das funcoes
de correlagao para esta solucao geral [21] do modelo de Thirring estdo em andamento. Um
outro problema é o estudo das propriedades termodinamicas das fases com e sem simetria
quiral chamadas de simétrica e nao simétrica [23, 30], avangos nessa diregao estdo sendo
desenvolvidos.

O 1ltimo modelo bidimensional tratado na tese é o modelo de Thirring com simetria de
calibre ( Modelo Kondo) que foi primeiramente proposto por K. Kondo [31, 32| e separada-
mente por Itoh [33] e colaboradores, embora as abordagens propostas para a obtencao do
modelo sejam diferentes. Os estudos de Kondo e Itoh foram a temperatura zero, a proposta
era que o modelo podia descrever, em nivel classico, dois modelos diferentes tomando os
limites adequados: O primeiro limite e? — 0o, no gauge 6 = 0, levava ao modelo de Thirring

e, o segundo limite g — oo, também no gauge 6 = 0, levava ao modelo de Schwinger.
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O fato ou resultado interessante obtido na Tese é que um dos limites, €2 — oo, é com-
pativel com o resultado deles. Porém, o segundo limite g — oo obtido por eles nao é
compativel com o nivel quantico do modelo. Como vimos no Capitulo 5 a termodinamica

do modelo Kondo, dado um e?

e um g quaisquer, é a do modelo de Thirring-Wess [16] e/ou
a do modelo de Schwinger anomalo [16]. Assim, no limite g — oo a termodinamica sera a
mesma que para um g finito.

Dada a equivaléncia termodinamica dos modelos mencionados ¢ interessante estudar se
tal equivaléncia é mantida em nivel de funcoes de correlacao. Avancos nesta direcao estao

sob estudo.
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