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Resumo

Sabemos, do modelo padrao da cosmologia, que quatro equagoes regem a dinamica
do universo. As duas primeiras sao as equacoes de Friedmann, a terceira é a equacao
de conservacdo do tensor energia momento e a ultima é uma equacdo de estado.
Através desta equagao de estado podemos defininir 3 periodos bastante distintos

na evolucao de nossa universo: p = 0, era da matéria; p = era da radiacao;

%’
—e<p< —§, era inflacionéria.

Por outro lado, baseado na termodinamica, é razoavel supor que a equacgao de
estado do universo primordial seja bastante complexa, principalmente devido ao
fenomeno de producao de pares.

Nesta dissertacdo, propomos algumas equagoes de estado p(k7T") para o universo
primordial, baseado em um gés de fétons mais um gas de nucleons provenientes da
radiacdo. Utilizando o método de Mayer de expansao em clusters, estes nucleons
sao tratados estatisticamente como particulas classicas que interagem através de
potenciais nucleares fenomenoldgicos.

A principal caracteristica destas equacoes de estado é que, devido & forte atracao
da interagdo nuclear, conforme a energia k7 aumenta a pressdao torna-se negativa.
Portanto, as equagdes de estado p(kT) sao capazes de ligar de forma natural as
relagoes p = £, da era da radiagao, e —e < p < —¢£, da era inflacionaria, possibili-

tando assim um mecanismo fisico de geragao de inflacao no universo primordial.

Palavras Chaves: cosmologia; equacoes de estado; potencial nuclear; sistemas

estatisticos com interac¢ao; nucleons.

Areas do conhecimento:1.05.01.03-7.
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Abstract

We know, from the standard model of cosmology, that four equations determine
the dynamics of the universe. The first two are the Friedmann’s equations, the
third one is the equation of the conservation of the energy-momentum tensor and
the last one is a equation of state. Through this equation of state we can define 3
much distinct periods in the evolution of the universe: p = 0, matter era; p = £,
radiation era; —e < p < —£, inflationary era.

Nevertheless, based on thermodynamics, it’s reasonable to suppose that the
equation of state of the early universe is very complex, mainly due to the pair
production phenomenon.

In this dissertation we propose some equations of state p(kT") for the early uni-
verse, based in a gas of fotons plus a gas of radiation-belonging nucleons. Using
the Mayer “s method of cluster expansions, these nucleons are treated statisticaly as
classical particles that interact through phenomenological nuclear potentials.

The main caracteristic of these equations of state is that, due to the strong
attraction of the nuclear interaction, as the energy k7" grows the pressure become
negative. Thus, the equations of state p(kT") are able to link naturally the equation
p = 5, of the radiation era, and —e < p < —£, of the inflacionary era, enabling in

this way a physical mechanism that produces inflation in the early universe.
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Capitulo 1

O Modelo Padrao da Cosmologia

1.1 Introducao

O objetivo da Cosmologia é o de descrever o universo e sua evolugao. Um conceito
preliminar importante para a Cosmologia é que o universo*, fisicamente falando,
representa o todo, ou seja, ele ndo tem fronteiras e portanto nao é possivel “sair”
do universo. Dito isso, o universo pode ser tratado como um sistema fisico isolado,
cuja evolucao é determinada através de interacOes entre suas partes. Sao essas
interagoes que coletivamente geram os efeitos medidos aqui na Terra.

Hoje sao conhecidas quatro interagoes fundamentais na natureza. Duas delas
(interacoes forte e fraca) sdo de curto alcance. A interagdo eletromagnética é de
longo alcance, porém a existéncia de duas cargas distintas, uma que gera atragao
e outra que gera repulsao, faz com que as cargas tendam a se cancelar de forma
a produzir um meio eletricamente neutro. Note que se integrarmos a lei de Gauss
V) E = p em todo universo, necessariamente teremos p = (. Portanto a interacao
eletromagnética pode ser desprezada em larga escala. Por tltimo, temos a interagao
gravitacional que é de longo alcance e sempre atrativa.

Devido a este fato, é razodvel supor que a evolucao do universo seja governada
apenas pela interagao gravitacional. Como se sabe, essa interacao é descrita pela
Relatividade Geral e tem por equagoes fundamentais as equacoes de Einstein.

Com base em todos estes argumentos, criou-se um modelo cosmoldgico, baseado
na Relatividade Geral, chamado de modelo padrao.

Neste primeiro capitulo, baseado nas referéncias [1], [2] e [3], pretendemos apre-

sentar de forma resumida alguns dos principais pontos do modelo padrao.

* Aqui é feita uma distingdo entre universo (com letra miniscula), que representa apenas o todo
material, e Universo (com letra maidscula), representa TUDQ. Tecnicamente falando, o “universo”
se refere apenas a secgfo espacial do espaco-tempo. Nessa Dissertacdo, vamos trartar apenas do

universo material.
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1.2 Equacoes de Friedmann

Uma das bases do modelo padrao estd no elemento de linha de Robertson- Walker
(R.W.)*,

dr?

1 —kr?

ds* = dt* — a*(t) + r2df* + r?sen*0d¢? | | (1.1)
sendo 7, 0 e ¢ as coordenadas espaciais, ¢ a cordenada temporal, a(t) o fator de
escala e k o parametro de curvatura podendo valer -1,0 ou 1. Esta métrica é
obtida invocando-se o principio cosmoldgico (o universo é homogéneo e isotrépico)
e o principio de Weyl (as galdxias, tomadas como unidades de observagio, seguem
geodésicas ndo interceptantes). Vale ressaltar que, pelas observacoes, a distribuigao
de matéria nao é homogénea, e muitas galdxias ndo seguem o principio de Weyl
(ocorre interceptagio), porém espera-se que o universo como um todo obedega, com
boa aproximacao, os dois principios.

As equagdes que regem o universo sao obtidas usando 1.1 na equacao de Einstein:

R, = -81GS,,, (1.2)

onde R, é o tensor de Ricci e Sy, é termo de fonte.

Através da métrica, podemos calcular o tensor de Ricci da seguinte forma: Com
o auxilio de (1.1) calcula-se a conexdo de Levi-Civita, em seguida determina-se o
tensor de Riemann, e finalmente através de uma contracao deste tensor chegamos

ao tensor de Ricci. Os resultados sao:

3a

Ry =— 1.3
tt a ) ( )

Rti - 0, (14)
Rij = (aii + 24* 4 2k)g,,, (1.5)

sendo gi]- as componentes da métrica dividas por a?(t) e 7,7 = 1,2 ou 3 (apenas a

parte espacial). Estas 3 equagoes estdo relacionadas com a geometria do universo.

*Consideramos c=1.
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Precisamos também determinar o contetiido do universo descrito pelo tensor de

energia momento da forma de um fluido perfeito:

T;w = —PGuv + (p + p)UuUIJ7 (16)

sendo p(t) e p(t) a pressdo e a densidade respectivamente. Na média o contéudo do
universo estd em repouso em relacao as coordenadas espaciais comoveis, logo temos

as seguintes equagoes para a quadri-velocidade:

Ut=1 U =0. (1.7)

O termo de fonte na equacao de Einstein é da forma:

1 A

S;w = Tuu - _gpuT;\ - %guy-

: (1.8)

sendo A a constante cosmoldégica. Com o auxilio de (1.1), (1.6) e (1.7) podemos
calcular (1.8):

1 2A
= = 1.
St 2(P+3 87TG)’ (1.9)
S, =0, (1.10)
1 2A
= —Z(p—p+ Vg, 1.11
Si 2(/) p+ 87rG)gU (1.11)

Finalmente, podemos escrever as equagoes de Einstein, dadas em (1.2), utilizando
(1.3), (1.5),(1.9) e (1.11). A equagio da componente temporal resulta em

2A
4= — - 1.12
3d 4G (p + 3p 87TG)a’ ( )

e a equacao das componentes espaciais resulta em
2A |

i+ 2R? = —p+-——)d’. 1.1
ad + 2R° + 2k = +47G(p p+87rG)a (1.13)
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Eliminado ¢ das equagoes (1.12) e (1.13), obtemos a forma final das 2 equagoes

diferenciais que, juntamente com a equacgao de estado, regem a dinamica do universo:

a = [2 (?) p+ %} a* — k, (1.14)
i = [% —~ ? (p+ 3p)] a. (1.15)

Combinando as equagoes (1.14) e (1.15), ou utilizando a equagio de conservagio
do tensor energia momento V,T"" = 0, podemos obter uma terceira relacao dada

por:

%(pa‘%) = —3pa’. (1.16)
A equagao (1.16), juntamente com uma equagao de estado do tipo p = p(p), nos
permite relacionar a densidade de energia com o fator de escala.
Vamos agora analisar algumas propriedades fisicas do modelo padrao no caso em
que a constante cosmolégica é igual a zero (A = 0), utilizando apenas as equagoes

(1.14), (1.15) e (1.16) .

o’ = ?pcﬂ —k, (1.17)
e
i = —%(p—f-?)p) a. (1.18)

Como se sabe, o parametro de escala a(t) é definido positivo, pois ele mede o
tamanho espacial do universo. O fator %, que representa a velocidade de expansao
relativa, também é positivo, pois as observagoes indicam um red-shift e nao um blue-
shift. Porém, a quantidade %, que representa a aceleragao relativa, serd negativa
sempre que a quantidade p + 3p for positiva. Com estas 3 informacgoes sabemos
que a curva de a(t) versus t é crescente com concavidade para baixo, o que significa
que a atracao gravitacional representada pela pressao e pela densidade de energia
tende a diminuir a velocidade de expansao do universo. Mas serd que esta atragao
gravitacional é forte o suficiente para parar a expansao do universo? Para respon-
dermos esta questdo vamos comecar analisando a equacio (1.16). E facil de verificar

através desta equagao que, para uma pressao positiva, a densidade de energia p deve



Capitulo 1. O Modelo Padrao da Cosmologia 5

3

decrescer mais rapido do que a®. Logo, se tomarmos a — 0o, na equagio (1.17)

temos o primeiro termo do lado direito indo a zero, portanto:

a’ = —k. (1.19)

Para £ = —1, a velocidade de expansao serda sempre positiva, ou seja o universo
se expandird para sempre (universo aberto). Para k = 0, a velocidade de expansao
chegard a zero com ¢ — 0o, ou seja o universo tenderd a parar em um tempo infinito
(universo plano). E finalmente, para k = 1 a expansao do universo ird parar em um
tempo finito (ver equacdo 1.17) e provavelmente neste caso o universo voltara para
a situacao inicial onde a = 0 (universo fechado).

Vamos agora relacionar o parametro de curvatura k£ com os valores de hoje em
dia da pressdo (pg) e da densidade de energia (py). Invertendo a equacao (1.17)

podemos escrever,

3 k
P=oa <— + Hg) 5 (1.20)

2
ag

sendo ay o valor de hoje em dia para o fator de escala e Hy a constante de Hubble
(Hy = 219} Substituindo (1.20) em (1.18), podemos escrever

a(to)
1 k
=——— | =+ H*1-2q)|, 1.21
=g |+ H30 200 (121)
onde gy representa o parametro de desaceleracao dado por gy = —d(to)d“z(gfo)).

Existem boas razoes para se acreditar que hoje em dia a densidade de energia é
muito mais importante do que a pressao (py > po), portanto podemos desconsiderar

po em (1.21) e relacionar os parametros observaveis Hy e gy com a curvatura k:

k
— = Hi(2g0 — 1). (1.22)
ap

Vemos, de (1.22), que o valor de gy determina a curvatura espacial k. Substi-
tuindo (1.22) em (1.20) obteremos

Qo = 22 = 2¢,, (1.23)

c

3H?
sendo p. = g2

a medida da densidade de energia do universo de hoje pode determinar os possiveis

Finalmente, analisando as equacao (1.22) e (1.23), podemos ver que
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destinos para o universo, quais sejam: aberto se py < p.; fechado se py > p¢; plano
Se Po = Pe-
Medidas observacionais indicam os seguintes valores para a constante de Hubble

e o parametro (g [3]:

k
Hy = 100h~——"— 0,0052 < Quoh? < 0,026, (1.24)
Mpc.seg

onde h representa a incerteza na medida da constante de Hubble.

Vamos voltar agora a primeira equagao de Friedmann com constante cosmoldgica

(equagao 1.14), e reescrevé-la em termos do fator H(t) = % e das densidades
relativas € = p%’ Qp = ﬁ e Q(t) = —W. Dividindo-a por a?(t) e por Hy,
temos:
H? k A
=L _ = Oy + Q) + Q. (1.25)

B o amm " 3H

Sendo que esta ltima equagao estd sujeita ao seguinte vinculo Qyg+Qp0 (1) +24 =
1 (o indice zero representa valores atuais).

A segunda equacdo de Friedmann (equac¢do 1.15) pode ser combinada com a
primeira a fim de escrevermos uma equacao que contenha a derivada temporal do

fator H(t) = % Segue:

Hzg—H2=—47rG(p+p)+ k

. = (1.26)

Por fim, eliminando a densidade de energia em (1.26) com o auxilio de (1.25) e

escolhendo como unidade de tempo H, ! temos:

H> =+~ — —. 1.27
pe  a2(t) T 3 (1.27)
. 3 3p k A
H=-"H*-— - 4+, 1.2
2 20, 2a? * 2 (1.28)

As equagoes (1.27) e (1.28) sao as equagoes de Friedmann de forma simplificada
com unidades convenientes. Nas proximas secoes, apenas para termos uma idéia
qualitativa, vamos utilizar estas 2 equagOes para estudar os modelos dominados

pela matéria, pela radiacao e pela inflacao. Nos trés casos faremos a simplificacao
A=k=0.
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1.3 Modelo dominado pela matéria

Neste modelo a matéria constituida de bédrions ndo relativisticos (k7 < 1GeV)
prevalece sobre os fétons, ou seja, a energia em forma de matéria é muito mais impor-
tante do que a energia em forma de radiacao. Até pouco tempo atras acreditava-se
que este modelo descrevia o universo dos dias de hoje*.

Supondo a pressao de matéria dada pela expressao de um gdas ideal nao rela-
tivistico p, = npkT} nas equacgoes de Friedmann® (1.26), temos uma combinacio da
pressao com a densidade da forma

o + Py = mp[m + KTy /] = %[ch + KTy, (1.29)

Pela equagio (1.29) e supondo kT < 1GeV é facil de perceber que a pressdo de
barions é desprezivel se comparado com a densidade de massa. Portanto para o caso

de referéncia (A = k = 0) as equagdes de Friedmann (1.27) e (1.28) resultam em:

He_3pg2__37
2 2p¢

(1.30)

Utilizando a condigdo inicial H(t = 0) = oo, temos que a solugdo de (1.30)

resulta em:

2
H(t) = 3 (1.31)
ou em termos do fator de escala:
d 9 2/3
da _ 2 di_ alt) _ (LT (1.32)
a 3 t Qo t()

Podemos reescrever (1.32) utilizando defini¢ao de red-shift (1 +z= ‘ﬁf;) ea

equagao (1.31):

t 2/3 9 2/3
1 == = . 1.
()" (5%)

*Antes de medidas de disticias de supernovas indicarem que a expansdo do universo estd

acelerando.
tRestauramos a velocidade da luz para comparacdo entre a energia de repouso e a energia

cinética.
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Substituindo ¢ de (1.33) em (1.31), segue

2 _ (1+2)%, (1.34)

H§
sendo que esta ultima expressao relaciona a funcao de Hubble com o red-shift. Fi-
nalmente, com o auxilio de (1.30) temos:

2

Pb

e = HngO == (1 + 2)39()0. (135)

Da equagdo (1.35) podemos obter o valor numérico para a densidade de massa
dos bérions,

pp = 1,878 x 107 2Qy0h?% (1 + 2)%kg/m?, (1.36)

e dividindo (1.36) pela massa do préton, obtemos a densidade numérica de bérions:

ny = 11Qu0R% (1 + 2)°m 3. (1.37)

E interessante, também, para fins ilustrativos, calcular a pressdao de radiacao py,
desprezada inicialmente. Para isso basta substituirmos (1.37) na equagio de estado

de um gés ideal. Adimensionalmente temos:

Do

o 9,2.10 T, (1 + 2)®h* Q. (1.38)

1.4 Modelo dominado pela radiacao

O modelo dominado pela radiagao ocorre quando a contribuicao da energia em forma
de radiacao é muito maior do que a energia em forma de matéria. Neste caso, os
barions sao desprezados, levando-se em conta apenas os fétons. Espera-se que no
passado, antes da era dominada pela matéria, este modelo descreva o universo.

Segundo o red-shift gravitacional, a energia de um féton aumenta linearmente
com z. Mais precisamente € = ¢y(1 + z). Como a energia deste féton é proporcional
a kT, temos:

T, = Tyo(1 + 2). (1.39)
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Sabendo que a temperatura de hoje é da ordem de T,y = 2,7 °K, podemos
calcular por exemplo qual é o red-shift na época da recombinagao*, sabendo que
nesta época a temperatura era da ordem de T, = T} ~ 3000K, o que corresponde a
um red-shift de z ~ 1,1 x 103.

Por outro lado, a densidade de energia de radiacao de um corpo negro é dada

por:

py = aT}, (1.40)

sendo a a constante de corpo negro!.
Dividindo (1.40) pela densidade critica p. temos:

Py _ —Trpdy —2
E =2,1x10 Tyh . (1.41)

E substituindo (1.39) em (1.41) segue:

Pr N(1+2)* com N =1,1.10"°h"2 (1.42)
Pe

A equacao de estado para um géas de fétons é dada por p, = %’, logo para o caso
de referéncia (A = k = 0) as equagdes de Friedmann (1.27) e (1.28) resultam em:

H=—2H=-2" = H’=N@1+2)" (1.43)
Pe

Para uma condicdo de contorno do tipo H(t = 0) = oo, a solucdo de (1.43)
implica em
H(t) = — (1.44)

ou, em termos do fator de escala,

da dt t
_ — 2/ 14
" o = a(t) ao ¢/ i (1.45)

Antes da recombinacao, existia o equilibrio térmico entre a matéria e a radiacao,

pois com os elétrons livres, o livre caminho médio dos fétons era muito pequeno.

*Recombinagio - Prétons e elétrons se ligam formando um dtomo neutro.

tEstamos considerando novamente c=1.
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Portanto como o universo, antes da recombinagao, tem uma tnica temperatura,
com o auxilio de (1.39), podemos medir esta temperatura em red-shift. Isto implica,
também, em z ser um 6timo parametro de tempo.

Utilizando a equagio de estado e a equagao (1.42) podemos determinar a pressao

de radiacao adimensionalmente:

Dy N 4
=—(1 . 1.46

Vamos agora comparar os valores de densidade de “energia” e de pressao entre

as eras da matéria e da radiagdo. Dividindo (1.42) por (1.36) temos,

% =2,31.1075(1 + 2)Q, (1.47)
b

e dividindo (1.46) por (1.38) segue:

Py, (1+2)107 (1.48)
Db T
sendo que esta ultima equacao vale apenas no caso em que a pressao de matéria é
dada por um gés ideal.

E importante ressaltar que as equacdes (1.47) e (1.48) ndo correspondem A re-
alidade, visto que elas comparam um universo composto s6 de matéria com um
universo composto s6 de radia¢do, porém nos casos onde p, < py e py, > py a
equacao (1.47) é uma excelente aproximacgao. Através de (1.47), podemos inferir
em ordem de grandeza, o ponto em que a densidade de “energia” de radiagao ul-
trapassa a densidade de “energia” de matéria, fazendo simplesmente p, ~ py. Este
ponto ocorre para z =~ 4.10*C.

Para z > 10°, o modelo dominado pela radiacdo descreve com boa aproximacao
a evolucdo do universot.

Por ultimo, vamos definir uma varidvel temperatura como

_ kL _

T =2,5x 107 3(1 + 2), (1.49)

mc?

e escrever a densidade numérica de fétons (n,) e de bdrions (n,) da seguinte forma:

3
n, = 0,24 (%) , (1.50)

tSalvo um curto perfodo inflaciongrio inicial.
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3
ny = 6,3 x 10~°0h? (%) , (1.51)

onde o comprimento de onda Compton para o préton é A\, = £ =208 x 10~ ¢m.

me2

1.5 Modelo Inflacionario

Diferente dos modelos dominados pela matéria e pela radiacao, a equacao de estado
do modelo inflacionédrio ndo possui uma origem fisica. Na verdade, até hoje ninguém

conseguiu explicar a origem de uma equacao de estado do tipo necessario,

p=—p. (1.52)

Porém, acredita-se que o universo primordial experimentou um curto periodo
inflacionario. Esta crenca estd baseada, entre outras coisas, na resolucao dos pro-

blemas de planura e horizonte.

(i) Problema de planura - Por que a densidade inicial de energia do universo era
muito proxima da densidade critica?

(ii) Problema de horizonte - O universo como um todo, no inicio, deveria es-
tar em contato causal para podermos ter equilibrio térmico, como o observado na

radiacdo cosmica de fundo.

Suponha entao que, em um determinado periodo, a equacao de estado do universo
seja dada por (1.52). As equagoes de Friedmann (1.27) e (1.28), com A = k = 0,

assumem a seguinte forma:

P
H? =~ (1.53)
Pe
F=—3m24 30 (1.54)
2 2p¢

Combinado (1.53) com (1.52), segue:

H=0 = H@)=¢, (1.55)
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sendo C' uma constante arbitraria.

Resolvendo (1.55), em termos de fator de escala a(t) temos:

1da
- = = a(t) = ape’ 1.56
— (1) = a (1.56)
onde aq é outra constante arbitraria.
Segundo (1.56), vemos que uma equagao de estado do tipo p = —p, gera uma

expansao exponencial para o universo. O fato mais importante desta solucao é que,
diferentemente dos outros 2 modelos, o universo sofre uma expansao acelerada, i.e
a(t) > 0. E importante lembrar que se tivermos uma expansio acelerada por um
determinado periodo resolveremos os problemas de planura e horizonte.

Uma inspecao um pouco mais detalhada nas equacoes de Friedmann nos revela

que qualquer equacao de estado do tipo

p=(y—1p, (1.57)
sendo
2

nos leva a uma expansao acelerada do fator de escala.

Logo, uma equagdo de estado (1.57), que satisfaga a condigdo (1.58), nos define
um modelo de inflagao generalizado.

Observe que (1.57), também conhecida como equacao barotrépica, é bastante
geral e pode englobar varios modelos de universo.

vy=1 Modelo dominado pela matéria.

v=4/3 | Modelo dominado pela radiagéo.

v=0 Modelo inflaciondrio.

0 <+ < 2 | Modelo inflaciondrio generalizado.

Tabela 1.1 - Respectivos valores de v para cada modelo de universo.

Uma andlise interessante a ser feita com respeito a equacado barotropica é o que
acontece com o universo quando v < 0. Utilizando a equacdo (1.16) temos:

d 3 2 3dp 2
7o (pa”) = —3pa = @ ==3a(p+p) (1.59)
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Observe que para v < 0 temos p + p < 0, portanto

dp
3
_ 1.
0’ >0 (1.60)

Como a® > 0, a equacao (1.60) nos diz que um aumento no tamanho espacial do
universo acarreta em um acréscimo na densidade de energia total p. Isto é claramente
um absurdo, pois o universo é um sistema fechado e por definicao sem fronteiras.
Portanto, se quisermos usar a equacao barotrépica para descrever a evolugao do

universo, deve-se respeitar a condi¢ao vy > 0 .

1.6 Solucao geral das equacoes de Friedmann

Em um universo termalizado (z > 10%) temos uma tnica temperatura, o que nos
permite resolver as equacgoes de Friedmann analiticamente. Usando como varidvel

de tempo o red-shift, temos as seguintes relagoes:

ag dz ag
z(t) =@—1 = E:_cﬁ(t)

a(t) = —(z + 1) H(t). (1.61)

Vamos definir também uma fungao f(z) como:

f(z) = 5 (1.62)

sendo f(0) = 1.

Se observarmos as equagoes de Friedmann (1.27) e (1.28), vemos que a segunda
equacao é que rege a dinamica de expansao, sendo a primeira utilizada apenas
para termos um vinculo entre a funcao de Hubble e a densidade de energia. Para
resolvermos (1.28) de forma analitica, precisamos saber como H(t) se expressa em

termos da fungdo f(z):

df(z) _  H(z)dH df(z) _ 2 dHde .,
- _QHg — = (=== W ds di 2H(t),  (1.63)

onde na tltima passagem utilizou-se a unidade H, ' = 1.
Usando as equagoes (1.61), (1.62), e (1.63) em (1.28) temos:

—ar3P s Fgoa (1.64)

df
1 -~
(1+4+2) 7 P
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Como foi visto na secao anterior, a unica contribuicao da pressao vem da ra-
diagao, logo utilizando (1.46), em unidades com ¢ = 1 segue:
daf
dz

(1+2) :3f+N(1+z)4+§(1+z)—A. (1.65)

Fazendo a mudanga de varidvel z = z+1, temos f(z = 1) = 1 e a equagdo (1.65)

muda para:

df .k
- = N —x — A. 1.
T 3f+ Nz —I—a%x (1.66)

Esta equacao é facilmente resolvida pelo método de Frobenius e sua solucao é

k A kA
ou em termos da func¢do de Hubble H(z)
A A
H2(z):N(1+z)4—%(1+z)2+—+(1+z)3 <1+£2———N). (1.68)
ag 3 ag 3

E interessante notar que no caso de referéncia (A = k = 0), a equacio (1.68) se

reduz a:

H?(z)=N(1+2)*+(1-N)(1+2)> (1.69)

O primeiro termo de (1.69) representa o dominio da radiagio [como na equagio
(1.43)] e o segundo termo representa o dominio da matéria [como em (1.34)].

Uma expressao para o fator de expansao em funcao do tempo pode ser obtida
através de (1.68) e (1.61),

da Aa* kA

cuja solucao é dada por:

a(t)

/ z
alto) \Q/Na% — kz?2 + AT$4+

d

t—ty = (1.71)

i
d(1+5-4-N)a

ag
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1.7 Historia térmica do universo

Nesta ultima parte do primeiro capitulo, vamos descrever qualitativamente as varias
épocas e os seus principais eventos, baseado na referéncia [4]. Um resumo desta

historia é apresentado na tabela 1.1.
- kT > 100GeV :

Nesta época, estamos em um regime de temperaturas e densidades muito altas.
Neste regime, as ferramentas utilizadas para os cdlculos sao meras extrapolagoes
especulativas da fisica que nés entendemos, pérem assumimos que as técnicas e
os principios gerais ainda podem ser aplicados. E neste periodo que a inflacao
cosmologica, baseado em um campo escalar chamado Inflaton *, deve ocorrer.

Depois do fim da inflacdo, teremos possivelmente um periodo dominado por
particulas nao relativisticas (dominio da matéria) chamado de Cold Big Bang. Even-
tualmente, estas particulas decairam em particulas relativisticas e produziram um
universo dominado pela radiacao. Este processo é chamado de reaquecimento. Neste
cendrio mais simples, a radiacdo dominara até o turning point (kT ~ 10eV).

-100GeV > kT > 10eV :

A fisica deste periodo é descrita pelo modelo padrao de particulas ou alguma
extensao supersimétrica deste. O primeiro fendmeno que deve ocorrer durante esta
época ¢ a transicdo de fase eletrofraca, onde as interacoes eletromagnéticas e fraca
ganharam identidades distintas. Outro fenomeno importante que devera ocorrer
neste perfodo é a transicao de fase quark-hadron por volta de 150MeV*.

Para valores menores do que 10 MeV ja estamos com uma fisica cosmoldgica, bem
mais acessivel e podemos prever algumas coisas com um maior grau de confianca.
Em particular, por volta de 0.1MeV, deve ocorrer a nucleossintese primordial, pois
calculos sobre a nucleossintese a essas energias, predizem corretamente a abundancia
dos elementos mais leves.

Por volta de 10eV temos o turning point, onde a densidade de energia da matéria
(ndo relativistica) comeca a ser mais importante do que a densidade de energia da
radiagao.

- kT < 10eV :

Logo depois do turning point, ainda préximo dos 10eV, ocorre o fenémeno

*Vale ressaltar que até o presente momento ninguém conseguiu obter o Inflaton baseado nas

GUT’s.
t Apesar de muitos acreditarem que acima de 150M eV ocorrerd o desconfinamento, nem a teoria

(QCD) nem a experiéncia conseguiram determinar a energia no qual ocorre a transigio de fase.
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da recombinacdof, onde elétrons e prétons se combinam para formar o dtomo de

hidrogénio. Com um meio eletricamente neutro ocorre o desacoplamento dos fétons,

produzindo o que hoje detectamos como sendo a radiagao césmica de fundo.
Devemos ter também neste periodo a formacao de estruturas, incluindo os grandes

sistemas ligados gravitacionalmente, tais como: galaxias, aglomerados de galaxias,

etc.
t kT Eventos
107%2s 108GeV Comecgo da Inflagao?
10732%65 | 10!1343GeV | Fim da Inflacdo, Comeco do Cold Big Bang?
10718465 | 10553GeV Comeco do Hot Big Bang?
10719 100GeV Transicao de fase Eletrofraca?
10~%s 100MeV Transicao de fase Quark-hadron?
10~ 2s 10MeV v,v,e,e,n e p todos em equilibrio térmico.
1s 1MeV desacoplamento de v, e aniquilacao de ee.
100s 0.1MeV Nucleossintese.
10*anos 10eV Turning point.
10*anos 10eV Formacgao dos dtomos, desacoplamento dos 7.
~ 10%anos 10~%eV Formagao das primeiras estruturas ligadas.
Hoje 2.7128/k K O presente

Tabela 1.2 - Historia térmica do universo.

T ~ 3000 K



Capitulo 2

Sistemas Estatisticos com Interacao

2.1 Introducao

Sistemas estatisticos com interacao sao muito dificeis de se resolver analitica-
mente devido a dificuldade de se calcular a fun¢ao de particdo. Para se ter uma idéia,
nao existe nenhuma funcao de particao a 3 dimensoes, de particulas interagentes,
que tenha sido completamente calculada. O que se faz normalmente é o desenvolvi-
mento de um método sistemdatico onde as véarias quantidades fisicas sdo descritas
por uma expansao em série, no qual o primeiro termo corresponde ao sistema sem

interagao, e os termos subseqiientes provém correcoes das interacoes interparticulas.

No caso de gases reais®, obedecendo a estatistica classica, foi desenvolvido um
método de expansdo, por Mayer e colaboradores (1937), que leva em conta a in-
teracao entre particulas. Este método é denominado de método de expansao em
clusters. Sua generalizacdo, para gases que obedecem as estatisticas quanticas, foi
iniciado por Kahn e Uhlenbeck (1938) e aperfeicoado por Lee e Yang (1960).

Pretendemos neste segundo capitulo, descrever o método de expansao em clus-
ters, baseado em [5], com uma especial énfase para o significado da equagdo de
estado. Iremos discutir, também, como se obtém a densidades de particulas intera-
gentes, baseada na abordagem do equilibrio.

2.2 Expansao em cluster para um gas classico

Vamos comecar com um sistema fisico de um gas classico de N particulas, com
apenas uma espécie monoatomica, no qual a energia potencial é dada pela soma da

interacao entre duas particulas. O Hamiltoniano deste sistema é dado por

*Gases com interagao.

17
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2
H= (p—> +3 (G,5=1,2,3,..N) (2.1

sendo que a segunda soma em (2.1) é feita sobre todos os N(N — 1)/2 pares de
particulas. Vamos supor agora que a forca entre dois corpos é do tipo central, ou
seja a fun¢ao u;; depende somente das distancias r;; entre particulas.

Uma vez dado o Hamiltoniano, podemos escrever a funcao de particao do sistema
como:

1 2
Qv(V.T) = S / exp {—ﬂz (5’7;1

onde 3 = 1/kT e h é a constante de Planck.

A integracao nos momentos ¢é facilmente resolvida,

3N
1 2 v 2rmkT 1
e[ DR (@)= () e e

sendo m a massa da particula, e A 0 seu comprimento de onda térmico.

) - f Z Uij } d*Npd*Nr (2.2)

1<j

Reescrevendo a nossa funcao de particao, temos

1
Av(V,T) = WZN(Va T) (2.4)

onde Zy(V,T) é a integral de configuragao dado por:

Zn(V,T) = /exp{—ﬁZuij }d3Nr = /H(e‘ﬁ“”)d?’Nr. (2.5)

1<j 1<J

Introduziremos agora a funcao de duas particulas, definida como:

fig=eMi 1. (2.6)

A funcado de duas particulas é zero na auséncia de interacdo; na presenca de
interacao f;; é diferente de zero, porém para temperaturas suficientemente altas
esta funcao tende a —1. Esperamos que para altas temperaturas®, o integrando de

(2.5) seja independente da posi¢ao, ou seja os termos de interacao sejam despreziveis.

*Na verdade kT >> uy;.
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Reescrevendo a integral de configuragao (2.4) com o auxilio de (2.6), podemos

expandir o integrando em poténcias das funcoes f;;,

Zn(V,T) = /H(1 + fi)d*Nr = / [1 +3 fi+ > fifa +} AN (2.7)
i<j

Através da nocao de l-cluster e da consequente nocao de integral de cluster,

podemos calcular Zy(V,T) e portanto obter a fun¢ao de parti¢do. Este célculo é

extremamento laborioso e cansativo, podendo ser encontrado no apéndice 1. Nossa

funcao de particao é dada por

o
v
!
O(z,V,T) = exp [Z bz F] (2.8)
I=1
sendo b;' as integrais de clusters e z = e# a fugacidade (Ver apéndice 1).
E importante ressaltar que a funcao de particao obtida é referente ao ensemble
macro-canonico, e o0 motivo desta mudanca é apresentada também no apéndice 1.
Com o auxilio de (2.8) podemos calcular a pressdo e a densidade de particulas

do nosso gas,

P (L _ 1INy,
T _V11—I>Iolo <Vln®(z,V,T)) =% lzz;blz (2.9)
e
N _ 20Oz, V,T)\ 1 & .
n=y = Jim ($EE) - w2 i (2.10)

As equagdes (2.9) e (2.10) sdo as equagodes obtidas do formalismo de Mayer-Ursell.
Na proxima secdo, discutiremos sobre a equacao de estado do sistema, através da

eliminacao da fugacidade.

2.3 Equacao de estado - Expansao do virial

Vamos supor que podemos escrever uma equacao de estado, baseados nas equagoes
(2.9) e (2.10), através de uma série de poténcias da densidade, ou seja,

tEm principio, estas integrais b; se tornam independentes do volume no limite termodinamico
(V = 00).
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p Z“l T)(nA3) (2.11)

Esta expansao é denominada expansao do virial, e os coeficientes a;(T") sao cha-
mados de coeficientes do virial.

Esta abordagem é valida somente no caso em que nosso gas possui apenas uma
fase gasosa. Se nos tentarmos utilizar (2.11) para estudar fenémenos como con-
densacao, ponto critico e fase liquida, encontraremos sérios problemas como: val-
idade dos limites em (2.9) e (2.10); convergéncia da soma em [; dependéncia do
volume nas integrais de clusters b;.

Utilizando as equagoes (2.9), (2.10) e (2.11), vamos obter a relagao dos coefi-

cientes do virial a; com as integrais de clusters b;.

(blzl + bQZQ + ng3 + ) = (blzl + 2b222 + 3b323 + ) X
[a1 =+ az(blzl =+ 2b222 + 3b323 + ) =+ (212)
ag(blzl + 2b222 + 3b323 + )2 —+ ]

Vamos considerar em (2.12) apenas termos menores ou iguais a poténcias de 23.

Segue-se que:

bzt +by2® +b32° = (bap)z' + (2bya; + b2ag)2® +
(3()30,1 —+ 2[)2&2[)1 =+ 2b1b2a2 =+ a3b§’)z3. (213)

Comparando os termos de mesma poténcia temos™:

a; = b = 1. (214)
2 o
t= b= 1 / (e T _ 1), (2.15)
0
az = 4by — 2b3 = 3/\6/ fiaf1s fosd®riad’ris. (2.16)

*Obs: As expressdes das integrais de cluster by, be e bz encontram-se no apéndice 1.
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Podemos obter também o coeficiente a4 como sendo,

as = —20bj + 18bybs — 3by. (2.17)

Os coeficientes do virial sdo completamente determinados pelos by, bo, ..., b;.
Da equagao (2.16) vemos que o terceiro coeficiente do virial depende apenas do

3-cluster dado por:

Isto sugere que os outros a; de ordem mais alta sejam determinados apenas
por um subgrupo especial dos [-clusters’. Isto de fato é verdade, e no limite ter-

modinamico podemos escrever os coeficientes do virial como,

-1
a; = “ I DY X (a soma de todos os [-clusters irredutiveis),  (2.18)

sendo que um [-cluster irredutivel é um grafico de [-particulas multiplamente conec-
tado, ou seja existe ao menos dois caminhos nao interceptantes, inteiramente diver-
sos, ligando quaisquer 2 particulas neste grafico.

Esta propriedade dos coeficientes a; é muito importante para comecarmos a dis-

cutir as diferengas entre a equacdo de estado (2.11) e a equagio da pressao (2.9).

2.4 Discussao sobre o significado da pressao em um gas real

E razodvel supor que em um sistema termodinamico (como um gas em equilibro
térmico), a pressao dependa da temperatura e da densidade das particulas, ou
seja p(n,T). Este fato pode ser entendido intuitivamente pensando-se em mode-
los cinéticos para a obtencao de uma equacao de estado.

Vamos entdo analisar o significado da equagdo (2.11). Escrevendo-a explicita-

mente até terceira ordem, temos:

p = nkT (1 + agnX® + azn®\°). (2.19)

E f4cil de perceber que esta equacao é a generalizagdo da equacdo de estado de

um gas ideal, apresentando 2 termos de correcao. O primeiro termo de corre¢ao

tVeja o apéndice 1 para um melhor entendimento do significado de um I-cluster.



Capitulo 2. Sistemas Estatisticos com Intera¢ao 22

askTn?)\3 representa a contribuicao de interacao 2 a 2 das particulas, enquanto que
o segundo termo de correcao askTn®)\® representa interacoes 3 a 3. E interessante
notar que o segundo termo de corregao representa o caso em que todas as trés
particulas sao influenciadas pelas outras duas. Se considerarmos que o potencial
entre as particulas é de curto alcance e que a densidade nao é muito alta, é razoavel
supor que o segundo termo de correcao seja bem menor que o primeiro, pois a
probabilidade de termos 3 particulas interagindo mutuamente é bem menor do que
termos apenas 2.

Devido a propriedade dos coeficientes do virial dependerem somente dos clusters
irredutiveis (equacdo (2.18)), esta andlise feita apenas para os dois primeiros ter-
mos de correcao pode ser estendida para a soma completa dos coeficientes ¢;. Ou
seja, podemos dizer que para potenciais de curto alcance e densidades relativamente
baixas, a equagao de estado para gases reais (2.11) deve convergir. Em alguns casos

teremos uma equacao de estado realista considerando apenas os primeiros termos
de (2.11).

’

E importante ressaltar que a convergéncia da equagao (2.9) é muito mais dificil

de ser analisada, pois os termos b; dependem de todos os b, onde k < [.

2.4.1 O Stress interno para gases reais

Como estamos interessados em cosmologia, uma discussao importante a ser feita
é qual o significado da pressdo na cosmologia. Sabemos que a pressao aparece na
cosmologia via o tensor energia momento.

Utilizando a referéncia [6], podemos escrever o tensor energia momento de um
fluido perfeito quadridimensional, e analisar o significado de cada uma das suas

componentes.

Comentério E importante salientar a diferenca entre um gds perfeito ou ideal
e um fluido perfeito. Um gds perfeito é um gds onde a energia referente a interacao
entre seus constituintes é desprezivel em comparacdo com a energia cinética destes
mesmos constituintes. Porém um fluido perfeito é definido como sendo um fluido
que em cada ponto tem uma velocidade T, na qual um observador que estd com
essa velocidade, vé o flurdo de forma isotrépica®. Isto ocorre quando o caminho livre
médio entre colisoes € pequeno comparado com a escala de comprimento usada pelo

observador.

*Note que esta defini¢io concorda plenamente com o principio cosmolégico: o universo é
isotrépico visto de um referencial comével.
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O fluxo de quantidade de movimento através do elemento de superficie de um
corpo é a forca que atua sobre este elemento, ou seja, é a pressao.

Em um referencial onde o fluido esta parado temos:

T%k = péik [§] TOO = p. (220)

sendo p a pressao interna e isotropica e p a densidade de energia.

Passando para um referencial qualquer podemos escrever (2.20) como

Ty = (p+ p)UuUs — Pl (2.21)

As vérias componentes da equacdo (2.21), podem ser interpretadas da seguinte

forma:
Too = TL\/%C;Z densidade de energia.
1—(»
Toj = ”—gﬁ fluxo de densidade de energia.
Tp=4 € (+:’)2 densidade de momento, i— ésima componente.
Tij = pbij + “57 W tensor de stress relativistico em 3 dimensdes.

Tabela 2.1 - Significado das componentes do tensor energia momento de um fluido

perfeito.

Vale observar que o tensor de stress em 3 dimensoes representa o fluxo da quan-
tidade de momento através de uma superficie perpendicular ao vetor relacionado
com a ¢— ésima componente. Este tensor se reduz ao tensor de stress II;; quando
tomado o limite nao relativistico [6].

Analisando a tabela 2.1 juntamente com a parte espacial da equagdo (2.20)
percebemos que a pressao p estd diretamente relacionada com o tensor de stress.

Um outro fato relevante a ser apontado é a diferenca entre a definicao da pressao
superficial e da pressao interna de um sistema.

Baseado em [7], vamos entender entdo a diferenca entre pressao superficial e
pressao interna, e como o stress se relaciona com estas definicoes de pressao.

Definimos pressao superficial, considerando que pdSdn é a média do trabalho
realizado por um campo de fronteira em um ensemble, quando o elemento dS da

fronteira se move uma distancia dn normal a ela prépria.
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O paragrafo acima se refere apenas a fronteira de um ensemble, ou seja a relacao
entre este ensemble e o mundo exterior. Trataremos a seguir do conceito de pressao
interna ao ensemble.

A média do stress por unidade de drea que cruza qualquer superficie imagindria
dentro do ensemble é definida como sendo a forca resultante por unidade de area
exercida pelos sistemas do lado A sobre o lado B, em conjunto com a transferéncia
de momento por unidade de drea por segundo de A para B de sistemas que cruzam
a superficie de A para B e de B para A. O stress exercido pelo lado A sobre o lado B
é necessariamente igual e oposto ao stress exercido de B para A desde que as forgas
obedecam a terceira lei de Newton.

O stress ¢é definido, em geral, como um tensor simétrico de segunda ordem, com
seis componentes independentes: Dyz, Pyy, Pzzy Pays Paz> Pyz- Para qualquer gas (ou
fluido) em equilibrio’ ele se reduz necessariamente a simples forma p,,= Pyy= P2z,
DPry= Pz= Py. = 0. Este stress simples e isotrépico por unidade de édrea, sempre
normal a superficie na qual ele atua, é definido como sendo a pressao.

A verificagdo desta simplificacdo, e o calculo explicito da pressao através de
qualquer superficie interna é imediato para gases perfeitos. A for¢a entre os sistemas
¢é desprezivel, assim por exemplo, p,, € a taxa de transferéncia de x-momento através
da unidade de superficie unitaria normal ao eixo x.

Particulas com componente x de velocidade entre u e u + du carregam momento
mu através da superficie, e o nimero de particulas cruzando uma unidade de area
no tempo dt é o nimero de particulas em um volume udt.

Assim, pela lei de distribuicao de Maxwell, o nimero de particulas é dado por:

N m \Y2 _m?
n(u)—vu (27rkT> e 2T du. (2.22)

Logo a componente p,, em um intervalo dt é:

00
Dzz = /n(u)mltdu = % (27:7/2T)1/2 / uze_gzk_uTzdu = ng. (2.23)
—o0
valores similares sao obtidos para p,, € p,.,.
Com um célculo similar a (2.23), é facil de verificar que taxa de transferéncia
de x-momento através da unidade de superficie unitdaria normal ao eixo y, definida
como p,, é identicamente nula. Analogamente temos p,,= p,, = 0.

Comparando (2.23) com (2.20) podemos escrever,

tIsto é andlogo a dizer que estamos em um referencial parado.
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Pia = nkT. (2.24)

A equagdo (2.24) representa a pressao interna de um gés sem intera¢io. Note que
através de modelos simples de teoria cinética dos gases, obtemos a mesmo equacio
de estado para um gés ideal [8]. Porém a pressao calculada via teoria cinética é uma
pressao exercida pelas particulas sobre a superficie do recipiente. De fato, podemos
afirmar que na auséncia de campos externos, a pressao interna é constante em todo
parte do gés, e é igual a pressao na fronteira..

Vamos supor agora que estamos tratando nao mais com um gés ideal e sim com
um gdas de particulas interagentes. Entao para o calculo da pressao interna, além
do termo de gds ideal (2.24), obtido através da tranferéncia de momento, temos
também um termo extra baseado na interacio! entre os constituintes.

Vale lembrar que, na auséncia de campos externos, continua valida a afirmacao
de que o stress interno é necessariamente uma pressao isotrépicad, igual & pressdo
de fronteira.

Para o cédlculo deste termo extra, nés temos que calcular a média da forca por
unidade de area que todas as particulas de um lado da interface geométrica exerce
sobre aquelas particulas do outro lado.

Vamos considerar uma fatia de um plano infinito de espessura df e calcular a
média da forca dFpy exercida por todas as particulas que estao dentro desta fatia,

sobre uma particula P a uma distancia z.

df

O ntmero médio de particulas entre r e r + dr a uma distancia de P é:

n(r) = 27rrdrgdf exp[—V (r)/kT). (2.25)

Obs: Em (2.25) utilizamos a lei de distribui¢do de Boltzmann para pares de moléculas.

{Interacio apenas duas a duas.
$Esta afirmacdo é valida apenas no caso de potencias centrais.
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A forga resultante ao longo do eixo PO, exercida por um elemendo da fatia, é

dada por:

dFpo = n(r) cos 0 < %Z) - 2w%zdf (-%) exp[—V(r)/kTldr.  (2.26)

A forca média que todos as particulas internas a esta fatia exercem sobre a

particula em P é obtida integrando r de z até infinito:

_ N A / ( )exp[ V() /KT )dr = LWzdf{exp[—V(z)/kT] _ 1)

(2.27)

Obs: As componentes perpendiculares ao eixo PO se anulam.
Portanto a forca média por unidade de area sobre particulas que estao dentro de

uma fatia com espessura dz, no qual ha %dz particulas é:

dF N2kT
dpint = S = 27

75 0z zdzdf {exp[-V (2)/kT] — 1} (2.28)

Repassando z para z + f ¥, a distancia entre 2 fatias quaisquer, e integrando
sobre todo o intervalo [0, 00|, obtemos o stress total por unidade de area, devido ao

potencial V' (r).

poy = —2m T//z+f dzdf {exp|—V (= + f)/KT] — 1} =
0 0
N%T [
P = 2 / sde{exp|=V (2)/KT] - 1} / dy =
0
Dint = —ZWN;]ZT / r2dr{exp[—V (r)/kT] — 1} = as(T)N*n?kT, (2.29)

0

sendo ay(7T) dado por (2.15).
Se juntarmos as equagoes (2.24) e (2.29) obtemos,

TA fatia de espessura df estd na origem. De modo geral ela est4 a uma distancia f da origem.
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p = nkT + ay(T)N3n?kT = nkT(1 + ay(T)N*n) (2.30)

que é exatamente a mesma equagao (2.11) quando consideramos apenas corre¢ao de
primeira ordem.

O fato de obtermos o mesmo resultado por dois meios completamente diferen-
tes (formalismo de Mayer e calculo direto do stress interno), reforca a validade da

equagao de estado (2.11) na descri¢do sistemas termodinamicos!.

2.5 Exemplos de calculos dos coeficientes do virial

Voltemos nossa atencao para dois exemplos ilustrativos de gases com interacao, que
possam ser descritos adequadamente por uma equacdo de estado do tipo (2.11),
representada apenas pelos primeiros coeficientes do virial. Ou seja, estamos falando

de gases pouco densos sujeitos a interagoes de curto alcance.

2.5.1 Potencial simplificado de Lennard-Jones

Um potencial semi-empirico formulado por Lennard e Jones em 1924 tem sua forma
dada por

vor=ac|(5)- (2], 231

onde € e o sao constantes arbitrarias.

Este potencial, com as constantes adequadas, é bastate util na descrigcao de forcas
moleculares de um gas.

A fungao dada por (2.31) possui um minimo de valor —e, a uma distancia ry =
/20, sendo que para valores de r < ¢ temos V(r) — oo, e para valores de 7 > o
temos V(r) — —0. A parte & esquerda do minimo é dominada por uma interacao
repulsiva, que comeca a ser importante quando as particulas estao muito préximas
umas das outras, e a parte a direita do minimo é dominada por uma interacao
atrativa que diminui conforme aumenta a distancia interparticula.

A fim de podermos obter alguns resultados qualitativos podemos propor uma
simplificacao do potencial de Lennard-Jones:

V(r) = oo, ser <ry. (2.32)
6
V(r) = =W (7;—0) , ser > ryg.

10 sistema termodinamico deve apresentar baixa densidade e interacdo de curto alcance.
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Note que a parte repulsiva de (2.31) foi trocada por um hard core, que cor-
responde a considerarmos cada particula como tendo um volume impenetravel de
diametro igual a rg.

Utilizando entdo o potencial simplificado de Lennard-Jones dado por (2.32),

podemos calcular o termo ay de (2.11) com o auxilio da equacdo (2.15). Segue:

__2m / 2 [ Vo (10" 2
a2 =3 / rdr—i—/(exp(kT(T)) 1)rdr : (2.33)
0

To

Supondo que a energia cinética das particulas seja muito maior do que o potencial
de interagao entre elas (V) < k7T), podemos aproximar a exponencial em (2.33) pelos

primeiros termos de sua expansao, e reescrever a equagao para o coeficiente a, como:

_ 2W[T0 2 [ Vo (70" 2
a2 = —3 l/—rdr—i-/(l—i-(k—T(?) —1|ridr| =
0 T0
| g [ Vo oy
a2 = 5 /rdr /kT(r) ridr| . (2.34)
0 T0

Logo, calculando o valor das integrais temos:

_ 2y [1 VO] . (2.35)

“@E3 T RT
Substituindo (2.35) e (2.14) em (2.11) podemos escrever a equagio de estado do

nosso sistema com uma correcao de primeira ordem em relacao ao gas ideal.

2mrin Vo 2mrin 21r3Vo
=nkT (1 0 11— = =nkT 14+ 20 ) —p22—0 2 2.
p=n ( + 3 [ kT]) n ( + 3 ) n—s (2.36)

Lembrando que v = (V/N) = 1/n denota o volume especifico do sistema, e

. 2mrd
definindo* 4vy = =52, podemos reescrever (2.36) como:

4 T 4 T dog\ !
<p— ”02%> _ KT (1 + ﬂ) ~ KT <1 - ﬂ) , (2.37)
v v v v v

sendo que na tultima passagem assumimos v >> vy (gds pouco denso).

*Note que vg é o volume da esfera de didmetro rg.
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Finalmente escrevendo

a=4vVy, e b=4ug, (2.38)

a equacao (2.37) se identifica com a aproximagao de van der Walls para uma equagao
de estado de um gés real:

( _ ﬁ) (v —b) = kT (2.39)

12

Note que o parametro b da equagao (2.39) é exatamente quatro vezes o volume
molecular vg.

Com isso, podemos concluir que a equacao de van der Walls representa bem um
gas suficientemente diluido, onde a interagdo é aproximadamente dada por (2.32),
e que a energia referente a esta interacao é bem menor que a energia cinética das

particulas.

2.5.2 Potencial de esferas duras

Provavelmente, a interagdo mais simples a qual particulas interagentes podem estar
sujeitas, é uma interacao do tipo de esferas duras. Fisicamente falando, esta in-
teracdo supoem que as particulas do gs possuem um volume finito impenetravelf,
com um diametro dado por rq. Esta interacao é representada por um potencial do
tipo

V(r) = +oo, se r<rg (2.40)
V(ir) = 0, se r > 1.
Baseado entdao em um potencial do tipo de (2.40), calculemos os dois primeiros

termos de correcao do virial.

O calculo de as ¢é bastante simples e pode ser feito em uma linha:

2m 9 2rrd 4w
— dr| = = 241
= / naer 33 A3 (2.41)

sendo que, como na se¢ao anterior, vy representa o volume da esfera de diametro 7.

O célculo de a3 é realizado com o auxilio de (2.16),

tUm caroco duro.



Capitulo 2. Sistemas Estatisticos com Intera¢ao 30

o

—1
a3 = 335 // frafiz fasdPriad®rys. (2.42)
0

Para realizarmos este calculo, devemos fixar as particulas 1 e 2 e deixar a
particula 3 assumir todas as posi¢oes possiveis no qual o integrando de (2.42) é
diferente de zero. Através de (2.6) é ficil de ver que este integrando, quando dife-
rente de zero, é igual a um.

Logo a integral a ser calculada é da forma

1 To ,
as = w {/ d37'13} d37'12, (243)
0

sendo a integragdo linha feita em todo o volume de interesse.
Como sabemos das condicgoes 113 < 19 € 193 < g, 0 volume de integragao linha
é exatamente o volume da interseccao de duas esferas, com seus centros fixados nas

particulas 1 e 2 respectivamente. Veja figura 2.1.

Figura 2.1: Regiao de integracao

Observe que, se fizermos uma rotagao em torno do eixo de r12, da parte rachurada,
obteremos o volume total que obedece as condigoes 13 < 719 € 193 < 79. Logo

utilizando como variavel y, o volume linha a ser calculado é dado por:

3 7'(2]—(7'12/2)2

/d3T13 = / [2 v/ —y? — 7"12} 2mydy. (2.44)

=]
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Note que o termo que esta entre colchetes representa o comprimento da fatia de
espessura dy, enquanto que o termo 27y representa a revolucao desta fatia em torno

do eixo de ri5. Calculando esta integral, temos:

( A 3rir rd
/d37'13:?{7“8_ 2124‘%62}- (2-45)

Substituindo (2.45) em (2.43) obtemos:

70
1 4 [ 5 3ririe T3 3 Smir§ 100}
— il _ 28 By = 9 = . 2.4
%= 3N {3 {TO TN T R (2.46)
0

Finalmente, com o auxilio das equagdes (2.14), (2.41) e (2.46) podemos escrever
a equacao de estado do gés de esferas duras com correcdo até segunda ordem:

p = nkT (1 + 4von + 10v5n?). (2.47)
No capitulo 4, iremos utilizar o mesmo procedimento de calculo do a3, para um
potencial que possuird, além de um caroco duro, uma parte atrativa constante.
2.6 Calculo de densidades na abordagem do equilibrio

Dizemos que uma reagao de um determinado processo esta em equilibrio quando o
numero de particulas de cada espécie permanece constante. Isto pode ser represen-

tado de forma genérica da seguinte forma:

A+B & C+D. (2.48)

Sabemos que no ensemble macro-canénico o nimero de particulas de um sistema

depende de seus respectivos potenciais quimicos p"s.

Comentario O potencial quimco | € a energia que deve ser fornecida para o

sistema a fim de acrescermos o niumero de particulas em um.

Este equilibrio pode ser expresso matematicamente sob a forma

Ha+ U = e + Up. (2.49)
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A equagao (2.49) nos diz que em um processo (2.48), a energia para produzir as
particulas C' e D a partir de A e B é a mesma para produzir A e B a partir de C' e
D.

Um fato importante, que deve ser levado em conta no calculo das densidades
de um determinado elemento, é a possibilidade da existéncia de graus de liberdade
internos. Por exemplo, no caso de elétrons temos o spin como grau de liberdade
interno.

Para introduzirmos este grau de liberdade extra em nosso sistema estatistico

devemos alterar a funcao de particao macro-canonica da seguinte forma:

v

O(z,V,T) = exp [galz /\3] , (2.50)

I=1

sendo g o nimero de valores assumidos pelo grau de liberdade interno. Por exemplo,
no caso de um elétron temos g = 2*.

E f4cil de verificar que a introducao de g na funcdo de particdo implica nas

seguintes mudancas de (2.9) e (2.11):

P _9\
=3 2_: (2.51)
€
g o
n=3 Zlbl (2)". (2.52)
=1

Vale lembrar que estas mudancas nao alteram em nada as equacoes das secoes
2.3 e 2.4.

Vamos desenvolver agora o calculo das densidades para um sistema com in-
teracao.

Suponha que estamos tratando de uma interacao de curto alcance, e que a fu-
gacidade z seja razoavelmente menor que 1. Neste caso, a equagao (2.52) pode ser

aproximada apenas pelos primeiros termos:

n = (b z + 2by2%). (2.53)

)\3(

Sabendo que b; = 1, podemos reescrever (2.53) como:

*Referente as duas possibilidades de spin.
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22+ ——=——=0. (2.54)

Resolvendo esta equacao de segundo grau para a fugacidade, segue:

1 8bon\3
— KT — — [ 14 21 2 . 2.
z=¢e 1 ( v/ 1+ p (2.55)

Note que para termos uma fugacidade z sempre positiva e para recuperarmos o

caso de gés ideal, devemos utilizar apenas o sinal positivo em (2.55). Finalmente,

podemos obter o potencial quimico como funcao da densidade e da temperatura.

1 5 8[)27?,)\3
— | -1 1 . 2.
4b2( b i )] 250

A equacdo (2.56), juntamente com a condi¢ao de equilibrio (2.49), relaciona as

u=kT1In

densidades das particulas de uma dada reagao.

Apresentaremos a seguir dois exemplos ilustrativos:

Exemplo 1: Seja a mistura de dois gases A; + Ay, que interagem fracamente
através de um potencial Vx, dando outras duas particulas By + Bs, que também in-
teragem fracamente através de um potencial V3. Suponhamos também que nenhuma
das 4 particulas possua graus de liberdade internos.

A condic¢ao de equilibrio nos diz que,

pay + pa, = sy + 1B, (2.57)

Para cada particula temos uma equacao do tipo (2.56), que com o auxilio de
(2.57) resulta em:

<_1 + '\2/1 + SbXQnAl/\?Lll) (—1 + \2/1 + SbXQnAz)‘Zz) Y (2.58)

(—1 + {/1 + 8by2n31)\%l) (—1 + \2/1 + 8by2n32)\?’32> b2,

Note que os b's e 0s A's sao conhecidos em (2.58). Portanto, ainda que compli-
cada, obtemos uma relacao entre as densidades das 4 particulas.
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Exemplo 2: Seja um sistema onde a producgao de pares v + v <+ p + p esteja
em equilibrio.

A diferenga entre prétons e antitiprétons reside no fato de suas cargas terem
sinais opostos, portanto temos A, = A; e g, = g;. Suponha também que o potencial
de interacdo entre os prétons seja 0 mesmo para os antiprétons (bg, = bzﬁ)T. Logo,
podemos escrever que i, = [i;.

Utilizando a condi¢ao de equilibrio, segue:

2y = 20ip > fy = Hlyp- (2.59)

Como os fétons devem fornecer energia para a producao dos nucleons, temos

[y = —myc’. (2.60)

Substituindo (2.60) e (2.56) em (2.59) podemos escrever,

1 8[)27’))\3
— | -1 ’2/ 1 . 2.61

Finalmente, isolando a densidade na equacdo anterior, segue:

—myc® = kT In

o 9
np,=n

P g {1+ e (cm AT -1} @6)

Em um gas de fétons a altas temperaturas, a equagao (2.62) nos fornece a den-
sidade de nucleons interagentes. E importante observar que esta temperatura nao
pode ser alta demais, a ponto de tornar os nucleons relativisticos. Vale lembrar
também que um dos argumentos para desprezarmos os termos superiores a [ = 2 em

(2.52) foi a suposi¢do de z < 1. Veja a tabela a seguir:

22 = 672mp02/kT 23 = e*Smpc2/kT z3/22 — efmpcz/kT
KT =myc®/3 | e %~0.0025 | e ?~0.00012 e 3 ~0.05
KT =m,c?/2 | e *=~0.018 e % ~0.0025 e ?~0.14
kT = myc? e 2 ~0.14 e™3 ~0.05 e~ ~0.37

Tabela 2.2 - Comparacao entre os termos 22 e 2® para alguns valores de kT .

tPor exemplo o potencial nuclear.
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Calculando, para (2.62), o limite de fraca interagao by < 1, temos:

ny ﬁ {1+ 8byexp (—m,c?/kT) — 1} = % exp (—m,c®/kT) . (2.63)

Esta 1ltima equagao é bastante conhecida e pode ser encontrada nas referéncias
[1] e [9].
Voltaremos a falar deste segundo exemplo no capitulo 4.



Capitulo 3

Potencial Nuclear

3.1 Introducao

No capitulo anterior, desenvolvemos todo um formalismo sobre sistemas estatisticos
com interagao, sendo esta interacdo expressa por uma funcdo potencial do tipo
central. O tipo de interacao em que estamos interessados € a interacao nuclear forte
ou simplesmente interagdo forte.

Esta interacdo tem como caracteristica um alcance bastante curto* e conduz
a processos que ocorrem em um intervalo de tempo muito pequeno. A interacdo
forte atua sobre todos as particulas constituidas de quarks, como prétons, néutrons,
mésons etc, que sao comumente chamadas de hddrons.

Um fato importante que devemos salientar é a diferenca entre a interacao forte
entre nucleons baseada na troca de mésons, e a interacao forte entre quarks baseada
na troca de glions. Apesar de podermos, em um nivel mais fundamental, tratar
os nucleons como constituidos de quarks (com troca de glions), muitas vezes é
mais conveniente tratar esses nucleons como particulas fundamentais (com troca de
mésons).

Neste capitulo, trataremos a interacao forte através de potenciais nucleares
fenomenoldgicos bastante simples. Em alguns casos poderemos identificar relacoes

entre a interacao via potencial e a interagdo via troca de particulas, no caso, mésons.

3.2 Potencial retangular baseado no déuteron

Com o propésito de construir um potencial nuclear bastante simplificado, desen-
volveremos nesta se¢ao [10] um modelo bastante simples para o déuteron, utilizando

para isso a mecanica quantica.

*Poucos férmions.

36
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3.2.1 Dados experimetais do déuteron

Existem dois tipos diferentes de dados experimentais sobre o sistema de dois nucle-
ons. O primeiro tipo considera as caracteristicas do unico sistema nuclear ligado de
dois corpos, o déuteron. As propriedades estaticas do déuteron, tais como energia
de ligacao, momento angular, paridade, o tamanho etc, podem ser utilizadas para
testar teorias e verificar as caracteristicas do potencial nuclear. O segundo tipo de
dados experimentais é baseado no estudo de espalhamento de um nucleon por outro.
Na pratica, isto significa que nucleons colidem com outros nucleons e sao realizadas
medidas de probabilidades de colisao, distribuicoes angulares etc.

Baseados nesses dois tipos de experimentos podemos inferir uma série de pro-

priedades do déuteron.

Energia de ligacao: A energia de ligacao do déuteron é de aproximadamente
2.23 MeV's. Este numero é a média de varios experimentos obtidos através de
medidas de massa atomica e de reacoes nucleares. Existem essencialmente dois
métodos diretos de medida da energia de ligacao do déuteron: um método consiste
na medida da energia do raio gama liberado quando um préton e um néutron se
combinam para formar o déuteron (captura n-p); o outro método consiste em medir
a energia da radiagdo gama que quebra a ligagdo entre o préton e o néutron (foto-
desintegracdo).

Momento angular: O momento angular do estado fundamental nuclear pode
ser determinado por radiofrequéncia, métodos de microondas, etc. Segundo essas

experiéncias o momento angular do déuteron é J = 1.

Paridade: A paridade de um estado nuclear nao pode ser medida diretamente.
Ela pode ser determinada indiretamente por estudos de desintegracao nuclear e

outras reacoes.

Momento de dipolo magnético: Através de métodos de absorcao de res-
sonancia magnética, a razao entre o momento de dipolo magnético do déuteron e
o do préton tem sido medido com precisao de 5 partes em 108. O resultado desta
medida é pg/p, = 0.307012193 £ 0.000000015.

Momento de quadrupolo elétrico: O método de feixe molecular em ra-
diofreqiiéncia tem sido usado para determinar o momento de quadrupolo do déuteron
como () = 0.00282.
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Raio do déuteron: Utilizando espalhamento de elétrons a altas energias,
pode-se estudar a distribui¢ao de carga elétrica do proton e do néutron. Os resulta-
dos do déuteron tém sido comparados com predicoes tedricas baseadas em imagens
de ondas mecanicas deste nicleo. Uma das conclusoes deste estudo é que o rms* do
raio eletromagnético do déuteron é aproximadamente 2.1 fm. O raio rms do préton

é aproximadamente 0.8 fm.

3.2.2 Descricao tedrica para o déuteron

No centro de massa do sistema, a equagao de Schrodinger de um problema de dois

corpos é dado por

h
—— VU + VUV = EV, (3.1)
2m

onde 7, presente no operador V, na funcao de onda e em V', representa a distancia

de separacao entre as duas particulas; m é a massa reduzida, dada por

m1ma
m=——— (3.2)
my + mo
V' é o potencial que descreve as forgas agindo entre os dois corpos; e F é a energia

de ligagao. Para o estado fundamental do déuteron, essa energia é

E=—Fp=—223MeVs. (3.3)

O potencial V' é uma funcao desconhecida. Esta funcao deve ser escolhida de
tal forma a representar o mais fielmente possivel a interacao nuclear, ou seja, com
nossa prescricao tedrica, devemos ser capazes de explicar, o melhor possivel, os dados
experimentais do déuteron.

Por simplicidade, vamos comecar assumindo que este potencial é um potencial
do tipo central V(r). Quando o potencial é esfericamente simétrico, nés sabemos
que a equagao de Schrodinger se desacopla, ao escrevermos as solugoes na forma

U= (%) Yin(6,0). (3.4)

r

Yim (0, ¢) sdo as fungdes harmonico-esféricas, e u; é a solugdo da equagio de onda
radial,

*Root-mean-square.
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d’*u;  2m I(1+1) h?
@ e PV T

O terceiro termo entre os colchetes, em (3.5), é chamado de potencial centrifugo,

u; = u. (35)

em analogia com a forga centrifuga cldssica quando o momento angular é [(I+ 1) h?.
Como estamos interessados no estado de mais baixa energia (estado fundamental)
tomaremos [ = 0 (um estado tipo S).

Na figura 3.1, apresentamos a funcao potencial que resulta em uma das solucoes
mais simples para a equagdo de Schrédinger radial (3.5):

Vo Il 11}

o Cco|lo—Db —»

Figura 3.1: Potencial nuclear com 3 regioes distintas.

O potencial infinito para r < ¢ faz com que as particulas nao se aproximem a
uma distancia menor ou igual a ¢, uma da outra. Devido a estudos de espalhamento
néutron-préton a altas energias, acredita-se que o potencial nuclear contenha algum
tipo de tal “hard core”. O pogo quadrado, de largura b e profundidade Vj, é o
potencial mais simples que permite a formacao de estados ligados. O tinico argu-
mento para supor que a parte atrativa do potencial nuclear é da forma de um poco
quadrado é a simplicidade.

O que vamos fazer a seguir é resolver o problema de mecanica quantica, ajustando
os parametros b, ¢ e Vj de tal forma a satisfazer alguns dos dados experimentais do
déuteron.

E facil de perceber pela figura 3.1 que a funcao de onda na regido I é zero,
portanto basta resolvermos a equagao (3.5) nas regides II e I11.

Na regiao II, a equacao a ser resolvida é da forma:

du  2m
oy

s+ 15 Vo~ Bslu=0, (3.6)
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onde V; e E'g sao nimeros positivos. A solucao desta equacao que satisfaz a condigao

de contorno u(r =¢) =0 é:

uy = Asin K(r — ¢), (3.7)

sendo A a constante de normalizacao e

Kk = V2o = Es) (3.8)

h

Na regiao III, a equagdo (3.5) é da forma:

d?u  2mEjg

dr? h2

u=0. (3.9)

A solugao de (3.9) deve satisfazer a condi¢io u(r = co) = 0, logo

Ui = Be_q’", (310)

onde B é a constante de normalizacao e

Yoy A
q= QLhEB. (3.11)

A fungao de onda completa deve incluir ainda o harmoénico-esférico referente a
[ = 0. Porém, Yy, é constante igual v/4m, sendo que para o calculo de qualquer
valor esperado teremos sempre 47 referente a integragdo na parte angular. Ou seja,
podemos tratar este problema de forma unidimensional (apenas em r) utilizando as
solugoes (3.7) e (3.10).

Impondo as condigoes de continuidade da funcdo de onda e de sua derivada em

r = ¢+ b, podemos escrever, com o auxilio de (3.7) e (3.10),

AK cos(Kb) = —qBe~1(+?) (3.12)

Asin(Kb) = Be~ 1+, (3.13)
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Dividindo estas duas equagoes obtemos finalmente:

K cot(Kb) = —q. (3.14)

A equacdo (3.14) relaciona dois parametros b e Vj com a energia de ligacdo
Ep do déuteron (note que ¢ ndo estd presente nesta equagdo). Por exemplo, se
escolhermos de forma arbitraria Vo = 40MeV's, sabendo que Ep = 2.23MeV s,
teremos b = 1.895 fm.

Apenas com (3.14) nao foi possivel determinarmos o valor de alguma das cons-
tantes b, ¢ e V. Alids, para determinarmos estes trés parametros precisamos de
trés equagoes independentes, possivelmente referentes a trés dados experimentais
distintos.

Nao vamos entrar nos detalhe do calculo, porém com dados de espalhamento
de nucleons a altas energias, podemos estimar o alcance do hard core das forcas

nucleares [10] como sendo

c=04fm. (3.15)

A terceira equagao necessdria vird do cdlculo do raio quadrddico médio (r2), e
da informacao que o déuteron tem um raio de aproximadamente 2.1fm.

Para efetuar este cdlculo, devemos primeiramente normalizar a funcao de onda:

c+b 00
A? / sen’K (r — c¢)dr + B? / e 2 dr = 1. (3.16)
c c+b

Note que nao temos o jacobiano 72 pois a parte radial da funcao de onda é dada por

u(r)/r.

A primeira integral de (3.16) pode ser resolvida com uma transformagao trigonométrica

do tipo sin®z = =522 Logo,
A; [b - Sin;(Kb} B;e—?‘l(“”) =1=
2 - 2
‘% {b _ cos(& b};m(Kb)} + %e—2q<c+”> =1 (3.17)

Substituindo (3.13) e (3.14) em (3.17), segue:

A2 [b+ cos?(Kb) sinQ(Kb)] 14;2 [ 1] . 3.18)

2 q q
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Portanto, as constantes de normalizacao sao:

2q
A2 =" 1
1+ bq (3.19)

2 _ 2 sin?(K b)e2a(c+)

B
1+ bq

(3.20)

Para compararmos a predicao teérica do tamanho do déuteron com o raio rms,
basta calcular a média do quadrado da distancia do préton ao centro de massa (r2).

Esta distancia é metade da separagao r entre o préton e o néutron. Segue-se que:

c+b

(r})y = A / (g)Q sen’K (r — c¢)dr + B? / (g)Q e dr. (3.21)

C &

A resolugdo das integrais (3.21) se d4 através de integracdo por partes e da

utilizacdo da identidade geométrica sin®z = £=22 na primeira integral. Portanto
temos:
B2 c+b 2 €—2q(c—|—b) c+b €—2q(c—|—b) e—2q(c+b)
ri) = — ) 4 (etd) . + -
4 2q 2q 4¢3
A% | (c+ b)” sin(2KD) N (c+ b) cos(2KD) c sin(2Kb)
8 2K 2K? 2K? 4K3
A% [ (c+b)?® &
— - — 7. 3.22
4 { 6 6 ( )

Substituindo as constanstes de normalizacao A e B pelos seus respectivos valores
dados em (3.19) e (3.20), e utilizando a equagao (3.14) para nos livrarmos das
funcgoes trigonométricas, podemos, depois de um pouco de manipulagao, escrever
(3.22) como:

1 1 (2c+b) (1 +¢b) qb?
2
_ 1 N LA 3.23
ra) =57~ g2 * 8q T T dM0 ) (3:23)
Observe que (r3) é func¢ao dos pardmetros b, ¢ e Vp, sendo que a dependéncia em

Vo aparece somente no segundo termo de (3.23).
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Note que tratamos o proton como pontual o que sabemos nao ser correto. Na
verdade, o préton tem um raio de aproximadamente 0.8 fm. Desta forma, se ad-
mitirmos que a carga do préton se distribui por todo o volume do déuteron com
uma, distribuicao esfericamente simétrica, veremos que isto equivale a adicionar a
equagdo (3.23) o termo correspondente ao raio quadréatico médio do préton. Assim

sendo,

1 1 (2c+0b) (L+4gb) ¢ qb? )
L. c__ 9 . 24
82 8K’ 8¢ I T aat) (ry) (3:24)

(ra) =

Esta ltima equagio é a uma das equagdes que juntamente com (3.14) e (3.15),
nos permite determinar o valor dos trés parametros arbitrarios do nosso potencial.
Substituindo o valor de ¢, dado por (3.15), em (3.24), e utilizando os dados
referentes a energia de ligacdo do deuteron Fp = 2.23MeV's, raio do deuteron

172 = 0.8 fm, resulta que as equacdes (3.14) e

(r3)t? = 2.1fm e raio do préton (rZ)
(3.24) ficam dependentes apenas dos valores de b e Vj.
Finalmente podemos isolar K em (3.24), substitui-lo na equagao (3.14), e resolver

numericamente’ esta nova equacdo. Com isso determinamos os valores de b e Vj:
b=1311fm e Vy=75.6MeVs (3.25)

E importante ressaltar que pequenas mudancas na medida do raio rms do

1/2  alteram significativamente os valores de b e V4.

deuteron (r2)
As equagdes (3.25) e (3.15) determinam completamente o potencial nuclear re-
tangular (ver a figura 3.2).
Devemos enfatizar contudo, que apesar de sua simplicidade, a parte atrativa

deste potencial, representado por um poco quadrado, é bastante nao realista.

3.3 Estrutura geral das forcas nucleares

Nesta segao, baseado em [11], pretende-se estudar qual a estrutura das for¢as nucle-
ares. Resultados de varios experimentos em fisica nuclear, implicam em uma série

de propriedades para as forcas nucleares:

1. existéncia de uma forca central;

2. existéncia de uma forca central dependende do spin;

10 célculo numérico foi feito com o auxilio do Mathematica 4.0, e difere ligeiramente dos valores
encontrados em [10].
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Figura 3.2: Potencial nuclear retangular.

3. existéncia de uma forca nao central;
4. existéncia de uma forc¢a originada de termos de acoplamento spin-6rbita;
5. as forcas nucleares nao dependem do isospin;

Sabemos ainda que as forcas nucleares tém o carater de troca, sendo de curto
alcance e fortemente repulsivas para distancias muito pequenas entre os nucleons
(r < 0.5fm).

Comentario O formalismo de isospin trata os protons e néutrons de forma
indistinguivel no que se refere a interacdo nuclear. Neste formalismo temos ape-
nas nucleons com isospin para cima (prdétons) e isospin para baizo (néutrons). A
matemdtica usada para descrever o isospin € identica aquela usada para descrever o

spin do elétron, logo a dlgebra deste formalismo é a dlgebra do SU(2).

Pretendemos entao indicar um potencial, o mais geral possivel, do qual se pode
deduzir os resultados das observagoes para todas as energias possiveis. Até hoje
nao se conseguiu um potencial no sentido de uma lei universal, e em particular
devemos colocar a questao de sabermos se a descricao da interacao entre nucleons a
altas energias via potencial faz sentido. Para energias acimas de 300MeV teremos
processos de criacao e aniquilacao de mésons, portanto o modelo de espalhamento
nao relativista, baseado em potencial, s6 é valido sob certas condi¢oes. Por exemplo,
a 450MeV a secao de choque referente ao espalhamento ineldstico descreve menos

de 10% da secao de choque referente ao espalhamento eldstico*, porém sobe para

*O espalhamento é dito eldstico quando ndo excitamos nenhum grau de liberdade interno dos

constituintes, e a soma das energias cinéticas permanece constante.
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mais de 40% da secéo eficaz total a 650M eV . Como temos que utilizar a equacao de
Schrodinger para tratarmos um sistema de N nucleons, seria interessante determinar
um potencial nucleon-nucleon valido em um dominio de até 450MeV . Vamos entao
comegar a construir este potencial genérico.

O termo mais simples a ser incluido é um potencial central de curto alcance, com

uma dependéncia apenas radial (for¢ca de Wigner). Podemos escreve-lo sob a forma

Ve(r). (3.26)

O préximo termo a ser incluido é uma for¢a central dependente do spin. Como
esta forca tem de ser independente do sistema de coordenadas, devemos utilizar
escalares que contenham o spin de dois nucleons &; e &'. Devido as relacdes de
comutacao entre as componentes de &, existem apenas dois escalares independentes
no espago de spin: por exemplo 1 e & - G». Logo, o termo de potencial dependente

do spin pode ser escrito como:

va(r)% (146, -8) = V,(r) P, (3.27)

onde a dependéncia radial aparece na func¢ao V,(r).

O operador P, é chamado de operador de troca de spin e assume valores +1 para
um estado tripleto simétrico e —1 para um estado singleto antisimétrico. E facil de
perceber que este operador permuta os spins das particulas.

O terceiro termo é referente a parte nao central do potencial. O préton e o
néutron, sendo particulas de spin 1/2, ndo podem ter momentos superiores ao dipolar
[11]. Portanto, espera-se que a dependéncia angular da forca seja do tipo de uma
interacdo dipolar. Em fisica cléssica, a energia potencial de um dipolo elétrico no

campo de outro é dada por:

@bE)E)-Ea]

O termo 1/r®, em (3.28), é devido ao campo elétrico. Logo, substituindo este
termo por uma fun¢ao depende de r referente as forcas nucleares, e conservando a

dependeéncia angular, temos:

7

s (5 7Y (30) -0 =verse w

t& é um vetor cujas as componetes sio as matrizes de Pauli.
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Este potencial é chamado de potencial tensorial. Com o auxilio de algumas
propriedades é ficil de ver que no caso de d; = —ds (estado singleto) o potencial
tensorial se anula.

Levando em conta a existéncia de um acoplamento spin-érbita, podemos incluir

outros dois operadores com suas respectivas fungoes arbitrarias:

Vsi(r) B (7 x p)- (31 + 62)} = Vsr(r) (E : 5‘) (3.30)

1 L - .
Vir(r) [5 (al L&y L+, L, - L)] = Vpp(r) Lys. (3.31)

Note que em (3.30) temos os termos lineares em j que correspondem a uma

energia de acoplamento de spin-érbita, e em (3.31) temos os termos quadraticos em

—

P

Por ultimo, devemos levar em conta uma possivel mudanca na dependéncia radial
das 5 funcgoes arbitrarias, devido a uma troca de isospin. Como sabemos que a
interacdo nuclear ndo deve depender do isospint, é razodvel supor que um potencial
geral contenha um operador referente ao isospin, juntamente com funcoes radiais.
Este novo termo seria responsavel por compensar qualquer mudanca devido & troca
de isospin.

Como a &lgebra de isospin é idéntica & algebra de spin, podemos construir um

operador andlogo ao operador dado em (3.27):

Pr=-(1+7-%). (3.32)

DN | =

Este operador é chamdo de operador de troca de isospin, em analogia com ope-
rador de troca de spin.
Finalmente, com o auxilio de (3.26), (3.27), (3.29), (3.30) e (3.31), e utilizando

também (3.32), pode-se escrever o potencial geral como:

—

V() = [Velr) + Volr) P+ Va(r)Su + Vir(r) (L §) + Viw(r) Lo +

P, [VI(r) + V(r) Py + V(1) S + Vig(r) (- §) + V()L | (3.33)

tIsto significa que o hamiltoniano deve ser invariante sob uma rotacdo no espaco de isospin.
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A equagdo (3.33) representa apenas uma forma geral e matemadtica para o po-
tencial da interacao nuclear. Devemos entao estabelecer critérios que determinem
estas fungoes, sendo bastante razodvel que algumas delas se anulem. Devemos exi-
gir que este potencial seja capaz de descrever corretamente as seguintes grandezas
observaveis: fases de espalhamento nucleon-nucleon; propriedades de alguns nicleos
simples, em particular o déuteron; densidade de saturacao, energia de ligacao, ener-
gia de simetria para a matéria nuclear e energias de superficie para nucleons finitos.

Existem dois caminhos distintos a seguir para determinarmos as varias funcgoes
radiais: pode-se procurar de forma empirica um conjunto de funcoes que satisfaca as
condicoes citadas anteriormente, ou pode-se deduzir o valor destas fungoes através
dos processos de troca de mésons?, responsaveis pelas forcas nucleares. Porém, como
o processo de troca de um pion (OPEP) nao é suficiente, é mais simples procurar
por potencias fenomenolGgicos que, para raios grandes (r > 1.4fm), concordem com
o resultado do potencial de OPEPY.

3.4 Potenciais fenomenoldgicos

O objetivo desta se¢ao é simplesmente apresentar alguns potenciais fenomenoldgicos,
a fim de usarmos no capitulo seguinte.

Dois potenciais fenomenoldgicos razoavelmente conhecidos sdo os potenciais de
Hamada-Johnston [12] e Reid [13]. Estes potencias distinguem-se no seu compor-
tamento para pequenos raios. Sabe-se que por volta de 200MeV, a defasagem do
espalhamento nucleon-nucleon de um estado 'S; passa por zero, tornando-se em
seguida negativa. Isto implica que o potencial torna-se subitamente repulsivo. Para
explicar este fato, o potencial de Hamada-Johnston tem um hard-core repulsivo por
volta de 0,485 fm. Existem outros potenciais, que também explicam corretamente
estas fases de espalhamento sem recorrer a um hard-core. Este é o caso, por exemplo,

do potencial soft-core de Reid.

Comentario O estado de dois nucleons € representado pela notagdo espec-
troscdpica ***1;, sendo s o spin total, | o momento angular orbital total e J o

momento angular total.

Apresentaremos a seguir, alguns potenciais fenomenoldgicos obtidos em [13].

$pions, omegas, etc
TA parte radial deste potencial tem essencialmente a forma de um potencial de Yukawa.
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3.4.1 Potenciais de Reid

No artigo de Reid [13], temos uma forma diferente de potencial para cada estado NN
(nucleon-nucleon). Estes potenciais sdo ajustados fenomenologicamente, dentro de
intervalos de energia de 0 a 350M eV s*. Cabe a nés escolher quais destes potenciais

serdo importantes para o estudo do capitulo seguinte.

Estamos interessados em trabalhar com um gas de nucleons provenientes da
radiacdo, ou seja, nucleons formados pela reacio v+ <+ N+ N. Por uma questio
de simplicidade, vamos supor que a imensa maioria destes nucleons tenha momento
angular orbital [ = 0. Com isso, os dois tinicos estados possiveis em uma intera¢ao
NN, sao os estados 1S e 35 . E interessante lembrar que o déuteron é a mistura

de um desses estados 3S; com um estado D 1.

O estado 1S, tem isospin 7' = 1 enquanto que o estado 3S; tem isospin 7" = 0.
Isto ocorre porque a funcao de onda total do sistema de dois nucleons deve ser
antisimétrica. Portanto, como [ = 0 implica em uma parte espacial simétrica da
fungdo de onda, temos que: se o spin total é zero (1Sy antisimétrico), entao o isospin
total deve ser um (7" = 1 simétrico); e se o spin total é um ( 3S; simétrico), entdo

o isopin total deve ser zero (7' = 0 antisimétrico).

Reid, em seu artigo, propoe ainda, para cada estado, dois tipos diferentes de
potenciais: um chamado de hard-core, onde a parte repulsiva é tratada como um
potencial infinito; e outro chamado de soft-core, sendo a parte repulsiva perfeita-

mente ajustada a parte atrativa.

Estado 'S,

Para este estado, o potencial do tipo hard-core (HC) é ajustado por:

1.43k

Vae(1Sy) = — (e 0T 4+ 39.633¢ 217, (3.34)

sendo que k = 10.463MeV é obtido de OPEP, com um raio do hard-core dado por
re = 0.423 fm.
O potencial HC pode ser visto na figura 3.3.

*Para energias maiores que 280MeV's, temos uma razoavel producgido de pions e a equagio de
Schrédinger comeca a tornar-se inapropriada.
tNa verdade ®D; contribui apenas com aproximadamente 4% da probabilidade total.
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Figura 3.3: Potencial nuclear com hard-core para o estado 1S;. O potencial V' é

medido em MeV's e a distancia r é medida em fm.

O potencial do tipo soft-core (SC) de 'Sy é descrito por:

1.43ke %™ 2360.36e 28" n 9272.41e 49"

VSC(ISO) - T r T

(3.35)

O grafico referente a (3.35) pode ser visto na figura 3.4.
Segundo [13], ambos os potenciais de 'Sy estdo em Stima concordancia com os

dados experimenais de phase shift.

Estado 35,

Vemos em [13] que as informagdes sobre o potencial do estado ®S; aparecem acopladas

ao estado 3D;. Este “potencial acoplado” apresenta uma forma geral do tipo

VS = Dy) = Vo4 ViS1a+ VsrL - S, (3.36)

onde os operadores Sy, e L - S sio definidos em (3.29) e (3.30).

Como estamos interessados apenas no potencial de ®S;, podemos eliminar o
ultimo termo de (3.36), pois nesse estado temos [ = 0. Como no capitulo seguinte
iremos utilizar apenas potenciais centrais, vamos desprezar também, a componente
tensorial Vi em (3.36).
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Figura 3.4: Potencial nuclear tipo soft-core para o estado 'Sy;. O potencial V é

medido em MeV's e a distancia r é medida em fm.

Dito isto, podemos escrever o potencial HC de 3S;, como:

1.43k

Vic(3S1) = — (e 4 387.4e7%%"), (3.37)

sendo o raio do hard-core deste potencial, dado por r. = 0.548 fm.
Este potencial é apresentado na figura 3.5.
O potencial SC de 3S; é dado por:

1.43ke=0-Tr n 150.6e~ 14" 4164.2¢=28" n 11142.8¢= 42"
r r r r ’

Vso(*S1) = — (3.38)

O gréfico referente a (3.38) é mostrado na figura 3.6.
Segundo [13], a concordéancia entre os potenciais HC e SC de 3S; com os dados
experimentais de phase shift é boa até energias de 200MeV's. A partir deste valor

a correspondéncia piora bastante, estando claramente discordante a 350MeV s.
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Figura 3.5: Potencial nuclear com hard-core para o estado 3S;. O potencial V é
medido em MeV's e a distancia r é medida em fm.
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Figura 3.6: Potencial nuclear tipo soft-core para o estado 3S;. O potencial V é

medido em MeV's e a distancia r é medida em fm.



Capitulo 4

Equacoes de Estado do Periodo

Pré-Nucleossintese

4.1 Introducao

Neste quarto capitulo, faremos uso do formalismo desenvolvido nos capitulos 2 e 3,
com o intuito de obter equagoes de estado a altas energias que possam ser aplicadas
a cosmologia do periodo pré-nucleossintese .

O periodo pré-nucleossintese é o periodo imediatamente anterior a formacgao dos
elementos leves cosmoldgicos (déuteron, He™ etc). Sabe-se que o inicio da formagao
destes elementos s6 ocorrerd quando o universo tiver uma energia média menor que
a energia de ligacdo do déuteron (Ep ~ 2.23MeV’). Definimos, entdao, o comego do

periodo pré-nucleossintese quando z > 2.10'2, ou em termos da energia kT > 4MeV.

Um fato importante a ser discutido é quais sdo os constituintes relevantes a cos-
mologia neste perfodo. Na se¢do 1.4 vimos que, a partir de z > 10°, a densidade de
energia da radiacdo ultrapassa a densidade de energia da matéria*. Portanto, em
uma primeira analise é razoavel supor que no periodo pré-nucleossintese o conteiido
do universo seja dominado pelos fétons. Porém, sabemos, que para energias suficien-
temente altas, estes fétons comecaram a produzir uma boa quantidade de pares de
particulas. Em particular, a centenas de MeV's teremos uma quantidade razoavel
de nucleons sendo produzidos. E importante lembrar que a densidade de nucleons
provenientes da radiagao ny é muito superior aos nucleons n;, presentes nos dias de

hoje, veja tabela 4.1:

*Durante todo este capitulo consideraremos A = 0.

92
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kKT ~100MeV | kT ~200MeV | kT ~ 300MeV
ny(fm=3) | 8.2 x 1071 6.6 x 107° 2.2x1078
ny(fm=3) | 1.5 x 1075 4.6 x 10~ 4.0 x 1073

Tabela 4.1: Comparacao entre as densidade ny e ny.

Uma equagao de estado a altas energias deveria levar em conta além de fétons,
particulas produzidas via producao de pares e suas respectivas interagoes. Como
¢é inviavel trabalharmos com muitas particulas e seus respectivos processos de in-
teragao, faremos a simplificacao de considerarmos apenas fotons e nucleons prove-
nientes da radiacao.

As quatro espécies de nucleons produzidas serdo os préton p, os antiprétrons p,
os néutrons n e os antinéutrons n. Sabemos também que estas quatro particulas
interagem através da forca nuclear fortef. Utilizando entdo um tratamento nio
relativistico, vamos supor que a interacao forte entre estes nucleons é representada
por potenciais nucleares como aqueles descritos no capitulo anterior.

Uma ultima simplificacao a ser feita é a de considerarmos nossos nucleons como
particulas cléssicas.

Resumidamente falando, temos entao o seguinte modelo para o conteido do
universo pré-nucleossintese: gds de fotons mais gds de nucleons, sendo estes nucleons
tratados como particulas cldssicas interagentes e ndo relativisticas. Chamaremos
este modelo de v+ N.

4.2 Equacoes de estado do modelo v+ N

Segundo a lei de Dalton ou lei das pressoes parciais, podemos escrever a equacao de

estado do sistema f6tons (y) mais nucleons (V) como:

p(ny, kT) = py(kT) + pn (KT, nn), (4.1)

sendo k7 a energia e ny a densidade de nucleons.
Na se¢do 1.4, vimos que a equagdo de estado para um géas de fétons é da forma

Pv(kT)
3 )

tp e p sofrerdo interacio eletromagnética, porém o universo como um todo continuar eletrica-

py(ET) = (4.2)

mente neutro, o que significa que nio teremos efeitos globais devido a este tipo de interacdo.
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onde p, é a densidade de energia de radiacao de um corpo negro, dada por

71.2

oo (FT) = (KT (4.3)

Como py trata-se de um gés cldssico de particulas interagentes (gés real), uti-
lizaremos entdo todo o formalismo discutido no capitulo 2. Segundo (2.11), podemos

escrever a pressao do gas de nucleons através da expansao do virial

0
py(ET,ny) = nykT Y a)(T)(nyA®), (4.4)
=1

sendo a;(T') os coeficientes do virial (ver segdo 2.3) e A o comprimento de onda

térmico dos nucleons.
Sabemos, porém, que a interacdo entre estes nucleons é de curto alcance (in-
teragao nuclear), portanto é bastante razodvel supor que py, dado por (4.4), possa
ser aproximada pelos trés primeiros termos (ver se¢do 2.4). Logo, a equagio de

estado que representard o gis de nucleons é,
pn(kT,ny) =~ nykT (1 + az(T)nyA* + a3(T)n3 \%). (4.5)

Substituindo as equagdes (4.2) e (4.5) em (4.1), obtemos a equagao de estado do
modelo v + N.

7T2

p(nN, k'T) = 4577,303 (kT)4 + TLN]CT(l + ag(kT)nN/\3 + ag(kT)n?V)\G) (46)

Uma observacao a ser feita é o fato de considerarmos a mesma temperatura para

o gés de fotons e o gés de nucleons, ou seja, o sistema estd termalizado. No caso da
cosmologia, isto é valido para periodos anteriores & recombinacdo z = 3.103.

Na equacao (4.6), a pressdo aparece como funcdo da densidade de nucleons ny e
da energia k7. Como tencionamos aplicar este tipo de equagao de estado no periodo
pré-nucleosssintese®, seria interessante obtermos a pressdao apenas como funcado de
kT.

Segundo a referéncia [9], para energias acima de 20MeV's, areagao y+7v <> N+N

esta em equilibrio, ou seja, a densidade de nucleons permanece constante. Neste

*Lembre-se que em um universo termalizado a energia k7' pode ser tomada como parametro de
tempo.
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caso, podemos calcular esta densidade através de uma abordagem do equilibrio. Este
método é descrito na segao 2.6, e segundo o exemplo 2 daquela se¢ao, a densidade de
uma das espécies de nucleons (por exemplo o préton), é dado pela seguinte equagao:
ny(T) = ny(T) = m { [1+ 4by(kT) exp (—mI,CQ/kT)}2 — 1} , (4.7)

onde g é o nimero de valores assumidos pelo grau de liberdade interno, m,, ¢ a massa
do préton e by(kT) é a integral dada por (2.15).

Vale lembrar que a equacao acima é valida quando a fugacidade z é muito menor
que um (veja tabela 2.2 - secdo 2.6).

Como a interacao nuclear é independente do isospin, temos que o termo de
interagao by (kT") é 0 mesmo para o préton e para o néutron.

Portanto, sabendo que g representa o grau de liberdade de spin e desprezando
a diferenca entre a massa do préton e do néutron, temos a seguinte equacao para a

densidade de qualquer uma das quatro espécies de nucleons:

nng(KT) = { [1+ 4by(kT) exp (—mNc2/kT)]2 — 1} : (4.8)

8by (KT) A3
Finalmente, com o auxilio de (4.6) e (4.8), e sabendo como as espécies de nucleons
interagem entre si, podemos obter a pressao do modelo v + N apenas como fung¢ao
de kT.
O préximo passo é utilizar os potenciais nucleares apresentados no capitulo an-

terior para obter a forma explicita das equagdes de estado tipo p(kT).

4.2.1 Equacao de estado baseada no potencial retangular

O potencial nuclear retangular foi obtido na secao 3.2. Ele consiste de um poco
quadrado atrativo com um carogo duro repulsivo. Sua forma pode ser visualizada
na figura 3.1.

Neste primeiro modelo vamos supor que todas as quatro espécies de nucleons
(p, P, n, i) interajam entre si somente através do potencial retangular. Logo, a
densidade total de nucleons é ny = 4ny,, onde ny, é dado por (4.8).

Utilizando entdo este potencial, podemos calcular os termos de interacio ay(7T)
e as(7T).

Do capitulo 2, vemos que o coeficiente as é dado pela seguinte integral:

2 [e.e]
ay(kT) = —by(kT) = —A—Z / (e /KT _ 1)r2dy. (4.9)
0
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Para o potencial retangular, segue:

[ ¢ b+c b
2
ag = —/\—7; /(—1)r2dr+/(e‘/"/kT—1)r2dr =
| 0 ¢ |
[ ¢ b+c .
2
ag = —/\—7; /(—1)r2dr+/(e‘/"/kT—1)r2dr =
| 0 c _

as(kT) = —by(kT) = o l(—1)%3 + (eV/FT 1), ((bzc) - 03—3)] . (4.10)

Observe que V; representa a profundidade do poco, b a largura do poco e ¢ o
alcance do caroco duro. Os valores numéricos deste parametros foram obtidos na
secao 3.2.2.

O coeficiente a3 é obtido resolvendo-se a seguinte integral:

—1 7
az(kT') = 36 // fr2f1 fa3dr12d° 713, (4.11)
0

onde f;; = e~ %ii/KT _ 1 é chamada de funciio de duas particulas.

A integral (4.11) é resolvida generalizando-se o método geométrico utilizado no
célculo de a3, para o gis de esferas duras (segdo 2.5.2). Este célculo é demasi-
adamente longo, e consiste basicamente em determinarmos uma série de volumes de
esferas e volumes de intersec¢oes de esferas (veja apéndice 2). E importante ressaltar
que, segundo o nosso método de célculo, a condi¢ao b+ ¢ > 3¢ deve ser respeitada.

Logo, utilizando os resultado de ay e a3, e as equagdes (4.6) e (4.8), obtemos
pr(kT), cujo o gréifico é mostrado na figura 4.1.

Para baixas energias (kT < 230 MeVs), o grifico de pr(kT) apresenta um
comportamente crescente. Isto é justificavel, pois a estas energias a densidade de
nucleons ainda é bastante baixa para termos algum efeito referente a interacgao.
Porém, por volta de 270 MeV s vemos uma stibita mudanca e a pressdo comeca a
diminuir conforme a energia aumenta, tornando-se negativa a energias proximas de
310 MeV's . Este fato surpreendente ocorre devido o termo de interacdo ay(kT)
superar os outros termos de (4.6). Mais precisamente falando, é a parte atrativa
do potencial em ay(kT) [segundo termo de (4.10)] que supera todos os outros. As
implicacoes desta equacao de estado na cosmologia serao bastante interessantes,

principalmente na faixa de 270 MeV's a 340MeV s.
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Figura 4.1: Grafico da pressao pela energia, onde a pressao estd em unidades de
MeVs/A2 e a energia estd em unidade de MeVs. Lembre que A, é chamado de

comprimento de onda Compton.

Vamos nos ater agora a justificar algumas das aproximacoes do modelo v + N.

Um dos objetivos do céculo de a3 (kT") é fundamentar um argumento em favor
da convergéncia da equagdo de estado (4.4), e principalmente justificar o fato de
desprezarmos os termos superiores a a3(k7T) na descri¢do do gds interagente de
nucleons. Vamos comparar o médulo do terceiro termo da expansao de pr(kT, ny)
em (4.5) com o segundo, definindo para isso a fung¢éo

fr(kT)=1— \/<%> . (4.12)

Quanto mais préximo fg (kT estiver da unidade, melhor serd nossa confianga

na expansao do Virial, e maior sera a importancia da corre¢ao de segunda ordem
em detrimento da correcao de terceira ordem (ver figura 4.2).

Percebemos que na faixa de energia de interesse, o termo de ordem trés é bem
menos importante que o de segunda ordem. A 400MeV a3 (T) n*\° é cerca de 50%
do valor de ay (T) nA®. A medida que kT cresce, aumenta a importancia dos termos
de ordem superior: a 600MeV, o termo de terceira ordem é comparavel a magnitude
do termo de segunda ordem.

Uma vez que a3 (T)n?\® < ay (T) n\® para valores de energias kT < 350MeV
temos uma boa justificativa para considerarmos apenas os primeiros termos da ex-
pansdo do virial (4.4).

Uma segunda aproximacao a ser analisada é o fato de tratarmos os nucleons

como um gés cldssico.
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0.8

0.6

0.4

0.2

kKT

100 200 300 400 500 600 700

6

Figura 4.2: Comparacdo entre asn’)\® e ayn\®. Escrevemos kT em MeV .

Sabe-se que um sistema de particulas (como nucleons) pode ser tratado classi-
camente quando a distincia média interparticula (V/N)Y/3 de um sistema é muito

maior que o comprimento de onda térmico A, ou seja,

v /3
A< (N) =n\ < 1. (4.13)

Definimos entao uma fun¢do chamada limite classico como

Leg(kT) = Any, (KT)X (KT). (4.14)

Esta nova func¢ao representa a densidade de nucleons multiplicada pelo compri-
mento de onda térmico ao cubo.

O grafico Leg(kT) pode ser visto na figura 4.3.

Para energias de 250 MeV's, a fungdo Lcg é da ordem de 0.2, porém este valor
tende a subir, chegando 0.8 para energias de aproximadamente 350 MeV's . Baseado
na condi¢ao (4.13), conclui-se entao que o tratamento cldssico torna-se extremamente

duvidoso conforme a energia aumenta.

Por fim, é interessante sintetizar algumas conclusoes obtidas do modelo v + N

com um potencial retangular:

(i) para energias superiores & 270 MeV's, a pressiao comeca a diminuir conforme
a energia aumenta;

(71) préximo de 310 MeV s a pressao torna-se negativa;



Capitulo 4. Equacoes de Estado do Periodo Pré-Nucleossintese 59

KT

225 250 275 300 325 350
Figura 4.3: Funcao limite classico versus a energia k7 em MeV's.

(11i) ao que tudo indica, na faixa de 270 MeV's 4 380MeV s, o primeiro termo
de corre¢ao ay (T) nA® é dominante, o que implica em podermos desprezar todos os
termos de ordem superior;

(iv) a aproximagao cldssica para os nucleons nao é muito boa, piorando sensivel-

mente conforme a energia aumenta.

Lembremos que o potencial retangular é bastante nao realista. Nas se¢oes 4.2.2

e 4.2.3 faremos uso de potenciais fenomenoldgicos bem mais realistas.

4.2.2 Equacgao de estado baseada no potencial tipo hardcore

Diferentemente do potencial retangular, potenciais fenomenolégicos sao bem mais
realistas para a descricdo da interagao nuclear. Porém, a determinacao destes poten-
ciais exigem uma série de informagoes extras sobre os nucleons interagentes. Como
feito no capitulo anterior, adotaremos algumas simplificagoes referentes aos nucleons

provenientes da producao de pares:

(i) vamos supor que a imensa maioria destes nucleons tenha momento angular
orbital = 0. Com isso, os dois Uinicos estados possiveis em uma interacao NN, sao
os estados 1S e 35, referentes a spins antiparalelo e paralelo respectivamente;

(i1) vamos supor também que todos os nucleons interagem com todos somente

através dos potenciais’ de 1S, e 29;.

Os potenciais fenomenolégicos com hardcore 1Sy e 35; foram apresentados na
secao 3.4.1, figuras 3.3 e 3.5.

tEm alguns casos esta afirmacio nio é verdade. Lembremos que no caso de nucleons (I = 0)

XA

que tenham spin e isospin idénticos, teremos uma forte “repulsdo” fermiénica.
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Segundo nossas simplificagoes é bastante razodvel supor que nimero de nucleons
com spin [ seja igual ao nimero de nucleons com spin |, portanto metade das
interacoes serdo descritas pelo potencial 1S; e a outra metade pelo potencial 39;.

Voltemos entao as equagdes bésicas (4.6) e (4.8) referentes ao calculo da pressao

p(kT). Os termos de interagdo as(kT) e bo(kT') sofrerdo as seguintes mudangas:

a, (kT) + a,™ (kT)

CLQ(kT) — 5
ISO 351
by(KT) — 2 %Ty;% () (4.15)

Note-se que, novamente, a densidade total de nucleons é ny = 4ny,.

As mudangas (4.15) implementam as afirmagoes (i) e (). Como na se¢ao an-
terior o termo de interacao az(kT’) se mostrou desprezivel na faixa de energia de
interesse, desprezaremos sua contribui¢ao nos calculos.

O célculo da integral que representa os termos as e by sera feito em duas partes.
O hardcore é calculado analiticamente, como o primeiro termo em (4.10). J& a
parte atrativa dada por (3.34) e (3.37) é calculada numericamente, com o auxilio
do software Mathematica 4. A regiao de integracao numeérica vai desde o limite do
hardcore (0,42fm para 1Sy e 0,55fm para 3S;) até 2.5fm. E facil de verificar pelas
figuras 3.3 e 3.5 que, para distancias superiores a 2.5fm a regiao de integragao é
desprezivel.

P

0.6}
0.4;

0.2

180 200 220 240 260 280 300 K'

-0.2
-0. 4/

Figura 4.4: Grafico da pressao pela energia, onde a pressao estd em unidades de

MeVs/A} e a energia estd em unidades de MeV's.

Na figura 4.4, vemos que o comportamento da equagao pyc(kT) é andlogo a

da secao anterior. O ponto onde a pressao comeca a diminuir com a energia é
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aproximadamente 240 MeV's, e por volta de 280 MeV s a pressao torna-se negatival
Se compararmos os graficos das figura 4.1 e figura 4.4, vemos que o fenomeno de
pressao negativa ocorre primeiramente no grafico da figura 4.4. Isto é explicado
devido a diferenca entre a parte atrativa dos potenciais.

Como feito na secdo anterior, vamos analisar a validade da aproximacao classica,
através da fungdo Lcgc(kT) definida de forma andloga a (4.14). Observe-se que,

agora, a densidade ny, é obtida com os termos de interagao tipo (4.15).

Lc

KT

200 225 250 275 300 325 350
Figura 4.5: Funcao limite classico versus a energia k7" em MeV's.

Vemos, da figura 4.5, que para energias de 280 MeV's a funcao Legyc é da ordem
de 0.4, porém este valor tende a subir, chegando 0.9 para energias de aproximada-
mente 350 MeV's . Como na secao anterior, concluimos que o tratamento classico
torna-se extremamente duvidoso conforme a energia aumenta.

E importante lembrar que segundo [13], a validade destes potenciais fenomeno-
logicos é para energias de até 350 MeV's.

Sintetizando as principais conclusoes do modelo v + N com um potencial tipo

hardcore:

(i) para energias superiores a 240 MeV's, a pressao comega a diminuir conforme
a energia aumenta;

(i1) préximo de 280 MeV s a pressao torna-se negativa;

(#4i) como no caso do potencial retangular, a aproximacao cldssica para os nu-
cleons nao é muito boa, e piora sensivelmente conforme a energia aumenta;

(iv) na faixa de interesse entre 240 MeV's & 350MeV's, o no¢ao de potencial

continua valida.
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4.2.3 Equagao de estado baseada no potencial tipo softcore

O tratamento matematico do modelo v + N com um potencial fenomenolégico tipo
softcore, é idéntico ao do modelo com potencial hardcore. Adotaremos as duas
simplificacbes da secao anterior, utilizaremos as mesmas mudancas nos termos de
interacao (4.15) e desprezaremos o termo az(kT) de interagao. Contudo, as formas
dos potenciais 'Sy e 3S; de hardcore e softcore sio diferentes. Os potenciais de
softcore sao suaves e nao apresentam pontas. Estes potenciais sao dados pelas
equagoes (3.35) e (3.38).

O cdlculo da integral dos termos de interacao as e by foi feito numericamente
com o auxilio do software Mathematica 4. A regiao de integracao vai de 0.1 fm até
2.5fm. Note que ndo podemos comegar de zero, pois as fungées (3.35) e (3.38) sdo

divergentes neste ponto.

O grafico da pressao psc(kT) é mostrado na figura 4.6.

350 400 450 500 550 600 KT

Figura 4.6: Grafico da pressao pela energia, onde a pressao estd em unidades de

MeVs/A3 e a energia estd em unidades de MeV s.

A regiao onde a pressao é negativa ocorre para valores superiores a 540 MeV's.
Este valor é muito superior quando comparado aos valores dos outros dois modelos
de potenciais. Esta grande discrepancia ocorre devido a diferenca da parte atrativa
dos trés potenciais.

A titulo de completeza, analisemos a aproximacao classica com o auxilio da
fungao Legc(kT), definida equivalentemente & (4.14).

Sabendo da condigao (4.13), vemos claramente na figura 4.7, que na regiao de
550 MeV s nao vale a aproximagao classica para os nucleons.
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Figura 4.7: Funcao limite classico versus a energia k7T em MeV's.

Sintetizando as principais informagoes do modelo v + N com um potencial

fenomenoldgico tipo softcore:

(i) a no¢ao de potencial ndo é valida na regiao onde temos pressao negativa;
(71) a aproximagio cldssica para os nucleons nio é védlida acima de 400MeV's;

(#7i) o modelo nao pode ser usado para gerar pressao negativa.

4.3 Influéncias das equacoes de estado na cosmologia

O principal objetivo desta dissertacao é de utilizar possiveis equacoes de estado a
altas energias, com o intuito de explicar o periodo inflacionario da cosmologia.

Como visto na secao 1.6, acredita-se que o universo passou por um curto periodo
inflaciondrio. Nesta secdo, iremos explorar a possibilidade de uma inflacdo generali-
zada, como aquela dada pelas equagoes (1.57) e (1.58). Utilizando (1.57) podemos
definir uma fungao y(kT') como:

ery = PED) Ly (4.16)

p(kT)
onde p é a equagao de estado (ou pressao) e p é a densidade total de energia.
Lembremos que a aceleracdo (ou inflagao) ocorrers para 0 < v(kT) < 2.
No modelo v + N, a densidade total de energia é obtida através da soma da

densidade de energia dos fétons com a densidade de energia dos nucleons.

p(KT) = p, (KT) + pu (kT). (4.17)
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A funcdo p,(kT) é dada pela equagdo (4.3), resta-nos entdo determinar py (k7).
Considerando que a energia cinética dos nucleons é desprezivel em comparagao com
sua energia de repouso*, a densidade de energia dos nucleons assume a seguinte

forma:

on (ET) = myc*ny (KT), (4.18)

sendo my a massa do nucleon e ny a densidade de nucleons.
Como temos quatro espécies distintas de nucleons (p, p, n, 72), a equagao (4.18)

pode ser reescrita sob a forma

pn(ET) = dmyc*nyg(kT), (4.19)

onde ny,(kT) é dado por (4.8).

Na se¢do anterior, a equagao de estado p(kT') foi obtida para trés formas diferen-
tes de potenciais: potencial retangular (Pr), potencial fenomenolégico com hardcore
(Phc) e potencial fenomenoldgico com softcore (Psc). Como o modelo v+ N com
Psc nao é valido na regido de pressao negativa, vamos analisar apenas os outros

dois.

Modelo v+ N com potencial retangular

Como feito na segdo 4.2.1, podemos obter a pressio pr(k7T) com o auxilio das
equagoes (4.6) e (4.8), e dos resultados de as(kT) [equacdo (4.10)] e az(kT) (apéndice
2). J4 a densidade total de energia pr(kT’) é obtida através das equagbes (4.17) e
(4.19), e do resultado de by(kT) [equacao (4.10)].

O grafico da funcao yg(kT) pode ser visualizado na figura 4.8.

No intervalo de energia, aproximadamente entre 340 MeV's e 390 MeVs (0 <
Yr(kT) < 2), temos um perfodo inflaciénario para o universo!

*Lembremos que todo o desenvolvimento feito no capitulo 2, estd baseado em particulas ndo

relativisticas.
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Figura 4.8: Gréfico da fun¢ao yg(kT) pela energia kT em MeV'.

Modelo v+ N com potencial fenomenolégico tipo hardcore

As funcgoes pyc(kT) e puc(kT) sao obtidas através das mesmas equagoes do modelo
v+ N com Pr, diferindo apenas nos calculos dos termos de interacao as e by. Esses
termos sao calculados numericamente, como explicado na segao 4.2.2.

O grafico da funcao vy (kT) é visto na figura 4.9.
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Figura 4.9: Gréfico da fungao yuc(kT) pela energia kT em MeV.

Novamente, percebe-se que entre o intervalo de energia de 320 MeVs e 377
MeVs (0 < yuc(kT) < 2), temos um periodo inflaciénario para o universo! Note
que neste modelo, o periodo de aceleracao comeca 20 MeV's mais cedo quando
comparado com o yg(kT).

Um fato relevante a se observar é que ambas as equacoes de estado pr(kT) e
prc(kT) tém a propriedade de ligar o periodo dominado pela radiagdo com o periodo

inflaciondrio de forma continua, sem prejudicar a nucleossintese (k7' < 4MeV's).



Capitulo 5

Discussao Final

O objetivo desta dissertagao foi o de tentar obter uma equacgao de estado fenomenolé-
gica a altas energias, e aplicd-la na cosmologia. Para isso, utilizamos um modelo de
gas de fétons mais gas de nucleons, sendo estes nucleons aqueles vindos da produgao
de pares Y+ v < N + N. E importante lembrar também que estes nucleons foram
tratados como particulas cldssicas interagentes e nao relativisticas, e que descon-
sideramos a influéncia de outras particulas como elétrons, pésitrons, neutrinos etc.

Este modelo foi chamado de modelo v + N.

Uma grande vantagem deste modelo simplista é a ligacdo continua entre as
p

equagdes de estado da radiagdo (p = £) e de um possivel periodo inflaciondrio
(=p < p < —%), possibilitando de forma natural a formagao dos elementos leves
(nucleossintese). Como se sabe, um dos maiores feitos do modelo padrao do Big
Bang é a previsao da abundancia destes elementos leves. Segundo este modelo, a
nucleossintese ocorreu em um periodo inferior a k1" ~ 2 MeV s, utilizando para isso
uma equagdo de estado tipo radiacdo (p = £).

Outro ponto a favor do modelo v + N é que, diferentemente dos modelos infla-
cionarios baseados em campo escalar, o mecanismo gerador de inflacao deste modelo
(atragdo entre os nucleons) é bastante claro.

Apesar das vantagens descritas acima, devemos lembrar que, para tornar o mo-
delo mais tratavel, foram feitas varias simplificacoes que geram alguns problemas.

O primeiro problema é que, conforme a energia aumenta, o modelo perde a
validade. Isto ocorre pois tratamos os nucleons de forma cléssica e nao relativistica.
Segundo [13] a nogdo dos potenciais fenomenoldgicos de hardcore e softcore, para
a interacao forte, é valida para energias de até 350 MeV's. Acima deste valor, os
efeitos relativisticos comecam a se tornar bastante importantes. Como visto nas
figuras 4.3 e 4.5, a condicao para tratarmos os nucleons de forma classica também
perde a validade conforme a energia aumenta. Podemos entao, dividir o modelo em
trés faixas de energia: k7" < 280 MeV's onde provavelmente o modelo é valido; 280
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MeVs < kT < 350 MeV s onde temos duvidas, principalmente sobre a aproximacgao
classica; kT > 350 MeV s onde provavelmente o modelo nao seja valido. Lembremos
que o nosso melhor resultado (modelo v + N com potencial tipo hardcore) indica
um periodo inflacionario entre 320 MeV's e 377 MeV's. Outro fato importante a ser
levado em conta é que, segundo as figuras 4.8 e 4.9 (graficos referentes ao perfodo
inflaciondrio) nada impede que a fungao v(k7T) < 0, o que é um absurdo (ver se¢ao
1.5). Podemos considerar este fato como outro indicativo da nao validade do modelo
v+ N a altas energias. Vale observar ainda que, como este modelo nao determina
o comeco da inflagao, nao é possivel estudar os problemas de horizonte e planura.

Outra simplificagao que pode gerar problemas se refere aos tipos de interacao
consideradas entre os nucleons. Sabemos que o potencial retangular nao é realistico,
porém os potenciais fenomenolégicos apresentados no capitulo 3, apesar de realisticos,
também nao representam todas as possibilidades de interacao entre os nucleons.
Nesta dissertagao, consideramos apenas potenciais centrais de momento angular or-
bital igual a zero' (I = 0). Porém, como se sabe, a energias de centenas de MeV's
termos nao centrais comecam a ser importantes na descricao da interacao forte. Ja
o caso de sistemas de dois nucleons com [ = 0, é um pouco mais complicado. O que
ocorre de fato é que o momento angular de cada nucleon dependera da conservacao
da helicidade dos f6tons no processo de producao de pares. Portanto teremos in-
teragoes associadas a [ # 0 que deveriam ter sido consideradas. Além disso, nao
levamos em conta os possivies efeitos de “repulsio” fermibnicat, na interacio de
duas particulas idénticas.

Uma terceira desvantagem do modelo v + N reside no fato de considerarmos
apenas fétons e nucleons como contetido relevante. Sabe-se que para energias de
centenas de MeV s teremos uma imensa producao de outras particulas como elétrons,
positrons, neutrinos etc. E mesmo que as interacoes entre estas particulas sejam
irrelevantes, elas alterarao de forma significativa a densidade de energia do universo
[1]. Na verdade, nem sabemos se é coerente falarmos sobre nucleons a centenas de
MeVs. E possivel que a essas energias ocorra o desconfinamento, e ao invés de um
gas de nucleons teremos um gdas quarks, com um possivel periodo de transicao de
fase quark-nucleon.

Podemos, entao, resumir em trés as simplifica¢oes que trazem duvidas ao modelo
v 4+ N: aproximacao cldssica nao relativistica para os nucleons; simplificacao na
interacao entre estes nucleons; e desconsideracao das outras particulas provenientes

também da producao de pares.

tNo caso, o momento angular total do sistema de dois nucleons interagentes é zero.
'E possivel associarmos, para particulas cldssicas, um potencial que simularia a “repulsio”

fermionica.
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Uma ultima andlise a ser feita, e talvez a mais importante, é sobre a validade
da equacdo de estado p(n,T), dada em (2.11). Serd que esta equacdo continua
valida conforme a pressao diminui tornando-se negativa? Apesar de em nenhum
momento analisarmos o equilibrio termodinamico do sistema, é bem possivel que
ele seja violado. Outro fato preocupante ocorre quando analisamos os efeitos de
um potencial atrativo nas equagoes p(z,7T’) e n(z,T), dadas em (2.9) e (2.10). Se
observarmos os termos de intera¢do b;s (apéndice 1) vemos que, no caso de um
potencial atrativo, todos estes termos sdo positivos. Portanto, as equacoes p(z,T)
e n(z,T) sao necessariamente positivas. Por outro lado, sabemos que a equagao
de estado p(n,T) pode ser negativa quando utilizamos um potencial atrativo. A
pergunta entdo a ser feita é como p(n,T) torna-se negativa, se ela é obtida de
p(2,T) e n(2,T), através da eliminacao da fugacidade? Ou em outras palavras, a
equagio de estado p(n,T) continua valida para pressoes negativas? Um atenuante
para esta questao é que na secdao 2.4.1 discutimos um meio alternativo de obter
os dois primeiros termos de p(n,T), baseado no calculo direto do tensor de stress
(ou pressao interna). E segundo este cdlculo ndo hd nenhuma restrigdo em termos
pressao negativa para potenciais atrativos.

Por fim, podemos concluir que apesar do modelo v+ N ser demasiadamente sim-
ples para garantir um periodo inflaciondrio, ele nos faz refletir sobre a importancia

para a cosmologia, de uma equagao de estado a altas energias.



Apéndice A

Desenvolvimento Completo da Expansao em
Cluster

Como foi visto no comeco do capitulo 2, a funcao de particao de um sistema cléssico

com interacao pode ser escrita como

1
QAv(V,T) = WZN(Va 1), (A1)

onde \ é o comprimento de onda térmico e Zy(V,T) é a integral de configuracao

dado por:

Zn(V,T) = /exp{—ﬂZuij }d3Nr = /H(e‘ﬂ%)dwr. (A.2)

i<j 1<J

Introduzindo agora a funcao de duas particulas ou funcao de Mayer,

fij=e Pui -1, (A.3)

podemos reescrever a integral de configuragao (A.2), expandindo seu integrando em

poténcias das funcoes f;;. Segue-se que

Zn(V,T) = / T[]0+ fiy)d®r = / [+ Js+ D Fufu+ | (Ag)

i<j

Nosso principal objetivo agora passa a ser expressar os diversos termos de (A.4)
de uma maneira mais tratdvel. Para isso, usamos um engenhoso recurso: associamos
cada integral envolvendo as fungdes f;; a um gréfico de N particulas.

Exemplo: Se N = 8, o termo

tA :/f34f68d3r1---d3r8 (A5)
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que faz parte da integral de configugao Zg(V,T) pode ser associado ao grafico de 8

particulas dado a seguir:

@@@
@ @ (&

Note que os circulos denotam as particulas e as linhas fixam os pares de particulas
interagentes.
Um outro termo de Zg(V,T) é

tp Z/f12f14f67d37"1---d37”8, (A.6)

e este termo é associado ao grafico de 8 particulas que segue
% .
% @

Observado os termos t4 e tg de Zg(V,T) e os graficos a eles associados percebe-

mos ser possivel uma fatoragdo. De fato para t4 escrevemos,

tA = /d37'1/d37"2/d37'5/d37“7/f34d37“3d37'4/f68d37'6d37'8 (A7)

[IREIRelf[elfcgolRicac]

Podemos, entao, dizer que o termo t4 da expansao de Zg representa uma con-
figuracdo e que é constituido de dois tipos de aglomerados, ou clusters, sendo encon-
trados quatro clusters de uma particula cada e dois clusters de 2 particulas cada.

Analogamente, tp representa uma configuragdo (ou estado) possivel para um
sistema de oito particulas em que ha trés clusters de uma particula, um cluster de
duas particulas, e um cluster de trés particulas.

Apresentemos agora um resumo das defini¢oes vistas até o momento:

- Grdfico de N-particulas: Ea colecao de N circulos distintos, numerados
1,2,3,..., N , com um numero de linhas ligando alguns ou todos os circulos.
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Se pares distintos de circulos, que sao ligados através destas linhas, sdo denotados
pelos simbolos a, 3,7, ..., A (cada simbolo denotando um par distinto de indices no

conjunto 1,2, 3, ..., N) entao o grafico representa o termo

/ (fafﬂf'yf/\) d3’l"1d37"2...d37"]v (AS)

da expansdo (A.4) de Zy.

Um grafico que possuir o mesmo nimero de particulas ligadas que o descrito
anteriormente, mas com um conjunto (o/, 5,7/, ..., \') de pares interagentes distintos
de (o, 3,7, ..., A) serd contado como um grafico distinto, pois representa um termo
diferente da expansao.

-l-cluster: E um grafico de [ particulas no qual cada um dos [ circulos, nume-
rados de 1,2, 3, ..., [, estd diretamente ou indiretamente ligado a cada outro circulo.

O grafico a seguir é um grafico de cinco particulas que também é um 5-cluster:

—®

o

Este gréfico é representado pela seguinte integral:

/f12f14f15f25f35d37°1d37”2~--d37“5- (A-9)

Note que um cluster nao pode ser decomposto em graficos mais simples da mesma
forma que o termo integral a ele associado nao pode ser fatorado.
Consideremos mais um exemplo de cluster. Desta vez tome-se um grupo de trés

particulas; elas podem formar quatro 3-clusters diferentes:

é%@ Cf@ @% é%@

Concluimos que um grupo de [ particulas, com [ > 2, pode levar a uma variedade
de [-clusters, alguns dos quais podem ser iguais em valor (a integragao dos termos
correspondentes levam a um mesmo valor).

Depois dessa longa digressao, é natural afirmar que

Zn(V,T) = (a soma de todos os graficos distintos de N-particulas), (A.10)
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devido & correspondéncia um a um entre os vérios termos da expansao (A.4) e os
varios graficos de N particulas.

A quantificacdo de (A.10) vird mediante a defini¢do de integral de cluster by, a
qual leva em conta a variedade de maneiras que um [-cluster pode apresentar. A

integral de cluster é definida por:

b(V,T) =

= et oy < (soma de todos os I-cluster) (A.11)

Definida dessa maneira b;(V,T') é adimensional e se aproxima de um valor finito,
no limite V' — o0, sendo que este valor é independente do tamanho e da forma do
container (a menos que ele seja muito ondulado).

As propriedades de b(V — oo,T) citadas podem ser justificadas como segue.
Mantenha fixa uma das [ particulas, digamos, na posicdo 7, e faca a integracao
sobre as coordenadas das (I — 1) particulas restantes. Devido ao fato que as fungées
de Mayer f;; estendem-se apenas sobre um pequeno intervalo de distancias, esta
integracao se estenderia somente sobre uma regiao limitada do espacgo disponivel,
fornecendo um resultado praticamente independente do volume do container do gés.
Depois, fazemos a integral sobre a coordenada 7 da particula que havia sido fixada
e obtemos um fator V', que cancela o volume V' do denominador de ,(V,T), (A.11).
Entao, a dependéncia da integral de cluster no tamanho e forma do recipiente é um
“efeito de superficie” e desaparece no limite V' — oo.

Exemplifiquemos o calculo de algumas integrais de cluster:

1
b1= D SOAY [@]
ou

1
b1 = V/d?’rl =1. (A12)

Para by temos:
1
b= S neeD v [@@]

ou

1 1 . B
by = Y /f12d3r1d3r2 = 307 //f (|7 — 7)) d®rid®ry (A.13)
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Note que o potencial u;; e, consequentemente, a funcao f;; dependem apenas da
distancia interparticula r1o = |7, — 7], i.e., o potencial u;; é do tipo central.
Conhecendo algumas identidades da fun¢ao delta de Dirac em trés dimensdes,

podemos reescrever (A.13) como:

b= v / / / f (72 = 711)0° (Fa — (72 — 7)) drid’rad’ris (A.14)

Integrando (A.14) primeiramente em 7%, segue:

. . . 1
by = m/ [ (P + 71— 1)) dPridPrig = oINSV /d37'1/f(7"12) d’riy (A.15)

Finalmente, usando coordenadas esféricas com a origem fixada em uma das duas
particulas, temos:

oo w 2w
1 2
by = Q—M///f(r)r senfdpdfdr =
00 0
b = 2 [ 2y = 27 [ (oo 1) r2d A.16
2 = 33 f(r)r r= (e —)T‘T (A.16)
0 0

O célculo de b3 é andlogo:

1 Cwo @
| 0 e G

Na forma integral segue:

by = 3’/\6V [/ f12f13d rd T2d37'3 /f12f23d rd 7‘2d37“3]
3|/\6V [/ fas fosd®r1d®rod®rs + /f12f13f23d rid T2d37“3:| (A.17)
Como as trés primeiras integrais da equagio (A.17) tém o mesmo valor numérico
escrevemos:
1
by = % {3‘/ // fr2fisd®riad®ris + V// f12f13f23d37“12d37“13] ; (A.18)
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onde usamos o mesmo truque de inserir a identidade escrita em termos da funcgao
delta, como foi feito para obtermos bs.
Comparando o primeiro termo de (A.18) com by dado por (A.15), podemos,

finalmente, escrever b3 como:

1
bs = 2b2 + 30 // fi2fiz fozd®riad®ri3 (A.19)

Usando os b; vejamos como calcular Zy (V,T), conforme (A.10).

Um grafico de N particulas consistird de um nimero de clusters dos quais, diga-
mos mq sao l-clusters, ms sao 2-clusters, ms sao 3-clusters, e assim por diante.

Estamos, entao, entendendo m; como o niimero de vezes que um [-cluster aparece
num grafico de N particulas.

O conjunto {m;} deve satisfazer a condicao

N
> imy =N, m;=0,1,2,..,N (A.20)
=1

Veja o exemplo de um grafico com N = 6 particulas:
ONONO)
@ 06

{mi} = {m1 = 1;my = 1;mz = 1;my = ms = mg = 0} (A.21)

Ou seja,

6
> Imy=11+214314+4.0+50+60=6 (A.22)
=1

Perceba que o conjunto dado por (A.21) ndo especifica um tnico grafico. Outros

graficos que podem ser associados a este conjunto sao:

@ @ | | @

® e o |00
Logo um, dado conjunto {m;} representa uma cole¢ao de graficos. A soma total
dos gréficos associados aos {m;} é chamada de S{m;}. Agora, se somarmos sobre
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todos os conjuntos {m;} possiveis estaremos obtendo a soma sobre todos os gréficos
de N particulas. Podemos escrever entao

Zy(V,T) =Y _'S{mi} (A.23)
{mi}

onde a somatéria linha em (A.23) percorre todos os conjuntos que estao de acordo
com o vinculo (A.20).

Procuramos avaliar S{m;}. O conjunto dos Il-cluster, em nimero de my;, sdo
contados assim:
m3

6] g 2[@&) O% dob &J

De forma geral, podemos expressar esta contagem como:

H (soma sobre todos os [-clusters)™ . (A.24)
!

As integracoes em (A.4) tém valores que sao determinados, em esséncia, pela
configuracao do sistema: ndo interessa realmente qual é a terceira particula ou qual
é a oitava. Apenas os tipos de interacao é que vao determinar quantas funcoes f;;
aparecerao sob o sinal de integragao.

Logo, se permutarmos as N particulas do grafico, obteremos N! sistemas de
mesma configuragao que também precisam ser contados. Portanto, multiplicamos
(A.24) por NI

Observe que todas as [ particulas de um [-cluster podem ser permutadas en-
tre si sem provocar alteragdo em (A.24), nosso sistema de contagem. Portanto,
devemos dividir (A.24) por (I!)"™ para cada valor de [, dando um divisor total de
(an™ (2™ (3™ ... =] (I")™. Descontamos assim as trocas de particulas dentro

!

de cada cluster.

H& ainda mais um divisor de (A.24). [-clusters formados por particulas dife-
rentes dao a mesma configuragao, i.e., permutacoes de [-clusters entre si devem
ser descontadas; isto para cada um dos clusters. Entdo, dividimos (A.24) por
(ma)! (mg)! (m3)l... = ] (my).

Com (A.24) e as ébserva(;()es acima, acabamos as contagens, e encontramos
S{m;} como
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(soma sobre todos os [-clusters)™
S{m;} = N! H o () (A.25)
Porém , da defini¢ao de integral de cluster, (A.11), temos
(soma de todos os I-clusters) = A3V Vp, (A.26)

Substituindo (A.26) em (A.25), vém:

3(=1)y7p,) ™ 3imy l
S{ml}:N!H (”(Aml)! (ZY)Z:”) 1:[A (w) N (A.27)

S{mi} = N')\3Elml H ﬁ (%) l ; (A.28)

l

que pode ser reecrita usando o vinculo (A.20):

S{my} = N')\3NH ! (Vbl) (A.29)

A integral de configuragao (A.23) fica, portanto

Zn(V, Nl)\3NZ {H 1 (‘;gz) ’} (A.30)

A fungao de partigdo o sistema segue, agora, das equagoes (A.30) e (A.1):

Qu(V,T) = Z'{H (T;l)! (%)m’} (A.31)

{m} l

A somatéria linha é complicada pela condicao restritiva (A.20) a ser obedecida
por todo conjunto {m;}. Um possibilidade de contornarmos este problema é con-

siderarmos a funcao de particao macro-canonica do sistema:

O(z,V,T) = io: NQn(V,T) (A.32)

N=0
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onde z é a fugacidade. Escrevemos

T (A.33)

l

e substituimos os resultados (A.31) e (A.33) em (A.32):

O(z,V,T) Z S {H [ th)l (V;bl)ml]} (A.34)

N=0{m;} \i=1

Uma somatoéria restrita sobre os conjuntos {m;}, submetida a condi¢ao (A.20),
seguida de uma somatoria sobre todos os valores de N equivale a uma somatéria

sem vinculos sobre todos os conjuntos possiveis {m,;}. Logo

O V,T) = i{ﬁ[(ni) <bAV>m”

=1

= ﬁ{g; [(n}”)! (ib,%)ﬂ} (A.35)

(A.36)

A equagao (A.36) representa a fungao de partigdo do ensemble macro-canénico,
de um sistema estatistico classico, que possui interacao.
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Calculo do a3(kT) para o potencial retangular

Através de um método andlogo ao da secdo 2.5.2, pretendemos calcular o terceiro

coeficiente do virial a3(k7T’), dado por

as(kT) = 3)\6/ fiof13 fosd®riod®r3, (B.1)

referente a um potencial retangular:

+oo0, se r<r
Viry=<¢ =Vy se ri<r<mr (B.2)
0 se T > Ty

As funcoes de duas particulas, dadas por

fij = e wilkT 1, (B.3)

podem ser reescritas de acordo com (B.2):

-1 se r<rmr;
fij(r) =% e —1 se r<r<mr , i=1,23 e =23 , (B4)
0 se >y

onde = =
Como (B.4) é constante, a integral (B.1) resume-se ao célculo de volumes, sob
certas restrigoes. Utilizando (B.4), podemos separar o coeficiente a3z da seguinte

forma:
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T1 T2

1 ! 1
az = 306 / [/ f13f23d37“13] d*riy — (EWVO - 1)/ [/ f13f23d37’13} d’ri

h (B.5)

Para entender melhor como calcular as integrais dentro dos colchetes, analisemos
a figura B.1, referente a integral linha de (B.5).

Figura B.1: Configuracao da integral linha.

Na figura B.1 estao desenhadas quatro esferas, duas centradas na particula 1
e duas centradas na particula 2. As esferas hachuradas representam o alcance da
interacdo de hardcore, portanto estas esferas tém raio r;. E as esferas externas
representam o alcance do poco quadrado, portanto estas esferas tém raio rs.

Segundo a figura B.1, a regiao dada pela integral linha, pode ser separada em trés
regioes distintas: a primeira regiao é dada pela intersec¢ao das duas esferas hachu-
radas, onde as funcoes fi3 = fo3 = —1; a segunda regiao é dada pelas partes nao
interceptantes das esferas hachuradas, sendo neste caso fi3 = —1e fo3 = (% — 1)
ou vice-versa, e a terceira regiao é dada pela parte em branco da figura B.1 (referente
a intersecgao das esferas externas), menos as esferas hachuradas, e neste caso fi3 =
fo3 = (e*ﬁVO — 1). Note que qualquer regiao fora da interseccao das esferas externas
faz com que fi3 ou fo3 seja zero. Ou seja, estas trés regioes compreendem todas as
posiveis regioes no qual a particula 3 pode visitar sem que as as fungoes fi3 ou fo3
sejam zero.

Voltemos agora nossa atencao para a integral duas linhas de (B.5). De forma
andloga & integral linha, pode-se definir todas as possiveis regioes de integracao onde
as funcoes fi3 e fo3 sao diferentes de zero. Porém, como a distancia riy varia de

r1 até 7y, devemos quebrar a segunda integral de (B.5) em trés configuragoes:
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ro 2r1 r2—T1 T2
/ [.]dPr, = / [...]d°r + / [...] dPrip + / [.]drs 7, (B.6)
r1 r1 2r1 ro—7r1
onde os termos entre colchetes sao
n
-] :/ f13fasd’r13 (B.7)

A configuragao da integral duas linhas referente ao primeiro termo de (B.6) é

dada na figura B.2.

211
Figura B.2: Configuragao da integral duas linhas referente a [ [...] d*rqo.

T1

Na figura B.2 vemos que as regioes pertinentes de integracao, desta configuragao,
sao andlogas as trés regioes da figura B.1. Porém, é importante notar que as
particulas 1 e 2 estao localizadas na regiao externa da interseccao das duas es-
feras hachuradas, e consequentemente no limite superior 2r; estas esferas apenas se
tocam.

A configuragdo da integral duas linhas referente ao segundo termo de (B.6) é
dada na figura B.3.

Com o auxilio da figura B.3 pode-se determinar duas regides distintas de inte-
gracao: a primeira regiao é dada pelas esferas hachuradas, onde fi3 = —1 e fo3 =
(e+ﬂV° — 1) ou vice-versa; e a segunda regiao é dada pela parte em branco (referente
a interseccdo das duas esferas externas), menos a parte hachurada, e neste caso fi3 =
fos = (ewv" — 1). Note que no limite superior o — 1 a borda da esfera hachurada
da particula 1 toca a borda da esfera externa da particula 2.
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T2—T1
Figura B.3: Configura¢do da integral duas linhas referente a [ [...] d®ria.
211

A configuracao da integral duas linhas referente ao terceiro e iltimo termo de
(B.6) é dada na figura B.4.

Figura B.4: Configuracdo da integral duas linhas referente a [ [...] d®ris.
ro—r1

Com o auxilio da figura B.4 pode-se novamente determinar duas regides distintas
de integragao: a primeira regiao é dada pela parte hachurada que estd dentro da
interseccao das esferas externas, onde fi3 = —1 e fo3 = (e*ﬂVO — 1) ou vice-versa;
e a segunda regido é dada pela parte em branco (referente a interseccdo das duas

esferas externas), menos a primeira regiao, e neste caso fi3 = fo3 = (e+ﬂV° — 1).

E importante ressaltar que as configuragoes das figuras B.2, B.3 e B.4 sao validas

no caso em que temos a condicao ro > 3ry.
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Voltando entao para a equagao (B.1), podemos reescreve-la como:
-1
a’3(ﬂ) :w[11+12+13+14], (BS)
sendo
T1 ,
I = (_1)/ [/ f13f23d37"13] d’r1, (B.9)
0
211 "
L= (e —1) / [/ f13f23d37“13} d’rya, (B.10)
T1
T2 n
I = (e —1) / {/ f13f23d37“13} d’r1a, (B.11)
2r1
" "
Iy = (7" 1) / [/ f13f23d37‘13} d’r1a. (B.12)

ro—r1

Lembremos ainda que I; é resolvida com a auxilio da figura B.1, I é resolvida

com a auxilio da figura B.2 , I3 é resolvida com a auxilio da figura B.3 e I, é resolvida

com a auxilio da figura B.4.

Para calcular estas quatro integrais basta saber calcular trés tipos diferentes de

volumes:

Volume da esfera
O volume da esfera é dado por,
V17"0 - _7T7"0,

onde 7y é o raio da esfera.

Volume da interseccao de duas esferas de raios idénticos

Este volume foi calculado na secao 2.5.2, e é dado por

A 3rir, 13
V’I‘o I 3 0 r12
2 773 {TO 1 6

sendo 7y o raio das esferas e 15 a distancia de separagao de seus centros.

(B.13)

(B.14)
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Volume da interseccao de duas esferas de raios diferentes

Este terceiro volume é um pouco mais complicado de se calcular, porém as integrais a
serem resolvidas, como nos outros casos, continuam sendo triviais. Apresentaremos

apenas o resultado:

4
V’r1,7‘2 — 2_7T 7,3 . T% (T% — T%) - T%T12 _ 7’3 + (7'% B T%) + T’172 +
s 311 2719 2 20 16rort 16t
2 3
o (3t (02 =1)’ | (=) ra(i-r)’ 3
3 8rf 4rf 4rt 2

21 | 3r2 (r? — 7‘%)2 N 3raryy (r?2 —r2)  3rird,
3 872119 4r? 8r?

2r [3rly Brip(f-rd)® (i) 3rh 4|

3] 2 8r? 4r? 8r 2

2m (rf —r} o (r2+412)°

2= 13) V308, (72 4 2) — 1, — B (2 4 2)? 4 AN
4877 T12

2T

2 3
ot 38 (2 +18) =l = 3r, (1 4 18) 1 (24 13)°] L (B19)
1
onde r; é o raio da esfera menor, r, é o raio da esfera maior e 1o a distancia de
separacdo de seus centros.
Apenas a titulo de completeza, vejamos se (B.15) reduz-se a (B.14) no caso de

rHL =Te =Ty.

proro 2_71' 3 TaT 1 3 i B 3rorie | 3rgriy | 3rd -~ 3%y
s 31 2 2 16rg 2 8r 2 % 8
2 3
2m [3riy (rg+76) _ rly _ 3rip(rg+75)° | mia (rg £ 70) (B.16)
4 4 4 + 4 )
3 167, 167 167 167,

Simplificando e juntando os termos de mesma potencia em (B.16):

ro.r A7 1 3 1 1 3 3 3
‘/},0’0:?{7“3+T§7‘12<—Z—Z+Z>+T§2(—§+E+Z—§>}=>

‘/31*0,7‘0 — 4_71' {7"3 _ 3T§T12 + @} . (B17)
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Comparando as equagoes (B.17) e (B.14) vemos que elas sao idénticas, o que

condiz com nossas expectativas.

Por fim, com o auxilio das figuras B.1, B.2, B.3 e B.4 e das equagoes (B.9),
(B.10), (B.11), (B.12), (B.13), (B.14) e (B.15), podemos escrever as integrais I, Io,
I3 e I como func¢ao dos volumes Vi, V5 e Vs.

Definindo

f(B) = et -1, (B.18)

segue:

L=~ [ 72, {V7 =2 (8) V7 = Vi + FOR V7 = 2V + Vi) dr

0

(B.19)

I, = 4n f (3 / w2, VI — 24 (B) VI — V] + () [VE? — 2V + Vi) drs,
) (B.20)
I = —4nf(8) / 2, L2f BV — [F(B) Ve — 2Vi]} drs, (B.21)

Li=—anf(8) [ {2V~ POV - 2V dra. (B22)

r2—T1

Lembremos que tanto V5 quanto V3 dependem de ris.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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