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Resumo

Este trabalho tem como tema central a classe de distribuigoes série de poténcias
inflacionadas, em que o intuito é estudar suas principais propriedades e a aplica-
bilidade no contexto bayesiano. Esta classe de modelos engloba as distribuigoes
de Poisson, binomial e binomial negativa simples e as generalizadas e, por isso é
muito aplicada na modelagem de dados discretos com valores excessivos. Como
caso particular propos-se explorar a distribuicao de Poisson zero inflacionada
(ZIP), em que o objetivo principal foi verificar a eficdcia de sua modelagem quando
comparada a distribuicao de Poisson. A mesma metodologia foi considerada
para a distribuicdo binomial negativa inflacionada, mas comparando-a com as
distribui¢oes de Poisson, binomial negativa e ZIP. Como critérios formais para
selecao de modelos foram considerados o fator de Bayes e o teste de significancia

completamente bayesiano.

Palavras-chave: Classe de Distribuicao Série de Poténcias Inflacionadas, Dis-
tribuicao Poisson Zero Inflacionada, Distribuicao Binomial Negativa Zero Infla-

cionada, Selecao de Modelos.
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Abstract

This work has as central theme the Inflated Modified Power Series Distributions,
where the objective is to study its main properties and the applicability in the
bayesian context. This class of models includes the generalized Poisson, binomial
and negative binomial distributions. These probability distributions are very
helpful to models discrete data with inflated values. As particular case the -
zero inflated Poisson models (ZIP) is studied, where the main purpose was to
verify the effectiveness of it when compared to the Poisson distribution. The
same methodology was considered for the negative binomial inflated distribution,
but comparing it with the Poisson, negative binomial and ZIP distributions.
The Bayes factor and full bayesian significance test were considered for selecting

models.

keyword: Inflated Modified Power Series Distributions, Zero Inflated Poisson
Models, Zero Inflated Negative Binomial Models, Selection of Models.
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Capitulo 1

Introducao

O bom ajuste dos dados depende dos modelos probabilisticos atribuidos a
eles. Nas aplicagoes envolvendo dados reais sobre contagens, geralmente atribui-se
modelos discretos que sao amplamente desenvolvidos na literatura. No entanto,
¢ comum encontrar uma grande quantidade zeros nos conjuntos de dados. Esses
zeros excessivos dificultam a elaboracao de uma andlise estatistica precisa para
o problema, pois os modelos usuais desenvolvidos para a modelagem de dados

discretos nao ajustam bem tal situacao.

Diante disso, é relevante pesquisar como se formam esses zeros nos con-
juntos de dados. Martin et al. (2005), ressaltaram que o valor zero pode acontecer
de quatro maneiras diferentes. Duas delas, podem ser definidas como zeros
verdadeiros e duas como aleatorios ou falsos. Os zeros verdadeiros podem surgir
da baixa freqiiéncia de ocorréncia do evento. Por exemplo, se o interesse for
estudar a incidéncia de determinada doenca em um local especifico, neste caso, o

excesso de zeros significa que a doenga recaiu a poucos individuos do local.

Outra situacao considerada como zero verdadeiro é quando realmente
o local nao havia nenhum individuo presente. Podemos citar as aplicagoes que
envolvem controle de qualidade que utilizam processo de fabricacao moderno e,
por isso, esperam zero defeito (estado perfeito). Os zeros aleatdrios ou falsos
podem ser resultado de erros de amostragem ou um vicio visual, ou seja, o

individuo existe, ocupa o local, mas nao estava presente durante a realizagao
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da pesquisa ou o elemento ocupa o local, esta presente, mas o pesquisador
nao o encontra. KEsse tipo de zero ocorre geralmente em estudos ecoldgicos,
principalmente de vida selvagem ou aquatica. Por exemplo, a auséncia de animais
em uma determinada area pode ter sido resultado de um erro humano ou de um

erro visual.

Os zeros ocorridos em um conjunto de dados podem ter sido resultado
de um zero verdadeiro, de um erro humano, ou ser um zero de amostragem.
Infelizmente, a distingao desses tipos de zeros é, na maioria das situagoes, uma
tarefa impossivel de ser realizada. Existe ainda, uma situacao onde ha a incerteza
sobre a sua origem nas observacgoes, neste caso, um procedimento usual é utilizar

distribuicoes truncadas.

A producao dos zeros excessivos nas amostras podem ser classificadas de
duas formas. Na primeira, o excesso de zeros é resultado da superdispersao, ou
seja, a variancia dos dados é maior que a assumida pelo modelo (Paula, 2004).
Na segunda forma o excesso de zeros é formado por subpopulagoes distintas
que podem estar relacionadas a alguma intervencao natural ou truncamento nos
dados. Saito (2005) mencionou um estudo econémico realizado por Aitchison e
Brown (1957) sobre despesas do lar. Em certos lares, alguns itens considerados
supérfluos nao fazem parte da compra. Logo, os dados apresentam uma grande
quantidade de observacoes zero. Neste caso, a amostra pode ser separada em dois
grupos, os lares que gastam com os itens e os lares que nao gastam (este grupo

formam uma subpopulac¢do que produz somente observagoes zero).

Nas aplicacoes ecoldgicas em que o objetivo é modelar a distribuicao
das plantas e/ou organismos é sugerido como adequado o modelo de Poisson,
mas geralmente os descendentes das plantas e/ou organismos tendem a se con-
centrarem proximos dos pais que em outros lugares, formando aglomeragoes.
Assim a variancia do nimero de plantas e/ou organismos é maior que a esperada
pelo modelo de Poisson, causando superdispersao. Existem muitas técnicas para
modelar esse tipo de dados baseando-se numa tnica distribuigao (Martin et al.,

2005).

Uma metodologia eficaz na modelagem dados de contagem com zeros
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excessivos sao as misturas de modelos, através das distribuicoes zero inflacionadas.

Como as distribuicoes zero inflacionadas requerem a definicao de uma
distribuicao discreta, foi objeto de estudo deste trabalho a classe de distribuigoes
série de poténcias. Esta classe engloba tanto as distribuicoes de Poisson, binomial
e binomial negativa simples como as generalizadas e podem ser utilizadas em
uma variedade de aplicagoes e seus resultados mostram eficiencia. Esta classe de
distribuicoes também pode ser estendida para os modelos inflacionados, a qual é

denominada classe de distribuigoes série de poténcias inflacionadas.

Como mencionado, para o desenvolvimento da classe de distribuicoes
série de poténcias inflacionadas se faz necessario ter conhecimentos sobre misturas
de modelos, pois esta abordagem considera uma distribuicao degenerada no ponto
zero e uma distribuicao discreta que se adequaria aos dados caso nao existisse
zeros excessivos. No entanto, em alguns conjuntos de dados o valor em excesso nao
é zero. Entao, esta classe de distribuigoes série de poténcias inflacionadas pode
ser ampliada para solucionar qualquer valor excessivo y = s. Neste trabalho a
classe de distribuigoes série de poténcias inflacionadas foi objeto de estudo e, para

estas situacoes ela é uma boa alternativa, conseguindo modelar bem os dados.

Rodrigues (2003) apresentou a abordagem bayesiana para distribuigoes
zero inflacionadas utilizando um procedimento baseado em dados ampliados. O
objetivo, neste caso, foi tornar a distribuicao a posteriori m (0, w|D) conhecida

facilitando o tratamento computacional.

1.1 Objetivos

e Estudar a origem de zeros excessivos em conjuntos de dados e modela-los

através da classe de distribuicoes série de poténcias inflacionadas.

e Estudar a classe de distribuigoes série de poténcias inflacionadas, suas prin-
cipais propriedades, os momentos e as relacoes com a classe de distribuicoes

série de poténcias.
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e Considerar a abordagem bayesiana para a classe de distribuigoes série de
poténcias inflacinadas. Utilizar misturas de modelos para explicar a quan-
tidade de zeros excessivos. Além disso, considerar o procedimento de dados

ampliados para esta classe de distribuigoes, obtendo uma forma geral.

e Para verficar a eficacia deste procedimento foi proposto estudar aplicacoes
envolvendo casos particulares da classe de distribuicoes série de poténcias

inflacionadas.

e Uma delas foi a distribuicao de Poisson zero inflacionada (ZIP), em que
o objetivo principal foi verificar a eficacia de sua modelagem quando com-
parada a distribuicao de Poisson. E a distribuicao binomial negativa zero

inflacionada (ZIBN) comparando-a com outras distribuigoes.

e Como critério formal para selecao de modelos utilizou-se o fator de Bayes.
Este é uma medida de evidéncia usual neste contexto e problematico em
algumas situacoes, principalmente quando atribui-se distribuigoes a priori
vagas para alguns parametros e, além disso, considera uma escala arbitraria

para a interpretacao de seus valores.

e Como alternativa ao fator de Bayes utilizou-se o teste de signifancia comple-
tamente bayesiano proposto por Pereira e Stern (2008). Um dos beneficios
em utiliza-lo é porque nao apresenta problemas quando sao atribuidas dis-
tribuigoes a priori impréprias, como acontece no fator de Bayes. Exige
somente o conhecimento da distribuicao a posteriori para calcular a medida
de evidéncia Fv, sem qualquer complicacao relacionada com a dimensional-
idade do parametro nem com a do espaco amostral, esta caracteristica evita
a necessidade de eliminar o parametro nuisance. Além disso, as necessidades
computacionais de Ev nao se baseiam em nenhum método assintotico, sua

obtencao estd baseada na otimizagao e na integragao numeérica.

e Obter as distribuicoes a posteriori dos parametros modelo de Poisson zero

inflacionado e de Poisson utilizando o algoritimo Gibbs através do Software

R.
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e Para calcular o fator de Bayes e o teste de significancia completamente

bayesiano propos-se utilizar o Software R e o Winbugs, respectivamente.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma.

No capitulo 2 é apresentado um resumo sobre as principais fontes dos
Zeros excessivos em contagens, como se da a formacao dos zeros inflacionados e
exemplos de aplicacoes que envolvem valores excessivos diferentes de zero. No
capitulo 3 é apresentada a classe de distribuicoes série de poténcias inflacionadas,
que necessita da descricao da classe de distribuicoes série de poténcias e de algu-
mas propriedades. Além disso, é explorada a aplicabilidade no cenario bayesiano.
No Capitulo 4 sao descritos os modelos para dados inflacionados de zeros, em
especial, é explorado dois casos particulares: a distribuicao de Poisson zero
inflacionada e a distribuicao binomial negativa zero inflacionada. No Capitulo 5
apresentam-se aplicagoes envolvendo estes modelos. Em seguida estao as conside-

racoes finais.



Capitulo 2

Numero Excessivo de Valores em

Contagens

Em muitas aplicagoes envolvendo dados reais sobre contagens sao atribui-
dos os modelos discretos que sao largamente desenvolvidos na literatura. Podemos

citar as distribui¢oes de Poisson, binomial e binomial negativa.

Geralmente, os conjuntos de dados contém um ntimero excessivo de zeros
que nao sao descritos pelo modelo assumido. Esses zeros podem ser classificados
de quatro modos, dois podem ser definidos como zeros verdadeiros e dois como

falsos (aleatérios).

No primeiro caso, os zeros verdadeiros surgem de uma baixa freqiiéncia de
ocorréncia ou realmente o local nao havia nenhum individuo presente. No segundo
caso, o individuo existe, ocupa o local, mas nao estava presente durante a pesquisa
ou o elemento ocupa o local, esta presente, mas o pesquisador nao o encontra.
Uma possivel solugao, para explicar zeros verdadeiros ou falsos, ¢é utilizar as
distribuicoes zero inflacionadas. Estas distribuicoes exigem conhecimentos sobre
misturas de modelos, que neste caso, considera uma distribuicao degenerada no
ponto zero e uma distribuicao que se adequaria aos dados caso nao existisse zeros

€eXCessivos.

Quando os zeros inflacionados sao resultados de excesso de zeros ver-

dadeiros e falsos, nao ha nenhuma discussao formal na literatura de como modelar
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tais conjuntos de dados, justamente porque é dificil distinguir a origem desses ze-
ros. Quando ha a incerteza sobre a sua origem nas observagoes, um procedimento

usual, é utilizar distribuigoes truncadas.

Em alguns conjuntos de dados o valor inflacionado nao é o valor zero,
mas esta metodologia pode ser aplicada para solucionar esse niimero excessivo de
valores diferentes de zero. Além disso, a classe de distribuigoes série de poténcias
inflacionadas pode ser aplicada em aplicacoes de diversas areas, por exemplo,

ecologia, atudaria, controle de qualidade dentre outras.

Este capitulo estda organizado como segue. Na secao 1 esta descrito
sobre o nimero excessivo de zeros em dados, sobre a possivel fonte dos zeros
inflacionados, superdispersao e subpopulacoes distintas. Na secao 2 é apresentado
um resumo sobre alguns estudos que envolveram um numero excessivo de valores

y = s diferentes de zero.

2.1 Numero Excessivo de Zeros

Em muitos estudos envolvendo a analise de dados discretos é comum
existir uma grande quantidade de zero nos dados. Esse excesso dificulta a elabo-
racao de uma andlise estatistica para o problema, pois os modelos usuais nao
conseguem modelar a presenca excessiva de zeros. Por exemplo, ao considerarmos
uma linha de producao na qual se aplica controle de qualidade, a contagem de
defeitos de um produto apresenta-se cada vez menor, ou seja, ha um grande
nimero de zeros, isto devido a modernizacao dos processos de fabricacao. Neste

caso, esses zeros correspondem a zeros deterministicos.

Nas aplicagoes ecoldogicas os zeros podem ocorrer devido a espécie ser
totalmente ausente na area amostrada ou quando a espécie estd presente mas nao
foi observada pelo pesquisador, neste caso, os zeros sao aleatérios (falsos). Nessas
aplicacoes o problema de zeros aleatorios ocorre frequentemente devido a erros
humanos ou vicios no método de amostragem. (Martin et al., 2005). Portanto,
podemos dizer que em uma contagem os zeros podem ser obtidos por erro humano,

por amostragem ou ser resultado de um zero verdadeiro. Na grande maioria das
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situacoes praticas, infelizmente, é impossivel separar os zeros de amostragem do

zero verdadeiro.

2.1.1 Fonte dos Zeros Inflacionados

Segundo Martin et al. (2005), o valor zero acontece de quatro modos.
Dois podem ser definidos como verdadeiros zeros e dois como falsos zeros. O
primeiro tipo de zero verdadeiro surge de uma baiza frequéncia de ocorréncia ou
ser o resultado de um efeito que conduz para locais que nao tém nenhum individuo

presente.

Na area ecolégica uma espécie pode estar ausente por causa de proces-
sos demograficos, competicao, ou qualidade de habitat pobre. Estes zeros sao
verdadeiros, pois sao resultados dos reais efeitos ecoldgicos. Secundariamente,
um zero simplesmente pode acontecer por acaso, porque a espécie nao satura seu
hébitat inteiro (por exemplo, por causa de extingoes locais), este é um exemplo

para a segunda situagao dos zeros verdadeiros.

O primeiro tipo de falso zero é causado por: apesar de existir, ocupar
o local, nao estava presente na hora da pesquisa. A segunda maneira: acontece
quando ocupa o local e estd presente na hora de amostrar, mas o pesquisador nao
o encontra. Por exemplo, no caso onde uma espécie pode estar temporariamente
ausente do local de estudo, se o objetivo é quantificar onde a espécie esta de forma
rapida, sua auséncia nao constituiria um falso zero (isto é, a espécie realmente
nao estava l4 quando inspecionado). Porém, se o interesse fosse nas dreas que
estavam sendo utilizadas pela espécie considerando um grande periodo de tempo,

entao sua auséncia constituiria um falso zero.

Apesar das categorias definidas acima, um numero grande de zeros po-
dem surgir nos dados de outro modo, quando observagoes sao obtidas fora do

alcance do elemento pesquisado.

A Tabela 2.1 apresenta um resumo sobre os tipos de zeros e sua respectiva

definicao.

Fonte: Martin et al. (2005).
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TABELA 2.1: Tipos de zeros em dados

Tipo de zero Definicao

Zero Verdadeiro e Baixa freqiiéncia de ocorréncia;

e Realmente nao existe nenhum individuo presente.

Zero Aleatorio e Apesar de existir, ocupar o local,
nao estava presente na hora da pesquisa;
e Acontece quando ocupa o local e esta presente

na hora de amostrar, mas o pesquisador nao o encontra.

Em um conjunto de dados podem ocorrer diferentes tipos de zeros: as
informagoes podem nao conter nenhum zero inflacionado, ou ter zeros inflaciona-
dos devido a zeros verdadeiros, devido a aleatorios; ou ainda, devido a excesso de
ambos os casos, verdadeiros e aleatorios. Para finalizar, existe a incerteza relativa

sobre a fonte dos zeros inflacionados.

Na auséncia de zeros inflacionados as distribui¢oes usuais podem modelar
os dados, essas distribuicoes sao amplamente desenvolvidas no cenario estatistico,

podemos citar como exemplo: a binomial, a binomial negativa ou Poisson.

Quando esses zeros sao verdadeiros é recomendada a utilizacao de mis-
turas de modelos. E considerada uma média ponderada de duas distribuicoes,
ou seja, atribui uma distribuicao degenerada no ponto zero e uma distribuicao
discreta adequada aos outros dados. Se os falsos zeros estao presentes nos dados,
a modelagem também pode ser feita através de misturas de modelos. Em muitas
aplicacoes as distribuigoes zero inflacionadas sao solugoes possiveis. Na literatura
nao houve nenhuma discussao formal de como modelar conjuntos de dados que
contenham excesso de zeros verdadeiros e falsos, justamente porque e dificil
distingui-los. Neste caso, misturas de modelos também sao recomendadas para a

modelagem.

Em alguns casos nao ¢é possivel determinar a origem de zero nas ob-
servacoes. Um procedimento usual é utilizar uma distribuicao truncada, ou seja,
sao eliminados zeros da contagem e sé as ocorréncias sao modeladas. Por exemplo,

Baum e Myers (2004) apud Martin et al. (2005) em seus estudos observaram que
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era impossivel determinar se a auséncia de capturas de tubaroes era resultado
de zeros verdadeiros (nao existia nenhum tubaréo) ou o fracasso do pescador
em capturar os tubaroes. Eles lidaram com esta incerteza usando um modelo

binomial negativo truncado.

A Tabela 2.2 apresenta alguns cenarios sobre a origem dos zeros nos
conjuntos de dados e a modelagem recomendada para solucionar o excesso de

zeros nas cont agens.

TABELA 2.2: Cenérios sobre a origem de zero nos dados e a modelagem

recomendada
Zero Inflacionado Modelagem Apropriada
Sem inflagao de zeros Modelos Discretos Simples
Zeros Verdadeiros Mistura modelos,
distribuigoes zero inflacionadas (ZIBN, ZIB ou ZIP)
Zeros Aleatorios Mistura modelos,
distribuigoes zero inflacionadas (ZIBN, ZIB ou ZIP)
Combinagdao de Ambos Mistura de duas ou mais distribuigoes
Incerteza da Origem Distribuicoes Truncadas

Fonte: Martin et al. (2005).

2.1.2 Origem de Zeros nos Dados

Como ja ressaltado, uma observacao zero pode ser resultado de um
zero verdadeiro ou de um zero aleatério. Sob a dtica estatistica a producao
desse excesso de zeros pode ser classificada de duas formas: superdispersio ou

subpopulacoes distintas.

Conforme Hinde e Demétrio (1998) apud Paula (2004) superdispersao
é um fenomeno comum que ocorre na modelagem de dados discretos e cuja
ocorréncia é caracterizada quando a variancia observada excede aquela assumida
pelo modelo. Segundo Echavarria (2004), dado uma suposigao de distribuicao
para os dados temos superdispersao se a variancia observada dos dados é maior

que a variancia suposta para modelo.
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Quando trabalhamos com dados de contagem, geralmente atribuimos o
modelo de Poisson, sabe-se que para esta distribuicao a média e a variancia sao
iguais. Na pratica é encontrada aplicagoes que nao obedecem esta restricao sobre
a igualdade entre a variancia e a média. Logo, os conjuntos de dados observados
tendem a ser superdispersos, ou seja, significa que a variancia nos dados excede
a variancia assumida pela distribuicao de Poisson, isto é, a superdispersao ocorre
quando ¢é esperada tal distribuigao para a resposta, porém a variancia é maior do

que a resposta média.

A superdispersao pode ser causada por heterogeneidade ou por excesso
de zeros na contagem. No primeiro caso, alguma covariavel pode ter sido nao
quantificada e, devido a isto, ser fonte da heterogeneidade apresentada nos dados
e portanto, pode ser a possivel responsavel pela superdispersao observada, ou as
unidades amostrais podem causar a heterogeneidade devido a variabilidades inter-
unidades experimentais. No segundo caso, o excesso de zeros também conduz a

superdispersao (Paula, 2004).

Na area ecologica, o numero de organismos ou plantas de um quadrante é
geralmente modelado com a distribuicao de Poisson. Entretanto, muitas vezes, os
descendentes de plantas ou organismos tendem a se concentrarem mais proximos
de seus pais do que em outros locais. Assim a variancia do nimero de plantas ou
organismos ¢ maior do que a esperada pela distribuicao de Poisson, caracterizando

superdispersao (Saito, 2005).

Neste caso, os zeros tém origem de uma tnica fonte de variacao. Existem
muitas técnicas para modelar dados baseando-se numa unica distribuicao. Das
trés distribuigoes discretas apresentadas a distribuicao binomial negativa é quem
ajusta melhor a superdispersao apresentada pelos dados, geralmente ela é muito

aplicada.

A seguir é apresentado graficamente na Figura 2.1 a relacdo entre a
esperanca e a variancia das distribuigoes discretas binomial, binomial negativa e
Poisson. Estudando essas distribui¢oes podemos identificar algumas propriedades

sobre a dispersao admitidas por elas.

Os zeros podem ser produzidos por subpopulacoes distintas, ou seja,
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Binomial

V) | Negativa Y& >EX)

Poisson

VX) = E(X)

Binomial

VX) <E(X)

EX)

FIGURA 2.1: Relagao entre a esperanca e variancia das distribuicoes discretas.

pode estar relacionado a alguma intervengao natural ou truncamento dos dados.
Considerando o nimero de pecas defeituosas encontradas na linha de producao e
que a industria possui um processo de controle de qualidade. E esperado o menor
nimero possivel de pecas com defeitos, portanto, temos um agrupamento de zeros
nos dados, ou em termos industriais, estamos diante de um estado perfeito. Entao,

podemos considerar uma subpopulagao que produz somente contagens zero.

Neste caso, pequenas mudancas no meio fazem com que o processo de
fabricacdo movimente-se aleatoriamente entre um estado perfeito e um estado
imperfeito (os defeitos sdo possiveis, mas evitaveis), consequentemente, os zeros
tém origem de duas fontes diferentes, portanto, é apropriado considerarmos uma

mistura de distribui¢oes para modelar os dados.
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2.2 Numero Excessivo de valores s

Existem conjuntos de dados em que os valores excessivos nao sao o valor
zero. Para modelar esses dados, a metodologia utilizada para zeros excessivos

também pode ser considerada.

Existem na literatura algumas aplica¢oes envolvendo tais acontecimentos.
Por exemplo, Saito (2005) apresentou uma aplica¢do sobre o nimero de visitas
ao dentista de cidadaos suecos e observou que além do valor zero ser excessivo,
o valor 1 também era. Neste estudo os zeros em excessos podem surgir porque
o individuo pode apresentar dentes saudaveis, ter medo de dentista, nao poder
comparecer, ou simplesmente por livre-arbitrio. Quanto ao valor 1 ser excessivo
uma explicacao razoavel é que em certos locais tem-se o costume de ir ao dentista

como uma forma de prevencao.

Para a modelagem deste conjunto de dados foi considerado a distribuicao
ZOIP (Zeros and Ones Inflated Poisson), na qual o modelo formado pela média
ponderada de distribuigoes (mistura de modelos), com esta metodologia conseguiu

um bom ajuste para o conjunto de dados.

Murat e Szynal (1998) estudaram sobre o nimero de pétalas de flores e
observaram que o valor oito possuia uma frequéncia relativamente maior que o
esperado pelo modelo assumido, logo atribuiram a esses dados a distribuicao de

Poisson inflacionada neste ponto (s = 8).

Por este motivo este trabalho utilizou misturas de modelos para ajustar
os zeros em excesso. Além disso, explorou uma classe de distribuigoes que abrange
os modelos discretos usuais e os generalizados: a classe de distribuicoes série de

poténcias.

Esta classe de distribuicoes pode ser estendida para valores inflacionados
e é denominada classe de distribuicoes série de poténcias inflacionadas. Esta
ultima, pode ser utilizada em todas as situacoes até agora mencionadas. No

proximo capitulo estas classes de distribuigoes serao exploradas.



Capitulo 3

Classe de Distribuicoes Série de

Poténcias Inflacionadas

No contexto de modelagem de dados discretos uma classe geral foi de-
senvolvida - distribui¢oes série de poténcias (PSD). Esta classe engloba tanto as
distribuicoes de Poisson, binomial e binomial negativa simples como as genera-
lizadas e pode ser considerada para uma diversidade de aplicacoes obtendo bons

resultados, como ressaltaram Gupta et al. (1995).

Na anélise de dados discretos existem frequentemente valores inflaciona-
dos, como por exemplo, o valor zero é observado com uma frequéncia significa-
tivamente maior que o admitido pelo modelo assumido; consequentemente, a
classe de distribuicoes série de poténcias pode ser estendida para distribuicoes
inflacionadas e, denominamo-a de classe de distribuicoes série de poténcias in-
flacionadas (IPSD). A distribui¢ao de Poisson inflacionada é um caso particular

desta classe de distribuigoes.

Para exemplificacao considere a seguinte aplicacao sobre a producao de
duas maquinas: a maquina I produz itens perfeitos e a maquina II produz defeitos
de acordo com o modelo de Poisson. Ao observar a producao final sem defeitos
nao é possivel identificar se o produto é oriundo da maquina I ou II, neste caso,
o valor zero torna-se inflacionado, ou seja, é resultado de uma subpopulacao que

produz contagens zero. Uma modelagem adequada seria a distribuigao de Poisson

14
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zero inflacionada.

O capitulo estd organizado como segue. Na secao 1 apresenta-se a des-
cricao da classe de distribuicoes série de poténcias e suas propriedades. Na secao 2
apresenta-se a descricao da classe de distribuigoes série de poténcias inflacionadas
e algumas propriedades e para esta classe foram descritas rescpectivamente na

secao 3 e 4 a abordagem bayesiana e a matriz de informacao de Fisher.

3.1 A Classe de Distribuicoes Série de Poténcias

A modelagem de dados discretos pode ser feita através da classe geral
das distribuicoes série de poténcias. Esta classe engloba modelos comumente
utilizados na literatura. A forma geral da funcao de probabilidade é especificada

a seguir:
PIX — o a(z)lg (0)]°
| | f(0)

em que a(r) > 0 e é independente de 0, 0 > 0, f(0) = >_ a(y)[g(0)]’ < oo,

r=0,1,2,..., (3.1)

g (0) é positiva, finita, diferencidvel e inversivel.

Como jé foi ressaltado, esta classe de modelos inclui tanto as distribuigoes
de Poisson, binomial e binomial negativa simples como as generalizadas. Ilus-
trativamente ¢ apresentado na Tabela 3.1 alguns casos especiais da classe de

distribuicoes série de poténcias. (ver Murat e Szynal, 1998).

TABELA 3.1: Casos especiais da classe de distribuicoes série de poténcias

Modelos Ordinarios Modelo a(x) g (0) f(0)
Poisson ﬁQ""eie % 0 e?
Binomial ") 6T (1= g)(n—2) " 0(1—6)"1 (1—6)—"
x x
-1 -1
Binomial Negativa " 6% (1 — 9)<"7z) " 6(1—6)"1 1—-6)—"
x —1 x —1
Modelos Generalizados Modelo a(x) g (6) f(0)
=T — =T
Poisson % (ge*a9) T e—0 % fe—b &0
- - - NT(N+8z) B—1\% N nT (N1 Bx) B—1 N
Binomial Negativa T (fa-9f"1) a - P ) (1-9)
oo NT(Bz) (9(1*9)[’_1>z NI(Bx) B-1
Logarftmica ()T (Br—otl) __—In(1—6) T ()T (Br—zt1) 0(1-9) —in(1-9)
2z — _ 3 2z —
Perda em Jogos pr— oo (9(1970?))1 rr— oo 6(1—0) 0
x x
2z — « i o 2z — « o
Periodo em Filas M/M/1 2 ( ) [(170@ ] (1;9) - ( ) 4(1798) (199)
x T

A distribuicao de Poisson generalizada é adequada para modelar dados
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com superdispersao e excesso de zeros. Considere a distribuicao de Poisson

Generalizada dada por

Em que, a > 0, e o conhecido, § > 0 e |af] < 1. Se @ = 0 o modelo se

reduz ao modelo de Poisson simples. (Borgatto, 2004).

A distribuicao binomial negativa generalizada também é adequada para
a modelagem de dados com superdispersao e excesso de zeros. Para esta dis-
tribuicao as restrigdes sdo, 0 < 6 < 1, [#0] < 1, 5 =0o0u 8 > 1 e [ deve ser

conhecido.

Se # = 0 temos que o modelo binonial negativo generalizado se reduz ao

modelo binomial. Se § =1 ele se reduz ao modelo de binomial negativo.

Na distribuicao logaritmica generalizada a exigéncia é 0 < 6 < 1, |56| < 1
com (3 conhecido. Se # = 1 temos que o modelo se reduz a distribuicao logaritmica
de Fisher. A distribuigdo para perda em jogos faz a exigéncia de 0 < 6 < 1/2

com a > 1 e conhecido.

3.1.1 Propriedades da Classe de Distribuicoes Série de

Poténcias

Esta classe de distribuicoes apresentam propriedades interessantes. A
seguir sera calculada a esperanca matematica desta classe de distribuicoes. Para

isto considere,

P 3.t Or .
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Mas,

- i ra () [y O o (6)
Logo,
SO = 53
Portanto, a esperanca é
B(X) =40 ). (33

Para facilitar a obtencao da variancia a forma exponencial do modelo

seré adotada

q(z,0) = [exp{zc(0) +d(0)+S(2)}| Lo, (x). (3.4)

Logo, o modelo descrito em (3.1) pode ser reescrito como

q (x,0) = exp{xlog (g (0)) + log (a (x)) —log (f (0))}, (3.5)

em que, ¢ () =log (g (0)), d(0) = —log (f (9)) e 5 () = log (a (x)).

Reparametrizando a expressao dada em (3.5) com a introdugao do parame-

tro na forma natural, n = log (¢ (6)), temos

q(x,n) = exp{xn +log (a(z)) —logdo (1)}, (3.6)

sendo que, do (n) = f (g7 (e")).

Quando um modelo pode ser escrito na forma exponencial a esperanca e

a variancia podem ser obtidas através de
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E(X)=—dy(n) e V(X)=~dy(n).
Entao,

1A [0)g(6)
E(X)=—d,( )_WW%_L}”(Q)Q’(Q)_M(G)’

pois,

/ ]‘ / /N — 0
n=log(g(0)=n=—=g O) =)= 9(6)
A variancia sera

oy dpa (8)df g (0) dua (6)

(3.7)

Da expressao (3.7) o momento de segunda ordem pode ser obtido por

E(X?) =V (X)+(E(X))"= 5((99)) dgl(e(‘;)) + 12 (0) = 1z (6). (3.8)

Na Tabela 3.2 é apresentada alguns casos especias da classe de dis-

tribuicoes série de poténcias e sua respectiva média.

TABELA 3.2: Média das distribuigoes série de poténcias

Modelos Ordinarios Modelo i (6) = 45 5
Poisson Lome? 0
n
Binomial 6= (1— )" no
x
o : n—11 (n—2) no
Binomial Negativa 0*(1—0) 19
r—1
Modelos Generalizados Modelo E(X) = ?E(’g J;Ez;
Poisson (1_5_2!)171 (967&0)06 e’ 1779040
Binomial Negativa e (9 1-0 1 (1-0)¥ T
s NT(Bz 6(1-6)°1)" 0
Logaritmica J;F(x)l"(él-_)w_;’_l) ( _ln(l_g)) (BO—=1)In(1—-0)
2r — « m
Perda em Jogos S (9(19;&9)) ((1:92?90)[
T
2r — « T a
Periodo em Filas M/M/1 s ( ) [ﬁ} (190) 723
T

A esperanga matematica desta classe de distribuigoes é ttil para deter-

minar a esperanca da classe de distribuicoes série de poténcias inflacionadas.
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Pois, como o modelo desta classe de distribuicoes é formado por misturas de
distribuicoes, para os valores nao inflacionados, a esperanca continua sendo igual

a da classe de distribuicoes série de poténcias, ponderada por um peso.

A seguir sera descrita a classe de distribuicoes série de poténcias infla-
cionadas que é considerada uma generalizacao desta classe de distribuicoes e as

propriedades descritas até o momento também se fazem necessarias.

3.2 A Classe de Distribuicoes Série de Poténcias

Inflacionadas

Na analise de dados discretos inflacionados é usual considerar misturas de
distribuigoes. Murat e Szynal (1998) descreveram a distribuigao série de poténcias
para dados inflacionados utilizando esta metodologia. O modelo é especificado

da seguinte forma

w+ (1 — w) UOF ooy — g
PlY =y|©=(0,0)] = n (3.9)

a 0)]Y
(1= ) 2O oyt

com 0 < w < 1,y € N, onde N representa os numeros naturais, f () =
>,a) g (@) < oo, g(0) é positiva, finita, diferencidvel e inversivel e a (y)

é nao negativa e independe de 6.

3.2.1 Propriedades da Classe de Distribuicoes Série de

Poténcias Inflacionadas
E importante determinar algumas propriedades desta classe de modelos,
podemos citar algumas delas:

A média da classe de distribuicoes série de poténcias inflacionadas de-

pende da média da distribuicao série de poténcias, pois
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E(Y) = > yPlY =y (3.10)
N P A QA A ) S e g0
— { +(1—w) 10 }+(1 )y:%; )
= sw+s —w (S) [g (9)]8 W = a <y> [9 (9)]y
= sw+ {(1 ) 10 } +(1 )y%; 0
= st (1-w)Y g <y;[(99§9>]y

Fazendo py () = E(X) e vy (0) = E (Y) a equagao (3.10) se reduz a

v (0) =sw+ (1 —w)p (0).

Para obter o segundo momento, entao sy (0) e v, (0) sera:

E(Y?) = > Py =y (3.11)
ol gt @ OF] S a0
- [ +(1-w) 0 }+(1 )y:%y;y G
= Pt (1-w)) " (y;[<90§9)]y

Determinando o r-ésimo momento

E(Y") = Y yP[Y =y (3.12)
Y A O A () . — ,a(y)lg )
= e AR ) 2 VT
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Portanto, se pu, (0) e v, (6) denotam o r-ésimo momento da distribuigao
série de poténcias e da distribuicao série de poténcias inflacionada, respectiva-
mente, entao

v(0)=s'w+(1—w)pu-(0), r=1,2,3,.... (3.13)

Ou podemos denotar Mx (k) = E (X k) representando o k-ésimo mo-
mento de X e My (k) = E (Y*) denotando o k-ésimo momento de Y, logo (3.13)

pode ser escrita como
My (k) = s*w + (1 —w) Mx (k), k=1,2,3,.... (3.14)

Para determinar a variancia, considere

vY) = B(¥?)- (8.15)
= Swt+(1-w)p(9) — [sw+ (1 —w)m O)
= Swt (1-w) [VX) + 6 (0)] — [(sw)® + 250 (1= w) pn (0) + (1 = w)* 453 (0)]
= Pw+

Pt (1— @)V (X) — 200 (1— ) s (6) + (1 - w) g ()1 — (1 — )
= 1-w)sPw+ (1 —w)V(X)—2sw(l —w)p (0) +w(l—w)pu?®)

= (1-w

(
(
(1= w)V(X)+ (1 —w) pf (0) = (sw)” = 2sw (1 = w) p (0) — (1 = w)” ] (6)
)
)
)

= (1-w) [s%w + V(X) +wp (0) [~25 + 11 (0)]]

Fazendo s = 0 temos que (3.13) se reduz a:

v (0)=1—-w)p(8), r=1,2,3,.... (3.16)

Se considerarmos em (3.16) r = 2, temos
v () = (1 —w)p2 (0) = (1 —w) [V (X) + 17 (0)] -

Assim, a variancia de Y, com s = 0, serd um caso particular de (3.15)

V(Y) = E(Y?) —(E(Y)) (3.17)
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Além disso, podemos verificar que V(Y') > V(X)) se, e somente se, w <

1 —~2, em que 7 é o coeficiente de variacao de X. Com efeito,

V(YY) = (1-w) [V(X)+wid(0)]
= V(X)—wV (X)+wpi (0) —w’ui (6).

Logo, V(Y) > V(X) se, —wV (X) + wpui (0) — w?ui (0) > 0, ou seja,

V
o

—wpi (0) > —pf(0) +V(X)
wpi (0) < i (0) =V (X)
V(X)
RTI0)
w < 1—792

A obtencao destas propriedades mostraram a relacao entre a classe de
distribuicoes série de poténcias e a classe de distribuicoes série de poténcias
inflacionadas. Além disso, foram descritas as propriedades para o caso geral,

facilitando a obtencao delas quando o valor excessivo for diferente de zero.

3.2.2 Funcao de Verossimilhanca para a Classe de Dis-

tribuicoes Série de Poténcias Inflacionadas

No contexto de distribuicoes para dados inflacionados de zeros, as mis-
turas de modelos conseguem incorporar o excesso de zeros apresentado pelos

dados. (ver Rodrigues, 2003). Para isto considere

Iy (y),y=s

PriY =yl©=0]=
pylo),y # s,

(3.18)

em que a fungao indicadora I, (y) é uma distribuicdo que estd degenerada em

zero e p(ylf) é uma funcao de probabilidade que se adequa aos dados caso nao
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existisse a inflagao do ponto s. Para construir a mistura de distribuigoes considere

0s seguintes pesos.

Mistura de Distribuigoes
Y |s Y

Peso | w | (1 —w)

em que 0 < w < 1, levando a expressao

PIY =yl©® =0 w)]=wlyy)+1-wp@l), y=0,12... (319

Neste trabalho sera considerado o ponto de inflagao em s = 0. Logo o

modelo (3.19) se reduz a

P [Y - y|@ = (9,&))] = WI{O} (y) + (1 - w)p (y|9> y Y= 07 1a 27 ) (320)

sendo que, p (y|@) é uma distribuicao da classe de distribuigoes série de poténcias,
com parametro , que teoricamente se ajustaria bem aos dados caso nao houvesse
a presenca excessiva de zeros. O parametro w é a proporcao de zeros que
excede o que seria predito através de p(y|f). Portanto, pode-se dizer que esta
equacao ¢ uma mistura de uma distribuicao degenerada no ponto zero e uma

outra distribuigao com fun¢ao de probabilidades dada por p (y|6).

Segundo o modelo (3.9) o modelo (3.20) pode ser escrito como

a(0)

wH+(1—w)3sm, sey=0
PY =y|® = (0,w)] = a(y>[g(£§f3 (3.21)
(1—w)W, sey #0.

Suponha que Y = (Y7, ..., Y,) seja um vetor de n varidveis aleatérias com
uma distribuicao série de poténcias zero inflacionadas. Seja A o conjunto dos
valores y; iguais a zero, ou seja, A = {y; : y; = 0} e m representa o total de zeros,

isto 6, m = n(A). Assim, a fungao de verossimilhanca é
L (evw) = Hp (y1’97w)
i=1
= W+ @L—-wp O] 1 —w)"" ] plo)
yigA

a Dyi¢AYi
a fwt(1- w)%]m - @Wﬂ%.

YiE A
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Em que, os elementos do conjunto A podem ser resultado de zeros ver-

dadeiros ou aleatorios.

3.3 Abordagem Bayesiana

Nesta secao sao apresentados alguns conceitos basicos sobre a abordagem
bayesiana. Esta é adequada quando existe a possibilidade de incorporar in-
formagoes adicionais aos dados. Para isto considere X = (X7, Xs,...,X,,) uma
amostra aleatoria de tamanho n gerada de uma distribuicao de probabilidades
f(z|0), onde z é o vetor de amostras observadas e 6 é o vetor de parametros
de interesse de dimensao k. (ver Saito, 2005). O procedimento de inferéncia
bayesiana é baseado no teorema de Bayes, dado por

_ L(0;2)7(0)
O = TG = 0)

em que, L (0;z) é a fungao de verossimilhanga para a amostra, 7 (6) a distribuicao

a priori de 0 e w (0|z) é a distribuigao a posteriori de 6 dado .

Na aplicacao de inferéncia bayesiana, quando as distribuicoes a pri-
ori e a verossimilhanga sao conjugadas e as componentes de variancia sao su-
postas conhecidas, resultados analiticos sao obtidos. Porém, nem sempre isto
¢é possivel e métodos de aproximacgao nimerica sao necessarios para resolver as
integrais envolvidas na obtencao das distribuicoes a posteriori de interesse. Esses
métodos podem ser subdivididos em métodos numéricos analiticos e baseados em

amostragem.

Os métodos analiticos mais utilizados sao: a aproximacao pela normal,
os métodos de quadratura e o método de Laplace. Esses métodos sao considerados
mais precisos, mas apresentam a desvantagem de serem baseados em resultados
assintéticos e na suposicao de normalidade. Além disso, quando a dimensao do
espago paramétrico aumenta a tratabilidade desses métodos diminui considera-
velmente e sua aplicagao torna-se limitada. Os métodos numéricos baseados em
amostragem envolvem os métodos de Monte Carlo Simples, de Reamostragem por

Importancia e os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). Este
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ultimo é preferido aos primeiros porque sao métodos iterativos, gerando cadeias

de Markov que convergem para a distribuigao de equilibrio. (ver Souza, 1999)

A aplicabilidade desta técnica aumentou apds a década de 90 com o
avango computacional e mostrou eficiéncia em problemas de dados aumentados,
variaveis latentes, econometria e outros. Atualmente hé continuos refinamentos e
extensoes para o algoritmo como, por exemplo, o algoritmo Metropolis-Hastings

e o amostrador de Gibbs, este tltimo foi utilizado neste trabalho.

Para os valores simulados para a distribuicao a posterior: via MCMC
se faz necessaria a andlise de convergéncia, visto que existem alguns problemas
associados ao uso destes procedimentos, tais como: o0s wvalores gerados podem ser
influenciados pelos valores atribuidos inicialmente; a determinagao do nimero
de iteracoes necessdrias para atingir a convergéncia e a possivel existéncia de
correlagao entre os parametros. Mas, nao ha uma técnica geral para resolver

esses possiveis eventos, a verificacao pode ser feita através das propriedades da

Cadeia de Markov.

A convergéncia das cadeias geradas pode ser averiguada através de técnicas
graficas e numeéricas. As principais técnicas graficas utilizadas sao os graficos de
sequéncia, a superposicao de histogramas ou de densidades ou através dos graficos
quantil-quantil. As principais técnicas niimericas sao as de Geweke e a de Gelman

e Rubin. (ver Saito, 2005)

Neste trabalho foi utilizado o diagndstico de Gelman-Rubin que é baseado
na analise de variancia, comparando-a intra e entre as cadeias geradas. Pela

proposta a convergeéncia é verificada através do fator:

em que, D representa a variancia dentro das cadeias.

Sob condicao de convergéncia v R — 1 quando o ntumero de iteracoes

tende co. Na prética a convergéncia se dd quando vR < 1,01.
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3.3.1 Distribuicao a Priori de Jeffreys

Em inferéncia bayesiana é utilizada informacoes disponiveis, por exemplo
de experimentos passados e, através delas, determina-se a chance a priori para os
parametros de interesse. A distribuicao a prior:, inico elemento novo na analise
bayesiana, é o ponto mais critico e o mais criticado pelos frequentistas. Esta
distribuicao tem por intuito representar bem o conhecimento sobre a quantidade

0 desconhecida, antes de realizar o experimento.

Uma alternativa é determinar a prior: objetivamente baseando-se no
minimo de informagao subjetiva a priori. Uma das razoes em se usar prioris
nao informativas é que se espera que o experimento seja mais informativo que
a priori. A principio as distribuicoes uniformes sao sujeridas para representar
situagoes onde nao se dispoe ou nao se deseja utilizar informagoes ja existentes.

Mas, geralmente, esta distribuicao a priori é impropria.

A classe proposta por Jeffreys de prioris nao informativas é invariante,

porém, eventualmente imprépria e baseia-se na medida de informacao de Fisher.

Para determinar a matriz de informacao de Fisher, considere X com
funcao de (densidade) probabilidade p (x|0). A matriz de informacao esperada de
Fisher de 6 através de X é definida como

_a?zogp(xw)]

J(0) :E[ o

Se 6 for um vetor paramétrico defini-se entao a matriz de informagao
esperada de Fisher de 0 através de X como

_82logp(fvl9)]

JO)=E [ 0000’

Quanto maior o valor do nicleo J(f) maior é a informacao contida
na verossimilhanca. Toma-se o negativo da esperanca porque se espera que a
curvatura da funcao seja negativa. Além disso, ela pode ser considerada como

uma medida de informagao global.

Agora, seja uma observagao X com fungao de (densidade) probabili-

dade p(x|f). A distribui¢do a priori nao-informativa de Jeffreys tem funcao
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de densidade dada por p(#) [J (9)1/2}, se f for um vetor paramétrico entdo

p(0) x ‘detJ(@)lﬂ‘.

E importante ressaltar que, como esta classe de distribuicao a priori nao
informativa depende da distribuicao amostral ela viola o principio da verossimi-

lhanga.

3.3.2 Inferéncia Bayesiana para a Classe Distribuicoes Série

de Poténcias Inflacionadas
Funcao de Verossimilhanga baseada nos Dados Aumentados

Como a distribuicao série de poténcias zero inflacionadas é uma mistura
de duas distribuigoes, entdo a fungao de verossimilhanga (3.22) pode ser simpli-
ficada com a utilizacdo de um procedimento baseado em dados ampliados com
variaveis latentes. Estas varidveis, por sua vez, auxilia na obtencao da distribuicao
a posteritori, no sentido em que torna as distribuicoes condicionais completas

conhecidas, facilitando a implementacao do amostrador de Gibbs.

Neste tipo de situacao é natural definir a variavel I na qual equivale a
1, se o valor amostral for y; = 0, admitindo probabilidade p (,w) e I equivale a
0, se o valor amostral for y; # 0, com probabilidade [1 — p (0, w)].(ver Rodrigues,
2003). Assim,

1, com probabilidade 0,w
L= P p(#w) (3.22)
0, com probabilidade 1 —p(0,w),

w

w+(1—w)p(0]6)

p(f,w) =

ou seja, esta variavel indica se o elemento da i-ésima posicdo de A é tirado

do primeiro componente de (3.20) ou nao. Assim, a func¢ao de verossimilhanga
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baseada nos dados aumentados D = {Y, [} é

m

LO.wD) = L@Ow)]]p@.w)" (1-p@.w) " (3.23)

i=1

yigA

- {[w +(1—-w)p00)" (1 —-w)"™ H » (yl|9)} [pw’w)]z I 1-p (G’w)]m—z I;

SO
[w+(1_w)p(0|9)]s+m—s[ +(1 )p(0| )] (1 ) yil;[Ap(yA )

= WS (1-w)" " p00)" " I] »wil0)
yiEA

o~ wS (1 N w)nfsp (0|9)m7$' 9(9)Z

[T £(0)

yiEA

em que, Z = > o,y e S =3 " I; ~ Bin[m,p(f,w)]. Para valores fixos
de 0, L(0,w|D) pode ser vista como uma fungdo somente de w e a fungao de
verossimilhanga pode ser interpretada como um modelo Beta. Similarmente,
para um valor fixo de w, L (0,w|D) é vista como uma fungao somente de 6 e,
consequentemente, a funcao de verossimilhanca pode ser considerada como uma

densidade da familia exponencial. (Ghosh, 2006).

A distribuicao a priori conjunta é dada por 7 (0,w) e a distribuicdo a

posteriori conjunta de (0, w), dado D, é denotada por

7 (0,w|D) o L (0,w|D) 7 (0,w).

Assuma que a distribuicao a priori para w é independente e as seguintes

distribuicoes a priori condicionais conjugadas:

w ~ Beta(by,by) e 0 ~ (),

sendo que 7(f) o g(0)*/[f(0)]** é uma distribui¢do a priori conjugada para
a familia série de poténcias. Os hiperparametros ai,as,br, by, sao assumidos
conhecidos. Em particular, by = b, = 1 determinam a distribuicao a prior:
uniforme no intervalo (0,1) para w. Para pequenos valores de as resultam em

uma distribuicao a priori nao informativa para 6.

O processo deve ser repetido até a convergencia da distribuicao a pos-

teriori de (0,w|D). Para a maioria dos procedimentos inferenciais, a sequéncia,
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({Q(l),w(l)}), [ = 1...,N, para N suficientemente grande, baseado em algum

critério obtemos a convergéencia da distribuicao.

Apos a obtencao da convergéncia esta amostra pode ser usada para fazer

inferéncias sobre (0, w) e qualquer outra fun¢ao, como por exemplo Pr(Y =0) =

a(0
w+(1—-w) [#@%]

No cenario bayesiano as distribuicoes a prior: nao informativas sao im-
portantes, principalmente quando nao se tem conhecimento ou nao se deseja
utiliza-los. Uma classe de distribuicoes a priori foi desenvolvida por Fisher e esta

apresentada na préxima Secao.

Matriz de Informacao de Fisher para a Classe de Distribuicoes Série

de Poténcias Inflacionadas

A matriz de informacao de Fisher para a classe de distribuigoes série de
poténcias inflacionadas foi apresentada em Murat e Szynal (1998) que consider-

aram a seguinte reparametrizacao:

ENARIEIO)s
§=(1 )(1 O ) (3.24)

Logo o modelo (3.9) pode ser reescrito como:

1—46,sey=s

sa(y)[g(6))”
FO—a() @ 5¢ Y 7 5-

(3.25)

Seja Y7, Ys, ..., Y, uma amostra aleatéria da distribuigao (3.25) e n, o
nimero de observagoes que sao iguais a y, tal que n = > n,. A Tabela 3.3

y=>0
expressa esta idéia

TABELA 3.3: Frequéncia observada para os valores da variavel Y

Yo 1 2 3 - k k+1 ... Total

Frequéncia | ng ny no nzg -+ nNg Ngyr o || N
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Logo, a funcao de verossimilhanca pode ser obtida como

o0

:H(p Y —

Tomando o logaritmo da funcao de verossimilhanca temos

> da (y) [g (0))"
L = nn(l—8)+ Y n,n [f(H)—a(S)[g(O)]S

y=0,y#s

(3.26)

E necessario determinar as derivadas de primeira ordem em relacao aos

parametros do modelo, que sao dadas por

0 ny Ng n—ng
Y _ o .2
8(51HL 5 1_5+ 5 (3.27)
y=0,y#s
e
9 (9) () = sa(s)[g ()] g ()
—InL = n . n—"ng). 3.28
"= 50 Zj’ FO—aEr e 6
As derivadas de segunda ordem
0? n n—n
—InL = - — 2 3.29
952 T T1—62 2 (3:29)
consequentemente,
92
5003 InL =0, (3.30)
e
L g0 (O] <
o0 [g<9> - (%) 2 330

/" (6) N < 9
fF0)—a(s)[g@)  \f(0)—als)

{sa ()9 O (s = Do’ O +9(0) 9" (0)] }

f(0) —a(s)[g ()

Para determinar a matriz de informacao de Fisher J é necesséario encon-

trar a esperanca das derivadas segundas. Calculamos,



3. Classe de Distribuicoes Série de Poténcias Inflacionadas 31

82
Ji = —-E (—1nL> (3.32)

0? n
Joy = —E (—(%2 lnL) =505 (3.33)
82

Como ressaltado, a classe de distribuigoes série de poténcias pode ser para
qualquer distribuigao série de poténcias p(y|f). Logo, as distribui¢oes binomial,

binomial negativa e Poisson se adequam a esta situagao.

No préximo capitulo sera considerado um caso particular da classe de
distribuicoes série de poténcias inflacionadas, denominada como distribuigoes zero
inflacionadas (ZI). Estas distribuigbes sdo muito utilizadas para modelagem de
dados discretos, no cendrio bayesiano. Além disso, as distribuigoes a priori nao
informativas serao utilizadas, justificando o estudo da matriz de informacao de

Fisher apresentada neste capitulo.

3.4 Selecao de Modelos

O processo para a selecao de modelos é reconhecidamente essencial em
inferéncia, pois o ajuste de um modelo a um conjunto de dados envolve a dis-

criminacao entre diferentes modelos competitivos.
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A selecao bayesiana de modelos, em geral, é baseada no calculo de pro-
babilidades a posterior: para os modelos em questao e nao apresenta dificuldades

na comparacao entre modelos com estruturas diferentes.

Quando, a priori, os modelos sao igualmente provaveis, a chance a pos-
teriori de um modelo em relacao a outro se reduz ao fator de Bayes, interpretado
com um resumo da evidéncia fornecida pelos dados, em favor de uma teoria
cientifica quando comparado a outra. No entanto, existem dificuldades com esta
abordagem quando a informacao a prior: sobre os parametros dos modelos é

improépria.

Pereira e Stern (2008) propuseram a medida de evidéncia bayesiana
denominada teste de significancia completamente bayesiano - Full Bayesian Sig-
nificanc Test - aplicada em testes de significancia para hipéteses precisas. Ele

traduz a qualidade da teoria de decisao Bayesiana.

Estes critérios de selecao de modelos sao apresentados a seguir.

3.4.1 Fator de Bayes

Para a obtencdo do fator de Bayes considere p (x|6;, M;) a distribuicao
conjunta dos dados, p (65| M;) a distribuigao a priori, p (6;|z, M;) a distribuigao a
posteriori de 6; sob o modelo M;, j = 1,2.

Considere ainda
p (M) ep(My) =1—p(M;) a distribuicao a priori para os modelos M;
e M, respectivamente.
Além disso,
p (M|x) e p(My]x) =1 —p(M;|x) a distribuicao a posteriori para tais modelos.
Utilizando o teorema de Bayes temos,

p (x|M;) p (M;)
(x|My) p (My) + p (x| My) p (M)

p(Mfx) = =

A chance a posteriori do modelo M; contra M, pode ser escrita como
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p(x|M1)p(M1)

p(
p(Mi|x) _ pGimp(n) pee)e0n) _ P (x[My)p (M) 312P(M1) (3.35)
M. p(x[M>)p(Mo) My) p (M. ’ '
p (Mz]x) SOV p(M) L p(x Ma)p (V) p (x|Mz) p (Ms) p (M>)

onde Bis é denominado fator de Bayes.

Quando p (M;) = p(M;) a chance a posteriori de M; em relagao a My

se resume ao fator de Bayes.

O fator de Bayes ¢é obtido através da verossimilhanca marginal. Assim

p (x|M;) = / p (x165, M;) p (65 M,)d6;.

Para interpretar o fator de Bayes, foi apresentado por Jeffreys (1961)

apud Souza (1999) um critério, conforme os valores dispostos na Tabela 3.4.

TABELA 3.4: Interpretacao para diferentes valores do fator de Bayes

By, logio (Ba1) | loge (Bs1) | Evidéncia contra Hy
1.0 - 3.2 0.0-05 | 00-1.2 fraca
3.2-10.0 0.5-1.0 1.2-23 substancial
10.0 - 100.0 | 1.0- 2.0 2.3-4.6 forte
> 100.0 > 2 > 4.6 decisiva

3.4.2 Teste de Significancia Completamente Bayesiano

Pereira e Stern (2008) desenvolveram o FBST para testar a significancia
de uma hipdtese precisa, assunto este rico em discussoes e controvérsias, este
teste mostra a qualidade da teoria de decisao bayesiana. Um dos beneficios em
utiliza-la é por nao apresentar problemas quando sao atribuidas distribuicoes a

priori improprias, como acontece no fator de Bayes.

Para o célculo da medida de evidéncia Ev é necessario somente conhecer a
distribuicao a posteriori, e nao apresenta complicacoes quando a dimensionalidade
do parametro e do espago amostral sao grandes. Computacionalmente Fv utiliza
somente a otimizacao e a integracao numérica, nao se baseando em resultados

assintoticos.
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O teste de significancia, baseado em Fv, nao exige a adocao de uma dis-
tribuicao a priori que atribua probabilidade positiva para o subconjunto referen-
te a hipdtese nula precisa. Esta é a caracteristica de coeréncia mais pertinente
do teste de significancia complentamente bayesiano sobre o fator de Bayes para

hipéteses nulas precisas.

Segundo Pereira e Stern (2008) muitos autores discutiram que, nos casos
em que a distribuicao a posteriori é absolutamente continua e a hipdtese nula é
precisa, o uso do fator de Bayes para testar significancia pode ser controverso,
além disso, ha recomendacgoes para o uso dele quando se utiliza distribuicoes a

prior; vagas.

Para determinar Ev é necessario considerar uma hipoétese precisa Hy :

f € O, entao

" = supp,g.(0) e T={0€0:g.,(0)>g"},

em que

9:(0) = g(0]x) o< L, (0) g (0) .

A medida de evidéncia bayesiana contra H, é definida como a probabi-

lidade a posteriori do conjunto tangencial, isto é,

Ev="Pr(0eT|z)= / 9.(6)do.

O valor da medida de evidéncia que apoia Hy, Fv =1 — Ev, nao é uma
evidéncia contra a hipdtese alternativa. Equivalentemente, E'v nao é evidéncia a

favor da alternativa, embora esteja contra Hy.

Definicao 3.1: O teste de significancia completamente bayesiano é o procedimento
que rejeita Hy sempre que Ev é pequeno. Ou similarmente, nao rejeita Hy quando

Ev for grande. (Pereira e Stern, 2008).

A tnica polémica que pode surgir, na pratica, é determinar qual valor de

Ev leva a rejeicao de Hy.

Rodrigues (2006) ressaltou que a medida de evidéncia bayesiana para

hip6teses precisas é facil implementar e pode ser aplicado para dados ampliados.
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Esta é encontrada em dois passos: o primeiro é a otimizacao e o outro integra¢ao

numeérica.

Para isto considere, Hy sob ©, p(f|x) uma densidade a posteriori de 6,

dada a amostra x e o seguinte conjunto definido no espaco paramétrico

T, = {0 €©:p(Blr) > supo,p (0l)}

A medida de evidéncia é definida como

Ev(©p,z) =1—P(0 € T,|lz) =P (0 € TC|z) . (3.36)

Nao rejeita Hy sempre que a Ev (O, x) for grande, ou rejeita Hy quando

Ev (Og, ) por pequena.



Capitulo 4

Modelos para Dados

Inflacionados de Zeros

Em muitos estudos envolvendo dados discretos é comum encontrar uma
grande quantidade de zeros nos dados. Logo os modelos usuais nao conseguem
acomodar os zeros excessivos requerendo a determinagao de modelos mais flexiveis

que consigam melhorar a analise estatistica para o problema.

A teoria para dados inflacionados de zeros, na tltima década foi bastante
desenvolvida, principalmente devido a sua aplicacao ser de interesse em diver-
sas areas como atudria, ecologia, controle de qualidade, agronomia, biomédicas,

ciéncias do comportamento humano, dentre outras.

Mendes (2007) também comentou sobre modelos zero inflacionados. Re-
lata que uma abordagem possivel para dados de contagem é considerar o modelo
de Poisson. Quando ha a presenca de zeros em excesso é interessante atribuir
a distribuicdo de Poisson inflacionada de zeros (ZIP). E sugere trés tipos de
abordagens como solu¢do: modelos mistos (com a separagao de efeitos fixos e
aleatérios para as varidveis explicativas); estimagdo por quase-verossimilhanga
(incluindo um fator de dispersao diferente da unidade ou uma funcao de variancia
diversa) ou através da abordagem bayesiana (assumindo que o parametro do
modelo possui uma distribuigao de probabilidade). Neste trabalho sera utilizada

esta ultima abordagem.

36
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Este capitulo estd organizado como segue. Na secao 1 estd apresentada
a distribuicao de Poisson zero inflacionada e na segao 2 é distribuicao binomial
negativa inflacionada, nelas sao apresentadas as propriedades, o processo para
simulagao da distribuicao a posteriori, a selecao de modelos e a matriz de in-

formagao de Fisher para os respectivos modelos.

4.1 A Distribuicao de Poisson Zero Inflacionada

O modelo de Poisson é um dos modelos discretos mais conhecidos e
utilizados na literatura. Ele foi publicado em 1837 e descrito por Siméon Denis
Poisson, que estudava a probabilidade de julgamentos criminais e civis. (ver

Saito, 2005).

Se X ~ Po(#) a distribuigao de probabilidade é descrita como
gre?
p($|0) = T? Tr = O’ 1727 ERRE)

com f > 0, além disso, a média e variancia desta distribuigcao sao iguais a 6.

Quando nos dados analisados ocorre a presenca excessiva de zeros ¢
comum, na literatura, utilizar a distribuigao de Poisson zero inflacionada (ZIP),
que é um caso particular da classe de distribuicoes série de poténcias inflacionadas

descritos em (3.19), com expressao

Yy ,—0
Pr(Y =yl0,w) =wly(y) + (1 —w) b ye' ., y=0,1,2, ... (4.1)
A esperanga ¢ obtida de (3.13)
EY)=1-w) E(X)=(1-w)0. (4.2)

Conforme (3.17), a variancia serd
Var (V)= (1-w) [Var (X) + wi (9)2} =(1-w)(0+wb?). (4.3)
Assumindo Y = (Y7, Y5, ..., Y},) um vetor aleatério oriundo da distribuicao

ZIP e utilizando as varidveis latentes sugeridas por Rodrigues (2003) a fungao de

verossimilhanca com dados aumentados sera
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L(0,w|D) xw® (1 —w)"*g%e (=50 (4.4)

em que S ~ Bin|[m,p(0,w)], Z= > y; e
yigA

w
1—w)e?

p(ﬁ,w)zwﬂ

As distribuicoes a priori serao da seguinte forma:

7 (0) ~ Gamma (a,b) e 7 (w) ~ Beta(c,d).
Assim, a distribuigao a posteriori conjunta para (6,w), dado D = {Y, I},

T (0’ w\D) o wS+cfl (1 o w)n—5+d—1 eZJraflef(nfSer)G. (45)

Para a obtencao das distribuicgoes a posteriori dos parametros envolvidos
no modelo, faz-se necessario utilizar métodos computacionais para aproximar a
distribuicao a posteriori. O algoritmo de Gibbs foi utilizado na simulagao, através

do Software R e estd descrito a seguir.

4.1.1 Simulacao da Posteriori do Modelo ZIP
Para a simulacao da posteriori do modelo ZIP o procedimento foi o
seguinte:

Passo 1: Dado (#Y~Y,wU=) corresponde ao estdgio (j — 1), entao SV
é tal que

SU) ~ Binomial [m,p (H(j_l),w(j_l))] .

Passo 2: Dado uma observagao obtida da geragao de SU) entéo (§9), w))

tem a seguinte densidade:

w89 ~ Beta [SY) + ¢,n — SY) 4 d] ;

0U)|SY) ~ Gamma [Z +a,n— SU) ¢ bl .

O processo ¢ iterado até a obtencao da convergéncia.
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Um dos objetivos deste trabalho é selecionar o modelo que representa
melhor os dados através de diferentes critérios de selecao. Nas proximas subsecoes

sao apresentados os critérios de selecao aqui considerados.

4.1.2 Fator de Bayes para o modelo ZIP versus Poisson

Para a determinacao do fator de Bayes é necessaria a especificacao das
distribuicoes a priori. Nas aplicacoes deste trabalho foram utilizados peso iguais

aos modelos Poisson e ZIP.

Como em Datta et al. (2007), atribuimos para a distribuigao a priori do

parametro @ envolvido no modelo de Poisson, P () oc #~/2 e a mesma para a
distribuicdo a priori para o modelo ZIP, P (w,#) oc 6~1/2.
Considerando uma amostra aleatéria Y7, Ys, - - - | Y, m o nimero de zeros

contidos na amostra e r é a soma dos valores diferente de zero. Assim
n n
m:E Iy,—o) € r:E Y.
i=1 i=1

Se considerarmos que os dados sao provinientes de uma distribuicao de
Poisson M, a funcao de verossimilhanca ¢ denotada por,
e—n@er

Lo (0) = o

e a verossimilhanca para o modelo M, ou seja, os dados provéem de uma dis-
tribuicao de Poisson zero inflacionada é dada por
QT‘

Li(w,0) = [w4 (1 —w)e ™1 — w)ee]”mm.

Como p(My) = p (M), a chance a posteriori de M; em relagao a M, se
resume ao fator de Bayes

p
B]_D:—.

Para encontrar o fator de Bayes é necessario determinar as distribuicoes
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preditivas

p(y[Mo) = /L0(9)91/2d9 (4.6)

—nfr
_ [ gy
Hyi!

B / e—nfgrH1/2=1 )2 L(r+1/2)
0
r

[Ty! T(r+1/2) nr+1/2

(r+1/2)n=+1/2)

Hyi! ’

p(y|My) =

L'G_l/dedG
Yi-

T m —i gr—1/2
= Z ((1 — w)e_e) gy [(1—w)e fn—m dwdf
=0\ J [Tvi!
oo 1
liis m , gr-1/2
= 2| . //w”[(l —w)e ] Tt 2
j=0 J 0 0 Yi:
oo 1
m m . B(i 1 _ 4 1 —G(n—j)er_l/z
- [ [ea-opr B8t ot g, e
=\ B(+1n—j+1) [Ty:!
0 0
m m! 4! n | r+1/2 e—0(n—j)gr—1/2+1-1 F(r+1/2)
- Z(m—j Nt (n+1)! / L (r+1/2) da(nf N2 !
=0 0 J Yi-
- i m! (n—3)! T (r+1/2)
=5 (m =D+ D — )2 Ty,
que ¢ finita. Logo o fator de Bayes se reduz a
i m!_ (n—j)! _ T(r+1/2)
B p (y| M) = (m—=7)! (n+1)! (n—j)m+1/2 ] y,! _m i (n— ) . j (r+1/2)
T (yIMo) %@M ~ D& m )] = .

Datta et al. (2007) estudaram o comportamento do fator de Bayes para
diferentes tipos de distribuigcoes a priori. Quando a densidade marginal sob o
modelo M; é baseada em uma distribuicao a priori impropria e quando a maioria
dos dados sao zeros, o fator de Bayes nao é bem-definido. Além disso, quando os
zeros dominam a amostra, as informagoes nao estimam precisamente os valores

dos parametros do modelo ZIP.
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Uma priori prépria natural para 6 é a distribuigao Gama(a, b). Se a =
b =1, a distribui¢do se reduz ao modelo Ezponencial(1) e o fator de Bayes sera
Big = 3_7_4(j +1)7" quando as observagoes zero sao dominantes nas contagens.
Quando o tamanho da amostra é grande (n — o0) o fator de Bayes pode ser

aproximado por By ~ log(n + 1).

Existem varias criticas relacionadas ao uso do fator de Bayes como critério
de selecao. Uma delas é quando atribui-se distribuigoes a prior: vagas aos parame-
tros, além disso, o fator de Bayes utiliza uma escala arbitraria de interpretacao

do valor obtido.

Na literatura, existem outros critérios de selecao de modelos, podemos
citar o critério de informacao de Akaike - AIC, o critério de informacao bayesiana
- BIC. Mas, como alternativa ao fator de Bayes propoe-se utilizar a medida
de evidéncia Full Bayesian Significance Test, denonimada teste de significancia
completamente bayesiano, considerada uma medida facil de interpretar e sera

descrita a seguir.

4.1.3 Teste de Significancia Completamente Bayesiano para

a Distribuicao de Poisson Zero Inflacionada

Rodrigues (2006) apresentou que o teste de significAncia completamente

bayesiano pode ser aplicado para situagoes onde os dados sao ampliados.

Esta medida de evidéncia é encontrada em dois passos. O primeiro
¢ obtido através da otimizacao e o outro através da integracao numérica da

distribuicao a posteriori do parametro de locacao 6.

Para isto considere, Hy : w = 0, ou seja, o modelo M, é adequado e a
hipétese H; : w > 0, o modelo M; é adequado. Se a fatoracao da funcao de
verossimilhanca for obtida, o teste de significancia completamente bayesiano é
baseado na verossimilhanca marginal de #. Como visto em (3.24) os parametros

w e 0 nao sao correlacionados e obtemos a fatoracao neste caso.

Passo de Otimizacao - Encontre a moda 6, da distribuicao a posteriori
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7o (0]Y") sob Hy : 0 € O, onde Oy = {0 : w = 0}, em que a densidade a posteriori,
7o (0]Y), é dada por

n

mo(8]Y) = mo(6,0 = 0) [ [ o (l6)

=1

Equivale encontrar a moda 6y de my(0]Y") sob Hy dada por

_Z+a—1

0
0 n+b

I

em que 7(0|Y) é a distribuicao Gama(Z + a,n + b).

Passo de Integragao - como caso particular de (3.36) temos

Ev(Hy|D)=1—-Pr[f € Z*(D)|D] = 1 — / / (0, w|D)dfduw,

0 z+(D)
com, [Z*(D)] = {0 : (61D) > mo(6]D)}.
A densidade marginal, 7(6|D), corresponde a distribuigao Gama com

Z+a—1
n—S+b"

parametros ( Y vy; + a,n — S + b) com méximo em
yi¢A

Na situagao de dados ampliados Rodrigues (2006) disse que é equivalente

. _ Z4a—1
testar Hy : 0 = e

A medida de evidéncia é Ev(Hy|D) é igual a 1 se, e somente se, w = 0, ou
seja, nao se rejeita a hipotese nula de que os dados se ajustam melhor ao modelo
de Poisson. Se Fv(Hy|D) for pequena, tem-se que w > 0, logo rejeita-se Hy em

favor de H; e o modelo ZIP representa melhor os dados.

4.1.4 Matriz de Informacgao de Fisher para o Modelo ZIP

Como ja foi ressaltado, a matriz de informagao de Fisher é importante,
no cenario bayesiano, pois a classe de distribuicoes a priori nao informativas

proposta por Jeffreys se baseia no cédlculo desta matriz.

O modelo ZIP é um caso particular da classe de distribuicoes série poténcias
inflacionadas. Logo a parametrizagao utilizada por Murat e Szynal (1998) apre-

sentada em (3.24) é considerada:

f=(1-w)(1-€"), (4.8)
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conforme o modelo apresentado em (3.25) e de acordo com a Tabela 3.1 a densi-

dade do modelo ZIP é:
1—9, sey=0
(4.9)

P(Y =y =
( v) 5(%),861;7&0.

O logaritmo da fungao de verossimilhanca do modelo ZIP, de acordo com

(3.26), sera

InL=ngln(l—4 +Znyln{ 1>} (4.10)

As derivadas de primeira ordem em relacao aos parametros serao

alnL_ —ng N —"n

a5  1-9¢ d

Y

alnL 1 —
:52 (n = o) e —1

As derivadas de segunda ordem

?InL  —ng (n —ng)

- )

057 (1-07 &

P?InL -1
= ) yny + (0 —ng)

062 62 (ef — 1)

A matriz de informagao de Fisher é obtida fazendo

9?InL 9%2InL
002 0006

J(0,0) =—F
’ 92InL 9L
9095 962 *

Logo,

0%In L —0e? + 20 — ¢
) =5 [T | s { ST

(§
0?In L n
JQZ(Q"S)__E{ 952 } T o(1-0)

e
0?InL
J12(0,0) = Joy (0,0) = — {8589 } =0.
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4.2 A Distribuicao de Binomial Negativa (GGene-

ralizada Zero Inflacionada

Os dados selecionados em pesquisas bioldgicas pode ser bem ajustado
através da distribuicao de Poisson. Mas eventualmente, os dados apresentam
superdispersao, que pode ser resultado dos organismos estarem acumulados, agru-

pados ou agregados em mesmo espaco ou tempo.

Ross e Preece (2006), disserram que quando a superdispersao ocorre, a

distribuicao de binomial negativa é freqiientemente apropriada para os dados.

A seguir, é apresentada a distribuicao binomial negativa generalizada.

p@W):$TS€f;:f?+D<0ﬂ—0ﬁ4>q1—@N,szlﬂww(4H)

com0<6<1,[80] <1, =00up >1ef conhecido.

A esperanca matematica foi apresentada na Tabela 3.2 e é dada por

N
1-6p

E(X) = (0)

Se o parametro # = 0 temos que o modelo (4.2) se reduz ao modelo

Binomial, entdao F (X) = Nf. Se = 1 temos o modelo Binomial Negativo, logo

NO
1-6°

esperanga sera F (X) =
Quando ha a presenca de valores s excessivos pode-se utilizar a dis-
tribuicao binomial negativa generalizada inflacionada, que é um caso particular

das distribuigoes série de poténcias inflacionadas descrita em (3.9). Entao

_ )
w+(1—w)wgf]5<+;%(a(1—9)ﬂ 1) 1-0), sey=s

. _ Yy
(1 - w) yriv s <9(1_9)ﬁ 1) (1=0)%, sey#s.
(4.12)

PY =y|© = (0,w)] = {
Neste caso,

g(0)=0(1-0)"

fO)y=@a-67"
- NT (N + By)
S YD(N+pBy—y+1)

a(y)
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Se o parametro = 0 o modelo (4.12) se reduz a distribui¢do binomial

inflacionada

N
w+ (1 —w) v (1—0) VY sey=s

<

PIY =y|© = (0,w)] = N
(1—w) v (1—0)NY | sey£s.

(4.13)

Se o parametro § = 1 o modelo (4.12) se reduz a distribui¢do binomial

negativa inflacionada

N+y—1
w+ (1 —w) Y 0v(1—0)N, sey=s
)
PIY =y|© = (0,w)] = S N ,
+ —
(1—w) Y B (1—0), sey+s.
)

(4.14)

Se o ponto inflacionado for s = 0. A esperanca matematica é obtida de
(3.13), logo
Se, f=0=FE(Y)=(1—-w)N0,

Se, ﬁ:1;»E(Y):(1_w)1NTee.

Conforme (3.17) a variancia serd
Var (V)= (1 - w) [Var (X) + wiq (0)2]
Se, B3=0=Var(Y)=(1-w) [NO(1—0)+w(N6O)?|,

Se, f=1=Var(Y)=(1-w) [%j%u(%) ]

Assumindo Y = (Y7, Y5, ..., Y,,) um vetor aleatério oriundo da distribuigao
ZIBNG, considerando [ = 1 e utilizando o procedimento de variaveis latentes, a

funcao de verossimilhanca com dados aumentados sera
L(0,w|D) x w® (1 —w)" 6% (1— )N,

em que S ~ Bin|[m,p(0,w)] e
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w

P = T

As distribuicoes a priori serao

7 (0) ~ Beta(a,b) e m(w)~ Beta(c,d).

Assim, a distribuigao a posteriori conjunta para (0, w|D) é

T (9,w|D) x wS—l—c—l (1 . w)n—S—i-d—l 02+a—1 (1 o Q)N(H—S)-i-b—l '

O algoritmo utilizado para a obtencao das distribuigoes a posteriori esta

descrito seguir.

4.2.1 Simulacao da Posteriori do Modelo ZIBN

Para a simulacao das distribuicoes a posteriori envolvidas no modelo

ZIBN foram utilizados o seguinte procedimento

Passo 1: Dado (#Y~Y,wU™) corresponde ao estdgio (j — 1), entao SV
é tal que

SU) ~ Binomial [m,p (H(j_l),w(j_l))] .
Passo 2: Dado uma observagao obtida da geragao de SU) entao (#9), w¥))
tem a seguinte densidade:

w9 ~ Beta [SY) + ¢,n — SY) 4 d] ;
09 |SY ~ Beta [Z +a,N (n— D) +b].
O mesmo raciocinio pode ser utilizado para a distribuicao binomial zero

inflacionada.

4.2.2 Fator de Bayes para o modelo ZIBN wversus Bino-

mial Negativo

Como ressaltado, para determinar o fator de Bayes devemos especificar

o peso atribuido aos modelos competitivos. Nesta situacao consideramos pesos
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iguais aos modelos binomial negativo e ZIBN. Além disso, como distribuicoes a

priori para os respectivos modelos atribufmos 6~1/2.

Se considerarmos que em My os dados provem da distribuicao binomial

negativa, entao a funcao de verossimilhanca é denotada

L2(9)—6’“(1—9)N"ﬁ NVrw—1 (4.15)

i=1 Yi

Se o modelo M3, considera que os dados provéem de uma distribuicao Bi-
nomial Negativa Zero Inflacionada, entao a fungao de verossimilhanca é denotada

por

n—m

Ly(w,0) = [w+(1-w) (1= )" [(1 =) (1= 0)"]" "0 []
yigA Yi

(4.16)

Como os pesos atribuidos ao modelo sao iguais, a chance a posteriori de

M; em relagao a M, se resume ao fator de Bayes. Entao necessitamos determinar

as distribuigoes preditivas para a distribuicao binomial negativa e para a ZIBN.

Temos respectivamente,

1

p(ylMy) = / Ly (0) 0-1/2d0

1 “f N+y—1
_ /Hr_l/Q(l_e)N g(r+ /2, Nn+1 d@H Y

) (r+1/2,Nn+1) 11 Y

L(r+1/2)T(Nn+1) ﬁ N+y —1
=1

['(Nn+r+3/2) Ui
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p(y|Ms) = L3 (w, 0) p(w, 8)dwdf

o+ (1—w) (1= )N [(1—w) (1 — N0 [] ( Naw—d )91/2dwd9

yi¢A Yi

Il
O\,H O\H O\,H
O\H O\H O\.H

f: ( " ) (-0 @—0™)" w1 —w) 1 -oNmer =2 [T ( Ntwi—1 )dwdH

Jj=0 yigA Yi

_ G Wi(1—w) B(+1,n— J+1)w _ \N(n—j) gr—1/2 N4y —1
;()( )// i —(]+1n_J+1)d (1-0) 6 I ( N do

yi¢A

-y =D [ 12 o _ py\N—d) N+y —1
_g n+1)~0/912(1 9) “”H( )

— I !
! yigA Yi

I
NgER

m! (n—j)T(r+1/2)T(N(n—j)+1) H N+y —1
o (m—=t(n+1)! T(N(n—j)+r+3/2) v ’

<.
Il

yi A

Logo o fator de Bayes se reduz a

By - W)
p (y|M2)
f: (n=g)! T(r+1/2)P(N(n—j)+1) I N4y —1
(m J)' (n+1)1 " T(N(n—j)+r+3/2)
7=0 yigA Yi
L(r+1/2)0(Nnt1) H ( NA4yi—1 )
I'(Nn+r+3/2) ”

B Z’”: m! (n— )T (N(n—j)+1)T(Nn+r+3/2)
B : +IIT(N(n—j)+r+3/2)T(Nn+1)

m! r(Nn+r+3/2 i(n j P(N(n—j)+1)
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4.2.3 Fator de Bayes para o modelo ZIBN wversus ZIP

Se considerarmos que M; os dados sao oriundos da distribuicao ZIP,

entao a preditiva é como em (4.8).

Se o modelo M3, considera que os dados provéem de uma distribuicao

binomial negativa zero inflacionada, o fator de Bayes se reduz a

(?J|M2)
p (y[My)
m m! n—j)! T'(r+1/2)D(N(n—j)+1) N + i — 1
Z - (”d)' TN s 1l
= yi¢A Ui
= m ml (n j)‘ F(’l‘+]/2)
jé:o (m—3)! (n+1)! (n— ])7‘+1/2 I v
yi¢A

_ (N+yL—1)l m F(N(n—])-i,-l) j (r+1/2)
: [H (N = 1)t ]ZF(N(n—j)+r+3/2)<1_n> :

yi¢A
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4.2.4 Teste de Significancia Completamente Bayesiano para

a Distribuicao Binomial Negativa Zero Inflacionada

Considere, Hy : w = 0, ou seja, o modelo binomial negativo M, é

adequado e a hipétese Hy : w > 0, o modelo ZIBN M, é adequado.

Se a fatoracao da funcao de verossimilhanca for obtida, o teste de sig-

nificancia completamente bayesiano é baseado na verossimilhanca marginal de

6.

Passo de Otimizacao - Encontre a moda 6, da distribuicao a posteriori
7o (0]Y) sob Hy : 6 € ©g, onde Oy = {0 : w = 0}. Que é equivalente a encontrar
a moda 6y de m(0|Y) sob Hy dada por

B Z+a—1
- Z+Nn+a+b-—2

0o

em que mo(0|Y") é a distribuigao Beta(Z + a, Nn +b).

Passo de Integracgao
Bu(Hy|D) = 1 — Pr[0 € Z2°(D)|D] = 1 —/ / (0, 0| D) dbduw,
0

Z*(D)
com, [Z*(D)] = {0 : w(6] D) = mo(6] D)}
A densidade marginal, 7(6|D), corresponde a distribui¢do Beta com

Z+a—1
Z+N(n—S)+a+b—2"

parametros (Z+a, N(n—S)+b) com méximo em E é equivalente

Q) = __ZHa=l
testar Hy : 0 = 05—

Nao se rejeita a hipdtese nula de que os dados se ajustam melhor ao
modelo binomial negativo se, a medida de evidéncia é Ev(Hy|D) é igual a 1. A
hipétese nula é rejeitada se Fv(Hg|D) for pequena, o modelo ZIBN representa

melhor os dados.

4.2.5 Matriz de Informacao de Fisher para o Modelo ZIBNG

Os resultados para a matriz de informagao de Fisher para a distribuicao

binomial negativa zero inflacionada foram obtidas em Murat e Szynal (1998).



4. Modelos para Dados Inflacionados de Zeros 50

A parametrizacao apresentada em (3.24) é dada por

S=(1-w)(1-0", (4.17)

Utilizando (3.32), (3.33) e (3.34) temos

N (1= w) |2 (0= 0) = (1= )" + Nop (1 - 0)" ]

Ji (0,0) = (1-0)(1—-6p) (1 - (1= Q)N) |
Jas (0,08) = i o) (1_ 1 _9)N> [W (1_ (1—9)N) +(1—9)N],

2
JlQ (9, 5) = ng (0,5) =—-F |:a IHL:| =0.

9600

No proximo capitulo serao apresentadas algumas aplicacoes envolvendo a
distribuigao de Poisson zero inflacionada (ZIP) e a distribuigao binomial negativa
zero inflacionada (ZIBN). O principal objetivo foi verificar a qualidade de sua
modelagem quando comparada a outras distribuicoes. Para a obtencao das
distribuicoes a posteriori, distribuicoes a priori nao informativas foram atribuidas
aos seus respectivos parametros, fazendo a uso da matriz de informacao de Fisher

apresentada nesta secao.



Capitulo 5

Aplicacoes envolvendo as

Distribuicoes Zero Inflacionadas

Neste capitulo sao apresentadas aplicagoes que, concretamente, envolvem
esta metodologia. Trés conjuntos de dados utilizados foram extraidos de Datta et
al. (2007), eles consideraram sele¢cdo de modelos considerando como critério de
selecao o fator de Bayes. A proposta aqui, foi selecionar o melhor modelo entre o
Poisson e ZIP, mas considerando o fator de Bayes e o teste de significancia com-
pletamente bayesiano e, com isto, verificar quais sao os beneficios em considerar

tais medidas de evidéncias.

O conjunto de dados da quarta aplicagao foi retirado de Ghosh et al.
(2006), nesta aplicagao eles consideraram os modelos de Poisson, ZIP, binomial
negativo e ZIBN e os comparou através do deviance, nesta aplicacao também
utilizamos estes modelos e o comparamos através do fator de Bayes e do teste de

significancia completamente bayesiano.

Na secao 1 apresentamos uma aplicagao sobre o numero de infeccoes
urindrias em homens com HIV. Na secao 2 um estudo sobre o niimero de pessoas
com célera em domicilios da India. Na secao 3 é apresentado um estudo sobre o
numero de atentados terroristas contra os EUA. Na se¢ao 4 apresentamos uma

aplicagao sobre o nimero de defeitos em carros.

o1
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5.1 Infeccao Urinaria em Homens com HIV

Datta et al. (2007) apresentaram uma aplicacao envolvendo o estudo de
infecgao urinaria em homens com HIV. O ensaio clinico considerou 98 homens
dos quais 81 nao haviam apresentado infeccao. O objetivo desta aplicacao foi
verificar se 0os homens nao tinham infeccao urinaria, ou seja, se o modelo ZIP

ajusta melhor os dados. Os dados estao resumidos na tabela 5.1.

TABELA 5.1: Numero de infecgoes urinarias apresentadas por homens com HIV.
Y0 1 2 3| Total

Frequencia [ 81 9 7 1|98

Este conjunto de dados apresentou média amostral £ = 0, 2653 e variancia
52 = 0,400. Como os dados sao resultado de uma contagem o modelo de Poisson
seria adequado, no entanto, observamos que a exigéncia entre a igualdade da
média e da variancia deste modelo nao é cumprida. Como a variancia é superior
a média, temos indicio de superdispersao e a classe de distribuigoes série de

poténcias inflacionadas poderd ser adequada neste caso.

Considerando a metodologia descrita na se¢ao (3.3.2) devemos deter-
minar as aproximacgoes das distribuicoes a posteriori e para isto, é necessario
especificar as distribuigoes a priori para os respectivos parametros. Para média
6 do modelo de Poisson foi atribuido uma distribuigao a priori Gama com hiper-
parametros a = b = 107*. A distribuicao a posteriori de 6 é, também, uma
distribuicao Gama com parametros atualizados. Foram geradas duas cadeias
com 50000 amostras utilizando um periodo de aquecimento de 5000 observagoes
e saltos de iteracoes entre as amostras. A convergéncia do procedimento Monte
Carlo via cadeias de Markov (MCMC) destes exemplos foi monitoradas pelo
diagnédstico de Gelman-Rubin (1992), que consiste basicamente em uma andlise

de variancia dos valores gerados.

Para a obtencao das distribuicoes a posteriori do modelo ZIP também foi
considerada para # uma priori Gama com os mesmos hiperparametros atribuidos
ao modelo de Poisson e para w foi atribuida uma distribuicao a priori Beta,

que neste caso coincide com a de Jeffreys (Be(0.5,0.5)). Considerou-se o mesmo
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periodo de aquecimento e numero de simulacoes. Além disso, através do critério

de Gelman-Rubin, R = 1, podemos dizer que houve convergéncia das cadeias.

Na Tabela 5.2 estao apresentadas a média a posteriori, o desvio-padrao,
e os quantis de 2,5% e 97, 5% para o parametro # do modelo de Poisson e para 6

e w do modelo ZIP.

TABELA 5.2: Resumo a posteriori para o parametro 6 do modelo de Poisson, e

para os parametros 6 e w do modelo ZIP.

Modelo | Parametro | Média sd 25% | 97,5%
Poisson 0 0,2653 | 0,0521 | 0,1730 | 0,3762
Z1P 0 0,8568 | 0,2824 | 0,3785 | 1,4846
w 0,6630 | 0,1167 | 0,3758 | 0,8306
3 o
I I I I I D_I I I I I
0 2000 6000 01 02 03 04 05

teracdes

FIGURA 5.1: Comportamento das cadeias ao longo das iteragoes e a distribuigao

estimada o para o parametro 6 do modelo de Poisson.

Na Figura 5.1 sao apresentadas a distribuicao estimada e o compor-
tamento das cadeias ao longo das iteragoes para os parametros do modelo de

Poisson.
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Na Figura 5.2 sao apresentadas as distribuigoes estimadas e o comporta-

mento das cadeias ao longo das iteragoes para os parametros do modelo ZIP.
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FIGURA 5.2: a) Comportamento das cadeias e distribuicdo estimada para
o parametro # do modelo ZIP. b) Comportamento das cadeias e distribui¢ao

estimada para o parametro w do modelo ZIP.

Considerando os dados da Tabela 5.3 podemos observar que o valor
obtido para o parametro # do modelo de Poisson é muito infimo. Portanto,
considerando este valor esperamos um numero elevado de zeros na estimativa,
ou seja, o nimero de homens sem infeccao urinaria estimado esta em torno
de 75. Espera-se que este valor seja mais préximo de 81. Se observamos as
frequéncias esperadas para os demais valores de y observamos que as estimativas
ficaram distantes da frequéncia observada. Entao, como alternativa, serao vistas

as estimativas para os parametros do modelos ZIP

Ao considerar o modelo ZIP verifica-se que a estimativa do parametro
f aumentou quando comparada a distribuicao de Poisson e o valor obtido para
w €, possivelmente, significativo, ou seja, ha fortes evidéncias sobre a existéncia

de zeros excessivos nos dados. Considerando estas estimativas sao esperados
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79 homens sem infeccao urinaria, valor proximo ao amostral, além disso, se
observamos as frequéncias esperadas para os demais valores de y observamos

que as estimativas ficaram proximas a frequéncia observada.

Para verificar qual modelo se ajusta melhor aos dados é necessario utilizar

critérios para a selecao de modelos.

TABELA 5.3: Valores observados e esperados segundo os modelos ZIP e Poisson

Y Frequéncia observada | Esperada - ZIP | Esperada - Poisson
0 81 79 75
1 9 12 20
2 7 6 3
3 1 1 0
Total 98 - -

Visualmente o modelo ZIP estima melhor os dados, mas para comprovar
essa evidéncia é necessario verificar através do fator de Bayes. Datta et al. (2007)
obteveram By = 223, 13 (este foi confirmado no programa desenvolvido em R). O
fator de Bayes utiliza uma tabela arbitraria para interpretacao e existem criticas

associadas as escalas utilizadas.

Diferentemente de Datta et al. (2007) foi considerado outro critério
para selecao de modelos: o teste de significancia completamente bayesiano. Esta
medida de evidéncia foi implementada utilizando o programa em Winbugs apre-
sentado por Rodrigues (2006). O valor obtido foi Fv = 0.01, este resultado é
mais realista que o fator de Bayes, principalmente na explicacao da medida, ou
seja, ela pode ser considerada como um peso que favorece a hipdtese alternativa

se Fv for proximo de zero.

Devido a magnitude de 6 (valor muito préximo de zero), o modelo de
Poisson teve um ajustamento razoavel para o valor Y = 0, ja para os outros

valores de Y o ajustamento foi aquém do desejado.
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5.2 Incidéncia de Cdlera

Datta et al. (2007) apresentaram dados sobre a incidéncia de célera em
uma aldeia da India em 1920, onde foi considerado o ndmero de infectados por
casa. Esta aplicacao teve o objetivo de verificar qual modelo se adequa melhor

aos dados. Estes estao listados na Tabela a seguir.

TABELA 5.4: Numero de pessoas com célera
Y 0 1 2 3 4| Total

Frequéncia | 168 32 16 6 1| 223

A Tabela 5.4 apresenta um numero de zeros bastante elevado, corres-

pondendo a 75,34% do total de observagoes.

O conjunto de dados apresentou média amostral £ = 0, 3856 e variancia
5?2 = 0,5957. Como a igualdade da média e da variancia deste modelo nao se
verificou, o modelo ZIP também sera considerado. Mantendo o mesmo objetivo
de verificar quais dos modelos Poisson ou ZIP se ajustam melhor aos dados, as
estimativas das distribuicoes a posterior: para os respectivos parametros foram

obtidas e estao na Tabela 5.5.

TABELA 5.5: Resumo a posteriori para o parametro # do modelo de Poisson e

para os parametros 6 e w do modelo ZIP
Modelo | Parametro | Média | (sd) | 2,5% | 97,5%

Poisson 0 0,3857 | 0,0417 | 0,3083 | 0,4712
Z1P 0 0,9581 | 0,1625 | 0,6782 | 1,3140
w 0,5887 | 0,0669 | 0,4464 | 0,7020

Nota-se que o valor obtido para 6 da distribuicao Poisson é baixo, logo o

modelo estima um ndmero de 151 zeros muito distante de 168. (ver Tabela 5.6)

Considerando o modelo ZIP, observamos que o valor do parametro 6
cresceu consideravelmente quando comparado ao obtido para a distribuicao de
Poisson e a estimativa de w ¢é relativamente grande, indicando a existéncia zeros

que nao sao acomodados pelo modelo de Poisson.
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Na Figura 5.3 sao apresentadas as distribuigoes estimadas e o compor-
tamento das cadeias ao longo das iteragoes para os parametros do modelo de

Poisson.
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FIGURA 5.3: Comportamento das cadeias e distribuicao estimada para o

parametro ¢ do modelo de Poisson.

A partir do grafico das amostras geradas observa-se que existe um indicio
de convergeéencia ja que os valores amostrados para as duas cadeias se dispoem

aleatoriamente em torno de uma reta constante paralela ao eixo das abscissas.

Para determinar a distribuicao a posterior: de w considerou-se a dis-
tribuicao a priori Beta(0.5,0.5). Na Figura 5.4 sdo apresentadas as trajetorias
dos valores amostrados e as densidades estimadas para os parametros do modelo

ZIP. O gréafico mostra um indicio de convergéncia para os valores gerados, (R = 1).

Observando a Tabela 5.6 pode-se verificar que modelo ZIP estima melhor
os dados, mas para comprovar essa evidéncia é necessario verificar, através de um
critério de selecao, qual modelo melhor se ajusta aos dados. O fator de Bayes

obtido foi Bjg = 238.090 e a medida de evidéncia obtida foi EFv = 0.0.
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FIGURA 54: a) Comportamento das cadeias e distribuicdo estimada para
o parametro # do modelo ZIP. b) Comportamento das cadeias e distribui¢ao

estimada para o parametro w do modelo ZIP.

TABELA 5.6: Valores observados e esperados segundo os modelos ZIP e Poisson

Y | Frequéncia Observada | Esperada - ZIP | Esperada - Poisson
0 168 167 151
1 32 34 59
2 16 16 11
3 6 5 2
4 1 1 0
Total 223 - -

Considerando os critérios de selecao apresentados verifica-se que o modelo
Z1IP ajusta melhor os dados sobre a incidéncia de colera em uma aldeia da India,
ou seja, podemos dizer que existe excesso de zeros nos dados sobre a incidéncia de

cblera em uma aldeia da India (a doenga recaiu a poucos individuos da aldeia).
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5.3 Numero de Atentados Terroristas por Mes

contra os EUA

Datta et al. (2007) apresentaram uma aplicacdo sobre o nimero de
atentados terroristas por més contra o Estados Unidos, entre os anos de 1968
e 1974. Nesta aplicacao pretende-se verificar se os atentados terroristas nao
aconteceram, com alta frequéncia, durante o tempo pesquisado, ou seja, verificar
se o valor Y = 0 é excessivo, justificando a utilizagdo do modelo ZIP. A Tabela
5.7 apresenta as informagoes sobre o nimero de atentados terroristas por meés

contra os Estados Unidos.

TABELA 5.7: Numero de atentados terroristas por més nos EUA
Y 0 1 2 3 4] Total

Frequéncia | 38 26 8 2 1| 75

Nota-se que hd aproximadamente 50% de zeros nas observacoes, a média
amostral z = 0, 69 e a varidncia amostral s?> = 0, 76, visualmente a diferenca entre
a média e a variancia nao é tao grande para podermos dizer que ha superdispersao
nos dados. Mas, verificaremos a estimativa do parametro w do modelo ZIP para

verificar se hd zeros excessivos na amostra.

Serao determinadas as distribuicoes a posterior: dos parametros dos mode-
los. A Figura 5.5 apresentada as distribuicoes estimadas e o comportamento das

cadeias ao longo das iteragoes para o parametro do modelo de Poisson.

A Tabela 5.8 apresenta o resumo estatistico para as distribuigoes a pos-

teriori.

TABELA 5.8: Resumo estatistico para o parametro 8 do modelo de Poisson e

para os parametros ¢ e w do modelo ZIP
Modelos | Parametro | Média | sd 2,5% | 97,5%

Poisson 0 0,6953 | 0,0972 | 0,5164 | 0,8971

ZIP 0 0,7688 | 0,1366 | 0,5455 | 1,0826
w 0,0948 | 0,0920 | 0,0002 | 0,3189
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Considerando estimativa para 6 do modelo de Poisson espera-se que
nos EUA tenham 37 meses sem atentados terroristas, de um total de 75 meses

analisados. Este valor obtido foi muito proximo ao real.

Considerando os valores obtidos para os parametros do modelo ZIP es-
peramos que em 38 meses de um total 75 meses nao tenham sido cometidos
atentados terroristas contra os EUA, valor exatamente igual ao dado real. O

bom ajustamento das distribui¢oes de Poisson e ZIP pode ser comprovados na

Tabela 5.9.
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FIGURA 5.5: Comportamento das cadeias e a distribuicao estimada para o

parametro ¢ do modelo de Poisson.

As densidades estimadas para os parametros do modelo ZIP e as tra-

jetorias das cadeias estao apresentadas na Figura 5.6.

Nota-se que os modelos de Poisson e ZIP estimam bem os dados sobre
atentados terroristas aos EUA. Para selecao de modelos utilizou-se o fator de
Bayes (Byp = 0.28, ou seja, hd uma fraca evidéncia a favor do modelo ZIP).

Este resultado pode ser consequéncia do valor de # obtido para a distribuicao de
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FIGURA 5.6: Comportamento das cadeias e as distribuicoes estimadas para os

parametros 6 do modelo ZIP. b) Comportamento das cadeias e as distribuigoes

estimadas para os parametros w do modelo ZIP.

TABELA 5.9: Valores observados e esperados segundo os modelos ZIP e Poisson

Y | Frequéncia Observada | Esperada - ZIP | Esperada Poisson
0 38 38 37
1 26 24 25
2 8 10 9
3 2 2 2
4 1 0 0
Total 75 - -

Poisson (6 = 0,6953). A medida de evidéncia FBST obtida foi Ev = 0.59 (este

nao rejeita Hp, mas o valor obtido considera que o modelo ZIP também ajusta

bem os dados, isto devido as magnitudes de 6 e w obtidas, ou seja, existem 9.48%

de zeros excessivos. Como o valor de 6 é relativamente baixo é esperado um alto

numero de zeros); portanto, resultado justifica a adequabilidade tanto da Poisson
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como do modelo ZIP.

5.4 Numero de Defeitos em Carros

Ghosh et al. (2006), apresentaram um conjunto de dados sobre o nimero
de defeitos em carros. Em determinado periodo foram verificados 54 carros e
classificados quanto aos nimero de nao conformidades. O interesse pelo conjunto
de dados foi pela grande quantidade de zeros na amostra e por considerar a mesma

metodologia sugerida neste trabalho.

Ajustou-se os modelos de Poisson, ZIP, binomal negativo e ZIBN com o
objetivo de verificar quais deles ajustam melhor dados com zeros em excesso. As

informacoes estao dispostas a seguir.

TABELA 5.10: Numero defeitos apresentados pelos carros
Y 0 1 2 3] Total

Frequéncia | 42 8 2 2| 54

Sabemos que em empresas que utilizam regras rigidas de controle de
qualidade é esperado que os carros nao apresentem defeitos, ou seja, deseja-se que
o valor zero formem uma subpopulacao. Nestas situacoes misturas de modelos

sao recomendadas, logo o modelo ZIP ou o ZIBN se ajustariam a essa situacao.

Como o objetivo principal é fazer a selecao de modelos, na Tabela 5.11
sao apresentadas as estimativas para a distribuicao a posteriori de 6 sob o modelo

de Poisson e binomial negativo e as de 6 e w para os modelos ZIP e ZIBN.

As Figuras 5.7 e 5.8 apresentam o comportamento das cadeias a dis-
tribuicao estimada para os parametros do modelo de Poisson e binomial negativo,

ZIP e ZIBN.

Considerando os gréaficos apresentados para as amostras geradas observa-
se que existe um indicio de convergéncia que foi comprovado através do critério

de Gelman-Rubin (Rpgisson = 0,999 e Rpy = 1).

Considerando os graficos apresentados na Figura 5.8 observa-se que existe
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TABELA 5.11: Resumo estatistico para o parametro 8 do modelo de Poisson e

do binomial negativo e para os parametros #, w dos modelos ZIP e ZIBN

Modelo Parametro | Média | sd 2,5% | 97,5%
Poisson 0 0,3332 | 0,0791 | 0,1930 | 0,5056

ZIP 0 0,7746 | 0,3293 | 0,2930 | 1,5757

w 0,5097 | 0,1908 | 0,0338 | 0,7852

Binomial Negativo 0 0,1088 | 0,0233 | 0,0670 | 0,1555
ZIBN 0 0,1779 | 0,0647 | 0,0810 | 0,3244

w 0,4275 | 0,2067 | 0,0111 | 0,7497
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FIGURA 5.7: a) Comportamento das cadeias a distribuigdo estimada para o
parametro 6 do modelo de Poisson. b) Comportamento das cadeias a distribui¢ao

estimada para o parametro ¢ do modelo binomial negativo.

um indicio de convergéncia que comprovou-se através do critério de Gelman-

Rubin (RZIP =1le RZIBN = 1)

Pela Tabela 5.12 podemos notar que ha evidéncias que o modelo ZIBN
e ZIP ajustam melhor os dados. Na Tabela a seguir sao apresentados os valores

esperados segundo cada modelo.

Através dos valores esperados notamos que o modelo ZIBN e ZIP foram

os modelos que mais se aproximaram da frequéncia observada.
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FIGURA 5.8: a) Comportamento das cadeias a distribuigdo estimada para o
parametro ¢ do modelo de ZIP. b) Comportamento das cadeias a distribui¢ao
estimada para o parametro w do modelo de ZIP. ¢) Comportamento das cadeias a
distribuigao estimada para o parametro 6 do modelo de ZIBN. d) Comportamento

das cadeias a distribuicao estimada para o parametro w do modelo de ZIBN.

TABELA 5.12: Valores observados e esperados segundo os modelos de Poisson,

ZIP, binomial negativo e ZIBN

Y | Frequéncia Observada | Poisson 71P BN Z1BN
0 42 38.6978 | 39.7264 | 38.2225 | 40.2618
1 8 12.8941 | 9.4521 | 12.4758 | 9.1673
2 2 2.1482 | 3.6608 | 2.7147 | 3.2617
3 2 0.2386 | 0.9452 | 0.4923 | 0.9671
Total 54 - - - -

O fator de Bayes do modelo ZIP wversus Poisson é By = 10,2213, indi-

cando uma evidéncia forte contra o modelo de Poisson. Ou seja, o modelo ZIP é
preferido ao Poisson. A medida de evidéncia obtida Fv = 0,04 também comprova

esta evidéncia.

O fator de Bayes encontrado para o modelo ZIBN versus binomial nega-

tivo é B3y &~ 00, como Datta et al. (2007) ressaltaram o fator de Bayes pode ser
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problematico quando a grande maioria dos dados sao zero e quando atribuimos
distribuicoes a prior: impréprias. No entanto, a medida de evidéncia obtida
Ev = 0.01, isso significa que o modelo ZIBN ajusta melhor os dados sobre o

numero de defeitos em carros.

Ghosh et al. (2006) concluiram que o modelo ZIP ajusta melhor os
dados sobre defeitos em carros quando comparado ao modelo de Poisson e ao
binomial negativo, considerando como critério de selecao o deviance. Além disso,
ressaltaram que estimativa de Pr(Y = 0) = 0,791 da distribui¢ao ZIP ¢é mais
proxima da porcentagem observada nos dados que é 0,78. Isto indica um melhor
ajuste da distribuicao de ZIP quando comparada ao modelo de Poisson e bino-
mial negativa simples. As estimativas encontradas nesta aplicacdo mostraram-se
similares as encontradas em Ghosh et al. (2006). Por isso, podemos tirar as

mesmas conclusoes a respeito dos modelos ZIP, Poisson e Binomial Negativa.

Se observarmos as estimativas do modelo ZIBN e ZIP podemos concluir
que ambos modelos ajustam bem os dados sobre o niimero de defeitos apresen-
tados por carros. Isto era esperado, pois as empresas que utilizam controle de
qualidade buscam chegar a um estado de zero defeitos, logo, o nimero de defeitos

tende a ser o menor possivel.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Esta classe de modelos apresenta propriedades interessantes que foram
exploradas neste trabalho. Além disso, esta classe engloba os modelos discretos
comumente utilizados. Sao eles, o Poisson, binomial, binomial negativo dentre

outros.

Neste trabalho estudamos os casos particulares da classe - da distribuicao
de Poisson zero inflacionada e a distribuicao binomal negativa zero inflacionada,
fizemos uma revisao bibliografica sobre o assunto, analisamos as propriedades rel-
evantes e verificamos a aplicabilidade em situagoes praticas utilizando o contexto

bayesiano.

Para ilustrar esta metodologia foram apresentados trés exemplos que
tinham por objetivo selecionar o modelo que melhor se ajustava aos dados, ou
seja, selecionar entre o modelo de Poisson e o modelo ZIP. Para isto, considerou-se
como critério de selecao de modelos o fator de Bayes (problemdtico em algumas
situagoes) e o teste de significancia completamente bayesiano proposto por Pereira

e Stern em 1999.

O fator de Bayes torna-se dificil de ser obtido quando o valor de n cresce,
como ressaltaram Datta et al. (2007), pois tende ao infinito. O mesmo nao
acontece com a medida de evidéncia Ev. Além disso, quando os zeros dominam a

amostra ha a incerteza nao temos confiabilidade sobre os parametros estimados.

66
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Pode-se concluir que nas nas duas primeiras aplicacoes o modelo ZIP se
ajustou melhor os dados. J& na terceira pode-se verificar através do fator de
Bayes e da medida de evidéncia Fv que tanto o modelo Poisson como o ZIP

ajustaram bem os dados.

A ultima aplicagao comparou os modelos de Poisson, binomial negativo,
ZIP e ZIBN. Verificou-se que tanto o modelo ZIP quanto o modelo ZIBN ajus-
taram bem os dados sobre o ntimero de defeitos em carros superando os modelos

de Poisson e binomial negativo.

Portanto, pode-se concluir que os modelos pertencentes a classe de dis-
tribuigoes série de poténcias inflacionadas é uma alternativa eficaz para o modelo
discretos comuns quando existem zeros excessivos e, mesmo quando w é relativa-
mente pequeno. Além disso, verificou-se que Fv é mais facil de interpretar como

medida de evidéncia que o fator de Bayes.

Além disso, o tema deste trabalho é de grande relevancia, visto que
tem grande aplicabilidade em diversas situagoes praticas e nas mais diversas
areas. Logo, este trabalho pode auxiliar pesquisadores na modelagem de dados

de contagem com valores inflacionados.

Como propostas futuras para pesquisas sugerimos os seguintes projetos:

e Estudar a classe de distribuigoes série de poténcias inflacionadas utilizando

aplicagoes com valores excessivos diferentes de zero.

e Estudar a classe de distribuicgoes série de poténcias inflacionadas na presenga

de covariaveis.

e Estudar a probabilidade de cobertura para os parametros 6 e w das dis-
tribuicoes série de poténcias inflacionadas. Verificar se a cobertura média

se aproxima da cobertura nominal.

e Avaliar as técnicas bayesianas através de um contexto frequentista, uti-

lizando distribuicoes a priori nao informativas.
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e Considerar o mesmo estudo utilizando outras distribuigoes a prioris e assim,

avaliar a sensibilidade da analise.

e Avaliar o comportamento desta técnica sob a abordagem classicaa, por

exemplo, considerar o teste de razao de verossimilhanca.



Referéncias Bibliograficas

[1]

BORGATTO, A. F. Modelos para Proporgoes com Superdispersao e Excesso
de Zeros: Um Procedimento Bayesiano. Tese (Doutorado), Escola Superior
de Agricultura Luiz de Queiroz - Univerdidade de Sao Paulo, Piracicaba, 2004.

DATTA, G. S., BAYARRY, S. e BERGER, J. Model Selection for Count
Data: ZIP It? Apresentagao no 6° Workshop de Inferéncia Bayesiana
Objetiva. University of Rome, La Sapienza, 2007.

ECHAVARRIA, L. E. O., Semiparametric Bayesian Count Data Models.
Dissertacao (Mestrado). Munich, 2004.

GELMAN, A. B. e RUBIN, D. B. Inference from Iterative Simulation using
Multiple. Statistical Science, v. 7, pp. 457-511, 1992.

GEWEKE, J. Contemporary Bayesian Econometrics and Statistics. New
Jersey: Wiley & Sons, 2005.

GHOSH, S. K., MUKHOPADHYAY, P. e LU, J. C. Bayesian Analysis of
Zero-Inflated Regression Models, Journal of Statistical Planning and
Inference, v. 136, p. 1360-1375, 2006.

GUPTA, P. L., GUPTA, R. C. e TRIPATHI, R. C. Inflated Modified Power
Series Distributions with Applications, Communications in Statistics -
Theory and Methods, v. 24, p. 2355-2374, 1995.

MARTIN, T. G., Wintle, B. A., RHODES, J. R., KUHNERT, P. M., FIELD,
S. A., LOW-CHOY, S. J., TYRE, A. J. e POSSINGHAM, H. P. Zero
Tolerance Ecology: Improving Ecological Inference by Modelling the Source
of Zero Observations. Ecology Letters, p. 12351246, (2005).

MENDES, C. C. Modelos para Dados de Contagem e Aplicagoes.
Dissertacao (Mestrado), Programa Pés Graduagao em Estatistica -
Universidade de Campinas, Campinas 2007.

[10] MURAT, M. e SZYNAL, D. Non-Zero Inflated Modified Power Series

Distributions, Communications in Statistics - Theory and Methods,
v. 27, p. 3047-3064, 1998.

[11] PAULA, G. A. Modelos de Regressao com Apoio Computacional. Instituto

de Matematica e Estatistica Universidade de Sao Paulo, 2004.

69



Referéncias Bibliograficas 70

[12] PEREIRA, C. A. e STERN, J. M. e WECHSLER, S. Can a Significance
Teste be Genuinely Bayesian. International Society for Bayesian
Analysis, v. 2, n. 4, p. 1-22, 2008.

[13] RODRIGUES, J. Bayesian Analysis of Zero-Inflated Distributions. Com-
munications in Statistics - Theory and Methods, v. 32, n. 2, p. 281-289,
2003.

[14] RODRIGUES, J. Full Bayesian Significance Test for Zero Inflated
Distribution. Communications in Statistics - Theory and Methods,
v. 35, p. 1-9, 2006.

[15] SAITO M. Y. Inferéncia Bayesiana para Dados Discretos com FEzcesso
de Zero e Uns. Dissertagao (Mestrado), Programa Pés Graduagao em
Estatistica - Departamento de Estatistica, Universidade Federal de Sao
Carlos, Sao Carlos, 2005.

[16] SOUZA, A. D. P. Métodos Aprozimados em Modelos Hierdrquicos Dinamicos
Bayesianos. Tese (Doutorado), Programa de Engenharia de Produgao -
COPPE/ Univerdidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 1999.

[17] ROSS, G. J. S. e PREECE, D. A. The Negative Binomial Distribution. The
Statistician, vol. 34, n%3 pp. 323-335, 1985.



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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