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Resumo

O problema da inconsisténcia termodinamica do modelo de quase-particulas foi par-
cialmente resolvido por Gorenstein e Yang hé quase duas décadas. Entretanto sua solugao
mostra-se como uma solucao particular para o problema da inconsisténcia termodinamica.
Este trabalho apresenta a solugao geral para o modelo de quase-particulas a partir da gene-
ralizagao da solugao de Gorenstein-Yang, estudando-se assim o modelo de quase-particulas
em dois cendrios diferentes: para o caso onde este é formado apenas por bésons, e quando
¢é formado por bdsons mais férmions e anti-férmions. Para o caso bosonico assume-se
os bésons nao-massivos, em um sistema a temperatura finita e potencial quimico nulo,
obtendo entao sua solucao termodinamica geral. A partir desta utiliza-se uma solugao
particular para descrever a matéria desconfinada, o Plasma de Glions, e compara-se esta
solucao com os dados provenientes de QCD na rede para pressao, entropia e energia in-
terna. Estuda-se também a solucao geral para um sistema a temperatura e potencial
quimico finitos formado por férmions, anti-férmions e bésons. O limite assintético destas
solugoes também ¢ analisado. Uma solugao particular, analoga a utilizada no caso apenas
de bosons, é utilizada para descrever os resultados de QCD na rede, para um Plasma de
Quarks e Gluons. Este formalismo permite descrever o Plasma de Quarks e Glions em
toda regiao de desconfinamento. Seja no caso bosonico, ou no caso de bdosons e férmions,

encontra-se uma solu¢ao mais simples que a de Gorenstein-Yang para descrever o QGP.

Palavras Chaves: Quase-particula; termodinamica; plasma de quarks e glions.

Areas do conhecimento: Fisica das particulas elementares; mecanica estatistica.
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Abstract

The thermodynamics quasi-particle problem was partially solved by Gorenstein and
Yang. Nevertheless, its solution is a particular solution of the thermodynamic inconsis-
tency problem. In this work the thermodynamics of the quasi-particle model is studied
from a generalization of the Gorenstein-Yang solution. This work is split in two parts:
For the case of finite temperature and vanishing chemical potential for non-massive bo-
sons, and for finite temperature and chemical potential of anti-fermions, fermions plus
bosons. For the boson case is computed the thermodynamical general solution and from
it, a particular solution it is used to describe the deconfined matter, Gluon Plasma. This
solution is compared to QCD lattice data, thus the pressure, entropy and internal energy
can be fitted. Also is developed the solution for a system composed by fermions, anti-
fermions and gluons. An analogue solution to boson case it is used to describe the real
case, the Quark Gluon Plasma. It is shown that solution is able to describe the lattice
data. This general formalism allows study the QGP in all deconfined region. Whether in
the bosonic case, or in bosonic plus fermionic case, it is found a simpler solution than the

Gorenstein-Yang.
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Capitulo 1
Introducao

Nas tultimas duas décadas a matéria fortemente acoplada em condigoes extremas de tem-
peratura e densidade tem sido objeto de intenso estudo pela comunidade cientifica [1, 2].
A possibilidade de que esta matéria predominou no Universo até 10~° segundos apés o Big
Bang, a possibilidade de descrever o nicleo de algumas estrelas de néutrons, e recentes
experimentos com colisoes ultrarelativisticas de fons pesados, sao alguns dos motivos pelos
quais esta area tornou-se de grande interesse (veja, por exemplo, os trabalhos [1, 2, 3, 4]).
A teoria que descreve as interagoes fortes é a Cromodinamica Quantica (QCD quantum
chromodynamics), que tem como grupo de calibre o grupo de cor SU(3), com 8 bésons de
calibre, gliuons, que carregam cargas de cor. As particulas de matéria, quarks, sao de seis
espécies: up, down, strange, charm, beauty e top, sendo todas fermionicas de spin 1/2.
Uma propriedade fundamental da QCD que sera de grande utilidade no desenvolvimento
e entendimento deste trabalho, reside no fato de que sua constante de acoplamento cresce
a medida que a energia decresce o que, supostamente, leva ao confinamento de particulas
de cor em hadrons. Por outro lado, o acoplamento decresce a medida que a energia cresce,
o que leva ao regime de liberdade assintética, onde quarks e gliions comportam-se como
particulas livres a menos de correcoes perturbativas no acoplamento, possibilitando es-
tudé-las através de métodos perturbativos da QCD. Além de entender a interagao forte
por meio da QCD, diversas outras propriedades foram descobertas ao longo dos anos.
Hadrons possuem um tamanho intrinseco, com raio r;, ~ 1fm, permitindo aproximar o
volume ocupado por este ao de uma esfera, V}, ~ (47/3)r;. Isto sugere uma densidade
critica para a matéria hadronica [5], com n. = 1/V}, ~ 1.5ng, onde ng ~ 0.17fm=3 ¢
a densidade da matéria nuclear. As interacoes hadronicas, por sua vez, fornecem uma
abundante producao de ressonancias; o numero de espécies hadronicas p(m) cresce expo-
nencialmente com a massa de ressonancia m, assim p(m) ~ exp(bm). Do ponto de vista
da termodinamica hadronica, o crescimento exponencial implica em um limite superior
para a temperatura hadronica, T, = 1/b ~ 150 — 200 MeV [6].

O que acontece com os hadrons quando a temperatura e a densidade sao maiores que os

valores limites? A luz da QCD os hddrons sdo estados ligados de cor neutra, constituidos



por particulas pontuais coloridas, os quarks e os glions, genericamente chamados de
partons. Pela liberdade assintética da QCD, o hadron a altas temperaturas e/ou altas
densidades seria um sistema de quarks e glions fracamente interagentes, passando assim
a um estado descrito pelos graus de liberdade partonicos apenas [7], o chamado Plasma
de Quarks e Glion (QGP).

O diagrama de fases esperado para a matéria hadronica, descrito em termos da tem-
peratura e do potencial quimico barionico ug, pode ser apresentado conforme o diagrama
exposto na Fig. 1.1, onde em primeira aproximagao pode-se tomar o diagrama de fases
apenas com duas fases: a do plasma de quarks e glions e a hadronica. A partir desta re-
presentacao pode-se obter algumas propriedades da transicao de fase, como a temperatura
e a densidade criticas, apenas utilizando um modelo simples composto por particulas nao-
interagentes. Primeiramente sera considerada a transicao no caso do potencial quimico
barionico nulo, up = 0. A matéria hadronica a baixas temperaturas é composta prin-
cipalmente por mésons leves, mais precisamente de pions. Ja a temperaturas suficien-
temente altas a matéria hadronica serd composta apenas por quarks e anti-quarks, em
igual quantidade, e por glions, formando assim o QGP. Assumindo que tanto em baixas
temperaturas, hadrons, como em altas temperaturas, QGP, nao ha interacoes entre os
constituintes, pode-se calcular a energia e a pressao destes gases. Assim para um sistema
composto por pions nao-interagentes e nao massivos, a densidade de energia e, e a pressao

P, sao dadas por:

T
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Figura 1.1: Diagrama de fases esperado para matéria hadronica, em funcao da tempera-

tura T' e do potencial quimico ug. O ponto representa um possivel ponto critico [8, 9].
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onde o fator 3 ¢ o fator de degenerecéncia do pion (7+, 7, 7). No caso do QGP, a energia

€ a pressao sao:

”2 4 7 ”2T4
€Qapr 3 30 ) QGP 3 90 )

onde o fator 37 corresponde a soma da degenerecéncia dos glions 8 x 2, correspondente a 8
cores e 2 graus de polarizagao, e da degenerescéncia dos quarks e anti-quarks g X2X2X2%3,
que corresponde a 2 spins, 2 sabores, ¢ e g, e trés cores. O fator 7/8 é proveniente da
estatistica de Fermi-Dirac. A diferenca entre o vacuo fisico e o estado de mais baixa energia
para quarks e gliions em um meio é expressa pela quantidade B, a qual foi inicialmente
introduzida no modelo MIT de sacola para os hddrons [10] - MIT bag model - cuja fungao
era atuar como uma forga de restauragao, necessaria para equilibrar a pressao gerada pelo
termo cinético dos quarks dentro da sacola.

Como ¢é conhecido da termodinamica, o sistema escolhe o estado em que a energia livre
é menor e, portanto, o estado de maior pressao. Esta propriedade pode ser observada no
modelo de sacola através da Fig. 1.2. Desta forma observa-se que ha uma temperatura

de transicao, que pode ser calculada a partir da pressao de sacola

45 1/4
T, = (17 2) BY* ~ 0.72BY4.
v

Por outro lado pode-se expressar o confinamento hadronico através do modelo de
sacola, onde os quarks e os glions estao confinados dentro desta. Grosseiramente, pode-

se dizer que a energia da sacola E(R) é expressa como

Ar o C

E(R) = ?R B+ I
onde R é o raio da sacola, e C'/R é o termo de energia cinética devido aos quarks. A
energia da sacola é obtida quando a energia é minima. Assim minimizando-a com respeito
a R encontra-se E(Ry) = 4VyB, onde o volume de equilibrio é V = %Rg. No caso do
préton com raio Ry ~ 1 fm e energia Ey ~ 1 GeV, a densidade de energia é Fy/Vy ~ 0.7
GeV /fm?3, que corresponde a constante de sacola B = 175 MeV /fm?, ou BY/* ~ 192 MeV.
A temperatura de desconfinamento pode ser investigada a partir deste resultado. To-

mando BY* =~ 200 MeV encontra-se

T. ~ 150MeV,

que esta de acordo com o limite termodinamico para o crescimento de espécies hadronicas.
Esta simples estimativa da temperatura de desconfinamento também estd proxima do
valor obtido por calculos de QCD na rede, T, ~ 170 — 190 MeV [11, 12]. A entropia, ou

3
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Figura 1.2: A pressao de pions nao-massivos, comparada com a pressao do QGP.

densidade de entropia s, também pode ser definida nos casos confinado e desconfinado,

apenas pela utilizacao da relacao termodinamica s = 0P/JT. Assim

Note que diferentemente da pressao e da energia do QGP, a entropia nao possui contri-
buicao explicita da constante de sacola. Entretanto esta entra na temperatura de des-
confinamento, que por sua vez define a descontinuidade que ocorre na transicao para a

entropia, Fig. 1.3.

Quark-Glaon Plasm

e piong

_ - =

Figura 1.3: Densidade de entropia, e o salto As na temperatura de transicao, proporcional

ao aumento de graus de liberdade acessiveis ao sistema.



Da mesma forma que a entropia é descontinua, pode ser observado que a energia nao
é continua na temperatura de desconfinamento, Fig. 1.4. Utilizando as respectivas ex-
pressoes para a energia e a entropia nas duas regioes, obtem-se que Ae = T.As. Ambas
as variagoes da energia e da entropia sao proporcionais a variacao de graus de liberdade
acessiveis ao sistema. Através deste modelo simples constata-se que a transicao ocorre
quando a pressao total é aproximadamente nula, ou seja, quando a pressao devido a ener-
gia cinética dos quarks e glions aproximadamente equilibra-se com a pressao de sacola.

Assim, pode-se utilizar a condicao de P = 0 como critério de mudanca de fase, resultando

3772
mente. Este resultado permite extender as conclusoes de pp = 0 para o caso de potencial

.~ 1/ 1/4 1/4 ’ . s . .
na condicao T, = ( ) BY* = 0.70B"Y%, que é muito préximo do encontrado anterior-
quimico finito, onde pode-se considerar que a transicao para g e 1" finitos ocorre quando

a pressao cinética é igual a pressao de sacola, P(T., u.) = B, onde P é

372 1
P(T, pp) = TgT4 + §MQBT2 +

4
81r2HB

Com esta definicao pode-se obter a linha de transicao apresentada na Fig. 1.1.

Quark-Glaon Plasm

T4

Figura 1.4: Densidade de energia, e a descontinuidade Ae que ocorre na temperatura de

desconfinamento.

Nos capitulos seguintes serao apresentados resultados obtidos através de métodos com-
putacionais para a QCD, a chamada QCD na rede, entretanto pode-se adiantar que o
modelo de sacola reproduz algumas das caracteristicas gerais do QGP obtida pela QCD
na rede, como por exemplo o rapido crescimento da densidade de energia e entropia
apos a temperatura de transicao. Como visto, isto deve-se ao aumento dos graus de
liberdade acessiveis ao sistema. Este modelo simples nao permite precisar as fungoes ter-

modinamicas conforme os resultados da rede, nem determinar a natureza da transicao de



fase, ja que por construcao obtem-se a transicao de fase de 1* ordem. A transigao de fase
ainda é motivo de muitas discussoes na literatura [12].

O modelo MIT de sacola possui algumas propriedades interessantes, que inspiraram
modelos de quase-particulas para descrever o plasma, e consequentemente o presente
trabalho. Tal modelo é termodinamicamente consistente, ou seja, suas fungoes termo-
dinamicas satisfazem todas as relacoes termodinamicas, como por exemplo as relagoes
de Maxwell. Contudo, para isso acontecer o modelo foi cuidadosamente construido. Por
exemplo, se ao invés da pressao fosse alterada a entropia por um termo constante nao have-
ria consisténcia, ja que P e S relacionam-se através de uma derivada parcial s = 0P/0T™*
e, portanto, nao hé como aparecer um termo constante em .S a partir de um P sem termo
extra. Inteligentemente, para uma primeira modificacao do caso em que o sistema pode
ser tratado como um gas ideal, faz-se uso de um termo adicional constante em especificas
funcoes termodinamicas de forma a garantir a consisténcia do modelo. Quando este termo
adicional é constante, nao depende por exemplo de 7" ou p, a tnica forma de garantir a
consisténcia é modificar as fungdes da maneira MIT acima. Visando uma descrigdo mais
quantitativa que qualitativa do QGP introduziu-se o modelo de quase-particula, que sera
apresentado no capitulo 3, construido sob as idéias do modelo de sacola, onde apenas
a pressao e a energia interna sao modificadas devido a contribuigao do vacuo. Nao hé
outro motivo além da consisténcia termodinamica para dizer que a entropia nao deva ser
modificada. Assim, nao deve-se perseguir estas particularidades e sim guiar-se apenas
pelo principio de que o modelo deva ser termodinamicamente consistente.

H4 outras ferramentas tedricas, além do modelo de sacola, capazes de descrever aproxi-
madamente o QGP. Os métodos perturbativos da QCD, entre todas as alternativas de
calculos, sao os mais precisos a altas energias. H&4 uma grande variedade destes, como
por exemplo a teoria estrita de perturbagao, que através de muito esforco calculou algu-
mas quantidades termodinamicas até a ordem de ¢®In(1/g) [13, 14]. Infelizmente estas
séries perturbativas mostram-se fracamente convergentes [13, 14, 15], veja Fig. 1.5, sendo
razodveis apenas para temperaturas extremamente altas, da ordem de 10°GeV. Da li-
berdade assintética da QCD esperaria-se que quando 7' > T,., o QGP comportar-se-ia
como um gas ideal de quarks e glions, contudo a série perturbativa tende vagarosamente
a esta perspectiva. Uma forma de contornar este problema dé-se através da reorga-
nizacao das séries perturbativas. Algumas destas ressomas sao baseadas na acao efetiva
de Hard-Thermal-Loop (HTL) [16], conduzindo alternativamente a entdo chamada teoria
de perturbacao de HTL [17], ou entdo baseadas na aproximagao de 2-loop ®-derivable
[18]. Esta ultima técnica assume quase-particulas fracamente interagentes provenientes
dos propagadores de HTL, sendo capaz de reproduzir razoavelmente bem os resultados
da rede.

As simulagoes computacionais da QCD, que representa uma alternativa tedrica para

calculos envolvendo a matéria fortemente interagente, é capaz de gerar resultados quan-

*s € a densidade de entropia.
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Figura 1.5: Figura retirada da Ref. [34]. Mostra a contribuigao de varias ordens de teoria

de perturbacao para a pressao de QGP.

titativos para a matéria desconfinada a energias intermedidrias, e proxima a regiao de
transicao. Estes resultados por muitas vezes sao encarados como experimentais, servindo
como base para o ajuste de outras curvas téoricas. Inicialmente, as simulagoes eram pre-
dominantemente para teoria de puro calibre, e pouco era feito para quarks. O motivo para
isto deve-se principalmente ao tempo consumido pela simulacao com férmions frente ao
de bésons. Contudo, nos tltimos anos muito se realizou para quarks e potenciais quimicos
diferentes de zero, devendo seu avanco principalmente a técnica de perturbacao em séries
de Taylor [12, 19, 20], que reduziu os célculos a obtencao dos coeficientes de cada termo da
série perturbativa. Resultados recentes de rede sugerem fortemente que realmente existe
uma transicao de fase dos hadrons a baixa temperatura para uma fase a altas tempera-
tura, sendo esta continua e nao-singular [12], ocorrendo em torno de 7, ~ 170 — 190MeV
[11, 12]. Entretanto, a analise da transigao de fase para o caso do potencial quimico finito
¢ muito mais complicada, havendo muita discussao nesta area [2, 12|, ndo havendo um
consenso sobre a transicao, e se esta é de primeira ou segunda ordem.

Os efeitos nao-perturbativos da QCD préximo a regiao de desconfinamento torna os
calculos analiticos extremamente dificeis de serem realizados. A incapacidade atual de
calcular analiticamente grandezas termodinamicas a partir da QCD na regiao de desconfi-
namento, conduz a utilizagdo de modelos fenomenoldgicos para a descricao do QGP. Esta
formulacao pretende cobrir nao apenas a regiao de transi¢ao, mas toda a regiao do QGP,
sendo que o modelo de quase-particulas é um dos modelos fenomenolégicos que obteve
sucesso em descrever os dados de QCD na rede [21, 22, 23, 24, 25, 26, 27] sobre uma vasta
extensao de temperaturas (a 4 = 0). Mais recentemente, o modelo de quase-particula para
o plasma de quark e glion plasma (qQGP) foi aplicado ao caso de p finito [28, 29, 30, 31],
levando a uma satisfatéria descricao dos dados da rede.

O modelo de quase-particula para o QGP baseia-se no fato de que a altissimas energias

a matéria acoplada através da interacao forte deve ser assintoticamente livre. Assume-se



entao um modelo cujas particulas sao massivas e nao-interagentes. Contudo, estas massas
sao dependentes de certas propriedades termodinamicas do sistema, como por exemplo a
temperatura e o potencial quimico. As massas das particulas sao os ingredientes funda-
mentais deste modelo, pois permitem acomodar, de certa forma, os efeitos da interacao
forte. Para isto é necessario descrever a massa com a ajuda de alguns parametros fe-
nomenolégicos, capacitando o modelo descrever os resultados da rede sobre uma ampla
variedade de temperaturas [23, 24, 25]. De fato, o modelo de quase-particula tem a pre-
tensao de descrever toda a matéria desconfinada, desde T, até T — oo, e dede pu. até
[ — 00.

O problema com os modelos de quase-particulas estd no fato de que as relacoes termo-
dinamicas calculadas a partir das fungoes termodinamicas da mecanica estatistica usual
[32], onde utiliza-se as relagdes de dispersao das quase-particulas, nao sao satisfeitas. Dife-
rentemente do caso de particulas, massas dependentes de T  e/ou p interferem diretamente
no célculo das derivadas existentes nas relagoes termodinamicas. O primeiro trabalho a
estudar sistematicamente o problema da consisténcia e resolvé-lo para T finito mas poten-
cial quimico nulo, foi o de Gorenstein e Yang [33]. Neste formalismo foi construido uma
hamiltoniana efetiva composta por uma parte representando um gas ideal, e outra repre-
sentando contribuicoes do vacuo. Este termo extra levou a uma modificagao na pressao e
na energia interna do sistema, mas manteve a entropia e a densidade de particulas inal-
teradas. Desta forma, obteve-se um qQGP termodinamicamente consistente. A maioria
dos trabalhos na literatura sao baseados neste tratamento [34]. Nos dltimos anos, no
entanto, muitos autores voltaram a atencao a consisténcia termodinamicas do modelo de
quase-particulas, por exemplo na Ref. [35], os autores construiram uma hamiltoniana
efetiva, H.rr, mas impuseram que a variagao do valor médio da hamiltoniana com relagao
a e T fosse zero. Como resultado, obtiveram o mesmo resultado encontrado em [33].
Por outro lado, em [36], a massa da quase-particula é tratada como uma varidvel indepen-
dente. Neste caso a termodinamica é tida como consistente, ja que uma nova quantidade
termodinamica foi introduzida. Na Ref. [26] apresentou-se outra possibilidade, mantendo
a energia interna como a de um gas ideal e alterando a entropia e a pressao de maneira a
deixar a termodinamica consistente.

Além dos métodos tedricos utilizados para descrever a matéria fortemente acoplada
as condicoes extremas ha, por outro lado os resultados experimentais. Pode-se estudar
indiretamente esta matéria através de observagoes astrofisicas e cosmoldgicas, como a
observacao do diagrama de fases de estrelas compactas [37], ou pode-se estudé-la através
de experimentos realizados em terra, como as colisoes de fons pesados ultrarelavisticos.
Dentre este ltimo ha dois experimentos principais: um realizado na Suiga/Franca, no
CERN (Centré Européenne pour la Reserche nucléaire), que entrou em funcionamento
em setembro de 2008 e por um grave problema foi fechado, o chamado Grande Colisor
de Hédrons (LHC - Large Hadron Collider). O retorno do funcionamento do LHC esta

previsto para setembro de 2009, devendo este operar com uma energia de 7 TeV por



feixe, energia muito acima da transicao de fase tedrica. O outro experimento que estd
operacional desde 1999 e localiza-se nos EUA, mais precisamente no BNL (Brookhaven
National Laboratory), tem produzido uma enorme quantidade de dados para colisdes de
fons pesados, niicleo-nicleo, no chamado RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider). Alguns
dos resultados do RHIC, indicam que o plasma de quarks e glions ja foi produzido no
regime de altissimas temperaturas e potencial quimico nulo [38].

Curiosamente, os dados provenientes do RHIC podem ser descritos através de modelos
hidrodinamicos [39]. Para tal é necessério a equacao de estado EoS, abrangendo tanto a
fase hadronica como a da QGP. A EoS da fase hadronica é comumente descrita pelo modelo
hadrénico ressonante gasoso (hadronic resonance gas model) [6], que possui uma boa
concordancia com os dados de rede [12, 40]. Para a fase desconfinada hé alguns modelos
sendo implementados, como os previamente mencionados HTL e 2-loop ¢ derivable, mas
nenhum destes descreve a matéria desconfinada em toda regiao de desconfinamento. Assim
sendo, o modelo de quase-particula apresenta-se também como um modelo que possibilita
o estudo da matéria formada nos grandes aceleradores. A idéia inicial de que o modelo
de quase-particulas descreveria o QGP por causa de seu comportamento gasoso, parece
estar refutado pelos resultados obtidos pelo RHIC, onde o QGP parece comportar-se como
um liquido. Contudo, estudos recentes mostram que o modelo de quase-particula pode
descrever um sistema do tipo liquido, com uma viscosidade extremamente baixa [41].

Perante todas estas particularidades do qQGP, e das variedades que o modelo abrange,
uma questao pode ser levantada: havera uma unica solug¢ao para a consisténcia termo-
dinamica do modelo de quase-particulas, ou as solucoes conhecidas na literatura sao
solugoes particulares de uma solucao geral? Este trabalho consiste no estudo do pro-
blema fundamental do modelo de quase-particula, isto é, o que acontece com a mecanica

estatistica e a termodinamica de um sistema composto por quase-particulas.

1.1 Sumario deste trabalho

No capitulo 2 apresentar-se-4 uma breve revisao da mecanica estatistica em dois en-
sembles diferentes, canonico e grande canonico, juntamente com a termodinamica ne-
cessaria para descrever estes dois ensembles. No capitulo 3 introduzir-se-4 o modelo
de quase-particulas, mostrando que uma aplicacao direta deste modelo acarreta incon-
sisténcias termodinamicas. Além disto, mostrar-se-a de que forma este problema foi solu-
cionado pela primeira vez, através de uma analogia direta com o modelo MIT de sacola.
O capitulo 4 consiste no desenvolvimento da solucao geral desta inconsisténcia para um
sistema onde o potencial quimico é nulo, mostrando que as solucoes anteriores para este
problema, como por exemplo a solucao de Gorenstein-Yang e de Bannur, sao casos par-
ticulares da solucao geral. Uma das solucoes particulares serd utilizada para estudar o
plasma composto apenas por glions, onde esta mostra-se mais simples de ser calculada

analiticamente do que todas as outras solucoes, e por fim os calculos sao comparados



aos resultados provenientes de QCD na rede. O comportamento assintético de todas as
solugoes também ¢é estudada. No capitulo 5 generalizar-se-4 o tratamento desenvolvido
no capitulo 4, mas agora para potencial quimico finito. A solucao geral sera analisada
para o limite assintético, temperaturas e potenciais quimicos muito maiores que a tempe-
ratura e o potencial quimico de transicao, e comparada com o resultado perturbativo. A
mesma classe de solucao estudada no capitulo 4 serd estudada detalhadamente para um
plasma de quarks e glions, e comparada com os resultados da rede. Por fim no capitulo
6 a conclusao e as perspectivas deste trabalho serao fornecidas. Nos apéndices A e B sao

calculadas as integrais necessarias para a analise téorica dos casos particulares.
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Capitulo 2
Mecanica Estatistica

Neste capitulo sera feita uma breve revisao de como obter as fungoes termodinamicas para
um sistema fisico a partir da Mecanica Estatistica. Este capitulo é de suma importancia
no desenvolvimento do trabalho, visto que o procedimento e o enfoque utilizados aqui
fornecerao as idéias e os ingredientes basicos a solugao do problema geral da consisténcia

termodinamica em um sistema composto por quase-particulas.

2.1 Ensemble Canonico

Um sistema fisico fechado em contato com um reservatorio térmico* a temperatura 1T'
alcancard o equilibrio quando estiver a mesma temperatura T que o reservatério. Um
sistema nestas condicoes pode ser descrito por variaveis diferentes das naturais - entende-
se por variaveis naturais as variaveis de estado extensivas como entropia S, volume V/,
numero de particulas N, energia interna U e etc - que sao utilizadas preferencialmente
para descrever um sistema isolado. Por exemplo, a entropia é 1til no caso de um sistema
isolado pois auxilia a determinar o estado de equilibrio: segunda lei da termodinamica.
Contudo para o caso de um sistema nao isolado, que permanece a temperatura T e
nao troca particulas com o reservatério térmico, a entropia nao desempenha o mesmo
papel. Assim é interessante utilizar uma fun¢do de estado que auxilie encontrar o es-
tado de equilibrio deste sistema, e utilizar a temperatura como variavel independente. A
temperatura pode ser calculada como fungao das variaveis naturais a partir da relagao
T =0U/0S|nv. J& a varidvel termodinamica 1til para encontrar o estado de equilibrio
para uma transformacao isotérmica é a energia livre ou potencial de Helmholtz A, que é

minima para esta situagao. A partir da primeira lei da termodinamica

dU = TdS — PdV,

* Assume-se o reservatério muito maior que o sistema a ser estudado.
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e juntamente com a transformacao de Legendre, as relagoes entre as diversas fungoes

termodinamicas sao obtidas:

A A
p—_ (94 e (94 u_y_7s (2.1)
oV TN oT VN
onde P é a pressao. A terceira relagdo da Eq. (2.1) pode ser escrita como A = —PV.

Para descrever a termodinamica deste sistema, portanto, é fundamenteal determinar A
como funcao de 7', V e N.

Um sistema em equilibrio térmico com um reservatorio que possui numero fixo de
particulas, pode ser descrito pela mecanica estatistica através do estudo do ensemble
canonico. Para tal utiliza-se as propriedades microscépicas do sistema, como a posicao
espacial ¢, o momento p, e a hamiltoniana microscépica H que depende, aquif, exclusiva-
mente de g e p.

O estudo da mecanica estatistica dar-se-a inversamente ao caminho utilizado na maio-
ria dos livros textos [32, 42]. Primeiro serd desenvolvida a versao quantica da mecéanica
estatistica, ja que todos os sistemas devem obedecer as leis da mecanica quantica, e
depois tomaremos o limite classico da mesma. A funcgao que relaciona as quantidades mi-
croscopicas com a realidade macroscépica da-se através da funcao de particao. A funcao

de partigao no ensemble canonico () é dada por

Qv = e B = Te[e 1], (2.2)

onde 8 = T~ E, é o auto-valor da energia do sistema, e cujo indice n indica a soma
sobre a energia dos estados possiveis, e Héo operador hamiltoniano do sistema. Para
encontrar a relacao entre mecanica estatistica e termodinamica, parte-se da hipdtese:
existe uma funcao termodinamica que conecta a termodinamica com as grandezas mi-
croscopicas através da igualdade ¢ = —T'In Q. Derivando-se esta relagao com respeito

a T, obtem-se:

0o 1 e PEn
— =1 - =Y E,—, 2.3
T nQy T ; On (2.3)
Utilizando o operador de distribui¢ao canonico p.
e—AH
AC = ) 24
=" (2.4)

que esta ligado ao valor médio de um operador

fNo modelo de quase-particula a hamiltoniana dependerd de certas varidveis termodinamicas. O

formalismo neste caso serd visto posteriormente.
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(G)e = Tr[G(q. p)pe,

e identifica-se o termo de somatéria do lado direito da Eq. (2.3) como o valor médio do
operador H multiplicado por 3*. Este é exatamente igual & definicdo da energia interna
U, a menos do fator 5. Dessa forma a Eq. (2.3) é exatamente igual a terceira expressao
da Eq. (2.1) com ¢ = A, mostrando que a conexao entre termodinamica e mecanica

estatistica da-se através da relacao

Calculado a energia livre através da mecanica estatistica, a termodinamica do sistema
estd completamente definida. A conexao acima é valida tanto para o caso quantico como
para o classico. O limite classico da teoria, da-se quando o comprimento de onda de uma
particula é muito menor que a separacao média entre as particulas, e acarreta algumas
modificagbes nas expressoes previamente vistas. A somatdria, como na Eq. (2.2), deve
ser alterada pelo espaco de fase classico, dividido pela area minima quantica no espaco

de fase ApAq = h, corrigida pelo fator de Gibbs

dSN pd3N
Z / N!(2m)3N’
e os operadores quanticos devem ser substituidos pelos analogos classicos. Desta forma o

valor médio para o ensemble canonico classico é

dqdp
<G>c - / WG( )
Algumas outras fungoes termodinamicas podem ser calculadas através do valor médio

de certas quantidades microscopicas, por exemplo

U= (H)c,
S = _<lnpc>c

2.2 Ensemble Grande Canonico

Diferentemente do caso canonico, consideremos um sistema aberto em contato com um

reservatério térmico e de particulas, ou seja, além do reservatério manter-se a temperatura

o~

—BH BEn

L10,) = X, Bntpmt

BEn

(@0]2,) = 5, Eu g

iTr[ﬁﬁc] = Z <(I)71|He
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T pode trocar particulas com o sistema. Neste caso o equilibrio térmico e quimico é
alcancado quando o sistema em questao encontra-se a temperatura 7', e com potencial
quimico constante . E interessante expressar as fungoes termodinamicas deste sistema
nao em termos das variaveis naturais S e N, ja que agora N pode variar, e sim em
termos das variaveis intensivas T e . As transformacoes de Legendre necessérias sao,
T =0U/O0S|ny e p = OU/ON|sy, que ird determinar a funcao termodinamica grande
potencial ou energia livre de Gibbs ®. Assim como no caso de um sistema isolado, onde
S é maximizado, e no caso de um sistema em equilibrio térmico com A minimizado, ®
desempenha um papel especial no caso de um sistema em equilibrio térmico a potencial
quimico constante: ele é minimo quando o equilibrio é alcancado. A termodinamica
fornece as relagoes necessarias para obtencao das variaveis termodinamicas a partir do

grand potencial:

p:_<a‘b> 75:_(@@) ,N:-(acl)) , ®=U—TS—puN. (26)
oV T oT Vi ou TV

A mecanica estatistica fornece o grande potencial, permitindo assim a completa des-
cricao termodinamica do sistema. Para isto é necessario a funcao de particao grande

canonica quantica

Z = Ty[e PH-1N)] (2.7)

onde o traco indica, além da soma sobre todos os estados possiveis, a soma sobre todos
os numeros de particulas, N = 0.....0o. A conexao entre o mundo macroscopico e o

microscopico da-se através da relacao:
®=—-TInZ (2.8)

Para confirmar esta relagao, primeiramente deriva-se ® com relagao a p utilizando as Eqgs.
(2.7) e (2.8). O resultado ¢ exatamente igual ao negativo do valor médio da quantidade
N. Portanto mostra-se que a relacao termodinamica entre ® e N expressa pela Eq. (2.6)
é satisfeita. Contudo isto nao garante a completa validade da Eq. (2.8). Para tal devemos
mostrar que a relagao entre ® e S é satisfeita. Assim derivando a Eq. (2.8) com relagao

a T temos

0P
T =—InZ+ B(<H>g - N<N>g)a (2.9)

cujo valor médio no ensemble grand canonico é definido como
(G)g = Tr[Gpyl,
onde o operador de distribui¢ao grand canonica p, é
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e*ﬁ(ﬁ*uﬁ)

py = —F— (2.10)

Para mostrar que o lado direito da Eq. (2.9) é igual ao negativo da entropia, e satisfazendo
assim a quarta relacdo termodinamica Eq. (2.6), utiliza-se o fato que a entropia deve ser
igual ao negativo do valor médio do logaritmo natural da fungdo de distribuigao [43],

S = —(In p). Utilizando as propriedades da func¢ao logaritma obtem-se

(Inp,)y = —InZ + B(H — uN),,

que é exatamente igual ao lado direito da Eq. (2.9), mostrando que a relac¢ao entre S e
® é a mesma da Eq. (2.6). Dessa forma prova-se a conexao entre o grande potencial e a
funcao de particao. A versao classica do ensemble grande canonico é dada pela troca do

operador quantico pelo seu andlogo classico, e o traco substituido por

d3N dSN

TrﬁZ/N' (2m)3N

Note que a partir da mecanica estatistica pode-se calcular algumas grandezas termo-
dinamicas sem o auxilio de ® e das relagoes termodinamicas (2.6), como

U = (H),
S = —(Inpg)g,
N = (N),.
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Capitulo 3

Modelo de Quase-Particulas no

Plasma de Quarks e Glions

O modelo de quase-particula sera estudado neste capitulo, mostrando sua importancia
e de que maneira foi introduzido para estudar a matéria desconfinada. A inconsisténcia
termodinamica existente ao utilizar o modelo de sacola, previamente estudado, conco-
mitantemente com o modelo de quase-particulas sera estudada, assim como a primeira
solucao deste problema. Este capitulo nao baseia-se na descricao geral das solugoes, mas

apenas revisar os métodos utilizados para encontrar as expressoes finais.

3.1 QCD Perturbativa e Quase-Particulas

Uma das principais propriedades da QCD refere-se ao seu comportamento a altas energias.
Sabe-se a partir dos primeiros experimentos sobre a estrututa do préton nos anos de 1960
pelo SLAC (Stanford Linear Accelerator Center), que as fungoes de estrutura para o es-
palhamento elétron-nucleon possuem a propriedade de escalonamento (scaling property):
ao invés das funcoes de estrutura dependerem da energia e do momento transferido, de-
pendem, a menos de corregoes perturbativas, apenas de uma varidvel adimensional x. A
explicagao para este comportamento foi dada por Bjorken [47], que sup6s o préton como
composto de particulas livres a altissimas energias, em primeira aproximagao. Esta pro-
priedade mostra-se importante ao estudar a matéria fortemente acoplada em condigoes
extremas de temperatura e densidade. Desta forma, por analogia, pode-se estudar nesta
regiao o QGP através de um sistema composto por quarks e glions desconfinados, com
a interagao forte desprezivel [7], inspirado na observagao de que a QCD a altas energias
possua a propriedade da liberdade assintdtica. Por outro lado, ao diminuir a energia do
sistema, a interagao forte retoma sua importancia e nao pode ser desprezada. Estas pro-
priedades motivam estudar o QGP através de um modelo conhecido por quase-particulas.

O modelo de quase-particula para o plasma de quarks e glions é um modelo fenome-

nolégio que assume quase-particulas nao-interagentes massivas, com o auxilio de poucos
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parametros - como a massa térmica - para descrever os dados de QCD na rede e a matéria
desconfinada, em uma ampla regiao de temperatura e potencial quimico [23, 24, 25]. Este
modelo extrapola a aplicabilidade existente em calculos estritamente perturbativos, que
valem apenas para altissimas temperaturas, ou para certos calculos em HTL, que valém
apenas para T > 20T,. Ele pretende descrever toda regiao da matéria desconfinada, desde
a temperatura de desconfinamento 7, até T' — oo. Contudo, uma aplicacao direta deste
modelo, isto é, utilizar as expressoes da mecanica estatistica para um sistema sem in-
teragao, apenas modificando a relacao de dispersao de um gas ideal para uma relagao de
dispersao para um sistema de quase-particulas, acarreta na inconsisténcia termodinamica

das fungoes termodinamicas.

3.2 Inconsisténcia Termodinamica

Os primeiros trabalhos a utilizar a formulacao de quase-particula para descrever o plasma
de quarks e glions seguiam rigorosamente a definicao de quase-particulas, tratando um
sistema interagente simplesmente como um sistema livre, mas modificado, de forma que
as massas das particulas acomodassem o efeito das interagoes na inércia destas particulas.
Esta visao mostrou-se insuficiente para descrever o plasma, visto que as funcoes termo-
dinamicas nao satisfaziam as relagoes termodinamicas [21, 45]. Esta inconsisténcia pode
ser observada no caso do estudo da termodinamica de um sistema aberto a tempera-
tura finita composto por bodsons, com potencial quimico idéntico a zero. Para calcular
as funcoes termodinamicas do sistema precisa-se das expressoes de um gas ideal bosonico
obtidas através da mecanica estatistica. Utilizando a funcao de particao no ensemble

grande canonico [32]
1

ZV,T) =] ———
(7 ) 1;[1_6*5‘*%7

ou

In(1 — e ),

InZ = —Zln(l — 7Py =
k

com w? = k? + m?*(T) sendo a relagao de dispersao, k o médulo do vetor momento dos
bosons e m a massa, pode-se obter a termodinamica do sistema. Utilizando os resultados
do capitulo 2, como a definicao do valor médio e a conexao entra a mecanica estatistica e
a termodinamica, juntamente com os resultados padroes da mecanica quantica estatistica,

tem-se que

o = vf / kR In(l — e ™) = -~ / dkny (k S (3.1)
G k2 + m2(T)
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U= 272/0 dkny (kK2 k2 + m2(T), (3.2)
o0 ékQ 2 T

S = V/ dknb(k)ﬁw’ (3.3)
21T Jo k2 + m2(T)

onde ny(k) é a fungao de distribui¢ao bosonica dada por

1
efw — 1

nb(k) =

A termodinamica diz que a derivada de ® com relagao a T é igual ao negativo da
entropia, Eq. (2.6). Derivando a primeira igualdade da Eq. (3.1) com respeito a tempera-
tura, obtem-se

oD Vo oo 412 +m? Ve Ow
O T akkn (k)2 _ / dlck2ny (1) 22
oT 27T /0 o )\/k;2 +m2 272 Jo o )3T’

que ¢ diferente da entropia obtida pela mecanica estatistica, Eq. (3.3). A origem da

inconsisténcia esta entrelacada com a solucao do problema para um plasma de quarks e
glions: ao utilizar o modelo de quase-particulas para estudar o plasma, necessita-se de
uma massa efetiva para os partons, que pode depender tanto da temperatura como do po-
tencial quimico do sistema em questao. Contudo esta modificagao introduz inconsisténcias
termodinamicas ao modelo, visto que as fungoes termodinamicas sao relacionadas entre
si através de derivadas, cuja variacao é sempre tomada com relacao as variaveis indepen-
dentes do ensemble. Assim no caso de um gas ideal de particulas, a relagao de dispersao
independeria de T" e o segundo termo da derivada nao existiria, e os dois formalismos,

estatistico e termodinamico, concordariam.

3.3 Solucao de Gorenstein-Yang

O problema da inconsiténcia termodinamica para um plasma formado de quase-particulas
foi estudado por Gorenstein e Yang [33]. A solucao proposta por eles foi de utilizar uma
hamiltoniana efetiva, composta pela hamiltoniana livre de quase-particulas mais um termo
adicional, de maneira que este termo satisfizesse duas condi¢oes: garantiria a consisténcia
termodinamica do modelo, e as relagoes entre mecanica estatistica e termodinamica seriam
idénticas ao do caso de um gés ideal de particulas. Assim ao estudar o problema no

ensemble grande canodnico, eles assumiram que

= —TInZz,,
= —(Inpe),
(He),
= (N),

2 Qo s
[
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onde o subscrito e refere-se a hamiltoniana efetiva, definida como

ﬁe = sz(k7 C1, Co, )ajal —+ EO?
%

onde EO é o termo adicional que depende exclusivamente dos parametros ci, co e etc. Os
parametros ¢;'s podem ser por exemplo, a temperatura e o potencial quimico. Utilizando
estas defini¢oes eles puderam calcular um Eq que satisfizesse as relagoes termodinamicas,
Eq. (2.6). Antes de prosseguir com a solucdo, é interessante notar uma propriedade
do operador de distribuigdo grande canonico, Eq. (2.10). Ao adicionar um termo inde-
pendente de ¢ e p a hamiltoniana, o operador de distribuicao grande canonico nao sofre
nenhuma alteracao em sua forma, ou seja, o operador de distribuicao grande candnico é

invariante pela transformacao

H — H + Ey(cy, c9,..). (3.4)

Isto pode ser observado a partir da defini¢ao de p,

o~ BUH+E—uN)  —B(H-pN)

ﬁg’e = Ze = Z == ﬁg

A invariancia ocorre pois a funcdo de particao transforma-se como Z, = e #%0 7, sendo F
o autovalor do operador EB. Apenas pela invariancia do operador de distribuicao conclui-
se que tanto a entropia como o nimero de particulas possuem a mesma forma que no caso
de um géas ideal. No entanto o grande potencial e a energia interna terao um termo extra
as expressoes do gas ideal. A obtencao de E, é simples, mas antes de encontra-la pode-se
prever a equagao que regera a consisténcia termodinamica. Como S e N nao possuem
termos adicionais® mas ® possui, e sendo que as relagoes termodinamicas relacionam este
ultimo com os dois primeiros através de derivadas parciais com relagao a T' e u, tem-se
que as derivadas de ® com relacao aos parametros ¢;'s deverao ser idénticos a zero. Por

estas condigoes temos que

g — A 020 = —(Inp)
- Tor Tor,,, 4 ocor "
0P 0P 0P Oc;
N = Z__% 2% __ iy
o ol Ty dc; O (V)

Como os parametros c;s sao linearmente independentes, mas dependentes de 1" e p, e as
derivadas de ® com relacao a T e u com ¢; fixo sao iguais a —S e a — N, respectivamente,

temos que a somatéria deve ser igual a zero. Assim, obtém-se

*O termo adicional refere-se as expressoes de um gés ideal.
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0P
(%i

=0,  j#i (3.5)
{Tvcjv"'}

Como o grande potencial utilizado por Gorenstein e Yang ¢é

d=-TnZ, =-Th(e 7)) =FEy—TlnZ,

a Eq. (3.5) reduz-se a

0P OE, 1 - < OH
_ Ly (e BH-N) —0. 3.6
801- (Tcj,..} (901» + A g (e 8ci ( )

Com este resultado obtém-se o termo adicional Ey que foi introduzido na hamiltoniana
de forma a preservar a consisténcia termodinamica do modelo de quase-particulas. O

termo encontrado por Gorenstein-Yang foi

0B _ 1o, <e-ﬁ<ﬁ-#ﬁ>aﬂ> . (3.7)
oc; Z dc;

Esta solugao foi apresentada seguindo as idéias do trabalho original de Gorenstein e
Yang [33]. Contudo existe uma forma andloga de apresenté-la que ajuda a aprofundar o
entendimento desta solucao. Este trabalho foi desenvolvido por Biro, Shanenko e Toneev
[35], cuja idéia central era de solucionar o problema da consisténcia termodinamica através
de uma propriedade da mecanica estatistica usual: a variacao da hamiltoniana com relagao
a temperatura e/ou ao potencial quimico possui valor esperado igual a zero. Desta forma,

com o auxilio de uma hamiltoniana efetiva eles partiram da relacao

OH,

Utilizando a expressao para H. encontra-se

OH dE,\ 0FE, o0H |
<8c,>+<8cl>_ aCi +Tr[8qp] —O,

onde foi utilizada a condicdo de normalizacao da funcao de distribuicao, Trp = 1. A

expressao acima é idéntica a encontrada por Gorenstein-Yang, Eq. (3.7), mostrando que
os dois tratamentos sao idénticos e s6 diferem pelas hipoteses iniciais. Apds encontrar
uma solucao que deixa o modelo livre de inconsisténcias termodinamicas, uma questao
fundamental aparece: ha significado fisico para Fj, ou é apenas um artificio matematico

para garantir a consisténcia?
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A resposta a esta pergunta foi dada pelos mesmos fisicos, Gorenstein e Yang. Ao
calcular a energia de um oscilador harmonico quantico, encontra-se que esta é diretamente
proporcional a frequéncia angular mais a energia de ponto zero. Computando a energia
de todos os estados havera dois termos, um referente aos estados quanticos n', e outro a
soma da energia de ponto zero de todos os modos n, levando a uma energia de ponto zero
constante. Entretanto quando realizam-se medidas de energia efetua-se a diferenca entre
duas energias, acarretando na contribuicao nula da energia de ponto zero para o resultado
experimental. Desta forma toma-se a hamiltoniana sem o termo de ponto zero. Contudo,
para o caso da matéria a alta temperatura e/ou potencial quimico o vicuo modifica
suas propriedades e passa a depender destes. Ao realizar medidas sobre a energia, estas
estardao a diferentes temperaturas, e por conseguinte a energia de ponto zero também.
Desprezar a contribuicao da energia de ponto zero a termodinamica ¢é inconcebivel nestas
situagoes, e tal procedimento torna o modelo inconsistente, como pode ser observado na
secao 3.2. Adicionar o termo extra Ej é levar em conta a contribuicao do vacuo ao modelo,

e consequentemente deixar o modelo termodinamicamente consistente.

3.3.1 Gas Ideal de Quase-Particulas

A partir do trabalho de Gorenstein-Yang foi possivel descrever os dados de rede [46]
para um plasma de glions [23]. Como visto, deve-se adicionar a pressdo e a energia
interna a contribuigao da energia de ponto zero, para que estas sejam termodinamicamente

consistentes. As fungoes termodinamicas auto-consistentes sao:

PV = 2/ dkny (k M s
6 k2 4+ m2(T)
U = W / dkny(k)k2\ /K2 + m2(T) + B(T),
4]{52 2(T)

— dk k23—
5 27r2T / ok k2 + m2(T) ’

onde d é fator de degenerescéncia do glion. A fungao B(T') esta relacionada com a energia
de ponto zero Ejy, que pode ser obtida através da Eq. (3.7), com ¢; sendo a massa do

glion m = m(T). A solucdo de B(T) é

B(T) = ByV — Ld

472

k;
k2 +m2(t )

onde By é a constante de integracao. A derivada da massa com relacao a 7 é uma funcao

muito complicada de 7, assim a fungdo B(T') que possui uma integral em 7 sé pode ser

t Auto-vetores do operador H.
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resolvida analiticamente no limite assintético de altas energias, constante de acoplamento

muito menor que um (g < 1) e m/T < 1. Nesta regido a pressao é

o (D)

Neste limite pode-se comparar o resultado com o da QCD perturbativa. Impondo que

p_ dm?T*
90

ambos os resultados sejam idénticos, tem-se que:

2T2
m?*(T) = 92 :

Na Ref. [23], utilizando este procedimento, os dados da QCD na rede para a pressao,
entropia e energia interna foram descritos. Para isso foi necessario utilizar uma constante
de acoplamento efetiva, que acomoda efeitos nao perturbativos na regiao T ~ T, em
sua definicao?, além de deixar como parametros a ser ajustados para descrever a curva,
a constante de integracao By e o fator de degenerescéncia d. Ao todo foram quatro
parametros fenomenoldgicos, sendo que dois destes estao presentes na constante de aco-
plamento efetiva. Ao fazer isto obteve-se a Fig. 3.1.

Posteriormente a esta solucao, com o avanco dos resultados da rede, e desejando uma
descrigao dos resultados da rede para férmions, foi introduzido por Scheneider e Weise [24]
o modelo de confinamento. Este modelo é uma extensao da solugao de Gorenstein-Yang,
cuja alteracao reside no fator de degenerescéncia das particulas. Como pode ser observado
na Fig. 3.1, um rapido crescimento na fungoes termodinamicas ocorre na regiao proxima
a temperatura de desconfinamento, e aproxima-se do limite de Stefan-Boltzmann a altas
energias. Este comportamente, a luz do modelo de quase-particulas, pode ser interpretado
como um rapido crescimento no nimero de graus de liberdade acessiveis ao sistema, de
hédrons a glions e (anti)-quarks. Assim, Schneider e Weise argumentaram que o grau de
liberdade deve ser funcao da temperatura, de forma que no limite assintético esta correcao

deve tender a unidade, ou seja

d— C(T)d,  C(T>T)~1,

onde o fator C'(T') é o fator de confinamento. Portanto as fungoes termodinamicas devem

ser alteradas para:

/OOO dkC(T)nb(k?)kamz(T) - B(T),

_vd

PV —
672

fDetalhes da constante de acoplamento, de como obter as funcdes termodinamicas e outros detalhes

pertinentes a esta descricao serao detalhadas no préximo capitulo.
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Figura 3.1: Curvas para solugao de Gorenstein-Yang presente na Ref. [23], onde a pressao
redimensionada é P = 3p/T*, a densidade de energia interna e = e¢/T* e a densidade de
entropia s = 3s/T%. O termo extra B = B/T* também ¢é apresentada.

U = 27T2/ dkC(T)ny(k)k*\[k? + m?(T) + B(T

K2+ m2(T)
_ 23 TIVAL)
S = 7T2T/ dkC(T)ny(k)k

SR+ (D)

Devido a fungao C(T), o termo B(T') nao pode ser o mesmo utilizado na Ref. [23]. Assim

assumindo a consisténcia termodinamica, tem-se que o B(T) deve ser descrito como:

B(T) = By(T)+ By(T) + ByV,

onde
T 2 o0 2
B(r) = -4 dTC(T)dm (7) / ey (k)
4r? Jr, dr Jo k2 4+ m2(7)
Vd e
By(T) = —
6 k2 4+ m2(r )

Note que quando C(T') = 1, o resultado de B(T") é recuperado. Ao descrever o modelo

de quase-particulas, é utilizada a seguinte lei de poténcia para C'(T') préxima a regiao de
desconfinamento



Assim, com este fator de confinamento pode-se ajustar os parametros para que a curva
tedrica descreva da melhor forma os resultados de QCD na rede, Fig. 3.2.

5r s
R AT
g 4t -
N
©
=
6 3r 1
=
Q: [l Q.I"T4
w 2 L 5 i
W o304 ST
& 3[::.*1’4
'] L =
D 1
4 5

Figura 3.2: Figura presente na Ref. [24], onde a pressao redimensionada é P = 3p/T*,
a densidade de energia interna € = ¢/T* e a densidade de entropia 5 = %S/T?’. A seta

indica o limite para um gas ideal de bosons nao massivos.

Calculos baseados na solucao de Gorenstein-Yang, com contribuigoes fermionicas, fo-
ram posteriormente desenvolvidos. Por exemplo na Ref. [28] foi estudado sistemas com-
postos por glions mais 2 quarks leves, e gliions mais 2 quarks leves e 1 pesado. Assim a

pressao e a entropia, para Ny = 2, sao dadas por

P(T,p) = Y P.— B(T,p),
a=q,9
S(TJIU’) = Z Sa'
a=q,9
d,V )
N(Tw) = 55 / dkk>(ni —n7) (3.8)
onde
d, K _
P, = 67T2/dk (nF +n7),

k2 +mz (T, p)
3h? + my (T, )
k2 +mg (T )

Os simbolos + e — indicam particula e anti-particula, respectivamente. Como havia sido

g, = %V / Ak

2T (ng +ng) —pu(ng —ny)

mostrado, a entropia e o numero de particulas nao possui termo extra. As funcoes que
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nao forem explicitadas aqui, serao citadas no capitulo 5. Na Ref. [28], apenas célculos
numericos das expressoes acima sao realizados, mesmo no caso assintotico, isto porque o
método ¢é diferente do caso de p = 0. O método pode ser resumido da seguinte forma:
sendo as fungoes termodinamicas dependentes das massas das quase-particulas e estas por
sua vez dependem de T', u e g obtidas através do HTL, usualmente prefere-se nao utilizar
um novo ansatz para a dependéncia de T' e p em g. Entao para encontrar sua dependéncia
utiliza-se a equacao de fluxo, partindo da condicao de ¢g(7', u = 0). A equagao de fluxo é

obtida através da relacao de Maxwell

05 _oN
o oT’
que é reduzida a
0g? dg?
gy Ty =

onde ar, a, e b sao funcoes de T" e i [34]. Utilizando conjuntamente a solucao da equacao
de fluxo e as funcoes termodinamicas, pode-se calcular numericamente a termodinamica
do sistema a partir da comparagao com os resultados da rede, e assim obtem-se uma curva
tedrica para as funcoes termodinamicas do sistema. Isto, por exemplo, resulta no niimero

de particulas do sistema expresso na Fig. 3.3.

Figura 3.3: Figura presente na Ref. [28] para a densidade de particulas n.

Em todas estas solugoes sempre ha a necessidade do ajuste de parametros fenomeno-
l6gicos, que sao escolhidos de forma a descrever da melhor maneira os resultados experi-
mentais. Devido a utilizacao da equagao de fluxo nenhum dos trabalhos citados aqui para

p finito, faz relacdo com o resultado de QCD perturbativa, ou HTL/HDL assintéticos.
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Todos sao construidos de forma que sejam termodinamicamente consistentes, ficando em
aberto questoes como: estes sao capazes de descrever os resultados tedricos assintéticos?

Ha consisténcia termodinamica ordem a ordem quando expandidos em funcao de g?
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Capitulo 4

Plasma de Quase-Gluons:

Tratamento Geral

No capitulo anterior foi apresentado uma solucao para o problema da inconsisténcia termo-
dinamica para um plasma de quarks e glions. Entretanto nao analizou-se sua competéncia
em descrever os resultados de QCD na rede, preocupou-se apenas com a consisténcia do
modelo perante os principios fisicos, ficando em aberto a previsibilidade desta solucao.
Sera que existe apenas uma solucao capaz de curar a inconsisténcia termodinamica de um
sistema com massas térmicas, ou existird diversas outras? A previsibilidade da solucao
de Gorenstein-Yang serd analizada posteriormente, sendo este capitulo devotado a busca

de outras solucoes auto-consistentes.

4.1 Plasma de Quase-Glions

Por motivos histéricos e praticos sera estudado primeiramente um plasma formado apenas
por gltions, deixando para o préximo capitulo a tarefa de estudar o plasma de quarks e
glions. O plasma de glions pode ser estudado de duas forma: através do ensemble
canonico ou do ensemble grande canonico. No caso do ensemble grand canonico assume-
se o potencial quimico dos glions igual a zero, isto porque os gliions sao nao-massivos e
dessa forma a criagao destes em repouso tem custo energético zero. Como nao ha custo
algum em crid-los diz-se que seu potencial quimico é p, = 0. Para o caso do ensemble
canonico pode-se obter a funcao de particao canonica para o plasma de glions assumindo
que o numero de glions ¢ indefinido. Sera utilizado aqui o formalismo canodnico, tanto
para a busca de novas solugoes como para o calculo explicito das fungoes termodinamicas,
diferentemente da Referéncia [27] que utilizou o ensemble grande canonico para calcular as
fungoes termodinamicas. Os dois formalismos sao equivalentes no limite termodinamico
(32].

O problema de interesse pode ser definido, em sua forma geral, da seguinte maneira:

para um sistema composto por bdsons interagentes nao-massivos, pode-se trata-lo como
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um sistema de bdsons nao-interagentes massivos, cujas massas passam a depender da
temperatura do sistema. Utilizando os resultados e a técnica vista na secao 2.1, parte-se
da funcao de partigao canonica, Eq. (2.2), e da existéncia da conexao entre a mecanica
estatistica e a termodinamica, = —T'In Q. A descricao do sistema através do modelo
de quase-particulas implica num operador hamiltoniano dependente da temperatura, H=

~

H(q,p,T). Derivando ¢ com relacao a T, auxiliado pela Eq. (2.2), obtem-se

0¢ 1 e BEn oF,
P oy —-=-S" (B, 4TS
aT ney Tzn: on T )

que pode ser reescrita como

2 o JOH

TaT—¢—<H>— ar

(4.1)

Note que nao ha possibilidade de identificarmos ¢ como a energia livre A, como feito
na Sec. 2.1, j que a variacao de H com relacdo & 7' nio permite definir as quantidades da
mesma maneira que a mecanica estatistica usual®. Este resultado permite pela primeira
vez identificar o problema geral, abrindo a possibilidade da existéncia de outras solugoes
auto-consistentes. Assim, qual fungao termodinamica é ¢? Como é a forma para a energia
livre A? A energia interna U possui a mesma definicado que em mecanica estatistica usual?

Como ver-se-a adiante, ha iniimeras solugoes para termodinamica deste sistema, com
todas elas recaindo no caso usual para o limite de hamiltonianas independentes de T
Para todas as possiveis solugoes hé a necessidade de redefinir a conexao entre mecanica
estatistica e termodinamica, a fim de que estas sejam consistentemente construidas. Go-
renstein e Yang ao construirem sua solucao observaram corretamente a necessidade da
inclusao da energia de ponto zero nas grandezas termodinamicas. Contudo, restringiram
drasticamente o papel desta, pois apenas as grandezas A e U sofreram alteracoes devido
a energia de ponto zero. Como a Eq. (4.1) ndo esta de acordo com as relagoes termo-
dinamicas, e ¢ nao pode ser identificado como a energia livre, a conexao entre mecanica
estatistica e termodinamica devera ser redefinida de forma que haja a contribui¢ao do

vacuo em sua definicao. Assim

AWV T, f(T)) = =T Qn(V,T, f(T)) + aB(V,T), (4.2)

onde B = B(V,T) é o termo extral, introduzido com o propésito de deixar a formulacio

termodinamica consistente, « é uma constante arbitraria real, e f(7T") é a contribuigdo

*Utiliza-se o termo usual para indicar sistemas cuja dependéncia esta fora de varidveis macroscopicas,

como por exemplo temperatura e potencial quimico.
fO termo extra serd estudado posteriormente, mostrando assim sua relacdo com a energia de ponto

Zero.
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explicita da dependéncia na temperatura da hamiltoniana devido ao modelo de quase-
particulas. Para o caso de hamiltonianas independentes de T', B deve ser igual a uma
constante, recaindo desta forma em todas as expressoes usuais da mecanica estatistica.
A energia livre dada pela Eq. (4.2) tem que satisfazer todas as relagdes termodinamicas,
Eq. (2.1). Entretanto, apenas a redefinicao da energia livre nao possibilita a consisténcia
termodinamica do modelo: redefinindo a energia livre e mantendo a entropia como a
de um gas ideal, automaticamente a energia interna deve ser modificada para garantir
a consisténcia. A solucao geral nao faz distincao alguma as varidveis termodinamicas,
ou seja, todas solucoes termodinamicamente consistentes sao igualmente boast. Assim a

entropia e a energia interna devem ser redefinidas como

SWTAT) = gyt (43)
UV.T.f(T)) = (H)+nB(V,T), (4.4)

onde y e ) sao constantes reais arbitrarias. Para que a relagao termodinamica A = U—-T5
seja valida, as constantes devem ser vinculadas pela expressao o = v + 7. Para o termo
extra B, deve-se utilizar a segunda relagao da Eq. (2.1), com a entropia e a energia livre
redefinidas, Eqs. (4.3) e (4.4). Assim

Manipulando a equacao diferencial parcial, encontra-se duas solucoes

) s T-= /OH
Pl ) = =, <aT> a 70,
T /0H
- = =0. 4.
7<3T> a=0 (4.5)

Quando uma das trés constantes a, vy ou n € zero, as funcgoes termodinamicas sao indepen-
dentes das outras duas constantes, isto porque as constantes através da equacao de vinculo
cancelam-se. A solucao da Eq. (4.5) para o termo extra B conclui a busca pelo solugao
geral do problema da inconsisténcia termodinamica para o caso de um sistema composto
por bésons nao massivos®, dessa forma as novas definicdes das funcdes termodinamicas,
juntamente com B satisfazendo a Eq. (4.5) acarreta na auto-consisténcia termodinamica
do modelo de quase-particula para hamiltonianas dependentes de T'. Fungoes hamilto-

nianas dependentes da temperatura do sistema aparecem em problemas de aproximagcao

tPosteriormente analizar-se-4 a capacidade destas em reproduzir resultados tedricos e experimentais
conhecidos
50 desenvolvimento teérico desenvolvido até entdo aplica-se tanto a bésons como a férmions, devendo

apenas serem nao massivos.
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de campo médio [44], ou em modelos fenomenolégicos para o Plasma de Quarks e Glions
[33, 21, 23]. Para finalizar o arcabougo teérico para o modelo de quase-particula, resta
responder a pergunta: Qual o significado de B? Para responder a esta questao, seja a

energia interna:

U= (H)+nB = Tr[p(H +nB)], (4.6)

com B = B1, onde 1 é o operador identidade. Reescrevendo a energia interna na forma
acima, e utilizando a propriedade do operador de distribuicao comentado na Sec. 3.3,
que no caso geral diz que ao adicionar um termo independente de ¢ e p a hamiltoniana,
o operador de distribuicao para esta é idéntico ao operador de distribuicao sem o termo
adicionado, facilmente deduz-se o signficado de B: o termo dentro do parénteses é a

hamiltoniana efetiva total, cujo termo de vacuo esta presente

i, = i + B, (47)

com FEy=nB. Como B nao depende do momento e das coordenadas espaciais, aplica-se
ao operador densidade a propriedade acima citada e o operador densidade conserva a
mesma forma da Eq. (2.4). Reescrevendo as fungbes termodinamicas como fungao da

hamiltoniana efetiva, Eq. (4.7), obtém-se

) B
S = —(npe) ==
A = —ThQy+B
U = (H,). (4.8)

onde Q% ¢ a fungao de particao escrita em termos de H.. Observe que para v =0,
as funcoes termodinamicas possuem a mesma forma daquelas encontradas através da
mecanica estatistica usual. A interpretacao para B é similar a dada por Gorenstein
e Yang na Ref. [33]: No caso padrao da hamiltoniana independente de T, a energia
de ponto zero é cons-tante e usualmente subtraida, ja que experimentos medem apenas
diferencas de energia. No modelo de quase-particula a relacao de dispersao é dependente
de T', assim como a energia de ponto zero. Portanto esta nao pode ser descartada do
espectro de energia, sendo entao nB interpretado como a energia do sistema na auséncia
de quase-particulas, o estado de mais baixa energia.

Nesta secao foram calculadas as solugoes que sao termodinamicamente consistentes
para um sistema cuja hamiltoniana dependa da temperatura. Como visto anteriormente
as constantes «, v e  podem assumir qualquer valor real, mas certas combinagoes de
valores devem recair em soluc¢oes de uso pratico e conhecidas na literatura. As subsecoes

subsequentes tratarao de algumas destas combinagoes.
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4.1.1 Solucao 1: Gorenstein-Yang

A primeira solucao particular que deve ser encontrada através da solucao geral é aquela
obtida inicialmente por Gorenstein e Yang [33]. A solugao em questao ¢é definida de forma
que nao haja contribuicao extra a entropia do sistema, ou seja v = 0. A equagao do

vinculo implica em o = 7. Assim:

S = —LTr e~ BHe e ot
Q% Q% ’

A = —TInTr (e*[me> =—TInTr (e*ﬁﬁ) + aB
1 . . 1 R 5
U = Tr (He PHe) = —Tr (He ") + aB.
gy, 1 (e ) = (He )
A partir da Eq. (4.5) pode-se determinar o termo B para a solugao 1:
OH

B=B— / ar{ &2 4.9
o=~ [ar(50), (1.9)

onde By é a constante de integracao. Dessa forma a fungoes termodinamicas sao

S = —(np),
A = —TanN—/dT<g§{>+BO,
U = <ﬁ>—/dT<(3];>+Bo. (4.10)

Esta solugao foi proposta para estudar o plasma de glions cuja hamiltoniana é depen-
dente da temperatura, onde a relacao de dispersao dos glions depende da temperatura
através da massa do glion. As fungbes termodinamicas encontradas na Eq. (4.10) sdo
as encontradas no trabalho original de Gorenstein e Yang. Neste caso, a funcao f(T')
¢ dada pelo quadrado da massa do quase-glion. Esta solucao é amplamente usada na
literatura, como por exemplo nas Refs. [21, 23, 24, 25], e possui uma interpretacao fisica
simples: sendo o hadron descrito através do modelo de sacola, existe uma “pressao de
sacola” ou “energia de sacola” que permite uma descricao dos quarks e gliions confinados
nos hadrons. Quando o hadron é aquecido, os quarks e os glions desconfinam-se, mas a
contribuicao da sacola nao desaparece por inteira, havendo assim alguma contribuicao na

pressao e na energia interna do sistema.

4.1.2 Solucao 2: Bannur

Ha alguns anos o modelo de quase-particulas proposto para descrever o QGP sofreu
algumas alteracoes, rompendo a idéia de que apenas uma solucao como a de Gorenstein-

Yang fosse capaz de descrever o QGP. A solugao proposta por Bannur [26] para descrever
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o QGP, baseia-se na suposicao de que toda energia de interagao converte-se para a massa
da quase-particula, de forma que a energia de ponto zero nao contribui para a energia
interna do sistema. Quando esta solucao for analizada para o caso de u # 0 observar-se-a
que a motivacao fisica podera ser descrita de outra forma. Assim como a solucao geral
descreveu o resultado de Gorenstein-Yang, supoe-se que também deva conter a solucao de
Bannur, visto que esta é termodinamicamente consistente. A condi¢ao que garante que
nao haja termo adicional a energia interna é n = 0, que implica em o = «. De acordo

com a Eq. (4.8) a energia interna é inalterada, enquanto a energia livre e a entropia os

sao:
1 : B 1 . B
S = —Tr(e?elngp)—a==—Tr(e?np)—a=,
™ i) o = gy (e mg) —o7
A = —ThTr (e‘ﬁHe) +aB =-TInTr (6_5H> + abB,
1 g 1 7o
= —Tr(eH)=_—Tr(e"H). 4.11
Ry ( ) @n ( ) (4.1
O termo extra para 1 = 0 pode ser calculado com o auxilio da Eq. (4.5) como:
0 (B 1 /0H
~ (=) = = (=), 4.12
“or (T) T< aT> (4.12)

Calculando B através da Eq. (4.12), as fungoes termodinamicas consistentes sao

S — —(Inp) +/dT <g§{>—];0,
0
A = —T<1nQN+/dT <g§1> ?)
0
U = (H). (4.13)

Assim como ocorrido na solucao 1, a solucao geral permite obter exatamente as funcoes

termodinamicas Eq. (4.13) obtidas por Bannur na Ref. [26].

4.1.3 Solucao 3: a=0

Devido ao fato de haver a possibilidade de mais de uma solucao para o problema de
quase-glions, e observando as outras duas solucoes anteriores, parece um passo natural
questionar a respeito da solucao em que a energia livre nao possui termo adicional. Esta
terceira solugao ¢é expressa pela condicao a = 0, e consequentemente pelo vinculo n = —~.
A primeira grande diferenca entre esta solucao e as demais é sua simplicidade, ja que
quando o = 0 a Eq. (4.5) para B nao é expressa através de uma equacao diferencial
parcial. Assim nesta solugao a energia livre é inalterada, enquanto a entropia e energia

interna nao:
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1 B : B
S = —Tr ’BHelnpe + = —Tr ﬁHlnﬁ —n—=,
A (1) 18 - L () -2
A = —ThTr (e’ﬂH‘e) +vB=-TInTr (e’ﬂH)
1 1 . :
- —BHr\ _ —BH
U = QNTr(He ) = NTr(He ) +nB. (4.14)
Com o auxilio da Eq. (4.5), as fun¢bes termodinamicas sdo escritas como
OH
S — _(ng — (2L
m - (5 )
A = —TIHQN,
O(5H)
— ). 4.15
5 1)

Observe que a energia interna dada pela Eq. (4.15) tem a peculiariedade de ser a tnica
das trés solugoes onde a conexao entre U e a fungao de particao é mantida como no caso

de hamiltonianas independentes de T [32]:

U= 0 In QN
0B

No contexto do modelo de quase-particulas para o plasma de quarks e gliions, a terceira
solucao leva a diferentes propriedades comparada as anteriores: a modificagao da energia
de ponto zero nesta solucao nao acarreta nenhuma modificacao na capacidade do sistema
em realizar trabalho mecanico, medido pela energia livre. Nesta solucao, assim como
na de Bannur, a definicao da entropia é modificada, e isto pode parecer um problema.
Entretanto, como é bem conhecido, a entropia do sistema é definida a menos de uma
constante, que usualmente ¢é subtraida. Este procedimento nao pode ser realizado aqui, ja
que a relacao de dispersao ¢ dependente de T, e dessa forma o termo adicional da entropia

também o sera.

4.2 (Gas Ideal de Quase-Particulas

Formulada a solucao geral para o problema de quase-particulas para hamiltonianas de-
pendentes de T', mostra-se interessante aplica-la para um caso especifico: um plasma
composto apenas por glions, com potencial quimico igual a zero. Este sistema tratado
através do modelo de quase-particula implica no estudo de um gas massivo formado por
quase-glions nao interagentes. Este problema ja foi estudado para duas solugoes parti-
culares, correspondentes as solugoes 1 [33] e 2 [26] da se¢ao anterior. De qualquer forma,
para exemplificar o método desenvolvido até entao sera escolhida a solugao 3, cujo termo
B ¢é o mais simples entre todas as outras solucoes. Notar-se-a que, diferentemente das

solugoes 1 e 2, uma expressao algébrica para as funcoes termodinamicas sera obtida.
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4.2.1 A Solucao a=0

Para calcular as grandezas macroscopicas do sistema em questao, é necessario calcular
a funcao de particao canonica. A obtencao da funcao de particao candnica para quase-
glions livres é equivalente ao caso de um sistema composto por fétons, que pode ser
encontrado em diversos livros textos, como por exemplo na Ref. [32]. Assim a funcdo de
particao canonica é dada por

Q H —@%

cujo logaritmo é

In@ = Zln e Pry = In(1 —e™™),

onde a relagao de dispersao ¢ w? = k* + m?(T). Sendo a solucao para o caso o = 0 dado

pela Eq. (4.15), encontra-se as seguintes fungoes termodinamicas

d, [ K
pP= /dkk2 In(1 — e %) = —9/ dleny (k) —————— (4.16)
2772 672 Jo k2 + m2(T)

U d, [ , d,T Om? B
= L Y [T ey ()82 K2 £ m? _77/ dk 1.1
‘Tv 27r2/0 (k) i w2 0T rolk k2—|—m2(T) Rt
4k? 2(T) d k;
g= T / Aoy ()2 2 3m (L) dy om” / dlery (K
6721 Jo k2+m2(T 4dm? OT k2 + m2(T)

. (4.18)

onde d, ¢ o fator de degenerescéncia do glion, e ¢é a densidade de energia, s é a densidade
de entropia e ny(k) é a funcao de distribuicdo de Bose-Einstein. O segundo termo nas
expressoes da energia e da entropia existe apenas no modelo de quase-particula, pois
m = m(T). Define-se este termo extra como b(T') = B(T,V)/V. Contudo, ao comparar
este termo com ao da solugao usual de quase-particula - solugao de Gorenstein-Yang, Eq.
(5) da Ref. [23] - encontra-se a rela¢ao bgy (1) = 0B(T)/0T. Isto implica que a solugao
de Gorenstein-Yang necessita da integracao em 7' para obtencao da constante de sacola
B(T). Ja para o caso o = 0 nao ha necessidade de integracao em T, facilitando célculos
analiticos. Esta peculiariedade deve-se ao fato de nao haver termo extra em A, e assim s

e e nao possuem integracoes em 7', implicando em uma facilidade extra desta solucao.

Pressao, Energia e Entropia

As fungoes termodinamicas sao obtidas quando escritas explicitamente em funcao das
variaveis termodinamicas independentes. Para obtencao da energia interna, entropia e

pressao pode-se dividir o calculo em duas partes: na solucao das integrais e em operagoes
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sob a massa da quase-particula. Como a integracao independe da relacao entre a massa e
a temperatura, deixar-se-a tal dependéncia para a préxima subsecao. O calculo analitico
para as integrais bosonicas, deve-se a integracao sob o momento da particula. A técnica
que permitird uma descricao analitica das grandezas termodinamicas foi inteiramente
desenvolvida no apéndice A. Deve ficar claro que além do esforco em resolver as integrais,
as funcgoes termodinamicas nao poderiam ser expressas analiticamente em uma grande
regiao de temperatura se nao fosse a propriedade de B independer de uma integragao em
T. A pressao P, dada pela solugdo da Eq. (4.16), pode ser escrita em termos de fungoes

encontradas no apéndice A

P =

dbﬁfll /OO x? 1 - 4de4
67> Jo Va2 Fr2eVa®? 1 g2
onder = 7 e J; ¢ a Eq. (A.12) do Apéndice A. Assim, a Eq. (4.19) torna-se

dy [ 2 m? m 3 1. m2nt2)
S i S T (1 . —> =S | (4.20
e [90 24 m+12 m+25 T TP +8n§“ o |420)

(—D)"(2n—1)1C(2n41)
com a, = (nt2)123nF1q2n

. Este resultado pode ser expresso em termos de correcoes
df7r2T4
90

p_p 15 <m>2+ 15 (m>3+ 45 <m)4<1 m N 3>+
= _— B _— —_ —_— —_— n——
0 A2 \T o \ T 1674 \ T AxT P
45 2 m\ 2(n+2)
— A= . (421
+47r4nzja (T) ] (4.21)

Para o caso da densidade de energia e, utiliza-se a mesma técnica da pressao. Assim

para o caso de um de gés ideal nao massivo, cuja pressao vale Py = . Assim

_ T at AT ( o T om*

Sl = R e LCR = 2o )} @ \/W (k)
12,7 T (L, T om?
= )+ S (P = ST ) ), (4.22)

onde J3 e J;5 sao as fungoes dada pela Eq. (A.11) do Apéndice A. Resolvendo as integrais,

encontra-se

5 /m\? 15 /m\* m 1 15 & m 2(n+2)
—edl—— () - 22 (B) (- - (2n +1
’ 60{ 4772(T> 167r4<T) <n4nT+7E+4) Iri 2 (20 F )(T> -

5 Om? 3m 3 m? m 3 & m 2(n+1)
2 gmgy 2m S, i 2) (423
4Tx? 9T [ a7 27T2T2<H4WT+7 > 77 2 anln (T) H (4.23)

dp T2
30

conhecer a expressao para a entropia do sistema, que é facilmente calculada através da

onde ey = ¢ a densidade de energia de um gas ideal. Para concluir ¢ interessante

relagdo termodinamica S = —(9(PV)/0T)y, ou seja,
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n=1

2 3 /’ . . 7’ . ~ . .
onde sy = M{% ¢é a densidade de entropia de um gas ideal nao massivo. O raio de
convergéncia de todas as varidveis termodinamicas calculadas até entao deve ser levado

em consideragao. Pelos cdlculos apresentados no Apéndice A, este é de m/T < 2.

Resultados

A dependéncia na temperatura das fungoes termodinamicas possui duas origens. A pri-
meira vem diretamente da funcao de distribuicao ny, onde a hamiltoniana surge multipli-
cada pelo parametro 3. Ja a segunda contribuicao é proveniente da relacao de dispersao,
que possui a dependéncia em T devido a massa da quase-particula, ou seja, as fungoes
termodinamicas nao podem ser completamente descritas apenas utilizando mecanica es-
tatistica. Para determinar a expressao para m(7') é necessario informagoes adicionais
a mecanica estatistica. Pode-se importar tal informagao da teoria de perturbagao HTL
[16, 18, 25], cuja relagao entre m(7T) e T é

(4.25)

onde g é a constante de acoplamento forte. Com esta expressao calcula-se explicitamente
a dependéncia em T das fungoes termodinamicas. O interesse é obter estas nao apenas no
limite assintético, mas em toda a regiao de desconfinamento. Em NLO (next-to-leading

order) a corregdo para massa HTL [18] é

g

om? = —N,
m 2T

Tmp, (4.26)
onde mp = \/@QT ¢ a massa de Debye. Para altissimas temperaturas, ¢ < 1, a Eq.
(4.26) descreve corretamente a massa em NLO. Entretanto esta equagao pode fornecer re-
sultados inadequados para certos valores de g, como uma massa taquionica para os glions.
Contudo uma anélise a luz do HTL [18] mostra que a Eq. (4.26) vem exclusivamente de
correcoes com grandes momentos. Para incluir a contribuicao dos momentos mais baixos

a massa € necessario utilizar uma equacao de gap:

g*Tm(T). (4.27)



Para que o modelo de quase-particulas possa descrever a matéria desconfinada na vizi-
nhanca da temperatura de desconfinamento, necessita-se substituir a constante de acopla-
mento g por uma constante de acoplamento efetiva g5 [28] em NLO, inspirada por QCD

perturbativa, a fim de acomodar efeitos nao-perturbativos :

1672 203, In(In £2)
2(T) = 1——=——" 4.28
0= e | e 42
onde By = 11N./3, B = 34N?/6, £ = A, (TZC — %), N, é o numero de cores, \; é um

parametro de escala e T, é um deslocamento na temperatura que regula divergéncias
infra-vermelhas abaixo da temperatura critica. Com estas expressoes, finalmente pode-
se expressar as funcoes termodinamicas explicitamente em termos de T', e assim a com-
paracao com resultados vindos de QCD na rede [51] para um sistema composto apenas por
glions pode ser realizada. O melhor ajuste é alcangado quando A\; = 5.182, T, /T, = 0.197,
sendo N, = 3 e o fator de degenerescéncia d, = 2(N? — 1) = 16. Na Fig. 4.1 sdo tragadas
as fungoes termodinamicas Eqs. (4.21), (4.23) e (4.24), utilizando a massa em NLO Eq.
(4.27). As curvas obtidas descrevem muito bem o resultado da rede da Ref. [51].

Até agora, mostrou-se que as solugoes 1 e 2 sao consistentes com a termodinamica,
entretanto nada foi dito sobre suas capacidades em descrever o plasma de glions. Sabe-se
que ambas conseguem descrever os resultados da rede com pequenas variagoes nos ajustes
das funcoes, mas na média descrevem bem o plasma. Isto pode ser observado para solucao
de Gorenstein e Yang na Ref. [23], veja Fig. 3.1, e para a solu¢ao de Bannur ver Ref. [26].
Comparando o resultado fenomenolégico obtido para solucao @ = 0 com a da solucao 1,
na Ref. [23], foi necessario 4 parametros para ajustar da melhor forma a curva: Ay, Ts/7T,

a constante de integracao By, além da degenerescéncia d,.

4.2.2 Comportamento Assintético para Solugoes o # 0

Na secao anterior foi possivel estudar com algum detalhe a solugao o = 0, pela possibi-
lidade de escrevé-la analiticamente em toda extensao do plasma. Contudo para os casos
de o # 0 o célculo de B envolve integrais nao triviais, que podem ser resolvidas explicita-
mente apenas para o limite assintotico de 7' — oo. Portanto esta segao sera destinada ao
calculo das fungoes termodinamicas nesta regiao. A expressao geral para B no caso « # 0
é dada pela Eq. (4.5). Utilizando a relagao de dispersao para o quase-glion, pode-se

reescrever B como

o T% T ¥ 2 o8} 2
B =iV mfum”ﬂ/ ap— k) (4.29)
adn? Jr. dr Jo [k2 + m2(7)

Para analizar o comportamento para T grande em B(T'), manipula-se a Eq. (4.29) a fim

de usar as integrais do apéndice A:
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T/ T,

Figura 4.1: Curvas para pressao P, densidade de energia interna e e densidade de entropia
s para solu¢ao a = 0, e dados da rede extrapolados para o continuo [51] para pressao
(estrela), densidade de energia interna (triangulo) e densidade de entropia (diamante),
como funcgao de T/T..

adm?

. AT . d
B = Bri-2 / L )F(3)T2J3 (%)

pn
L VTa 0 7 dm( )y (T wm m?
— B.Ta — a——~ 2| — — —— — 1. 4.
0 a2r? Jr, drr i \1z a7 e (4:30)

Integrando e mantendo apenas os dois primeiros termos dentro do parénteses

d
B = ByT+~ — 14 m2r? ’ <2 — ) / drr'"am
24« T.
dbv 3 |T Y ol 3
—|—120m [m 7| (1 a> T . dTT am3| 4+ ... (4.31)

Por outro lado, para g; < 1, a Eq. (4.27) é reduzida a

m g 392

T V2 221

A altas temperaturas a constante de acoplamento efetiva Eq. (4.28) decresce muito len-

(4.32)

tamente, levando a razao m/T a decrescer muito lentamente para T/T. > 1, podendo
assim ser considerada como constante neste limite. Com esta particularidade pode-se re-
solver a integral para B facilmente. Reescrevendo o integrando como poténcias de m/T,

encontra-se no limite 7' — oo
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onde assume-se que I ¢ diferente de 4. Para I = 4 tem-se

de dbv Y
B~ BT* — 2—(1+2InT)m?T? 1+ 3InTYm*T L =4, 4.34
0 paq L T2 D) T+ o (14 3InT)mT, o (4.34)

Para obter as fungoes termodinamicas na regiao assintética, escreve-se B em funcao da

pressao de um gés ideal nao massivo Fy:

90b, 15 m? 15 m? v
b =~ — 14+2InT)— 14+3InT)— - =4
0 (dbﬂ'2 4a7r2( tem >T2 + 2a7r3< +tain )T3 T« ’
90 .~ 15 1 m? 45 1 m*\ v
b ~ Py|lbp—=To"%— - =4, (4.35
O<Odb7r2 20z7r24—7/04T2+2047r34—7/aT3>7 a#  (4:35)
onde by = %. As funcgoes termodinamicas podem ser calculadas com o auxilio da Eq.

(4.35). Por exemplo utilizando as Eqs. (4.2), (4.21) e (4.35) encontra-se a pressdo as-
sintética para a # 0. Se v/« = 4, obtem-se:

15 m? 45 m?
P:P()[l_goboa 5m . 45 m ]

dr? o T2 T T g3

A partir da Eq. (4.28) nota-se que o logaritmo de T ¢ inversamente proporcional a g2
Portanto utilizando a massa assintética Eq. (4.25)

90bpar 30 90 gs
P(T)=PFy|1— — 4 ——==+ ...
(T) Ol db7r2+11+11\/§7r+ ]
Note que o limite de g, — 0 deve recuperar o resultado esperado para a pressao de um
gds ideal nao massivo. Assim deve ser satisfeita a relagao byaw = dpm?/33. A pressao é

entao

— 4+ ...
11vV2r

Agora a pressao para v/« # 4 é obtida ao utilizar as Eqs. (4.2), (4.21) e (4.35), assim

P:POlH 90 g, ] b
(0]

=4 (4.36)

52— /m\?2 15 1—2 /m\3 90 , .~ 0
P=P|l-——=S—2(_— —— o) —ab Toa= 4. .|, L #4.(4.37
Ol 47r24—3<T> +27r34—g<T) N Ty 74 1437)
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A solucao matemadtica geral para a consisténcia termodinamica de um sistema bosonico
composto por quase-particula foi desenvolvida inteiramente. Entretanto quais das solucoes
sao fisicamente relevantes? A primeira propriedade que qualquer solucao deve satisfazer
para ser apta a descrever a fisica do QGP é a de que, no limite 7' — o0, esta deve
se comportar como um gas ideal, ou seja, a pressao deve ser proporcional a T%¢. Como
foi visto as solugdes @ = 0 e v/a = 4 concordam com esta particularidade. Para as
demais solugoes deve-se retornar a Eq. (4.37) e analizar a pressao. Como a razao m/T é
proporcional a poténcias de gs, esta nao discorda do limite de gés ideal. Por outro lado,
o termo envolvendo by sim. A forma de solucionar este problema é fazer o termo bya
desaparecer, o que implica nas poténcias de 7' serem negativas, ou seja, a solucao geral
nao possui significado quando v/a > 4. A solugao geral obtida neste capitulo é passivel
de significado fisico apenas se a condigao v/« < 4 é satisfeita. Esta condic¢ao serd referida

como condi¢ao fisica fraca. As solugoes 1, 2 e 3 satisfazem a condigao fraca.

4.3 Analisando as Solucgoes Fisicas

Outra condigao desejavel as solucgoes fisicas é a de que, no limite de temperaturas muito
maiores que a temperatura de desconfinamento, deveriam concordar com o resultado
perturbativo da QCD [48]. Herdicos esforgos foram realizados recentemente para calcular
a pressao perturbativa até a ordem de g log(1/g,)[13], mas para os prépositos do presente
trabalho, é necessdria apenas a pressio até g3:

1592 1543
Poop =Py |1 — =% 4 295 4.
eep 0[ 62 45 (4.38)

A comparacao iniciar-se-a pela solucao 1, dessa forma a pressao a altissimas tempe-
raturas, denominada Pj, pode ser escrita com a ajuda da Eq. (4.37), e com a condigao

v = 0, como

15 /m\%2 15 /m\?
PI_PO[I—&TQ(T) +87T3(T> +] (4.39)

Introduzindo a massa assintética adequada, Eq. (4.32), em (4.39) obtem-se

(4.40)

P1:P0l1 1o 1o 3<3\/§+1>+...].

_ 2
16727 * 43 9s 42

Comparando as Eqs. (4.40) e (4.38) observa-se, como esperado, a concordancia entre
os termos de ordem zero. Nota-se também que utilizando a massa assintética ha a

concordancia entre os termos de segunda ordem, mas o termo em g2 discorda¥. Além

Y0 ndmero dentro do parénteses que multiplica g2 na Eq. (4.40) é ~ 0.93.
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desta solucao satisfazer a condicao fraca e concordar com a QCD perturbativa até a or-
dem de g2, ela possui outra qualidade previamente mencionada: a conexao entre mecanica
estatistica e termodinamica é a mesma do caso em que a hamiltoniana é independente
da temperatura, Eq. (4.8) com v = 0. O termo extra B é interpretado como uma mo-
dificagao na energia de ponto zero, se o vacuo depende da temperatura 7', espera-se que
haja uma entropia associada a esta, e que seja também dependente de 7. Contudo a
solugao 1 nao possui termo associado a entropia do vacuo, e podendo ser encarada como
uma limitacao desta solucao.

A pressao para solucao 2 a temperaturas extremamente altas, denominada P, é:

_ 15 /m)\? 4

Note que nao hd termos em m? /T3, isto porque o termo extra B cancela-os. Ao utilizar

a massa de HTL na pressao P, encontra-se

(4.41)

152 1543
P, =P, [1 209 | 208s ].

2472 24w
A pressao P, nao concorda com o resultado de QCD perturbativa a nenhuma ordem em
gs- O termo em g2 é cerca de 1.5 vezes menor que o da QCD perturbativa, enquanto g2 é
seis vezes menor. Entretanto, ha uma maneira de fazer os dois formalismos concordarem
em ordem ¢?, utilizando a seguinte relagao para a massa m? = 3¢2T?/4. Na Ref. [26]
o autor nao utilizou nenhuma das duas massas, e sim que a massa do glion advém da
A~ . 2N, 2T2
frequéncia de plasma m? = w? = e
A tnica solucao na qual as funcoes termodinamicas podem ser escritas algebricamente
em toda extensao do plasma é a de niimero 3. Assintoticamente esta pressao sera definida

como P3, dada por:

1592 1543
Po=P|1— 2% 23y,
8 72 8 w3

Comparando o comportamento assintético de P3 com o da pressao perturbativa de

QCD, observa-se que nao ha concordancia em nenhuma ordem de g;,. Contudo, se ao

gsT
2

solugdo 3 recuperaria o resultado perturbativo até ¢g2. Motivado pela equacao de gap do

invés da massa de HTL fosse utilizada a massa m = , 0 resultado da pressao da

HTL, pode-se modificar a relacao de massa geral e procurar uma concordancia em ordens
mais altas. Assim especula-se que dividindo a Eq. (4.27) por 2, e redefinindo % —m
possa encontrar tal concordancia. Calculando até a ordem g2 na massa, e substituindo-a
encontra-se que o resultado concorda com QCD perturbativa até ordem 3. Observe que
a partir da pressao para « = 0, é possivel buscar alternativas para ajustar a fungao m(7')

a QCD na rede, e procurar desvios na massa de HTL proximas a T..
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A solugao para v/« = 4 precisa ser analizada separadamente, ja que é a tinica que pos-
sui termo em ordem ¢g,. Embora satisfazendo a condicao fisica fraca, este termo contradiz
qualquer cédlculo da pressao encontrado na literatura, com por exemplo HTL, aproximagao
de 2-Loop ®-derivable, ou QCD perturbativa. Sabe-se de teoria de campos térmica que a
primeira correcao da fungao de partigao ¢ dada através de g2 [49], assim faz-se necessério
excluir esta solucao das solugoes fisicas possiveis. Portanto as tinicas solucoes fisicamente
vidveis sdo as que satisfazem v/a < 4.
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Capitulo 5

Termodinamica de Quase-Particulas

a Potencial Quimico Finito

Neste capitulo estudar-se-4 sistemas que estao em contato tanto com um reservatorio
térmico como com um reservatorio de particulas. O estudo de tais sistemas é importante
nao apenas para a completeza do estudo das quase-particulas, mas também para o caso
realistico da matéria desconfinada. Inicialmente, a solucao geral para um sistema de
quase-particulas com massas que dependem de T' e p serd obtida. A seguir, procurar-
se-a qual das solugoes melhor descreve tanto os resultados tedricos quanto resultados
experimentais. A primeira vista pode parecer que uma mistura entre bosons e férmions
deva obedecer a lei de Dalton para uma mistura de gases. Esta lei afirma que a pressao
exercida por uma mistura de gases é igual a soma das pressoes parciais exercida por todos
os componentes da mistura® [50]. Como o formalismo de quase-particulas é construido
sobre o modelo de gas ideal, é natural esperar que a pressao do sistema completo, quarks
mais glions, é a soma das contribuicoes fermionicas e bosonicas independentementes. No
entanto, isto nao ¢ verdade para o modelo de quase-particulas. Como ¢é sabido para o
caso dos glions, nao hé sentido em fixar o seu nimero, n, = 0P,/0u = 0, j4 que nenhum
custo energético é necessario para sua criagdo em repouso (p, = 0). Por outro lado, se
a pressao € calculada a partir dos resultados do capitulo 4, juntamente com a massa de
Debye apropriada para um sistema composto também por férmions, mp = mp(T, ),
pode-se ver a partir das relagoes termodinamicas que o numero de glions sera diferente
de zero n, = OP,(mp)/0u # 0. Portanto a lei de Dalton falha neste modelo, sendo entao
necessario um desenvolvimento tedrico para o modelo completo e nao independentemente

para cada parte.

“Esta lei é véalida apenas para gases ideais.
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5.1 Tratamento Geral

O caso realistico para um sistema composto de glions e quarks, sera estudado através do
ensemble grande canonico. O formalismo geral serd construido para um sistema composto
por bdésons nao-massivos e por quarks e anti-quarks massivos, a altas temperaturas e
potencial quimico finito, de forma que a matéria possa ser descrita via modelo de quase-
particulas. Devida a alta energia do sistema, o sistema possui um nimero indefinido de
bdsons, ou seja i, = 0, mas a mesma quantidade de quarks e anti-quarks, p, = —uz =
. O estudo deste sistema por quase-particulas faz com que os partons adquiram uma
massa térmica-quimica, obrigando a reformulagao tanto da hamiltoniana como das fungoes
termodinamicas para garantir a consisténcia termodinamica. Assim, a forma mais geral

para a reformulacao das fungoes termodinamicas é

OV, T, p,m3,my) = ©p(V,T,p,m3)+ (V. T, pp,mp) + aB(V,m3,mi), (5.1)
U(‘/a T7M7 m?”? ml%) = Uf(‘/a T7/~L7 m?”) + Ub(v7 T: 2 ml%) + UB(‘/J m?? ml%)? (52)
SV, T mbimi) = S;(V.Top,m3) + Sy(V. Ty mi) = ZB(V.md,mi),  (5.3)

A
NV, T, p, m?‘a mg) = N{f}(vv T, p, m?‘) - pB(Va m?‘a m%): (5.4)

onde os subscritos f and b referem-se a férmions e bdsons, respectivamente. As fungoes
mi = m3(T, ) e my = mi(T, p) sdo as massas adquiridas pelos férmions e bésons. As
constantes «, 1, 7 and A sao arbitdrias, mas vinculadas pela equacao v = n + v + A, de
forma a garantir a consisténcia da quarta relagdo da Eq. (2.6). Esta condicao é a extensao
do vinculo necessario para o caso canonico Ref. [27]. A dependéncia em T" e p do termo
extra B(V, m?c, m?) é através apenas das massas. O termo B(V, m?, m?) deve ser tal que
as relagoes termodinamicas sejam satifeitas. Assim substituindo as Egs. (5.1), (5.2), (5.3)

e (5.4) na Eq. (2.6), encontra-se as equagoes diferenciais que B deve satisfazer

0B 0H; 0B 0H;
B=Ta—+T B = pa— .
! aaT+ i:zb,:f<aT >7 4 u&‘a/ﬁ +Mz’=2b,:f<aﬂ >7 (55)

Quando « # 0 as expressoes na Eq. (5.5) s@o iguais, e reduzem-se a

3 0 A Tig 7% 8Hl .
W(BT o [l a):— a’u <8m2> O{%O, 'L:b,f. (56)

O limite de &« — 0 na Eq. (5.5) deve ser cuidadosamente tomado. Obviamente as duas

equagoes para B em (5.5) fornecem resultados diferentes ao substituir a = 0 nas equagoes'.

THA uma solulcao trivial de B que satisfaz as duas equacoes: v = \ e m?2 = C;Tu. Mas esta ndo é o

tipo de expressao que espera-se para a massa da quase-particula.
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Quando o grande potencial nao possui termo extra, o nimero médio de particulas e a
entropia devem possuir termos extras, i.e. se @ = 0 entao v e A devem ser diferentes de
zero. Se tal condigao nao é satisfeita a termodinamica nao sera consistente. Esta conclusao
baseia-se na fato de que S e N sao relacionadas a ¢ através de derivadas parciais, Eq.
(2.6). Portanto as redefinigdes vélidas para a # 0 nao sao vélidas para a = 0, sendo

necessario modificar as funcoes termodinamicas:

Bg

CI):(I)b+(I>f,S:Sb+Sf—’7T

B
N = Ngpy — )\TN,U — Uy + Uy — ABy —4Bs, (5.7)

onde Bg e By sao

BS:Z<8T>’ Bv=3 2

<8Hi> a=0. (5.8)
7V i=b,f i=b,f I

As solugoes de B; sdo inversamente proporcionais a A ou 7, assim as Egs. (5.7) sdo
independentes de v e A, diferentemente do caso a # 0. Como no caso canénico [27], o
significado fisico de B(V, T, 1) pode-se extraido a partir da mecanica estatistica quantica

e de seus valores médios. Para a energia interna, tem-se

U= (3 H)+nB=T[p(3_ H+nB), (5.9)
b.f b.f

onde p ¢é o operador de densidade grande canonico, e B = B1 é o termo extra com 0 ope-
rador unidade. Assim como para p., o operador densidade grande canonico é invariante a
transformacao da hamiltoniana por um termo independente de ¢ e p. Utilizando esta pro-
priedade, encontra-se que a Eq. (5.9) mantém a mesma definicdo da mecanica estatistica
usual: U é o valor médio da hamiltoniana do sistema. Portanto, a hamiltoniana efetiva
completa, particulas mais vacuo, que deve ser utilizada no modelo de quase-particula, é
H =SH+ EO, com Ey = nB sendo a energia de ponto zero. O procedimento padrao de
descartar a energia de ponto zero, como esperado, também nao pode ser efetuado neste
ensemble sem levar a inconsisténcias tedricas.

No caso do nimero médio de particulas, a mesma manipulagao utilizada para U pode
ser feita aqui, sendo que uma fungao dependente de T'/u é adicionada ao operador N ao
invés do operador H. Assim N segue a mesma definicao da mecanica estatitica usual: N é
obtido através do valor médio do operador ntimero efetivo, N.=N +N0, com Ny = —ﬁl? )
O termo extra —\B /v representa o nimero de particulas associadas a energia de ponto
zero, que significa que pode-se ver a energia de ponto zero no cenério de quase-particulas,
multiplicada por determinada constante, como um mecanismo de adicionar ou subtrair

particulas do sistema. Estas redefinicoes implicam nas seguintes fungoes termodinamicas

B . .
S = —(Inpe) ~ V7 & =—-TlnZ. +~vB, N=(N.), U=(H,). (5.10)

45



onde Z, é a funcao de particao com H, and N,. Note que para v = 0, as definicoes da
mecanica estatistica para entropia, grand potencal, nimero de particulas e energia interna
sao as usuais.

A interpretagao para B no caso de a = 0 segue o mesmo procedimento do caso a # 0.

Utilizando novamente a versao quantica da energia interna, obtem-se

U =U,+U; — ABy —yBs = Tr[p( Y. H; — ABy — vBs)], (5.11)
i=b,f

onde B = B;1 ¢ o operador para j = N,S. Assim como antes, H, = ZH + Eo, com
Ey = —\By — fyBS a energia de ponto zero, dependente de T e u. As defini¢des da

mecanica estatistica para o numero de particulas é

N = (N) — 5BN = Tr [ﬁ (N - BN>] : (5.12)

Aplicando os mesmos argumentos, o nimero de particulas efetiva é N, = N + Ny, com
Ny = —%BN sendo o numero de particulas associadas com a energia de ponto zero.
Finalmente, as relagoes termodinamicas escritas em termos da hamiltoniana e do operador

numero efetivos sdo.

&= -TInZ, +~Bs, S=—(lnp)—y—2, N=(N), U=(H). (5.13)

5.2 Funcoes Termodinadmicas para a # 0

A solugao geral para sistemas dependentes de T e p encontrada na Sec. 5.1, deve ser
capaz de reproduzir as solugoes ja conhecidas e estudadas na literatura, como as solucoes
de Gorenstein-Yang [33] e Bannur [29]. A investigacdo das possiveis solugoes para as
fungdes termodinamicas necessita do termo extra B. Assim, resolvendo a Eq. (5.6) para

B encontra-se

%

v 0H; o
aB = BOM%TE — ,ugTa /dm < 2>M_QT_Q,
i=b,f om

ou simplesmente

A ol A ol aH A ol 8H
B=Boyp T — a7 Y | fau( S0 ) a3+ [ar
o op [ Xb:f[ u< o >u + <8T

i>u3T?x] . (5.14)

O termo extra B, chamado também aqui por energia de sacola ou pressao de sacola,

desempenha o papel principal na consisténcia termodinamica da teoria. Mas além disto, B
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deve ser fisicamente aceitavel. A teoria deve garantir que qualquer das solucées contendo
B deve recuperar a fisica conhecida, com por exemplo o limite de Stefan-Boltzmann a
altas temperaturass, ou o resultado perturbativo da QCD a temperatura e/ou potencial
quimico finitos. Em particular, no limite onde as massas sao independentes de T e u, B
deve ser, no maximo, uma constante:
lim  B(mg,mys, V) = By.
mg — 0

mq—>m0

Utilizando estas expressoes para (5.14), obtem-se:

lim  B(mg,mys, V) = a ' ByTa .
mg — 0
Mg — Mo
Deste resultado segue que By deve ser zero quando v # 0 e A # 0, e nos outros casos
pode ser uma constante qualquer. Comumente, B ¢é calculado a partir de uma equagao
diferencial proveniente das relagoes de Maxwell, 0S/0u = ON/IT. Este procedimento

leva & uma equagao para a constante de acoplamento e para o termo extra B [25, 28, 34]:

2 82

0
ar(T, u,g)aiT + a, (T, u,g2)agu =b(T, p, g).

Assim, o conhecimento da constante de acoplamento e de B para p = 0 a uma temperatura
arbitraria T, é o suficiente para determinar as funcoes a qualquer 7" e p. Entrentanto, como
realizado aqui e na Ref. [31], B é dado através de uma solugao da Eq. (5.5). Naturalmente,
espera-se que ambos procedimentos sejam equivalentes, e de fato os sao. A solucao geral
apresentada aqui foi construida para ser consistente. Ao utilizar as expressoes completas
das fungoes termodinamicas para verificar a relacao de Maxwell, encontra-se que elas a
respeitam sem qualquer condigao adicional as massas ou a constante de acoplamento.
Assim, pode-se fazer como feito na Ref. [29], e emprestar as massas das particulas (e o
acoplamento) de qualquer estrutura, sem estragar a consisténcia da teoria. A escolha por
uma dada massa para a quase-particula induzird uma forma particular para B, deixando
toda a teoria auto-consistente. Entretanto, como sera mostrado aqui, esta consisténcia
vale apenas para as funcoes completas, e nao na expansao perturbativa, com apenas uma
excecao.

Com a expressao geral para B, é possivel encontrar as solucoes particulares através de

escolhas particulares para o conjunto de constantes «, 7, A, e 1. Estas solugoes sao:

5.2.1 Solugao 1: Gorenstein-Yang

Como dito anteriormente, os autores da Ref. [33] estudaram a termodinamica de um

sistema cujas massas dependiam de T'/u, através de duas condigdes: (i) as fungoes ter-
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modinamicas sao definidas como no caso da mecanica estatistica usual, e (4i) a pressao é
minimizada com relagdo aos parametros fenomenolégicos. Na solugao geral desenvolvida
aqui, a condigao v = 0 garante (i), implicando que o vdcuo nao contribui para a entropia

total do sistema. As funcgoes correspondentes sao dadas por:

S = _Zﬂnﬁi)

i=b,
Y 0H, N
> — —Z%;f (Tan + /du< o >u a +/dT< - >> b aBo
0H,; A \
N = -1 T A i —2 _B 571
' M zzb:f</d< e /du<8ﬂ>ﬂ ) oA
g 2 OH;\ _x 0H;
U = z’:zb,f [<Hz> T (,ua /d,u< o >,u a +/dT< 5T >>] + nBope. (5.15)

As solugoes com v = 0 serao classificadas como solugoes do tipo Gorenstein-Yang, e

pode ser dividida em dois ramos.

A Solugao Original

Esta é a solu¢ao mais utilizada na literatura, deduzida diretamente das condigdes (i) e
(i), onde intimeros trabalhos sobre QGP estudados pelo modelo de quase-particula foram
desenvolvidos Refs. [21, 23, 24, 25, 22]. Nesta solu¢do nem a entropia nem o niimero médio
de particulas sao modificados por termos adicionais provenientes do vacuo. Esta solucao

é obtida quando v = A =0, e a = 1. As fungoes termodinamicas sao reduzidas a:

S = _Z<lnﬁz‘>

N
o — —Ef(Tan —|—/d,u< > /dT<aI;>>+BO

U= [(H _ b /du<aH >u 5 —/dT<aH >1 + By, (5.16)

Z:byf

Por ser largamente conhecida e estudada esta solucao nao serd tratada em detalhes, ja

que estes podem ser encontrados na Ref. [33]. Esta solugao serd denominada por GY1.

A Solugao Modificada

A segunda solugao do tipo Gorenstein-Yang é obtida escolhendo vy =7 =0, a = A, o que
significa que S e U conservam sua expressao original, enquanto ® e N sao modificados.

Incluindo bésons e férmions as funcgoes termodinamicas sao escritas como
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S = —Z<1nﬁz‘>

i=b,f
Uu = (H,)
i=b,f
o = TInZ;, +pld L [dT + B,
- 5 (e fa( )+ [ar( G )+

aui>’”‘1> — By, (5.17)

N = <N)+3 *11 bf(/dT<

Esta solucao sera chamada de GY2.

£) oo

5.2.2 Solugao 2: Bannur

Esta solugao é baseada no principio que quantidades termodinamicas que possuem analogos
microscopicos devem ser calculados pelos valores médios destas grandezas, por exemplo
a energia interna e o nimero médio de particulas. Bannur estudou tanto o caso para
i = 0, conforme mencionado anteriormente. Recentemente estendeu seu formalismo para
p # 0 [29]. Em ambos os casos, foi encontrado uma boa concordancia com os dados da
rede, exceto para a regiao T, < T' < 1.2T,. Fazendo n = A = 0 nas Eqgs. (5.13) e (5.14),

obtem-se:

N = (N)
U=y
=b,f

T ool ) o

o = (Tan +/d < [i>+T/dT<£>T‘1> Y BT, (5.18)

i=b,f
5.2.3 Comportamento Assintético das Solucgoes

As fungoes termodinamicas serao calculadas explicitamente para um sistema composto por
quarks, anti-quarks e glions, cuja hamiltoniana é H; = w; = \/k2 +m2(T, u), onde |k| é a
magnitude do vetor momento da quase-particula. Para obter o comportamento assintético
das solucoes, é necessario saber a dependéncia das quase-massas com relagao a 1" e . No
entanto, a mecanica estatistica nao fornece esta relagao, sendo que o procedimento usual
para adquirir tal informagao é através da HTL [34]. Em 2* ordem (NLO), a massa para

os glions e quarks sao [18, 25] :




A/ N,g p?\ N, v/2g°

mg = SN, (T2+7T2> _ﬁg y Tmy, (5.19)
onde N, = (N2 — 1) é o nimero de glions, Ny é o nimero da sabores, e m3, =
2 (%TQ + %Z—;) é a massa de Debye [18, 34], que é a generalizacdo da massa de

Debye para g finito apresentada no capitulo anterior. Note que assim como a massa de
Debye, a massa dos glions completa como fun¢ao de 7" e u é apresentada na Eq. (5.19).
Incluindo a massa nua quarkonica mg, pode-se obter a expressao completa para a massa
dos quarks m, = /mg + m2. Utilizando o limite assintético g < 1 (e /T < 1), a massa

dos quarks e anti-quarks sao escritas como

2 N, + N 3N 2 N.g?
+ LTy + Ay / P + = (5.20)
w2 s 6 /12NC+6Nf7TT T

Para acomodar os efeitos nao-perturbativos ao modelo de quase-particulas préximo a

N,g*T?
8N,

2 _
m, = my +

regiao de desconfinamento, a constante de acoplamento g serd trocada por uma constante

de acoplamento efetiva inspirada em QCD perturbativa, [28]:

1672 23 In(In &2

9§(T7 :u) = 2 1— 21 ( 2 ) ’
Bolné Gy Ing

com o = (11N, — 2Ny)/3, B = (34N? — 13NN, + 3Ny /N.) /6, e & = A2\ /1 + w2ty —

)\8%. O fator y/1 + u? “2 em & surge do estudo da constante de acoplamento na QCD a

temperatura e potencial quimico finito, através do método de “semiclassical background

(5.21)

field” [52]. O parametro u serd escolhido de forma a fornecer o melhor ajuste aos resultados
da rede. Para u/T — 0, a Eq. (5.21) é reduzida ao resultado usual para a constante de

acoplamento. Neste caso:

By ,ugT% OH;\ _x__ o OH;\ _a,_ o
B=20a7% /d A3 /dT ST~ = B, + By,
e - %[ u< o )" + a7 b+ By

(5.22)

onde By, corresponde a contribuigao dos glions, e By aos quarks e anti-quarks juntamente

com By. O valor médio das derivadas das hamiltonianas com relagao as massas sao:

0H Vd S k2 dyV'T? dyV'T?
) = A =, (mb> ~ 2 (5.23)
om;, 4w k2 + m?2 272 T 24

8Hf B Vdf dk +l€2 deT [ (mf /L) deT2 ﬂj L ,u2 ( 24)
om3 /) 4Ax? /k2 +m? 272 T'T or2 \12 472

onde dy e dy sao os fatores de degenerescéncia para bdsons e férmions respectivamente,
e as fungoes de distribuigoes sao agora definidas como njf(k) SN Webmi=) 4 17t +
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[eﬁ(\/k2+m§+u) + 1]—1’ e nbi(k) _ l([eﬁ(« /k24+m2) _ 1]—1 4 [eﬁ(,/k2+m§) _ 1]—1). As funcoes

2
IT sao calculadas no apéndice B. As derivadas das massas com relacio a T e

om? o Nt 1 om? 52N, + Ny
ou 979 72 oT 6 7 (5:25)
om? N, om? N,
S 2 Vg M f 2 Vg
— Kl = i 5.26
an 7 AN, 72’ ar ~ 9 4N, (5.26)

Note que foi utilizada a aproximacao em primeira ordem nas relagoes acima, e com estas
quatro equacoes B pode ser calculado facilmente. Para a contribuicao dos glions utilizam-
se as Egs. (5.22), (5.23), e (5.25), assim

Byo | miT* | N4 NJT' 24 AT
vd, ~ 122-A) 7 122 (2-A)[4-T1)

(5.27)

onde A = 2 eI’ = 2. A partir das Egs. (5.22), (5.24) e (5.26), pode-se encontrar a

contribuicao dos quarks e anti-quarks

Bro AT m?c 5 3u? G* Ny A -T2 ( 2
I BT — (2 2 Y (.
ot H\" T 3024 —T)N, |[4—Am?  \2—T "

+23(_2F_+Af> T2] (5.28)

No calculo de B, e By a grandes T" e u, utilizou-se as seguintes condigoes assintéticas:
% <1, e % < 1, onde Ty e g sao os limites inferiores das integrais. Nesta regiao g < 1
e a constante de acoplamento é uma fun¢ao que varia pouquissimo com 71" e u, justificando
trata-la como constante nas Eqgs. (5.25) e (5.26). As integrais, como pode ser visto no
apéndice B, convergem apenas quando A < 2 e I' < 2. Inspirado pelo caso do sistema
composto apenas por bésons [27], esta condi¢ao serd também chamada de condi¢do fraca.
Estes resultados resultam nas expressoes necessarias para descrever a termodinamica do

sistema. Para escrever a pressao assintética sdo necessarias as Eqgs. (5.1), (5.27) e (5.28).

Entao,
72 (TN.N; + 4N, p*T? 15NNy pt
P(T, p) = — [ —L 220970 L 15NN S
(T>1) 90( > * S T T
Nyg® (AN +5N;2-T_, TA—T —A 272 2— Ayl
- T* + 2N N ). (529
32 < o 4a-1 Ve Te-A) 2 TVisAd (5:29)

O termo independente de g é a conhecida pressao de Stefan-Boltzmann, enquanto a parte
restante ¢ a correcio em ordem g®. Utilizando a Eq. (5.29) na Eq. (2.6) é possivel ob-
ter todas as outras funcoes termodinamicas. Por outro lado, seguindo os mesmos passos

usados no célculo da pressao, pode-se calcular as outras quantidades diretamente, sem o
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auxilio das relagoes entre as fungoes termodinamicas. Como a teoria é termodinamica-
mente consistente, ambos procedimentos devem fornecer o mesmo resultado. Contudo,
a consisténcia foi provada apenas para as fungoes termodinamicas completas, ou seja,
sem aproximacoes. Uma questao entao aparece: As funcoes termodinamicas sao também
consistentes ordem a ordem em uma expansao perturbativa? A resposta a esta questao
apenas pode ser dada apods o calculo de S, N e U nas duas maneiras e comparado seus
resultados.
A densidade de entropia s, é calculada com o auxilio das Egs. (5.3), (5.27) e (5.28):

T (TN.Ny + 4N, 2
S(T,u):ﬂ?) ( ’{5 9T2+N8Nfi2>+
Nog®T [4Ne+5N;2 -,  3N;j4—6F — 20+ 2PA + 12,2 3N,;I 4 5.30)
24 3 4-T 2 2-T)2-A) 72 24— A)ri7T2|”

Para a densidade de particulas n = N/V, utiliza-se o fato que (Ny) = dr1° GT (%, %),

T2

assim encontra-se que o nimero de particulas médio é:

2
n(T, :u) = NcNf% <T2 + ,U> +

2

Nogp (A= 20 —GA AN A, N2 A) | AN 45Ny An?T (5.31)
1602 "7 2-T)2-4A) (4=4) @ 9(4-T) p ™

Por outro lado, calculando s e n através do resultado para P Eq. (5.29), juntamente com

as relagoes termodinamicas da pela Eq. (2.6), obtem-se:

OP T (TN.N;+ 4N, 1
erm — A = T2 NCN 5
Stherm =97 T 73 ( 15 Ry
N,g°T [4AN +5N;2—T FTA—-T—-A p?
8 9 4-T (2-T)2—-A)n?
OP NNy (.0 12 N,Nig*n | TA—T—-A ,, 2—Ap?
= = T+ B - T2 SR (532
R A ( = s |eome=n’ Ti-ae| 03

Trivialmente, o resultado para os termos independentes de g sao consistentes: ambos
procedimentos resultam no mesmo resultado. Entretanto, os termos em g? nao concordam
entre si. Por exemplo, para a entropia apenas os termos dependentes da temperatura
concordam entre si. O mesmo acontece para n, mas agora ao invés do termo dependente
apenas de T' ser consistente, é o termo que envolve o potencial quimico que concorda. Os
termos que envolvem tanto 7' quanto u, nao concordam em nenhuma situagao. Compa-
rando ambos procedimentos, para o termo u7? para n, e Tu? em s, a tinica solucao que
produz uma possivel concordancia entre os procedimentos é aquela cujo I' = A = 2. No

entanto, esta solucao é excluida por B, ja que a integral nao converge para esses valores.
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Concluindo, o limite assintotico das funcoes termodinamicas nao satisfaz a consisténcia
termodinamica ordem a ordem na expansao perturbativa. O mesmo acontece para as

solugoes av = 07

5.3 A Solucao a =0

A principal caracteristica da solucao a = 0 reside no fato de que esta solucao é a mais
simples de se calcular, ja que Bg e By nao sao definidos por integrais em 7' e p. Neste
caso é possivel obter resultados analiticos para quase todo intervalo da temperatura e
potencial quimico. De forma a obter a termodinamica do sistema, é conveniente iniciar
pela pressao, P = —®V ! j4 que nao existe contribuicao de termos adicionais. A pressiao

para um gas ideal, com as devidas massas de quase-particulas é

" ni (k)
P(T.p) = 2/ dkk zzb:fd T (5.33)

A Eq. (5.33) pode ser calculada explicitamente a partir das integrais resolvidas no
apéndice B. A técnica utilizada nesta solucao, que é analoga ao do caso bosonico, nao
obteve sucesso quando utilizada separadamente para férmions ou para anti-férmions, ja
que quantidades divergentes foram obtidas em cada caso. Contudo, quando a expressao
completa foi utilizada, ou seja, a contribui¢ao de férmions e anti-férmions foram postas
juntamente, pode-se calcular analiticamente as integrais necessarias, obtendo-se um va-
lor finito para as mesmas quando os seguintes vinculos fermionicos forem satisfeitos :(i)
&% < mou (ii) < 1, onde a = & e ry = 7. J4 para bésons, as
condigoes de contorno sao 1, = 7 < 27. Desta forma a pressiao pode ser escrita como

P = ATYdeIT (rg,a) + dyJs(ry)], ou

2
ﬁ+M_Lf
2 )

P T2T4 i+ 7df N 15a2df n 15a4df _ 15(df7n?' + dm”?) _ 45&2?”12&1]0 N 15T§db+
90 4 272 e 472 44 272
45 3 Tf ridy, (3 Tb) 105¢(3)dy , , 243
el V¥ SISO B L (P k1Sl S
T3 [Tf d (4 e 7r> > \a = g )| T e A
45(r2 — a2)2d 31¢(5 45d, & (—1)"T 2n+2)
(Tf a ) f 21<—(3>a2 o g( )( 2 2)2 b Z ( ) (n + ) +
64 32 8t [=1 (2m)T (5) T(n +3)

PR SRR @ -1 2ai |\
—dy Z kz::g L()I(k 4+ 3) R ([(Qn T )2 + on+ 1)7T> }(5.34)

No célculo da entropia e da energia interna sao necessarios os termos extras, Egs. (5.7) e
(5.8). Assim obtem-se
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3
S(T,u) = | Y d nit (k) — un; ()
27T2T be k2 +m?

dsT3 1
= ;_ [16]T<Tf7 ) + (W - ﬁ oT ) Ig(rfaa) - TG?’:(Tf)a’)‘| +

+d’7’rT3 [16J5(7"b) + <m§ _ L om ) Jg(rb)]  (5.39)

Utilizando as integrais dos apéndices A e B pode-se calcular certas fungoes termodinamicas.

Para o caso da densidade de energia interna, o resultado é:

1 00 k2 1 om? 8m
T, :7/ eSS 2o LN gt (k
i) =50 ), ;;Tf\/k;umg[ Ty (M o oT )] g

dT? 21 om? om?
=L {121T(rf, a) + lm_(ﬂ "y mf)][g(rf,a)}-i-

T2 277 o or
dyT* m3 1 om3 om3
+t— {12J5(7“b) [Tg ~ o7 \H o +T o7 Js(rs) p . (5.36)

Similarmente, o resultado para o nimero médio de particulas é

W) = 5 / ki Y d;

i=b, f

1 om?
2,/k2 +m2 On K (k>]
(L om3 ., om
= ﬁ dfG3<7“f, ) 2T df o [ (Tf, )+db7J3(Tb) . (537)

Como no caso a # 0, é importante investigar a consisténcia termodinamica das funcgoes
termodinamicas ordem a ordem na expanao perturbativa. A pressao calculada em ordem
mais baixa, Eq. (5.34), é

TN.Ny + 4N, ,u2T2 N¢N. p?
P(T,p) = (gT4 N¢N, + —
6 30 2 7t
Ny,g* (AN +5N; _, MZTZ Ny pt
16 ( 13 T° + Ny + 5 i (5.38)

Os resultados em ordem mais baixa para s e n sdo calculados a partir das Eqgs. (5.35)
e (5.37):

72T (TN.N; + 4N, 12\ ¢®TN, (4N + 5N, 12
S(T7l’[/) = 3 ( 15 gT2+NNf 2 8 ! 9 T2+Nf72 Y
NNy 1\ gPNgNpp p?
n(T,p) = 3f <T2 + 7r2> - #Qf ). (5.39)
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A densidade de entropia e de particulas podem ser encontradas a partir das relacoes
termodinamicas. Assim como anteriormente, estas serao denotadas por Sinerm € Niherm,
respectivamente. Contrariamente ao que foi visto no caso a # 0, as expressoes resultantes

concordam entre si: para & = 0, 5 = Sgherm € 1 = Ngherm a0 Menos até a ordem g2

5.4 Comparacao com QCD Perturbativa

O formalismo de quase-particulas foi introduzido para descrever o QGP, principalmente
porque a QCD perturbativa é incapaz de estuda-la proxima da regiao de desconfinamento,
j& que esta sé exibe uma boa convergéncia para temperaturas maiores que 10°7,. Como
candidato a um modelo para toda regiao de temperatura T' > T, espera-se que no limite
de temperaturas e potenciais quimicos extremamente altos os resultados do modelo de
quase-particulas concordem com o resultado de QCD.

Na QCD perturbativa, as fungoes termodinamicas em ordem g2, sao [18]:

72T (7N.N; + 4N, u2\  ¢*TN, (4N +5N 2
= < T? + NN, — | — ) ‘2 N2
"Qeb = 73 ( 15 TN 16 9 T )
NeNpp (o 12\ NNy o 102
= T2 ) L e R 2 )
neep 3 ( * 2 1672 + w2 )’
7% (TN.N, + 4N, w*T? NN, p?
Py = (el TR Ng s | A7 A7 s e p
eep 6< 30 AR A g

_NQQQ 4N+5NfT4 w?T? Ny pt
18 2 2

39 + Ny + ) .(5.40)

A seguir, as varias solugoes para a termodinamica de quase-particulas serdo compa-
radas com a QCD perturbativa, assim como a comparacao entre as solucoes para o # 0
e a = 0. Como visto anteriormente, as solucoes para o # 0 possuem sérios problemas
com a consisténcia termodinamica ordem a ordem na expansao perturbativa. Contudo, a
comparacao entre QCD perturbativa serd feita utilizando as Egs. (5.29), (5.30), e (5.31)
calculadas diretamente de suas definigdes. Se ao invés destas utilizar-se as Egs. (5.32), as
expressoes termodinamicas serao diferentes mas a conclusao final serd a mesma. Os casos

discutidos até entao sao:

1. y=XA=0, a #0: Solugao GY1.

2 4

g°Ny (4N + 5Ny _, 1

P, = — T+ N;—

Gyl o1 ( 9 + fa)

2 2 2 2
9" NyT' (AN + 5Ny, 1 G NgNgp (0 1
= — T° + N;— =—————|T —
561 16 ( 9 + Irz ) neva 1672 + 2

Embora esta seja a solugao amplamente utilizada na literatura [21, 22, 23, 24, 25],
a expressao assintética para pressao em ordem g2 nao concorda com a QCD pertur-

bativa, apesar de s e n sim. Entretanto, esta concordancia é puramente acidental
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dada a falta de consisténcia termodinamica nesta ordem, como discutida na Sec.

5.2.3. Observe que todo problema provém do termo misto, u?7? na pressao.

2. y=n=0, a # 0: Solugao GY2.

2 212 4
9°Ny (4N +5Ny _,  NyppT Ny p
P, - A NS o
o 32 ( 18 > a2 T3 ai)
2 2
g sNgT' (4N + 5Ny, , 1
= — T+ Ny—
sGv2 16 ( 9 TNE )
G*Nyp (AN + 5N, w?T* Ny, 2Nju?
ney: = - - Sy T
1672 36 12 2 3 w2

Aqui apenas a densidade de entropia s concorda com o resultado perturbativo.

3. A=n=0, a # 0: Solucao Bannur.

2 272 4
gsNg (AN + 5Ny pI=  Nyp
Pg = — T° - N ——
BT T8 ( 27 et )
N, T (4N + 5N Ny 12 Ny u? :N,N 2
SB:_gs g +5 fT2_3f/‘L7_3flu ’ nB:_M T2+/4L7 )
24 9 4 72 8 wiT? 1672 2
Como esperado, a unica funcao que concorda com a QCD é n.
4. a=0.
N,g* (AN + 5Ny p?T? Nyt
Ppeg = ——2 T+ N L
- 16( 18 TNt A )
2 2 2 2
g TNy (4N + 5Ny H G NgNgp (g | 1
a=0 = — T°+ Ni— |, Ng—o=—""—"——|T"+—=].
Sa=0 8 ( 9 + I o2 Ha=0 812 + w2

Diferentemente dos 3 casos vistos até entao, as solugoes para @ = 0 sao as unicas
que sao consistentes ordem a ordem. Entretanto, ao utilizar as massas do HTL
para obtencao das fungoes termodinamicas explicitamente em fungao de T' e u, Eqgs.
(5.38) and (5.39), obtem-se como resultado para a corregao em g2, metade do valor

perturbativo para as 3 funcoes.

A questao relevante neste momento é: H& algum regime em que haja a consisténcia
ordem a ordem, além de reproduzir o resultado de QCD perturbativa? Como visto, a
Unica possibilidade para solugoes consistentes ordem a ordem é aquela em que a energia
livre nao apresenta termos adicionais a do gas ideal, @ = 0. Entretanto, para reproduzir
a QCD perturbativa a quase-massa de quarks e glions nao pode ser proveniente de HTL.
Inspirado pelo cédlculo a temperatura finita 7' e g = 0 do capitulo 4, onde a massa
de HTL foi trocada por myrr/v/2 de forma a concordar com QCD perturbativa para
a = 0, o mesmo pode ser feito aqui. De fato, ao alterar esta relacao na massa dos quarks
e dos glions, encontra-se a completa concordancia entre o resultado perturbativo e a

termodinamica.

56



Ja que a solugao para o = 0 satisfaz a condicao fraca, e é termodinamicamente consis-
tente, também ordem a ordem, uma questao naturalmente aparece: a solucao com a = 0

reproduz o resultado de QCD na rede?

5.5 QCD na Rede e o Modelo de Quase-Particula

Por toda dificuldade computacional que existe ao introduzir férmions nos calculos de rede,
s6 nos ultimos anos foram apresentados resultados confidveis para o plasma proximo a
regiao de desconfinamento. Nao existem resultados de rede para temperaturas e poten-
ciais quimicos arbitrarios, geralmente a QQCD na rede a potencial quimico finito utiliza-se
de expansoes em série de Maclaurin em torno de p/T para calcular quantidades termo-
dinamicas, onde célculos recentes levam estas até a ordem de O(u®/T°) [12]. Por exemplo

para o caso da pressao, a expansao é:

P NQ ,u4 ,u6
T4 = co(T) + CQ(T)ﬁ + C4(T)ﬁ + cﬁ(T)ﬁ +oee

Os coeficientes ¢y, ¢4 e ¢ foram calculados na Ref. [12] no intervalo de [0.76,1.98]

(5.41)

para T'/T,. O valor de massa nua dos férmions é necessdria tanto para os calculos tedricos
quanto para as simulagoes na rede. O valor utilizado na Ref. [12] é m/T = 0.4, 0 mesmo
que sera utilizado no calculo via modelo de quase-particulas. No presente trabalho utilizar-
se-a o paramétro co para restringir os valores dos parametros u, Ay, and T, que aparecem
na constante de acoplamento efetiva para T e p finitos, Eq. (5.21). Como visto na segao
5.4, a unica solucao que reproduz a QCD perturbativa é aquela obtida com « = 0. Neste

caso a pressao €:

P 4
p= ﬁ = ﬁ[dflg(rfva) +de5(rb)].
Por outro lado a defini¢do de ¢y é co(T) = % .on de a = j/T. Caleulando as

derivadas obtem-se:

Op 1 0 T ory r d\ Or

24, o (&) (-0 30) o (2) 2L
*p 1 TJQC 827“]” 82r,
Fazloco = 2 [df (215 + 51{ — 5o ) ~ bl g ‘a:o (5.42)

As expressoes para I{, IT e J; possuem somatérias que devem ser truncadas em algum
ponto para que haja possibilidade de realizar cdlculos nimericos com estas. O critério
adotado foi aquele em que o raio de convergéncia das somas satisfaga r;, y < 7. Com isto
em mente, é possivel ver que para 7, proximo a m, uma expansao até k = 5 é suficiente,

sendo que termos para k > 5 fornecem apenas correcoes marginais.
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Figura 5.1: A pressao reduzida AP/T*. Os pontos foram obtidos da QCD na rede[12].

Os dados da Ref. [12] foram corrigidos por um fator de 1.12, ja que como afirmado na
Ref. [54], deve haver uma corregdo de 10 a 20% ao extrapolar o resultado da rede para
o continuo. Seguindo Letessier and Rafelski [53], a primeira escolha para o parémetro u
que aparece em ¢, foi w = 1/m. Entretanto, com este valor, o ajuste aos dados abaixo de
T/T. = 1.2 foi insatisfatério. Se ao invés deste valor utiliza-se u = 1/2m, observa-se um
ajuste satisfatorio entre os dados da rede e o calculo apresentado até entao, desde que
2.7< A <3e1.6 <T,; <2. Com estes resultados a pressao reduzida A% = w
pode ser calculada e comparada com os dados. Isto é feito na Fig. 1, com A\, = 3 e
T, = 1.98. Como se pode ver, o ajuste ¢ muito bom, implicando que a solugao com o = 0
descreve tanto a QCD perturbativa no limite de 7" e g muito grandes, quanto na regiao

proxima ao desconfinamento.
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Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho foi estudado a termodinamica do Plasma de Quarks e Glions através do
modelo de quase-particulas. Ao invés de estudar o sistema com sua hamiltoniana com-
pleta, isto é, com os termos cinéticos e potenciais, o modelo de quase-particula toma este
sistema como nao interagente, sem energia potencial. Contudo, o termo cinético é modi-
ficado, acomodando de certa forma os efeitos das interacoes no modelo. Particularmente,
modifica-se a massa das particulas para que estas sejam dependentes da temperatura e do
potencial quimico do sistema. Como visto, utilizar esta massa diretamente nas expressoes
de gas ideal, oriundas da mecanica estatistica, acarreta na inconsiténcia termodinamica
do modelo. Gorenstein e Yang, inspirados pelo modelo de sacola do MIT, encontraram
uma solucao para este problema que consiste em adicionar uma determinada funcao B
dependente de T e p a energia interna, e subtrair esta a pressao, sem modificar a estrutura
da entropia e do numero de particulas. Esta fungao B foi interpretada como a energia
de ponto-zero da materia desconfinada. Esta solucao mostrou-se capaz de descrever os
resultados de QCD na rede para o QGP a partir de alguns parametros fenomenolédgicos.
Alguns anos mais tarde, apareceram outras solugoes para o problema da inconsisténcia,
como por exemplo a solu¢do de Bannur, que adiciona/subtrai uma fun¢do B a pressao
e a entropia, sem alterar a expressao para energia interna e o numero de particulas. A
solugao de Bannur também foi capaz de descrever os resultados da rede.

Como existia mais de uma solugao termodinamicamente consistente, e capaz de descre-
ver os resultados de QCD na rede, uma pergunta simples aparece: havera mais solucoes de
qQGP termodinamicamente consistentes? Este trabalho preocupou-se de que forma estas
solugoes aparecem e se de alguma forma estao interligadas. Primeiramente estudou-se o
caso de um sistema composto por bdsons nao-massivos a ;= 0. Mostrou-se que a partir
da redefinicao da entropia, energia interna, e energia livre do sistema, cuja redefinicao
surge da utilizacao de uma hamiltoniana completa e efetiva para o sistema desconfinado,
pode-se obter solugoes termodinamicamente consistentes. Dependendo de qual expressao
funcional a hamiltoniana possui, obtem-se um conjunto de grandezas termodinamicas,

podendo ser a solugao de Gorenstein-Yang ou a de Bannur. Entretanto, quantitativamente
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as funcoes termodinamicas devem ser muito proximas, pois sao capazes de descrever os
resultados de QCD na rede. Para o sistema em questao encontrou-se uma solucao mais
simples do que as outras, onde resultados analiticos puderam ser calculados longe da regiao
assintotica da QCD. Esta solucao aparece quando a energia livre do sistema nao possui
nenhum termo adicional ao de um géas ideal. Contudo, a energia interna e a entropia,
apresentam este termo. Da mesma forma ocorrida para as outras solugoes, esta também
é capaz de descrever os resultados da rede. Entretanto, a andlise da matéria formada
nos grandes aceleradores, composta por glions, quarks e anti-quarks, mostrou-se mais
complicada. Diferentemente do caso de apenas glions, a energia de ponto-zero depende
de duas variavies, T" e yu, dificultando o calculo do termo adicional B. A solugao consistente
com a termodinamica foi calculada analogamente a de u = 0. A solucao geral para este
sistema possui como solugoes particulares os resultados de Gorenstein-Yang e Bannur.
Uma solugao mais facil apresentou-se, consistindo na mesma forma do grande potencial
de um gas ideal. Esta solucao, definida por a = 0, foi capaz de reproduzir os dados
da rede apenas com dois parametros fenomenoldgicos, juntamente com a consisténcia
ordem a ordem do resultado perturbativo, diferentemente de qualquer outra solucao que
é consistente apenas em sua forma completa. A solucao analitica para a = 0 nao pode ser
calculada separadamente para quarks e anti-quarks, ela s6 existe quando os consideramos
juntos no mesmo sistema. E importante ressaltar que a solucao geral aplica-se a qualquer
problema de quase-particulas e nao apenas para o QGP.

Este tratamento, mais especificamente a solucao o = 0, pode ser aplicada no calculo
de outras quantidades termodinamicas, como por exemplo na obtencao da energia de
interagao do plasma e — 3P ou ainda e na obtencao da equacao de estado proxima a regiao
de transicao. Esta ultima quantidade pode ser aplicada ao tratamento hidrodinamico da
matéria criada nos grandes aceleradores, auxiliando no processo de entendimento do QGP.
A maior parte das simulagoes hidrodinamicas utilizam um modelo realistico para a EoS
abaixo da transicao de desconfinamento, entretanto para a regiao desconfinada sao usados
modelos muito simples como o de MIT [56]. Todavia, resultados de QCD na rede para T <
2T, indicam uma alteracao significante da EoS. Como os estégios iniciais das colisoes no
RHIC estao em torno de T, < T' < 27T, é necessario uma EoS que descreva realisticamente
esta regiao. Da mesma forma, pode-se utilizar a FoS para calcular o raio de estrelas de
néutrons e comparar o resultado com os observacionais. Futuramente, pretende-se utilizar
a solugao a = 0 para obter a EoS e assim tentar descrever resultados como a viscosidade
do QGP, escoamento de particulas, nimero de particulas com especificas pseudo-rapidez,
além de diversas grandezas termodinamicas previamente citadas. Devido ao tratamento
analitico desta solucao, pode-se descrever o plasma em uma regiao com temperatura e
potencial quimico moderados, j4 esta é convergente para uma regiao diferente de /T < 7.

“Everything should be made as simple as possible, but not simpler”*, esta frase dita

a luz do principio da navalha de Occam pode muito bem servir-nos como guia sobre a

*“Tudo deve ser feito da forma mais simples possivel, mas nao mais simples que isso.”
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escolha de uma das possiveis solugoes apresentadas neste trabalho.
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Apeéendice A
Integrais Bosonicas

As integrais necessarias para solucao das fungoes termodinamicas sao do tipo

Tu(r) = FSH)/OOO dr- o L (A1)

22 +12)2 la2+?)? _ |

Estas integrais satisfazem a seguinte relacao de recorréncia

Phealt) _ T ). (A2)

Para encontrar as solugoes cujos valores de n sao inteiros, é necessario separéa-las em dois
tipos, uma para n par e outra para n impar. A solucao da integral pode ser resolvida

utilizando a expansao

o)

z
th(z) = _ A3
coth(z) n;oo 2 (nm)? (A.3)
Com 4 + —Z V4 —Z + 2 —Z
e +e e* —e e
coth(z) e — e~ % er — e % + e — 1

Utilizando o resultado acima e a mudanga de varidvel 2z = = na Eq.(A.3), obtém-se

er—1 x 2 T4 a4 (2nm)?

(A.4)

A primeira solugao serd para n fmpar. Iniciando com n = 1 substituindo a Eq. (B.8) na

Eq. (A.1), encontra-se

> 1 1 i 1 1 00
! :/ d - r+2 =j1— =i +2> jsdA5
1(r) 0 ! (752 + 72 2(x? +1?)2 + nz::l 2 +r?+ (2n7r)2) J 2‘72 + ;::1‘73”( )

Primeiramente calcular-se-a jy:

. /Ood 1 /Oodx 1 1/°°d 1 1 tan(z)
— T = - == Y = —arctan(zx
=y 2472 Jo (2241 1o 24+1 r
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Para o calculo da sub-integral j, sera utilizado o artificio de multiplicar o integrando

por um fator de convergéncia z~¢, que no fim sera cancelado tomando o limite ¢ — 0.

Assim tem-se

0o —€ 0o —€ 0o 2\—<
j2 :/ dl’ix T = 7’76/ dl’ix T = T’ie/ dxi(x ) : T-
0 (x2 4 1r?)z 0 (x241)2 0 (24 1)z
Utilizando a mudanca de variavel
1 s 11—z
z= x° =
x2+1 z
2(2%)2 3 1
dz = —dx TR = —2drz2(1 — 2)2,
obtem-se
—€ 1 —€
Qg = r dzz"2(1 — z)_%z%(l —2z)T2z22 = 7“2 dzz 12 (1 z)_%_i,
0

0

onde a funcdo beta B(q, 3) é definida como

B(a,ﬁ)— OH—ﬁ /dmx (1—z)°7 1,

assim a sub-integral j, é:

—€ 1 A NEA
= Tp(5 ) TEIG )
2 2°2 2

where T (%) = /7. Fazendo ¢ — 0

r (1 ; E) =T (;) (1 + %(”VE—i—lnll) + 0(62)>
F(E):i—”yE—FO(e)

r¢=e 0 =1 _elnr 4+ O(e?)

onde vg = 0.5772 é a constante de Euler-Mascheroni. Assim j, é

J2 = 1_611”;— o) (—7E+ O(e )) (1+§(7E+1n4)+ 0(52))7

que simplificando torna-se

o = — — log —.
J2 c 0g2
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Para j3,, serd utilizada o fator de convergéncia x~¢ para resolver a integral:

—€

. /Ood X 1 1 ) %
n T = —
75 0 2+ 724+ (2nm)2 2012 4 (2n7)2
_ 1 Lz + 5T - %) _ 1
2[r2 + (2nm)2] I'(1) 2[r2 + (2n7r) |*2* cos (me/2)

O mesmo procedimento utilizado para j, foi realizado aqui. Ao expandir a expressao em

0

r e somar sobre n, encontra-se que o termo de ordem r” nao converge. Expandindo-a em

séries de Taylor e mantendo apenas o primeiro termo encontra-se

1 1 )
(72 + (2nm)?] e — (2nm)ite +0(r). (A.8)

Note que na Eq. (A.5) ha uma soma sobre i3,. A partir da funcdo zeta de Riemann,

definida como

Sl
a m=1 mﬂ:,
pode—se reescrever a soma como
> 1 1
D = oS +e). (A.9)

(2nm)ite  (27)

n=1
Assim o primeiro termo da soma Y. j3 deve ser dado pelo termo acima. Expandindo a

raiz quadrada em série de Taylor:

1 IR SR S G i ) (2m — D)™
r2 + (2nr)? - 2mn 2 (2mn)3 8 (27m) = ml2m(2ng)?mtl

Lembre que o primeiro termo da soma é dado pela Eq. (A.9). Fazendo ¢ — 0, obtem-se

1
cos (me/2)
(2m) "¢ =1 — elog 27 + O(€?),

=1+ 0(&),

(1 +e) =+ 47+ 0e),

assim pode-se reescrever a soma em js , as

Sl T > (=1D)™(2m — )N ( r )2’" > 1
n = TG . ——
712::1]3, 2(27)1+5C( +e€)+ mzzjl m|2m+2 o nz::l n2m-+1
1/1 < (—1)™(2m — 1)!!
- 1 (Emameas) - X

€ m=1

(%)zm ¢(2m + 1).(A.10)
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Utilizando os resultados para as sub-integrais, Egs. (A.6), (A.7) e (A.10), encontra-se
Jl (7'):

o1 r 2 (=1)™2m — 1) o2
*W—%+Amm*@+;; e (a)  <m+ D).

1 cancelam-se mutua-

As singularidades vindas de j, and j3, provenientes do termo e~
mente. Para obter todas as solugoes de (A.1) é necessério resolver agora o caso de n par.

A melhor escolha para isso é n = 2, assim

1 oo x 1
Iy(r) = —/ dx ,
2< ) F(2> 0 (;(;2 + 7’2)% €(x2+r2)% -1

Mudando a variavel para u = /22 + r2, encontra-se

o0

1
ev —1

Ly(r) = /TOO du =In(l—e™)| =—-In(l—e€").

T

H4 o interesse de calcular duas solugoes particulares, para n = 3 e n = 5, ja que estas
sao as integrais que se apresentam nos calculos funcoes termodinamicas. Iniciando para

o caso J3(r), faz-se necessario resolver a relacao Eq. (A.2) para n = 2:

dJs(r) T rf{m 1 r > ro\2m
- 0= (F b o) () o
dr o)==\ g T \Ingr T +mZ:10 or) C@mtD

T g r.r 1 Cm ami

= ——r—~—-In— — = 2 1
R R QmZ::l amz | CZmEL),

_(=1)™@m—1) ~ .
onde ¢, = “— =5 Resolvendo a equagao acima obtem-se

YE T T 1 Cm

P HC@2m+ 1)+ C

T WYE T r 1) e Cm 2(m+1)
= 22 (ln—_—Z) == 2 1)+ C.
2T <n47r 2 47;1 mEnEnm | cemET

sendo C a constante de integracao que pode ser determinada quando r = 0*,
¢2) _ =

C=50)="" =1

portanto J3(r) assume a forma:

*Esta integral estd resolvida na Sec. A.1 deste apéndice.
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m=1

T ) 27T)2mr2(m+1)g(2m +1)A.11)

Com este resultado ¢é possivel calcular J5(r). Utilizando a Eq.(A.2) paran =4

dJs(r) rJs(r)  r[m  r? ( r ) > cpC(2m+1) 2
= _ Z ~— (In— m (m+1) _ 7
dr 1 ala e\ tET )ty Z (m+ 1)(2m)2m 12
3 00 2
T r cmC( 2m + 1) omes T
Tl (m ) mts T
91" +25< N TET Z (m+ 1) (2r)2m "18
Resolvendo as integrais da equagao acima encontramos
m rd r 3 1 & emC(2m + 1) 72
J e o (1 o ) - m 2(m+2) 2" C.
(1) =gz +or (I toe— ) + 2 £ Z (m + 2)(m + 1)(2m)2m 96 "
Para calcular C' utiliza-se novamente a condi¢ao para r = 0
c4) _
C=IL0)=>"==_——
com ¢, = (_l)m(i’zz_)g%ﬁmﬂ), assim obtem-se J5(r):
T r r 3 1 & ¢ 2 m
J T r <l o B > L m 2(m+2) _ .2 A12
)= gyt e )t mZ:l (2m)2m o6 " s (W12

Obtida as integrais necessarias, deve-se preocupar com a convergéncia das séries. Uti-

lizando testes de convergéncia econtra-se que as séries convergem para r < 27

A.1 Algumas Integrais

As seguintes integrais sao necessarias para o calculo das integrais bosonicas

J 1 (n-‘rl) i x(n+1) . 1
/x:v n( /xn—i—l n—|—1( (x)_n—l—l)’
Jn(0) = 1/00 dx o / dra" e~ (mHDe

" I'(n) Jo —1
QELSS c<n— 1
I'(n) ‘= (m+1)" n—1 "
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Apeéendice B
Integrais Fermionicas

As integrais necessarias para descrever sistemas compostos por férmions, sao:

L(r,+a) = — / R ! >0
n\T, TQ) = X , n
I'(n) Jo V2 4 rZeveitrita 4

1 ik

Gn(’r‘, :i:a) = F(n)/o dl’m n >0

(B.1)

(B.2)

Sendo o sistema de interesse composto por quarks e anti-quarks, as fungoes termo-

dinamicas necessarias sao formadas por combinacgoes linerares destas integrais. Assim,

as integrais totais sao

I(r,a) = IL(r,a)+ I,(r,—a),
GI(r,a) = Gu(r,—a)—G,(r,a).

Estas integrais satisfazem as seguintes relacoes de recorréncia:

orr
L )

or
Utne) _ Lgr o
W - _%Gg_l(r, a),
W - n1§+1(r,a)+ﬁIZ 1(r,a),
com a condicao de que

IT(0) = (n—1) n>2 and GI0)=0 n>0

n—1 "

onde ((n) é
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> 01
g(n) = ) T > 1a
m=0 n*
a fungao zeta de Riemann. Note que as relagoes de recorréncia levam solugoes pares em
solugoes pares, e impares em impares, e como as funcoes termodinamicas sao escritas ape-
nas com funcoes I,, e G,, com n impar, precisar-se-4 de uma solugao impar para encontrar
as grandezas termodinamicas. O procedimento do calculo que serd apresentado aqui, é
inspirado pela Ref. [55], onde as integrais bosonicas no limite de altas temperaturas.
Se as integrais I{ e GT forem calculadas, pode-se utilizar as relagoes de recorréncia
para determinar as outras integrais fmpares. Para a integral I | necessita-se da seguinte
identidade:

© z 2

=1-— .
=224 [(n+ %)W]Q e +1

tanh(z) = 2

Assim, a distribuicdo de Fermi-Dirac pode ser escrita como:

1 1 > x
-~ 2 .
er+1 2 nz:% 22+ [(2n + 1)7)?

Substituindo esta expressio em I7, e fazendo  — (2% + 12)2 + a, obtem-se

S

n=1

( VT 44 X VT - )1
(Va2 +r2+a)2+[2n+ D72 (Va2 +r2 —a)2+[2n+ D72 )|

Simplificando o integrando:

H“”%:Awm{v@;mﬁ_4§;%<ﬁ+wtwai@n+nmp>]:“_452”43&

Para resolver as sub-integrais 7; e i3 ,,, € necessario conhecer a solucao de duas integrais:

0 ¢ b 1—¢€ €
= dt———=—DB|——. = B.
Z A X x2+b2 2 ( 2 72)a ( 9)
] € 1 e+1 1—¢
w‘A(mﬂ+m_%wﬁ<2 ’2)' (B.10)

onde B(p, q) é a funcao Beta. O fator ¢ foi introduzido como fator de convergéncia, que

ao final dos cdlculos serd tomado o limite ¢ — 0. Portanto, as sub-integrais sao:
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00 xr~°€ r—¢ 1—¢€ €
= [ gt T p(2=€f). B.11
" /0 2 2 < 2 ’2> (B-11)

o0 — B (ﬁ g)
. x 20 2
Toy = daxR , =R — | (B.12
> /0 <w2 +72—(a—(2n+ 1)772)2> L[Tz — (a— (2n+ 1)mi)?2] 5 ( )
Assim, a integral I (r,a) Eq. (B.8), é:
r¢ 1—e€ € 2m s 1
IT(r,a) = B<,>—, §R{ 1e},B.li’)
1(ra) 2 2 72 sin[5(1 — )] nz:‘; [r2 — (a+ (2n + 1)7i)2] ) ( )
Para e — 0, as fungoes podem ser expandidas em séries de poténcia:
b =e 0 = 1 —¢elnb+ O(?),
1—€ ¢ 2 w2 9 9
B(,) = —+lnd+ |[—+In"2]) e+ O(e),
2 2 € 6
s [2(1 - e)} — 140 (B.14)
Por outro lado, o denominador da somatéria pode ser escrito como
1 B 1 .
[r2 = (a+ 2n+ Dmi)?2 =" [(2n+ 1)m]ite
N 1 i I(&<+ k) a? N 2ai r? g
[(2n + 1)7|tte = F(%)F(k + 1) \[2n+ D72 2n+ D)7 [2n+ D7)2) 7
onde realizou-se uma expansao em série de Taylor. Esta expansao é valida para dois
casos: a,r < e | (Kznﬁ)ﬂQ + (271213)w — [(2nf1)rr]2) | < 1. Tomando-se o limite de € — 0,
obtém-se

i 1 ot
70 [(@n 4+ Dymftre — (2m)tte

1 /1 2
(1+6) =5 (T +7e+l>),
21 \¢€ T

onde vz ~ 0.5772 é a constante de Euler-Mascheroni. O resultado final para I é

B.15)

Pl T = 2 & T(3+k) a* -1’ 20\
Ii(r,a) = —Iln— —7p _gzm 1 k; T(HT(k + o [([(2n—i— D @n+ 1)7r>

A integral I{ foi obtida também na Ref. [52], utilizando as integrais de Bose da Ref.
[55]. Em [52], entretanto, a solu¢ao da integral é apresentada truncada em certa ordem,

ja neste cdlculo, o truncamento nao aparece.
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Para calcular a integral I7 (r, a) é necessario a integral GT (r,a). A partir da Eq. (B.2)

Gl(r,a) = Gy(r, —a) — G(r,a)

N 2/ dx [ V2 + 72 +a V2 + 7% —a

Va2 2 +a)2 + [2n+ D2 (Va2 +12 —a)? + [(2n + D))?
manipula-a de forma a escrever
2n + 1)mi
T(r,a) = —4 / d — = 4% iy, (Bl
Gi(r.a) xnzjoﬁ? x2+r2 (a — (2n + 1)mi)? 223 (B.16)

A integral i3, é similar a i,

T~ n e B %7% a— (2n e
_%{/ d%2+r2( <(E(2tzli1)) i)Q}: ( 2 )%{ 2t

Como realizado anteriormente, toma-se o limite ¢ — 0
Ta a® —r?

Gl(r,a)=a— wa@) +

at(2n+mi g TG +F) a? —r? 2ai  \"
—9 Z R { on+1 1922 F(%)F(k: +1) <[(2n + )72 + 2n + 1)7T> }(.B.17)

Para mostrar que a expansao em série ¢ finita foi necessario utilizar os termos em k = 0 e

k = 1. Utilizando as relagoes de recorréncia (B.3) e (B.4), juntamente com as Eqgs. (B.15)
e (B.17), pode-se facilmente integrar ambas expressoes e utilizar as condigoes iniciais Eq.
(B.7) para obter I7:

T o T2 a? r2 /1 r 7 (T2 . a2)2
I (r,a) = E+Z_Z (2—’7E—1nﬂ_> _EWCCJ’)_‘—
< m22n+1) & (3 +k) a2 — 2 2ui k+1
RS s (G ) B

Para calcular G% necessita-se das Eqs. (B.5) e (B.6). Incia-se tomando a derivada da
solucao Eq. (B.5), com relacao a a. Apés manipulagoes deste resultado, e comaparado-a

com a Eq. (B.6), obtem-se

Gy (r,a) = ?4'?—7— 16(27T)2(T2_a2)2+
21((3)a, 55 4 ooan BLG) o 4y

k=3 F(i)r(k +2) 2n+ D)r]2  2n+ )w
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1+€

(12— (a — (2n+ 1)mi)?] 2

2

—i[(2n+l)ﬂ]2%{a+(2n+l)ﬂ-i i E‘(%+k) (K a’ —r? 4 2a1 ) ) +1}B19)



A segunda linha deve-se a contribui¢do do termo de ordem k = 2. Uma vez que GJ estd
determinada, I pode ser calculada. A partir das expressoes para I Egs. (B.3) e (B.18),
e juntamente com as Eqs. (B.4) e (B.19), obtem-se:

Tt w2 (r?—2a%) ot a*r* i3 7¢(3)
17 = — - 2 4 [ | } G 9) 2 93
5 (10) = 5505 96 Tos a2 Twli I tamgeye )N
21((3) 2 2 2\2 31(( ) 2\4
ot o) - 210(27r)4( —a) |+

-y

n=0

)
m(2n +1)3 & 1“(5 + k) o — 2 90 ft2
16 ];2 F(%)F(k +3) <[(2n + 1)7]2 + (2n + 1)7T> (B.20)

E como expresso anteriormente a segunda linha corresponde ao termo em k = 2.
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