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Resumo

Realizamos um estudo da Mecanica Quéntica em espacos curvos via Formulacio
Variacional de Schwinger. Primeiramente, introduzimos a Algebra de Medida se-
guida da descrigcao do Principio Variacional de Schwinger. Considerando espacos cur-
vos encontramos uma generalizacdo do momento na representacido de coordenada
sendo este uma derivada covariante. Consistente com o Principio Variacional propo-
mos um Hamiltoniano invariante sob transformacées de coordenadas. Além disso,
analisamos o caso mais simples em espagos curvos considerando uma particula livre

sobre um circulo.

Palavras Chaves: Principio Variacional de Schwinger; Espacos Curvos.

Areas do conhecimento: Mecanica Quantica; Mecanica Quantica em Espacos Cur-
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Abstract

We study Quantum Mechanics on curved space by Schwinger’s Variational ap-
proach. First, the Measurement Algebra is introduced followed by the Schwinger’s
Variational Principle. Taking into account the curved space, we find a generalization
of the momentum in the coordinate representation which is considered a covariant
derivate. Consistent with the Variational Principle we managed to suggest an in-
variant Hamiltonian under coordinate transformations. Furthermore, the simplest
example on curved space is take into account: the free particle on a circle.

Keywords: Schwinger’s Variational Principle; Curved Space.

Knowledge Areas: Quantum Mechanics; Quantum Mechanics in Curved Space.
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Introducao

O formalismo de Schwinger fornece uma abordagem a Mecénica Quantica sim-
ples e teoricamente atrativa. Partindo de fundamentos basicos constréi-se toda a
teoria quantica sem a necessidade de um processo de quantizacdo. Semelhante a
Dirac [1], Schwinger faz uma formulag¢do quantica completamente independente da
representacdo. Estes fatores fornecem uma vantagem para a extenséo do formalismo
de Schwinger a multiplas aplica¢ées; como se mostra nos trabalhos [2, 3]. Seguindo
este pensamento, surge a motivacéo de se estudar um dos problemas mais antigos e
controversos da Mecéanica Quantica: a quantizacdo de sistemas néo-relativistas em
espacos curvos

Dirac em 1932 [4] apresentou pela primeira vez uma tentativa de uma formulacio
Lagrangiana da Mecénica Quantica, trabalho que incentivou a formulacéo do Principio
de Acao de Feynman [5], e Principio Variacional de Schwinger [6, 7]. Porém o de-
senvolvimento tedrico de Schwinger inspirou-se também nos resultados experimen-
tais; especialmente no experimento do Desvio Lamb, e nos experimentos de Nafe-
Nelson-Rabi e Kush-Foley do momento anomalo do elétron. Buscando um formalismo
fundamental para a Mecanica Quéantica, Schwinger procurou o analogo quantico do
Principio de Hamilton: um Principio variacional quéantico fundamental [8].

As principais caracteristicas do mundo microscépico séo o aspecto de atomicidade
e a natureza estatistica dos eventos. Para descrever este comportamento matemati-
camente, Schwinger desenvolve a algebra de medida com elementos completamente
quanticos [9]. Por exemplo, se considerarmos o experimento de Stern-Gerlach e
tentarmos descrever os distintos comportamentos do spin através de operacées ma-
tematicas, conseguiremos desenvolver toda uma algebra descritiva baseada nas dis-
tintas medidas e resultados possiveis dependentes dos estados iniciais do sistema.
Caracterizamos o processo de medicdao com os simbolos de medida. Esta algebra apre-
senta elemento nulo e identidade para a soma e a multiplicacéo, sendo completa; o
objeto principal da algebra é a funcéo de transformacéo que relaciona quaisquer dois
estados, e carrega toda a informacao estatistica do sistema.

Coerente com a Algebra de Medida, pode-se formular o Principio Variacional para
Mecéanica Quantica. Este Principio Variacional considera variagées gerais da funcéo
de transformacédo que serdo originadas pela acdo dos geradores das variagbes so-
bre os estados inicial e final.do sistema. As transformacoes unitarias infinitesimais



na Mecanica Quéntica sdo um analogo das transformacées canénicas na Mecénica
Classica, considerado um elemento principal na formulacao variacional de Schwinger
[10]. Ao mesmo tempo pode-se relacionar as variacgées da funcéo de transformacéo
com a variacdo de um operador hermitiano entre os estados, propondo ser este o ope-
rador “acdo quantico”. Portanto, enuncia-se o Principio de Acdo Estacionaria no qual
“a variagdo do operador acdo que relaciona dois estados quaisquer é proporcional &
diferenca dos geradores das variacées avaliados nos extremos”

Uma vantagem dessa formulacédo é que a partir de um principio de acdo pode-se
extrair tanto as equacées fundamentais da dindmica do sistema quanto as relacoes
de comutacdo (anti-comutacfo) entre os operadores. Assim, se constréi uma teoria
quéntica sem a necessidade de um processo de quantizacéo, ou seja, todos os elemen-
tos com que se constroéi o formalismo tém origem quéantico. Ressaltamos o fato de néao
se ter uma escolha de representacdo particular no momento de fazer as variagoes,
sendo a formulacio completamente geral.

Aqui abordamos a Mecanica Quantica em espacos curvos fazendo uso do Principio
do Schwinger. Observamos que as relacdes de comutacdo e as equagdes de movi-
mento se conservam da mesma forma que o Principio Variacional. Esta generalizacéo
do formalismo do Schwinger para espacos curvos teve como primeira tentativa o
trabalho do DeWitt de 1957 [11], que ressaltou a importancia das transformacoes
unitarias na formulacdo ao estudar como os objetos da teoria mudam sob as distin-
tas transformac6es unitarias quando consideramos que se esta em um espacgo curvo.
Logo, em 1973 Kamo e Kawai, inspirados no artigo de DeWitt, estudam o problema
da escolha de um Hamiltoniano quéntico dada a ambigiiidade no ordenamento das
quantidades canonicas no Hamiltonian. Nestes trabalhos Kawai et. al. propdem que
o Hamiltoniano seja invariante sob certo grupo de transformacées; transformacoes
gerais de coordenadas, condi¢do que restringe a escolha do Hamiltoniano [12, 13].

O presente trabalho esta organizado em trés partes principais: no Capitulo I de-
senvolvemos toda a cinematica da teoria; fazemos uma introducao simples a Algebra
de Medida com o experimento de Stern-Gerlach, usado para descrever os proces-
sos de medida e definir os objetos matematicos basicos da algebra e os simbolos de
medida.Consegiientemente, construimos toda a Algebra de Medida baseada em os
simbolos de medida e as fungoes de transformacéo.

No Capitulo II, em funcdo das transformacgées unitarias infinitesimais, formula-
mos o Principio Variacional, do qual se desprendem tanto as relacoes de comutacéo
quanto as equacgoes dinamicas da teoria. Resolvemos dois exemplos ilustrativos do
formalismo: a particula livre e o oscilador harmonico livre.

Estendendo as idéias expostas nos Capitulos I e II, no Capitulo III fazemos uma
generalizacdo do formalismo de Schwinger a espacos curvos cujo objetivo principal
de nossa abordagem é manter tanto as relacées de comutacédo inalteradas quanto
o Principio Varicional e como conseqiiéncia desta exigéncia o operador momento no
espaco de coordenadas torna-se uma derivada covariante dependendo da geometria



do espaco. Além disso, vemos como os objetos da teoria transformam-se sob mudanca
de coordenadas, e assim em consisténcia com o formalismo propusemos um Hamil-
toniano covariante resolvendo o problema da ambigiiidade na escolha do Hamilto-
niano. Para encerrar este capitulo, analisamos o comportamento da particula livre
sobre o circulo, este exemplo néo apresenta grande dificuldade, encontramos a funcéo
de transformacéo e o espectro de energia.

Por dltimo fazemos um resumo das idéias expostas no trabalho e expomos nossas
conclusoes sobre a formulacdo do Principio Variacional em espacgos curvos, além de

apresentarmos futuras aplicacées.



Capitulo 1

Algebra dos Simbolos de Medida

A formulacéo variacional da Mecanica Quéntica por Schwinger resulta do estudo
dos fenomenos que em meados do século XX deram base a Eletrodindmica Quéantica,
tanto o experimento do Desvio de Lamb do espectro de energia no atomo de Hi-
drogénio, quanto os experimentos de Nafe-Nelson-Rabi e Kusch-Foley do momento
magnético anémalo do elétron. Schwinger centrou-se em estes experimentos e assim
desenvolveu todo um formalismo e um ponto de vista para a descricdo dos mesmos
[14].

Para fazer uma introducio ilustrativa a Algebra de Medida consideremos o expe-
rimento de Otto Stern e Walther Gerlach [15], sobre a deflexdo de atomos, exibindo
estes um comportamento intrinsecamente quantico. O experimento consiste em um
forno do qual um feixe orientado de atomos de prata é ejetado. Este feixe passa
através de um campo magnético constante na direcdo perpendicular ao feixe, sendo
entdo dividido em dois: um na direc¢éo paralela ao campo magnético e outro na direcéo
anti-paralela.

O momento magnético do atomo vem a ser proporcional ao spin do elétron e, desta
maneira, o spin s6 pode assumir dois valores: S.+ e S,— (supondo que o campo
magnético é aplicado na direcdo 2). Podemos ter uma outra montagem no qual o
campo é aplicado na direcédo i e o feixe vindo da direcéo y e, desta maneira obteriamos
as polarizacoes S, + e S, —.

Introduzimos entédo uma seqiiéncia de medidas, ou seja, fazemos com que o feixe
atravesse varios aparelhos tipo Stern-Garlach. Primeiro consideraremos o caso mais
simples, como o mostrado na Figura 1.1. O feixe que sai do forno entra em um apare-
Iho SGZ, e dele saem dois feixes com atributos S,+ e S,—. Bloqueamos entéo o feixe
S.— e voltamos a passar o feixe restante, S,+, no aparelho SGZ. Dele sai apenas um
feixe, com orientacéo S,+, o que confirma o fato de que todos os atomos deste feixe
estdo orientados segundo S, +.

Fizemos uma medida seletiva da propriedade S, o que entendemos como a selecéo



5.+ S+
—0
5 —
Figura 1.1:

do atributo S.+, seguida de sua confirmacéo.

O arranjo da Figura 1.2 nos mostra um feixe que sai do forno e entra em um
aparelho SGZ, de onde saem dois feixes com orientagdes S,+ e S,—. Bloqueamos o
feixe S,— e medimos a propriedade SGX do outro feixe. O feixe que sai do aparelho
tem entdo orientacoes de valor S, + e S, —, da propriedade S,.

S+ 5, +
Forno SGE SGx
— -
5 — 5.-
Figura 1.2:

Aqui vemos como podemos ter uma medida que muda o estado de sistema, pas-
sando da caracterizacdo dada por S, para aquela dada pela propriedade S,.

Agora consideremos a Figura 1.3. O feixe sai do forno, entra em um aparelho SGZ,
e dele saem dois feixes com orientacdes S,+ e S,—. Em seguida, bloqueamos o feixe
S,— e voltamos a medir SGx do feixe restante. Na saida do aparelho teremos feixes de
valor S,+ e S,— da propriedade S,. Bloqueamos entéo o feixe S, — e deixamos o feixe
S:+ passar por mais um aparelho SGZ, e ao final teremos novamente dois feixes: um
com orientacdo S,+ e outro com orientacdo S,—, da propriedade S..

3+ 5+ X+
Fem — 5Gz SGx 5Gz
—0 —0
5- 5= 5.-
Figura 1.3:

Este experimento nos mostra que a medida da propriedade S, destréi comple-
tamente qualquer informacéo obtida previamente ao medir S,, estabelecendo uma
relacdo estatistica entre estas medidas consecutivas.



1.1 Simbolos de Medida

Consideremos um sistema fisico idealizado no qual podemos medir qualquer quanti-
dade fisica, por exemplo a propriedade A, que assume os valores finitos a’,a’, ..., a™.
Se fizermos uma medida simples na qual o aparelho de medida seleciona os diferen-
tes valores das quantidades fisicas especificas, associamos a este processo um objeto
matematico chamado Simbolo de Medidal9], representado por

~

M. (1.1)

Este simbolo é lido como a medida seletiva* que aceita sistemas com valor a’ do ob-
servavel A e rejeita todos os demais. Além disso, podemos ter dois atos de medicao
simples: um no qual o sistema mantém-se invariante, isto é, o resultado da medida
séo todos os valores possiveis, representado por 1, e outro no qual a medida néo esco-
lhe nenhum valor, dando resultado nulo, que é representado por 0.

Para criar um algebra da medida precisamos definir as diferentes operagoes ma-
tematicas. Comecamos definindo a multiplicacdo de Simbolos de Medida como a
representacdo de atos sucessivos de medida a tempos diferentes. Se fizermos su-
cessivas medicoes do observavel A, tendo resultado o/, obtemos a multiplicacdo dos
simbolos de medida,

My M, = My, (1.2)

representando a confirmacio da medida. Se realizarmos medidas sucessivas com
resultados distintos, obtemos
My M =0, (1.3)

representando a incompatibilidade entre as medidas. Com base nisto definimos o
elemento nulo e a unidade sob a multiplicacdo dos simbolos de medida da seguinte

maneira
W, = Nii= N,
11 = 1,
10 = 01=0,
00 = 0,
0My = My0=0.

Contudo, pode existir o caso no qual ao medirmos o observavel A obtemos dois
valores possiveis ¢’ ou a”. Esta medida é definida como a soma das medidas com
resultado a’ e a” respectivamente, isto é,

Ma’ + Ma”v

*Com medida seletiva nos referimos aqui aquela que envolve um ato de medida seguido de sua
verificagéo



para generalizar isto, consideremos uma medida que possa dar como resultado qual-
quer dos valores possiveis do observavel A, tal que,

Ma/ + Ma// + ...+ Man = ZMQ.
a

Entretanto, ja que a medida que da como resultado todos os valores possiveis do
observavel A é representada pelo operador 1. Podemos fazer a identificacéo

> M, =1, (1.4)

encontrando assim a relacdo de completeza para os simbolos de medida, que sera de
grande importancia para desenvolver a algebra da medida.
O operador 0 define a identidade aditiva da algebra como:

My +0 = 0+ M, =M,,
i+0 = 0+1=1,
0+0 = 0

A multiplicacdo de simbolos de medida tem propriedade distributiva, isto é, a

multiplicacdo da soma é igual a soma das multiplicacées, ou seja

Ma/ (Z Ma> = Ma/Ma/ + Ma/ Z Ma
a

a#a’

Das relagées (1.2) e (1.3) temos que
M, (Z Ma> =My +0+0+..=M,y.
Agora podemos expressar as expressoes (1.2) e (1.3) simplesmente como
My My =6 (a',a”) Ma/, (1.5)

onde definimos § (a’, a”) como o Simbolo Delta de Kronecker, com a propriedade

sea =d";

1
d(d,a") =6y =< .
( ) “ {0, sea #ad.

1.2 Propriedades Compativeis

Duas propriedades A; e A, sdo ditas compativeis se a medida feita em uma delas
néo destréi o conhecimento ganho anteriormente pela medida da outra. Tomadas as
medidas My, e My, podemos atribuir simultaneamente os valores | a propriedade
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A, e d), a propriedade Az, ou seja, estas medidas comutam. Representamos a medida
composta por |
Ma/laé = JWa/l]Wa/2 = Ma/gMa/l'

Definiremos como um conjunto completo de quantidades fisicas compativeis ao
conjunto {A;} cujos elementos sdo compativeis entre si a pares e, além disso, néo
existe outro elemento compativel com todos os elementos do conjunto {A;}, desta
forma o conjunto é maximo.

O simbolo de medida

Ma’ = HM‘I;"
J

representa uma medida completa, tal que, o sistema possui valores definidos pelo
numero maximo de atributos compativeis entre si. Ao realizar uma medida completa,
estaremos obtendo o conhecimento 6timo do estado de um sistema determinado. En-
tretanto, logo apés a medida completa M, o sistema se encontrara no estado o’.

1.3 Medidas que trocam o estado e propriedades nao com-
pativeis

De forma mais geral, define-se um simbolo da forma

My, (1.6)

o qual representa a medida seletiva do observavel A, em que o sistema é aceito no
estado a” e é deixado no estado a/*. Podemos observar que o simbolo 1/, é um caso
especial de (1.6) em que o’ = a”,
My = Myy.
Toda a algebra desenvolvida até aqui é igualmente valida para os objetos da forma

(1.6). Entédo, se multiplicarmos dois destes simbolos temos

~ ~ ~
Ma/a// a’atv — Ma’aiv

~ ~ N
MCL/CL” aqiv — 07

de onde concluimos que

Ma’a”

. . Miv, sead’ =a",
a’qgiv —
0, sea’ #£ad".

TEntende-se por uma medida composta a realizacdo sucessiva de medidas, sejam estas compativeis
ou nao.
¥Sendo o Simbolo de Medida lido da direita para a esquerda



Agora podemos construir uma expressido mais simples
Ma’a” a giv — 50/’0/” a'aiv . (17)

Note-se que em principio a multiplicacdo de Simbolos de Medida da forma (1.6),
nao é necessariamente comutativa

Morar Mo giw 7 Mo gio M ar.

A seguir estudaremos um pouco mais o significado do simbolo de medida da forma
(1.6). Até este momento s6 vimos medidas compostas que resultam em uma nova
medida seletiva multiplicada pelo operador 1 ou 0. Consideremos agora uma me-
dida composta mais geral, envolvendo conjuntos completos de propriedades nédo com-
pativeis umas com as outras. Sejam os conjuntos de propriedades A, B, C..., ndo
compativeis. O simbolo M, representarad a medida seletiva que aceita s6 os sistemas
no estado b e os deixa no estado a e, entdo, podemos simbolizar a medida composta de
propriedades ndo compativeis como

Machd = <b|C> Maab (18)

onde (b|c) é um numero que caracteriza a relacdo estatistica entre os estados b e c.
Dai, concluimos que no caso especial (1.7) podemos estabelecer a relacio

(la") =

onde d’ e a” sdo valores definidos da propriedade A.

1.4 Funcao de Transformacao

Consideremos o caso especial das medidas consecutivas?,

M, Mg = {a|c) Myq

Mach = <b‘C> Mat:a

e somemos estas expressoes sobre a e ¢ respectivamente. Lembrando que a adi¢éo de
todas as possiveis medidas é identicamente igual a 1, e fazendo uso das propriedades
de multiplicacdo dos simbolos de medida, encontramos as relacgoes

Z MaMcd = Mcd = Z <a\c> Mad
a

a

> MM, = Mgy =Y (blc) Mae.

C

$Sera importante respeitar a ordem da multiplicacdo dos Simbolos de Medida.
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Conseguimos assim escrever um Simbolo de Medida como combinacao linear de ou-
tros simbolos, em termos de coeficientes do tipo (¢|f), aos quais nomeamos Func¢do de
Transformacdo, ja que transformam um simbolo em outro. Logo, (a|b) e (b|c) séo as
Funcées de Transformacéo no caso anterior. Desta maneira pode-se estabelecer uma
equivaléncia entre dois conjuntos de propriedades completamente diferentes por meio
das Funcbes de Transformacédo. Por exemplo, podemos expressar a medida realizada
por M,;, em funcéo dos M,y como

N = S NN S Mo,
c d
= > MY (bld) Mqq,
c d
= > (bld) {cla) Meq. (1.9)
c d

Vejamos as propriedades das Funcoes de Transformacgao com base no que desen-
volvemos até aqui. Consideremos a expressao

> M MM = {alb) (blc) Mae.
b b

Por outro lado, de (1.4) temos que

> MMyM. = MM, = {a|c) Mac.
b

Comparando estas duas equacoes, achamos uma relacédo entre as diferentes funcoes
de transformacéo

(aley =) " {alb) (ble) . (1.10)

b
Um caso especial desta relacéo é

Z <a’|b> <b|a”> _ <a/|a//> —

b

e analogamente

> (Vla) (alp”y = (V") = Sy,

a

"
a =a =a = = a
Se tomarmos a’ i , =10 b e em ambos casos somarmos tanto em a e b,
obtemos

N’ N N’ .
S5 dalby Blay =Y 1= N,
a b a

10



N N’

N
D) (bla(alpy => 1=N.
b a b

Se (bla) (a|b) comutarem, ou seja,
(bla) (alb) = (a[b) (bla),

entao
N =N,

o que significaria que N, o niumero de estados possiveis do sistema, é independente
da escolha de propriedades a serem medidas, representando entdo a quantidade de
graus de liberdade do sistema. Por construcdo, a quantidade de Simbolos de Medida
torna-se N2. Conseqiientemente, as combinacdes lineares de Simbolos de Medida for-
mardo os elementos de uma 4dlgebra linear de dimensionalidade N2, chamada Algebra
de Medida.

Introduzindo a nogcéo de Vetor de Estado, poderemos expressar a algebra desen-
volvida até aqui de uma forma que nos é mais familiar. O Vetor de Estado é aquele
vetor que caracteriza o estado do sistema e sobre o qual o Simbolo de Medida atua. Es-
tudando como é essa agéo, podemos ver o Simbolo de Medida como o ato de destruicédo
e criacdo de um estado. Consideremos o simbolo My, 0 qual s6 atua sobre estados
caracterizados por oY e faz emergir estados caracterizados com «’. Usando a notacéo
de Dirac o Simbolo de Medida é representado por

Ma’a” = |a/) <CL”|,

onde |a’) simboliza o ato de criacdo. Considerando as relagdes (1.4) e (1.5), analogas
as relacdes de completeza e ortogonalidade do espago Euclideano, podemos entender
0 |a’) como um vetor em um espago mais geral que o Euclideano e, conseqiientemente,
(a'| simboliza o ato de destrui¢do. Portanto, a funcéo de transformacéo em (1.8) pode
ser entendida como o produto interno entre os vetores (b| e |c). Os elementos da
algebra da medida sdo chamados Operadores.

1.5 O Traco

O traco é uma operacéo que sé6 atua sobre os Simbolos de Medida fazendo uma relacéao
entre eles e uma respectiva funcéo de transformacédo, sendo uma correspondéncia
linear entre operadores e nimeros

TrMy, = (bla) . (1.11)

A relacdo (1.11) sempre se mantém, e isto pode ser verificado ao expressar o

YAqui estamos considerando que o simbolo de medida atua da direita para a esquerda.
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Simbolo de Medida em funcio de outro simbolo como em (1.9)

TrM, = Tr (Zz<bd> (cla) Mcd)
_ Z%f(b\jw (cla) TrMq
= iz<b|d> (cla) (dc)
_ <bc’a>f’l (1.12)

Podemos destacar também as seguintes propriedades do trago:
a. O traco de um simbolos de medida de propriedades compativeis é igual ao

Simbolo Delta de Kronecker, assim
TT‘Malan = 5a’a” — TTMQ/ =1.

b. O traco de um produto de simbolo de medida é o produto dos tragos,

Tr (Machd) = (ble) TrMuy
= (ble) (d|a) = (d|a) (blc)
= Tr (Mcd> Tr (Mab) =1Tr (Mab) Tr (Mcd) . (1.13)

sendo o traco independente da ordem da multiplicacédo e aplicavel para quaisquer
elementos da algebra de medida.

1.6 Interpretacao Estatistica

Precisamos definir uma quantidade que possua a informacéo fisica do sistema, por-
tanto independente do observador. Ja que as Funcées de Transformacédo dependem
da representacdo, ndo podem conter a informacéo fisica. Para inferir esta quantidade
consideremos a seqiiéncia de medidas M,M,M,, que difere de M, como conseqiiéncia
do disturbio causado pelo estado intermediario B. Somente uma fracdo dos sistemas
selecionados pela medida inicial da propriedade A é transmitida através do aparelho
completo
NNV, = (alb) (bla) M,

onde a mudanc¢a da medida M,, ao ser filtrada por M, e restituida ao estado a, é

expressa pelo nimero
p(b,a) = (a|b) (bla) . (1.14)

A medida intermediaria pode ser feita de varias formas:
a. Uma medida intermediaria que s6 seleciona o valor b da propriedade B
M, My M, = (a|b) (bla) M,,
p(b,a) = (a|b) (bla) ,
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b. Uma medida intermediaria que pode selecionar dois valores da mesma proprie-
dade B: oubout/

Ma (Mb + Mb’) Ma = MaMbMa + MaMb’Maa

p(bVvd,a)={al(b) (b+V)(¥)]a)
p(bV ¥, a) = (alb) (bla) + (alt') (t']a)
p(b\/b/,a) :p(b,a) —l—p(b’,a),

c¢. Uma medida intermediaria que selecione todos os possiveis valores da proprie-
dade B
NI, S N, = N, = AT,
b
p(ia) = (a2 () 0)a)
b
= 3" (alb) (bla) = (ali]a)

b
= Zp(b,a) =1.
b

Desta maneira p (b,a) é a probabilidade de que uma medida M, realizada sobre
um estado a dé como resultado b. Por ser uma probabilidade, interessa-nos que seja
um numero positivo, tendo assim duas possibilidades:

a. Se a funcéo de transformacéo (a|b) é real e cumpre com a condicéo (a|b) = (b|a),
entdo a probabilidade é

p(b,a) = ((alp))* = 0,

mais ainda, ja que a soma de todas as probabilidades é um, este é um valor
maximo de probabilidade
0<p(,a) <1

b. Se (a|b) é um nimero complexo e cumpre com a condig¢do (b|la) = (a|b)*, entdo

p(b,a) = [(alb)* = 0.

Também encontramos uma relacdo direita entre a probabilidade e o Traco da
multiplicacdo de Simbolos de Medida, sendo

p(a,b) =Tr (MaMb> )
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1.7 O Adjunto

Temos lido a acdo dos Simbolos de Medida da direita para a esquerda, porém isso
é uma convencéo, também poderiamos ler os eventos da esquerda para a direita e
a interpretacdo fisica ndo deveria se alterar. Portanto, definimos uma operacdo ma-
tematica que relaciona as duas possiveis convencdes. Esta operacdo é nomeada o
Adjunto, e é simbolizada por T(adaga).

O elemento (bla) na convencdo sinistra, tem o mesmo significado que (a|b) na
convencdo destra, assim a probabilidade p (a, b) é simétrica, sendo construida a partir
do produto (b|a) (a|b) , entédo

p(a,b) :p(b,a),

por ser independente da convencao escolhida, a probabilidade contém o significo fisico
do sistema.
O Adjunto de um Simbolo de Medida vem definido como

M(Ib - Mbm
- .
Ma’a - Maa/
em particular
M! = M,,

definindo assim o simbolo de medida auto-adjunto.
A operacéo adjunta tem as seguintes propriedades sob a multiplicacdo de Simbolos
de Medida:

(Vb)) = 3 01]
abMecd cd™ab
= Mchbaa (1.15)

sendo o adjunto do produto de simbolos igual ao produto dos adjuntos na ordem
oposta. Mas ainda, podemos expressar a multiplicacdo de Simbolos de Medida através
das fungoes de transformacao, e assim

Machd = <b|C> Mad
N N t N -
(Machd> = Mchba
= (ble)* Muq, (1.16)

observamos que ao aplicar o Adjunto, os nameros sdo substituidos por seus complexos
conjugados.

Por outro lado, a aplicacdo do adjunto dentro da algebra conjugada é denominada
transposicao

XT — X*T — va*’
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cumprindo com as propriedades
(X+Y)T = XT+Yy7T
(x7)" = x7y7
(AX)T — XTAT. (1.17)

A aplicacdo do adjunto sobre a soma de simbolos de medida é a soma dos simbolos
adjuntos;
~ - 1 ~ N
(Maa’ + Ma”a’”) == M(Ia’ + M(I”a””

como conseqiiéncia o simbolo 1 é auto-adjunto
]
(= (o) = - S -
a a a

1.8 Medidas Nao Seletivas

Consideremos uma seqiiéncia de medidas geral, na qual se muda o estado inicial do
sistema, por exemplo
My MyM. = (a|b) (b|c) Mqe,

definindo assim a Amplitude de Probabilidade como (a|b) (b|c). Neste caso, a probabi-
lidade de passar do estado c para o estado a através da medida intermediaria B, esta
dada por

p(a,b,¢) = |{alb) (ble)[*.

Temos trés casos de medidas possiveis

a. Uma medida intermedidria que é dada por M,, em que é selecionado um valor b
da propriedade B, e desta forma, a probabilidade da medida é dada por

pla,b,e) = [(alb) (ble)|”
= p(a,b)p(b,c). (1.18)

b. Uma medida que aceita todos os valores de b
b ( ZM) ~ i
b

= pla,c). (1.19)

c. Uma medida néo seletiva da propriedade B; isto significa que a realizacdo de
uma medida M, é feita, mas sem selecionar algum valor em particular b. Entéo
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a probabilidade p <a, b, c) deve ser a soma de todas as possiveis escolhas dos
estados intermediarios b

P (a,I;, c) = Zp(a,b)p(b, c) (1.20)
b

Notemos que em geral (1.19) e (1.20) néo sdo iguais, ainda que em ambas situacoes
néo obtivemos um valor especifico da propriedade B. A diferenca entre estas proba-
bilidades radica em que no primeiro caso nio se realiza medida alguma e no segundo,
a medida é feita sem selecionar algum valor especifico. Isto pée em evidéncia o fato
de que as Medidas perturbam o sistema. Para se ter isto mais claro, tomemos a pro-
babilidade p (a, 1, c) de maneira que,

p(a,ic) = [{ale))* = (alc) (cla)
Z <a|b/>>k <b/|c>* Z <a|b"> <b"\c>
Y

b//

= ;(a!b’> (P'le)” (alt’) Pley + > {alt’)” (¥'le)” (alt”) (b"]c)

b b £
S [al'y (Hle) + 37 (alt!)" (Wle) (alp”) (b))
4 b b £

= p(abe)+ D (alt) Hle) (alb”) (Vle). (1.21)

b/7b//7£bl

Como observamos, podemos derivar a probabilidade p (a, b, c) da probabilidade
D (a, 1, c). Porém se quisermos eliminar o segundo termo da expressédo (1.21), propo-

mos

ZMb/HZMb/e dN =N ") e (W], o) eR

b/
retomando o anterior

p(a,i,c) _ Z<a|b/>* e~ i8(b) <b/ > Z<a’b”> cid (") <b”| >

bl b//

= (a b c) +b/%b/ a|b’ <a|b”> <b// C>e ¢(b'))’ (1.22)

Se escolhemos as fases ¢(b) como varidveis aleatérias igualmente distribuidas, o
segundo termo da ultima linha acima se anula, entdo obtemos,

p o) = o (¢20) ) = [t ()

o simbolo de medida M, (e"‘f’(b)) representa a medida ndo-seletiva e respeita as demais

2

)
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regras da Algebra de Medida. Suponhamos que algumas dessas fases sédo escolhidas
de tal forma a serem numeros imaginarios puros, extremamente maiores que os de-

mais,

se isto ocorre para todo b # ', onde ¢(b') € R, entdo a medida intermedidria se reduz a

M, (ei¢(b)> — 00 N,

a medida seletiva é re-obtida através da anulacdo que ocorre em todos os estados,

~

exceto dois de fase real tal que ¢(b') = ¢(b”), temos

M, (ew(b)) _ i) ( My + Mb)

Finalmente, se todas as fases sdo reais e aproximadamente iguais a uma fase co-
mum, obtém-se a medida que aceita todos as estados,

N, (90 = i

1.9 Valor Esperado e Observaveis

O valor esperado da propriedade A para sistemas no estado b é o valor médio dos
possiveis valores de A, ponderados pela probabilidade de obter um resultado b ao
fazer a medicéo de M, sobre o estado a

Ay, = > ap(alp) = Y aTr (A1)
= (b (Z\a>a<a> b), (1.23)
onde definimos o Observdvel como a quantidade a ser medida

A= Z laya(a| = ZaMa, (1.24)

entdo o valor esperado sera
(A), = (0] Ab).

1.10 Matrizes

Os simbolos de medida formam uma base para a representacéo de qualquer operador.
Desta maneira, podemos expressar qualquer observavel A em termos dos Simbolos
de Medida
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A = 14 i:Zw O1A> 6" (")

bl/
= Z b’\A|b” Y My, (1.25)
b'b

sendo A uma combinacgéo linear dos simbolos de medida M-, caracterizados por
seus respectivos numeros (b'|A|b”). Estes podem ser ordenados em uma matriz n x n.
A soma de observaveis, pode ser expressa nesta representacéo como

A+C = Z|b’ YV (A+C)D )]
b//

= Z (VA" + (V' |CY")) My, (1.26)
b/b//

assim, a soma de matrizes associadas a dois operados diferentes é igual a matriz da
soma dos operadores

(M (A+C) By = (B]AP") + (W [Cp").

A multiplica¢édo dos observaveis A e C na representacédo dos simbolos de medida é

dada por
AC = Z ) (/| ATC Y ") (b
b//
= Z <b/‘A1C’b”> Mb’b”
b/bll
= ZZ<b,‘A‘bm><bm’C|bN>Mb’b”7 (1.27)
b/b// b///
porém,

<b,‘AC|b”> _ Z(b/|A‘bm><b”/|0‘bu>.
b///

Se multiplicamos o observavel A por um nimero «, obteremos que

OéA = Z <b/]aA\b”> Mb’b”
blbl/
= « Z <b,‘A‘b//> Mb’b”, (128)
b/bll

consequentemente
(| A" = o (V| A" .

Considerando um operador néo auto-adjunto X, tal que
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X — Z <b,‘X‘b//> Mb/b//7
by’

calculando o adjunto do X obtemos que
xXt=%" <b’\fqb”> My,
b/b//
obtemos assim a relacéo
~ ~ *
<b”\XT|b’> _ <b’|X|b”> :
entdo a matriz adjunta é igual a matriz transposta conjugada. No caso especifico de

operadores auto-adjuntos A se cumpre que

(V'|AY") = (V| A]p")".
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Capitulo 2

Principio Variacional

Como as transformacgdes canonicas na Mecénica Classica sdo determinantes para
o Principio Variacional Classico, assim também as transformacées unitarias o séo
na formulacdo Variacional na Mecanica Quantica. Em funcdo delas definiremos as
variacoes sobre as fungoes de transformacdo, que levardo ao Principio Variacional
Quantico proposto por Schwinger em uma serie de artigos desde 1951 [6, 7]. Assim
se constroe uma teoria quantica sem a necessidade de um processo de quantizacéo,
ou seja, todos os elementos com que se constroe o formalismo tém origem quéantica.
Uma vantagem desta formulacio é que partindo do Principio de Acdo pode-se ex-
trair tanto as equacgdes que governam o movimento quanto as relacées de comutacéo
(anti-comutacédo) entre operadores correspondentes a observaveis incompativeis [16].
Ressalta-se o fato de néo se ter uma escolha de representacéo particular no momento
de fazer as variagdes. Ainda que tanto os estados quanto os operadores sejam de-
pendentes do tempo, pode-se fazer uma escolha conveniente de representacdo para
eliminar assim esta dependéncia.

2.1 Operadores Unitarios

Temos duas propriedades: a propriedade A com os valores possiveis a1, as,...,a, € a
propriedade B com os mesmos valores possiveis, tal que b; = a1, ..., b, = a,. Conside-
remos o operador composto por

n n

Uap = Z |ay) (by| Upa = Z |bk) (a| , (2.1)

k=1 k=1

do qual inferimos que

U, = U, (2.2)
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sendo um operador unitario

UapUba = Z Z lak) (br|br) (@] = 1, (2.3)
k=1 1=1
portanto
Ul = Upa = UL (2.4)
Estes operadores relacionam os estados ortogonais, levando um estado ao outro
da forma
(x| Uy = (bl 10k) = Uba lax)
(x| Uy = {a| lax) = Uap |br) » (2.5)

mantendo assim as relagoes métricas da geometria unitaria
(bklbr) = (ar| UapUsa lar) = {arlar) = . (2.6)

Tomando dois operadores Hermitianos:

Aa’> = a/‘a’>
By = v|v)

cujos autoestados estdo relacionados por meio dos operadores unitarios U,,, compar-
tilhando o mesmo espectro de autovalores. Portanto, esta transformacdo unitaria
relaciona os dois operadores da forma

A = ar) ax ax|
k=1

= > Udp|br) br (k| Usa
k=1
= U, 'BU,,, (2.7)

estabelecendo como o operador U,;, atua sobre B para produzir o operador A.

2.2 Transformacoes Unitarias Infinitesimais

O operador Unitario
U=1-iG, (2.8)

na qual G é um operador infinitesimal de ordem ¢ tal que
UT0 = (1+iG1) (1-iG) =1+i (GT = G) + GE, 2.9)
pode ser a transformacéo unitaria, o gerador G tem que ser hermitiano

G =G (2.10)
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5x x'=x—5x

Figura 2.1:

Pensemos nas transformacgées de coordenadas unidimensional, como a mostrada
na figura 2.1, em que se produz um deslocamento do origem dado por dx, mudando
assim a coordenada de x — 2’ = x — .

Assumimos esta notacdo para as pequenas mudancas nos estados e escrevemos:

a") = |a) —d]a) (2.11)

porém a transformacédo do estado vem gerada por:

oy = U |a) = (1 + zG) la) (2.12)
analogamente
(d| = (a|—6{(dl
= (U =(al (1-iC), (2.13)

conseqiientemente, as mudancas nos operadores sio geradas por:
X-6X = X' =0'X0 = (1+¢G>X (1—1'@)
— X+ (GX _ XG) , (2.14)

e assim obtemos as variacoes dos estados e dos operadores em funcdo dos geradores
da transformacéao

Sla) = —iGlay,
§la] = (a]iG, (2.15)
60X = —i [XG}

2.3 Variacao da Funcao de Transformacao

A funcao de transformacéo que relaciona quaisquer dois estados (a|c) pode ser escrita
como:

(ale) = {alb) (blc), (2.16)

b
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sobre esta funcio de transformacio fazemos uma variacdo completamente geral

8 (ale) =[5 {alb) (ble) + (alb) 5 (ble)], (2.17)

b
cumprindo com a simetria § (a|c)* = 6 (c|a) . Podemos interpretar os nimeros 4 (a|c)
como a matriz de um operador infinitesimal na representacédo ac, reescrevendo assim
a variacdo da funcéo de transformacao como:

6 {ale) = i (alsWocle) (2.18)

de forma analoga, definimos as variacdes § (a|b) e ¢ (b|c). Assim, a propriedade dife-
rencial (2.17) implica na equacédo matricial

(aloWacle) = > | (alsWarlb) (ble) + (alb) (blWiclc) |
b

da qual se desprende a relacéo
Wae = SWap + Wi (2.19)

Por conseguinte, a lei (2.17) esta expressa na adi¢do dos operadores infinitesimais
(2.19). Se fazemos a = b, observamos que:
OWaa =0,
ou equivalentemente
é(ala’)y =0,
mostrando que o valor da funcéo de transformacéao é fixo. Se fazemos a = ¢ em (2.19),

vemos que
Whe = —Wop.

Calculando o complexo conjugado da variagdo d (a|b)
5lalb)” = —ilalsWeblb)"
= —i (bowfyJa), (2.20)
ja que esta deve ser igual a
5 (bla) = i (bl6Whala) .

conseguimos que
SWI = =Wy = 6Wep.

e desta maneira a conjugacio complexa das fungoes de transformacéo é expressa pela
condicdo de hermiticidade dos operadores infinitesimais §W.

Por outro lado, da relagéo (2.15) temos que a variacdo da fungéo de transformacio
pode ser expressa em funcéo dos geradores das variagoes dos estados como:

d(alb) = d({al)|b) + (al o (|b))
T (éa—éb) 1b) . (2.21)
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2.4 Principio da Acao Estacionaria

De particular importancia sdo as transformacées que fazem
|b7t1> - |a7t2> )

onde |a,t2) é o estado caracterizado pelos valores a = {a;} associados a um conjunto
completo de variaveis comutantes {A (t2)} enquanto |b, ;) é caracterizado pelos valo-
res b = {b;} associados a um conjunto completo de variaveis {B (¢1)}, diferentes das
anteriores.

Considere-se a funcéo de transformacéo que relaciona estes estados

<(L, t2|b7 t1> ) (222)

lembrando que a variagao infinitesimal de um estado é gerada por operadores infini-
tesimais da forma

i -
b, tr) = —5Calbta),
Slats| = %(a,tg\ég, (2.23)

assim, a variacéo da fungdo de transformacéo (2.22) é:

4
h

Além disso, pode-se relacionar as variacoes das funcoes de transformacédo com a

8 (a, talb,t1) = —{a, to (ég - él) Ib,1). (2.24)

matriz de um operador infinitesimal hermitiano. Propondo que este seja o operador
acao, temos que: .
) N
(5 <(I, t2|b, t1> = % <a, t2| 55271 |b, t1> N (225)

desta maneira se prescreve o Principio Dinamico fundamental, dado por uma equacgéo
variacional para as fun¢bes de transformacédo que conectam estados associados a con-
juntos de operadores diferentes, a tempos diferentes. Se se compara (2.24) e (2.25),
pode-se escrever a variacdo da acdo como a diferenca dos geradores G;

6501 = Go — Gy, (2.26)

onde os operadores (; sdo operadores hermitianos construidos de varidveis fisicas
nos tempos respectivos.

Assim, formula-se o Principio da Ac¢do Estaciondria. Indicando que a variacéo
da acdo (que em principio dependeria das variaveis a todos os tempos ¢ ente ¢; e t9),
de fato s6 depende das variaveis dinAmicas em seus tempos terminais ¢; e o, sendo
estacionaria a respeito de variagoes a qualquer tempo intermediario. Doravante, par-
tindo deste principio, nos dispomos a obter as equacées de movimento e as relacoes
de comutacéo.
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Considera-se a variacdo do operador ac¢éo na forma lagrangeana

A t2 .
552,1=5[ / dtL(d,q,t)], (2.27)

t1
ja que o tempo é um parametro independente, se dois operadores Lagrangeanos dife-
rem de uma derivada no tempo da forma:
., . dA
=L+
LT

os operadores acdo associados a cada um destes estdo relacionados por
S =01+ (A Ay).
e a variacdo do novo operador acdo sera dada em funcéo de novos geradores G‘;
551 = 0821 + (0Re —6A1) = Gy — G,
onde os novos geradores estao relacionados com os antigos da forma
Ay = &G,
oAy = GYH—Gy.

Como temos dito, as variagoes de uma funcao de transformacdo sdo completa-
mente gerais; diante disso, consideremos transformacoes que variem funcionalmente
em g e t, onde a derivada % > 0, definida positiva é, portanto, inversivel e continua,
desta maneira

t — tr=t+4dt,
g — @t =qt)+q(t). (2.28)

Toda variagéo total § sobre uma variavel dependente do tempo esta relacionada
com as variagoes 0y, nas quais ¢ nao é variado (5ot = 0), da forma

dq(t)

8q(t) = Sod(t) + =5 0t, (2.29)
analogamente para ¢ .
o di()
0q(t) = doq(t) + —~dt, (2.30)

deve-se ter cuidado, ja que se pode notar que § nao comuta com d a diferenca de J,

d

Sod(t) = a (90q(t))
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porém

Si(t) # 5 (5a()).

0 que se percebe ao derivar a equacio (2.29) com respeito a ¢

d d d

—0q(t) = dt%@(t) t5

7 q(t)dt,

e subtraindo esta ultima equacéo com (2.30)

S60(t) - 84(6) = (1) ot

Se 0 e d ndo comutam, necessita-se encontrar a relacio entre eles uma vez que
a variacéo do diferencial do tempo na equacgédo (2.27) ndo é nula. Para determinar a
forma desta variacdo considera-se o diferencial

dt'
dt' = —dt
dt

no qual ¢ vem dado pela transformacao (2.28), entao
dot
dt' = dt,
(%)
conseguindo assim que a variacéo do diferencial do tempo é dada por

5(dt) = dt’ — dt = %&dt

Agora, consideremos uma variac¢éo geral sobre acdo tal que

A t2 A ~
551 — 5[ / dtL(q,q,tﬂ

t1

_ / N [5(at) L+ drL

t1

ta dot - dL
= iy L+ ==
/t1 dt[d + & +d5t]

to d - .
= / dt [(Ldt) + 504 : (2.31)
o Ldt
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calculando a variacéo 6oL

R oL . . OL d .
— ] ]
oL . . d (oL . _ d (oL :
= 004 + — | —=00¢" | — — | = 7l 2.32
By dod’ + <aqj5°q> dt (aq'j> %04 (2.32)

assim a variacdo da a¢éo pode ser expressa como:

5 2 1d (. OL . .\ 8oL ...
5.5 :/ dt | — | Lot + —60¢’ | + —=(6¢" — ¢’t) |, (2.33)
2,1 " p ( P 094 > 5qu( q q )]

onde

So@)  0¢7  dt \ ogi )"

O primeiro termo em (2.33) é o termo de superficie. Para que o Principio de Agéo
Estacionaria se cumpra, o segundo termo tem que ser nulo para qualquer variacéo 64

e Jt, conseqlientemente,
60§ _0
doq’

Lembrando (2.26)
532,1 =Gy — G,

e em congruéncia com (2.33), podemos identificar os G; com os termos de superficie

resultantes da variacio da acéo

G = ﬁaw%&oqﬁ
dGi
. 0L .. L.
= L—%qﬂ (5t—|—8A,(5(§].
o¢’ oq¢J

Definindo-se o operador momento canénico e o operador Hamiltoniano a partir do
operador Lagrangeano,
oL
= 87],

pode-se simplificar a expressdo obtida para a variacdo da acdo (2.25) e reescrevé-la

b H=1p;q - L,

da forma:

) . N t
§{a, talb, t1) = %<a,tgy (ﬁj&jﬂ - Hét) ‘: b, t1). (2.34)
1

e assim formular o Principio de A¢do Estacionaria em funcao do operador Hamiltoni-

ano.
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2.5 Relacoes de Comutacao e Equacoes de Movimento

Procurando gerar as relagées entre os diversos operadores na descricéo, fixamos o
estado final do sistema, deste modo se pode sondar como o operador A muda sob
uma transformacéo gerada pelo operador G. Como se observou anteriormente, pode-
se escrever a variacdo de um operador em funcdo do gerador das transformacoes
infinitesimais da maneira

onde A pode ser qualquer operador. Se tomamos como operador o das coordenadas

generalizadas, a variacdo sobre as coordenadas resulta da forma*
60 = +|G.d]

(i~ 1) ] = & ) ).

SURSESTES

usando a identidade

obtemos a relacio

6¢' = 3 [d'.py) . 08 F

Z‘ ~ A,L‘ ~q 7: kS /‘7;
“pid'od] .4 L t. (2.35)

se se faz variacdes s6 sobre as coordenadas a um tempo fixo (¢ = 0), o tltimo termo
em (2.35) é nulo, entéo

;1

5’\7/
=%

analogamente para o operador momento

o VR DU
[pj,q}ﬁqjiﬁpj[csq],qh

‘
h

Como vimos, pode-se escolher um operador adicional de forma que néo se altere o

. A i U Teai
0pi = 3 1Py Pil 00 £ 3P 04, i) - -

Principio Variacional, sendo um termo de fronteira na integral do operador lagrange-
ano, desta forma escolhemos

A g,

A =—pi¢’,

sendo o novo gerador das transformacées infinitesimais:

G' =G+ 6A = —6p;¢" — Hét,

consideramos de novo mudancas s6 a um tempo determinado (6t = 0), para assim

obter o gerador do deslocamento em p

G = —6p;¢.

*O ordem dos indices aqui é arbitrario, ja que estamos tratando com coordenadas cartesianas.
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Voltamos a calcular as variacées das coordenadas e momentos, mas desta vez
geradas pelo operador G'. Junto com as variacoes geradas pelo deslocamento de ¢,
obtemos um sistema de quatro equacgoes:

S = 3 [P ') 00 = oy 640, d)
Oghi = 3 Dy Pil 04 £ 205 0¢, i) -
b = 3 [d0p) & = 0w (0]
S = 7 [Pis OByl & £ 205 [0 ) (2.36)

impondo a condicdo de que os operadores ¢’ e p; sejam cinematicamente independen-
tes e assim:
~3 A ~ A
5pq =0 5qu =0,

encontramos que uma solucéo possivel para o sistema de equacées (2.36) é:
[5qu ) ql] ¥ = [56]7]31} F = AO7
[Qﬂ@jh = [pi, 6pj]+ =0,
ou seja, os operadores infinitesimais comutam (anti-comutam) com qualquer outro
operador. Assim, obtemos as relagoes de comutacgao (anti-comutacéo) entre os opera-
dorgep
[pi pily = [@.4']; =0, (2.37)
[4,9;] = ihd; (2.38)

podemos ver com esta relacio que se definem dois tipos de variaveis dindmicas, a que
cumpre relacées de comutacdo e a que cumpre relacées de anti-comutacéo.

2.5.1 Equacoes de Movimento

Agora considerando variacées somente no tempo, em coeréncia com (2.34), temos que
o operador gerador das transformacées unitarias é,

G, = —Hét,

e a variacdo de um operador qualquer vem dada por:
. [dA 09A

A= ——— 0t

( at ot ) ’

a que também é dada por



conseqiientemente, encontramos a equacio de Heisenberg

dd _ i[A,A}4-aA (2.39)

@&~ h -
que descreve a evolucdo temporal de um operador qualquer.
Se fazemos uma transformacéao sobre um estado qualquer (..., ¢|, tal que:

(“JV—<HWH<1+;éO,

sendo esta mudanca s6 no tempo, gerado por G;. Porém:
(oot =t =801,

relacionando estas expressées encontramos que:
5(wﬂ:—%pwﬂ@:%(wﬂﬁ& (2.40)

Para sermos mais exatos, tomemos o conjunto completo de operadores que comu-
tam A (t), de maneira que a um tempo ¢ eles possam atribuir valores a ao atuar sobre
os estados (a, t|, desta forma

(a.t| At) = alat],

se aplicamos um operador da forma (2.8) temos que

(a,t|UUTTA) U = ala,t| Uy
<aa t|/ A, (t) = a <CL, t|/ )

mas, A’ (t) = A (t + 6t). Assim o estado (a, | é 0 autoestado do operador A (¢ + 6t) com
autovalor a. Entdo podemos escrever este estado como

0{a,t
(a,t]" = (a,t + 6t| = (a, ] + 6t 2. ‘,
ot
alias,
0 {a,t|
ot = —d{a,t 2.41
ot (a,t], (2.41)
comparamos esta ultima com (2.40), e obtemos:
d{a,t| i ~
5 = 7 (a,t| H. (2.42)

Observamos assim que sem necessidade de um método de “quantizacao”, baseados
no principio variacional, podemos encontrar as relacoes de comutacéo e as equagoes
de movimento para os operadores e os estados.

30



2.6 Aplicacoes

2.6.1 Particula Livre

O operador Hamiltoniano que descreve o movimento de uma particula livre vém dado

por
52
H p

C 2m
e podemos expressar o Principio Variacional de Schwinger como

1 o At
d{q,tlqoto) = <q,t! [p5q—5t’HL \qo,to>
0

s

- 3 <q7tl [ﬁ5fi — Podgo — (ot — 5t0)[ﬂ |q°’t0>

>t

onde temos definido

usando as equacoes de Heisenberg

dp i . N
B i) <
i = il
dg i, oA i [ p?
L P Py
dt h [q h [q om
I A P SN
s 007 = =5 — (914, 5] + [4, 7] D)
_ P
m
das quais obtemos
p(t) = Po
. ., Do
t) = 2t —t
q(t) Go + - (t —to)
e desta forma
. (34— o)
P M )
2 = m? (4 — q)* 2 (¢* — 4do — God + G3)
0 (t — tg)2 At2
temos a relacdo de comutacéo
o . D . At
[q7 QO] = q0 + @(t - tO)a qo| = ——1h
m m
. . At
dog = qgo+ —ih
m
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entao

o _ (@200 + 4 — 5ih)
Po A2
_ 2(@2_2(?@0"’_@0)_777‘
At? At
reescrevendo
5o thaoto) = +{a.] [paq Poddo — (5t — 6to)H | lao,to )

St e D] .

@) (59 -

<q,t [ 64o) —
—(

(q —24Go + G3) |, ik
5t — ) 5 AP + 2At5At g0, %0

1 Agq m (Aq)? th
5 [mAt(SA ot 5 AR 2At(5At (q,t|qo,to)
: 2
0{a,tlaoto) _ [zm(Aq) L }
(¢, tlq0,to) 2h At VAL
im (Aq)? 1
1 - m 1
1 im (Aq)?
(q,t]q0,t0) AEGXP [% At

para encontrar a constante de integracdo A temos a condicdo de normalizacéo
(g tolqo,t0) = 6(q — qo)

de nossa solucio

A
lim (g, t|qo,tp) = lim —=exp
t—to t—

to \/Xt
da defini¢ao de delta de Dirac

n?z?) = §(x)

.n
lim — exp(—
n—oo /7

se tomamos como
2 m

= %nAt

vemos que se cumpre que
t —tg=—>mn— 0

assim para que se cumpra a relacdo de ortogonalidade temos que

m
2imh

e a amplitude de transicéo é dada por

m m (q — q)°
tlgo to) = At |
(q,tl90,t0) \/ﬁ [27@ At }
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2.6.2 Oscilador Harmonico Livre

Dado o operador Hamiltoniano para um Oscilador Harmoénico Livre

~ 1

=2 4 2@ (2.43)
e cumprindo com o Principio variacional de Schwinger

1 t
t

5 (g, tlgo to) = <q,t! {ﬁ5d—5t'lﬂ \qo,to>
0

s

]

= <q7t| [ﬁ&f — Poddo — (6t — 5t0)ﬁ} |QO,750>

>t

onde definimos

po= pt)  G=4q)

calculamos as equag¢édo de movimento tanto para o operador momento quanto para o
operador posicdo

dﬁ Z ~ 2~ i ~ 1 2 A2
Lo 2 H|l==21p=
dt h[p’ } h[’Qqu]
. 2
rmw AT A A A A
=~ (alp,d +[p.dl)
= —mw’ (2.44)
analogamente
g i Q. P
@ = A= [qzm]
L N Al
= —g,7 (pla.pl +14.0]p)
_ P
m

desta maneira conseguimos o sistema de equagoes:

dp 9
— = - 2.4
i mwoq (2.45)
dq p
hat: SR 2.4
gt m (2.46)
derivando (2.45) no tempo
¢p_ 1d4
dt2  mdt
e substituindo (2.46)
a2z~ CF



temos que:
p(t) = Acos(wt) + Bsin (wt).

Fazendo uso das condigbes iniciais, (consideraremos ¢ty = 0)

p(0) = po
A = po
dp(0)
Y _ B
dt “
= —mwdo
conseguimos que B vem dada por:
B = —mwqy

assim, a equacdo do momento em func¢éo do tempo é

p(t) = po cos(wt) — mwdo sin (wt)

substituindo a solucédo de p em (2.46) temos que:

dg 1
d—z = Eﬁo cos(wt) — wqp sin (wt)

e portanto
1
i(t) = —posin (wt) + ¢ t)+C
4(t) = ——posin (wt) + do cos (wt) +

usando as condigoes iniciais para o operador §

4g0) = do
o = Go+C
C =0

p(t) = pocos(wt) — mwdsin (wt)

1
1(t) = ——pgsi t J S (wt) .
q(t) mwposm (wt) + go cos (wt)
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Expressando o momento em func¢io das coordenadas

mw

po = m [q(t) — go cos (wi)]
p(t) = si:zuuj)t) [G(t) — go cos (wt)] cos (wt) — mwdo sin (wt)
= o A0 cos (@) — o

e substituindo no Hamiltoniano, este toma a forma:

2
o A{amloseniw-al} 1,
H = 5 + 5w q(t)
= LwQ {0082 (wt) ¢2(t) + G2 — cos (wt) [§(t)do + G q)]} + 1m(,ﬂ(j(t)Q
2sin? (wt) 0 0T A0 2
2 ,
mw 2 2 2 SR thwcos(wt) 1 o, .
= — £) ¢3(t —9 D a(t)g,] - Twcosiwt) | 1 y
2sin? (wt) [cos (wt) 4°(1) + 4o 0 () 4()do] 2sin (wt) + oM q(t)

na qual temos usado o comutador

W] = ggin(ed o

?
mw o (wt)

Agora reescrevemos a equacéo variacional para a funcéo de transformacao (2.44)

i o .

d{q,tlqoto) = 7 <q,t\ [p5q — Poddo — 5tH} lqo,t0 = 0>
7 mw N L mw
= 7 (g, sin (wf) [cos (wt) 4(t) — do] 0G —

mw? 2 ~2 ~2 Oy
—ot QSTW [cos (wt) @“(t) + g5 — 2 cos (wt) q(t)qg] —

_thweos (wt) 1mw2€i(t>2} |d0)

sin (wt) [G(t) — Go cos (wt)] 6Go —

2 sin (wt) 2
= ot % [cos (wt) () — Go] G — % [d() — do cos (wt)] 6o —
mw? thw cos (w
ot { o [P+ 8 — 2005 ) )] - Tyor o) )
— s (loos(wt) = o) Ba = g = avcos (o) o} +
imw? w cos (wt)

9t (g, t|qo)

—6t [¢* +qf — 2 t —
(0 + i = 2 05 () gao) 2hsin? (wt)  2sin (wt)

w1
B 2h sin (wt)

[(¢* + ) cos (wt) — 2qqo] + % In (Sin?}wto } (¢, t]q0)
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integrando

_ w Tmw 1 9 9 ) 7
(g, tlqo) = A ) eXp{Qh (D) [(¢° + q5) cos (wt) 2qqo]}

Para fixar o valor da constante A consideremos wt < 1,

_ w mw 1 2
{9, tlqo) = A sin (wt) exp{ 2h sin (wt) (7= ) }

além da condicdo de normalizacgéo:

(¢:tolgo) = 6(q — qo)
de nossa solugéo
. . w mw 1 9
lim (g, t|go,to) = lim A, | ————exp{ —-~——— (g —
10 (g, tlao.to) 1= sin (wt) exp{ 2ih sin (wt) (4= ) }

da defini¢ao de delta de Dirac

lim —— exp(—n?z?) = 6(z)

n—00 ﬁ

entao

oM w
 2ihsin (wt)

[ m
A=
2ihm

assim temos que a funcéo de transformacio é

mw mw 1
(q,tlq0) = \/ m exp {%sin (@) [(q2 + q%) cos (wt) — 2qq0] } . (2.47)
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Espectro de Energia e Autofuncoes

Podemos reescrever (2.47) como:

% ( zwt zwt)
q’t‘qo 2’Lh7‘(‘ ezwt e uut exp Qh 6zwt e zwt) (C] +q0> _2(](]0

zwt/2 [4(](]06 iwt (q +q0) (1+€—21wt)}
=t (1= e-2ut) ’

usando a Formula de Mehler[17][18]

<Q7t|qo>

>° 4z z—(ac2+ 2)(1+z2)
—(e2492) 2N\ L (5)"1{ o) = Y Y
nZOn' 2 n(x) n(y) mexp 2(1 _22) )
identificamos:
mw
T = —
3 q
_ e
y = 3 q0
Po— 6—iwt

assim, a funcéo de transformacéo para o Oscilador Harmoénico Livre toma a forma:

mw _;, mw 2 e t\" mw mw
i) = e e [ (4 )] Y (G ) (\/7Q> i ()
n=0

(2.48)
no qual H, sdo os Polindmios de Hermite.

Se na fungéo de transformacio igualando ¢ = ¢y e integramos sobre as posigoes ¢,
encontramos uma relagdo com o trago do operador evolugdo temporal:

/d’Uq (q,t|lg, to) = /dvq <q7t0!€ iH (t=to) \q,to> =tr (e‘iﬁ(t_to)) , (2.49)

sendo nossa func¢io de transformacéo a funcio (2.48), expressamos o lado esquerdo
de (2.49) da forma:

> mw iwt(n mw mw mw
/dvq (g tlg, to) = Z We Hnt1/2) /dqexp (—7q2) Hpy ( hQ) Hy, ( hQ)
n=0 ’
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usando a relacéo de ortogonalidade dos Polinémios de Hermite

+oo
/ dze ™ 2 H, (z) Hp (z) = n12"/Tnm

—0o0

encontramos que:

= mw —iwt(n h n
/qu (¢,tlg,t0) = Z \ 222 € « +1/2)\/ MTL!Q VT
n=0 )

=Y eietntl/2) (2.50)

n=0

A parte direita de (2.49) é dada por

id ad i
(e ) = [ <q, tol Y [En) (Eal e—ﬁ“|q,to>
n=0

o0

iEn
= ST [dyla ) (Ealato
n=0
n=0 n=0

comparando (2.50) com (2.51), identificamos o espectro de energia como:

E, = hw <n + 1) (2.52)

e as auto-fun¢ées tomam a forma:
b, (q) = (&)MH g ) exp (- 20%) (2.53)
n D=\ g2 pp2 n\Wr )P U1 '

Desta maneira, podemos escrever (2.47) de maneira mais compacta

o

(0. tlgo) =Y _ e /M (q) 1), (qo) - (2.54)

n=0
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Capitulo 3

Variedades Riemannianas

A quantizacdo de uma particula livre ndo-relativistica em espacos curvos é um
dos mais controversos problemas da mecanica quéntica. Os principais problemas
que se apresentam nesta quantizacédo, sdo o ordenamento dos operadores e a nao
conservacédo das relacdes de comutacio.

Estudiaremos a formulacdo da Mecanica Quéantica em espacos curvos partindo do
Principio de Acdo do Schwinger, porém ainda este problema apresenta muitas dificul-
dades, originadas principalmente pela ndo comutatividade do momento com a parte
cinética do Hamiltoniano. Propomos definir um operador momento generalizado que
leva a invariancia das relagdes de comutacdo da teoria. Além disso, estudaremos
o comportamento do momento sob transformacao de ponto de coordenadas que nos
levara a uma definicdo de Hamiltoniano quéantico invariante sob transformacéo de
coordenadas, diminuindo a ambigiiidade introduzida na teoria pelo problema de or-
denamento dos operadores.

3.1 Representacao de Coordenadas e Invariancia das
Relacoes de Comutacao

A descricdo dinamica do sistema mecanico quantico é dada pelo conjunto geral de
operadores coordenadas ¢’ e momentos conjugados p;, sendo operadores hermitianos.
Escolhemos os autovetores das coordenadas como vetores bases, cumprindo a relagédo
de completeza e ortogonalidade. Consideraremos a representacéo de Schrodinger, na
qual os operadores ndo variam no tempo, enquanto que os estados do sistema tém
dependéncia temporal. Além disso, ao supor que as coordenas ¢ sdo coordenadas
em uma variedade Riemanniana, com uma métrica associada g;;. Podemos desta
maneira expandir qualquer vetor estado da forma:

[, 1) = / dvg 1) (1, )
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onde dvy é o volume da variedade e (¢'|¢),t) = 9 (¢, t) é a funcéo de onda do sistema.
Assim, a probabilidade de encontrar o sistema num volume dv, em torno do ponto ¢’ a
um tempo t € | (¢, 1) |2 dvy . Esta interpretacdo depende da condic¢do de normalizagéo
dos estados:

(¢ldy=A(a—d),
com A (q — ¢') sendo a distribuicdo delta de Dirac generalizada. Para manter a pro-
priedade:

[ dvF @5 (=) = F () 3.1

da qual se desprende que:

[F(a)-F(d)]A(g—d) = 0
0A (q A q

F o) - F o)) 29 o A g) (32)

pois o elemento de volume é dado por dvy = d¢’\/g (¢'), entdo a delta de Dirac Gene-
ralizada é definida como:

Alg-d)=

além disso, temos as propriedades:*

dA(q—d)  9A(a—d) 1 0vg(q)

—q4) _ “4) A —q 3.4
o e T oq (a—d), (3.4)

) L OA(q—d ) L OA (g —d )
(¢ —¢) 2209 _ iy PRA-d) g (g, (3.5)

oq’ 0q7
Procurando manter inalteradas as relagées de comutacéo (2.38). Portanto, calcu-
lamos o elemento de matriz do comutador entre as coordenadas e os momentos:

(al (4, 5] 1") = (qlinsiilq")

consequentemente

{(q| (4'P; — p;d") |d") ihdA (q—d)
(¢" = d") (alpsld’) = ihS;A (a—d)

usando as relagoes (3.1)-(3.5) encontramos o0 momento na representacio de coordena-
das na forma geral:

. ., 0
(dlld) = (~ihgs + 75 (@) A a-a). 3.6)
*Este termo pode ser avaliado tanto em q quanto em q':
A (g —d) 9A(a—d') 1 90yg(d) )
. =— . — : A(q— 3.3
o a0 < s o)A ¢
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na qual, F} (¢) é uma funcdo suave das coordenadas. Fazendo uso das relacdes an-
teriores podemos calcular o comutador entre o momento p; e qualquer funcdo das
coordenadas g ()

(dllg(a),p]ld") = (dlg(a)D; —pig(a)ld")
= /dvq (¢'l9 (a) lg) (alpslq") —/dvq (¢'Ibjla) (alg (a) 14")
= ?/dvq (d'|g(q)]q) a(?;iA(q_qH) +/dvq (d'|g(q)]q) x
xF; (q) A (¢ —q") _?/d”qaiw‘A (¢ —q) (dlg (@) 1d")
- [ dvFia) A - ) Galg (@)1a")

= o)~ 9(a")] 82# (¢ —d") + [Fi (d") = F: (¢)] (dlg () |d") .

pois
(dlg@d")=9(d)A(d—4"),

e fazendo uso de (3.2) encontramos que:

(d|[g(a),p;]ld") = ihag;q-/)ﬁ (¢ —d"),

assim
99 (q)

oqt
Alias, o momento tem que manter a relacdo de comutacéo (2.37). Entao, tomamos

l9(q),p;] =ih

o elemento de matriz do comutador [j;, p;] e obtemos que:
(allpodalld) = g (alpda) (@110 = (alpla) (1o k)
/i "
_ / dvgr [(—ihaA(q ) L Fga (q—q”)> (—ihaA(q 9

aqi aq//j
) aA ol
+F(¢")A(d"—q)) - (—Zh(gqj 7) Fi(@9)A (g~ q”))
) aA I
(B R @) A ) )]
_n
= ih/dvqu [—ém(gqiq)Fj (q”) A (q” — q) —Fi(qg) A (q — q") X
OA(¢"—q) | 0A(q—4q")
X5 og b (@) A(d"—aq) +
OA(¢" —q
+ Fj (Q) A (q - q”) (gq”l)}
- o [0Fi(q)  9F;(q)
5.1 = _ J o
uma vez que este ultimo termo tem que ser nulo, inferimos que F; (¢) é
oy _9f(9)
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3.2 Operador Momento em Variedades Riemannianas

Podemos reescrever (3.6) da forma

(alpild’) = (—zﬁaaz + ag;?)> A(q—-d), (3.8)

porém, ndo sabemos nada sobre a fungéo f. Para sondar um pouco isto, exigimos que

o operador momento seja hermitiano, entdo deve se cumprir que

(@lpilv) = (Ylpile), (3.9)

introduzindo duas relagoes de completeza das coordenadas no lado esquerdo da equacgéao
(3.9) e usando (3.4), temos:

Wlde) = [ [ dvadog telaalinld) '10)
= [ [ v < ﬁaal—l—a](;;?))A(q—q’)w(q’)
= [eava@e @ (5o + ) v

h 0 0 Op* 0
_ ! / a'q [aqiw@*w - @*w—ﬁ oy w} + [ eavse gt
8
1 0y 10
(plpily) = / a9 (@Q)Yih | F aq ZW;Z] ©*

reescrevemos a equacéo da forma:
a ih 9v/9(Q) L "
; /g (
(plpil) = / q [ ( F o aq)s@]

ja que a ultima expresio queremos que seja igual a:

(ol = [ ava | (—ings + 5% ) o]

para que (3.9) se cumpra, temos que exigir que:
of* 10

A ] + 7

aqz f 6q qz

assim a solugéo é:

of  ih 1 0\/g

¢ 2 /g 9
escrevendo a ultima expressdo de maneira mais sucinta definimos
1 0v/g(a)

Vo(q) 9¢

portanto, o momento generalizado na representacio das coordenadas é:

h (0 1
pia) =1 (e i@). 311

Li(q) =
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3.3 Deslocamento Paralelo

O Principio de Schwinger nos permite uma outra abordagem para encontrarmos a
generalizacdo do operador momento na representacdo de coordenadas. Tomando a
variagoes do operador acao na forma canoénica e do Principio de Agéo:

Slal) = 7 (@ldSI0) = +(alpidd’ — H6t]), (3.12)

tomando variacées s6 nas coordenadas, o membro do lado esquerdo de (3.12) pode ser
exXpresso como:

§{qly) = <8f§y> - wn<q!w>> 5q". (3.13)

o segundo termo desta equacéo é devido ao deslocamento paralelo da densidade esca-

lar (¢|¢)) de peso w.
Agora consideremos o lado direito de (3.12), tomando 6t = 0 para termos sé
variacdes nas coordenadas’ e comparando-os com (3.13)

falilo) = (505 + 0T (a1, (3.14)
restringindo-nos a uma variedade Riemanniana, a conexao vem definida por:
1 09yg
J \/g aqj :

Além disso, exigimos hermiticidade de p;, ou seja

(lpily) = / /G {la)alBily)

— }Z/dnq\/ﬁw* <8?]’ —i—wF],ji) P
h 0 0 h
= 3 [ g (Vi) - s (Ve + 8 [ ey,

i

somando e subtraindo o termo

h .
P [@avgveurtie
temos que
~ h n 0 * k  _* h mn k%
{plpily) = — [ d"q ¢ (V9¢") +VauTye | + = | d"av/gpawlye
hof o \
LY —
= =7 d"q\/g |¥ aqi"‘xwrki ® +; d"*q/g¢(1 + z)wlye
h *
gt

h 0 h
= = / d"q./g [ﬂ) <aqi +(1+ ww)F‘rEi> @*} T3 / d"q\/g(1 + z)uT 0",

tEstamos tomando o operador das variacéo da posicdo proporcional ao operador unidade §§° = d¢'1,
caso contrario, devemos tomar algum tipo de ordenamento sobre o produto p;5¢".
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para cumprirmos com (3.9) devemos resolver o sistema
l+zw=w 1+z)w=0

cuja solucgéo é

Com este resultado podemos escrever a forma generalizada do operador momento
como:

h (0 1
(i) = (s + 5T G,

que é completamente consistente com (3.11). Além de encontrarmos que a func¢io de
onda é uma densidade escalar de peso w = 1/2.

3.4 Transformacao de Coordenadas

Consideraremos uma transformacédo de ponto arbitraria:
~ ~/
qQq—q,

descrevendo nosso sistema com as variaveis §. Podemos expressar o Lagrangiano e
a Acdo em funcéo das novas coordenadas q':

i/ > A _ﬁ NP
q,q9 | = 9,9/,

to

S (it . t1) = /

dti (5’7 q’) .
t1

Assim, o principio variacional é covariante sob transformacées de coordenadas
arbitrarias ,

d <qév t2|qiv 751> = % <q&, t2’5‘§/ ((j/Q’ to; Ljia 751) |q/17 t1> ) (315)
ou seja, o principio (3.15) nido é idéntico ao principio (2.26), embora mantenha a
mesma forma. Além disso, se considerarmos variagées nas coordenadas e no tempo e,
acompanhamos 0 mesmo procedimento do capitulo anterior, encontraremos as mes-
mas equagoes de movimento e relacoes de comutacio que as correspondentes ao sis-
tema {q;}. Conseqiientemente, estas transformacoes sdo transformacoes “candnicas[13,
19].

Por outro lado, ndo conhecemos como o operador momento se transforma direta-
mente. Poupando esta dificuldade, fazemos uma transformacéo intermediaria. Con-
vertendo as coordenadas para momentos e voltando a transformar estes momentos
para novas coordenadas, ou seja, fazemos a operacdo: ¢ — p — ¢'. Nos valendo
da analogia com transformacées candnicas da mecanica classica, podemos definir o

operador agdo correspondente a estas transformacées como:

—_

S=-{d-q@)p}, (3.16)

[\
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na qual consideramos simetrizac¢éo para ndo termos problemas de ordenamento. Cal-
culando a variacdo deste operador temos

A

1 ) ) 1. . )
55 = 5 {60~ o' (&) .bi} + 3 {d" — @ (&) . 5p1)
1. 1. 1 1

como as relacdes de comutacio

[".p;] = ind,, (3.18)
[06',p;] = [d',0p;] =0, (3.19)
[66',¢"] = I[pi,0p;] =0, (3.20)

sdo mantidas, reescrevemos a variacio da acéo (3.17) da forma:
in o osise L s (AlY A NN A
05 = 64'Pi+q'0pi— 3 ({6¢" (&) ,p:} +{d" (&) ,op:})

e e L (08(d) i . i (A .
= 5qu-+q5pi—<{ qfq)éq”,pi}Jr{q (Q'),cspz})

2 0q"
s L[08(d) O\ i iss L (0G(D) 1cai a1 L gai (A sn
Pidq —2{ g7 P 6G” + §'0pi — 5 B3/ 167, pi) +{4" (&), 0pi} ) | »

porém, mantendo-se a forma candnica da variacédo da acéo:
88 = pi6g’ — p;oq",
identificamos 0 novo momento nas coordenadas linha como um vetor simetrizado:
MRTCTN

1(0q'(d). | . 04(d) 1/(.0¢() . 0§()

2 pZ an/J pZ an/J
_ 2 94'(d) | 1[9d'(d) .
— pZ an/] 2 an,] 7pZ ] (3.21)
também tendo o possivel arranjo:
A 1 (04'(d) .
p;' = 2{ aq,j »y Di
1 8%‘ / A AaAi / 1 8%’ / . 8%’ / .
= 5 qA(,q-)pz“i‘pz’ qA(,q-) +3 qA(,q»)pz‘— qA(,q»)pi
2\ 0q” 0q" 2\ 09" 04"
9§'(¢) . 1[94'(d) .
agi P o | Tags P (3.22)

esta transformacédo concorda com as propostas de [13, 20], as quais fazem uma abor-
dagem completamente diferente.
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3.5 Hamiltoniano Quantico para uma Particula Livre

A construcédo de um Hamiltoniano quantico tem apresentado uma ambigiiidade nas
distintas aproximacdes a Mecanica Quantica em espacgos curvos. Devido aos proble-
mas de ordenamento o Hamiltoniano ndo é inico. Em varias abordagens se tem pro-
posto diferentes tentativas para solucionar essa ambigiiidade; inicialmente, Podoslky
[21], propds o uso do operador de Laplace-Beltrami para a formulacdo Candnica
da Mecanica Quantica, também DeWitt trabalhou nessas tentativas, somando um
termo a mais ao Hamiltoniano proporcional a curvatura do espaco e usando o forma-
lismo de Integrais de Caminho de Feynman [11]. Esta contribuicio proporcional a
12 R* no Hamiltaniano néo é descartado nem confirmado, j4 que experimentalmente
medimos diferencas de energias e este termo néo contribui quando a curvatura do
espaco é constante, porém nem sempre a curvatura é constante, mas nestes casos a
contribuicédo do R resulta muita pequena e nado-detectavel.

O Principio Variacional de Schwinger ndo remove a ambigiiidade na escolha do
Hamiltoniano, todavia podemos exigir algum tipo de invaridncia na acdo sob algum
tipo de transformacéo e assim reduzir essa ambigiiidade.

Sob transformacoes gerais de coordenadas o operador momento transforma-se

o _1 8in(‘],) A
p] - 2 an/j 7p’L )

se consideramos a métrica como uma funcéo s6 das coordenadas néo apresenta pro-

como um vetor simetrizado

blemas de ordenamento ao propor que ela se transforme sob mudancas de coordena-
das da forma:

Py -

aqli 8qu]’ Kl
a¢~ agt 7

Sem tomar nenhuma representacdo privilegiada, existem muitos operadores Ha-
miltonianos quanticos que cumprem no limite classico

1 .
H = %pig”pj,

porém nem todos eles sdo invariantes sob transformacées gerais de coordenadas. Su-
perando essa dificuldade e mantendo a coeréncia com o Principio Variacional, cons-
truimos um Hamiltoniano hermitiano e invariante sob transformacoes de coordena-
das da forma®:

& L PR i 0 Lo\ ke
H = o Pkg DL+ + 1) g k|, (3.23)
numa forma mais compacta
. |
H=o (g YVapeg g pig 1/4) :
m

1R é 0 Escalar de Ricci, definido como a contragéo do tensor de Ricci com a métrica g*° Ray.
§Ver Apéndice A
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Note-se que o termo extra em (3.23) proporcional a %? é diferente de zero quando
0 espaco é curvo, e também em espacos planos quando sdo usadas coordenadas cur-
vilineas.

3.6 Operador Principal de Hamilton

Partindo do principio de Schwinger
i .
5 (a.talb,tr) = <a,t2|55271|b,t2> (3.24)

e supondo que a agdo S possa ser colocada de uma forma bem ordenada, no operador
W, desta maneira (3.24) pode ser expressa como
)

1) <a,t2|b,t1> = 7 <a,t2|5W2,1\b, t1>
1
= %5W271 <(I, t2|b,t1>

e assim, integrando, encontramos a funcéo de transformacéo diretamente do W
(a,ta|b, t1) = en V21 (3.25)

na qual a constante de integracéo foi incluida em .

3.6.1 Equacao Operacional de Hamilton-Jacobi

Agora s6 precisamos encontrar a forma do Operador Principal de Hamilton W para
conseguirmos obter a respectiva funcéo de transformacio. Sabemos que a evolucéo
temporal das amplitudes de transicdo vem descrita pela equacédo de Schrodinger e
considerando o resultado (3.25)

i SN gty e
_%<q’t|HW’> = o o
, OW
= % (0.t (3.26)

desta forma pode-se expressar o operador Hamiltoniano em funcdo do operador acéo

<q7t\f§[\1/f> =— <q,t!€g§/\w> (8.27)

Por outro lado, sabemos que o operador momento atuando sobre a representacéo de

ordenado

coordenadas se comporta da forma

7

. (g, tpsl) = Vi (g, t|Y) (3.28)
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. ) .
na qual temos expresso de maneira compacta V; = -2; + % \/g, assim

aq* Va9 0q*
{ ~ 0 1 8\/§ iy
—{q,t|pi = V2 ) en
= . tlpily) <aq" + 2.5 0¢ >e’
i OW 1 99
(h o 2,/9 O¢’ ) (. 1lY)
i ’ oW ih 0V§ v
—oa\"\ad " 2vg g
consequentemente

S _OW ih 0V _OW by
Pi= %8¢ "2y 04 0@ 2
assim de (3.27) e (3.29), conseguimos a equacio operacional de Hamilton-Jacobi

oW oW

(3.29)

Esta abordagem torna-se dificil devido a exigéncia de propor um operador orde-
nado W, escolha néo trivial para casos em que o operador métrico e o operador mo-
mento nao comutam.

3.7 Aplicacao: Particula Livre sobre um circulo

No caso da particula livre sobre o circulo o operador Hamiltoniano tem a forma sim-
ples:

H (8.31)

= bt
jé que o movimento é unidimensional e o radio é constante, o segundo termo de (3.23)
nédo contribui para o Hamiltoniano, além do comutador da métrica com o momento
ser constante.

O principio variacional de Schwinger nos diz que:

) ~ ATt
5(0,t00.t0) = ;<9,t| [ﬁgé&—&’ﬂ]t |90,t0>
0
= = (a.t] [po()0b(t) = pult)o0(to) — (5t — 6to)H lao.to)

As equacoes de Heisenberg vem dadas por

O] g ]
i (o] + ] )
= 7522 (3.32)
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resolvendo a equacéo diferencial temos que

=00+ L2 (t—t) (3.33)

f deve cumprir com as condic¢bes periddicas

~

0, = 0+ 2nm (3.34)
assim,
A~ A (0) 2 (é B ég)
= = mE
Af
_ 2
= mR At (3.35)

substituindo no Hamiltoniano

N\ 2
) 1 L AD
o = 2mR? (mR At)

mR? /s2 .2 .. A s
- m(e +90—990—909n> (3.36)

usando as relagdes de comutagéo obtemos que

|:é7ﬁ0] = ih
mR2 1. -
= - 10,60] (3.37)
assim A
P i
10.60] = == (3.38)
e o Hamiltoniano fica como
. mR2 (.2 .2 n ihAt
H — 2At2 (9 + 00 - 2900 - mR2)
mR? /.2 .2 .. ih
= o5 (9 Ny 2090) - o (3.39)
6(0,t100t0) = = (0.4] [3o(t)0D(t) = pulto)o0(to) — (5t — to) ] |0o.to )
1 mR? PO mR?
— h<0t|[ (9 00)5(9—90)—5( t)2At2(9 +90—2090)
ih
+6(t - tO)QAt] |00, to)
imR? (A6 AG?
= [ - <At6A0 2At26At> MéAt] (60,100 to)
desta maneira conseguimos que
5 (0,t|00to)  imR% _ [ A6 1
O.i0oto) ~ h ) oAr ) §5lnAt (3.40)
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integrando, obtemos

2 2
In (9, t|60.to) = @% - %m At (3.41)
A imR? (6 — 0p)*
<9, t‘@o,t(ﬁ = E exp 7 W (3.42)

na qual A é uma constante. Pela periocidade do movimento temos que 0 (¢) e 6 (t)+2nw
séo dois pontos indistinguiveis, desta maneira, a funcdo de transformacéo levara a
uma funcio de onda multivaluada e para que a probabilidade se conserve, devemos
substituir 6 (t) — 0 (¢) + 2n7 e somar sobre todos os nimeros inteiros, restringindo os
valores que pode tomar a coordenada 6 entre 0 < < 27 , no qual excluimos o ponto
27 para evitarmos dupla contribuicdo dos pontos idénticos # = 0 e § = 2.

R2 0+ 2nm— 0
(g, t|a0, to) = F Z p I = o) (3.43)

n=—oo

podemos encontrar o valor da constante A usando a condi¢édo de normalizacio

1
(¢,t0lq0,t0) = A(q — qo) = =0 (6 — o) (3.44)

Usando a formula de Poisson

S pleenn- L 35 5(5)eni

n=—00 k—foo

na qual f é a transformada de Fourier da funcéo f. Tomando como funcéo a distribuicéo
delta de Dirac cuja transformada de Fourier é

com o periodo T = 27

5<£>:27T5(x)—>3(£):1

2w 2
encontramos que

Z 0 (z+2mn) = Z

n=—00 k—foo
por outro lado temos que a funcéo delta de Dirac pode ser expressa como

0(z)=— elle

k=—o00

Assim, podemos expressar o lado direito de (3.44) como uma somatoéria de Fungoes
deltas periédicas

(¢, tolqos to) = Z 5 (0 — 0y + 27n) (3.45)

n*—oo

além disso temos a definicédo de delta de Dirac
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lim L exp(—1222) = (z)

l—00 /T

que podemos reescrever a parte direita de (3.45) da forma

1 oo oo
= _Z §(0—0g+2mn) = _Z 5 (R[O — 6o + 27n])
= lim — e PRAO—002m)? (3.46)
S, l—o0 /T
e comparando com a solugédo (3.43)
, A S mR? (0 — O + 27n)°
Ji o) = iy s 3 x| 000
temos que
2 __m
2ihAt
quando

t —tg=—>mn— o0
desta forma para que se cumpra a relacdo de ortonogalidade

m

= 4
2ihm (3.47)
e a amplitude de transicédo é dada por
m > mR? (6 — 0y + 27n)?
(q,tlqo,t0) = mﬂ;@ exp | = AL (3.48)

Espectro de Energia
Aplicamos a formula de Poisson a (3.48) tal que
[e.e] oo 2
_ ia(A0+2n)? — i T g2
(g, tlao.to) ﬁn;m e 58\ = k;)o exp —i {k - k:Ae]

na qual se usou a transformada de Fourier

e com
m
B 2ihm At
0 - mR?
~ 2hAt
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assim, reescrevemos (3.48) como

27r hAt
(q,t]q0,t0) =5 R Z exp—z[ — n(@—@o)] (3.49)

agora igualamos ¢ = ¢ e a integramos sobre as posi¢ées ¢ encontrando assim

/dvq (q,t|q,to) Z/dvq <q,to]€ wH(t—to) lg, t >:tr <e UG to)) (3.50)

porém de (3.49) temos que

2m 1 o 521 hAt
d t|q,t = dR——
/ Vg (q,t|q,to) /0 o Rn:_ooexpz [n s }

i 7l'2L7L
- 3 e 2 A (3.51)

n=—oo

a parte direita de (3.50) é dada por

(i)~ f dvq<q,t0| S 1B <En|e—%HAtrq,to>

n=—oo
o0 .

- Z €_hE”At/dvq (¢, to| En) (Enlq; to)
n=—oo

= Y EEE) = Y R @
n=-—0oo S

comparando (3.51) com (3.52), encontramos o espectro de energia é dado por

2m2h2n?

En = mR?

(3.53)

Mais ainda, a funcéo de transformacao (3.49) resulta ser a fungédo classica Theta
de Jacobi, definida como uma funcgéo analitica em duas variaveis:

03 (z,7) = Z exp (m'n2T + 2m’nz) (3.54)
nez

na qual z € C e 7 € H (o plano superior Im7 > 0), sendo assim 63 uma funcéao real
avaliada em duas variaveis reais. Comparando-a com (3.49), reescrevemos a solucéo

como: .
(@, tlao,to) = 5505 (2,7) (3.55)
definindo
_Ad
z = —
2
_ _27ThAt
T = 7mR2 .

Este resultado é muito interessante, ja que tanto a func¢éo 63 como suas propriedades
séo bem conhecidas [17].
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Conclusao

Nessa dissertacao fizemos um estudo do Principio Variacional de Schwinger e seus
fundamentos com o objetivo de estendé-lo a aplicacoes em espacos curvos. Nos pri-
meiros dois capitulos fizemos a descricdo da cinematica do formalismo, seguida da
dinamica pela teoria derivada de um s6 principio fundamental: o Principio Variacio-
nal de Schwinger!

Vimos como o Principio Variacional é facilmente aplicavel em espacos planos, ilus-
trando isso com duas aplicagdes simples: a particula livre e o Oscilador Harménico.
Na primeira aplicacdo conseguimos encontrar a funcédo de transformacio que des-
creve a dinamica do sistema. No segundo, além de conseguir a fun¢ao de transformacéo,
encontramos o espectro de energia do sistema e as auto-func¢ées expressas em Po-
linémios de Hermite

Obtivemos que em espacos curvos o operador momento torna-se uma deriva cova-
riante sob a exigéncia de hermiticidade do operador, um resultado concordante com
outras propostas na literatura [20]. Vimos também que no estudo do momento sob
transformacao de coordenadas ele resulta-se transforma como um vetor sob simetrizacao.
Além disso, concluimos que a funcdo de onda ndo é um escalar sob transformacéo de
coordenadas mas uma densidade escalar.

Embora a formulacdo ndo permita eliminar os problemas de ambigiiidade na es-
colha do Hamiltoniano quéntico, propusemos um Hamiltoniano consistente com o
formalismo somando um termo a mais na contribuigdo cinética, termo que é depen-
dente da geometria do espacgo, que contribuira tanto em espagos curvos quanto ao uso
coordenadas curvilineas em espacos planos. Este Hamiltoniano é consistente com
outros trabalhos como o apresentado em [22].

O problema da particula sobre o circulo néo apresenta problemas de ordenamento,
e a contribuicdo extra do termo cinético é nula, por ser a métrica do espago é cons-
tante. A funcdo de transformacdo que descreve o movimento de uma particula so-
bre um circulo é expressa como uma Funcéo especial Theta de Jacobi, sendo quase-
periodica.

Faz-se necessario o desenvolvimento de outras técnicas mais eficientes para a
resolucdo de problemas via o Principio Variacional, pois as principais dificuldades
se apresentam quando tentamos resolver as equacgdes de movimento para os operado-
res candnicos, e elas ocorren pela ndo comutatividade entre o momento e a métrica.
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Tentando facilitar estes calculos poderiamos usar a equacido quéantica de Hamilton-
Jacobi, porém tem-se que postular um “operador acdo”’ordenado e esta escolha ja
apresenta grande dificuldade e ambigiliidade no caso da particula sobre a esfera.

Entre as possiveis extensoes deste trabalho esta a resolucdo da particula livre
sobre uma esfera bi-dimensional e sua generalizacdo a qualquer dimenséo.

Sendo mais ambiciosos, tem-se principal interesse no estudo do atomo de hi-
drogénio, que sendo o analogo quantico ao problema classico de Kepler e aproveitando
suas simetrias pode-se considerar as transformacées Kustaanheimo-Stiefel, as quais
nos levam de um espaco plano tridimensional a um espaco quadri-dimensional com
curvatura e torg¢ao [23], tornando assim possivel a aplicacdo do Principio Variacional

em espac¢os curvos.

54



Apéndice A

Transformacao de Coordenadas para o
Hamiltoniano

Numerosos Hamiltonianos quénticos livres podem ser reduzidos ao limite classico:

H= %9 inpj,

porém nem todos eles sdo invariantes sob transformacoées gerais de coordenadas.
Consideramos o Hamiltoniano de uma particula livre sobre um espago curvo como
sendo o Hamiltoniano quintico mais simples:

X 1
H = Tpigij, (A.1)
m

conhecendo como o operador momento e a métrica se comportam sob transfor-
macéo de coordenadas

Lo Lo o
i 04" 047
ny _ @qk aql g, (A3)

nos dispomos a exigir a invariancia do operador (A.1). Faremos frequente uso da
relacdo de comutacao entre qualquer fungao das coordenadas e o operador momento:

0

[f (@), px] = z‘haquf (q). (A.4)

Tomando (A.1) nas coordenadas transformadas

2 1 NN
H = %pig”pj,

substituindo (A.2) e (A.3) observamos que o Hamiltoniano transforma-se como:

gzl[l@ﬂ 8@")8@’1‘6@%“(84% Wﬂ

om |2 \ogit" TP ) ok ag ¢ \ agi?
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o L 1o oty Lo aA'Zaq’JAkl agm (0 9g"
- 46Q’an8q BT gt gaE ag | agiPm 8G™ G

1 g7, [0G™ (8 o™
+ 4pkg "pr+ 4pk g’ 8@,329 —ih 85 047

i - 1 {109 . Oq”gklﬁ 21 10q"™ 0" , 8q”g P _ihog" P aq" 8q’Jg 0 0§
105" gk 10¢™ " ogF” T 4 0git " gk 0§ dg™ 0G'I
+1A ~kl A +1A NN Zh aq] 8 (9
ARG DU G PRGTPL 4pk g g oG 0
~ 1 1 “ 8@” . 8 ann 8”’ kel 1 ~kl 8(1
H = —<-\Phay tih| 755 T4 P asn
o {2 [p aq" +1 <8q" 8q”>] oG 79 bt 2Pk9 Di 4 p ¢ +
(200 o' aq’jgkl o 94\ m aq’ﬂ o o oGm
9" 93" ) | oGk a3 g™ 9g'i Peigg 9 \ agm aqi
. 1 (L. . ih/ @ 9¢"\ 0¢" ,,. ih. 04’ o og™
H = — |Zp.4M wm klp U Skl ‘
o [2}%9 D+ <8q 8“”) 8qu9 Dl 4pk: aq g ogm 94
hQ 0 8@” aq” 8q,‘7 Kl a GAm 1 ~ akl A ih ﬁq/] Kl 0 3ij
+4<www)wwwg oo ) 3090~ P g o
. 1 [ . 8 95"\ aq" ,, 1 K/ 9 8¢\ 04" d¢7 ,, [ O AG"
H = —— Kl kl - ' Kl '
oo (755 (o) a9+ s (oo ) agt o (a7 0
ol oy BP9 [ 3097 (9 99"
= P T g |9 o \agmoags )| T

+h72 iaq” aA/z 8qu]‘ng o aqm
8m \ 9¢" 9¢" ) 9k 9¢ aqgm 0§ )

Notamos assim que o Hamiltoniano (A.1) néo é invariante. Porém observando os
termos extras na transformacéo e sabendo que a conexéo se transforma como:

p= 0 (000
J aq/j aqn aql]

construimos um termo da forma:

<88A + F>g rj, (A.5)

o qual é hermitiano e se transforma sob mudanca de coordenadas como:

0 +1F’- g = &jnile@r +1 d 9" aq/iglkaq/ja(jm
8@2’ 927" J [“)Q/i acj” 28@” n 9 8@” a(j/z‘ 8qu 8qu aq,j

o¢" 9 194" 1/ 0 0¢"\] 0§" ,0¢7 [ & O™
. - T, +—- . :
+ [8(}” aqn + 2 8(}” + 2 (3@71 8@” &jl 9 aqk aqm 8@’3

a , g B 8An 3 aA/z lk a(jn 6 aA/z kaqﬁj 8 aqm
(aw-f‘ F)g Fj - 8q”3q oGl Ly +aq/i3(jn 3(]9 oGk \ 9gm 9’7
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Assim, construimos um Hamiltoniano hermitiano e invariante sob transformacéo
geral de coordenadas da forma:
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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