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RESUMO

Este trabalho explora a relacdo entre a equacédo de Fokker-Planejuacdo de
Schrddinger para estudar solugdes da primeira equagédo. O pontdidie @ estudo do
potencial de Morse, seguido pela geragdo de potenciais isoespectraotencial de
Morse, usando o formalismo de Supersimetria em Mecéanica Quadscgotenciais
quanticos isoespectrais possuem 0s mesmos autovalores de dagugiancial original,
mas as fungbes de onda séo distintas. Dessa forma, a probabilidextesigéd resultante
da equacéo de Fokker-Planck, que pode ser escrita como uma expansdorigstasie
onda conduz a resultados diferentes daqueles obtidos para o potenaial gegando

toda uma classe de resultados novos.



ABSTRACT

This work explores the relation between the Fokker-Planck equationhand t
Schrddinger equation in order to study solutions for the first one. talteng point is the
study of the Schrodinger equation for Morse potential. The next stepdstermine the
isospectral potential by using the formalism of Supersymm@rteantum Mechanics.
Quantum isospectral potentials have the same energy spectrum ofigimal Morse
potential, but the wave functions are different. Therefore, thesitran probability that
results from the Fokker-Planck equation, leads to different resaitsthose obtained for

the original potential.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Uma particula macroscopica suficientemente pequena imersandiquido exibe
um tipo aleatdrio de movimento, devido ao choque com particulas vizinhasr @star
interagindo com algum sistema externo. Assim como a particulanefiquido, existem
varios outros fendbmenos similares, por exemplo, as flutuacbes dateceréstentes em
um resistor elétrico [1]. Esse fenbmeno é conhecido como movimentmigrme revela
claramente as flutuacfes estatisticas que ocorrem em um sistema.

A equacao de Fokker-Planck, primeiramente foi aplicada a probletaagonados
ao movimento Browniano. Esse movimento envolve flutuagbes originadas de varios
pequenos disturbios, que faziam as moléculas se chocarem com Eadweu redor.
Devido a estas flutuagdes, tornava-se impossivel determinar agpesata das particulas,
sendo possivel apenas determinar a probabilidade de acha-la em ca&ota regi

Na literatura, ha varios exemplos de aplicacdes da equacdo de Ptdhek-em
areas da biofisica, como estudos de tensor de atrito moleculan@araentos rotacionais
e translacionais de particulas Brownianas préximas a superfiglesanalise do
comportamento de ions grandes ou pesados em fluidos submetidos a cancpo[&e
entre outros. Isto mostra a versatilidade e importancia dasag® da equacao de
Fokker-Planck, que pode ser usada em diferentes campos da ciéncifisaarin estado
sélido, otica quantica, fisico-quimica e biologia.

A equacéao de Fokker-Planck pode ser resolvida analiticamente gans ahsos.
Existem varios métodos de solucdo que podem ser utilizados pararessi@eequacao
[1]. Este trabalho tem por objetivo explorar a relagéo ergrpiacéo de Fokker-Planck e a
equacao de Schrodinger para estudar a distribuicdo de probabilidatipide sistemas,
através da solucdo da equacdo de Fokker-Planck. O ponto de partidatugloo des
potencial de Morse, seguido pela geracdo de potenciais isoespectraotencial de
Morse, usando o formalismo de Supersimetria em Mecanica Quantica.

Desde que foi introduzido [4], o potencial de Morse tem sido usado e\

varios fenbmenos, como, por exemplo, pontes de hidrogénio em modealos fiara o
1
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DNA [5,6]. Inumeros trabalhos tém sido dedicados ao estudo do poteediébrse do
ponto de vista quantico [7-9]. Estudos desse potencial do ponto de visteoctasgiém
sao relevantes, porém mais escassos [10,11].

Potenciais isoespectrais obtidos a partir do potencial de Morse possoE@smo
espectro de energia do potencial original, mas funcbes de onda dgefé@}. Uma
sugestdo do uso de potenciais isoespectrais associados a equagidetePlanck é
apresentada na ref.[13]. Uma aplicacdo para esse tipo de poterstia utilizacdo no
contexto bioldgico para descrever impurezas em estruturas aghidos, que podem ser
representadas por proteinas ou pela descontinuidade no arranjo éaslasale tubulina
[14,15].

No segundo capitulo deste trabalho, € apresentada uma introdiE@mntee a
equacéao de Fokker-Planck e distribuicdo de probabilidade que permésenvolvimento
e facilitou a interpretac@o dos resultados obtidos. No capitulo 2geapado o método de
solucdo da equacgédo de Fokker-Planck. Na abordagem adotada neste eagduacao de
Fokker-Planck € modificada de forma a se parecer com a equacédo de Schrodinger.

A Supersimetria pode ser utilizada na resolucdo de equactescdesealo tipo
Schrédinger. Nesse sentido, no capitulo 4 o potencial de Morse origstabd@do usando
o formalismo matematico da Mecanica Quéntica Supersimétricpotencial isoespectral
ao potencial de Morse é apresentado. No capitulo 5 € mostrada aocedaa€ékker-
Planck para o potencial de Morse e para o potencial isoespattpatencial de Morse.
Como ilustracéo dos resultados obtidos, exemplos numéricos sao indicacagitulo 6.

Por fim, no capitulo 7 sdo colocadas as conclus@es do trabalho.




CAPITULO 2

EQUACAO DE FOKKER-PLANCK

Neste capitulo é apresentado como deduzir uma a equacdo de FokkeraPlanck
partir da equacao de Langevin. A equacdo de Langevin pode ser iaapreo uma
equacao de movimento e esta associada a equacdo de Fokker-Plaimeckreéssdver a
equacao de Fokker-Planck, implica em resolver a equacdo de Langevirgjapu s
determinar a distribuicdo de probabilidatie:, t).

Considerando uma particula movendo em uma dimensdo num meio ViSCOSo e
sujeita a uma forga aleatoria, devido ao impacto com as molémlagio, 0 movimento
dessa particula pode ser descrito pela a equacéo de Langeviraerariavel, que € dada

por

dx
— =@+, 21

em quef(x) € uma funcdo de, e o ruidoé(t) é a varidvel estocastica, isto €, uma

variavel aleatéria dependente do tempo, que possui as propriedades
G@)=0 (2.2)
E®EE)) =T8(t —¢t). (23)
Discretizando o tempo em pequenos intervalesdenotando paox, a posicdo no

instantet = nt, a equacao de Langevin (2.1) pode ser reescrita na forma dataetia

seguinte maneira:

X1 — X = Tf () + &5, (2.4)

em queé, € uma variavel aleatoria dependente do tempo que possui as progriedade
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($n) =0 (2.5)

@y ="r/r, (2.6)
sendol” uma constante. As equacdes (2.5) e (2.6) correspondem a versébzdsa das
equacgoes (2.2) e (2.3).

Assumindo queb,(x,) seja a distribuicdo de probabilidade da variaygl sua

funcao caracteristicg, (k) pode ser escrita como

ga(k) = (e¥n) = [ eton By (o, @7)
entdo, € possivel escrever,

Gns1 (k) = (exm+r), (2.8)

A partir da equacédo de Langevin discretizada (2.4) podemos reesceyeacao (2.8), de

forma que a fungéo caracteristica € escrita

Gnr1(K) = (eKPntTf Cn)+Ténl) (2.9)
ou, tendo em vista que, eé,, sdo variaveis independentes,

Gn+1(k) = (e*lmtT/Cm)l)(piktin), (2.10)

Podemos expandir, (k) em série de Taylor, até termos em primeira ordem de

A primeira média do lado direito da equacéo (2.10) fornece

(el Gnl) = (eikn(1 + ikef (x,)}) = (&™) + thr(f (x,)e ™),
(2.11)

enguanto a segunda média pode ser escrita como
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. 1
(efrén) = 1+ ikr(§n) — S k*T(ER). (2.12)
Aplicando as propriedades (2.5) e (2.6) na equacéo anterior, temos que:
. 1
(ekTén)y =1 — EkZTr. (2.13)
Utilizando das equacdes (2.11) e (2.53).1 (k) € expresso da seguinte forma:
, T ,
g1 () = ga (k) + T {ik(f (ro)eten) — R (een)). (2.14)

Através da definicdo (2.7) os termds(f(x,)e**n) e —k?(e**n) podem ser

escritos como:

. d . d
el f (en)e ™) = (f () T—e"n) = — f ettn —— [f (xn) P (xn) ] dxn
(2.15)
e,
. d? o A2
—k?(et¥n) = (melk"ﬂ = f etfom o B, (xn)dxy,. (2.16)

Substituindo as equacdes (2.15) e (2.16) na equacao (2.14), obtemos:

2

. d rr . d
Gna (k) = gn(K) + r{— [ et g U Pl + [ o Pn(xn>dxn},

(2.17)

ou ainda,
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. d rr . d?
gn+1(k) - gn(k) = T{_ j elkxnd_xn [f(xn)Pn(xn)]dxn + EJ elkxn dxnz Pn(xn)dxn}-

(2.18)

Sendo g, (k) = feikxn Po(xn)dx, € gnia(k) = feikxn Ppy1(x)dxy,, podemos

escrever:

f ekn P (o) dx — f ektn P () dxo

= T{—feikxn dd [f(xn)Pn(xn)]dxn +£feikxn ddzzpn(xn)dxn}_

Xn 2 Xn,

(2.19)

Uma vez que as integrais sdo as mesmas, 0s integrandos devesiigeais.
Assim, as integrais em (2.19) nos conduzem a

~ d r d?
Pn+1(xn) - Pn(xn) - T{_d_xn [f(xn)Pn(xn)] + Empn(xn)}- (2-20)

n

Dividindo ambos os lados da equagéao (2.20)potomando o limite de — 0, temos

2

2Pl ) = =5 [ )P i O] + 52— P, ), @221)

Xn

que € denominada equacao de Fokker-Planck e fornece a evolucéo temporal da&stribuic
de probabilidad® (x,,, t). Portanto, resolver a equagao de Langevin implica em determinar

a distribuicdo de probabilidade, originaria da equacéo de Fokker-Planck.




CAPITULO 3

METODO DE SOLUCAO

A solucdo da equacao de Fokker-Planck em uma variavel pode ser ateartr
duas etapas. A primeira € a determinacdo da solucao estaciom®mEendente do tempo.
A segunda consiste em encontrar a solugdo temporal que descrevenemowvile uma
particula com relagdo a posi¢cdo de acordo com a variacao do #mpordagem adotada
neste capitulo, para analisar a equacéao de Fokker-Planck, pateaeirada em alguns
livros (veja, por exemplo, ref. [16,17]), uma revisao recente sobre o asstaita na ref.
[18].

3.1 Solucéo Estacionaria

A equacdo de Fokker-Planck unidimensional conforme deduzida no capitulo

anterior pode ser escrita como:

2

d d o
aP(x, t) = —a[f(x)P(x, t)] + EWP(x, t), (311)

sendo qu¢ (x) é a forca relacionada a um potentiét) e’ € uma constante.
Para obter a solucédo estacionaria no caso geral essa equagditaéagaves de

uma corrente de probabilidagig, t), definida pela equacéao:

aP = g 3.1.2
a (x,t)——aj(x,t), ( oL )

sendg/(x, t) dada por

ro
J(,t) = f(x)P(x,t) — EaP(x, t). (3.1.3)
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Na forma (3.1.2) a equacéo de Fokker-Planck pode ser escrita com@uagace
de continuidade. Integrando ambos os lados da equacéo (3.1.2) em relagpendo

gue esta variavel tome valores no intervalo [a,b], obtemos que

d b
- f P(x,t)dx = J(a,t) — J(b, 1) (3.14)

Como a densidade de probabilida®ier, t) deve ser normalizada em qualquer instante,

isto é,

b
f P(x,t)dx =1, (3.1.5)

o lado esquerdo da equacao (3.1.4) deve se anular. Portanto, as condi¢des de contorno séo

J(a,t) =] (b, ). (3.1.6)

No regime estacionario a distribuicdo de probabilidade independe adeue
implica que a corrente de probabilidade também sera independentepdo @omo o lado
esquerdo da equacdo (3.1.2) se anula, entdo a corrente de probabilidaeniséra
independente de, isto é, deve ter o mesmo valor para qualguebe acordo com a
condicdo de contorno denominada refletora, a corrente de probabilidadeilaepara
qualquer instante, ou sejaj(a,t) = J(b,t) = 0. Assim, como ela é nula nos extremos do

intervalo, ela também é nula em todo o intervalo. Entdo,

rd
J(x,t) = f(x)P(x) — EaP(x) =0. (3.1.7)

A equacao (3.1.7) € uma equacao diferencial de primeira ordem, esmsqlie€ao

pode ser encontrada isolando a derivada em relagdo a

1 d

2
map(x) = Ff(x)' (3.1.8)




Capitulo 3 — Método de Solucédo

ou ainda,

d 2
alnP(x) = Ff(x). (3.1.9)

Lembrando qué& (x) é o potencial correspondente a fof¢a), isto é,

d
fG) =—V(x). (3.1.10)

Entdo, substituindo a equacdo (3.1.10) em (3.1.9) e integrando ambos os membros,

encontramos que

2
InP(x) = —FV(x) + constante. (3.1.11)

Portanto, a solucéo estacionarig) é dada por

P(x) = Nexp {—%V(x)}, (3.1.12)

em queN corresponde a constante de normalizagéo.
3.2 Solucédo Temporal

Na sec¢do anterior vimos como obter a solu¢do estacionaria dzieqleaFokker-
Planck em uma variavel. Nesta secao vamos resolver a eqleaEaker-Planck a fim de
obter a evolucdo temporal da distribuicdo de probabilidB@et) e estudar seu
comportamento para tempos longos [16,17].

Da mesma forma feita anteriormente, vamos partir da equacaok#erfPlanck
em uma variavel (3.1.1). Essa equacao pode ser escrita em tirraos operadow, tal

que,
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0
aP(x, t) = wP(x,t), (3.2.1)

em gquew é o operador de evolucdo que age sobre fung@es definido por:

r o2

d
w0 (x) = == FID() + 57 (). (322)

Para as funcdep(x) sobre as quais atua o opera@dowrale a seguinte propriedade:

b
f wp(x)dx = 0. (3.2.3)

A partir dessa propriedade concluimos que a distribuicdo de probabikdade esta
normalizada em qualquer instamt® 0, uma vez que esteja hormalizadates 0.
Da equacao (3.2.1) temos que, £m 0, a distribuicdo de probabilidade satisfaz a

equagao
wP(x,0) =0, (3.2.4)
sendoP (x, 0) a distribuicdo de probabilidade estacionéria.
A introducédo do operadap permite escrever a solugcdo da equacao de Fokker-
Planck:
P(x,t) = P(x,0)et?. (3.2.5)
Derivando ambos os membros da equacédo (3.2.5) com relacdo ao tempo, uenaos (

equacao (3.2.1) fica satisfeita.

Supondo que possui um espectro discreto, isto €,
w(x) = A (x), (3.2.6)

10
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em quep,;(x) sdo as autofuncdeshe sao os autovalores, e gRéx, 0) admita a expansao

o)

P(x,0) = Z a,6,(x). (3.2.7)

=0

Entdo, a solucdo final da equacédo (3.1.1) é obtida através da combinacdo das
equagbes (3.2.5) e (3.2.7) acima, que nos fornecem a seguinte disirilweca
probabilidade:

[oe)

P(x,t) = Z a,¢p;(x)eth, (3.2.8)

=0

Escrevendo o primeiro termo da seérie acima separadamente, ribouididd de

probabilidade € escrita como
P(x,t) = agpo(x)etho + Z a; ¢, (x)et, (3.2.9)
=1

Examinando a equacéo (3.2.4), temos que o autoglda equacéo (3.2.9) é nulo.
Sendo o primeiro autovalor nulo, entdo todos os outros autovalgregevem ser
negativos, como mostrado no apéndice A. Isso porque quarde®, a distribuicdo de
probabilidadeP (x, t) torna-se a solucao estaciondig) = ¢,(x), uma vez quey,, = 1.
Para enfatizar o fato dos autovalores serem negativos, adotou-sednpta —|A;|, ou

seja,

e

P(x,t) = z a,,(x)e =M (3.2.10)

=0

Essa equacéo nos fornece a distribuicdo de probabilidade dependente do tempo.

11
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3.3 Equacéo de Fokker-Planck associada a equacéo de Schréndiger

O Formalismo da Mecéanica Quantica Supersimétrica [19] pode ieadd na
resolucdo de equacdes diferenciais do tipo Schrodinger. Nesse sentidivél gssrever a
equacao de Fokker-Planck (3.1.1) em termos de uma equacgao desse tipo.

A equacéo de Fokker-Planck escrita na forma (3.2.1), associamos a equagao adjunta

d
aQ(x, t) = wtQ(x,0), (3.3.1)

ondew? é o operador adjunto de definido pela propriedade dos operadores hermitianos:

f¢(w*n)*dx = fn*(wqb)dx, (3.3.2)

para quaisquer funcd@gx) en(x) que pertencam a classe de fungbes sobre a qual atua o
operadomw.

A partir das definicdes de e da propriedade (3.3.2), concluimos que

; ] r 92
@ (x) = f(x) Z=n(x) + 577 n(x). (3.3.3)

Portantow ndo é hermitiano (auto-adjunto). E possivel fazer uma transformegdasse

obter um operador hermitiamo definido por:

_ w[1ho ()P (x)]
Kk (x) = D) : (3.3.4)
As autofuncdes de saoy,;(x), dadas por
_ ¢ (x)
Yi(x) = Yolx) (3.3.5)

Substituindap; (x) na definicéo (3.3.4), temos que
12
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wp(x) _

Kk (x) = ——— e y T

wp(x) = Ay (x), (3.3.6)

portanto, conclui-se que os autovalores do operad@oA;, 0s mesmos do operador
A forma explicita dex é obtida usando a definicdo do operado(3.2.2) em

(3.3.4), para uma funcao qualqug(x), de onde obtemos que

0 [ 92
Kk (x) = {—a [f (0o )P (x)] + 392 [¢0(x)¢l(x)]}- (3.3.7)

PYo(x)

Desenvolvendo a equacéo acima e usando a relacéo

d _fx)
aln Yo(x) = T (3.3.8)
€ possivel escrever,
2 9 ro?
) =~ 3{L + LBy + 5 2 (339)

onde k é um operador hermitiano escrito da forma—zaa—zz— er(x). O
desenvolvimento da equacgao (3.3.7) para a equacdo (3.3.9) encontra-selaletalha
apéndice B.

Obtida a forma desejada pasraa equacédo (3.3.9) revela que o operadopode

ser comparado com o operador Hamiltoniano
H=———+VX). (3.3.10)
maox

Observa-se que ambos sdo muito semelhantes. FaZerdb?/m, o operador-k
corresponde ao operador Hamiltoniano e o termo referente ao pbteéaceguacao
(3.3.10) corresponde ao potencial efetivo da equacao (3.3.9), dado por

13
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Ver() = 515 o (3.3.11)

1 {f (x)? af(X)}
+ .
A relacéo entre a equacéo de Fokker-Planck e a equacao de Schribdiicgegue
a solucdo da equacdo de Fokker-Planck para diferentes potgrumisser obtida da
equacao tipo-Schroédinger associada a Fokker-Planck. Assim, uma vez abtida
autofuncbesp,(x) da equacao de tipo-Schrodinger, basta utilizar a relacédo (3.3.5) para
escrever a distribuicdo de probabilidaBéx,t) (3.2.10). Dessa forma, a solucdo da

equacao de Fokker-Planck é dada por [16]:

P(x,t) = Py (x) Z ap; (x)e A, (3.3.12)
=0

Os valores dos coeficientag da somatoria sdo obtidos, multiplicando ambos os

lados da equacéo (3.3.12) pby(x) /Y, (x), integrando em relacadoxae fazenda = 0,

da forma
r Pa(®) (YN Pn ()
f_oo P(x,0) Do () dx = f_oo ;altpo(x)tpl(x) Do () dx, (3.3.13)
ou,
r Ya®) N (7
f_oo P(x,0) Do () dx = ;al f_oo Y, )Y (x)dx. (3.3.14)

A integral do lado direito, pela propriedade de ortogonalidade, sera

sel#n’

+00
1 l =
f P dx = { el oh (3.3.15)
assim os valores para os coeficientgsao:

14
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_ e Y (x)
a; = J-_OO P(x, O)de. (3.3.16)

Considerando como condig&o inicix, 0) = §(x — x,), podemos escrever

a, = f+°° 6(x — xg) iégg dx. (3.3.17)

Pela propriedade de filtragem da funcéo delta, temos que os coefdgerfio dados por
[20,21]:

P1(xo)
a = . 3.3.18
: Yo (xo) ( )
Estes dependem da condicao iniaigl Fazendocr, = 0 obtém-se
¥:1(0)
a, = . 3.3.19
"= 5o0) (5:3:19)

Portanto, a solucdo geral da equacdo de Fokker-Planck dependentapdo te

associada a equacado de Schrodinger torna-se

Yo (x)

Pt =40

Z P (0, (x)e A, (3.3.20)
=0

15




CAPITULO 4

FORMALISMO DA MECANICA QUANTICA
SUPERSIMETRICA E APLICACOES

4.1 Formalismo da Mecanica Quantica Supersimétrica

A Supersimetria surgiu no contexto da Fisica de Particu@angos permitindo
relacionar bosons e férmions. A aplicacdo desse conceito em Med@uantica deu
origem a chamada Mecanica Quantica Supersimétrica, que fmiliatda em 1981 por
Witten [22]. Uma aplicacéo bastante interessante é seu usolparaolucdes da equacdo
de Schrédinger [19].

No formalismo usual da Mecéanica Quéntica Supersimétrica té&oisegeradores

Q™ eQ*, que satisfazem as seguintes relacdes de anticomutacéo

{0707} =07Q"+0Q7Q™ = H; (4.1.1)

{707} ={e*,Q"}=0. (4.1.2)
Essas relacdes sdo parte de uma algebra que contém operadoresdesi@nmionicos e

relacbes de comutacgdo e anticomutacao.
Esta algebra supersimétrica pode ser realizada considerando os operadores

o =( 0 8) , Qt = (0 a+) (4.1.3)

Hys = (a+a_ °)) (4.1.4)
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em queat e a~ sdo os operadores bosobnicos. Neste caso, vale ressaltar as seguinte

relagdes de comutagao:
[a”,a*]=a"at—ata " =1 (4.1.5)
[a™,a”] = [a*,a*] = 0. (4.1.6)

Esse Hamiltoniano supersimétrico pode ser escrito em termosdode

HamiltonianosH* e H~ que sdo chamados companheiros supersimétricos, da forma

Hgs = (I-g- I_?_) (4.1.7)

Partindo dessa estrutura € possivel construir novos Hamiltonianosetzoyies
simples entre suas autofuncdes e autovalores.

Através do formalismo de Supersimetria em Mecanica Quantica sgode-
desenvolver um método para resolver a equacao de Schrodinger, em quA@ [swdiec
ser obtida estado por estado através da chamada hierarquia de Hamiltonianos.

O Hamiltoniano de partida para um dado problema unidimensional é dado por:

2d2

HO = —%E + V(x) (418)

Por simplicidade, a estrutura descrita implica Bre 2m = 1. Essa suposicao
simplifica bastante a notacédo, sem afetar a generalidade rdali®mo. O Hamiltoniano

(4.1.8) pode ser escrito em termos dos operadores bosonicos,
. _d
a; = +a + Wi (x), (4.1.9)

sendo quéV; (x) é chamado de superpotencial.

Usando as idéias do formalismo supersimétrico, o Hamiltortianpé escrito:

17
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d? d
Hei=afaq + By = ===+ W) = —Wi(x) + Eg”. (4.1.10)

Dessa forma, o Hamiltoniano escrito através de operadpreg; esta fatorizado.
Para que o Hamiltoniano fatorizado (4.1.10) seja igual ao Hamiltoniagioabr

(4.1.8), considerandb = 2m = 1, a seguinte condi¢cdo deve ser verdadeira:
W2 —w{ +EP =v(x), (4.1.11)

em quée/ (x) é o potencial estudado.

A partir da equacdo acima, observa-se que o valcﬂ‘é]de o autovalor do nivel
mais baixo de energia, sera dado pelos termos que ndo dependeia elguacao.

A equacao (4.1.11) € um equacédo diferencial ndo-linear conhecida comécequacg
de Riccati, cuja solucdo fornece o superpotentdfa(x). Uma vez determinado o
superpotencial € possivel chegar a fungdo de onda para o estado fualjapkcdando o

operador bosonica; na funcao de onda do estado fundamental:

arps? = 0. (4.1.12)
Portanto,

e (x) o e~ [Walax, (4.1.13)

O companheiro supersimetrico @g ; € construido invertendo-se a ordem dos

operadores bosonicos:

H_,=ajaf +E, (4.1.14)
em que
d? d
araf = 2t awl(x) + WE(x). (4.1.15)
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Da mesma forma qué,,, H,, pode ser fatorizado novamente em termos de

novos operadores bosonicos engjQ, de acordo com a seguinte relagao:
— ot (2)
H,,=aja; +E;”, (4.1.16)

sendo os operadore§ ea; dados por:

+ W, (x). (4.1.17)

Fazendo a multiplicagdo dos operadores bosonicos (4.1.17), temos que o

HamiltonianoH, , é escrito:

2

a2 d
H,, =aja; +EY = - T W) + W) + EP, (4.1.18)

entdolW, (x) deve satisfazer uma nova equacéo de Riccati:
W2(x) — Wi (x) + E& = W2(x) + Wi (x) + ESV. (4.1.19)
A equacdo (4.1.19) fornece como solugéo o superpotéfig{al). Este esta ligado

a autofungdo do estado fundamental para o Hamiltorfigno Assim, a fungéo de onda

((,2) pode ser obtida, e € dada por:

PP (x) o = I We)dx (4.1.20)
Este processo pode ser repetidwezes, desde que os Hamiltonianos sucessivos

possam ser fatorizados, gerando toda uma familia de Hamiltoniangsnoeinbros estéao

relacionados via Supersimetria. Tem-se, entdo, a seguinte forma geral:

Hyp =ata; +EJ”, (4.1.21)
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onde

+ Wo (x). (4.1.22)

Entdo, basta determinar o superpotenidjglx) para encontrar a funcdo de onda do estado

fundamental de cada membro da hierarquia de Hamiltonianos,
P (x) o e[ Wnldx (4.1.23)

Para obter a autofung&o do primeiro estado excileﬁ?:l)o basta aplicar o operador
bosonicoa; emzpéz) (funcdo de onda do estado fundamental para o segundo membro da
familia de Hamiltonianos). Aplicando sucessivas vezes 0s operadpassigel encontrar
as autofuncdes de todos os niveis de energia do problema originatpeiridicado na

figura 1.

®
0

1 + 2
1 + 2 + 4+ 3

1 2 3 4
30 = afyf? = afady{? = afafaiyg”

® _ 4+t +,,(n+1)
n = 0a1a303 ..az Y,

Figura 1: Autofuncdes para todos os niveis de energia.

Assim, o formalismo supersimétrico permite encontrarmoswg&oldo problema
original H, através das relacdes entre os estados fundamentais de cada rambr
superfamilia, como mostra a figura 1. A igualdade, neste casmsdeentendida a menos
de constantes de normalizacgéo.

Tendo construido toda a familia de Hamiltonianos, é possivel obterovslauts

de energia e as autofungdes para todos os niveis de energjaradXirepresenta a relacao
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entre as autofuncbes e os autovalores obtidos na construcdo da superdEmil

Hamiltonianos via Supersimetria. Esta construcao sé é possivglgiargiais exatamente

soluveis.
Hy4 Hi g H,3
3 2 1 1 2 2 3 3
E® = ® = g M — gryp® @ = giy® ®
2 1 1 2 2
E® = g ® = gty® @
€Y) €Y)
EO 0

Figura 2: Hierarquia de Hamiltonianos e a relacdo entre autofuncdesoeakues de

energia.
4.2 Potencial de Morse

Como aplicagdo do formalismo descrito anteriormente a equacao deliSghr
para o potencial de Morse unidimensional é determinada [8]. O potdadisébrse € dado
por:

V(x) = D(1 — e~%%)?, (4.2.1)

sendo D e a constantes. A figura 3 mostra a funcl@x) versus a posicda para
D=16ea=1.
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304

204

rrrrogJyrrrrr7rrrrr7Tr 1717 1T 1T 11T 171771717 T17TT17TT11
-1 a 1 2 3 4 5
h4

Figura 3: Gréfico ilustrativo do potencial de Morse versus a posicao

Substituindo o potencial (4.2.1) na equacédo de Schrddinger, temos que:
h? d?
- 2 —
— 5= () + D(1 = ™)y () = Enthn (). (422)

Realizando uma mudanca de variavel do type ax nessa equacdo e rearranjando as

constantes, obtemos:

dZ
- d—yzlpn(y) + 22(1 — e ™) P (y) = € (), (4.2.3)

. Nesse caso, o Hamiltoniano de partida é escrito da

2 __ 2mD __ 2mEy
sendo quet® =—— e €, =——

seguinte forma:

(4.2.4)

d2
HO = _d_yz+ /12(1 - e‘y)z.
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Este Hamiltoniano pode ser fatorizado em termos dos operadores be$aric®).
Assim, o Hamiltoniano fatorizado é dado por

2

d 2 1 1
+1 = _d_yz+ Wi@)-wiy)+& . (4.2.5)

Para que (4.2.5) seja igual a (4.2.4) a seguinte condicao deve ser satisfeita:
W) — Wi () + €Y = 22(1 — e )2 (4.2.6)

A solugdo da equacédo acima, para que a igualdade seja verdadeira, é do tipo:
1
W,(y) =421 —-e77) — > (4.2.7)

sendo o autovalor de energia dado por

1
e =21-~

I (4.2.8)

De acordo com a relagdo (4.1.13), a funcéo de onda do estado fundamental é:

e (v) = exp {—y (l - %) - Ae‘y}. (4.2.9)

Tendo encontrado o primeiro membro da superfamilia, o companheiro

supersimeétricdi_ ; (4.1.14) e obtido invertendo os operadores bosonicos, o que conduz a

2

d
Hoy= ==+ W) + WP () + ", (4.2.10)

ou em termos de novos operadores (4.1.17):
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dZ
Hip = aia; + €7 = -5~ W,0) + WF () + €. (4.2.11)

A igualdade entre as equagbes (4.2.10) e (4.2.11) nos conduz a uma elpuacao

Riccati, da forma:
W2(y) + W (y) + €9 = W2(y) - wi(y) + €2, (4.2.12)
sendo

PA—eV)2-A1—e)+ e +1=WE(Y) - Wi(») + 2.
(4.2.13)

Neste caso, o superpotencial que é solugcédo da equacéo diferencial acima é
3
W,(y) =21 —-e7%) — > (4.2.14)

e 0 autovalor de energia para o segundo membro da superfamilia € igual a:

9
e? =31 - T (4.2.15)
A partir do superpotencial (4.2.14), encontramos a funcdo de onda:
) 3 _
Yo () = exp{—y (l - 5) — e y}. (4.2.16)

Seguindo o método, é possivel obter os outros membros da superfamiliasCom

resultados obtidos, podemos escrever que, no caso geral:

(2n+1)

Wna () =41 —e™) ————, (4.2.17)
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e =A@2n+1) - M, (4.2.18)
e
(n) { < (27’1 + 1)) B }
Yo () =expy—y(A——F—]-2e7y, (4.2.19)

paran = 0,1,2 ... (/1 — %)

A solucao do problema original,, finalmente pode ser obtida a partir da relagao

entre as autofuncdes, de forma que, a solucdo da equacao (4.2.3) [8, 9, 12] &

1
,(11)(}1) = Nexp [—y (/1 —-n— E)] exp(—1ie™) lez'l_zn_l)(ZAe‘y),

(4.2.20)

(2n + 1)?

e =A2n+1) - yam— (4.2.21)

paran = 0,1, ... (/1 — %) : ondeLﬁ(x) sao os polindbmios associados de Laguerre [2Be

a constante de normalizacao.
4.3 Potencial isoespectral ao potencial de Morse

Outro tipo de potencial analisado é o isoespectral obtido a partir docfadtde
Morse original. Usando o método de fatorizacdo em Mecanica Qu&uoieasimétrica, é
possivel encontrar potenciais com diferentes formas funcionais psciais possuem
0 mesmo espectro de energia do potencial original, por esse mativcha@ados de
isoespectrais [19].

Para obter o potencial isoespectral, um novo superpoter(gialé definido como

uma forma mais geral do superpotencial original

g@) =wi(y) + o), (4.3.1)
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sendo quéV, (y), dado pela equacédo (4.2.7), € o superpotencial relacionado ao potencial
de Morse original @(y) € uma funcao a ser determinada.

A partir do superpotencial (4.3.1), novos operadores sao definidos:

_d
AT = +E+ g). (4.3.2)

Impondo a igualdade entre o Hamiltoniano companheiro supersimétriaoabiify1.14),
escrito em termos d#/;(y), e do novo Hamiltoniano companheiro supersimétrico, dado
em termos do superpotencigly), obtemos

H—,l = :]'[_,1, (4.3.3)
ou melhor,

ajaf = A"A*. (4.3.4)
Os operadores; eaf satisfazem a relacdo de comutacéo

[af,a7] = —21e77. (4.3.5)

Assim, podemos escrever que o Hamiltoniano, que € companheiro sup@&simeétr

do Hamiltoniand, ;, é dado por

H_i =aja{ = aja; —[af,a7]. (4.3.6)

Desse modo, a equacéo (4.3.3) pode ser reescrita como

afa; —[af,a7] = A" AT, (4.3.7)

Realizando a multiplicacdo dos operadores e usando a relacao (4.3.5psoatem

equacdo diferencial
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2 2

d d d
- 201 — g~ Y)2 -y _ —— — 4 2
dy2+l (1—-e™)*+22%e A+4 dy2+dyg(y)+g ).

(4.3.8)

Esta equacdo € uma equacao de Riccati, e fornece como splygada forma [12]:

1
gy)=A1-e™) —Z7tel), (4.3.9)

sendo

exp[—y(24A — 1) — 24e77]
A+ [) exp[—E(2A — 1) — 24e~¢]dE’

o(y) = (4.3.10)

em queA é uma constante arbitraria. O procedimento adotado para engpptjapode
ser aplicado para qualquer potencial bem definido [12,24,25] e segue @S ipdgsados
no apéndice C.

Os novos operadores bosonicos definidos em (4.3.2), satisfazem a macao

dyg y * 1- .

Substituindgg (y), equacao (4.3.9), na equagao acima temos que
[AT,A7] = —21e™Y = 2¢'(y). (4.3.12)

Conhecendo os operadores generalizados dados em (4.3.2), podemos definir um

novo Hamiltoniano:

Hoq=AYA™ = A"A* +[41,A7]. (4.3.13)
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Usando a relagdo de comutacdo (4.3.12) e multiplicando os operddo@#@s.8),

obtemos que

2

d _ 1 )
Hin == a1 =e?) =247 -20'0). (4.3.14)

A partir do Hamiltoniano (4.3.14) em termos da derivadapdg) (4.3.10), é
possivel determinar o novo potencial, cuja forma funcional é difedenteotencial de

Morse original. Nesse caso, o potencial € escrito como:

1
Viso=22(1—-e)2 =21+ v 2¢'(y). (4.3.15)

A forma do potencial (4.3.15) depende dos parametros adotados, para ezamplifi
na figura 4 € mostrada a curva do potencial isoespekisal versus a posicaa
(lembrando qug = ax) paraD =16, a=1 eA = 1,2 x 107°. Observa-se que, para a
escolha de parametros feita, o potencial possui dois minimos @EsiE)écontrastando

com o potencial de Morse original (figura 3).

Viso

1D§\/7
A

rogrrTjorfrrrrrrrrTrrTr1rT 77T 7T 717 171171711

-1 i 1 2 3 4 5
] X

Figura 4: Gréfico ilustrativo do potencial isoespectral ao potencial de Morse

Versusx.
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Uma vez conhecidas as autofuncdes e os autovalores para o poteiuateeas

autofuncdes de (4.3.15) podem ser determinadas. Aplicando o Opﬁf&ﬁ*ﬂlﬂ‘].,_,ll/)r(ll) =

87(11)1,0,(11), temos
— 1 -1 1 — — 1 1) — 1

arHo oy = ar €09 = aratarypl! = eParyl?. (4.3.16)

SendoH_; = ajaj, encontramos que
— 1 1) _— 1

H_ia;ypP = eParypl®. (4.3.17)
Portanto, as autofuncdes de ; podem ser escritas em termos do operagoe das
autofuncdes do Hamiltoniano original (eq.(4.2.20)).

As autofungbes déH, ;, estdo associadas com as autofuncGesi de Dessa

forma, aplicando o operaddr na equacgéo (4.3.17), obtemos:

A*H_ a7 = At arylV. (4.3.18)

Sabendo qué&l_; = A~A*, da relacéo entre as equagdes (4.3.3) e (4.3.4), podemos

escrever que:
Ho A arpl? = €M ararypll, (4.3.19)
lembrando queH, ; = A*A™ (eq. (4.3.13)). Assim, temos que as autofun¢oes desao
M = gtaryp?, (4.3.20)

sendoA* = —%+g(y), a; =diy+ wWi(y) e %(11) a funcdo de onda do potencial de

Morse, dada pela equacéao (4.2.20). Essa construcdo pode ser feitalparmas niveis de

energia, exceto para o estado fundamental, que € obtido pela relacéo:
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A~y =0,

No caso estudado, a autofuncéo para o estado fundamental vale:

&) y_ (7
Yy~ =exp —A(y+e‘y)+§—f w(p)dpl-
0

(4.3.21)

(4.3.22)
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CAPITULO 5

EQUACAO DE FOKKER-PLANCK PARA O
POTENCIAL DE MORSE

Neste capitulo sdo determinados os autovalores correspondentes &o edgiac
Fokker-Planck através da relacdo entre a equacdo de Fokker-Rlamckquacdo de
Schrédinger, apresentada no capitulo 3, para o potencial de Morse.

A equacédo (3.3.9) mostra que o operadar pode ser identificado como um
operador Hamiltoniano. Naquela equacéo, a fp@g esta relacionada com um potencial
efetivo (3.3.11). No caso de interesse nesse trabalho, esse pofetivialéeo potencial de

Morse e pode ser escrito como:

1 {[f(x)]z Ric

> T x } =Ver(x) =D(1 —e™*)* + C. (5.1)

A solucgdo sugerida para a equacao diferencial acifhag= a + fe~**, tal que,

(a + ﬁe—aX)Z

: (5.2)

2C + ZD(]. — e ax 4 e—Zax) — _ﬁae—ax +

Desenvolvendo o quadrado, obtemos

a’ (2« 2
2C+2D(1 — e ™ 4 ¢720%) = T + (Tﬁ — ,[i’a) e~ 4+ 'B?e‘zax. (5.3)

Colocando em evidéncia os termos e comparando aqueles dependentes dexpaee

mesma ordem € possivel encontrar os valores fiee C, sendo

_aF 54
a_T_ﬁ' ()
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B =+V2DT (5.5)
e
a’l' ap
C = R (5.6)

Através destas constantes, temos a forma explicifé@dei.e.:

all B
f(x) = —F+pe™™ (5.7)

Assim, a expressao paféx) dada pela equagéo (5.7) conduz ao potencial efetivo
(5.1), ou seja, o potencial de Morse. Substituindo a equacéo (5.7) naceB.ac8),

chegamos a seguinte equacéo diferencial:

I d? 1 e Lpal “u B
5P~ 5{—aﬁe +z|(5-8)+ pee] }tp(x) = Ap(0).
(5.8)
Desenvolvendo a equagéao e rearranjando os termos, esta torna-se
I d? a’l ap P> .
—S T ) + {— — S tor(1—e™) }zp(x) = ~Ap().  (5.9)

Os autovaloresA,, da equacdo (5.8) podem ser determinados através de uma
comparacao direta desta equacdo com a equacao de Schrodinger (4.8l23ad\ entre
essas duas equacdes é encontrada de maneira direta fazenkftym. Da relacéo obtida
se estabelece os autovalores da equacao (3.3.12) em termos dobrastaados na

equacao (4.2.21),

a
E,=—¢€,=—A, ——+—. (5.10)
Explicitamente, tem-se:
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Capitulo 5 — Equacao de Fokker-Planck para o potencial de Morse

a’I'n? a’Tn
A, = > + > —afn. (5.11)

E importante frisar que estes autovalores, correspondentes acegeaEakker-
Planck para o potencial de Morse, sdo 0os mesmos autovalores da edpidedkker-
Planck para o potencial isoespectral ao potencial de Morse, poieosipi® isoespectrais
tém diferentes formas funcionais, mas possuem o mesmo espeetrerde do potencial

original.
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CAPITULO 6

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados o0s resultados numéricos didmiichss de
probabilidadeP (x, t), dadas pela equacéo (3.3.20) e expressa em termos das autofungdes e
dos autovalores, versus a posigapara os diferentes potenciais estudados. Nos exemplos
numéricos os parametros usados fors 16, a =1, =2 e A= 1,2 x 1075, sendo
gue o parametra foi empregado apenas para o potencial isoespectral ao potencial de
Morse. Com esses parametros fixos todas as constantes nunmélamasnadas ao
problema sao determinadas.

Os resultados numéricos deste capitulo foram obtidos da expansapress&x
para P(x,t), equagdo (3.3.20), usando os quatro primeiros termos da série. Nessa
aproximacao, 0s erros numéricos sdo menores1qué para cada ponto das curvas

mostradas nas figuras de distribuicdo de probabilidade obtidas.
6.1 Potencial de Morse

O primeiro potencial estudado € o de Morse. Nas equacdes (4.2.20) e g&bl) e
escritas as funcdes de onda e os autovalores, respectivamerdeyeuneser usados para
construir a funcéo distribuicdo de probabilid&de, t), equacao (3.3.20), para este caso.

As curvas apresentadas nas figuras 5 e 6 abaixo, maB{prgi) versusx para o
potencial de Morse original em diferentes tempos. Nesse exemp#rioaras parametros

usados para o potencial forabn= 16,a =1 el = 2.
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Figura 5: Gréfico da distribuicdo de probabilidad&x,t) versusx para o

potencial de Morse, para tempos pequenos.

Figura 6: Gréfico da distribuicdo de probabilidad&x,t) versusx para o

potencial de Morse, para tempos grandes.
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Analisando a figura 5 pode-se observar que para tempos pequenos a peatebili
de encontrar uma determinada particula em uma posigaoxima a origem € a maior
possivel, ou seja, 0 pico da distribuicdo de probabilidade € mais pratuneisse caso.
Conforme o tempo aumenta, esta probabilidade vai diminuindo, de forma quealpeea
de tempo maiores quk6 o sistema pode ser considerado estacionario, como observado na
figura 6. Isso significa que as curvas para valores de temmaasres praticamente
coincidem, isto porque o termo dependente do tempo na equacdo (3.3.20) torna-se

desprezivel, contribuindo cada vez menos a medida que o tempo aumenta.

6.2 Potencial isoespectral ao potencial de Morse

O segundo potencial estudado € o potencial isoespectral ao patenkiatse, que
possui 0 mesmo espectro de energia (5.11) do potencial de MorseloEginetanto, as
fungcbes de onda calculadas nos dois casos séo diferentes, as autofienpdésncial
isoespectral sdo dadas pela equacgéo (4.3.20), com excec¢ao do estadontahdamde a
funcado de onda é dada pela equacéo (4.3.22).

As curvas mostradas nas figuras 7 e 8 exemplificam a vardgdprobabilidade
P(x,t) com a posicam para diferentes valores de tempo obtidas da equacado (3.3.20).
Nesse caso, 0s parametros utilizados foram os mesmos indicatkfaig@o do potencial
(figura 4), ou sejap = 16,a=1,T=2eA=12x 107",
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Flx.1)

Figura 7: Gréfico da probabilidadeP(x,t) versus x para o potencial

isoespectral ao potencial de Morse, para pequenos valores de tempo.

Figura 8: Grafico da probabilidadeP(x,t) versus x para o potencial

isoespectral ao potencial de Morse, para valores de tempo grande.
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Observando a figura 7 nota-se que para valores de tempo pequenos, agdigtribui
de probabilidade apresenta uma deformacé&o na regido correspondesgarato sninimo
de energia do potencial estudado (figura 4). Com o aumento do tempoyaadeu
distribuicdo de probabilidade aumenta e torna-se mais simétigcapaneira que, a
influéncia do segundo minimo diminui. Observa-se que para valores jpie eaores que
0,5 o sistema pode ser considerado estacionario, o que significa que o termedepdo
tempo na equacdo (3.3.20) pode ser desprezado para tempos maiores que esse.
Graficamente, de acordo com a figura 8, o que se observa é guevas cont > 0,5

coincidem.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

O tratamento proposto neste trabalho para estudar as solucbes da atpiaca
Fokker-Planck através da sua relacdo com a equacgéo de Schrédmagerpogencial de
Morse e para o potencial isoespectral ao potencial de Morskeefoi sucedido. Dos
potenciais estudados observa-se que é possivel determinar a dé&iritbeliprobabilidade
P(x,t) através da solucdo da equacdo tipo-Schrédinger. Tanto para o palenidiatse
como para o potencial isoespectral ao potencial de Morse auiggtes de probabilidade
podem ser escritas explicitamente e os resultados condizempesiades Vale ressaltar que
as curvas correspondentes as distribuicdes de probabilidade, para ambaso®s
estudados, estdo normalizadas.

Da analise da figura 5 € possivel observar que os valores de pdaloigbem uma
posicdo proxima da origem sado sempre elevados. Conforme o tempo aanientzio
probabilidade nesse ponto diminui um pouco. Destaca-se que para valderspds
maiores qué,6 as distribuicdes de probabilidade apresentadas praticamentel@winou
seja, chega-se no estado estacionério (figura 6).

Observando a figura 7, nota-se que a distribuicdo de probabilidadentevalor
maximo préximo ax = —0,5. Para valores de tempo maiores Q0 sistema pode ser
considerado estacionario (figura 8). Percebe-se, como esperado, tplzalailidade de
encontrar o sistema na regido correspondente ao segundo minimo dcap@tegoi mais
raso) € menor do que encontra-lo na regido correspondente ao prinmdno ipile € mais
pronunciado. O aumento do tempo resulta em estreitar a curva déudidti de
probabilidade e aumentar a distribuicdo de probabilidade préxima ao mmarso
profundo.

Observa-se através das curvas de distribuicdo de probabilidadxetoplos numéricos
(figuras 5 e 7) caracteristicas distintas nos dois casodaglsts, embora os parametros
usados foram similares, apenas o valoAdei introduzido para o potencial isoespectral.

Em ambos os casos para valores de tempo muito grande os sisheniasam para uma
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probabilidade estacionaria. Entretanto, os maximos das curvas déudjdti de
probabilidade s&o distintos nos dois casos e a evolucdo temporal €.disasdo o
potencial de Morse original o pico da distribuicdo de probabilidade direisui largura
aumenta com o passar do tempo. Por outro lado, usando o potencial isdesgmcEteito
se inverte, a distribuicdo de probabilidade fica mais esteeis@u maximo fica mais
pronunciado.

Por fim, é importante ressaltar que 0s potenciais isoespepgiaistem construir
uma nova classe de problemas com solucdes analitica/exatas deoatpi&okker-Planck.
Como pode ser visto nos casos estudados os resultados obtidos sdo disvaiodo

descrever situagdes fisicas diferentes.
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APENDICE A

AUTOVALORES NEGATIVOS

Como mostrado na secdo 3.2, a equagcao de Fokker-Planck pode ser escrita em
termos de um operadar. Na sec¢édo 3.3 € mostrado que este operador ndo é hermitiano e
que atraves de uma transformacao especifica é possivel qateir @ele um operador
que € hermitiano.

Os operadores hermitianos possuem trés propriedades: os autovaloesEssas
autofuncdes sdo ortogonais e formam um conjunto completo de funcdesiltitat
propriedade justifica a expansao feita em (3.2.7). Nesse sentigartia da forma
encontrada para o operador hermitian@3.3.7), é possivel demonstrar que os autovalores

da somatdria (3.2.8) sao negativos. Para isso basta mostrar que

[ weormpedx <o @)

Inicialmente reescrevemos a equacéao (3.3.9) utilizando a relacag, (@e3dhde obtemos

que
I o,
F@ = (4.2
e
2 1\ 2
fT - r(%) . (4.3)

A derivada da equacéo (A.2) em relacaoé

ZASo r{ Yo, ﬂ}, (4.4)

O0x _1/)_3 Yo
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0%,
ox2’

’ all} "
em quep, = a_xo ey, =

Substituindo (A.3) e (A.4) em (3.3.9) é possivel elimifi@g) e escrever a equacao

(3.3.9) na forma

b= (0~ ;). (4.5)

0
Rearranjando os termos, obtemos

T w2 (2 (1))
b = 5o (Vo — Wik = 5 - (w% ) ) - (4.6)

Assim, substituinday na integral (A.1) chegamos a relagéo

f Piapdx = g f (%) (¢g (%)) dx (A.7)

e, integrando uma vez por partes, temos

2

fzpmpdx - —gfng ((%)) dx < 0, (A.8)

O termo de superfl’ciézp Yo (wi) se anula tendo em vista as condi¢cdes de contorno
0

J(a,t) = J(b,t) = 0, como apresentada na secao 3.1.
Em concluséo, a equacao (A.8) indica que o valor esperacl@ dempre negativo

ou nulo como esperavamos.
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APENDICE B

OBTENCAO DO OPERADOR k DE FORMA SEMELHANTE AO
OPERADOR HAMILTONIANO

A equacdo (3.3.9) é obtida desenvolvendo a equacado (3.3.7). Primeiro, vamos
desenvolver o termo correspondente a primeira derivada da equacéo (Blganda a

regra da cadeia, temos

0 of T 02
P = o { fwo%—ft/n ;p . wm%gﬁwm)}. (B.1)

Abrindo a segunda derivada da equacdo (B.1) em duas derivadas deaprim

ordem, encontramos

1 d d d r d
b= {0 o = o o+ 5o [ o} ®:2)

ou melhor,

oY, GIUN of Tar oy 9o
fho5— I —fi—— i lpolpla‘*‘ia_ Yo—— Ox + ax]}

(B.3)

Ky, = e {

Desenvolvendo a derivada e dividindo a equacao (B.3pparbtemos

K'l,b __fa¢l_flpza¢o_ g+r 261,0061/)1_'_621,0[ ﬂazlpo
b ox P, 0x Pox " 2|y Ox Ox | Ox? iy 0x2 |

(B.4)

Rearranjando os termos da equacéo acima, podemos escrever que
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Ky, =

o,
—f = fuy

2y O LT[, 00040 091 | 01 0¥y
dx Pox ' 2 ox dx  0x% P, 0x? |

(B.5)
Para simplificar a equacéo (B.5), basta lembrarR{ud = ¢, (x) = y(x)?, isto

é,P(x) = /P(x). Aplicando o logaritmo em ambos os lados, temos que

Inyy(x) = %ln P(x). (B.6)

Derivando em relacdosg

9 10
— (o)) = 3= P(x)). (B.7)

Usando a equacao (3.1.9) referente a solucdo estacionaria daoedededkker-

Planck, apresentada na secdo 3.1, a equacdo acima pode ser re@swjtaquacao
(3.3.8),

d
—Inih(x) = [

T (B.8)
ou ainda,
0Yo(x)  fF(X)Po(x)
Frab T ) (B.9)
Substituindo a relagéo (B.8) na equacéo (B.5), chegamos a
0y f of T[ foy, 0%, 0%,
=S G I gt 512 oy Yo Ty o || B0

Simplificando os termos, esta torna-se
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F_, Of Tk T 0%y

P == Vg Y a2y, axt (8.11)

2
Para finalizar, o terme-22° da equacao (B.11) pode ser reescrito utilizando a
0

Py 0x2

equacao (B.9), de forma que:

1 0 /0 10 2 10
__(_‘/’0) =__<f_‘/’°> _f L Lor (B.12)
Yo 0x \ 0x Yoox\ T [ Tox
Portanto, aplicando a relagdo acima na equacéao (B.11), temos que
_ 1 le/Jl af + r azl/)l B.13
kho=—o0 T Vg (T35 (B.13)

Esta equacdo corresponde a equacédo (3.3.9), que é a forma desejadaoparador
hermitiano k, usado para escrever a forma hermitiana da equacédo de Fokker-Planck,

através da relacaey,(x) = A, (x), que se assemelha a equacao de Schrodinger.
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PROCEDIMENTO ADOTADO PARA ENCONTRAR O
SUPERPOTENCIAL g(y)

A equacao (4.3.8) fornece como solugdo a equacédo (4.3.9). Primeiro, vamos
desenvolver o termo correspondente a primeira derivadg (gte¢ = W;(y) + @(y).
Aplicando a regra da cadeia, temos

1
PA—-—e ) +22e¥ -2 +2

d d
=—W;(y) + Ew(y) +WEW) + 2w, M e () + ().

dy
(C.1)
Sendd;(x) =A(1—e™) — % , esta torna-se
P*(y) +¢'(y) +[24(1 —e™) = 1]p(y) = 0. (€.2)

A equacéo (C.2) € uma equacao diferencial e tem como sahfggo Para obter

¢(y), vamos escrever esta em uma equacao diferencial do tipo Bernoulli [26]

@' (Y) +[2A(1 —e™) — 1]e(y) = —¢*(). (€.3)

A equacédo de Bernoulli tem a forma geral:

dz
dy +p(y)z = h(y)z™ (C.49)

em quem € um numero real qualquer. Pata= 0 em = 1, a equacéo (C.4) € linear em

Sez # 0, podemos dividir ambos os lados da equagéo (C.4)"poobtendo
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dz
dy

Z—m

+pz'™™ = h(y). (C.5)

Fazendd) = z'™™, entdo

dQ_(1 )_mdz - 1 da _ dz C.6
dy mz dy 1—mdy_Z dy (€.6)
Voltando a equacéo (C.5) e substituindo (C.6), encontramos que
1 dQ
Tomay TP =h). (C.7)

Da comparacéao entre (C.3) e (C.7), observa-se que a equagéo @a8rquacao

de Bernoulli paran = 2, em que

p(y) =24(1-e77) -1, (C.8)
h(y) = -1 (€.9)
e,
Q=9 (). (C.10)
Portanto,
da 2A(1—e¥)—-1]0=-1 C.11
_EH(_Q )—1]a=-1, (C.11)
ou ainda,
de 2A(1—-e¥)—-1]0=1 C.12
E—[(—e)—]—, (C.12)

ondeq(y) = —[2A(1 —e™Y) — 1] e, o fator de integracao € igual a:

e/ 4 = exp{—y(21 — 1) — 22e77}. (C.13)
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Multiplicando a equacéo (C.12) pelo fator de integracéo (C.13), temos
d
Iy [Qexp{—y(2A1—1) —21e7Y}] = exp{—y(21 — 1) — 2Ae77}. (C.14)

Integrando em relacéoya

A+ J) exp{—&(24 — 1) — 2Ae~$}d¢
B exp{—y(21—1) — 21eV}]

(C.15)

Como ¢(y) = 1/9, € possivel encontrar(y) a partir de (C.15). Dessa forma,

exp[—y(2A—1) — 21e77]

o) = A+ [) exp[—E(2A — 1) — 24e~¢]dE (€.16)
Assim, g(y) € dado por
g =A1—e?)— 1 ewly@li-1)-24e7] (€.17)

2 A+ [ exp[—£(2A— 1) — 22e~€]dE’

que corresponde a equacéo (4.3.9), em termos da equacao (4.3.10), dada no capitulo 4.
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