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Resumo

Este trabalho propbe estudar a resolucdo numeérica paralela eficiente de Equactes
Diferenciais Parciais (EDPs) discretizadas por diferengas finitas utilizando o método
Hopscotch. Apesar das vérias implementacGes do método ja realizadas, algumas utilizando
processamento paraelo, em nenhuma delas foi usado um refinamento adaptativo do dominio.
Por este motivo, este trabalho desenvolve um resolutor de EDPs pelo método Hopscotch,
discretizadas usando diferengas finitas, com refinamento adaptativo do dominio com o
consequente balanceamento dindmico da carga. O dominio € subdividido em subdominios, e
esses subdominios sdo refinados e desrefinados durante a resolucdo. Os valores gatilho do
processo de alteracdo do refinamento sdo introduzidos pelo usuario. O usuario introduz
também os valores de gatilho de refinamento e desrefinamento. E proposto um método de
particionamento que ndo despenda tempo procurando minimizar o perimetro dos
subdominios, buscando assim balancear a carga de modo répido, sendo por isso indicado para
uso em computadores paralelos e problemas com freguentes mudangas das condigdes de
refinamento. Testes sdo realizados com os trés tipos de EDP, parabdlica, eliptica e
hiperbdlica. Os testes iniciam com a versdo sequiencial, continuam com a versdo paralela e
culminam com a versdo paralela com balanceamento dindmico de carga. Métricas sdo

definidas em cada um desses testes para medir o desempenho do resolutor desenvolvido.



Abstract

In this work efficient parallel numerical solution of finite-difference discretizations of
partia differential equations (PDEs) with the Hopscotch method is studied. A new technique
for adaptive mesh refinement and dynamic load balance is proposed, and tests are presented
on adistributed computing environment. Despite the many implementations aready presented
for the method, some of which employ paralel processing, none of them has used adaptive
mesh refinement with load balance. Thus, in this work a package is built to solve PDEs
discretized by finite differences, with adaptive mesh refinement and load balance. The domain
is divided in subdomains, that are refined and coarsened during the execution. The process of
subdomain refinement change can be chosen by the user, which provides the trigger values. A
partition method that does not seek to minimize the communications is proposed. This method
achieves the balance quickly, resulting in an easy-to-use technique for parallel computers and
problems that frequently change the refinement. Tests are performed using three PDE types,
eliptic, parabolic and hyperbolic. The tests start with a sequential version, proceed with the
parale version and end-up with the load balanced parallel version. Metrics are defined to

evaluate the package performance.
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LAM: Local Area Multicomputer
MIMD:  Multiple Instruction, Multiple Data

MPI: Message Passing Interface, protocolo de passagem de dados
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u: Varidvel dependente
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1R: Contorno do dominio
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Equactes Diferenciais Parciais (EDPs) séo utilizadas para modelar uma vasta gama de
eventos da natureza, nas mais diversas areas de aplicacdo. As EDPs sdo definidas em regides
continuas, o que implica sua validade para infinitos pontos. Deste modo, ndo podemos traté
las computacionalmente antes de realizar 0 que se chama de discretizagdo do dominio, com a
criacdo de uma malha de pontos, onde a equacéo sera calculada. As aplicacdes das EDPs sdo
diversificadas, e dentre outras podemos citar a previsdo meteoroldgica, o estudo da poluicdo
nos oceanos, rios e na atmosfera (por ex, efeitos na camada de ozbnio), aplicacdes na
termodindmica, eletromagnetismo, aerodindmica e na prospeccdo e extragcdo de petréleo. Em
Situacoes reais, a maha resultante da discretizacdo do dominio contém muitos pontos, em
nimero que pode ser da ordem de milhdes e, aém disso, para estudar efeitos de longo prazo,
as EDPs devem descrever longos intervalos de tempo. Tais modelos requerem uma
guantidade de meméria e uma velocidade de processamento que recomendam a utilizacgo de
modernos supercomputadores paralel os.

Assim, as pesquisas no campo de métodos numéricos eficientes de resolucdo das
EDPs e da ciéncia da computacdo aparecem como ferramentas indispensaveis no tratamento

desses problemas.

1.1 - MOTIVACAO

Foi observado do estudo da literatura pertinente que, apesar das varias implementacdes
paralelas do Hopscotch realizadas, nenhuma delas fazia uso de refinamento adaptativo da
maha (AMR — Adaptative Mesh Refinement) por blocos em um ambiente de processamento
paralelo com balanceamento de carga para otimizar o desempenho da aplicacdo. O AMR por
blocos foi primeiro desenvolvido por Berger e Oliger P] para equacbes hiperbdlicas, e
estendido por Berger e Colella para problemas de hidrodinamica de choques, por Almgren et
alli para as equacOes de Navier-Stokes e por Martin e Cartwright [58] para resolver problemas
elipticos. O trabalho desenvolvido aqui faz uma abordagem do AMR em blocos de uma
maneira um pouco diferente, para melhor adapta- 1o ao método Hopscotch e ao balanceamento
dindmico de carga, isto &, este trabalho foca o emprego do método Hopscotch em um
ambiente paralelo com refinamento adaptativo e dindmico da malha utilizando balanceamento

de carga, em problemas ocasionados por fendmenos difusivos e convectivos, que afetam



determinadas regides do dominio sendo estudado. Exemplos tipicos destes fenbmenos séo o
estudo da poluicéo em rios e mares causada por despejos de esgoto ou quimicos ou acidentes
envolvendo produtos quimicos no solo, rios ou oceanos, estudos de meteorologia, industria
petrolifera, propagacéo eletromagnética e aclstica, dentre outros.

1.2 - PARTICIONAMENTO DO DOMINIO

Para que sgja implementado o processamento paralelo, o dominio precisa ser dividido
em subdominios, idealmente em tantos subdominios quantos sgam os processadores
disponiveis. Para isso, € necessario um algoritmo que mega a carga total e a carga em cada
processador para detectar quando um desbalanceamento de carga acontece e para calcular a
guantidade de carga que precisa migrar de um processador para outro. Apesar dos diversos
particionadores disponiveis existentes (Chaco, Metis, Scotch, entre outros), eles ndo sdo
focados no particionamento de malhas regulares para utilizagcdo do método Hopscotch, apesar
de serem capazes de lidar com o problema. Por isso foi decidido construir um balanceador
dindmico de carga, de funcionamento simples e se aproveitando da geometria de uma malha
estruturada, para aplicacOes resultantes de discretizacdes por diferencas finitas da resolucéo
pelo método Hopscotch.



CAPITULO 2

EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS E O METODO HOPSCOTCH

O método Hopscotch foi propogo por Gordon em 1965 e detalhadamente analisado, a
partir de 1970 por uma série de artigos de Gourlay [35, 36, 37] e seus colaboradores. E uma
técnica de cllculo implicito de diferencas initas, que alterna o emprego das formulacbes
explicita e implicita, pertencente ao grupo dos “ splitting methods”.

O método consiste em aplicar as equactes explicita e implicita para calcular o valor
em cada ponto do dominio, em modo alternado, dai o nome Hopscotch. Os valores de
aproximagdo nos pontos a terem seu valor calculado pela equacdo explicita serdo sempre
obtidos primeiro. Assim, quando os pontos a terem seu valor calculado pelo método implicito
forem resolvidos, todos os pontos adjacentes necessarios para o calculo ja terdo valor
conhecido. Deste modo, ndo é necessario resolver um sistema de equacfes. Uma etapa
adicional simetriza o processo alternando os conjuntos de pontos.

O método Hopscotch constitui um exemplo de método implicito em que os valores das
aproximagdes numericas que compdem a estimativa em um novo instante de tempo sdo
calculadas de modo explicito, vale dizer, sem requerer a resolucéo de sistemas de equactes

lineares.

2.1 - EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS (EDPs)

Os problemas de engenharia normalmente envolvem a resolucdo de modelos
mateméticos dos fenbmerps fisicos e uma grande parte desses modelos € definida por
equactes diferenciais em que sdo conhecidas as condigbes de contorno e/ou as condicdes
iniciais. As equacOes diferenciais sdo obtidas através da aplicacdo das leis e principios
fundamentais da natureza para um sistema, representando o balanco de massa, forca e energia.
Em um dado problema de engenharia, existe a divisdo dos parametros em dois grupos que
deverdo influenciar na forma como o sistema se comporta. Estes parametros incluem as
propriedades tais como 0 médulo de elasticidade, condutividade hidraulica e viscosidade [32].

Por outro lado, existem os parametros que produzem uma perturbacdo em um sistema.
Exemplos destes parametros incluem as forcas externas, momentos, diferenca de carga
hidraulica ao longo de um meio poroso e a diferenca no fluxo do fluido.

Uma EDP pode ser classificada sob diferentes aspectos. A ordem de uma equacéo

diferencial parcial € a maior ordem de derivada parcia presente na equacdo. Convenciona-se



definir a dimensioralidade da EDP como o nimero de direcOes espaciais que nela aparecem.
Por exemplo, problemas evolutivos bidimensionais possuem, aém de uma coordenada
temporal, duas coordenadas espaciais.

Considere-se a equacdo diferencial de segunda ordem em duas varidveisx ey, que ndo

necessariamente representam coordenadas espaciais:

2 2 2
aﬂ l2J+b Tu +cﬂ lj+d‘"—u+e‘"—u+ fu=g
ix Xy Ty x Ty
Quando a, b, ¢, d, e f e g forem constantes ou fungdes de x e y apenas, a equagao

acima é dita linear. Caso contrério, € considerada ndo- linear. Equacdes ndo-lineares nas quais

a derivada de maior ordem aparece linearmente sGo denominadas quase- lineares.

Em funcéo dos valores de a, b e ¢, podemos classificar a equacéo acima em:

Tabelal- Tiposde EDPs

Discriminante Tipo Exemplo Equacao
ac- b*>0 eliptica Eq. de Laplace U, +U, =0
ac- b2<0 hiperbdlica Eq. daonda c2lu, +u, )= u,
ac- b>=0 parabdlica Eq. do calor U, +U, =U,

As EDPs dlipticas estdo freqlientemente associadas aos problemas de equilibrio, que
s80 aqueles nos quais a propriedade de interesse ndo se altera com o passar do tempo. As
EDPs parabdlicas estéo associadas a problemas evolutivos, de difusdo com presenca do

fendbmeno dissipativo. As EDPs hiperbdlicas estdo associadas a problemas evolutivos de

vibragdo ou de convecgéo.

2.2 - CONDICOES DE CONTORNO
Uma equacdo diferencial pode ter solugdo Unica quando sdo especificadas condicdes

sobre a variavel dependente na fronteira R daregido R, em que se quer resolver o problema.

De forma resumida, témse 0s seguintes tipos basicos de condi¢des de contorno [101]:

au=g (condicédo de Dirichlet, valor estipulado no contorno)
b E—U =g (condicdo de Neumann, fluxo estipulado no contorno)
n
C) au+ bg—u =g (condic&o de Robin, combinagéo das anteriores)
n



onde u éasolucdo, g € umafuncdo definidaem R, fu/n é aderivada normal no

contorno, a e b sdo constantes diferentes de zero.

2.3- METODOS NUMERICOS

Existem vérias limitagfes a utilizacdo dos métodos analiticos, tendo em vista a gande
variabilidade dos parametros, das propriedades dos materiais, das condi¢des de contorno e de
condicdes iniciais diversificadas. Méodos numéricos sdo usados quando ndo € possivel obter
uma solucdo analitica, ou a forma dela é tdo complicada que seu w50 ndo € pratico. Por sua
vez, métodos numeéricos apropriados permitem a solucdo das equacdes diferenciais em
qualquer distribuicdo espacial, com propriedades dos materiais bastante varidveis, em
gualquer geometria e variando com o tempo, ou sgja, em condicdes evolutivas.

Nas modelagens numéricas a solugdo obtida € definida por um procedimento
aproximado, que em muitas situacdes se aproxima de forma significativa do resultado real
esperado [74].

Para uma EDP ser resolvida numericamente é necessario discretizar a equagao, isto €,
trazé-la para um subspaco finito de pontos. Isto pode feito por, entre outras, uma das trés
técnicas de discretizagdo [32, 60] a seguir, que reduzem o problema a solucédo de equaces
algébricas:

a) Método dos elementos finitos

b) Método das diferencas finitas

c) Método dos volumes finitos

Uma das principais técnicas discretizacdo utilizadas € o Método das Diferencas
Finitas. No método das diferencas finitas, as fun¢des sdo representadas por seus valores nos
pontos de uma malha e as derivadas sdo aproximadas por diferencas destes valores. Esse
método tem um importante papel na andlise numérica, pois € umadas maneiras mais simples
de se discretizar uma EDP, sendo considerado o mais simples de aprender e de usar.

O erro entre a solugdo aproximada e a solucéo exata € determinado pelo erro que é
cometido quando se transforma o operador diferencial em um operador de diferencas. Esse
erro € chamado de erro de discretizacdo, ou erro de truncamento, ja que esse termo reflete o
fato de que o operador de diferencas ser uma parte finita de uma série de Taylor e, portanto,
truncado em sua capacidade de representacdo do operador diferencial. Ademais, os erros
decorrentes das operacles aritméticas em uma méguina com capacidade de representacdo

finita, os erros de arredondamento, sdo acrescidos aos de truncamento.



A resolucéo de uma EDP evolutiva usando o método das diferencas finitas tem duas
formulagBes principais. a explicita e a implicita. Formulagdes explicitas calculam o estado
adiante do sistema a partir do estado atual do sistema, enquanto a formulagdo implicita
encontra o estado adiante resolvendo um sistema de equagdes envolvendo os estados adiante e
atual do sistema. Matematicamente, se Y(t) € o estado atual do sistema e Y(t+?t) é o estado
adiante no tempo, entéo, pela formulagéo explicita, & necessério resolver Y(t+ 2t)= F(Y(t)),
enquanto que, pela formulagio implicita, é necessério resolver  G(Y(t),Y(t+ ?t))= 0 para
encontrar Y(t+ ?t) [32, 34].

As formulagdes implicitas requerem mais esforco computacional, aém de serem mais
dificeis de implementar, mas sdo freqlientemente incondicional mente estaveis .

Para se utilizarem técnicas numéricas de solucao, ndo € possivel tratar aregido R como
continua, pois a solugdo é cal culada somente para um conjunto discreto de pontos do dominio,
dando origem a uma malha de pontos, nos quais o valor da solucdo aproximada da EDP sera
calculado.

i i3

j=IM
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Figura 1- Discretizacdo de um dominio continuo, formando uma malha [32]

Os dominios considerados neste trabalho terdo, no contexto da Figural, IM+1 = IM+1
= n, isto &, serdo dominios quadrados. A quantidade de pontos em um dominio serdn x n = n?
=N.

2.4 - MALHAS DE DISCRETIZACAO

O processo de discretizacdo conduz a criagdo de uma malha de pontos onde o valor de
interesse sera calculado. Uma malha é uma estrutura geométrica formada por nés e arcos ou
arestas.

Normalmente refinar uniformemente malhas regulares demanda mais recursos

computacionais, pois € necesssario um grande nimero de pontos para fornecer uma precisao



aceitavel em todo o dominio. Técnicas que refinam, isto € aumentam a quantidade de pontos
da maha, somente nas regides onde uma maior precisdo € requerida, exigem menos recursos
computacionais. Assim, o refinamento adaptativo, isto € somente onde ele é necessario, €
uma solucdo para tratar problemas com geometria complexa, presenca de fortes gradientes e
outras particularidades do problema. Para problemas que evoluem no tempo, o refinamento
deve ser dindmico para acompanhar as necessidades de precisdo na solucéo, aumentando ou
diminuindo o refinamento conforme a necessidade.

Existem malhas regulares, irregulares, estruturadas e ndo-estruturadas [46]. As malhas
regulares sdo basicamente de dois tipos, as malhas baseadas no desenvolvimento planar de um
retdngulo (malhas retangulares) e as mahas baseadas no desenvolvimento planar de um
tridngulo (malhas triangulares). Todas as outras malhas regulares planares sdo derivagbes
destas [46].

As malhas estruturadas sdo aquelas que tém todos 0s seus ndés com a mesma

quantidade de vizinhos [46].

Figura 2- Exemplo de malha estruturada
A seguir estdo apresentadas outras malhas que comumente aparecem em

discretizagdes do dominio. Essas malhas normamente estédo relacionadas ao método de

el ementos finitos.

Figura 3- Exemplo de malha eliptica [13]

Malhas irregulares s80 mais dificeis de particionar do que malhas regulares. Séo
encontradas tipicamente na resolucéo de problemas utilizando elementos e volumes finitos.

Malhas regulares sGo muito empregadas na resolucéo de problemas por diferencas finitas.



A maha considerada neste trabalho é a maha regular 2D. Ela € iniciamente
estruturada, mas devido ao refinamento desigual do dominio ela perde a estruturacéo,
voltando a tornar-se estruturada apenas quando o refinamento torna a ficar uniforme.

Uma malha pode ser representada por um grafo, formado por arestas e nés. Existem
disponiveis arquivos de entrada de grafos com mais de um milhdo de nés, usados na
comparacdo de desempenho entre 0s varios pacotes de particionamento disponiveis e por
novas propostas de particionadores. Um exemplo destas malhas € dado no arquivo 4€lt, que
contém uma maha usada para estudar o escoamento em torno de uma asa de quatro

elementos, como mostrado na figura 4 a seguir.

Figura 4 - Exemplo do grafo 4elt, com elementostriangulares[95]

Ja nas malhas “staggered” [85], em vez de posicionar todas as variaveis em um ponto
da maha, diferentes variaveis sdo colocadas em posicdes diferentes na malha, que séo
deslocadas meia cdlula. A figura 5 a seguir mostra o posicionamento das variaveis da equacéo
de continuidade

- ® .
I =-N >§?’ u?

fit g’
considerada em duas dimensdes. A variavel r esta centrada no interior da célula, eru, e

ru, estdo centrados no centro das arestas.

1
: B ity :

P P b

e
v

Figura 5- Posicionamento das variaveis.
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2.5- METRICAS

A seguir estdo definidas as métricas usadas para medir a precisdo da resolucéo

numérica e o tempo gasto para chegar a solucéo.

2.5.1- Normas de Erro

O erro é a diferenca entre o resultado, em cada ponto do dominio discretizado,
conseguido pelo método numeérico, u, e o resultado exato da EDP, Q.
g=u -0
Existem varias maneiras de se calcular o erro, e a escolha de qual méodo é o melhor
vai depender do problema sendo resolvido. Dentre esses diversos métodos, 0s meis comuns
sao [23]:

Norma L; : E amédiaaritmética percentual do erro.

akl

Norma L. E a média quadrética do erro, também chamada norma RMS.

= —

mxll

2.5.2- Tempo

O tempo de execucéo (“elapsed time”) que a aplicacéo requer pararesolver a EDP sera
calculado, para cada processo, pela fungdo MPI_Wtime, chamada uma vez imediatamente
apos a funcdo MPI_Init e outra vez imediatamente antes da funcdo MPI_Finalize. O MPI é
apresentado na se¢éo 3.7.

2.6 - EQUACOES DE DIFERENCAS FINITAS

Redlizar uma aproximacéo numérica de uma EDP significa obter valores em uma
guantidade limitada de pontos do dominio, que 8o relacionados por expressdes algébricas
representando aproximacoes do operador diferencial.

Os métodos de diferencas finitas [60] consistem em substituir as derivadas parciais
presentes na equacdo diferencial por aproximagdes por diferencas finitas, cujo resultado final
€ uma equacao algébrica, a equacéo de diferencas finitas.

9



As aproximacdes por diferencas finitas tém como base a expansdo em série de Taylor
de uma fungdo f. Supondo que f sgja continua no intervalo [a,b] e que possua derivadas até a
ordem N continuas nesse intervalo, o Teorema de Taylor [30, 32] nos permite escrever, para
todo x pertencente ao intervalo de interesse,
AU C.IS AN (.0
xPo 220 7 3 W

f(x)= f(x)+(Dx)

+Yatr

Notac&o:
flx)® f
f (Xi + DX)® fit
f, = ft,xy)
it = f(t+Dt,x+Dx, y +Dy)

emque ?X= X- X, er €oresto, definido como

DXN Nf R
(N? %hm [ab]

O eroloca de truncamento (ELT) é o conjunto dostermos da série de termos que ndo

My =

s80 usados na aproximagdo por diferencas finitass. Os termos de um

(Dx)°f|  (Ox)° g°f] U

ELT = ...(1 Serédo representados por O(Dx), o que significa que
2 7|2 W ® por O(Dx), 0 que sig q

o ('D) ([N

a aproximagao é de primeira ordem. Neste caso, para Dx suficientemente pegqueno, o0 erro na
aproximagdo numeérica da derivada de f é reduzido de forma linearmente proporcional ao
espacamento utilizado. Para uma aproximacéo de segunda ordem, indicada por O(D()2 , 0 €10
na aproximagdo numérica da derivada de f € reduzido de forma quadrética. Deve-se notar que

a ordem da aproximagdo so indica como o ELT varia com o refinamento da malha, e ndo o
valor do erro.

Para as equacOes usadas nos testes deste trabalho, a derivada no tempo sera

discretizada em 12 ordem e as derivadas espaciais em 22 ordem, conforme a figura 6 a seguir.

10



Discretizacdo
0coQooO
0,50 0,0
00 0 0'0

0'Q 0.0 0

00000 ,
i
1

Figura 6 - Molécula computacional

Partindo das expansbes de Taylor:

1| . (Dx)* 12f

f(x +Dx)= f(&)+-Dxﬁ§}-+—75—-ﬂX2i*-O(DXf )
_ i (DX)2 T f 3
flo - D)= F(x)- D) + 55 ﬂxzi+0(Dx) 2

Para obtermos uma expressdo para a derivada primeira por diferencas progressivas, ja

gue ela serd usada para discretizar o tempo, subtraimos f (xi ) de (1), e obtemos:

o +D0)- 1(x) = (DA +O(Ox
fia- f
T =5 +ol) @

Para obtermos uma expressao por diferencgas centrais na discretizac&o do espaco, para

a derivada segunda, somamos (1) e (2), e obtemos:
2121
%2

f(x, +Dx)+ f(x - Dx)=2f(x)+(Dx) +0(Dx)*

2
ﬂ ZI — fi+1- 2fl + fi-l +O(D()2, (4)

x (Dx)*

gue € uma aproximagdo de segunda ordem.
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2.6.1 - Discretizacdo das equacdes usadas como exemplo

A seguir estéo discretizadas as equagdes usadas como exemplo neste trabalho. Ser&o

usadas uma equacao de cada tipo, uma eliptica, uma parabdlica e uma hiperbdlica.

2.6.1.1 - Equacéao parabdlica

Este tipo de EDP descreve problemas que evoluem no tempo e no espago relacionados

com processos de difusao/dispersao.

2 Notagao:
ﬂU aﬂ lZJ ﬂ UO t
it g'ﬂx v 5 u;; =ult,x,y)

Onde u é avariavel dependenteea é o coeficiente de utt = u(t +Dt, x+ D,y + Dy)
difusio, e seré considerado igual a 1 neste trabalho. )

A equacdo acima sera discretizada usando as formulagdes explicita e implicita. O

método Hopscotch é uma combinagdo dessas duas formulacoes.

2.6.1.1.1- Formulacao Explicita

Na formulagéo explicita, as equagdes sdo independentes, permitindo, portanto, solucéo

direta. Usando (3) e (4), vem:

2u +u' Uit,jﬂ‘mit,j |119+ + 2[4 2
A e G

t t t
& 1 1 o0 t 2l +ui—1.j ui,j+1 |] 1

ui’[jl - él_ Za(m)éw-'-wg%ui'j +a(Dt)§ '+l(JDX)2 + (Dy)2 é

Fazendo ?x = ?y = h e definindo

Dt
K =a F , (5)

vem.
Y =(1- 4k)qt,j +K(qt+li gt +'4t,j-1)- (6)

2.6.1.1.2- Formulacédo Implicita

Na formulagdo implicita, as equagdes resultantes sdo acopladas, o que exige a

resolucéo de um sistema de equactes a cada passo de tempo. Usando (3) e (4), vem:

ut -yt

t+1 t+l t+1 t+1 t+l t+l P
i i -agu”“_zu + U u -2ui +u, 0

(D()2 = = (Dy)z ;+ O ) +O[(DX)2]+O[(D}/)2]1 e

12
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t+l t+1

e e 1 1 &0 al'to+utlo outt AUttt o
oty =G o0f Lo By a(pofn o B g
B S GO R I G GV

o
Fazendo ?x =?y =hedefinindo K = ar']—;[, vem:

U, =+ - K2+ +, ) e

+ o 1 0 + + + +
ultjl mgul j +K( It+ij +u|t 11] uf]il ultjll)) : (7)
2.6.1.2 - Equacéao eliptica
Este tipo de EDP descreve problemas de equilibrio, por exemplo, térmico. A
discretizacdo da equacdo eliptica se faz de forma semelhante a da equacdo parabdlica. O
tempo associado a0 método hopscotch, neste caso, é artificialmente adicionado, sendo

chamado de tempo numeérico.

2 ﬂé Notacao:
™ Wy u;, =ult,xy)

Onde u é avariavel dependente ea € o coeficiente de Gt = u(t 4Dt x+ DK,y + Dy)
difusfo, e seré considerado igual a 1 neste trabalho. i+ ’ :

A eguacdo acima serd discretizada usando as formulacfes explicita e implicita. O

método Hopscotch € uma combinagdo dessas duas formulagdes.

2.6.1.2.1- Formulacao Explicita
Naformulacéo explicita, as equacdes sdo independentes, permitindo, portanto, solucdo

direta. Usando (3) e (4), vem:

- 2uj, +ullj+ e 25 +u"19+0 )+O[(DX)2]+O[(DY)2]’e

(DX)2 (Dy)z s

t I
e 1 (iij],J +U| 1j u| J+1+ul j-1 X

‘*1—$- +i.—?9u.t.+a + 9
R CAC H L T T

Fazendo ?x = ?y = h e definindo

K=a— (5)
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vem:

t+l _(1 4k)q +K(q+1,1 +q 1j +qtj+l+qtj 1) (6)

2.6.1.2.2- Formulacdo Implicita

Na formulacdo implicita, as equacdes resultantes sdo acopladas, 0 que exige a
resolucéo de um sistema de equegtes a cada passo de tempo. Usando (3) e (4), vem:
utl -yt Sh-2utt+utt outh - 2t +uh 0 ]

ETRE i volo) rood ol

o t+l t+1 t+1 t+l 4
x 1 1 m 2e; +U u|]+l+u|j-l-

s gk ora P oy T oF

"
Fazendo ?x =?y=hedefinindo K = ar']—;[ , vem:

U, =LA - KIS+ +UL ) o

1 _ & 1 9( t ( t+1 t+1 t+1 t41 ))
ul,j (;1+4k U +Ku|+l,J+uIlj+u|J+l+uljl . (7)

2.6.1.3 - Equacao hiperbdlica

Este tipo de EDP descreve problemas que envolvem propagacdo, transporte. Sera
agora discretizada a equacéo da onda linear de primeira ordem bidimensional. A equacéo € da

forma
u, +R.(uc)= 0, onde ¢ =(c.,C,)".
fu_ e ﬂ—+c2 ﬂuﬂ'
it & 1t yu

2.6.1.3.1- Formulacdo explicita

Usando (3) e (4), vem

t+1 t
Uij - Uiy _

Dt

t t t t
Uy - Uiy re Uijer = Ui
2
2Dx 2Dy

e
_ecl
e

fazendo Dx=Dy=h ec, =c, =c, vem:
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Dt
t+1 — ,,t t t t t
Uij = U - C_(Ui+1,j tUL T U +Ui,j-1)- (8)
2h
2.6.1.3.2- Formulacao implicita
Usando (3) e (4), vem:
t+1 t A t+1 t+l t+1 t+1
Uy - Ui - gc Uy - Uiy +e Ui e - ui,+j-13
Dt & 2Dx ©o2y g
fazendo Dx=Dy=h ec, =c, =c, vem:
t+1 —  t t+1 t+1 t+1 t+1
Uj =U;-¢C (ui+1,j tU T U g +Ui,j-1) 9

2h
2.7 - APLICACAO DO METODO ODD-EVEN HOPSCOTH (OEH)

O método € €ficiente e tem boa precisdo, conforme [33, 55]. As equagdes explicitas e
implicitas sdo aplicadas em quatro varreduras. Considere iter como o nimero da iteracéo.
Primeiro, a equacdo explicita é aplicada quando i + j + iter € par, e a equacdo implicita é
aplicadaquando i + ] + iter € impar. Depois, a equacdo explicita € aplicada quandoi + j + iter
€ impar e a equacdo implicita é aplicada quando i + | + iter é par. Essas quatro varreduras
formam um passo do método Hopscotch.

A figura 7 a seguir ilustra a aplicagdo do método. Os valores aproximados da solugéo
Nnos pontos no instante de tempo t estdo ilustrados com o uso do preenchimento em branco dos
circulos que envolvem os pontos da discretizacdo, na figura 7a. Primeiro, aplicase a equacdo
explicita em pontos aternados, comecando no ponto acima e a esquerda, 0 que prové
aproximacdes para os pontos da discretizacdo identificaveis com o preenchimento em cinza
dos circulos a sua volta. Apods a aplicacéo da equacdo explicita, o dominio fica como na figura
7b. Em seguida, tendo em vista que os pontos envoltos por circulos cinza correspondem a
informagdes no instante de tempo atualizado, t + ¥, pode-se aplicar a formula implicita para
obter aproximagdes neste instante de tempo, para 0s pontos que ainda ndo dispdem de
aproximagdo para t + %4 ou sgja, agueles envoltos por circulos brancos (figura 7c). Note que
todos os pontos necessarios a0 célculo da equacdo implicita ja estavam um instante de tempo
afrente, e assim o célculo da equagdo implicita se torna explicito, dispensando a resolucéo de
um sistema de equactes. Ao final desse procedimento o tempo serat + %2 Posteriormente, 0
passo se completa com a repeticdo do procedimento, invertendo a utilizagdo da equacéo
utilizada em cada ponto do dominio. A cada meio-passo torna-se necessario comunicar

Agora, a equacdo explicita é aplicada aos pontos envoltos por circulos com preenchimento em
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preto nafigura 7d, e a aplicacéo da equacdo implicita ao restante dos pontos completa o passo

(figura7e).

t t+% t+1
00000 00000 00000 X XoX X o000
00000 00000 00000 (YK XoX XXX X
00000 00000 00000 00000 XXX X
00000 00000 00000 (YoX XoX XXX
00000 00000 00000 X XoX X XXX

a b c d €

Figura 7 - Aplicagéo do OEH

O resultado do esquema OEH é uma sequéncia de célculos explicitos. Nas
atualizacOes que seriam implicitas, todos os valores vizinhos envolvidos ja estédo conhecidos
pela aplicacdo do método explicito, logo ndo existe a necessidade de resolucdo de sistemas
lineares.

O método tem precisdo de segunda ordem no espaco e é incondicionalmente estével
para determinados tipos de problemas [93]. Sendo explicito, é rapido por ndo ter que resolver
sistemas de equacbes e € adequado a paralelizacdo porque os célculos sdo feitos
independentemente em cada regi&o.

Para a execucdo de todos os calculos necessarios ao passo mostrado na figura 7, €
necess&ria uma superposicdo de dominio de 2 fileiras. Isto € cada particdo do dominio
contém uma parte dos subdominios adjacentes. Isto permite que um meio-passo sgja feito sem
gue sgja preciso haver comunicagdo entre os processadores. Neste trabalho, um meio-passo
correspondera a uma iteragdo. Isto €, a exigéncia de comunicacdo € baixa em relacdo a
guantidade de calculo realizada nos processadores. Mais, a parcela O(N) do algoritmo pode
ser feita totalmente em paralelo. A parte do algoritmo que ndo € paraelizavel € O(1). Além
disso, esse método permite um facil particionamento do dominio. O sobretrabalho devido a
paraelizacdo é a tarefa de organizar os dados a serem transferidos, as franjas, em éareas
reservadas a comunicacéo, e a de copia-1os apos seu recebimento pelo processador destino da
mensagem transmitida, para a estrutura local de dados (tarefas denominadas respectivamente
empacotamento e desempacotamento). Neste trabalho, em que os subdominios sdo quadrados,
essa é uma tarefa O(+/n).

Por esses motivos, 0 método Hopscotch € um algoritmo eficiente para a solugdo de
EDPs usando processamento paralelo. Em [, 8, 27, 28, 33, 54, 55, 77, 84, 86, 87, 91]
apresentam-se aplicacdes do método Hopscotch a diversos ramos da engenharia, com bons

resultados. Em [5] os autores resolvem numericamente as equagdes de aguas rasas usando o
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método Hopscotch com processamento paralelo. Em [8] os autores empregam o método
Hopscotch para resolver as EDPs que modelam a transferéncia de ions em determinados
componentes quimicos. Em [27], o método Hopscotch é empregado na solucéo de equactes
elipticas em ambiente paralelo. Em [28] os autores aplicam o método Hopscotch ao problema
de derretimento de gelo, onde a fronteira entre as partes liquida e solida muda constantemente
e precisa ser determinada como parte da solucéo do problema. Em [33] os autores empregam
o método Hopscotch para resolver o modelo de um biosensor amperimétrico, que é um
dispositivo capaz de detectar determinados componentes quimicos. Em [54], o método
Hopscotch é aplicado a0 modelo de ondas vigjantes de FitsHugh-Nagomo, que € um modelo
usado para simular a propagacéo de ondas em meios excitaveis, tais como o tecido do coragéo
e fibras nervosas. Em [55] os autores comparam diversos métodos numéricos de resolugéo das
equacdes de Schrddinger, que descreve como o estado quéantico de um sistema fisico evolui
no tempo, e tem aplicagdes em dindmica dos fluidos, fisica de plasma e Gtica ndo-linear. Em
[77] os autores aplicam o método Hopscotch para resolver equactes de propagacdo “laser” em
semicondutores. Em [84] os autores utilizam o método Hopscotch para resolver as equacoes
de Navier-Stokes. Em [86], os autores aplicam o método Hopscotch, em ambiente paralelo, a
problemas de hidrodindmica de transporte em éguas rasas para estudo de ambientes para a
vida marinha. Em [87] os autores empregam o méodo Hopscotch, em ambiente paralelo,
como resolutor das equacdes que modelam o transporte de substancias dissolvidas na égua,

para estudo de polui¢éo em rios.

2.7.1 - Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia do Método

Se a solucdo aproximada obtida pelo método converge para a solucéo real quando o
espacamento da malha e o intervalo de tempo tendem a zero, 0 método é convergente. Um
método € estavel se 0s erros provenientes da computacdo, tais como arredondamento e
truncamento, diminuem a medida que as iteracBes avancam. Um método € consistente se 0s
erros de truncamento local obtidos na discretizacdo da série de Taylor tendem a zero quando
h, K e o intervalo de tempo tendem a zero. A figura 8 a seguir sintetiza essas consideragoes
para problemas lineares.
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Discretizacéo - —
EDP » Sist. de equagdes
< algébricas
Consisténcia Y
Estabilidade
A
Solugéo exata |, Convergéncia Solucéao
aproximada

A A

Diferenca = erro

+

Consisténcia Estabilidade Convergéncia

Figura 8- Consisténcia, estabilidade e conver géncia para problemas lineares

Os procedimentos apresentados em [10, 66, 93] discutem condicdes de estabilidade do
OEH para problemas de advecgdo-difusdo unidimensionais e multidimensionais. Fazendo uso
de analogias com o né&todo leapfrog-Du Fort-Frankel, foi mostrado que a estabilidade do
OEH néo depende do coeficiente de difusdo. Entretanto, existe uma limitacdo do intervalo de

tempo devido a parte convectiva.

2.8- CASOS TESTE

Para a validagcdo da implementagdo computacional do método Hopscotch serdo
resolvidas equacdes de solucdo analitica conhecida para servir de padréo de comparagéo.
Serdo usadas trés equacdes. uma eliptica, a equacdo de Poisson; uma parabdlica, a equagdo do
calor; e uma hiperbdlica, a equacdo da onda de primeira ordem 2D. Essas equacfes seréo
usadas por conterem elementos presentes em modelos de fendmenos difusivos, convectivos
e de equilibrio. A equacdo de Poisson € uma equacdo de equilibrio, enquanto as outras
evoluem no tempo. Primeiramente essas equacfes serdo implementadas usando
processamento sequiencial. Foi usada uma maguina do ambiente computacional descrito no

Apéndice D.

2.8.1 - Equacéo Parabolica

Sera utilizada a equacéo de difusdo parabdlica

W_fu, T

T e
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no quadrado unitario [O£xl,x2 £l]' [t 3 O], sujeitaa condicao inicial
U = Sinpx,Sinpx, gb £x,%, £1, t= Og,

e as condicdes de contorno de Robin:

%—%pe'z"z‘si% ><l=0-f-j
§ OEXEL t>0
o Tu=-peTisimy, X =k
T 1'|o
e
E_m:pe'aﬁsirpxl, x2:0u
M, !
0E£x £1, t>0

|
;
u Sk .

—tu=-pe?isipy, X =k
Tix, Lp

A solucdo deste problema € dada por
u= e *tsinpx.sinpx,
Aplicagédo da Condigdes de Contorno:

Uipgj = Uiq

2 .
+2u. . =-pe *'snpx
2Dx " ?
Uivgj _ Uia 22
= - 2u, ;- pe’*'sinpx,
2Dx  2Dx
Uiy

— _232 .
Us =20 2Dx - 2u;  2Dx- 2Dxpe * 'sinpx,
U,y =Ug; - 2DX(2u; + 2Dxpe ®sinpx,)

O mesmo procedimerto é aplicado as outras trés condi¢Bes de contorno, resultando
em:

Upyj =U.p; - 2Dx(2u; ; +2Dxpe ® ™ sinpx,)
Ui = U, s - 2DY(2,  + 2Dype’® * sin px,)

U1 =U, g - 2Dy(2u,; +2Dype ™ sin px,)

A figura 9 a seguir mostra a orientagdo da discretizacao.
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Ui j-1
Figura 9- Discretizagéo

Na figura 10 a seguir est4 apresentada a curva de nivel da fungéo no instante inicial,
para uma discretizacéo de 30 x 30.

30
ENEEEEE R

.=-l-- [ 1

- N HEEEEE
man T

a0

] 10 15 20 25 an

Figura 10- Curvasde nivel da condicdo inicial

Na figura 11 a seguir estéo apresentados graficos da funcdo nos instartes t = 0,0s
(condicdo inicia) et = 0,01s.

t=0,0s (Condigesiniciais)

¥ 1S

AT
st A
an| ! | i}
[ ."_ T 1)
[ |
] 15 |

_~
: A
e ) {44
i, Ui 1
(-] S 1) ]
t=0,01s
- H

"y

Figura 11 - SolucGes da equacéo
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Com o intuito de pesquisar qual o melhor valor de K usar, a tabela 2 foi construida.
Ela apresenta resultados de erro méximo e tempo de execugdo para diferentes valores de K,
com a quantidade de iteragctes cal culada pela formula
t. (n+1)?
qlter - fmal( ) ’
K

onde tina = 0,001, n=+/N & uma dimens3o do dominio e giter é aquantidade de iteracoes.

Tabela2- Variagdo de K

(60560) (i%gragééif Errol, Tempo (s)
0,50 745 0,0643 1,7876
1,00 372 0,0699 0,8966
15 248 0,0816 0,6037
2,00 187 0,1003 0,4724
2,5 145 0,1300 0,4137

Pode-se ver que o erro se torna muito grande, mais de 10%, para valores de K acima
de 2,0. Pode-se ver, também, que o erro se estabiliza para valores de K menores que 1. Logo,
sera usado um valor de K = 1,0 nos testes envolvendo essa equacdo. A tabela 3 a seguir
apresenta o erro e o tempo para cinco granularidades da malha para tempo final de 10% eK =
1,0.

Tabela 3- Resultados da precisao etempo, com K=1,0

Reflgz)a(rr;]ento (i?tléragéégse ErrolL, Tempo(s)
60 x 60 372 0.06989 1,641
120x 120 1.464 0,03235 29,31
240 x 240 5.808 0,01363 4275
480 x 480 23.136 0,006405 6.888,3

960 x 960 92.160 0,003490 111.862,5

2.8.2- Equacéao Eliptica

Considere agora o problema de Poisson em R= (0,1)* definido por
- N2u= f(x,y)

com condicéo de contorno de Dirichlet u = 0 sobre fR.

O termo fonte é dado por
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f(x,y)=-90x°y°(1- x)(1- y)+20x°y®(1- x)(1- y)- 90x°y*(1- x)(1- y)+20y°x*°(1- x)

A solugio anaitica desse problema é dada por u(x,y)= x°y*°(1- x)- y) para a

%10
2 10° N s 2
TR i . i

] E I ' AR ; “” 4

: o M I ﬂ_

OB ! L J ' He

0E 10E

404

0z

i

Figura 12 - Gréfico da solucédo da equacéo

A figura 13 a seguir apresenta as curvas de nivel da solucdo da equacéo.

Figura 13- Gréfico e curvas de nivel da solucédo da equacéo
A tabela 4 apresenta resultados de erro méximo e tempo de execucéo para diferentes
valores de K, com a quantidade de iteracBes calculada pela formula
t. (n+1)?
qlter - fmal( ) ’
K
onde tiina = 0,1, n=+/N & uma dimensio do dominio e giter é a quantidade de iteracbes. Deve-

se lembrar que, nesse caso, 0 tiina € um tempo artificial.
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Tabela4- Variagdo de K

(60560) (igtzragéégﬁe Errol, Tempo (s)
0,5 745 0,00796758 1,599710
1,0 373 0,00791667 0.822446
15 248 0,00783927 0,425437
2,0 187 0,00775261 0,442356

Foi escolhido um valor de K igual a 1,5, por ser interno a regido de melhor preciséo e
j& apresentar uma queda acentuada no tempo de processamento. A tabela 5 a seguir apresenta
a precisdo da solucdo e o tempo de execucdo para cinco granularidades da maha, com a

guantidade de passos e 0 Dt sendo escolhidos para obter um K de cercade 1,5

Tabela 5- Resultados da precisdo e tempo, com K=1,5

Refer?(rTlmtO %Zragéiag; ErroL, Tempo ()
60 x 60 248 0,007839 1,328
120 x 120 976 0,005332 21,19
240 x 240 3.872 0,005185 336,6
480 x 480 15.424 0,005095 5.362,7

960 x 960 61.568 0,005084 82.325,0

2.8.3- Equacdao Hiperbélica

A equacdo da onda de primeira ordem no caso bidimensional é da forma
u, +N(uc)= 0, onde c= (c,,c,)".
Considere uma onda caminhando ao longo de uma direcdo n&o coincidente com 0s

eixos coordenados. Em particular considere u= u(x,y,t) Assim,

com condiggo inicial u(x,y,0) dada por

u(x, y,0)=1- 16[(x- 0,25) + (y - 0,25)21

u(x,y,0)=0 eulxy0)<o

Considerando que ¢, = ¢, = ¢, a solucdo analitica desse problema é dada por
u(x,y)=1- 16[(x- (1- ¢)0,25)° + (y- (1- c)0,25)2J, u(x,y,0)= 0 se u(x,y,0)<0,
paraacondicdo inicial u(x,y): 0 em R e esta apresentada na figura 14 a seguir.
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A ondatem a forma mostrada na figura 14 a seguir.

7 W S Mos
QR Iw,l,?."__,%t 5 ety
4 RS : AR e ] o 07

og ] : . S . 06
' : 05

n4

03

Figura 14 - Visualizacéo da equacdo da onda

A figura 15 a seguir apresenta seis fotografias da evolucdo da onda a medida que as

iteracOes avangam.
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t=1,25s t=1,50s

Figura 15- Vistas de topo da evolucéo da onda confor me as iter agbes avangam, podendo-se
observar a presenca de difusdo numérica

A tabela 6 a seguir apresenta o erro e o tempo para cinco granularidades da maha para
K =0,15. A quantidade de repeticdes foi calculada pelaformula

C(n + 1)t final

iter =
q oK ,

onde tina = 0,5, ¢ = 1,52, n=+/N é uma dimensio do dominio e giter é a quantidade de

iteracOes.

Tabela 6- Variagdo de K

(60560) %gragéég; Erro by Tempo (s)
0,05 647 0,146097 0,042719
0,10 323 0,144651 0,02320
0,15 215 0,142916 0,017313
0,20 161 0,140656 0,014018
0,25 129 0,149189 0,012487

A solucéo ndo converge para valores de K acimade 0,25. Foi escolhido um valor de K
igua a 0,15, por ser interno a regido de estabilidade e ja apresentar uma queda acentuada no
tempo de processamento. A tabela 7 a seguir apresenta a precisdo da solucéo e o tempo de

execucdo para cinco granularidades da malha, @m a quantidade de passos e 0 ?t sendo
escolhidos para obter um K de cercade 0,15.
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Tabela 7 - Resultados da precisio etempo, com K=0,15

Refinamento

Quant. de

nxn teracoes Erro b+ Tempo (s)
60 x 60 215 0,142916 0,03677
120 x 120 428 0,13108712 0,3647
240 x 240 852 0,15722607 3,503
480 x 480 1701 0,22640871 27,95
960 x 960 3398 0,21456814 204,7
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CAPITULO 3

APLICACOES PARALELAS

Uma aplicacdo paralela tem por objetivo diminuir o tempo de execucdo de um
trabalho pela sua divisdo em vérios pedagos ou unidades de processamento, chamadas de
tarefas. Estas séo executadas em varios processadores, tirando proveito da maior capacidade
de processamento e da maior quantidade de memaria disponivel.

Um ambiente paralelo pode ser formado por um supercomputador ou por varias
estacoes de trabalho ou PCs, gue compdem um “cluster”. Uma das vantagens do “cluster” € a
possibilidade de aocar varios processadores a um custo muito menor que o de um
supercomputador. A ligacdo de vérios “clusters’ dispersos geograficamente é chamada de
“grid”. A desvantagem € que a comunicacdo entre os processadores é dependente da laténcia
darede, sendo bem mais lenta que no caso de um supercomputador, cujos processadores estao
ligados a um barramento de dados. Ha uma tendéncia em chamar de processamento
distribuido o ambiente formado por vérias maquinas independentes ligadas em rede, ndo
necessariamente ocupando o0 mesmo local fisico. Quando o ambiente € composto de um
supercomputador paralelo, 0 processamento € chamado de processamento paral el o.

O tempo de execucdo € reduzido pela distribuicdo da carga pelos diversos
processadores disponiveis. Ideamente, o tempo de execucdo de um cddigo paralelo é
proporcional a1/N, onde N € a quantidade de processadores. No entanto, as comunicacfes e 0
desbalanceamento da carga aumentam o tempo de processamento. Esse aumento estabelece
uma perda de eficiéncia.

Tavez a maior diferenca para o programador em relagdo a aplicacdo seqiencia é a
possibilidade de perda do determinismo. Isto €, uma aplicacéo paralela pode nem sempre se
comportar de modo deterministico. O comportamento da rede pode alterar a ordem de
obtencdo de recursos pelos processadores, e condicdes de “deadlock” podem ocorrer,
alterando 0 comportamento do programa paralelo sem que o cédigo tenha sido alterado (o
“deadlock” ocorre com um conjunto de processos e recursos nao-preemptiveis, onde um ou
mais processos desse conjunto estd aguardando a liberacdo de um recurso por um outro
processo que, por sua vez, aguarda a liberacéo de outro recurso alocado ou dependente do
primeiro processo). Isto €, para a mesma entrada, com mesmo programa e mesmos dados, a
mesma saida ndo € garantidamente obtida, 0 que caracteriza um comportamento
probabilistico. Por isso, o programador precisa tomar cuidados para garantir que este tipo de

comportamento ndo ocorra.
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3.1- METRICAS

A seguir serdo definidas algumas métricas, além daguelas ja definidas em 2.5, que séo

importantes para quantificar especificamente o desempenho de uma aplicacdo paralela.

3.1.1- “Speedup”

Fornece a medida de quanto um programa rodando em paralelo € mais répido do que
. c - t ,
esse mesmo programa rodando seqiiencialmente. E definido como S( p) = t_s [45], ondep é a
p
quantidade de processadores, t1 € o tempo de execucao do programa seqiiencial et, € o tempo
de execucgdo do programa paralelo com p processadores.

A lei de Amdahl [3] estabelece um limite superior para o “ speedup”, que é dependente
da parte do programa que ndo é paralelizével. Se P € a propor¢do do programa que pode ser
tornado paraelo, e (1-P) for a proporcéo que ndo pode ser paralelizado, entdo 0 maximo
“speedup” que pode ser obtido usando p processadores €

1
P

(1- P)+—
p

No limite, quando p tende a infinito, o “speedup” maximo tende para 1/ (1- P). Por
esta razdo, computacdo paralela torna-se mais vantgjosa quando P torna-se maior. Para uma
aplicacdo cujo P fosse 1 (idedl), 0 “speedup” por usar p processadores seria p, chamado de
“speedup” linear. Entretanto, ndo é incomum a obtencdo de “speedup” superlinear, que é a
obtencdo de um “speedup” superior a p em uma maquina com p processadores. Uma raz&o
para isso € que a memoria cache aumenta com o nimero de processadores, tornando possivel
carregar maiores quantidades de dados em uma cache com tamanho agregado maior, evitando

assim operacOes de “swapping”, reduzindo com isso a quantidade de acessos a memdria.
Em [39] mostra-se que a lei de Amdahl ndo deve ser encarada como uma restricdo ao

uso de processamento paralelo massivo.
3.1.2- Eficiéncia

Para programas paral el os, a eficiéncia é definida como E( p): tt—s , ondets € o tempo
p
de execugdo do programa seqiiencial e t, € o tempo de execugdo do programa paralelo usando

p processadores.
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3.1.3- Escalabilidade

A escalabilidade é a medida da capacidade de um sistema aumentar o “speedup” em
propor¢do linear a0 aumento do numero de processadores. O conceito de escalabilidade [57,
76] em sistemas paralelos € que, dado um nivel de desempenho em um determinado
problema, manter esse nivel de desempenho com um aumento de carga pode ser resolvido
com um aumento dos recursos computacionais, isto €, aumentando-se a quantidade de

processadores.

3.2- MONITORAMENTO

A depuracdo de uma aplicacdo paralela é uma tarefa dificil e trabalhosa. Foi usada
andise “ontling” e “off-line” para monitorar o desempenho da aplicacdo. No monitoramento
“online”, asinformacdes sdo analisadas durante a execucdo do programa. No monitoramento
“off-ling”, sdo gravados arquivos, um por processo, para posterior andlise. Como a aplicacdo
deste trabalho € naturalmente sincrona, ndo houve necessidade de sincronizacdo dos relégios
das maquinas. Em [92] os autores descrevem alguns tipos de erros relacionados com o

desenvolvimento de aplicaces paralelas.

3.3 - CONCEITOS DE PARALELIZACAO

A seguir sdo apresentados mais alguns conceitos de paral elizacéo.

3.3.1- Paradigmas
Existem dois paradigmas de programagao, segundo [40]:

a) SPMD (“single program”, “multiple data’): existe apenas um codigo, que roda em
todos os processadores; e

b) MPMD (“multiple programs’, “multiple data’): existe mais de um cédigo.

O programa desenvolvido aqui usa o paradigma SPMD, ou sga, existe apenas um

codigo que roda em todos os processadores.

3.3.2- Granularidade

E a medida do tamanho da tarefa [76]. Gréo computacional é o tamanho da tarefa. No
caso do método Hopscotch, o gréo computacional é a quantidade de operacoes aritméticas a
serem realizadas em um subdominio, em um meio-passo. A granularidade € uma medida da
razéo entre computagdo e comunicacdo. Programas com granularidade fina implicam em
pegquena quantidade de computacdo entre comunicagdes sucessivas e sdo pouco beneficiados
pela paralelizacéo, emguanto aqueles com granularidade grossa se beneficiam desta [94].
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3.4 - SUPERCOMPUTADORES

S80 méaquinas gque estdo entre as mais rapidas do mundo em um dado momento. Esta &
a conceituacdo de supercomputador. As principais classes de arquiteturas serdo definidas a
seguir, usando a taxonomia de Flynn (1966) [88, 90], que h& muitos anos é usada para a
classificagéo dos supercomputadores. Existem dois tipos principais de supercomputador:

a) Sistemas de memodria compartilhada: Esses sistemas tém muitiplas CPU (Central
Processing Unit, Unidade Central de Processamento) que dividem o mesmo espago de
enderecamento de memoaria. Isto significa que é transparente para 0 usuario aonde o0s
dados estdo armazenados, ja que existe apenas uma meméria acessada por todas as
CPUs. Mé&quinas com um processador vetorial podem ser consideradas como um
exemplo de sistemas SIMD de meméria compartilhada (SM-SIMD), enquanto modelos
com Va&rios processadores sdo exemplos de maguinas MIMD (SM-MIMD).

b) Sistemas de memoria distribuida: Neste caso cada CPU tem sua prépria meméria. As
CPUs s8o conectadas por uma rede e trocam dados entre memérias quando € necessario.
Ao contrario das méquinas com memaria compartilhada, o usuério precisa saber a
localizacdo dos dados e precisa explicitamente manipulé-los. Sistemas MIMD com
memoria distribuida (DM-MIMD) exibem uma grande variedade na topologia de sua
rede de interconexdo das memoérias e CPUs, e que sdo, em gera, transparentes ao
usuario.

Esses dois tipos de sistemas podem ser usados nas maguinas apresentadas a seguir,
cuja classificacdo € baseada na maneira de manipular as instrucdes e os dados. Podem ter
meméria compartilhada ou distribuida. Possuem duas principais classes.

a) Méquinas SIMD: Esses sistemas tém uma grande quantidade de processadores, as mais
modernas contendo mais de 16.384 processadores, todas podendo executar a mesma
instrugdo em massas de dados diferentes. Uma subclasse dos sistemas SIMD sdo os
processadores vetoriais. Processadores vetoriais agem em vetores em vez de agir em um
unico dado, usando para isso CPUs especiamente estruturadas. Quando os dados sdo
adequados a utilizacdo dessas unidades vetoriais, os resultados podem ser obtidos na
razéo de um, dois ou trés por ciclo de reldgio do sistema. Assim, 0s processadores
vetoriais atuam como se fossem em paralelo, mas sO quando executando em modo
vetorial, sendo entdo, nesse caso, Varias vezes mais rapidos do que quando executando
em modo escalar. Assim, para fins praticos, processadores vetoriais s80 considerados

como maquinas SIMD.
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b) Maquinas MIMD: Essas méquinas executam varios grupos de instrucdes em paralelo
em diferentes massas de dados.A diferenca para as maquinas multi-processador SISD é
o fato de que na maguinas MIMD as instrucdes e os dados sdo rel acionados porque eles
representam pedagos diferentes da mesma tarefa sendo executada. Assim, sistemas
MIMD podem executar sub-tarefas em paraledlo de modo a diminuir o tempo de

execucao datarefa principal sendo executada.

3.5- TOPOLOGIA DA REDE DE PROCESSADORES

O conhecimento da topologia da rede de processadores € importante na otimizacéo do
particionamento de um grafo, que pode ser feito de modo a tirar 0 maximo proveito da
topologia do supercomputador A maioria dos particionadores existentes considera a topol ogia
darede em seus algoritmos de particionamento.

A figura 16 a seguir apresenta exemplos das topologias de rede mais usadas em um
computador de memdria compartilhada, sendo n a quantidade de processadores..

a) Uma “crossbar” usan® conexdes;

b) Umarede- W usanlog n conexdes; e

¢) Umarede com barra central usa somente uma conexao.
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Figura 16 - Algumas topologias usadas em um computador de memdria compartilhada
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Uma das topologias mais usadas é a assim chamada “hypercube topology”,

apresentada na figura 17 a seguir.
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Figura 17 - Topologia em hipercubos

Arquiteturas baseadas em hipercubos tém sido extensivamente usada no projeto de
computadores paralelos e na construgcdo de algoritmos paralelos. Um hipercubo tem
quantidade de nés igual a 2", sendo n a dimensdo do hipercubo. Assim, por exemplo, um
supercomputador com 2" = 1024 processadores tem a topologia da rede de ligacdo dos
processadores baseada em um hipercubo de dimensdo 10. Uma vantagem da topologia em
hipercubos é que para um hipercubo com 2° nés, a quantidade de passos entre dois quaisquer
nos € no maximo d. Assim, a dimensdo da rede cresce somente logaritmicamente com a
quantidade de nés. Na prética, hoje em dia, a exata topologia de uma rede hipercubica ndo é
mais tdo importante, porque todos os sistemas no mercado atualmente usam a tecnologia do
“wormhole routing”. Para uma mensagem enviada de i para j, um sina é enviado de i para j,
resultando em uma ligagdo direta entre i e j. Assim que esta conexéo € estabelecida, os dados
propriamente ditos so enviados sem perturbar a operacdo dos nos intermediarios.

Outra maneira eficiente de conectar uma grande quantidade de processadores € por
meio de uma “fat tree”. A figura 18 a seguir apresenta um exemplo de uma “fat tree”
guaternéria. Na prética, nos nos proximos a raiz acontece um congestionamento, resolvido por

disponibilizar mais capacidade de comunicacdo nesses nos.
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Figura 18- Exemplo de uma “fat-tree” quaternaria

3.6 - PARALELIZACAO DO METODO HOPSCOTCH

A solucdo numeérica de EDPs envolve a discretizacdo do dominio em pontos,
formando uma malha. Para resolver o problema em paralelo, a malha precisa ser decomposta
em subdominios, ideal mente tantos quantos forem os processadores disponiveis, de modo que
os caculos referentes a cada subdominio sgam realizados por um dos processadores
alocados.

Se dividirmos o dominio R em tantos subdominios quantos forem os processadores
disponiveis, cada subdominio poder4 ser calculado simultaneamente com 0S outros.
Considerando que o esgquema de diferencas finitas adotado neste trabalho usa a tradicional
discretizacdo de cinco pontos (ver figura 9), cada ponto precisa somente acessar seus quatro
vizinhos, e somente ao final de cada meio passo sera necess&rio comunicar as solucfes das
bordas entre os processadores.

Uma versdo pardela do método Hopscotch foi implementada. Ela usa “Message-

Passing Interface” (MPI) para a distribuicdo inicial da carga e a comunicagdo entre 0s
processadores.

3.6.1- Implementacao

A para€izacdo da resolucdo pelo método Hopscotch sera explicada através de um
exemplo. Sga uma subdivisdo utilizando 9 processadores [81], cada um deles com um
subdominio 5 x 5 atitulo de exemplo. O programa permite que se use qualquer quantidade de
processadores e qualquer tamanho de subdominio, com a restricdo de que exista sempre o
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mesmo nimero de linhas e colunas, isto € o0 nimero de subdominios deve ser um quadrado
perfeito, 9, 16, 25, 36, 49, 64 e assim por diante. A figura 19 a seguir mostra como fica um

dominio 15 x 15 dividido em 9 subdominios.

fronteira

Figura 19 - Divisdo do dominio

Independentemente do nimero de subdominios definidos, existirdo no méximo nove

tipos de subdominios, de acordo com a existéncia e a posi¢do do contorno.

3.6.2- Tipos de Subdominio com Rela¢cdo ao Contorno

Com relagcdo a posicdo do contorno, existem no maximo nove tipos de subdominio que
devem ser tratados diferentemente no codigo. A figura 20 seguir apresenta um exemplo de um
dominio com n = 15 (15 x 15), particionado em 9 subdominios com m = 5, cada um deles de
um tipo diferente. Os valores nos pontos amarelos sdo atualizados explicitamente, os valores
nos pontos pretos sdo atualizados implicitamente e os pontos vermelhos s&o o contorno.
Deve-se notar que na camada da franja mais préxima do subdominio € necesséria uma
atualizacdo explicita dos valores de alguns pontos. Essa atualizacdo explicita usa a camada

mais externa da franja, dai a necessidade de uma franja de duas camadas.
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Figura 20 - Exemplo de particionamento

Os tipos de subdominio sdo mostrados a seguir.

Tipo Tipo Tipo
1 4 7

Tipo Tipo Tipo
2 5 8

Tipo Tipo Tipo
3 6 9

Figura 21- Tipos de subdominio

A figura 22 a seguir mostra um exemplo de um dominio dividido em 36 subdominios,
podendo-se ver que existirdo, para particionamentos a partir de 9 subdominios de um dominio
nxn:

a) um subdominio do tipo 1, tipo 3, tipo 7 etipo 9;

b) n-2 subdominios do tipo 2, tipo 4 tipo 6 etipo 8.; e

) (n-2) x (n-2) subdominios do tipo 5.
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3 6 6 6 6 9

Figura 22 - Tipos de subdominio em um dominio particionado em 36 subdominios

3.6.3- Comunicacdo entre os Processadores

Um meio passo do método € o calculo alternado nos pontos pelas equacdes explicitae
implicita. Com todos os pontos calculados, a complementacdo do passo sera usar a formula
explicita para calcular os pontos que foram calculados com a férmula implicita, e vice-versa.
O céculo dos vaores dos pontos localizados nas bordas de um subdominio depende dos
valores de pontos localizados nos subdominios adjacentes.

A posicao relativa dos subdominios é mostrada na figura 23 a seguir.
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Figura 23 - Posicdo relativa dos subdominios

Essa comunicagdo consistira de valores dos pontos de um subdominio que devem ser
mandados para os seus vizinhos. Assim, cada subdominio tera copias de valores de pontos dos
subdominios adjacentes. Esses pontos sdo chamados de franja. As franjas sdo enviadas por
cada processador conforme a figura 24 a seguir.
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Figura 24 - Subdominio com as franjas enviadas. Os pontos pretos sdo pontos do subdominio, e os pontos
brancos sdo pontos das franjas

As franjas sdo recebidas de cada vizinho conforme figura 25 a seguir.
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Figura 25- Subdominio com asfranjasrecebidas. Os pontos pretos sdo pontos do subdominio,
e 0s pontos brancos sdo pontos das franjas

O Método Hopscotch exige uma franja de duas camadas, fazendo com que cada
subdominio tenha dimensdo (m + 2) x (m + 2), pois no primeiro meio-passo € Necessario que
se calcule o valor da equagéo nos pontosm + 1, usando, paraisso, 0s pontos m + 2, devido ao
esguema dos cinco pontos (ver figura 9).

A comunicagdo € sincrona, pois a cada meio passo € necessaria a comunicagdo entre

0s subdominios, isto &, cada subdominio necessita dos outros para poder prosseguir.
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3.7 - O LAM/MPI

LAM (Loca Area Multicomputer) € um ambiente de programacdo e

; =¥ desenvolvimento de sistemas MP!I para computadores heterogéneos ligados
a uma rede. O modelo utilizado agqui pressupde meméria distribuida, o que
torna necessaria a troca de mensagens ertre 0s processos localizados em
processadores diferentes. Foi usado o0 MPI para a comunicagao entre os processadores. O MPI
€ uma biblioteca de troca de mensagens desenvolvida para ambientes de memoria distribuida,
maguinas paralelas massivas, “clusters’ e redes heterogéneas. O programador € responsavel
pela distribuicdo das comunicaghes entre os processadores. No desenvolvimento dessa

aplicacao foram usadas as funcbes do MPI descritas a seguir.

3.7.1 - Rotinas Béasicas

Essas sdo as rotinas basicas de inicializagdo, identificacdo, troca de mensagens e
finalizacgo de uma aplicacdo MPI.

MPI_Init: Inicializa um processo MPI. Portanto, deve ser a primeira rotina a ser
chamada por cada processo, pois estabelece o ambiente necesséario
para executar o MPl. Também sincroniza todos 0s processos na
inicializacdo da aplicacéo.

MPI_Comm_rank: Identifica um processo dentro de um determinado grupo. Retorna

sempre um valor inteiro entre 0 e p-1, onde p é a quantidade de

processos.

MPI_Comm_size: Retorna a quantidade de processos dentro de um grupo.

MPI_Send: Rotina bésica para envio de mensagens.

MPI_Recv: Rotina bésica para o recebimento de mensagens. Bloqueia até ser

recebida a mensagem.
MPI_Findize: E chamada para encerrar a aplicagdo MPI. E usada para liberar

memoria.
3.7.2- Rotinas de Buferizagéo

As rotinas a seguir foram necessarias porque a aplicacdo congelava durante as
comunicagdes entre os processadores. Apesar de ndo apresentar erro, a aplicacdo estava em
uma situacdo de “deadlock”. Um “deadlock” € uma situagdo que aparece quando um
jprocessso N&o pode prosseguir porgue esta esperando um outro processo que, por suavez, esta
esperando pelo primeiro processo [59, 65].
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MPI_Buffer_attach:  Cria um “buffer” de tamanho definido pelo programador para
operagdes de envio de dados.
MPI_Buffer_detach. Remove um “buffer” criado.

MPI_Bsend: Rotina para envio de mensagens usando um “buffer”.

3.7.3 - Rotinas de Broadcast e Sincronizagéao

Essas rotinas foram usadas para sincronizar a aplicacéo e para distribuir uma mesma

informagdo para todos 0S processos.

MPI_Alltoall: Envia dados a partir de cada processo para todos 0s processos.
MPI_Barrier: Blogueia até que todos os processos tenham atingido esta rotina.

3.8- CASOS TESTE

Uma versdo paradela do método Hopscotch foi implementada [38]. As mesmas
equagies usadas para 0 caso sequencia (ver item 2.8) serdo usadas agora no programa
paraelizado. O ambiente computacional usado nos testes esta apresentado no Apéndice D.

Foram usadas diversas quantidades de processadores na resolucéo das EDPs para obter
estimativas para as métricas estabelecidas em 3.1. Cada subdominio foi enviado a um

processador, isto €, p = Q.

3.8.1- Equacdao Parabdlica

Usando agora a equacdo parabdlica de 2.8.1 com o programa paraelo, dividindo-se o

dominio em 4, 9, 16 e 25 subdominios, obtém-se 0s seguintes resultados.

Tabela 8- Métricas da paralelizacdo do Hopscotch

Tdac:nmaialiqoo q 13?3&2? Tempo (s) | “Speedup” | Eficiéncia erro
4 30x 30 0,6603 2,485 0,6213
60 x 60 9 20x 20 0,5648 2,905 0,7264 0,05757
16 15x15 0,6593 2,490 0,6222
25 12x 12 1,214 1,352 0,3379
4 60 x 60 8,141 3,600 0,4000
16 30x 30 5,000 5,862 0,3664
25 24 x 24 5,334 5,495 0,2198
4 | 120x 120 110,1 3,880 0,9707
240 x 240 9 80 x 80 60,85 7,025 0,7806 0,01089
16 60 x 60 43,79 9,762 0,6102
25 48 x 48 36.06 11.85 0.4742
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Tda(;nmairrz?oo q Zﬁ?éigr?f Tempo (s) | “Speedup” | Eficiéncia erro
4 | 240x 240 1868,8 3,686 0,9215

480x 480 |9 | 160x 160 840,2 8,198 0.9109 0,002463
16 | 120x 120 552,7 12,46 0,7789
25 96 x 96 365,2 18,86 0,7545
4 | 480x480 30.041,2 3,723 0,9307

960 X 960 9 | 320x320 14.1914 7,882 0,8758 0,001443
16 | 240 x 240 8.148,2 13,73 0,8581
25 | 192x192 5.457.5 20,50 0,8200

As figuras 26 e 27 a seguir apresentam os graficos dos valores do “speedup” e da
eficiéncia em funcdo da quantidade de processadores utilizados no processamento. O dominio
foi particionado na mesma quantidade dos processadores utilizados no processamento, isto €,

cada subdominio foi enviado para um processador.

"Speedup" (Eq. Parabdlica)

25
—60x60

20 ——120x120 =
240x240 /

15 480x480 /

10 — 960)(960/

5 ——

-_—

"Speedup”

O I I I

4 9 16 25
Quantidade de processadores

Figura 26 - “ Speedup” da resolucéo da equacéo parabdlica

Pode-se ver que os subdominios que contém mais pontos, de 240x240 para cima,
apresentam “ speedup” proximo do linear. Os subdominios que contém menos pontos que este

apresentaram inclusive saturagdo em seu “ speedup”.
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Eficiéncia (Eq. Parabdlica)
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Figura 27 - Eficiéncia da resolucéo da equacédo parabdlica

O gréfico da figura 27 mostra que a eficiéncia tende a cair quando se aumenta a
guantidade de processadores, com a consequente diminui¢do dos subdominios. O resolutor
obteve melhor desempenho com os subdominios maiores, obtendo valores acima de 80% de
eficiéncia para o dominio 960 x 960.

O gréfico a seguir mostra a escalabilidade. A série 1 mostra como o “speedup”
aumentou quando a carga passou de 60 x 60 para 120 x 120, e a quantidade de processadores
passou de 4 para 16, isto € um aumento quadrdtico na carga e na quantidade de
processadores. A série 2 mostra o “speedup” quando o tamanho do dominio passou de 120 x
120 para 240 x 240, e a quantidade de processadores passou de 4 para 16. A sé&rie 3 mostra o
“speedup” quando o tamanho do dominio passou de 240 x 240 para 480 x 480, e a quantidade
de processadores passou de 4 para 16. A série 4 mostra 0 “speedup” quando o tamanho do
dominio passou de 480 x 480 para 960 x 960, e a quantidade de processadores passou de 4
para 16.
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Escalabilidade (Eq. Parabdlica)
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Figura 28 - Escalabilidade da resolucéo da equacédo parabdlica

3.8.2- Equacéo Eliptica

Usando agora a equacédo de Poisson de 2.8.2 com o programa paralelo, dividindo-se o

dominio em 4, 9, 16 e 25 subdominios, obtém se 0s seguintes resultados.

Tabela 9- Métricas da paralelizagdo do Hopscotch

Tamanho Tamanho

dominio q9 | subdom. Tempo (s) | “Speedup” | Eficiéncia erro
4 30x 30 1,05 1,265 0,3162
60 x 60 9 20x 20 0,667 1991 0,2212 0,006926
16 15x 15 0,616 2,156 0,1347
25 12 x 12 0,645 2,059 0,08236
4 60 x 60 12,5 1,695 0,4237
120 x 120 9 40 x 40 7,04 3,010 0,3344 0,001788
16 30x 30 5,02 4,221 0,2638
25 24 x 24 4,74 4,470 0,1788
4 | 120x 120 185,9 1,811 0,4527
240x 240 | 9 80 x 80 89,02 3,781 0,4201 0,0006534
16 60 x 60 55,51 6,064 0,3790
25 48 x 48 40,23 8,367 0,3347
4 | 240x 240 2897,6 1,851 0,4627
480 x 480 9 [160x160 13211 4,059 0,4910 0,0005835
16 | 120x 120 7784 6,889 0,4306
25 96 x 96 510,3 10,51 0,4204
4 | 480x480 | 46.167,5 1,783 0,4460
960 x 960 9 | 320x320 20.203,6 4,075 0,4528 0,0005986
16 | 240x 240 11.728,0 7,019 0,4387
25 | 192x 192 7.882,1 10.44 04176
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As figuras 29 e 30 a seguir apresentam os graficos dos valores do “speedup” e da
eficiéncia em funcdo da quantidade de processadores utilizados no processamento. O dominio
foi particionado na mesma quantidade dos processadores uilizados no processamento, isto €,

cada subdominio foi enviado para um processador.

"Speedup” (Eq. Eliptica)

12

10 /
8 60x60
/ ——120x120

Speedup
(o]

240x240
A 480480
// —— 960x960
2 - —_—
0 . . .
4 9 16 25

Quantidade de processadores

Figura 29- “ Speedup” da resolucéo da equacdo eliptica
Pode-se ver que subdominios com mais pontos apresentam “speedup” proximo do
linear. Os subdominios com menos pontos apresentaram inclusive saturacdo em seu

1] $wjup” .

Eficiéncia (Eqg. Eliptica)

0,6

0,5

0,4 ——60x60
03 - \ ——120x120
: \ \ 240x240
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Figura 30- Eficiéncia da resolucdo da equacao eliptica
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O gréfico da figura 30 mostra que a eficiéncia tende a cair quando se aumenta a
quantidade de processadores, com a conseqlente diminuicdo dos subdominios, e que o
resolutor obteve melhor desempenho com os subdominios maiores.

O gréfico a seguir mostra a escalabilidade. A série 1 mostra como 0 “speedup”
aumentou quando a carga passou de 60 x 60 para 120 x 120, e a quantidade de processadores
passou de 4 para 16, isto é¢ um aumento quadrdtico na carga e na quantidade de
processadores. A série 2 mostra o “speedup” quando passou de 120 x 120 para 240 x 240, e a
guantidade de processadores passou de 4 para 16.

Escalabilidade (Eq. Eliptica)
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Figura 31 - Escalabilidade da resolucéo da equacéo €eliptica

3.8.3- Equacéo Hiperbdlica

Usando agora a equagdo da onda de 2.8.3 com o programa paralelo, dividindo-se o

dominio em 9, 16, 25 e 36 subdominios, obtém-se 0s seguintes resultados.

Tabela 10- Métricas da paralelizagdo do Hopscotch

Tda(;nmairr:?oo q Z‘Z@ggg‘? Tempo (s) | “Speedup” | Eficiéncia erro

4 30x 30 0,1728 0,2128 0,05320
60 X 60 9 20x 20 0,2192 0,1677 0,01863 0,1429

16 15x15 0,3279 0,1121 0,0007006
25 12 x 12 0,8241 0,04462 0,0001785
4 60 x 60 0,6217 0,5866 0,1466

120x 120 L9 40 x 40 0,6009 0,6069 0,06743 0,1311
16 30x 30 0,6457 0,5648 0,03530
25 24 x 24 1,054 0,3460 0,01384




Tda(;nmairrz?oo q Zﬁgggg‘? Tempo (S) | “Speedup” Eficiéncia erro
4 | 120x 120 3,323 1,054 0,2635

240 x 240 9 80 x 80 2,324 1,507 0,1674 0,1573
16 60 x 60 2,205 1,589 0,09931
25 48 x 48 2,300 1,523 0,06092
4 | 240 x 240 21,53 1,298 0,3245

480 x 480 9 | 160x 160 13,31 2,010 0,2233 0,2264
16 | 120x 120 10,64 2,627 0,1642
25 96 x 96 8,484 3,294 0,1318
4 | 480x 480 149,9 1,365 0,3412

960 x 960 9 320 x 320 78,25 2,616 0,2907 0,2146
16 | 240 x 240 54,34 3,767 0,23%4
25 | 192x192 41,01 4,991 0,1996

As figuras 32 e 33 a seguir apresentam os graficos dos valores do “speedup” e da
eficiéncia em funcdo da quantidade de processadores utilizados no processamento. O dominio
foi particionado na mesma quantidade dos processadores utilizados no processamento, isto €,

cada subdominio foi enviado para um processador, p = Q.

"Speedup” (Eq. da Onda)
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= 4 60x60
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o / 240x240
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25

Figura 32 - “ Speedup” daresolucédo da equacéo da onda

Pode-se ver que subdominios os dominios que contém mais pontos, 480 x 480 e 960 x
960, apresentam “speedup” préximo do linear. Os subdominios que contém menos pontos

apresentaram inclusive saturagdo em sua “ speedup”.
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Eficiéncia (Eq. da Onda)
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Figura 33- Eficiéncia da resolucdo da equacdo da onda

O gréfico da figura 33 mostra que a eficiéncia tende a cair quando se aumenta a
guantidade de processadores, com a consequiente diminuicdo do tamanho dos subdominios, e
gue o resolutor obteve melhor desempenho com os subdominios maiores.

O gréfico a seguir mostra a escalabilidade. A série 1 mostra como 0 “speedup”
aumentou quando a carga passou de 60 x 60 para 120 x 120, e a quantidade de processadores
passou de 4 para 16, isto € um aumento quadratico na carga e na quantidade de
processadores. A série 2 mostra o “speedup” quando passou de 120 x 120 para 240 x 240, ea
guantidade de processadores passou de 4 para 16.

Escalabilidade (Eq. da Onda)
4
35
3
225 ——Série 1
§ 2 Série 2
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4 16
Quantidade de processadores

Figura 34 - Escalabilidade da resolugdo da equacéo da onda
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CAPITULO 4

O REFINAMENTO ADAPTATIVO

O refinamento € realizado para aumentar a precisdo dos célculos quando do uso de

métodos numéricos.

4.1 - TIPOS DE REFINAMENTO

Existem aguns tipos de refinamento normalmente usados, o refinamento-h, o
refinamento-p e o refinamento-r.

4.1.1- Refinamento-h

O refinamento-h aumenta a precisdo aumentando 0 nimero de pontos do dominio,
diminuindo com isso 0 espacamento entre os pontos. Isto pode ser feito em todo o dominio ou
SO nas regides que apresentem niveis de erro superiores ao calculado por algum indicador.

Para atingir melhores niveis de precisdo durante o processo de solucdo numeérica, usa-
se o refinamento do dominio. Mas refinar todo o dominio pode ser muito custoso, pois
aumenta muito o nimero de pontos da malha. O refinamento adaptativo aumenta a quantidade
de pontos somente onde € necess&rio. Esta situagdo acontece quando a solucdo muda
rapidamente em pequenas regides do dominio, permanecendo estavel no restante.

Desde o artigo de Berger e Oliger [9], o refinamento adaptativo (adaptive mesh
refinement-AMR) para malhas estruturadas vem se tornando popular. Suas éreas de aplicacdo
S80 numerosas e sua eficiéncia tem sido demonstrada. Todavia, lidar com AMR é uma tarefa
dificil, o que normalmente mantém as pessoas afastadas dessa técnica. 1sso é verdade, pois
AMR é intrinsicamente um método dinamico que exige gerenciamento dinamico da memaria.

A figura 35 aseguir ilustrao AMR.
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Figura 35- Malha adaptativa de Berger e Oliger [9]

Existem técnicas que combinam o refinamento da malha (refinamento-h) com variacéo
da ordem de discretizagdo (refinamento-p) [21].
4.1.2 - Refinamento-p

O refinamento-p usa fungdes de mais alto grau para representar 0s objetos para obter
maior precisao, sem alterar a quantidade de pontos da malha. Comparado com o refinamento-
h, o refinamento-p tem as vantagens de ter convergéncia mais rapida e melhor precisio.
4.1.3 - Refinamento-r

O refinamento-r muda o posicionamento dos pontos, sem acrescentar novos pontos, de
acordo com o nivel de erro apresentado em regifes do dominio.
4.2 - O REFINAMENTO-h UTILIZADO

O refinamento utilizado aqui difere daquele apresentado por Berger e Oliger PJ.

Primeiramente o dominio é dividido em regides, com um refinamento inicial. Partindo desse

48



refinamento inicial, as regides podem ser refinadas, até um méaximo definido pelo usuario
dependendo da aplicagdo, e desrefinadas até alcancar o grau de refinamento inicia. A figura
36 seguir apresenta um dominio com refinamento inicial 12 x 12 dividido em 16 regides 3 X
3. Neste exemplo, trés regides estdo refinadas 4x e quatro regides estdo refinadas 2x, ficando

as demais com seu refinamento inicial.

Figura 36 - Particionamento e refinamento de um dominio com refinamento inicial 12 x 12

O refinamento de uma regido € feito usando splines cubicas, que foi 0 método que
melhor resultado produziu. Foram experimentados a interpolacdo bi-linear, que produziu
resultados insatisfatorios, e a interpolacdo utilizando polindmios de Lagrange, que funciona
bem para poucos pontos, nas exibe comportamento oscilatério quando o nimero de pontos
aumenta, inviabilizando seu uso. Normalmente a aproximac&o obtida com seis pontos ja é
inadequada.

O método para a interpolacdo foi usar splines cubicas, que conectam pontos sucessivos
por curvas cubicas unidas de tal modo que a continuidade da funcdo, assim como a
continuidade das duas primeiras derivadas, € assegurada. Assim, a funcdo interpoladora é
seccionalmente cubica.

A idéa é gustar trechos de funcbes nos interval os, da forma:

s(x)=

s,(x) se x £ x< x

i
!
'1 sz(x) ® X, £ X< X,
|

i

!
Fs0100 . £x<x,

onde Si éumafuncdo polinomial de grau trés, construida para cada intervalo, definida por
s()=a(x- %) +h(x- x)+c(x- x)+d  paai=12,..,n-1 (1)
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A figura 37 a seguir ilustra a construcdo de spline cubica[43].

4 LR .1
P oyl Sa o
a ’ Ss
I | b
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24 fr Ja y
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0 1 2 3 4 5 a
A Xt Xz x3 x4 Xz

Figura 37 - Exemplo esquematico de uma spline clibica construida nosintervalos [Xj.1,X],
cadafungéo S; sendo uma cubica [43]

Para garantir uma colagem suave e continua nas jungdes entre dois subintervalos,

garantindo a continuidade em todo o intervalo, algumas condigdes devem ser seguidas pelos

Paracada s é preciso determinar seus quatro coeficientes a ,b,c e di . Com a

condicdo (1) mais essas trés condigdes sobre os polindmios s (x), obtemos um sistema linear
de n equagdes com n + 2 incognitas. Esse sistema é tridiagonal, o que permite uma solucdo
rapida. Devido a falta de equagdes para determinar as condi¢fes em s, e em s, nhos extremos, é
necessario fixar duas incognitas. A maneira de fixar implica em uma determinada forma de
spline. Neste trabalho € usada a spline cubica com condi¢do “not-a knot” nas extremidades, o
gue requer que a terceira derivada da spline sgja continua em X; e X,.1. Esta condicdo mantém
a curva cubica nas extremidades.

Essa Ultima consideracéo € importante porque, no caso de refinamento, a camada de
pontos mais proxima aos limites da regido sera extrapolada. Na figura 38 a seguir, os pontos a
serem interpolados estéo dentro da érea definida pela linha pontilhada, e os pontos a serem

extrapolados sdo aqueles situados fora da area definida pela linha pontilhada.
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Figura 38- Um dominio dividido em 5x5 células, representado pelaslinhas grossas.
Um fator derefinamento 2 passa o dominio para 10x10 células.
As células adicionais foram criadas pela adicdo das linhasfinas.

A correspondéncia entre os pontos da malha refinada e da malha antes do refinamento

€ a seguinte;
Pontos da Ponto da malha
malharefinada > @ .// original
A
\ & Célulaoriginal
o ®

Célulasrefinadas

Figura 39 - Correspondéncia entre os pontos da malhas refinada e da malha origem

Asfiguras 40 e 41 a seguir ilustram como é realizado o refinamento dos subdominios.
Nessas figuras, os ponto amarelos sdo os pontos da malha original (Xantigo,Yantigo), € 0S pontos
verdes sdo 0s pontos refinados (Xnovo,Ynovo)- OS pontos vermelhos s&o pontos auxiliares.

Primeiramente sdo calculadas as posi¢oes (Xnovo,Yhovo) dOS pontos refinados. Depois, a
partir do valor da EDP em (Xantigo,Yantigo), O Valor da EDP é calculado em cada (Xnovo,Yantigo)
que sdo os pontos auxiliares, em vermelho, usando spline, para cada linha Yanigo. ApOs esse

passo, 0 processo fica como ilustrado na figura 37.
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Figura 40- Processo de refinamento de um subdominio — pontos auxiliares

Finalmente, a partir do valor da EDP nos pontos auxiliares (Xovo,Yantigo), Usando todos
0S PoNtos Xvo de cada coluna ynovo para encontrar, usando spline, o valor da EDP nos pontos

(Xnovo,Ynovo), Que S80 0s pontos em verde na figura 38.
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e O o ®@ O o @ O e @ O o
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(] (0] (] (¢] o (¢] (0] (¢]
e O o ® O @ @ O @ @ O o
(] 0 (¢] (¢] o (¢] (0] (¢]
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(o] (0] (] (<] o Q (0] (<]
(o] (0] (0] (¢] o (¢] (0] (¢]
e O o ®@ O @ @ O e @ O o
(o] (0] (e] (e] o Q (0] (e]

Figura 41 - Processo derefinamento de um subdominio — pontos refinados

4.3- COMUNICACAO ENTRE SUBDOMINIOS COM REFINAMENTOS
DIFERENTES

O subdominio menos refinado apenas envia e recebe as franjas. O subdominio mais
refinado executa as operagoes de desrefinamento na franja enviada ou de refinamento na

franja recebida, usando spline, conforme ilustra afigura 42 a seguir.
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Figura 42 - Comunicacdo entre franjas com diferentes niveis derefinamento

4.4 - ROTINAS USADAS PARA O REFINAMENTO E O DESREFINAMENTO

As rotinas para efetuar o refinamento e o desrefinamento foram obtidas de [12]. S&o
elas:
a) Rotinatridiagonal : resolve o sistema cuja matriz é tridiagonal;
b) Rotinacubic_nak: determina os coeficientes para uma spline cubica “ not-a-knot”
apartir de um conjunto dado de pontos; e
c) otina spline eval: Cdcula uma spline cibica em um Unico valor da variavel

independente para os coeficientes obtidos na rotina cubic_nak.

4.5 - CONSIDERACOES SOBRE A CONVERGENCIA

Ao ser refinado, o espagcamento h entre os pontos diminui. Por isso, 0 ?t deve ser
o ~ 2t L o :
diminuido para que a relagcdo P2 ndo se altere, isto é, para que a convergéncia continue a ser

verificada em todas as regides do dominio.
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CAPITULO 5

PARTICIONAMENTO DO DOMINIO E BALANCEAMENTO DE CARGA

O processamento paralelo requer que o dominio segja dividido em tantas partes quantos
sgjam os processadores disponiveis para a execucdo. Para maximizar o desempenho c
aplicacdo paralela, € de vital importancia que a carga entre 0s processadores esteja
balanceada.

O balanceamento de carga é a equalizacdo da carga destinada aos processadores. Ele
maximiza o desempenho da aplicagdo mantendo o tempo 0cioso e a comunicacdo entre 0s
processadores 0s mais baixos que sgja possivel. Em aplicagdes com carga constante, um
balanceamento de carga estético pode ser realizado como pré-processamento. Outras
aplicagoes, tais como resolucdo de EDP usando malhas adaptativas, tém distribuicéo de carga
imprevisivel durante 0 processamento, requerendo assim um balanceamento de carga
dindmico, que equalize a decomposi¢do do dominio entre os processadores a medida que o
processamento avanca.

Um importante fato a ser levado em conta pelos cddigos de particionamento € que a
tarefa de balancear iguamente a carga entre 0s processadores enguanto minimiza as
comunicacfes entre eles € um problema NP-completo [2, 99]. Assim, um codigo de
particionamento com boa qualidade deve ter as seguintes caracteristicas:

a) Obter um balanceamento aproximado da carga entre os processadores; e

b) Manter as comunicaces em nivel o mais baixo possivel.

Para 0 caso do balanceamento dindmico, caso em que o balanceamento é feito sempre
gue necess&rio durante a execucdo de uma aplicagdo, mais uma caracteristica é desgjavel: a

rapidez no calculo do balanceamento.

5.1 - PARTICIONAMENTO DE MALHAS IRREGULARES

O particionamento de corte minimo de malhas irregulares € um problema NP-
completo [28], exaustivamente estudado nos Ultimos anos. Existem varios métodos de
particionamento, e varios pacotes disponiveis na internet para utilizagéo.
5.1.1 - Métodos Geométricos

O particionamento geométrico [20] € um método antigo, conceitualmente simples,

para gerar decomposicdes de modo rapido e econdmico. Esses méodos movimentam regifes
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do dominio entre os processadores considerando apenas a posicdo geomeétrica dos nés da
mal ha.

Os métodos geométricos tém vantagens e desvantagens. Eles séo efetivos quando
somente a localizacdo geométrica é importante ou quando a conectividade do grafo a ser
particionado néo esta disponivel. Como a comunicagdo ndo € minimizada, os particionadores
geométricos podem provocar um ato custo de comunicacdo Sse comparados aos
particionadores mais modernos.

Uma das razbes para a relativamente baixa qualidade das particbes geradas por
algoritmos baseados nos métodos geométricos é que eles ndo consideram qualquer

informacdo de conectividade do grafo a ser particionado.

5.1.1.1 - Bisecc¢éo Recursiva

Desde que na prética todas as mahas estdo dentro de um dominio fisico e tém
coordenadas associadas, € usada a divisdo do dominio pela localizacdo fisica dos pontos [82,
89].

e e *[j

s L

s 1¥ cate
2" oote * .

[ ]
e ° 8
@ e * 3
0. 0.0

1" coe

Figura 43 - Planos de corte (esq) a arvore de corte associada para bisecgéo recursiva.
Pontos sao os obj etos a serem balanceados; oscortes sdo mostrados com linhas e ndés na arvore.

O método de Biseccdo Recursiva (RB) calcula um plano de corte que divide uma
regido em duas subregides, cada uma com metade do esforco computacional. Recursivamente
val dividindo os subdominios resultantes até uma condicdo de parada. Dois métodos derivam
diretamente do RB. Um é o método de Biseccdo Recursiva Coordenada (RCB), que usa
planos de corte que sdo ortogonai s aos eixos coordenados

Vantagens:

a) E simples, rapido e ndo consome muitos recursos computacionais;

b) Cria subdominios regulares,

c) Pode ser usado em aplicagOes estruturadas ou ndo; e

d) Todos os processadores podem facilmente conhecer toda a decomposi ¢éo.
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Desvantagens.

a) Na&o permite o controle dos custos de comunicagao;

b) Pode gerar subdominios desconectados,

¢) A qualidade da particdo € mediana; e

d) Necessitadas coordenadas geométricas.

O RCB é usado em AMR, em simulacdo de particulas, smulacGes de choque e
deteccdo de contato e na apresentacdo grafica paralela

O outro € 0 méodo de Biseccdo Recursiva Inercial (RIB), que calcula cortes

ortogonais aos principais eixos de inércia [82, 89].

5.1.1.2 - *“Space-Filling Curve” (SFC)

No particionamento SFC, as coordenadas de um objeto sdo convertidas para uma
chave SFC representando a posicéo desse objeto ao longo da SFC. A ordenacdo das chaves
fornece uma ordenacdo linear dos elementos, que preenche completamente o dominio. A linha
ordenada é ent&o dividida em pedacos balanceados para serem enviados aos processadores.

Figura 44 - Particionamento SFC [67].

Vartagens:

a) E simples, répido e barato;

b) Guardaalocalizacdo geométrica dos elementos; e

c) A ordenacdo linear dos elementos pode melhorar 0 desempenho da memoria
cache.

Desvantagens:

a) Né&o controla explicitamente os custos de comunicacdo;

b) Pode gerar subdominios desconectados;

c) Freglentemente gera particdes de pior qualidade do que o RCB; e

d) Necessita das coordenadas geométricas.

Aplicagdes do SFC podem ser encontradas em [31, 61, 68, 72,100].

5.1.2 - Método Multinivel

Esses métodos sdo considerados os mais ef etivos para simulagfes envolvendo EDP em

uma malha irregular. Os nos representam os dados a serem particionados, por exemplo,
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elementos, pontos ou linha de matrizes. Os arcos representam relacionamentos entre os nas,
A quantidade de arcos cortados por uma fronteira de subdominio da a idéia do volume de
comunicagao necessaria durante a execucao. [41, 47, 48]

O objetivo do particionador é aocar cargas iguais as partices e a0 mesmo tempo
minimizar o custo de comunicagéo.

A idéia dessa abordagem é captar a informac&o sobre a conectividade de um grafo
muito grande (> 1 milhdo de nds) usando uma série de grafos com menos nés. Um algoritmo
baseado na abordagem multinivel tem normamente 3 fases. desrefinamento, particionamento
e refinamento.

N
/. e

&raNg

Wivel mais desrefinado

Figura 45- M étodo multinivel [78]

Usa estratégia difusiva, que € um agoritmo iterativo [49] que, em cada passo, troca
fracdo fixa da diferenca de carga entre dois processadores vizinhos. Quando essas operagoes
locais sG0 usadas, a distribuicdo de carga convergira para uma distribuicdo globalmente
balanceada da carga. A eficiéncia desse agoritmo depende do parémetro de difusdo a que
determina o tamanho da frag&o da carga a ser trocada em cada passo.

Vantagens do Método Multinivel:

a) CriaparticOes de boa qualidade na maioria das aplicacoes,

b) Controla explicitamente os custos de comunicacdo; e

¢) E largamente utilizado para particionamento estético.

Desvantagens.

Demanda mais recursos computacionais que os métodos geométricos; e

5.1.3- Heuristicas

A seguir estéo algumas heuristicas empregadas no particionamento de grafos.
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5.1.3.1 - Kernighan-Lin (KL)

Seu objetivo € particionar um grafo de uma maneira que minimize as conexdes entre
0s subdominios criados.
Ele funciona trocando noés entre as duas bisecgdes que diminuam o valor do corte. O
algoritmo para quando néo for capaz de achar nenhum par que diminua o vaor de corte [22].
Tem as seguintes caracteristicas [53]:
a) Suacomplexidade é O(n);
b) O resultado do agoritmo é usado como solucéo inicia para uma nova chamada do
algoritmo. Isto é feito até que duas chamadas consecutivas produzam a mesma
solucdo. Normalmente a quantidade de chamadas para que isto ocorravariade 4 a
6;e

¢) E umaheuristicaiterativa. A solugio depende dos valores iniciais.

5.1.3.2 - Meétodo Fidducia-Mattheyses

O agoritmo Fidducia-Mattheyses € uma heuristica de biparticionamento de grafos. Ele
€ um aperfeicoamento do algoritmo KL. Seu objetivo € minimizar o corte entre dois conjuntos
de n6s. Em vez de realizar a troca de par de nés, ele s move o0s nés que ocasionem uma

maxima reducdo no valor de corte, mantendo o balanceamento abaixo e uma constante
estabelecida [22, 56].

5.1.3.3 - “Helpful-sets”

E um agoritmo de busca local. Ele inicia com uma dada biseccio A, composta das
bisecgdes V1 e V2 e busca melhorar o tamanho do corte realizando mudangas locais. O
algoritmo inicia em determinados nos para procurar por h-helpul sets, isto €, subconjuntos de
nés em V; ou em V; que diminuem o valor do corte por h se movidos para o outro lado. Se tal
conjunto for encontrado, digamos, em Vi, ele € movido para V». O agoritmo entéo inicia a
busca por um conjunto de nés em um \4 sobrecarregado que sgja grande o suficiente para
rebalancear a biseccdo mas que aumente o valor do corte por ndo mais que (h-1) arcos. Se tal

conjunto for achado, ele € movido para V1 e 0 processo € iniciado novamente [22].

5.1.4 - Método Espectral

Um método espectral de particionamento usa os autovetores da matriz de adjacéncia
ou da matriz laplaciana do grafo para construir uma representacdo geométrica, que é entdo

heuristicamente particionada [2, 73, 82].
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5.1.5- Metaheuristicas

Uma metaheuristica € um método heuristico para resolver de forma genérica
problemas de otimizacdo que ndo disponham de algoritmo que os resolvam em tempo
polinomial. A seguir sdo apresentadas as metaheuristicas usadas para resolver o problema de

particionamento.

5.1.5.1 - Colbniade formigas (ACO — Ant Colony Optimization))

Formigas sdo capazes de encontrar a rota mais curta entre uma fonte de alimento e o
seu ninho sem o uso de informagdes visuais, sendo capazes também de se adaptar a mudancas
no meio. Foi descoberto que, para trocar informacéo sobre qual caminho deve ser seguido, as
formigas se comunicam umas com as outras por meio de trilhas de feroménio. Quanto mais
formigas seguirem uma trilha, mais atrativa esta trilha se tomara para ser seguida por outros
individuos. Este processo pode ser descrito como um lago de realimentacdo positiva, onde a
probabilidade de uma formiga escolher um caminho, aumenta com o nimero de formigas que
passaram por aguele caminho anteriormente. Visto que o feroménio se acumula mais
rapidamente nos caminhos mais curtos, e que as formigas preferem seguir trilhas com grandes
guantidades de feroménio, apds algum tempo todas as formigas convergirdo para o caminho
mais curto.

Utilizando esse principio combinado com a evaporacdo do feromdnio para evitar uma
convergéncia prococe a uma solucdo ruim, foi proposto um método de otimizag&o a ser usado
em problemas NP, como é o caso de particionamento de grafos.

Em [56] os autores fazem uso do algoritmo de Col6nia de Formigas aplicado a
estratégia de particionamento multinivel, onde em cada nivel de expansdo do grafo é
executado o algoritmo de colonia de formigas. Em [29] o autor usa ACO em um problema de

particionamento e clusterizacdo de grafos.

5.1.5.2 - Recozimento simulado (SA -Simulated annealing)

SA é uma metaheuristica para otimizacdo que consiste numa técnica de busca local
probabilistica, e se fundamenta numa analogia com a termodinamica. O processo consiste de
duas etapas. na primeira a temperatura do solido € aumentada para um valor maximo no qual
ele se funde; na segunda o resfriamento deve ser realizado lentamente até que o materia se
solidifique, sendo acompanhado e controlado esse arrefecimento de temperatura. Nesta
segunda fase, executada lentamente, os &tomos que compdem o material organizanmse numa

estrutura uniforme com energia minima. Este processo € chamado recozimento (“annealing”).
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De forma andloga, o algoritmo de recozimento simulado substitui a solucéo atual por
uma solucdo préxima (i.e., na sua vizinhanga no espaco de solugdes), escolhida de acordo
com uma funcdo objetivo e com uma variavel T (dita Temperatura, por analogia). Quanto
maior for T, maior a componente aleatéria que serd incluida na proxima solucdo escolhida. A
medida que o algoritmo progride, o valor de T é decrementado, comegando o algoritmo a
convergir para a solucéo 6tima ou para uma solucao proxima dela.

Uma das principais vantagens deste algoritmo é permitir testar solucfes mais distantes
da solucéo atual e dar mais independéncia do ponto inicia da pesquisa.

Em [22] os autores mostram uma aplicagdo do método AS no particionamento de

grafos.

5.1.5.3 - Algoritmos genéticos

Algoritmos genéticos (AG) sdo implementados como uma simulagéo de computador
em gue uma populacdo de representacoes abstratas do universo de solugdes, 0s Cromossomos
(ou individuos), compostos por genes, € selecionada usando uma fungdo objetivo, em busca
de solucbes melhores. A evolucdo geralmente se inicia a partir de um conjunto de
cromossomos criados a eatoriamente e é realizada por meio de cruzamentos entre eles. Apds o
cruzamento, alguns poucos individuos sofrem mutacdo. A adaptacéo de cada cromossomo é
avaliada por uma fungéo objetivo, e alguns individuos com os maiores valores calculados pela
funcéo objetivo sdo selecionados para a proxima geracdo. A nova populacdo entdo é utilizada
como entrada para a proxima iteracéo do agoritmo.

A idéia é smples, e sua implementacdo ndo é complicada. A principa arte € a
codificacdo da solugdo no cromossomo e garartir que O cruzamento produza novos
cromossomos que facam parte do universo de solucgdes do problema.

Em [14] é apresentada uma aplicacdo do AG ao problema de particionamento de
grafos. O cromossomo tem quantidade de genes igual a0 nimero de nés. Cada gene
corresponde a um vértice do grafo. Um gene tem valor 0 se o vértice correspondente estd, por
exemplo, no lado esgquerdo da bisecgéo, e tem valor 1 caso contrério. Assim, existird em cada

cromossomo um igual nimero de Os e 1s, que devem ser mantidos apos o cruzamento.

5.1.6 - Pacotes Disponiveis

Existem disponiveis vérios aplicativos para o particionamento de dominio. De todos os
pacotes pesquisados, apenas 0 AGRIF foi projetado para particionar mahas regulares

resultantes da discretizagéo para a resolucéo de problemas por diferencas finitas. BEn [7] s&o
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apresentados varios projetos que tém por objetivo o particionamento de grafos e o
balanceamento de carga. Os aplicativos pesquisados estdo rel acionados a seguir:
a) METIS: E um pacote para particionamento de grafos e malhas irregulares desenvolvido na

'-aly'p'is_ Lab Universidade de Minnesota pelo Karypis Lab, com o patrocinio do

< . g Exército dos EUA através do Army Research Laboratory. Os
algoritmos de particionamento usados em Metis sdo baseados na técnica de particionamento
multinivel. [48, 49, 50, 51, 78, 79]. O pacote, juntamente com o manua [52], pode ser
baixado do sitio abaixo.
Endereco do sitio: http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/views/metis

b) PARTY: A biblioteca de particionamento PARTY foi desenvolvida na Universidade de

Paderborn. Usa varios métodos heuristicos de particionamento. Uma comparacéo de
' ' ‘ PARTY com outros pacotes de particioramento pode ser encontrada em [62]. Uma

copia do pacote [74] pode ser obtida no sitio abaixo.
Enderego do sitio: http://wwwcs.uni-paderborn.de/fachberei ch/A G/monien/RESEARCH/PART /party.html

c) ZOLTAN: A biblioteca Zoltan [L1, 19] é um conjunto ce rotinas para aplicacbes em
%g i) malhas irregulares, usando processamento paralelo com balanceamento

ional
[ETERTES dinamico de carga E principamente um particionador de grafos e

hipergrafos. Foi desenvolvido pelo Sandia National Laboratories. Sandia € uma agéncia do
governo dos EUA. A Sandia Corporation, uma companhia da Lockheed Martin, gerencia a
Sandia para 0 Departamento de Energia Nuclear do governo dos EUA. No sitio da Sandia
existe uma lista com os artigos publicados sobre o desenvolvimento e uso do Zoltan. O
pacote, juntamente com o manual [19], pode ser obtido do sitio abaixo.

Endereco do sitio: http://www.cs.sandia.gov/Zoltan/

d) JOSTLE: JOSTLE € um pacote para particionamento de grafos e malhas irregulares que
aparecem em resolucdo de problemas usando elementos e volumes

finitos. Foi desenvolvido no Old Roya Naval College da Universidade

de Greenwich, Londres. O algoritmo usado € baseado no particionamento
multinivel de grafos, e 0 método de difusdo é usado para reparticionamento [97, 98]. JOSTLE
€ comercializado sob o nome de NetWorks, mas uma copia do executavel e manual [96] para
propdsitos académicos pode ser baixada do sitio abaixo.

Endereco do sitio: http://staffweb.cms.gre.ac.uk/~wc06/jostl e/

e) SCOTCH: Software e bibliotecas [69, 70, 71] para particionamento de grafos, mahas e

t‘){'ﬂﬁ“h hipergrafos. Sua meta é o mapeamento estético de grafos, usando a

ﬁ INRIA abordagem de dividir e conquistar. Foi desenvolvido no Laboratoire Bordelais
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de Recherche em Informatique, na Franca, que faz parte do Institut National de Recherche em
Informatique et em Automatique (INRIA). Uma cdpia pode ser obtida no sitio abaixo.

Endereco do sitio: http://www.|abri.fr/perso/pel egrin/scotch/

f) CHACO: E um software projetado para particionar grafos [42]. Os agoritmos usados

incluem particionamento inercial, espectral, Kernighan Lin (KL) e KL
g multinivel. Antes que uma aplicacdo seja executada em modo paralelo,
primeiro ela precisa ser decomposta em tarefas para serem atribuidas aos diversos
processadores. Também foi desenvolvido no Sandia National Laboratories. Uma copia pode
ser baixada do sitio abaixo.

Endereco do sitio: http://www.sandia.gov/~bahendr/chaco.html
g) AGRIF (Adaptative Grid Refinement in Fortran): E um pacote escrito em FORTRAN

_"""'int

90 para a integracdo de um AMR dentro de um modelo de diferencas
finitas. Sua caracteristica principal € aimplementacdo do método de AMR
de Berger-Oliger's AMR sobre a integragdo do tempo em funcéo do refinamento do grid
(partes menos refinadas sdo integradas antes) e o procedimento de refinamento da malha.
Trabaha com mahas “staggered”, possibilitando que as variaveis sgjam posicionadas no
centro das células ou nos cantos. Foi projetado para ser usado com programas ja existentes de
modo a prover a eles as potencialidades do refinamento de malhas. Seu desenvolvedor € o
Laboratério LMC-IMAG, em Grenoble, na Franca, que € parte do Institut National de
Recherche em Informatique et em Automatique (INRIA). Uma cOpia pode ser obtida do sitio
abaixo. Necessita o compilador FORTRAN 90.

Endereco do sitio: http://www-Imc.imag.fr/IDOPT/AGRIF/

h) OVERTURE: E um pacote para resolver, em geometrias complexas, PDEs discretizadas

Cly 21 b i por diferencas finitas e volumes finitos [13]. Usa malhas
estruturadas e refinamento adaptativo. E um desenvolvimento do Lawrence Livermore
National Laboratory da Universidade da California sob os auspicios do U.S. Department of
Energy. Pode ser obtido a partir do sitio abaixo.

Endereco do sitio: https.//computation|inl.gov/casc/Overture/

5.2 - PARTICIONAMENTO DE MALHAS REGULARES

O particionamento da malhas regulares foi estudado recentemente por Donaldson [24,

25, 26], Christou [17], Meyer [17, 25, 26] e Yackel [24]. O particionamento 6timo, isto €,

aquele que fornece balanceamento perfeito com minimo corte, € um problema NP-completo

[24]. Christou e Meyer usaram a heuristica de algoritmos genéticos para encontrar bons

particionamentos. Yackel transforma o problema no Problema da Mochila. Esses métodos
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buscam minimizar o perimetro das parti¢des, minimizando com isso as comunicagdes entre 0s
processadores. De qualquer maneira, encontrar um particionamento satisfatorio ndo é uma
tarefa trivial, por isso demandando tempo. Se as condigdes do problema exigirem mudancas
frequertes de refinamento, encontrar o particionamento por métodos heuristicos pode ndo ser
atraente, ainda mais se o0 processamento ndo for distribuido, e sm paralelo. Maquinas
paralelas cujos processadores se comuniquem pelo barramento interno tém tempos de
comunicacdo vérias ordens de grandeza menores do que processadores ligados utilizando uma
rede externa. Por causa disso, este trabalho propde um método de particdo que néo dispenda
tempo procurando minimizar o perimetro, buscando balancear a carga de modo répido, sendo
por isso indicado para uso em computadores paralelos e problemas com freqlentes mudancas

das condicoes de refinamento.

5.3- TIPOS DE BALANCEAMENTO

As técnicas de balanceamento mencionadas na literatura diferem de acordo com o
ambiente e em como e quando o balanceamento sera realizado. Um conjunto de critérios de
classificacdo paraavaliar estratégias de balanceamento € sugerido em [16]. Esses critérios séo
utilizados neste trabalho para classificar a estratégia de balanceamento utilizada. A tabela a

Seguir resume os critérios mais relevantes propostos em [16].

Tabela 11- Critérios de Classificagédo

CRITERIO CLASSIFICACAO
Estatico: quando adistribuicdo | Dinamico: a distribuicdo ocorre
Instante do .
de carga ocorre gpenas no guando ela é necessaria
balanceamento |
inicio da execucgao.
Sob demanda: adistribuicdo Por transferéncia: o
acontece ao longo da balanceamento é realizado
execucao. Um coordenador através do envio de carga de um
Formade S
o distribui um bloco de tarefas processador sobrecarregado para
distribuicdo
para cada processador e este, um com folga.
guando termina a execucao,
recebe outro bloco de tarefas.
Utilizacdo do Integrado: utiliza algum Isolado: ndo utiliza indice de
indicedecarga | indice de carga externa. carga externa.
externa
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CRITERIO CLASSIFICACAO
Global: atransferéncia de Local: atransferéncia de carga
Escopo do
carga pode ocorrer entre ocorre entre processadores de
balanceamento de o
qualquer processador do um mesmo grupo, disuntos ou
carga
sistema. n&o.
Centralizado: € executado em | Distribuido: é executado
Localizacdo da | um Unico processador que é localmente em cada processador.
execucao do responsavel por informar aos
agoritmo processadores envolvidos
sobre atransferéncia de carga.
Sincrono: participacdo, ao Assincrono: o algoritmo é
Sincronismo mesmo tempo, de todos os executado independentemente
processadores. em cada processador.
o Periddico: ativado em Por evento: ativado quando um
Ativacéo do _ _ _
_ interval os pré-determinados de | determinado evento acontece.
agoritmo
tempo
Politicade N&o cego: utiliza indice de Cego: ndo utiliza indice de carga
localizacdo carga interna na transferéncia | interna.

De acordo com atabela 11, o balanceamento proposto neste trabalho &
Dinamico: O balanceamento é realizado durante a execucdo da aplicagdo sempre
que houver ateracdo no refinamento dos subdominios;

Por transferéncia: a carga flui de um processador com carga superior a média para um

processador menos carregado;

| solado: N&o verifica a carga externa do processador nos calculos do
balanceamento;

Global: Todos os processadores trocam carga com todos 0s outros;

Distribuido: Cada processador executa o mesmo procedimento para o célculo do

balanceamento de carga;

Sincrono: O fluxo de carga ocorre em todos 0s processadores ab mesmo tempo;

Por evento: O balanceamento de carga € ativado sempre que houver uma alteracéo no
refinamento; e

N&o cego: O balanceamento é realizado observando a carga de todos os

processadores participantes do processamento.
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5.4 - IMPLEMENTACAO DO REFINAMENTO ADAPTATIVO

As secOes a seguir descrevem o refinamento adaptativo proposto neste trabalho, que
foca na utilizagdo do método Hopscotch.

5.4.1- O Programa

O programa permite que os subdominios tenham refinamentos diferentes conforme
figura 36 da secdo 4.2. Na presenca de gradientes elevados na solucéo, a linha de acdo mais
comum é refinar a malha onde esses gradientes ocorrem, e deixar a malha menos refinada nas
regides cuja solucdo apresente gradientes pequenos [1]. No caso de uma descontinuidade, é
necessario que a malha sgja mais refinada nas proximidades dela, para que sgja obtida a
precisdo requerida. Como o refinamento da malha inteira € computaciona mente dispendioso,

0 programa permite refinamentos diferentes em cada subdominio.

5.4.2 - Balanceamento de Carga

O balanceamento de carga sera feito retirando-se pontos de um processador
sobrecarregado, chamado de fornecedor, e enviando-os para um processador ocioso, chamado
de receptor. Assim, um processador pode estar lidando com mais de um subdominio se for
receptor ou pode estar lidando com apenas um subdominio (o proprio) se for fornecedor.

Essa carga € congtituida de pontos do dominio que, apesar de estarem logicamente
pertencentes a um determinado subdominio que esta em um determinado processador, na
verdade parte desse subdominio estara fisicamente em outro processador. A transferéncia de
pontos sera feito por faixas do subdominio, onde uma dimensdo sera mantida constante e a
outra variara de modo a se gjustar a quantidade de pontos a serem transferidos.

A diferenca no nivel de refinamento dos subdominios gera um desbalanceamento de
carga, acarretando que o tempo total de processamento segja dado pelo processador mais
carregado. Para prevenir isso, foi implementado um balanceamento de carga entre os
processadores.

Esse balanceamento de carga deve levar em conta a quantidade de pontos a ser

distribuida entre os processadores e o grau de refinamento do subdominio, por causa da
equacdo k= ahR:, que indica que ao ser reduzido h (malha mais refinada), Dt tem que ser

reduzido na proporc¢éo do quadrado da reducéo em h, isto €, do aumento do refinamento.
Quando o refinamento adaptativo € usado, apos um intervalo de execugdo, a malha
pode ser refinada (ou desrefinada) em algum local, normalmente baseada em uma estimativa

de erro. O refinamento (ou desrefinamento) pode acarretar uma grande variagdo na quantidade
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de pontos que esta atribuida a cada processador, provocando um desbalanceamento da carga,
gerando, com iss0, a necessidade de se redlizar balanceamento dinamico. O desbalanceamento
da carga pode ser também provocada por diferentes valores de passo no tempo, diferentes
ordens de discretizagdo ou por caracteristicas ndo- lineares do material sendo simulado.

Em geral, os algoritmos de balanceamento dindmico devem satisfazer os seguintes
objetivos [45]:

a) Rebalancear a carga de cada processador com rapidez e escalabilidade; e

b) Minimizar o custo de comunicacdo apds o rebalanceamento.

5.5- METRICAS

Ao lado das métricas ja definidas em 2.5.5 em 3.4, sera definida a seguir o indicador

gue esta relacionado com o balanceamento dinamico.

5.5.1- indice de desbalanceamento (ID)

O indice de desbalanceamento (ID) sera medido pela relacéo:
ID=1- “mn
car, .,

onde carmin, € amenor carga presente em um processador e carmax € amaior carga presente em

um processador. Quando 1D = 0, o balanceamento € o ideal.

5.5.2 - indice médio de desbalanceamento (IMD)

O indice médio de desba anceamento é uma média do desbalanceamento existente ao

longo do processamento da EDP. E medido pela expressio

a o,
IMD = -2
b

onde b € a quantidade de balanceamentos executados durante a resolugéo da EDP.

5.5.3- Ganho obtido com o balanceamento

O ganho obtido com o balanceamento é definido para aplicacdes sincronas, e é

definido pela expressdo
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onde G € o ganho obtido por balancear a carga. tps € 0 tempo de execugdo do programa
paralelo sem balanceamento de carga e t,c € 0 tempo de execugdo do programa paralelo com

balanceamento de carga.

5.5.4- O “speedup” e aeficiénciada versdo com balanceamento de carga

As formulas de célculo do “speedup” e da €eficiéncia foram definidas em 3.1.1 € 3.1.2

respectivamente, e para a versao com balanceamento de carga sdo, respectivamente,

t t
S=—= |, EBD=—2-,
1:pc tpcp

onde ts € 0 tempo de execucdo do programa sequencial, tpc € 0 tempo de execucdo do
programa paralelo com balanceamento de carga e p € a quantidade de processadores.

O valor de ts a ser usado deve ser obtido a partir de um dominio de tamanho
equivalente aquele que seria obtido considerando-se o subdominio mais refinado. Por
exemplo, para um dominio 30 x 30 dividido em 9 processadores, cada subdominio tera o
tamanho 10 x 10, e um dominio 60 x 60 dividido em 9 processadores teria subdominios de
tamanho 20 x 20. Se um dos subdominios do dominio 30 x 30 for refinado um nivel, isto &,
2X, ele passara a ter tamanho 20 x 20 e por isso serd comparado com a versao sequencia de

tamanho de dominio 60 x 60 para o calculo do “speedup” e da eficiéncia.
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CAPITULO 6

BALANCEAMENTO PROPOSTO

O balanceamento proposto neste trabalho visa principalmente ao méodo Hopscotch,
utilizando mahas regulares. O balanceamento serd realizado movendo pontos de um
subdominio atribuido a um processador mais carregado para um processador com capacidade
ociosa. O mapeamento do balanceamento é feito pela rotina Prepara.

A carga a ser balanceada constitui-se de quantidade de operacfes aritméticas que o0s
processadores realizam. Deve-se notar que quando se refina um subdominio por um fator 2, a
guantidade de pontos no subdominio refinado se tornara 4 vezes maior. Mais ainda, para
manter o valor de K constante, (ver equagdo (5)), o Ct ter& que ser reduzido por um fator 4,
0 gque aumentara 0 numero de iteraces em um fator 4. Assim, um subdominio refinado por
um fator 2 terd uma carga computacional 16 vezes maior que o subdominio néo refinado.

O programa trata 0 dominio logicamente como se ele ndo estivesse particionado.
Mesmo apds o balanceamento de carga, quando pedacos do dominio sdo movimentados entre
0s processadores, logicamente € como se estivessem unidos. Isto €, fisicamente o dominio

esta espal hado pelos processadores, mas logicamente ele estd como se ndo estivesse dividido.

6.1 - O PARTICIONADOR

O particionador proposto neste trabalho, chamado Prepara, ndo € dependente da
quantidade de nds da malha, mas sim da quantidade de subdominios g em que o dominio é
dividido. Sua complexidade de tempo é O(g?), onde q é a quantidade de subdominios em que
o dominio foi dividido, pois o particionador tem que percorrer uma matriz q X q. Ele é
chamado por cada processo criado, e ndo depende da quantidade de nés que o subdominio
tenha, isto €, independe do grau de refinamento.

O particionador funciona segundo 0s passos a seguir.

a) E caculada a quantidade de pontos que cada processador deve possuir para o

balanceamento ideal (ou préximo). Essa quantidade € a média aritmética de
pontos por processador, m.
g
. as
m= =L , onde q é a quantidade de particoes.
q
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b)

c)

d)

f)

9)

E calculado, usando a férmula (11) a seguir, quantas colunas vo ficar no

processador (X1). A quantidade de linhas (X2) sempre permanece constante. Ver

figura 46 a seguir.
X1
<>
m
d AX 1 1= —
X2 onde &X1u X2

Figura 46 - Calculo da quantidade de colunas que ficam no processador

E encontrado quais processadores enviam (fornecedores) e quais recebem
(recebedores). Aqueles processadores com guantidade de pontos acima da média
serdo os fornecedores e 0os processadores com quantidade de pontos abaixo da
meédia seréo os receptores.

E calculado quantos pontos cada processador identificado como recebedor deve
receber para atingir a média

E calculado quantas colunas guantidade de pontos significa no processador
fornecedor. O mapa da distribui¢éo fica armazenado na matriz envia.

As colunas sdo enviadas para um processador recebedor. Este procedimento se
repete até que o processador fornecedor tenha atingido a média de pontos.

O mesmo procedimento € realizado para todos 0s outros processadores

fornecedores.

A figura 47 a seguir ilustra um exemplo do procedimento de particionamento para dois

processadores fornecedores e dois processadores receptores.
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Processador fornecedor 1 Processador fornecedor 2
2n x 2n 2n X 2n

Processador recebedor 1 Processador recebedor 2
nxn nxn

Figura 47 - Exemplo de balanceamento de car ga

Esse procedimento sera melhor compreendido usando um exemplo de balanceamento.

6.2 - EXEMPLO

Sera usado, como exemplo ilustrativo para explicagdo do procedimento de
balanceamento, um dominio 300 x 300, com 90.000 pontos, resolvido em um “cluster” de 9
processadores. Os processos sd0 numerados de 0 a 8, e os subdominios 1, 3 e 4 terdo

refinamento nivel 2 e o subdominio O tera refinamento nivel 3.

6.2.1 - Subdivisdo do Dominio

A divisdo em 9 processadores levou a criagdo de 9 subdominios de 100 x 100 pontos.
A figura 48 a seguir mostra a divisdo do dominio e o nivel de refinamento dos subdominios

para este exemplo.
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Figura 48 - Exemplo de subdivisdo do dominio

A figura 49 a seguir mostra o refinamento usado em cada subdominio juntamente com

as faixas que devem ser enviadas aos processadores receptores.

0 3 6

400 x 400 200 x 200 100 x 100
1 4 7

200 x 200 200 x 200 100 x 100
2 5 8

100 x 100 100 x 100 100 x 100

Figura 49 - Exemplo derefinamento

6.2.2 - Trafego de Carga

O tréfego de carga para o exemplo considerado € ilustrado na figura 50 a seguir. Os

processadores 0, 1 e 3 fornecem carga para 0s outros processadores.
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Figura 50 - Trafego de carga

6.2.3- Subdominios Pertencentes a Cada Processador

Apo6s a distribuicdo de carga, os processadores receptores estardo resolvendo, além do
subdominio préprio, um ou mais pedacos de subdominios recebidos dos processadores
fornecedores. A figura 51 a seguir apresenta os subdominios que cada processador esta

resolvendo.

Figura 51 - Subdominios pertencentes a cada processador
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6.3 - TRAFEGO DAS FRANJAS

A cada iteracdo, as franjas precisam ser comunicadas entre as regides distribuidas nos
processadores. As duas camadas de franjas sdo entdo empacotadas em um vetor e enviadas ao
seu destino.

Trés situagdes podem ocorrer:

a) Comunicacdo entre regides com mesmo grau de refinamento: Nenhuma acdo

precisa ser tomada.

b) Comunicacdo entre regides com graus de refinamento diferentes, com envio de
franja de uma regido menos refinada para uma mais refinada: Neste caso, aregido
mais refinada recebera menos pontos do que 0 necessario para compor sua franja.
Assim, sera necessario refinar a franja antes de integra-la na regi&o.

c¢) Comunicacdo entre regides com grau de refinamento diferentes, com envio de
franja de uma regido mais refinada para uma menos refinada: Neste caso, sO a
quantidade de pontos necessaria sera comunicada.

Para dar idéia do grau de complexidade das comunicacdes quando pedacos de
subdominios ficam divididos em diversos processadores, a seguir € apresentado um exemplo
de um balanceamento de carga usando apenas quatro processadores, onde um deles tem um
grau de refinamento maior que todos, dois tém grau de refinamento médio, e um tem o menor
gau de refinamento, 0 que obriga a que apenas um pedaco do subdominio de maior
refinamento seja movido do processador 1 para o processador 4, que contém o subdominio de

menor refinamento.

---------------------------------------------------------------

Figura 52 - Exemplo do trafego de comunicacdo das franjas
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6.4 - IMPLEMENTACAO

O refinamento desigual entre regibes deve ser tratado na fronteira para a correta
comunicagdo entre os pontos de ambas regides, ja que a regido mais refinada tem mais pontos
gue aregido menos refinada. Assim, ainformacdo da parte da regido menos refinada que fara
parte da regido mais refinada terd de ser interpolada e extrapolada nas posi¢cdes que assumira
na regido mais refinada.

Sendo dindmico o grau de refinamento, a quantidade de pontos por regido variara
durante a simulacdo. Assim, a carga computacional também variara com o tempo,
necessitando que um balanceamento de carga dindmico sga implementado para aumentar a

eficiéncia do refinamento adaptativo durante o processamento paralelo.

6.5 - O PROGRAMA

O programa inicializa os valores das diversos varidveis, vetores e matrizes. No inicio,
todos os processadores tém a mesma carga, ito € a mesma quantidade de pontos. O
programa monta as estruturas de dados para o funcionamento paralelo, isto €, encontra 0s
vizinhos de cada subdominio e cria as estruturas de geréncia dos diversos subdominios que
poder&o ser mudados no transcorrer da computagao.

Apbs isso, sdo iniciadas as iteracbes do método numeérico. Em determinados instantes,
fornecidos pelo usuario, a funcdo analisa € chamada para verificar se € necesséria uma
mudanca de refinamento em alguma regido. Se for, todos os subdominios sdo desrefinados, e
sdo refeitos usando a fungdo retorna. Um novo célculo de balanceamento de carga é feito, e
as colunas dos subdominios em processadores sobrecarregados sdo enviadas aos
processadores com tempo ocioso, usando a funcdo distribui. Apds, os subdominios sdo
refinados e o processamento continua. O fluxograma a seguir apresenta a dindmica de

funcionamento do programa.
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Inicializa

A
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v

montaEstrutura

Envia franjas

montaEstrutura
\
valorlnicial
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! Envia franjas |
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Recebe franjas :
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Figura 53 - Fluxograma de funcionamento do programa.
A linha pontilhada envolve os procedimentos do lago de resolugdo do método numérico

O céaculo do Hopscotch foi implementado segundo o pseudo-codigo da figura 54 a

seguir

n = namero de repeticoes
tFinal = tenpo final
deltaT = tFinal / nRep
t = 0
De 1 até n {

t =t + deltaT

De 1 até i {

De 1 até j {

Se i+ +n par

calculo explicito
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Se i+ +n inpar
calculo inplicito

}
}
De 1 até i {
De 1 até j {

Se i+ +n inpar
calculo explicito
Se i +j +n par
calculo inplicito
}
}

}

Figura 54 - Pseudo-codigo da implementagéo do método numérico

6.6 - DESEMPENHO DO PARTICIONADOR PREPARA E SUA COMPARACAO
COM OUTROS PROGRAMAS

Varios pacotes de particionamento foram desenvolvidos nos Ultimos 20 anos, na forma
de softwares ou de bibliotecas para uso com codigos ja existentes. Os mais citados na
literatura pertinente ao assunto [6, 7, 13, 19, 20, 22, 24, 45, 47, 48, 50, 51, 56,] séo os pacotes
Chaco [42], de Hendrickson e Leland, MeTis [52], de Karypis e Kumar, Scotch [70], de
Peligrinni e Roman, Party [75], de Preis e Diekmann e Jostle [96], de Walshaw, que servem
de referéncia em comparacdes de desempenho envolvendo novos avangos no particionamento
de diferentes malhas. E claro que seria interessante comparar os resultados obtidos agui com
aqueles obtidos por essas ferramentas. Naturalmente, a comparacdo € dificil por vérios
motivos. Todas essas ferramentas possuem um grande nimero de parametros a serem
escolhidos pelo usuario em funcdo da aplicacdo, e sua escolha demanda um grande
envolvimento com o problema, normalmente por tentativa e erro. Mais ainda, elas consistem
de implementacOes otimizadas, depuradas através dos anos, usando estratégias multinivel
direcionadas para grafos esparsos com grande nimero de nds. Por fim, todas essas
ferramentas ndo consideram a migragcdo dos dados durante o balanceamento e durante as
iteragbes do método numérico. Para dificultar ainda mais a comparacdo, o resolutor
desenvolvido agui foi pensado para ser usado com um método especifico, o método
Hopscotch.

Além disso, o programa desenvolvido aqui resolve todo o problema, e ndo somente o
particionamento do grafo. Todo o problema é construir a estrutura de dados para cada
configuracdo de particionamento, realizar o refinamento e desrefinamento, migrar os dados
para a nova configuragao e efetivamente realizar a solugdo numérica da EDP, com a troca de
mensagens entre os subdominios e a andlise do gradiente ou da convergéncia em cada
subdominio, iterando até que sgja atingida a convergéncia ou o tempo desejado.
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As referéncias [7, 56] indicam alguns sitios onde podem ser obtidos grafos para testes.
Por causa disso, apenas a parte que realiza o particionamento da carga foi comparada
com os softwares Chaco, Metis e Scotch .

6.6.1 - Desempenho do particionador Prepara

O gréfico a seguir apresenta o desempenho do Prepara.

o Desempenho do Particionador
7 v — 0'001380,865&(
5 R = 0,9089
5 y= 0,0604x° - 0,3669x + 0,4613
0 R? = 0,9854
o 4
£ 3
1 /
O = T T T T T T T
-1 L o O\
o’
S A S
Quantidade de Particdes

Figura 55 - Desempenho do Particionador com relacdo a quantidade de subdominios

Para mostrar que a curva obtida para o desempenho do particionador (linha azul no
gréfico) tem comportamento polinomial, duas curvas foram gjustadas a ela. Uma curva
exponencia foi gjustada (linha verde), obtendo um guste muito pobre, como pode ser
observado pelo valor de R?, e uma curva polinomial de grau 2 (linha vermelha), que obteve
guste bem mehor. Observando que os testes foram feitos em ambiente de utilizacgo
compartilhada, e provavelmente por isso o gjuste da curva polinomial n&o foi melhor, pode-se
inferir que o desempenho é polinomial com a quantidade de parti¢bes, indicando que o
comportamento esté de acordo com o tedrico, isto &, ele é aproximadamente O(g?), onde q é a
guantidade de particoes.

A figura 56 a seguir mostra 0 desempenho do Prepara em relacdo a quantidade de nés

da malha de um subdominio, considerando uma particio em 1024 (322) processadores.
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Figura 56 - Desempenho do particionador com relacdo a quantidade de n6s de um subdominio

Como pode ser observado na figura, o tempo ndo depende da quantidade de nés da
malha, confirmando assim o resultado previsto, isto é o0 particionador Prepara é O(1)
considerando a quantidade de nos pertencentes a um subdominio. Existiu uma pequena
flutuacéo dos valores de tempo, que independeu da quantidade de nés e que pode ser atribuido

a processos concorrentes, ja que a maguina ndo estava com acesso exclusivo.

6.6.2 - Comparacdo com outros Particionadores

Foram usados os particionadores Metis, Chaco e Scotch como comparacdo. Os
Apéndices A, B e C apresentam o resultado de testes realizados com esses particionadores.
Esses pacotes ndo lidam com a migracéo dos dados entre os processadores.

O resolutor desenvolvido aqui lida com o particionamento do grafo juntamente com a
migracéo dos dados e a solucdo numérica de uma EDP, mas considerando apenas a funcéo de
particionamento foi possivel uma comparagdo, muito limitada pelos motivos ja citados em
6.6, do desempenho desta aplicacdo com as aplicacdes estudadas.

Para comparar o Prepara com os outros particionadores, o ideal seria usar uma malha
comum a todos. Mas ndo foi possivel encontrar uma malha estruturada que tivesse um
arquivo de entrada comum a Chaco, Metis e Scotch. Assim, foi usada a maha irregular 4elt
(ver figura 4), que tem 15.606 nds, com os pacotes Chaco, Metis e Scotch. O particionador da
aplicacdo deste trabalho foi testado com uma maha estruturada de tamanho 125 x 125,
resultando em 15.625 pontos, valor proximo ao da malha 4elt, que tem 15.606 pontos.
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Tabela 12- Comparagéo entre os particionadores para » 15.600 nés

Tempo (9)
TEE | e | omo | g | s
9 0,001024 0,068 0,030 0,144
16 0,001043 0,080 0,020 0,187
25 0,001285 0,080 0,030 0,221
36 0,001566 0,092 0,030 0,249
256 0,02635 0,204 0,060 0,476

Os resultados mostram que o Prepara € mais rapido nas situacles testadas.

6.7 - DESCRICAO DAS ROTINAS QUE IMPLEMENTAM O BALANCEAMENTO
DE CARGA

A seguir estdo descritas as rotinas usadas para realizar o balanceamento de carga. As
principais variaveis, assim como 0s vetores e matrizes usados, também estdo descritas.
a) RotinainicDim

O vetor di mcontém o grau de refinamento dos subdominios.
b) Rotina prepara

E o particionador do dominio. Produz a “matriz de despacho”. Essa matriz contém a
guantidade de colunas que va&o deixar um processador fornecedor para um processador
receptor. O vetor fi ca contém a quantidade de colunas que véo ficar no processador

fornecedor eamatriz envi a contém a quantidade de colunas que sai de um determinado
processador e vao para um processador ocioso. O vetor fi ca tem tamanho Ja (géa

guantidade de particdes), e amatriz envi a tem dimensio q x Q.
No exemplo da secdo 6.2, amatriz envia usada para o balanceamento foi a seguinte:

Tabela 13- Matriz envia do exemplo 6.2

NuUmero da particédo

0 1| 23] 4]5]6s6 7 8

o 0 0 | o[e6] 0] o [66]66]66]| 45
S| 1 ol o[ o]of|o|[o] o] ol]17
g 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o | 3 oloflolololo]ol]ol]a7
3 4 0| 0| 0|]O]|]O| 0] O0]o0]12
o 5 ol oflolololof|[of]o 0
e 6 ol oflolololof[o]o 0
2 7 ol oflolololofloflo 0
8 ol ololololof[of]o 0
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Considerando-se que cada particéo foi enviada a um processador, as linhas indicam de
gue processador a carga € retirada. As colunas indicam qual processador recebe a carga. Por
exemplo, o processador 0 entrega 66 x 400 pontos para o processador 2, 66 x 400 pontos para
0 processador 5, 66 x 400 pontos para 0 processador 6, 66 x 400 pontos para o processador 7,
e 45 x 400 pontos para o processador 8. As colunas indicam gquem recebe a carga. Por
exemplo, o processador 8 recebe 45 x 400 pontos do processador 0, 17 x 200 pontos do
processador 1, 17 x 200 pontos do processador 3 e 12 x 200 pontos do processador 4. Pode-se
notar que os processadores forrecedores tém zeros em suas colunas, e 0s processadores
receptores tém zeros em suas linhas.

) Rotina meusSubdom:

Identifica os subdominios que estdo no processador e os coloca no vetor p. A
guantidade de subdominios no processador € armazenada na variavel quantSub.
d) Rotina euLimites:

Calcula os limites do que fica e, no caso de um processador fornecedor, de cada
pedago que vai para outro processador.
e) Rotina meusVizinhos:

Determina quem sdo os vizinhos dos subdominios do processador. Tem que tratar 3
casos: 1 - sefor receptor, tratar os sub recebidos; 2 - se for receptor, tratar o sub proprio; e 3
- se for fornecedor, tratar o que ficou. Chama a rotina preldentViz para identificar todos os
vizinhos dos subdominios do processador. Depois chama arotina identViz para atualizar os
vizinhos Norte e Sul, pois podem ser mais de um de acordo com os limites dos subdominios
envolvidos e chama a rotina identVizDiag para atualizar os vizinhos Sudoeste, Oeste e
Noroeste.
f) Rotina prel dentViz

Determinatodos os vizinhos de todos os subdominios pertencentes ao processador, um
por direcéo.
0) RotinaidentViz

Identifica todos os vizinhos Norte e Sul de todos os subdominios do processador de
acordo com seus limites. A matriz s contém a identificacdo desses subdominios. Identifica as
colunas que devem ir para cada vizinho. As matrizes tridimensionais | i mlL el i n2 contém
os limites que devem ir para cada vizinho. A quantidade de vizinhos Norte e Sul esta
armazenada na matriz tridimensional quant SubV. Quando um vizinho Norte ou Sul é
fornecedor a matriz tridimensiona ondeFor am identifica o processador para o0 qual eles

foram enviados. Os indices das matrizes sdo s[a][b], [liml[a][b][c],
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lin2[a][b][c], ndeForanfa][b][c], quantSubV[a]][b],ondeosindicesa b
e C sdo:
a:. indicaseqguencialmente o subdominio do processador
b: indica se € subdominio préprio (b=0), se é subdominio ao Norte (b=1) ou se é
subdominio ao Sul (b=2)

c. indicaseguencialmente o subdominio do vizinho Norte ou Sul.

Essa rotina é necessé&ria porque os subdominios podem ter tamanho diferente no caso
de algum deles ser fornecedor, ou podem ter mais de um vizinho Norte e mais de um vizinho

Sul, no caso de algum deles ser fornecedor. A figura 57 ilustra Situacéo.

1 1
franjas ——p T 71T

L]

Figura 57 - Despacho das franjas

A figura 58 seguir apresenta os indices usados na identificacéo e controle do tréfego

entre os subdominios.
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s[0][1]

s[1][1]

lim [0][1][0]

lim [0][1][m N 1]

lim[1][1][0]

lim [1][4][m N 1]

4

s[0][0]

lim [0][0][0]

s[1][0]

lim [1][0][0]

N

lim [0][2][0]

lim [0][2][m S1]

lim[1][2][0]

lim [1][2][m S 1]

s[0][2]

s[1][2]

s[n]1]

lim [1][1][0]

fim [1][1][m N 1]

h

s[n][0]

lim [n][0][0]

lim [1][2][0]

lim[1][2][m S 1]

s[n][2]

Figura 58 - Indices usados

h) RotinaidentVizDiag

Atualiza os vizinhos Sudoeste, Oeste e Noroeste se 0 vizinho a esquerda for
fornecedor.

Essarotina € necessaria se 0 vizinho a Oeste for fornecedor, porque ai as colunas mais
a direita do vizinho Oeste estardo em outro processador. A figura 59 a seguir ilustra a
situacdo. Nesta figura, um pedaco do subdominio do processador 1 foi deslocado para o
processador 3. Assim, 0 vizinho Oeste do processador 2 passou a estar no processador 4, e

N&o mais no processador 1, como seria natural.

1 2

EEEEEEEEENIEEEEEEEER

SUSEEEEEEEEEREEEEEEE

$
'-----/-\J;;;--

3 4

Figura 59 - Tréafego de dados
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i) Rotina distribui

Executa duas fungdes principais:

a) Estabelece o valor inicial para o método numerico; e

b) Executa amigracéo dos dados entre os processadores.

E a rotina que efetivamente executa o balanceamento de carga. Envia e recebe partes
do subdominio dos processadores mais carregados para 0s menos carregados. E aonde s
subdominios sdo definidos fisicamente na maquina, da seguinte maneiras € aocada
dinamicamente (cal | oc) uma area para o0 subdominio préprio e areas para 0s subdominios
recebidos, se for o caso. As éreas alocadas sdo contiguas e tém o tamanho dos subdominios
acrescidos das franjas, independente do tipo do subdominio. A figura 60 a seguir ilustra a

disposi¢do na memoria

Processador p

Sub. préprio

_____________________________________________________________________

Figura 60 - Armazenamento no processador p

Ao remontar o subdominio original, a rotina gjusta o espaco ocupado. Esse tamanho
ndo varia muito, porque os processadores estardo sempre com a carga balanceada.
) Rotina alteraRefino

Rotina que refina ou desrefina um subdominio. Usa splines para o refinamento e o

desrefinamento.
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k) Rotinaretorna

Rotina que recompde os subdominios, trazendo de volta aos processadores de origem
os pedacos que foram distribuidos aos processadores 0ci0sos.
) Rotina envialni

E a rotina que executa as iteragBes do método numérico. As iteragdes sfo compostas
por receber os dados provenientes das regides em outros processadores, de executar um passo
do método Hopscotch e por enviar os dados para 0s outros processadores.

A cada x iteragdes, onde x € definido pelo usuério, a rotina analisa verifica se é
necessario aterar o refinamento em alguma regido. Se for necessario, as rotinas de calculo do
balanceamento, construcdo das estruturas de dados e de migracdo dos dados sdo chamadas
para realocar os subdominios. Ap0s iSso as iteragdes prosseguem.

n) Rotina analisa

Dependendo da escolha feita pelo usuério, calcula, em cada ponto da malha, a
diferenca entre aiteracdo atual e aimediatamente arterior, ou seja, analisa a convergéncia, ou
calcula a maior diferenca do valor em cada ponto da malha em relacdo aos seus vizinhos
Norte, Sul, Leste, Oeste, ou sgja, calcula o gradiente.

Trés casos podem ocorrer em ambas as situacoes:

1- Se adiferenca for maior que um valor especificado pelo usuario, o subdominio é

refinado.

2 - Seadiferenca for menor que um valor especificado pelo usuério, o subdominio &

desrefinado.

3— Se a diferenca cair entre os dois valores especificados pelo usuario para

refinamento e desrefinamento, o subdominio permanece como esta.
0) Rotina distAna

Avisa a todos os processadores que é necessario uma mudanca no refinamento, usando
afuncioMPl _All toal | .

p) Rotina distMuda

Distribui para todos os processadores um vetor que indica quais subdominios devem
ser refinados ou desrefinados, usando afuncdo MPI _Al | t oal | .

q) Rotina mudaDim

Altera o grau de refinamento de um subdominio. O grau é sempre alterado por um
fator de 2, refinando ou desrefinando. Cada processo comunica seu valor, apés o refinamento

ou desrefinamento, usando afuncéo VPl _Al | t oal | .



r Rotina verificakrro

Calcula a norma infinita do erro entre a solugdo Hopscotch e a solucdo andlitica da
EDP. E chamada se existe soluciio analitica disponivel. Cada processo calcula seu erro
maximo e seu valor méximo, que sdo comunicados a todos os processos usando a funcéo
MPI _Alltoall. Cada processo entdo calcula a norma infinita do erro, usando o erro
maximo e o valor méximo da varidvel dependente dentre todas as regies.
S) Rotina montaEstrutura

Refaz a estrutura de dados sempre que houver necessidade de um novo
balanceamento. Chama as rotinas inicializa, prepara, meusSubdom, euLimites, meusVizinhos,
defineVizinhos, defineLimites.

6.8 - Casos Teste

Uma versdo paralela com refinamento adaptativo e balanceamento dinémico de carga
fol implementada, e testada com as equagdes anteriormente usadas neste trabalho. O ambiente
computacional usado nos testes esta apresentado no Apéndice D.

O codigo de cores usados nas figuras para indicar o nivel do refinamento é

apresentado na figura 61 a seguir.

- nivel 1 - 1x

nivel 2 — 2x

nivel 3 - 4x

- nivel 4 — 8x

Figura61- Legendaparaasfiguras62, 67e72

Nos trés casos teste o refinamento foi limitado a trés niveis, podendo atingir até 8
vezes o refinamento original. Por exemplo, um subdominio 20 x 20 pode ser refinado até um
maximo de 160 x 160.

As figuras 62, 66 e 70 foram geradas usando o aplicativo MatLab e utilizando
pardmetros para facilitar a visuadizagdo da mudanca do refinamento ao longo do
processamento. Os valores gatilho de refinamento e desrefinamento foram obtidos
empiricamente, assim como a freqiiéncia de verificacdo do erro da solucgdo.

Inicialmente a frequéncia de verificagdo do erro da solugcdo foi estabelecida an 1.
Depois foi usado uma frequiéncia de verificacdo do erro da solugdo alta, da ordem de centenas
de iteracBes. O tempo diminuiu enormemente, € 0 erro manteve-se estavel, até diminuindo um

pouco. Esse fato, aparentemente inesperado, provavelmente foi devido ao fato de que certos
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subdominios atingiram mais rapidamente o nivel 4 de refinamento. Isto significa que
subdominios refinados 8x ficam se comunicando com os subdominios em nivel mais baixo de
refinamento por mais tempo, o0 que tende a aumentar 0 erro. Assim, 0 ganho em precisao
ocasionado por um refinamento que acompanhe mais rapidamente o aumento do erro é
anulado pelo erro que aparece quando subdominios com grau de refinamento muito diferentes
comunicamse. Deste modo, a fregliéncia de verificacdo do erro da solucéo foi determinada
empiricamente para cada um dos trés tipos de equacdes sendo testadas de modo a manter
baixos o erro e o tempo de execucdo, para determinados valores de gatilho. Como exemplo,
utilizowrse a equagdo parabdlica, e construirse a tabela a seguir, que apresenta o
comportamento do erro e o tempo de execucdo para diversos valores da fregiéncia de
verificagdo para dominio 60 x 60 utilizando 9 processadores, isto é, cada subdominio de
tamanho 20 x 20. O valor da frequéncia de verificacdo para os outros dois tipos de equacdes

foi determinado de modo semelhante.

Tabela 14 - Erro etempo de execuc¢do em fungéo da fregiiéncia de verificacdo

Freqm:]énciaNde Erro Tempo
verificacdo

1 0,08981 95,8

10 0,08765 30,6

50 0,08220 17,5
100 0,08332 16,7
500 0,08364 14,7
1000 0,09876 10,1
2000 0,11445 9,5
3000 0,14769 7,2

6.8.1 - Equacgao Parabdlica

A equacdo parabdlica foi resolvida agora usando refinamento adaptativo e
balanceamento de carga.

A decisdo de mudanca no refinamento foi feita levando em conta a convergéncia da
solugdo. A diferenca entre a solucéo atual e a solugdo imediatamente anterior foi comparada
com valores de gatilho informados pelo usuério. Existem dois valores de gatilho, um para
refinamento e outro para desrefinamento. O critério de parada utilizado foi o tempo. Foi
estabelecido um limite de trés niveis de refinamento, isto €, um subdominio pode ser refinado

até 22 vezes.
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A figura 62 a seguir € um exemplo da evolucdo do refinamento dindmico para o caso
em que um dominio 60 x 60 foi particionado em 25 subdominios com refinamento inicial de
12 x 12, usando os seguintes valores de gatilho: 0,00015 para refinamento e 0,00010 para

desrefinamento.

i ter =500 iter=1000 i ter=1500

6
T is 2 25 3 35 4 45 5 55 6 15 2 25 3 a5 4 45 5 55 6 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

i ter=2000 i ter=2500 i ter=3000

i ter=4500

115 2 25 3 35 4 45 5 55 6

i ter=5000 i ter=6000

T 15 2 25 3 a5 4 45 5 55 6

T 15 2 25 3 a5 4 45 5 55 6

i ter=6500 i ter=7000 iter=7500

Figura 62 - Evolucdo do refinamento durante a resolucdo

87



Pode ser observado que o desrefinamento comegou no instante 0,05s, na iteragdo (um
melo-passo) 4.000, e que a partir do instante 0,06875s, o que correspondeu a 5.500 iteragoes,
o refinamento voltou a ser uniforme.

Astabelas 14 e 15 a seguir apresentam as métricas do programa com resolucéo usando
balanceamento de carga, quando comparado com a resolucdo sem balanceamento de carga.
Para a corstrucdo da tabela, o dominio foi dividido em 4, 9, 16 e 25 subdominios, com
refinamento inicial de 60 x 60. Quando o refinamento alcanca o nivel 4 (8x) em uma regido
de um dominio 60 x 60, nesta regido o refinamento alcanca 480 x 480. Assim, a comparacao
foi feita com uma versdo sem balanceamento de carga, onde o tempo de processamento sera
ditado pelo subdominio mais refinado, isto €, como se todos tivessem refinamento 480 x 480.
Para o célculo do “speedup” e da eficiéncia, foi usado o valor de ts = 6.888,3s (ver tabela 3 da
secdon 2.8.1)

Tabela 15 - “ Speedup” e eficiéncia do balanceamento de carga

Tamanho Tempo com Erro
do balanceamento “ Speedup” Eficiéncia L
subdominio (s) ¥
4 30x 30 1014,6 1,843 0,4604
9 20x 20 2284 3,679 0,4091 0.08364
16 15x 15 140,8 3,925 0,2453 '
25 12x 12 114,2 3,197 0,1281
Tabela 16 - Ganho para o balanceamento de carga
Tamanho do Tempo com Tempo sem G
q subdominio balanceamento (s) | Balanceamento (s)
4 30x 30 1014,6 1868,8 1,842
9 20x 20 2284 840,2 3,679
16 15x 15 140,8 552,7 3,925
25 12x 12 114,2 365,2 3,198

A tabela mostra que houve reducéo acentuada do tempo de processamento com o
emprego de balanceamento dinamico da carga. E claro que o balanceamento dinamico deixa o
problema com menos pontos na média, mas sendo a paraelizacdo do método Hopscotch de
natureza sincrona, sem o balanceamento de carga o tempo seria ditado pelo processador mais
carregado. O que o balanceamento dinamico faz € tirar proveito dessa diminuicéo da carga
média do problema. Deve-se notar que os tempos da versdo com refinamento adaptativo
dependem da dindmica de refinamento e desrefinamento dos subdominios, funcdo dos
valores- gatilho usados.
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As figuras 63 e 64 a seguir apresentam os graficos dos valores do “speedup” e da
eficiéncia em fungdo da quantidade de processadores utilizados no processamento. O dominio
foi particionado na mesma quantidade dos processadores utilizados no processamento, isto €,

cada subdominio foi enviado para um processador.

"Speedup”

"Speedup"
N w

4 9 15 25

Quantidade de processadores

Figura 63- “ Speedup” do programa com balanceamento de carga

Eficiéncia

0,5

0642 \\
0,35 T~
0.3 ~~
0,25 ~N
0.2 AN
y \

0,15 N
0,1
0,05

Eficiéncia

4 9 15 25

Quantidade de processadores

Figura 64 - Eficiéncia do programa com balanceamento de carga
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Ganho (Eq. Parabdlica)

4,5
’ —  ~
3,5
3
2,5 /

Ganho

1,5

0,5

4 9 16 25

Quantidade de processadores

Figura 65- Ganho do programa com balanceamento de carga quando comparado com a ver sao sem
balanceamento de carga

O “speedup”, a eficiéncia e 0 ganho apresentaram valores elevados, mostrando gue o
balanceamento de carga foi capaz de obter os resultados com muito mais rapidez. Pode-se ver
gue essas métricas sofrem diminuicdo de seu valor, ainda que continuem elevados, para as
execugdes usando maior quantidade de processadores. Uma das causas para esse
comportamento parece ser devida a0 aumento de comunicacdo quando a carga € balanceada,
uma vez que o particionador Prepara ndo minimiza as comunicages. O ambiente
computacional usado foi um “cluster” ligado por rede Ethernet (ver Apéndice D). Para
quantidade de processadores maior que 14 (sitiol), a velocidade da comunicagdo cai de 1
Gigabit para 100 Megabit, 0 que também concorre para a queda no rendimento quando
usando 16 e 25 processadores. Deve-se notar que esse ambiente tem velocidade de
transmisséo de dados muito menor que as comunicagdes de um supercomputador, ambiente
para o qual o resolutor desenvolvido aqui foi projetado.

O gréfico a seguir mostra o indice médio de desbalanceamento (IMD) durante o
balanceamento dindmico que ocorre ao longo do processamento da EDP para os casos da
tabela 8 da secdo 3.8.1, onde 0 caso usando 4 processadores foi substituido por um caso

usando 36 processadores para melhor entender o comportamento do IMD.

90



indice Médio de Desbalanceamento
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g 07 —9 proc.
9 —16 proc.
é 0,6 25 proc.
o 05 36 proc.
[&]
T
< 04
o]
o 03
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S
P 0,2 |
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201 —_ — i
N— \ | |

0 —
60x60 120x120 240x240 480x480 960x960
Tamanho do dominio

Figura 66 - i ndice de desbalanceamento

Quanto maior o subdominio for, mais flexibilidade o particionador tem para balancear
acarga. A medida que a quantidade de processadores aumenta, a qualidade do balanceamento
diminui porque os subdominios ficam menores, o que diminui a flexibilidade de distribuir as
colunas

6.8.2 - Equacdo Eliptica

A equacdo de Poisson foi resolvida agora usando refinamento adaptativo e
balanceamento de carga.

A decisdo de mudanga no refinamento foi feita levando em conta a convergéncia da
solucéo. A diferenca entre a solucéo atual e a solucdo imediatamente arterior foi comparada
com valores de gatilho. Existem dois valores de gatilho, um para refinamento e outro para
desrefinamento. O critério de parada utilizado foi uma determinada guantidade de iteracoes.
Foi estabelecido um limite de trés nivels de refinamento, isto €, um subdominio pode ser
refinado até 2° vezes.

Para construir a figura 67 a seguir, ilustrativa da evolugdo do refinamento dos
subdominios, 0 dominio com refinamento inicial de 60 x 60 foi particionado em 9
subdominios de 20 x 20, usando os seguintes valores de gatilho: 0,000000005 para
refinamento e 0,000000002 para desrefinamento.
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iter=50 iter=100 iter=150

' nivel 1 - 1x

nivel 2 — 2x

nivel 3 — 4x

- nivel 4 — 8x

iter=200 i ter=250

Figura 67 - Evolucéo do grau de refinamento durante a resolucao da equacao

Pode ser observado que o refinamento acompanhou a regido de ocorréncia de maiores
gradientes (ver figuras 12 e 13 da secéo 2.8.2) e que ndo atingiu o nivel trés, pois a solugao
convergiu antes.

Astabelas 16 e 17 a seguir apresentam as métricas do programa com resolucdo usando
balanceamerto de carga, quando comparado com a resolucdo sem balanceamento de carga.
Para a construcdo da tabela, o dominio foi dividido em 9, 16, 25 e 36 subdominios, com
refinamento inicial de 20 x 20. Quando o refinamento alcanca o nivel 3 (4x) em uma regido
de um subdominio 20 x 20, é como se na regido refinada o dominio fosse 240 x 240. Assim, a
comparacao foi feita com a resolucéo usando dominios com refinamento uniforme de 240 x
240. Para o calculo do “speedup” e da eficiéncia, foi usado o valor de ts = 336,6s (ver tabela 5
dasecéo 2.8.2)

Tabela 17 - “Speedup” e eficiéncia do balanceamento de carga

Tamanho do Tempo com “ " A Erro
aq subdominio balanceamento (s) Speedup Eficiencia L,
4 30x 30 38,49 8,745 2,186
20x 2 16,21 20,7 2,307
9 0x 20 6, 0,76 ,30 0,0724
16 15x15 17,60 19,12 1,195
25 12x 12 18,37 18,32 0,7328
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Tabela 18- Ganho para o balanceamento de carga

Tamanho do Tempo com Tempo sem G
q subdominio balanceamento (s) | Balanceamento (S)
4 30x 30 38,49 185,9 4,830
9 20x 20 16,21 89,02 5,492
16 15x 15 17,60 55,51 3,154
25 12x 12 18,37 40,23 2,190

A tabela mostra que houve reducéo acentuada do tempo de processamento com o
emprego de balanceamento dinamico da carga. E claro que o balanceamento dinamico deixa o
problema com menos pontos na média, mas como a paraelizacdo do método Hopscotch é de
natureza sincrona, sem o balanceamento de carga o tempo seria ditado pelo processador mais
carregado. O que o balanceamento dinamico faz € tirar proveito dessa diminuicéo da carga
média do problema. Deve-se notar que os tempos da versdo com refinamento adaptativo
dependem da dindmica de refinamento e desrefinamento dos subdominios, funcdo dos
valores- gatilho usados.

As figuras 68 e 69 a seguir apresentam os graficos dos valores do “speedup” e da
eficiéncia em funcéo da quantidade de processadores utilizados no processamento. O dominio
foi particionado na mesma quantidade dos processadores utilizados no processamento, isto €,

cada subdominio foi enviado para um processador.

"Speedup”
25

15 /
10

"Speedup”

4 9 16 25

Quantidade de processadores

Figura 68- “ Speedup” do programa com balanceamento de carga
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Figura 69 - Eficiéncia do programa com balanceamento de carga
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Figura 70 - Ganho do programa com balanceamento de carga

O “speedup”, a eficiéncia e o ganho apresentaram valores elevados, mostrando que o
balanceamento de carga foi capaz de obter os resultados com muito mais rapidez. Pode-se ver
gue essas métricas sofrem diminuicdo de seu valor, ainda que continuem elevados, para as
execugdes usando maior quantidade de processadores. Uma das causas para esse
comportamento parece ser o aumento de comunicacdo quando a carga é balanceada, uma vez
gue o particionador Prepara ndo minimiza as comunicagoes. O ambiente computacional
usado foi um “cluster” ligado por rede Ethernet (ver Apéndice D). Para quantidade de
processadores maior que 14 (sitiol), a velocidade da comunicagéo cai de 1 Gigabit para 100
Megabit, o que também concorre para a queda no rendimento quando usando 16 e 25
processadores. Deve-se notar que esse ambiente tem velocidade de transmisséo de dados

muito menor que as comunicactes de um supercomputador, ambiente para o qual o resolutor

quando compar ado com a versdo sem balanceamento de carga
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desenvolvido aqui foi projetado.

O gréfico a seguir mostra o0 indice médio de desbalanceamento (IMD) durante o
balanceamento dindmico que ocorre ao longo do processamento da EDP para os casos da
tabela 9 da secdo 3.8.2, onde o caso usando 4 processadores foi substituido por um caso

usando 36 processadores para melhor entender o comportamento do IMD.

indice médio de desbalanceamento

0,8
0,7 9 proc. [—
0,6 16 proc.[—
0,5 25 proc. [—
0,4 36 proc. [—
0,3
0,2

0,1 _ﬁ
e ————— e

0 T T T T

Indice médio de
desbalanceamento

60x60 120x120 240x240 480x480 960x960

Tamanho do dominio

Figura 71- indice médio de desbalanceamento

Quanto maior o subdominio for, mais flexibilidade o particionador tem para balancear
acarga. A medida que a quantidade de processadores aumenta, a qualidade do balanceamento
diminui porque os subdominios ficam menores, o que diminui a flexibilidade de distribuir as

colunas.

6.8.3 - Equacdao Hiperbdlica

A equacdo da onda foi resolvida agora usando refinamento adaptativo e
balanceamento dinamico de carga.

A decisdo de mudanca no refinamento foi feita de acordo com o gradiente da solugéo.
A diferenca entre o valor de cada ponto e o valor em cada ponto vizinho foi comparada com
valores de gatilho informados pelo usuario. Existem dois valores de gatilho, um para
refinamento e outro para desrefinamento. O critério de parada utilizado foi uma determinada
quantidade de iteracdes. Foi estabelecido um limite de trés niveis de refinamento, isto €, um
subdominio pode ser refinado até 2° vezes.

Para construir a figura 72 a seguir, ilustrativa da evolucdo do refinamento dos
subdominios, para obter uma melhor visualizagdo, o0 dominio, com refinamento inicial de 160

x 160, foi particionado em 64 subdominios com refinamento inicial de 20 x 20. Foram usadas
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20.000 iteracOes, com freqliéncia de verificagdo para refinamento de 1.000 iteragcdes, usando o
valor de gatilho de 0,03 para refinamento e desrefinamento.

§

7.
§
o

Figura 72 - Evolucéo do refinamento adaptativo
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Pode ser observado, comparando com a figura 15 da secéo 2.8.3, que o nivel de
refinamento acompanha o deslocamento da onda.

Astabelas 18 e 19 a seguir apresentam as métricas do programa com resolucdo usando
balanceamento de carga, quando comparado com a resolucdo sem balanceamento de carga.
Para a construcdo da tabela, o dominio foi dividido em 9, 16, 25 e 36 subdominios, com
refinamento inicial de 60 x 60. Quando o refinamento alcanca o nivel 4 (8x) em uma regido
de um dominio 60 x 60, é como se na regido refinada o dominio fosse 480 x 480. Assim, a
comparacdo foi feita com a resolucéo usando dominio com refinamento uniforme de 480 x
480. Para o calculo do “ speedup” e da eficiéncia, foi usado o valor dets= 27,95s (ver tabela 7
da secéo 2.8.3)

Tabela 19 - “ Speedup” e eficiéncia do balanceamento de carga

Tamanho do Tempo com u y o Erro
q subdominio balanceamento (s) Speedup Eficiéndia L,
4 30 x 30 2,248 12,43 3,107
9 20x 20 2,338 11,95 1,328
0,3045
16 15x 15 3,331 8,391 0,5244
25 12x12 3,721 7,511 0,3004

Tabela 20 - Ganho para o balanceamento de carga

Tamanho do Tempo com Tempo sem G
q subdominio balanceamento (s) | Balanceamento (s)
4 30x 30 2,248 21,53 9,577
9 20x 20 2,338 13,31 5,693
16 15x 15 3,331 10,64 3,194
25 12x 12 3,721 8,484 2,280

A tabela mostra que houve reducéo acentuada do tempo de processamento com o
emprego de balanceamento dindmico da carga. Como ja mencionado, o balanceamento
dindmico deixa o problema com menos pontos na média, mas sendo a paraelizacdo do
método Hopscotch de natureza sincrona, sem o balanceamento de carga o tempo seria ditado
pelo processador mais carregado. O que o balanceamento dinamico faz é tirar proveito dessa
diminuicdo da carga média do problema. Deve-se notar que 0s tempos da versdo com
refinamento adaptativo dependem da dindmica de refinamento e desrefinamento dos
subdominios, fungdo dos valores-gatilho usados.

As figuras 73 e 74 a seguir apresentam os gréficos dos valores do “speedup” e da
eficiéncia em funcdo da quantidade de processadores utilizados no processamento. O dominio
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foi particionado na mesma quantidade dos processadores utilizados no processamento, isto €,

cada subdominio foi enviado para um processador.

"Speedup" (Eq daonda)

14
i \
10
. \
2 6
h
4
2
0 T T T
4 9 16 25

Quantidade de processadores

Figura 73- “ Speedup” do programa com balanceamento de carga

Eficiéncia (Eq. da onda)

Eficiéncia
N

0,5 e

Quantidade de processadores

Figura 74 - Eficiéncia do programa com balanceamento de carga
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Ganho (Eq. daonda)
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Ganho
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4 9 16 25

Quantidade de processadores

Figura 75 - Ganho do programa com balanceamento de carga
quando comparado com a ver sdo sem balanceamento de carga

O “speedup”, a eficiéncia e o ganho apresentaram valores elevados, mostrando que o
balanceamento de carga foi capaz de obter os resultados com muito mais rapidez. Pode-se ver
gue essas métricas sofrem, para equacdo da onda, diminuicdo mais acentuada de seu valor,
ainda que continuem elevados, para as execugdes usando maior quantidade de processadores.
Uma das causas para esse comportamento parece ser devida ao aumento de comunicages
guando a carga é balanceada, uma vez que o particionador Prepara ndo minimiza as
comunicacfes. No caso da equacdo da onda, pode-se ver da figura 72 que os subdominios
permanecem refinados até o final das iteragfes, 0 que ndo aconteceu com as equagdes dos
testes anteriores, o que certamente gudou a ocasionar a perda de rendimento neste caso. O
ambiente computacional usado foi um “cluster” ligado por rede Ethernet (ver Apéndice D).
Para quantidade de processadores maior que 14 (sitiol), a velocidade da comunicagdo cai de 1
Gigabit para 100 Megabit, o que também concorre para a queda no rendimento quando
usando 16 e 25 processadores. Deve-se notar que esse ambiente tem velocidade de
transmissdo de dados muito menor gque as comunicagdes de um supercomputador, ambiente
para o qual o resolutor desenvolvido aqui foi projetado.

O gréfico a seguir mostra o indice médio de desbalanceamento (IMD) durante o
balanceamento dindmico que ocorre ao longo do processamento da EDP para os tamanhos de
dominio da tabela 10 da se¢do 3.8.3, onde 0 caso usando 4 processadores foi substituido por
um caso usando 36 processadores para melhor entender o comportamento do IMD.
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Figura 76 - indice médio de desbalanceamento

Quanto maior o subdominio for, mais flexibilidade o particionador tem para balancear
acarga. A medida que a quantidade de processadores aumenta, a qualidade do balanceamento
diminui porque os subdominios ficam menores, o que diminui a flexibilidade de distribuir as

colunas.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

Este trabalho implementou um resolutor de EDPs pelo méodo Hopscotch, com
refinamento adaptativo do dominio e balanceamento dindmico da carga em malhas
estruturadas. O resolutor foi testado usando trés EDPs representativas das classes parabdlica,
eliptica e hiperbdlica. O resolutor mostrou a vantagem do refinamento adaptativo com
balanceamento dinamico de carga.

Existem \arios parametros que o usuario deve introduzir, dependendo da EDP a ser
resolvida. Assim, o tamanho da malha, o tempo final de execucdo, a quantidade de iteragoes,
o tipo de cdculo para determinagdo de ateragdo no refinamento (convergéncia ou gradiente),
os vaores-gatilho para refinamento e desrefinamento, a quantidade de subdominios em que o
dominio sera dividido, o tamanho (m x m) inicial dos subdominios, a dimensdo do dominio e
a freqiiéncia em que o refinamento atual deve ser examinado para uma eventual alteracdo
devem ser fornecidos pelo usuério.

Comparagbes foram realizadas entre o particionador desenvolvido agui e
particionadores que sdo referéncia mundial nesse campo, o Chaco, Metis e o Scotch. Essa
comparacdo tem um alcance muito limitado, pois esses particionadores foram construidos
para particionar qualquer tipo de malha minimizando as comunicagdes entre os subdominios
criados, e o que foi desenvolvido aqui tira proveito da estruturagdo da malha que é utilizada
pelo resolutor, particionando a malha de modo a tirar proveito do método Hopscotch, mas
sem preocupagdo em minimizar as comunicagfes. Assim, nesta situagcdo muito especifica, o
particionador desenvolvido aqui pdde ter melhor desempenho do que os particionadores
citados.

Embora fosse usado o método Hopscotch, o resolutor pode ser adaptado com poucas
modificacOes para diversos métodos explicitos, assim como para aplicagdes onde uma
profundidade, ou altura, possa ser acoplada a cada n6 da malha, como pode ser buscado em
problemas como o de aguas rasas ou meteorol ogia, por exemplo.

Os resultados mostraram que a versdo paralela apresenta um “speedup” e uma
eficiéncia que dependem do tamanho do problema. Quanto maior for o problema, melhores

serdo 0 “speedup” e aeficiéncia
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O particionador Prepara foi capaz, no caso particular de malhas estruturadas, de
particionar os dominios em tempos melhores que os particionadores mais usados. Seu IMD
foi melhor quando os subdominios foram maiores.

A versdo com balanceamento de carga foi bem mais répida, apresentando tempos de
processamento bem menores. Apesar do ambiente computacional usado nos testes ndo ser
aquele para que o resolutor foi plangjado, os resultados mostram a eficacia do balanceamento
de carga em diminuir os tempos de processamento. Como ja mencionado, o balanceamento
dindmico deixa o problema com menos pontos ha média, mas sendo o problema de natureza
sincrona, sem 0 balanceamento de carga o tempo seria ditado pelo processador mais
carregado.

Apesar de este trabalho ter demonstrado a viabilidade do balanceamento dinémico
com o Hopscotch, muito trabalho deve ser ainda realizado para diminuir o erro quando
existem refinamentos desiguais do dominio. A passagem de dados entre essas regides € fonte

de instabilidade e deve ser estudada com mais cuidado.

7.1 - Trabalhos Futuros

Os tempos de processamento podem ser reduzidos aplicando-se uma criteriosa analise
do codigo, com a aplicacdo das técnicas usuais para obter reducdo do tempo de
processamento, o que foi feito até certo ponto aqui por restrigdes de tempo.

Implementar a capacidade de cada regido usar um 2 diferente, dependendo e seu grau
de refinamento. Atuamente, todas as regibes usam o ?t da regido mais refinada. Essa
alteracéo melhorard o desempenho do resolutor.

Pesguisar maneiras de diminuir o erro na comunicagao entre regides com refinamentos
diferentes. A diminuicdo desse erro, além de motivar uma maior precisdo na resposta,

permitird que se possa usar mais do que trés nivels de refinamento.
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APENDICE A

Uma breve descricdo do METIS
Uma copia do METIS foi baixada e alguns testes foram realizados. O manual de
utilizacéo do Metis pode ser encontrado em [52].
A maha a ser particionada € colocada em um arquivo na forma de um vetor de nos.
Uma malha de n elementos € guardada em um arquivo de texto que contém n + 1 linhas. A
primeira linha contém a informagdo do tamanho e o tipo da malha. As restantes n linhas
guardam os numeros dos nés que definem cada elemento da malha. Como exemplo, foi criada

uma malha estruturada, com 0os nés numerados de 1 a 36 e 0s e ementos numerados em

negrito de 1 a 25.

6 12 18 24 30 36
5 10 15 20 25

5 11 17 23 29 35
4 9 14 19 24

4 10 16 22 28 34
2 8 13 18 23

3 9 15 21 27 33
2 7 12 17 22

2 8 14 20 26 32
1 A 11 16 21

1 7 13 19 25 31

Figura A.1—Malha estruturada exemplo
O arquivo de entrada para esta malha &
25 4

©
o0 ~

10 9

11 10
12 11
14 13
15 14
10 16 15
10 11 17 16
11 12 18 17
13 14 20 19
14 15 21 20
15 16 22 21

oo ulhhwN
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16 17 23 22
17 18 24 23
19 20 26 25
20 21 27 26
21 22 28 27
22 23 29 28
23 24 30 29
25 26 32 31
26 27 33 32
27 28 34 33
28 29 35 34
29 30 36 35
Figura A.2 - Arquivo de entrada da malha do figura A.1

O comando para execucao €:

/metis-4.0> pnetis Gaphs/t01. nesh 2

O programa gera a seguinte informac&o em caso de sucesso.

R IR Ik kI R Rk S S I S Rk I S R Rk Ik O S I Rk I kI I O

METIS 4.0.1 Copyright 1998, Regents of the University of M nnesota

Mesh I nformati On -------m oo
Name: Graphs/tO01. mesh, #Elements: 25, #Nodes: 36, Etype: QUAD

Partitioning Nodal Graph... ------cmmmmm o
2-way Edge-Cut: 6, Balance: 1.04

Timng Information ---------------mommo e
/G 0. 000
Partitioning: 0.000

EE R R R R R R R E R R R R EE R R R R R R I R O R O

Figura A.3 — Saida com infor magdes da execucdo do Metis

O arquivo de saida contém o particionamento da malha original com n nés consiste de

n linhas com um Unico ndmero por linha. A i-ésima linha do arquivo contém o nimero da

particdo a que o i-ésimo Vértice pertence. As parti¢cdes comecam a partir de zero até o nUmero

de particGes menos um.

A malha particionada é mostrada abaixo.

Figura A.4 - Malha particionada em duas particoes

Agora, para fins de comparagdo, sera usada a malha da figura 4 da secéo 2.4, com

15.606 nos. Existem duas opgdes de particionamento, pneti s e kneti s. O comando de

EXecucao €
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Imetis-4.0> pnetis G aphs/4elt.graph 9
ou

Imetis-4.0> knetis G aphs/4elt.graph 9

Esse comando executapret i s oukmnet i s paraparticionar amalha4elt que estéa no

arquivo 4el t . gr aph nodiretério G aphs.

Segundo [52], o programa preti s € baseado no particionamento multinivel

recursivo descrito em [47], enquanto ket i s & baseado no particionamento multinivel k-way

descrito em [50]. Ainda segundo [52], knet i s é preferivel se a quantidade de subdominios

desgjados for maior que 8. Nesses casos, knet i s émaisrapido do quepneti s.

Nasfiguras A.5 e A.6 a seguir séo apresentadas como exemplo, duas saidas resultantes

do particionamento da malha 4elt em 36 subdominios, usando pneti s ekneti s.

kkhkkkkhhkkkhhkkkhhkhkkhhkhkkhhhkkhhhkhhhkhhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhhkhhhkkhkhkkhkhkkhkkkx%k

METIS 4.0.1 Copyright 1998, Regents of the University of M nnesota

Graph Information ---------mmmmm o
Nane: Graphs/4elt.graph, #Vertices: 15606, #Edges: 45878, #Parts: 36

K-way Partitioning... --------cmmme e oo

36-way Edge- Cut: 1939, Bal ance: 1.03
Timing Information --------mmm oo
/O 0. 020
Partitioning: 0. 010 (KMETI S tine)
Tot al : 0. 030

kkhkkkkhhkkkhhkkkhhkhkkhhkhkkhhhkkhhhkkhhhkhhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkkhhkhkkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhhkhhhkkhkhkkhkkkhkkkx%k

Figura A.5— Saida da execucdo do knet i s

R S S R S I R I R R S I S I R I I S I

METIS 4.0.1 Copyright 1998, Regents of the University of M nnesota

G aph Information --------------------"-~-~ - - - -~
Nane: Graphs/4elt.graph, #Vertices: 15606, #Edges: 45878, #Parts: 36

Recursive Partitioning. .. --------ommmm oo
36-way Edge- Cut: 1910, Bal ance: 1.00

Timng Information -------------------“--- - -

/O 0.010
Partitioning: 0. 050 (PMETI S tine)
Tot al : 0. 060

EE R I R R R I R R R R R R R R R R R R R R R O R O

Figura A.6 — Saida da execucdodo p- et i s
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Os tempos para particionamento em 9, 16, 25, 36 e 256 subdominios estdo na tabela
A.1laseguir.

Tabela A.1— Tempos de execugao

Quantidade de Tempo (9) Tempo (9)
subdominios pnetis kmeti s
9 0,04 0,03
16 0,05 0,02
25 0,07 0,03
36 0,06 0,03
256 0,10 0,06

A tabela 12 da secdo 6.6.2 apresenta uma comparacéo muito limitada, pelos motivos
expostos na se¢éo 6.6, entre os particionadores Chaco, Metis, Scotch e o particionador deste

trabaho, o Prepara.
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APENDICE B
Uma breve descri¢cdo do CHACO

Chaco € um pacote projetado para particionar grafos. Ele aplica recursivamente varios
métodos para encontrar 0 minimo corte em grafos valorados. Eles incluem os métodos
inercial, espectral, Kernigham-Lin e multinivel além de vérias estratégias mais simples. Cada
um desses métodos pode ser usado para particionar o grafo em dois, quatro ou oito pecas em
cada nivel de recursdo. O manual de utilizacgo do programa pode ser encontrado em [42].

Uma versdo foi baixada do sitio informado em 4.3.1 e instalada. Como exemplo, foi
criada uma malha 20 x 20 para ser particionada. A seguir estdo uma saida padréo do software,

e o resultado da aplicacdo de um dos particionadores disponiveis no pacote.

O comando para execucao €é:

/ Chaco- 2. 2/ exec>chaco

Apbs esse comando 0 programa interativamente vai interrogando o usuario para a

entrada dos parémetros necessarios. A seguir € mostrado um exemplo.

Chaco 2.0
Sandi a National Laboratories

Readi ng paraneter nodification file ~User_ Parans'

Graph input file: grid20x20.graph
Assi gnnment output file: grid20x20. out
d obal partitioning nethod:

(1) Multilevel-KL

(2) Spectral

(3) Inertial

(4) Linear

(5) Random

(6) Scattered

(7) Read-fromfile
4

Local refinenent nethod:
(1) Kernighan-Lin
(2) None

2

Total nunber of target hypercube di nensions: 2

Partitioning dimension
(1) Bisection
(2) Quadrisection

2

I nput and Par anmeter Val ues
Graph file: “grid20x20.graph', # vertices = 400, # edges =
G obal nethod: Linear
Local method: None
Partitioning target: 2-dinmensional hypercube
Partitioning node: Quadrisection

760
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Random seed: 7654321
Assi gnnent output file: “grid20x20.out' (normal format)
Active Paraneters:

CHECK_| NPUT = True

OUTPUT_METRICS = 2

MAKE _VWWGTS = Fal se

REFI NE_MAP = Fal se

REFI NE_PARTI TION = 0

| NTERNAL VERTI CES = Fal se

DEBUG_PARAMS = 2

Starting to partition ..

Partitioning Results
After level 1 (nsets = 4):

Tot al Max/ Set M n/ Set
Set Si ze: 400 100 100
Edge Cuts: 60 40 20
Hyper cube Hops: 80 60 20
Boundary Vertices: 120 40 20
Boundary Vertex Hops: 160 60 20
Adj acent Sets: 6 2 1
Internal Vertices: 280 80 60

Figura B.1— Saida com infor magdes sobr e a execucdo do Chaco

Assim como ro MeTiS, o arquivo de saida que contém o particionamento da malha
original com n nos consiste de n linhas com um Unico nimero por linha. A i-ésima linha do
arquivo contém o nimero da particdo a que o i-ésimo vértice pertence. As particdes comecam
apartir de zero até o nimero de parti¢cBes menos um.

Dependendo do método de particionamento escolhido, Chaco particiona levando em
consideracdo a arquitetura da rede de ligagdo dos processadores sendo usada. Se a rede for
baseada em um hipercubo, ele otimiza o particionamento para esse tipo de ligacdo dos
processadores, quando entdo o usuério informa a dimensdo do hipercubo. Sendo, o usuério
informa simplesmente a quantidade de parti¢cOes que desgja.

Agora, parafins de comparacdo, sera usada a malha4elt dafigura 4 da secdo 2.4, com
15.606 nés. Existem varias opgdes de particionamento. Foram testadas as opgdes para
particionamento multinivel, espectral e linear, e os tempos variaram entre 0,032s e 0,66s para
um particionamento em 36 subdominios. A seguir € apresentada como exemplo a saida de um

particionamento da malha 4elt em 36 subdominios usando o método multinivel.

I nput and Paraneter Val ues

Graph file: “4elt.graph', # vertices = 15606, # edges = 45878
G obal nethod: Multilevel -KL

Nunmber of vertices to coarsen down to: 100

Ei gen tol erance: 0.001

Local nmethod: Kernighan-Lin

Partitioning target: 1-dinensional nmesh of size 36
Partitioning node: Bisection

Random seed: 7654321
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Assi gnment output file: “a

(normal fornmat)

Active Paraneters:

CHECK_| NPUT = True
LANCZOS TYPE: Sel ective orthogonalization
El GEN_TOLERANCE = 0. 001

SRESTOL = -1 ... autoset to square of eigen tolerance
LANCZOS MAXITNS = -1 ... autoset to twice # vertices
LANCZOS SO PRECISION = 2 ... double precision
LANCZOS SO | NTERVAL = 10

LANCZOS _CONVERGENCE_MODE = 0 ... residual tolerance
Bl SECTI ON_SAFETY = 10

LANCZOS_TIME = 0 ... no detailed timng

WARNI NG_EVECS = 2

MAPPI NG TYPE = 1 ... mn-cost assignnent

MAKE_CONNECTED = True
PERTURB = Fal se
COARSEN_RATIO M N = 0.7
COARSE _NLEVEL KL = 2
MATCH TYPE = 1
HEAVY_MATCH = Fal se
COARSE_KL_BOTTOM = True
COARSEN_VWGTS = True
COARSEN_EWGTS = True
KL_ONLY_BNDY = True
KL_RANDOM = True
KL_METRI C = Hops
KL_NTRIES BAD = 1
KL_BAD MOVES = 20
KL_UNDO LI ST = True
KL_I MBALANCE = 0

TERM PROP = Fal se
OUTPUT_METRICS = 2
MAKE_VWWGTS = Fal se

REFI NE_MAP = Fal se

REFI NE_PARTI TION = 0

| NTERNAL_VERTI CES = Fal se
DEBUG _PARAMS = 2

Starting to partition ..

Partitioning Results

After full partitioning (nsets = 36)

Tot al Max/ Set M n/ Set
Set Si ze: 15606 434
Edge Cuts: 1979 217
Mesh Hops: 8588 1358
Boundary Vertices: 2053 115
Boundary Vertex Hops: 9037 716
Adj acent Sets: 148 12
Internal Vertices: 13661 397

Total tinme: 0.108007 sec.

i nput 0.016001

reformatti ng 8.40257e-18

checki ng i nput 0.004

partitioning 0.084005

eval uation 0.004001

printing assignnent file 4.49944e-18
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KL tine: 0.040004 sec.
initialization 2.11094e-16
nway refinement 0.040004

bucket sorting 0.012

Coar seni ng 0.036001 sec.
maxmat ch 0. 004
makecgraph 0.024

Lanczos tine: 0.004 sec.

Figura B.2— Saida com infor mac@es sobr e a execu¢ao do Chaco no particionamento do grafo 4elt

Os tempos para particionamento em 9, 16, 25 e 36 e 256 subdominios estdo natabelaa

seguir.
Tabela B.1— Tempos de execugéo
Shdominos | 1m0
9 0,068
16 0,080
25 0,080
36 0,092
256 0,204012

A tabela 12 da segdo 6.6.2 goresenta uma comparagdo muito limitada, pelos motivos
expostos na se¢éo 6.6, entre os particionadores Chaco, Metis, Scotch e o particionador deste
trabaho, o Prepara.
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APENDICE C
Uma breve descricdo do SCOTCH

Scotch é um software e bibliotecas [69, 70, 71] para particionamento de grafos,
malhas e hipergrafos. Sua meta é 0 mapeamento estatico de grafos, usando a técnica “Dual
Recursive Bipartitioning”. Ele usa a abordagem de dividir e conquistar para recursivamente
alocar processos a processadores [69]. Foi desenvolvido no Laboratoire Bordelais de
Recherche em Informatique, na Franga, que faz parte do Institut National de Recherche em
Informatique et em Automatique (INRIA). O manua do programa pode ser encontrado em
[70].

Uma versdo foi baixada do sitio informado em 4.3.1 e instalada. Como exemplo, foi
criada uma malha 32 x 32 para ser particionada em 8 subdominios.

O comando para execucgao €&
/scotch_5.1> gnk_n2 32 32 | gmap — tgt/h8.tgt src/scotch/tnp/brol. mp —vt

A seguir esta ainformagéo de tempo de processamento.

T Mappi ng 0. 565209
T1/0 0.0904648
T Total 0.655674

Figura C.1— Tempos de processamento

Agora, para fins de comparagdo, sera usada a malha da figura 4 da secéo 2.4, com
15.606 nbs , para um particionamento em 36 subdominios.

O comardo para execucao do particionamento da malha 4elt em 36 subdominios é:
/scotch_5.1> gmap grf/4elt.grf tgt/k36.tgt src/scotch/tnp/brol. mp —-vt

A seguir é apresentada a saida produzida pela execugdo do programa.

T Mappi ng 0. 225463
TI1/0 0.0231214
T Total 0.248585

Figura C.2 — Tempos de processamento no particionamento do grafo 4elt

Os tempos para particionamento em 9, 16, 25, 36 e 256 subdominios estdo na tabela a

Seguir.
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Tabela C.1- Tempos de execugao

Shdominios | T
9 0,144549

16 0,187325

25 0,221226

36 0,248585

256 0,476357

A tabela 12 da secdo 6.6.2 apresenta uma comparagéo muito limitada, pelos motivos
expostos na secao 6.6, entre os particionadores Chaco, Metis, Scotch e o particionador deste

trabalho, o Prepara.
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APENDICE D

Ambiente dos Testes

Os testes foram conduzidos em um total de 28 méquinas em um ambiente dividido em
trés sitios. As méaquinas tém instalados Linux Fedora Core 2 e LAM/MPI 7.1.4. Todas as
méquinas tém CPU Pentium IV, com 2,6 GHz e 520 Mb de memdria RAM. As méquinas
pertencentes a cada sitio tém interconexdo por “switches’ de 1 Gigabit. Os sitios sdo
interligados entre si por rede Ethernet de 100 Mb. O sitio 1 contém 14 maguinas, o Sitio 2

contém 8 maquinas e o sitio 3 contém 6 maguinas. A figura a seguir ilustra a topologia da

instalagéo.

Sitio 1 Sitio 2 Sitio 3
Tttt TR Tttt TTTTTTR CTTTTTTTTTTTTTTTT
| L l ! :
RN | R : R |
: L : ! :
| ! I ! I I
L2 [ o 2T l 2 l
I ' I ' I i
[ ! | I | |

“Switch” [ 1 “Switch” I “Switch” !
i ® 1 Gigabit ! ! ® 1 Gigabit : i ® 1 Gigabit !
. @ @ | @ :
1 | 1 | |
. ® . e T I
| ! I ! I :
! | ! : ! |
| . l . l .
| | I ! I !
vl 13 [ ! ! 7 [ : ! 5 [ !
| o i : i
V14 Y 8 T : 6 [ :

Ethernet 100 Mb

Figura D.1— Topologia do “cluster “ utilizado nos testes

113



BIBLIOGRAFIA

[1]

[2]

[3]

[4]

[3]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

Alden, J., Computational Electrochemistry, Tese de Doutorado, University of
Oxford, Physical and Theoretical Chemestry Laboratory, Reino Unido,

http://physchem.ox.ac.uk/~rgc/john/Thesis , 1998.

Alpert, C.; Yao, S., Spectral Partitioning: The More Eigenvectors, The Better, 32"
ACM/IEEE Design Automatic Conference, pp. 195-200, 1995.

Amdahl, G.M., Validity of Sngle-processor approach to Achieving Large Scale
Computing Capabilities, AFIPS Conference Proceedings vol. 30, 1967.

Baley D., CS267-Applications of Parallel Computers, Berkeley Lab Computing
Division, Computational Research Division (CRD), notas de aula, hospedado em
http://crd.Ibl.gov/~dhbailey/cs267/L ectures/L ect 13 2000.pdf, 2000.

Basaruddin T., Implementation of Parallel ADI and Hopscotch Methods on KSR1,

Proceedings of the 7" SIAM Conference on Paralel Processing for Scientific
Computing, pp. 500-501, 1995.

Battiti R.; Bertoss A., Greedy, Prohibition, and Reactive Heuristics for Graph
Partitioning, |EEE Transactions on Computers, vol 48, 361-385, 1999.

Battiti R., et dli, Universita di Trento, Itdlia, lista de grafos teste, hospedado em
http://lion.dit.unitn.it/reactive-search/graph-links.html , 2007.

Beattie, P.D.; Wellington R.G., Girault H.H., Cyclic voltammetry for assisted ion
transfer at an ITIES Journal of Electroanalytical Chemestry, 396, 317-323, 1995.
Berger, M.; Oliger, J., Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential
eguations. J. Comp. Phys., 53, 484-512, 1984.

Blom, J.G.; Boonkkamp, T.; JH.M. ten; Verwer, J.G., On the odd-even hopscotch

scheme for the numerical integration of time-dependent partial differential
equations, Applied Numerical Mathematics, 3(4), 361-362, 1987.

Boman, E.; Devine, K., Tutorial: Partitioning and Load Balancing with Zoltan and
Isorropia, Sandia National Laboratories, EUA, notas de aula, hospedado no sitio

http://www.hpcsw.org/presentations/workshops/scalable tools/boman.pdf, 2007.

Bradie, B., An Introduction to Numerical Analysis with Applications to the Physical,
Natural and Social Sciences — Source Code Archive Christopher Newport
University, Department of Physics, Computer Science & Engineering, EUA,

hospedado em http://www.pcs.cnu.edu/~bbradie/cinterpol ation.html, 2006.

114



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

Brown, D.; Henshaw, W.; Quinlan, D., Overture: An Object-oriented framework for
solving partial differential equations, Lecture Notesin Computer Science, vol. 1343,
pp. 177-184, 2006.

Bui, T.N.; Moon, B.R.,, Genetic Algorithm and Graph Partitioning, |EEE
Transactions on Computers, Vol. 45, No. 7, July 1996.

Cabral, F. L., Métodos Hopmoc para Resolucao de Equacdes de Conveccao-Difusio
e sua Implementacéo Paralela, Dissertagdo de Mestrado, UFF, 2001.

Carvalho, A.P., Balanceamento de Carga de Aplicacdes Paralelas SPMD, Tese de
Doutorado, PUC-RJ, 2000.

Christou, I. T.; Meyer, R.R., Optimal Equi-partition of Rectangular Domains for
Parallel Computation, Journal of Globa Optimization, vol. 8, no. 1, pp. 15-34,
ftp://ftp.cs.wisc.edu/math-prog/tech-reports/95-19.ps.Z, 1996.

Debreu, L.; Vouland, C.; Blayo, E., AGRIF: Adaptive Grid Refinement In Fortran,
Computers & Geosciences, vol. 34, issue 1, pp. 8-13, 2008.

Devine, K.; Hendrickson, B; Boman, E.; St. John, M.; Vaughan, C., Zoltan: Parallel
Partitioning, Load Balancing and Data-Manegement Services, Sandia National

Laboratories, manual de utilizagdo, hospedado em http://www.cs.sandia.gov/Zoltan, 2007.

Devine, K.D. et ali, New Challenges in Dynamic Load Balancing, Appl. Numer.
Math, vol. 52, 2005.

Devine, K.; Flaherty, J., Parallel adaptive hp-refinement techniques for conservation
laws Appl. Numer. Math. 20, 367-386, 1996.

Diekmann; Luling; Monien; Spraner, Combining Helpful Sets and Parallel Smulated
Annealing for the Graph-Partitioning Problem, Parallel Algorithms and Applicators
(PAA), Val. 8, pp. 61-84, 1996.

Diersch, H.-J.G., FEFLOW White Papers Vol. 1, Documentacdo do aplicativo
FEFLOW, WASY, Ingtitute for Water Resources Planning and Systems Research
Ltd., Berlim, Alemanha, hospedado em

http://geos.gsi.gov.il/vladi/FEFL OW/hel p/general /theory/whitepapers/error_norms/enornorm.html ,
2002.

Donaldson, W.W., Grid-Graph Partitioning, Tese de Doutorado, University of
Wisconsin-Madison, EUA, 2000.

Donaldson, W.W.; Meyer, R.R., Generating Locally Optimal Partitions for the

Regular Grid-Graph Problem, Department of Computer Sciences, University of
Wisconsin-Madison, EUA, http://www.cs.wisc.edu/~wwd/locopt.pdf, 2001.

115



[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

Donadson W.W., Meyer R.R., A Dynamic-Programming Heuristic for Regular
Grid-Graph Partitioning, Department of Computer Sciences, University of

Wisconsin-Madison, EUA, http://pages.cs.wisc.edu/~wwd/rev4.pdf, 2000.

El-Giar, O.; Hopkins, T., The Parallel Solution of Linear Elliptic Equations using
Hopscotch Algorithms Technical Report 62, Computing Laboratory, University of
Kent, Canterbury, Kent, Reino Unido, 1989.

Esen, A.; Kutluay, S., A Numerical Solution of the Stefen problem with a Neumann-
type boundary condition by enthal py method, Applied Mathematics and Computation
148, 321-329, 2004.

Espenchitt D.G., Segmentacéo de Dados em um Numero Desconhecido de Grupos
Utilizando Algoritmo De Col6onia De Formigas, Tese de Doutorado, COPPE-UFRJ,
2008.

Finney, R. L., Calculus, Ed. AddisonWedey Inc, EUA, 1994.

Flaherty, J.; Loy, R.; Shephard, M.; Szymanski, B.; Teresco J.; Ziantz, L., Adaptive
local refinement with octree load-balancing for the parallel solution of three
dimensional conservation laws J. Parallel Distrib. Comput. 47 (2), 139-152, 1998.
Fortuna, A. O., Técnicas Computacionais para Dinamica dos Fluidos, Ed. Edusp,
Séo Paulo, 2000.

Gaidamauskaite, E.; Barores, R., A Comparison of Finite Differences Schemes for
Computational Modelling of Biosensors Nonlinear Analysis: Modelling and Control,
Vol. 12, No 3, 359-369, 2007.

Golub, G.H.; Ortega, JM., <ientific Computing and Differential Equations, an
Introduction to Numerical Methods, Academic Press, Ed. 2, 1992.

Gourlay, A.R., Hopscotch: a fast second order partial differential equation solver, J.
Inst. Maths. Applics., 6:375-390, 1970.

Gourlay, A.R.; McGuire, G.R., General hopscotch algorithms for the numerical
solution of partial differential equations, J. Inst. Maths. Applics., 7:216-227, 1971.
Gourlay, A.R.; Morris J.L., Hopscoch Difference Methods for Nonlinear Hyperbolic
Systems, IBM Journal of Research and Development, Volume 16, Number 4, Page
349, 1972.

Guedes, M. et ali, Solucdo Numérica de Equacbes Diferenciais Parciais
Parabolicas usando o Método Hopscotch com Refinamento Nao-Uniforme, Anais
Eletrénicos do XXVIII CNMAC, S&o Paulo, 2005.

116



[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

Gustafson, J. L., Reevaluating Amdahl's Law, Communications of the ACM, voal. 31,
pp. 532-533, 1988.

HartmanBaker, R., A Crash Course in Supercomputing: MPI, Oak Ridge National
Laboratory, U.S. Department of Energy, EUA, notas de aula, hospedado no sitio

http://www.csm.ornl.gov/~hgi/CrashCourse07/4-Proj ect07- 2up.pdf, 2006.

Hendrickson, B.; Leland, R., A multilevel algorithm for partitioning graphs,
Proceedings of the 1995 ACM/IEEE Conference on Supercomputing, Article no. 28,
1995.

Hendrickson, B.; Leland, R., The Chaco user's guide, verson 2.0, Tech. Rep.
SAND94-2692, Sandia National Laboratories, Albuquerque, NM, EUA,1994.
Hosking, R.J.; Joe, S.; Joyce, D.C; Turner, J.C., First Steps in Numerical Analysis,
ed. Rainer Radok, 22 edic&o, hospedado em
http://kr.cs.ait.ac.th/~radok/math/mat 7/step28.htm 2003.

Hu, Y.; Blake, R., An optimal dynamic load balancing algorithm, Tech. Report DL-
P-95-011, Daresbury Laboratory, Warrington, Reino Unido, 1995.

Hu, Y .F.; Blake, R.J., Load Balancing for Unstructured Mesh Applications, Progress
in Computer Research, 1SBN:1-59033-011-0, hospedado em

www.dl.ac.uk/TCSC/Staff/Hu Y _F/PROJECT/pdcp siam/nodel0.html, 2001.

International Center for Numerical Methods in Enginnering, Structured Meshes,

hospedado em http://gid.cimne.upc.es/support_team/gidbeta/gid94.html, 2008.

Karypis, G.; Kumar, V., A fast and high quality multilevel scheme for partitioning
irregular graphs, Technical Report CORR 95{ 035), University of Minnesota, Dept.
Computer Science, Minneapolis, MN, EUA, 1995.
Karypis, G.; Kumar, V., ParMETIS Parallel graph partitioning and sparse matrix
ordering library, Tech. Rep. 97-060, Department of Computer Science, University of
Minnesota, EUA, http://www.cs.umn.edu/~metis, 1997.

Karypis, G., Multilevel algorithms for multi-constraint hypergraph partitioning,
Technical Report TR 99-034, Department of Computer Science, University of
Minnesota, EUA, 1999.

Karypis, G.; Kumar, V., Multilevel k-way partitioning scheme for irregular graphs,
Journal of Parallel and Distributed Computing, 48(1):96-129, 1998.

Karypis, G.; Kumar, V., A fast and highly quality multilevel scheme for partitioning
irregular graphs, SIAM Journal on Scientific Computing, vol. 20, no. 1, pp. 359-
392, 1998.

117



[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

Karypis, G.; Kumar V., METIS. A Software Package for Partitioning Unstructured
Graphs, Partitioning Meshes, and Computing Fill-reducing Orderings of Sparse
Matrices, manual de aplicativo, University of Minnesota / Army HPC Research
Center, EUA, 1998.

Kernighan B.W.; Lin, S., An Efficient Heuristic Procedure for Partitioning Graphs,
The Bell system technical journal, Vol. 49, No. 1, pp. 291-307, 1970.

Khalifa, A.K.; Farea, H.A., A stable finite difference technique for nerve conduction
equations, J. Egypy. Math. Soc., Vol.10(1) pp 19-28, Cairo, Egito, 2002.

Kurtinaitis, A.; Ivanauskas, F., Finite Difference Solution Methods for a System of
the Nonlinear Schrodinger Equations, Nonlinear Analysis. Modelling and Control,
Vol. 9, No. 3, 247-258, 2004.

Korosec, P.; Silc, J.; Robic, B., Solving the mesh-partitioning problem with an ant-
colony algorithm, Parallel Computing 30, 785-801, 2004.

Luke, E. A., Defining and Measuring Scalability, Proceedings of Scalable Parallel
Libraries Conference, pp. 183-186, hospedado em
http://www.erc.msstate.edu/~lush/publications/scale.ps.gz, 1994.

Martin, D.F.; Cartwright, K.L., Solving Poisson’s Equation using Adaptive Mesh
Refinement, University of California, Berkeley, Technica Report No. UCB/ERL
M96/66, 1996.

Message Passing Interface Forum, 3.6. Buffer allocation and usage, forum de
usuarios MPI, hospedado em www.mpi-forum.org/docs/mpi-11-html/node42.html#node4?2,
1997.

Mitchell, A.R.; Griffiths, D.F., The Finite Difference Method in Partial Differential
Equations, Ed. John Wiley & Sons Ltd., Reino Unido, 1980.

Mitchell, W.F., Refinement tree based partitioning for adaptive grids, in: Proc.
Seventh SIAM Conf. on Parallel Processing for Scientific Computing, SIAM, pp.
587-592, 1995.

Monien, B.; Schamberger, S., Graph Partitioning with the Party Library: Helpful-

Sets in Practice, Proceedings of the 16" Symposium on Computer Architeture and
High Performance Computing, pp. 198-205, 2004.

Mulet, P.; Baeza A., Highly Accurate Conservative finite difference schemes and
adaptive mesh refinement techniques for hyperbolic systems of conservation laws
Numerical Mathematics and Advanced Applications, ISBN: 978-3-540-34287-8, pp.

118



[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

198-206, hospedado no sitio
http://benasque.edm.ub.es/2007pde/talks_contr/3110benasque07_baeza.pdf, 2007.
National Center for Supercomputing Applications (NCSA), Message-passing

Sandards: MPI and PVM, University of Illinois, tutorial de curso “onlineg’,

hospedado em www.ncsa.uiuc.edu/Useinfo/Resources/Hardware/ CommonDoc/MessPass, 2008.
Oliveira, SR.F., Andlise da Convergéncia do Método HopMoc para uma Equacao
de Conveccgéo-Difusao, Tese de Mestrado, Universidade Federal Fluminense, 1995.
Parashar, M.; Yotov, |., An Environment for Parallel Multi-Block, Multi-Resolution
reservoir Smulations, Proceedings of the 11" Interretional Conference on Parallel
and Distributed Computing and Systems (PDCS 98), pp. 230-235,

http://www .ece.rutgers.edu/~parashar/Papers/pdcs98.PDF, 1998.

Patra, A.; Oden, JT., A Parallel Adaptive Srategy for hp finite element
computations, Tech. Rep. 94-01, TICAM, University of Texas; Austin, Texas, EUA,
1994.

Pellegrini, F.; Roman, J., Experimental Analysis of the Duak Recursive

Bipartitioning Algorithm for Static Mapping, Université Bordeaux |, Research
Report 1038-96, Franca, 1996.

Pelligrini, F., SCOTCH 5.0 user's guide, manual de aplicativo, Université Bordeaux
I, Franca, 2007.

Pellegrini F.; Roman, J., SCOTCH: A Software package for static mapping by dual
recursive bipartitioning of process and architecture graphs, Proceedings of High
Performance Computing and Networking (HPCN’96), LNCS 1067, pp. 493-498,
1996.

Pilkington, JR.; Baden, S.B., Partitioning with spacefilling curves, CSE Technical
Report CS94-349, Dept. Computer Science and Engineering, University of
Cdlifornia, San Diego, CA, EUA, 1994.

Pothen, A.; Simon, H.; Liou, K., Partitioning sparse matrices with eigenvectors of
graphs, SIAM J. Matrix Anal. 11 (3), 430-452, 1990.

Preis, R., The PARTY Graphpartitioning- Library User Manual — Version 1.99,
manual de aplicativo, Universidade de Padeborn, Alemanha, 1998.

Preis, R.; Diekmann, R., The PARTY partitioning library, user guide version 1.1,
Tech. Rep. tr-rsfb-96-024, Dept. of Computer Science, University of Paderborn,
Paderborn, Alemanha, 1996.

119



[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

Rebonatto, M.T., Processamento Paralelo e Distribuido — Medidas de Desempenho
e Obtencdo de Resultados de Aplicagcdes Paralelas, notas de aula, hospedado em

http://usuarios.upf.br/~rebonatto/procpar/procpar_formas.pdf, Universidade de Passo Fundo,

2002.

Romero, L.F.; Zapata, E.L., Ramos J.I., Parallel Computing of Semiconductor Laser
Equations, Proceedings of 8th SIAM Conf. on Parallel Processing for Scientific
Computing, Minnesota, MN, 1997.

Schloegel, K.; Karypis, G.; Kumar, V. Multilevel difusion algorithms for
repartitioning of adaptive meshes, Journal of Parallel and Distributed Computing 47
(2), 109-124, 1997.

Schloegdl, K.; Karypis, G.; Kumar, V., Parallel static and dynamic multiconstraint
graph partitioning, Concurrency and Computation - Practice and Experience 14 (3),
219-240, 2002.

Schloegdl, K; Karypis, G.; Kumar, V., Graph Partitioning for Dynamic, Adaptive
and Multi-phase Scientific Smulations, Proccedings of the 2001 |EEE International
Conference on Cluster Computing, pp. 271-273,

http://www.cacr.calltech.edu/cluster2001/program/talks/kumar.pdf, 2001.

Silva, L.A.P., Implementacdo Paralela do algoritmo Gradiente Conjugado
utilizando MPI, UFRGS, RS, hospedado em

http://www.inf.ufrgs.br/procpar/disc/cmpl134/trabs/T2/021/gc-texto/index.html, 2002.

Simon, H.D., Partitioning of unstructured problems for parallel processing,
Computing Systems in Egineering (journal), vol 2, pp. 135-148, 1991.

Silva Filho, F.C., Modelagem de problemas de engenharia: solugéo de equacdes
diferenciais parciais pelo método dos elementos finitos, Rev. Tecnol, Fortaleza, vol.
26, no. 2, pp. 134-144, 2005.

Smith, R.; Kidd, A., Comparative Sudy of Two Numerical Techniques for the
Solution of Viscous Flow in a Driven Cavity, NASA SP-378, 132 pages, published
by NASA, Washington, D.C., EUA, 1975.

Sndergaard, P.; Hansen P.C., Numerical Computation with Shocks Technical
University of Denmark, hospedado no sitio

http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/summary?doi=10.1.1.39.3457,

€ No Sitio http://www2.imm.dtu.dk/~pch/Projekter/Shock/main/nodel7.html, 1999.
Sommeijer, B.P.; Kok, J, A Vector/Parallel Method for a Three-Dimensional
Transport Model Coupled with Bio-Chemical Terms, CWI report NM-R9503, CWI

120



[87]

[88]

[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

National Research Ingtitute for Mathematics and Computer Science, Amsterdam,
Holanda, 1995.

Sommeijer, B.P.; Kok, J., Splitting Methods for Three-Dimensional Bio - Chemical
Transport, Applied Numerical Mathematics, vol. 21, no. 3, pp. 303-320, Amsterdam,
Holanda, 1996.

Steen, A.J.; Dongarra, J., Overview of Recent Supercomputers, Technical report UT-
CS-96-325, University of Tenesse, EUA, ftp://cs.utk.edu/pub/TechReports/1996/ut-cs-96-

325.ps.Z, 1996.

Taylor, V.E.; Nour-Omid, B., A study of the factorization fill-in for a parallel
implementation of the finite element method, Int. J. Numer. Math. Eng. 37, 3809-
3823, 1994.

Top 500 Supercomputers Sites, The Main Architectural Classes, hospedado em
http://www.top500.0rg/2007_overview_recent_supercomputers/main_architectural_classes, 2007.

Tsang, S.C.; Chow, K. W., The Evolution of Periodic Waves of the Coupled

Nonlinear Schrédinger Equations, Mathematics and Computers Simulation 66, 551-
564, 2004.

Vetter, J.; Supinski, B., Dynamic Software Testing of MPI Applications with Umpire,
ACM/IEEE Conference on Supercomputing, pp. 51-51, 2000.

Verwer; Sommeijer, Sability Analysis of an Odd-Even-line Hopscotch Method for
Three-Dimensional Advection-Difusion Problems Society for Industrial and Applied
Mathematics, vol 34, No 1, pp. 376-388, 1987.

Wachsman, A., Concepts of Parallel Computing: Clustering and Shared Memory,
Stanford University High Performance Computing Conference, Stanford University,
CA, EUA, hospedado em hitp://researchcomp.stanford.edu/hpc/archives’/HPCparallel .pdf,
2005.

Walshaw C., A Multilevel Algorithm for Force-Directed Graph-Drawing, Journal of
Graph Algorithms and Applications, vol. 7, no. 3, pp. 253-285, 2003.

Walshaw, C., The Parallel JOSTLE Library User's Guide, Version 3.0, manual de
aplicativo, Old Royal Naval College, University of Greenwich, London, Reino
Unido, 2002.

Walshaw, C.; Cross, M.; McManus, K., Multiphase mesh partitioning, App. Math.
Modelling 25, 123-140, 2000.

121



[98]

[99]

[100]

[101]

Walshaw, C.; Cross, M., JOSTLE: Parallel Multilevel Graph-Partitioning Software
— An Overview, Mesh Partitioning Techniques and Domain Decomposition
Techniques, pages 27-58, Civil-Comp Ltd., 2007.

Walshaw, C. et dli, Partitioning & Mapping of Unstructered Meshes to Parallel
Machine Topologies, Lecture Notes in Computer Sciences, Vol. 980, pp. 121-126,
1995.

Warren, M.S; Samon, JK., A paralle hashed oct-tree n-body algorithm,
Proceedings of the 1993 ACM/IEEE conference on Supercomputing, pp. 12-21,
Portland, OR, EUA, 1993.

Weisstein, E.W., Boundary Conditions, MathWorld--A Wolfram Web Resource,

hospedado em http://mathworl d.wolfram.com/BoundaryConditions.html , 2008.

122



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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