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Aos professores da UFF, que direta e indiretamente contribúıram para a minha formação.
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Introdução

Seja x : Mn −→M
n+1

uma imersão isométrica com curvatura média constante de uma varie-

dade Riemanniana conexa orientável n−dimensional Mn em uma variedade Riemanniana orientada

(n+1)−dimensional M
n+1

. Assim como as hipersuperf́ıcies mı́nimas, as hipersuperf́ıcies com curva-

tura média constante são os pontos cŕıticos de um problema variacional. Mais precisamente, x tem

curvatura média constante se, e só se, x é um ponto cŕıtico da n−área A(t) para todas as variações

{xt} de x, t ∈ (−ε, ε), com suporte compacto que preservam o ”volume” V (t), isto é, V (t) = V (0)

para todo t ∈ (−ε, ε) (ver caṕıtulo 4).

Em analogia com o método dos multiplicadores de Lagrange, uma maneira de encontrar os

pontos cŕıticos do problema variacional acima descrito, consiste em determinar os pontos cŕıticos de

J(t) = A(t) + λV (t), λ =const., para todas as variações {xt} com suporte compacto, sem restrições

adicionais. Quando λ = nH0, onde H0 é o valor médio da curvatura média, os dois problemas

variacionais são equivalentes e os pontos cŕıticos de ambos são as hipersuperf́ıcies de curvatura

média constante H0 (ver proposição 4.6).

Porém, quando se trata da segunda variação, os dois problemas variacionais não são equiva-

lentes, fato abordado na literatura clássica do Cálculo das Variações ([8], pp 472–473). De fato,

a segunda variação A′′(0) é não-negativa para toda variação com suporte compacto que preserva

volume se, e só se, J ′′(0)(f) ≥ 0 para toda variação com suporte compacto {xt} que satisfaz a

condição adicional

∫
M

f dM = 0, onde f é a componente normal do campo variacional de {xt} (ver

proposição 4.9).

Dizemos, então, que uma imersão x : Mn −→M
n+1

com curvatura média constante é estável

se, e só se, A′′(0) ≥ 0 para toda variação com suporte compacto que preserva volume, ou, de modo
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Introdução

equivalente, se J ′′(0)(f) ≥ 0 para toda variação com suporte compacto tal que

∫
M

f dM = 0.

Portanto, a questão de estabilidade das hipersuperf́ıcies de curvatura média constante Mn em

M
n+1

está relacionada ao problema isoperimétrico em M
n+1

que consiste em determinar dentre

todas as hipersuperf́ıcies compactas sem bordo que envolvem o mesmo volume, qual a que tem

menor área, pois tal hipersuperf́ıcie, caso exista e seja diferenciável, é uma hipersuperf́ıcie com

curvatura média constante estável em M
n+1

. O primeiro tratamento rigoroso do problema foi feito

por Schwarz (1884) que provou que uma tal superf́ıcie em R3 existe e é a esfera. Posteriormente,

foi provado que as esferas geodésicas são as únicas soluções do problema isoperimétrico nos espaços

completos, simplesmente conexos, de curvaturas seccionais constantes (ver [26]).

Como todos os outros pontos cŕıticos, e não apenas o mı́nimo absoluto, são superf́ıcies de

curvatura média constante, colocou-se naturalmente a pergunta: quais são as superf́ıcies compactas

sem bordo com H =const.? Como o único exemplo que se conhecia era a esfera, tornou-se famosa

a conjectura de Hopf: a esfera é a única superf́ıcie imersa em R3 com curvatura média constante.

Alguns resultados nesta direção foram provados. H. Hopf (ver [17]), em 1951, provou que se M tem

a topologia da esfera, então M é a esfera, e A.D. Alexandrov [3], em 1956, mostrou que se M está

mergulhada em R3, isto é, não possui auto-interseções, então M também é, neste caso, uma esfera.

E, finalmente, em 1984, J. Barbosa e M. Do Carmo [4] provaram o seguinte resultado: Sejam Mn

uma variedade compacta e x : Mn −→ Rn+1 uma imersão com curvatura média constante. Então

x é estável se, e só se, x(Mn) é uma esfera.

As propriedades f́ısicas das peĺıculas de sabão têm como conseqüência o fato de que a curvatura

média da peĺıcula em cada ponto é proporcional à diferença de pressão do ar nos dois lados da

superf́ıcie. Desse modo, uma bolha de sabão tem curvatura média constante, determinada pela

diferença de pressão no interior e no exterior. A conjectura de Hopf tem, então, uma versão f́ısica

bastante interessante: Uma bolha de sabão pode ter uma outra forma além da esférica? Sendo

fisicamente realizáveis, as bolhas de sabão são estáveis e, portanto, o resultado de J. Barbosa e M.

Do Carmo mostra que a resposta à pergunta acima é negativa.

Somente em 1986, H. Wente [31] mostrou a existência de uma superf́ıcie compacta imersa

em R3 com curvatura média constante que tem a topologia de um toro, dando assim um contra-
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Introdução

exemplo à conjectura de Hopf. Para n > 2, em 1983, W. Y. Hsiang, Z.H. Teng e W. Yu [16] já

haviam dado exemplos de hipersuperf́ıcies não esféricas compactas imersas em Rn+1 com curvatura

média constante. Estas hipersuperf́ıcies e o exemplo de Wente, são, portanto, pelo teorema de J.

Barbosa e M. Do Carmo, não estáveis.

O objetivo principal desta dissertação é provar o seguinte teorema de J. Barbosa, M. Do Carmo

e J. Eschenburg [5], que generaliza o resultado acima citado [4] para hipersuperf́ıcies imersas em

uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa, com curvatura seccional constante c,

que será denotada por M
n+1

(c).

Teorema A. Sejam Mn uma variedade compacta e x : Mn −→M
n+1

(c) uma imersão com curva-

tura média constante. Então x é estável se, e só se, x(Mn) ⊂M
n+1

(c) é uma esfera geodésica.

Vale a pena observar que as esferas geodésicas não são estáveis se consideramos todas as

variações, e não apenas aquelas que preservam volume. Em particular, um equador de uma (n +

1)−esfera, como hipersuperf́ıcie mı́nima, não é estável (ver observação 4.15).

Para um espaço ambiente arbitrário, a situação não é tão simples. Por exemplo se M
n+1

=

P n+1K é o espaço projetivo sobre o corpo K com métrica de diâmetro
π

2
e curvaturas seccionais

entre 1 e 4, onde K ∈ {R,C,H} e n é par para K = R, então certos tubos ao redor de subespaços

projetivos são estáveis e, para K 6= R, nem todas as esferas geodésicas são estáveis. Além disso,

existem em P n+1K, para todo K, esferas geodésicas estáveis que não são solução para o problema

isoperimétrico [5].

Para o caso completo não-compacto, foi provado primeiro que o plano é a única superf́ıcie

completa mı́nima estável em R3 (Do Carmo e Peng [12], Fischer-Colbrie e Schoen [13], Pogorelov

[23]). Posteriormente, A. da Silveira [28] generalizou o resultado para superf́ıcies de curvatura

média constante. Mais precisamente, ele provou que quando x : M2 −→ M
3
(c) tem curvatura

média constante H e M2 é completa e não-compacta, então

(a) se c = 0, x é estável se, e somente se, x(M) ⊂ R3 é um plano;

(b) se c = −1 e H ≥ 1, x é estável se, e somente se, x(M) ⊂ H2(−1) é uma horoesfera;

(c) se c = −1 e 0 ≤ H < 1, então existe pelo menos uma famı́lia a um parâmetro de mergulhos
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Introdução

estáveis e não umb́ılicos;

(d) se c = 1, então x não é estável.

Para n > 2, alguns resultados parciais são conhecidos tanto para H = 0 quanto para H =const.

Ver, por exemplo, as referências [2], [6], [25], [27] e [14].

A dissertação está organizada da seguinte maneira. No caṕıtulo 1, damos algumas definições,

para fixar a notação, e enunciamos alguns resultados que serão usados ao longo do trabalho.

No caṕıtulo 2, fazemos um estudo dos modelos do semi-espaço, da bola e de Lorentz do espaço

hiperbólico, determinamos as hipersuperf́ıcies umb́ılicas de M
n+1

(c) e provamos que as esferas

geodésicas são as únicas hipersuperf́ıcies umb́ılicas compactas de M
n+1

(c). No caṕıtulo 3, pro-

vamos alguns resultados gerais sobre o operador Laplaciano de uma variedade Riemanniana, além

de determinarmos os valores e espaços próprios do Laplaciano da esfera, que é essencial para a de-

monstração de que toda esfera geodésica em M
n+1

(c) é estável. No caṕıtulo 4, damos as definições

e provamos os resultados básicos do problema variacional das hipersuperf́ıcies com curvatura média

constante, além, é claro, de demonstrarmos o teorema principal da dissertação.

Inclúımos também 4 apêndices. No apêndice A, provamos a existência de um referencial

geodésico diferenciável em torno de qualquer ponto de uma variedade Riemanniana. No apêndice

B, provamos as fórmulas da primeira variação e da segunda variação para hipersuperf́ıcies com

H =const. No apêndice C, damos uma definição de estabilidade equivalente à dada no caṕıtulo

4 para hipersuperf́ıcies compactas com ou sem bordo. E finalmente, no apêndice D, apresentamos

uma maneira de construir campos de Jacobi a partir dos campos de Killing na variedade ambiente.

Apesar dos resultados deste último apêndice não serem utilizados na demonstração do teorema

A, resolvemos prová-los, por serem interessantes por si próprios, além de serem fundamentais no

restante do artigo [5].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, vamos dar algumas definições, para fixar a notação, e enunciar alguns resultados

que serão usados ao longo da dissertação. Para maiores detalhes ver [11].

Definição 1.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável M é uma correspondência

que a cada ponto p ∈ M associa um vetor X(p) ∈ TpM , onde TpM é o plano tangente de M no

ponto p. O campo é diferenciável se a aplicação X : M −→ TM é diferenciável, onde TM é o

fibrado tangente de M . O conjunto dos campos de vetores diferenciáveis em M será denotado por

X(M) .

É conveniente pensar em um campo de vetores como uma aplicação X : D(M) −→ F(M), do

conjunto D(M) das funções diferenciáveis em M no conjunto F(M) das funções em M , definida por:

(Xf)(p) = dfp(X(p)) . Neste contexto, X é diferenciável se, e somente se, X : D(M) −→ D(M),

isto é, Xf ∈ D(M) para todo f ∈ D(M) .

Lema 1.2. Sejam X, Y ∈ X(M). Então existe um único campo vetorial Z tal que

Z(f) = (XY − Y X)f ,

para todo f ∈ D(M).

O campo vetorial Z é diferenciável e é chamado o colchete [X, Y ] = XY − Y X de X e Y .

A operação colchete possui as seguintes propriedades:
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Caṕıtulo 1. Preliminares

• [X, Y ] = −[Y,X]

• [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z],

onde a, b ∈ R .

Além dessas, utilizaremos também outra propriedade do colchete, de fácil verificação, dada

pelo lema abaixo.

Lema 1.3. Sejam M e N variedades diferenciáveis e seja F : M −→ N uma aplicação diferenciável.

Então dF [X, Y ] = [dF (X), dF (Y )], para todos X, Y ∈ X(M)

Definição 1.4. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma corres-

pondência que associa a cada ponto p de M um produto interno 〈 , 〉p no espaço tangente TpM , que

varia diferencialmente, i.e., se x : U ⊂ Rn −→ M é um sistema de coordenadas locais em torno de

p, com x(x1, . . . , xn) = q e
∂

∂xi
(q) = dx(0, . . . , 1, . . . , 0), então gij(x1, . . . , xn) =

〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉
q

é uma função diferenciável em U , para todo i, j = 1, . . . , n . As funções gij = gji são chamadas

expressão da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas x : U ⊂ Rn −→ M . Uma variedade

com uma métrica Riemanniana chama-se uma variedade Riemanniana.

Definição 1.5. SejamM eN variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M −→ N é chamado

uma isometria se, para todos p ∈M,u, v ∈ TpM ,

〈u, v〉 = 〈dfp(u), dfp(v)〉 .

Definição 1.6. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M), que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

(2) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

(3) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

para todos X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ D(M) .

Pode-se provar, usando as propriedades acima, que ∇XY (p) só depende do valor de X em p e

do valor de Y ao longo de uma curva tangente a X em p.
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Caṕıtulo 1. Preliminares

Proposição 1.7. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Então existe

uma única correspondência que associa a cada campo vetorial diferenciável V ao longo da curva

diferenciável c : I −→ M um outro campo vetorial
DV

dt
ao longo de c, denominado derivada

covariante de V ao longo de c, tal que:

(a)
D

dt
(V +W ) =

DV

dt
+
DW

dt
.

(b)
D

dt
(fV ) =

df

dt
V + f

DV

dt
, onde f é uma função diferenciável em I.

(c) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X(M), isto é, V (t) = Y (c(t)), então
DV

dt
= ∇ dc

dt
Y .

Definição 1.8. Um campo vetorial V ao longo de uma curva c : I −→ M é chamado paralelo

quando
DV

dt
(t) = 0 para todo t ∈ I .

Proposição 1.9. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Seja c : I −→M

uma curva diferenciável e V0 ∈ Tc(t0)M , t0 ∈ I. Então existe um único campo de vetores diferenciável

V paralelo ao longo de c tal que V (t0) = V0. O campo V é chamado o transporte paralelo de V0 ao

longo de c.

No caso em que c(I) está contido numa vizinhança coordenada x(U) de um sistema de co-

ordenadas x : U ⊂ Rn −→ M , as coordenadas vj do vetor V (t) =
n∑
j=1

vj(t)Xj(c(t)) satisfazem ao

sistema linear de equações diferenciais,

0 =
dvk
dt

(t) +
n∑

i,j=1

Γkij(c(t))vj(t)
dxi
dt

(t), k = 1, . . . , n (1.1)

onde (x1(t), . . . , xn(t)) = x−1 ◦ c(t), ∇XiXj =
n∑
k=1

ΓkijXk e Xj = ∂
∂xj

, i, j = 1, . . . , n.

As funções Γkij, i, j, k = 1, . . . , n, definidas em X(U), são chamadas śımbolos de Christoffel da

conexão ∇ em U .

Definição 1.10. Dizemos que uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana M é compat́ıvel

com a métrica se, para todo X, Y, Z ∈ X(M),

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 .
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Caṕıtulo 1. Preliminares

E, dizemos que ∇ é simétrica se, para todos X, Y ∈ X(M),

∇XY −∇YX = [X, Y ] .

Podemos agora enunciar o teorema fundamental sobre conexão.

Teorema 1.11. (Teorema de Levi-Civita)

Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma única conexão afim ∇ simétrica e compat́ıvel com

a métrica de M .

A conexão dada pelo teorema acima é denominada conexão de Levi-Civita ou conexão

Riemanniana de M .

Definição 1.12. Uma aplicação diferenciável f : (a, b)×(c, d) −→M é dita uma superf́ıcie parame-

trizada em M . Se (u, v) são as coordenadas cartesianas em R2,
∂f

∂u
(u, v) = λ′v(u) e

∂f

∂v
(u, v) = δ′u(v)

são campos de vetores ao longo de f , onde λv(u) = δu(v) = f(u, v) para todo (u, v) ∈ (a, b)× (c, d).

Se V é um campo de vetores ao longo de f ,
DV

∂u
e
DV

∂v
são as derivadas covariantes de V ao longo

das curvas λv e δu, respectivamente.

Lema 1.13. (de simetria) Se M é uma variedade diferenciável com uma conexão simétrica e f :

(a, b)× (c, d) −→M é uma superf́ıcie parametrizada, então

D

∂v

(
∂f

∂u

)
=

D

∂u

(
∂f

∂v

)
.

No que se segue, M será uma variedade Riemanniana conexa munida de sua conexão Rieman-

niana.

Definição 1.14. Uma curva diferenciável γ : I −→M é uma geodésica em M se γ′ é um campo de

vetores paralelo ao longo de γ, ou seja,
Dγ′

dt
(t) = 0 para todo t ∈ I.

Vale a pena ressaltar que as geodésicas são invariantes por isometria.

Lema 1.15. Sejam φ : M −→ N uma isometria e γ : (−ε, ε) −→ M uma geodésica em M . Então,

φ ◦ γ é uma geodésica em N .

9



Caṕıtulo 1. Preliminares

A proposição abaixo resulta, essencialmente, do teorema de existência e unicidade de soluções

de equações diferenciais ordinárias.

Proposição 1.16. Dado p ∈ M , existem uma vizinhança V de p em M , um número ε > 0 e uma

aplicação C∞, γ : (−2, 2) × U −→ M , U = {(q, w) ∈ TM ; q ∈ V, w ∈ TqM, |w| < ε}, tal

que t 7→ γ(t, q, w), t ∈ (−2, 2), é a única geodésica de M que no instante t = 0 passa por q com

velocidade w, para cada (q, w) ∈ U .

Lema 1.17. (Homogeniedade de uma geodésica) Se a geodésica γ(t, q, v) está definida no intervalo

(−δ, δ), então a geodésica γ(t, q, av) , a ∈ R , a > 0, está definida no intervalo

(
−δ
a
,
δ

a

)
e

γ(t, q, av) = γ(at, q, v) , para todo t ∈
(
−δ
a
,
δ

a

)
.

Sejam p ∈ M e U ⊂ M o aberto dado pela proposição (1.16). A aplicação exp : U −→ M

dada por

exp(q, v) = γ(1, q, v) = γ

(
|v|, q, v

|v|

)
, (q, v) ∈ U ,

é chamada a aplicação exponencial em U . Pela proposição (1.16), exp é diferenciável.

Podemos, também, definir expp : Bε(0) ⊂ TpM −→M por

expp(v) = exp(p, v) ,

onde Bε(0) é a bola aberta de TpM de centro na origem e raio ε. A aplicação expp é diferenciável e

expp(0) = p .

Proposição 1.18. Dado p ∈ M , existe ε > 0 tal que expp : Bε(0) −→ M é um difeomorfismo de

Bε(0) sobre um aberto V de M .

Definição 1.19. Se 0 < r < ε, o conjunto

Br(p) = {expp(v); |v| < r} = {γ(t, p, w); |w| = 1 , t ∈ [0, r)}

é a bola geodésica de M de centro p e raio r, e sua fronteira

Sr(p) = {expp(v); |v| = r} = {γ(r, p, w); |w| = 1}

é a esfera geodésica de M de centro p e raio r.

10



Caṕıtulo 1. Preliminares

Como expp : Bε(0) −→ V é um difeomorfismo, Sr(p) é uma hipersuperf́ıcie (subvariedade de

codimensão 1) de M , para todo 0 < r < ε . As geodésicas em Br(p), 0 < r < ε, que partem de p

são chamadas geodésicas radiais.

Definição 1.20. Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se, para todo p ∈M ,

a aplicação exponencial expp está definida para todo v ∈ TpM , i.e., se as geodésicas γ(t) que partem

de p estão definidas em R.

Proposição 1.21. Se M é completa, então M é não-estend́ıvel, ou seja, não existe uma variedade

Riemanniana M ′ tal que M é isométrica a um subconjunto próprio aberto de M .

Definição 1.22. O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M é a aplicação

R : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M) ,

dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z ,

para todos X, Y, Z ∈ X(M) , onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Se M = Rn , X, Y, Z ∈ X(Rn) e Z = (z1, . . . , zn) são as componentes do campo Z na base

canônica de Rn, ∇XZ = (Xz1, . . . , Xzn), onde ∇ é a conexão Riemanniana de Rn com a métrica

usual. Então ∇Y∇XZ = (Y Xz1, . . . , Y Xzn), o que implica que R(X, Y )Z = 0 . Portanto, a

curvatura R pode ser pensada como uma maneira de medir o quanto a variedade M deixa de ser

euclidiana.

Proposição 1.23. O tensor curvatura R : X(M)×X(M)×X(M) −→ X(M) é uma aplicação trili-

near, tomando como escalares as funções diferenciáveis em M , que goza das seguintes propriedades:

(a) 〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈R(Y, Z)X,W 〉+ 〈R(Z,X)Y,W 〉 = 0 ;

(b) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(Y,X)Z,W 〉 ;

(c) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(X, Y )W,Z〉 ;

(d) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X, Y 〉 .

11
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Podemos mostrar, usando a linearidade do operador R, que o valor de R(X, Y )Z no ponto

p depende apenas dos valores de X, Y, Z em p. Com isto, 〈R(x, y)z, w〉 fica definido para todo

x, y, z, w ∈ TpM , p ∈M .

Proposição 1.24. Seja σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TpM e sejam

x, y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então,

K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉√
|x|2|y|2 − 〈x, y〉2

não depende da escolha dos vetores x, y ∈ σ.

Definição 1.25. Dado um ponto p ∈M e um subespaço bi-dimensional σ ⊂ TpM , K(σ) = K(x, y)

é chamada a curvatura seccional de σ em p, onde {x, y} é uma base qualquer de σ .

É posśıvel mostrar que a noção de curvatura seccional generaliza a noção de curvatura Gaus-

siana das superf́ıcies.

As variedades Riemannianas que possuem curvatura seccional constante desempenharão um

papel fundamental nos principais resultados que serão apresentados. Por isso, enunciaremos o lema

abaixo, que dá uma caracterização simples de tais variedades por meio do tensor curvatura R.

Lema 1.26. Uma variedade Riemanniana M tem curvatura seccional constante c se, e somente se,

〈R(x, y)z, w〉 = c (〈x, z〉 〈y, w〉 − 〈y, z〉 〈x,w〉) ,

para todos p ∈M , x, y, z, w ∈ TpM .

Daremos agora a definição de curvatura de Ricci, que é uma das posśıveis combinações das

curvaturas seccionais de uma variedade.

Definição 1.27. Sejam p ∈M , x, y ∈ TpM . Considere a aplicação bilinear dada por:

Q(x, y) = traço da aplicação: z 7→ R(x, z)y .

Escolhendo x unitário e uma base ortonormal, {z1, . . . , zn−1, zn = x} de TpM , temos

Q(x, y) =
n∑
i=1

〈R(x, zi)y, zi〉 =
n∑
i=1

〈R(y, zi)x, zi〉 = Q(y, x) ,

12
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ou seja, Q é simétrica. A média

Riccp(x) =
1

n− 1
Q(x, x) =

1
n

n∑
i=1

〈R(x, zi)x, zi〉

é chamada a curvatura de Ricci na direção do vetor unitário x em p.

Observe que a curvatura de Ricci independe da base ortonormal {z1, . . . , zn−1} do hiperplano

de TpM ortogonal a x, pois o traço de uma aplicação bilinear independe da base considerada para

calculá-lo.

Faremos, a seguir, um resumo de alguns tópicos relativos a imersões isométricas que serão

necessários no decorrer do texto.

Seja x : Mn −→ M
k

uma imersão de uma variedade M de dimensão n em uma variedade

Riemanniana M de dimensão n+m = k.

A métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M da

seguinte maneira: se p ∈M , v, w ∈ TpM , definimos

〈v, w〉p = 〈dxp(v), dxp(w)〉x(p) .

Deste modo, x : Mn −→M
n+m

passa a ser uma imersão isométrica. No que se segue, assumiremos

que toda imersão é isométrica.

Visto que toda imersão é localmente um mergulho, podemos identificar p com x(p) e cada

vetor v ∈ TpM com dxp(v) ∈ Tx(p)M, e considerar TpM como um subespaço de Tx(p)M = TpM.

Usaremos tais identificações para estender um campo local de vetores de M a um campo local

de vetores de M .

Para cada p ∈M , o produto interno em TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥ ,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM. Assim, todo vetor v ∈ TpM pode ser

decomposto na forma v = vT + vN , onde vT ∈ TpM é a componente tangente de v e vN ∈ (TpM)⊥

a componente normal de v.

13
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Se X, Y são campos locais de vetores em M e X e Y são extensões locais a M de X, Y ,

respectivamente, definimos

∇XY = (∇XY )T ,

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M. É fácil verificar que ∇ é a conexão Riemanniana de M

relativa à métrica induzida de M .

Além disso, usando as propriedades de conexão, podemos provar que o campo local em M

normal a M dado por ∇XY −∇XY não depende das extensões X,Y e que a aplicação B, definida

por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY ,

é bilinear e simétrica. Assim, é posśıvel provar que o valor de B(X, Y )(p) só depende de X e Y no

ponto p.

Definição 1.28. A segunda forma fundamental de x em p é a aplicação bilinear simétrica

B : TpM × TpM −→ (TpM)⊥ .

Para cada η ∈ (TpM)⊥, seja Aη : TpM −→ TpM a aplicação linear dada por

〈Aη(x), y〉 = 〈B(x, y), η〉 ,

para todo x, y ∈ TpM . Em termos de derivada covariante, Aη(x) = −(∇xN)T , onde N é uma

extensão local de η normal a M .

Definição 1.29. A norma ‖B‖ da segunda forma fundamental é o número real não-negativo dado

por:

‖B‖2 =
n∑

i,j=1

|B(ei, ej)|2 ,

onde {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM .

Como

‖B‖2 =
m∑
k=1

n∑
i,j=1

〈B(ei, ej), ηk〉2 ,

14
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onde {η1, . . . , ηm} é uma base ortonormal de (TpM)⊥, e

n∑
i,j=1

〈B(ei, ej), ηk〉2 =
n∑

i,j=1

〈Aηkei, ej〉2 = Traço(ATηk Aηk) ,

a definição acima independe da base ortonormal {e1, . . . , en} de TpM .

Definição 1.30. O traço da aplicação bilinear simétrica B : TpM ×TpM −→ (TpM)⊥, dividido por

n, é chamado o vetor curvatura média H da imersão x em p.

Se e1, . . . , en são campos locais diferenciáveis de vetores tangentes a M , definidas num aberto

U ⊂ M , tais que {e1(p), . . . , en(p)} é uma base ortonormal de TpM para todo todo p ∈ U , o vetor

curvatura média em U é dado por:

H =
1
n

n∑
i=1

(∇eiei)
N .

Assim, H é um campo diferenciável de vetores normais a M , globalmente definido em M .

Se x, y ∈ TpM ⊂ TpM são linearmente independentes, indicaremos por K(x, y) e K(x, y) as

curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado por x e y.

Teorema 1.31. (Equação de Gauss)

Sejam p ∈M e x, y vetores ortonormais de TpM . Então,

K(x, y)−K(x, y) = 〈B(x, x), B(y, y)〉 − |B(x, y)|2 . (1.2)

No caso de hipersuperf́ıcies x : Mn −→ M
n+1

, com as quais trabalharemos nesta dissertação,

a fórmula de Gauss (1.2) admite uma expressão mais simples.

Sejam p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥, |η| = 1. Como Aη : TpM −→ TpM é simétrica, existe uma

base ortonormal de vetores próprios {e1, . . . , en} de TpM com valores próprios reais λ1, · · · , λn, i.e.,

Aη(ei) = λiei, i = 1, . . . , n . Assim, 〈Aη(ei), ei〉 = 〈B(ei, ei), η〉 = λi, para todo i = 1, . . . , n e

〈Aη(ei), ej〉 = 〈B(ei, ej), η〉 = 0, se i 6= j . Portanto, (1.2) se escreve

K(ei, ej)−K(ei, ej) = λiλj (1.3)
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Se M e M são orientáveis e estão orientadas, o vetor η fica univocamente determinado se exigirmos

que {e1, . . . , en} é uma base na orientação de M e {e1, . . . , en, η} é uma base na orientação de M .

Denominamos os ei direções principais e os λi = ki curvaturas principais da imersão x.

Neste caso, definimos a curvatura média de x em p por:

H = 〈H, η〉 =
1

n

n∑
i=1

〈B(ei, ei), η〉 =
1

n

n∑
i=1

ki , (1.4)

e a norma da segunda forma fundamental é dada por:

‖B‖2 =
n∑

i,j=1

〈B(ei, ej), η〉2 =
n∑
i=1

k2
i .

Definição 1.32. Dizemos que uma imersão x : M −→ M é totalmente geodésica se a segunda

forma fundamental B é identicamente nula para todo p ∈M .

A razão desta termologia é dada pela seguinte proposição:

Proposição 1.33. Uma imersão x : M −→ M é totalmente geodésica se, e somente se, toda

geodésica γ de M é uma geodésica de M .
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Caṕıtulo 2

As hipersuperf́ıcies umb́ılicas

O objetivo deste caṕıtulo é mostrar que se Mn é uma variedade compacta, M
n+1

(c) é uma

variedade completa, simplesmente conexa, de curvatura seccional constante c e x : Mn →M
n+1

(c) é

uma imersão umb́ılica, então x(M) é uma esfera geodésica, ou seja, provar que as esferas geodésicas

são as únicas hipersuperf́ıcies umb́ılicas compactas de M
n+1

(c). Para alcançar esta finalidade,

vamos determinar quais são as hipersuperf́ıcies umb́ılicas do espaço euclidiano Rn, da esfera eucli-

diana unitária Sn e do espaço hiperbólico Hn. Mas antes, apresentaremos um modelo do espaço

hiperbólico.

2.1 O espaço hiperbólico

Considere o semi-espaço do Rn dado por:

Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn;xn > 0} ,

e introduza em Hn a métrica

〈〈 , 〉〉 =
1

x2
n

〈 , 〉 , (2.1)

onde 〈 , 〉 é a métrica euclidiana. É claro que Hn é simplesmente conexo. Vamos mostrar que Hn,

com a métrica (2.1), tem curvatura seccional constante igual a −1, e é completo. O semi-espaço Hn

é um dos modelos do espaço hiperbólico de dimensão n.
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Definição 2.1. Seja M uma variedade diferenciável. Duas métricas Riemannianas g e g em M são

conformes se existe uma função positiva µ : M → R tal que g(X, Y ) = µg(X, Y ) para todo par

X, Y ∈ X(M).

Lema 2.2. Se ∇ e ∇ são as conexões Riemannianas de g e g, respectivamente, então

∇XY = ∇XY + S(X, Y ), onde S(X, Y ) =
1
2µ

(X(µ)Y + Y (µ)X − g(X, Y ) gradµ) e gradµ

é calculado na métrica g, isto é, X(µ) = g(X, gradµ).

Demonstração. Pelo Teorema de Levi-Civitta, dada uma variedade Riemanniana M , existe uma

única conexão afim ∇ em M que é simétrica e compat́ıvel com a métrica g. Sendo assim, basta

mostrarmos que ∇XY + S(X, Y ) é uma conexão simétrica compat́ıvel com a métrica g. É fácil

verificar que ∇XY + S(X, Y ) é uma conexão simétrica, pois ∇ é uma conexão simétrica e S é uma

aplicação bilinear simétrica.

Resta mostrar que ∇ é compat́ıvel com a métrica g. Sejam X, Y, Z ∈ X(M). Então,

• Xg(Y, Z) = X(µg(Y, Z)) = X(µ)g(Y, Z) + µX(g(Y, Z))

= X(µ)g(Y, Z) + µg(∇XY, Z) + µg(Y,∇XZ) , (2.2)

• g(∇XY, Z) = µg(∇XY, Z) = µg(∇XY, Z) + µg(S(X, Y ), Z)

= µg(∇XY, Z) +
µ

2µ
[X(µ)g(Y, Z) + Y (µ)g(X,Z)− g(X, Y ) g(gradµ, Z)]

= µg(∇XY, Z) +
1

2
[X(µ)g(Y, Z) + Y (µ)g(X,Z)− g(X, Y )Z(µ)] , (2.3)

• g(Y,∇XZ) = µg(Y,∇XZ) = µg(∇XZ, Y ) + µg(S(X,Z), Y )

= µg(∇XZ, Y ) +
1

2
[X(µ)g(Y, Z) + Z(µ)g(X, Y )− g(X,Z)g(gradµ, Y )]

= µg(∇XZ, Y ) +
1

2
[X(µ)g(Y, Z) + Z(µ)g(X, Y )− g(X,Z)Y (µ)] . (2.4)

Assim, somando (2.3) e (2.4), obtemos:

g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) = µ(g(∇XZ, Y ) + g(∇XY, Z)) +X(µ)g(Y, Z) .

Logo, Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), ou seja, ∇ é compat́ıvel com a métrica g.

Portanto, pelo Teorema de Levi-Civitta, ∇XY = ∇XY + S(X, Y ).
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Proposição 2.3. Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn ; xn > 0}, com a métrica 〈〈 , 〉〉 =
1
x2
n

〈 , 〉, tem curvatura

seccional −1, onde 〈 , 〉 é a métrica euclidiana.

Demonstração. Sejam X, Y ∈ Rn dois vetores ortonormais na métrica euclidiana. Sendo TpHn = Rn

para todo ponto p ∈ Hn, X e Y definem dois campos de vetores constantes em Hn. Como as

métricas 〈〈 , 〉〉 e 〈 , 〉 são conformes, pois 〈〈 , 〉〉 = µ〈 , 〉, onde µ : Hn → R é a função positiva dada

por µ(x1, . . . , xn) =
1
x2
n

, temos, pelo Lema 2.2,que ∇YX = ∇YX + S(X, Y ), onde ∇ e ∇ são as

conexões Riemannianas compat́ıveis com as métricas 〈〈 , 〉〉 e 〈 , 〉, respectivamente.

Vamos calcular K(X, Y ) = 〈〈R(X, Y )X, Y 〉〉, onde

R(X, Y )X = ∇Y∇XX −∇X∇YX +∇[X,Y ]X = ∇Y∇XX −∇X∇YX ,

já que [X, Y ] = 0. Como 〈X, Y 〉 = 0, 〈X,X〉 = 〈Y, Y 〉 = 1, ∇XX = ∇YX = ∇XY = 0, temos

∇YX = ∇YX +
1
2µ

(X(µ)Y + Y (µ)X − 〈X, Y 〉 gradµ) =
1
2µ

(X(µ)Y + Y (µ)X) .

Assim,

〈∇X∇YX, Y 〉 =

〈
∇X

(
1
2µ

(X(µ)Y + Y (µ)X)

)
+ S

(
X,

1
2µ

(X(µ)Y + Y (µ)X)

)
, Y

〉
=

〈
X

(
1
2µ
X(µ)

)
Y, Y

〉
+
X(µ)
2µ
〈∇XY, Y 〉+X

(
Y (µ)
2µ

)
〈X, Y 〉

+
Y (µ)
2µ
〈∇XX, Y 〉+

1
2µ

〈
X(µ)

(
1
2µ

(X(µ)Y + Y (µ)X)

)
, Y

〉
+

1
2µ

〈
1
2µ

(X(µ)Y + Y (µ)X)(µ)X, Y

〉
− 1

2µ

〈
1
2µ

(X(µ)Y + Y (µ)X), X

〉
〈gradµ, Y 〉

= X

(
1
2µ
X(µ)

)
+

1
2µ

(
X(µ)X(µ)

2µ
− Y (µ)Y (µ)

2µ

)
. (2.5)

Por outro lado,

∇XX = ∇XX +
1
2µ

[2X(µ)X − 〈X,X〉 gradµ] =
1
2µ

[2X(µ)X − gradµ] .
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Logo,

〈
∇Y∇XX, Y

〉
=

〈
∇Y

(
1
2µ

(2X(µ)X − gradµ)

)
, Y

〉
+

〈
S

(
1
2µ

(2X(µ)X − gradµ), Y

)
, Y

〉
= −

〈
∇Y

(
1
2µ

gradµ

)
, Y

〉
+

1
2µ

(
−Y (µ)Y (µ)

2µ
+

〈
1
2µ

(2X(µ)X − gradµ), gradµ

〉
+
Y (µ)Y (µ)

2µ

)
= −

〈
∇Y

(
1
2µ

gradµ

)
, Y

〉
+
X(µ)X(µ)

2µ2
− | gradµ|2

4µ2
. (2.6)

Subtraindo (2.5) de (2.6), obtemos:

〈
R(X, Y )X, Y

〉
=

〈
∇Y∇XX, Y

〉
−
〈
∇X∇YX, Y

〉
= − 1

2µ
〈∇Y gradµ, Y 〉 −

〈
Y

(
1
2µ

)
gradµ, Y

〉
+

1
2µ2

(X(µ))2 − | gradµ|2

4µ2

−X(µ)X

(
1
2µ

)
− 1

2µ
X(X(µ))− (X(µ))2

4µ2
+

(Y (µ))2

4µ2

= − 1
2µ
〈∇Y gradµ, Y 〉+

1
2µ2

Y (µ)Y (µ) +
X(µ)X(µ)

2µ2
− | gradµ|2

4µ2

+
1

2µ2
X(µ)X(µ)− 1

2µ
X(X(µ))− X(µ)X(µ)

4µ2
+
Y (µ)Y (µ)

4µ2

=
3

4µ2
Y (µ)Y (µ) +

3
4µ2

X(µ)X(µ)− | gradµ|2

4µ2
− 1

2µ
X(X(µ))− 1

2µ
Y (Y (µ)),

pois

〈∇Y gradµ, Y 〉 = Y 〈gradµ, Y 〉 − 〈gradµ,∇Y Y 〉 = Y 〈gradµ, Y 〉 = Y (Y (µ)) .

Tomando F =
1
√
µ
, temos f = logF = −1

2
log(µ), e, portanto, grad f = − 1

2µ
gradµ. Assim,

| gradµ|2

4µ2
= | grad f |2 , 3

4µ2
Y (µ)2 = 3Y (f)2 e

3
4µ2

X(µ)2 = 3X(f)2 ,

pois Y (f) = 〈grad f, Y 〉 = − 1
2µ
Y (µ) e X(f) = 〈grad f, Y 〉 = −X(µ)

2µ
. Além disso,

X(X(f)) = X

(
−X(µ)

2µ

)
= −X

(
1
2µ

)
X(µ)− 1

2µ
X(X(µ)) =

1
2µ2

(X(µ))2 − 1
2µ
X(X(µ)) ,

e de modo análogo, Y (Y (f)) =
1

2µ2
(Y (µ))2 − 1

2µ
Y (Y (µ)) .
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Logo,

〈R(X, Y )X, Y 〉 = 3(Y (f))2 + 3(X(f))2 − | grad f |2 +X(X(f))− 1
2µ2

(X(µ))2 + Y (Y (f))− 1
2µ2

(Y (µ))2

= 3(Y (f))2 + 3(X(f))2 − | grad f |2 +X(X(f))− 2(X(f))2 + Y (Y (f))− 2(Y (f))2

= −| grad f |2 + (X(f))2 + (Y (f))2 +X(X(f)) + Y (Y (f)) .

Então,〈〈
R

(
X

‖X‖
,
Y

‖Y ‖

)
X

‖X‖
,
Y

‖Y ‖

〉〉
=

µ〈R(X,Y )X,Y 〉
µ2

= F 2(−| grad f |2 + (X(f))2 + (Y (f))2 +X(X(f)) + Y (Y (f))) .

Como µ =
1
x2
n

, F = xn e f = log xn . Assim, grad f =
1
xn

gradxn =
(0, . . . , 0, 1)

xn
=

en
xn

, e,

portanto, | grad f |2 =
1
x2
n

, X(f) = 〈grad f,X〉 =
1
xn
〈X, en〉 , Y (f) = 〈grad f, Y 〉 =

1
xn
〈Y, en〉 ,

X(X(f)) =
−〈X, en〉2

x2
n

e Y (Y (f)) =
−〈Y, en〉2

x2
n

, pois 〈X, en〉 e 〈Y, en〉 são constantes.

Dáı decorre que

K

(
X

‖X‖
,
Y

‖Y ‖

)
=

〈〈
R

(
X

‖X‖
,
Y

‖Y ‖

)
X

‖X‖
,
Y

‖Y ‖

〉〉
= x2

n

(
− 1
x2
n

+ (X(f))2 + (Y (f))2 − (X(f))2 − (Y (f))2

)
= x2

n

(
− 1
x2
n

)
= −1 .

Se p ∈ Hn e X, Y são vetores ortonormais de TpHn, então X =
√
µ(p) X e Y =

√
µ(p) Y são

vetores ortonormais de Rn e, pelo provado acima, K(X,Y )(p) = K

(
X

‖X‖
,
Y

‖Y ‖

)
(p) = −1. Logo

K
(
X,Y

)
(p) = −1 para todos p ∈ Hn e X,Y ∈ TpHn ortonormais, ou seja, Hn tem curvatura

seccional constante igual a −1.

Para mostrar que Hn é completo, vamos utilizar outro modelo do espaço hiperbólico, chamado

modelo da bola. Considere a bola Bn ⊂ Rn de centro na origem e raio 2

Bn = {p ∈ Rn; |p| < 2} ,

e introduza em Bn a métrica

〈〈〈 , 〉〉〉p =
〈 , 〉(

1− 1
4
|p|2
)2 ,

onde 〈 , 〉 é a métrica euclidiana.
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Lema 2.4. A aplicação f : Bn → Hn, dada por f(p) = 4
p− p0

|p− p0|2
− en é uma isometria, onde

p0 = (0, . . . , 0,−2) = −2en.

Demonstração. Sejam p ∈ Bn , v ∈ TpBn e γ : (−ε, ε) → Bn uma curva diferenciável tal que

γ(0) = p , γ′(0) = v. Então,

dfp(v) =
d

dt
f(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

=
4γ′(t)|γ(t)− p0|2 − 8(γ(t)− p0)〈γ′(t), γ(t)− p0〉

|γ(t)− p0|4

∣∣∣∣
t=0

=
4v|p− p0|2 − 8(p− p0) 〈v, p− p0〉

|p− p0|4
.

Assim, 〈dfp(v), dfp(v)〉 =
16〈v, v〉
|p− p0|4

, onde 〈 , 〉 é a métrica euclidiana. Por outro lado, se

f = (f1, . . . , fn), obtemos

fn(p) =
4(xn + 2)
|p− p0|2

− 1 =
4(xn + 2)− (x2

1 + . . .+ (xn + 2)2)
|p− p0|2

=
4− |p|2

|p− p0|2
.

Como |p| < 2 , fn(p) > 0 e, portanto, f(p) ∈ Hn. Além disso,

〈〈dfp(v), dfp(v)〉〉f(p) =
〈dfp(v), dfp(v)〉

fn(p)2
=
|p− p0|4

(4− |p|2)2

16〈v, v〉
|p− p0|4

=
〈v, v〉(

1− |p|
2

4

)2 = 〈〈〈v, v〉〉〉p ,

onde 〈〈 , 〉〉 é a métrica do semi-espaço superior.

Resta verificar que f é uma bijeção. Seja q = (x1, . . . , xn) ∈ Hn. Tomando p = 4
q + en
|q + en|2

+ p0,

temos:

• |p|2 =
|4(q + en)− 2en|q + en|2|2

|q + en|4
=

4(4|q + en|2 + |q + en|4 − 4|q + en|2〈q + en, en〉)
|q + en|4

< 4 , (2.7)

ou seja, p ∈ Bn, pois 4|q + en|2(1− 〈q + en, en〉) = 4|q + en|2(−xn) < 0 , e

• f(p) =
4
q + en
|q + en|2

4
1

|q + en|2
− en = q + en − en = q .

Então f é sobrejetiva. A aplicação f é também injetiva, pois se f(p) = f(p′):

p− p0

|p− p0|2
=

p′ − p0

|p′ − p0|2
=⇒ 1

|p− p0|
=

1
|p′ − p0|

e
p− p0

|p− p0|2
=

p′ − p0

|p′ − p0|2

=⇒ p− p0 = p′ − p0 =⇒ p = p′ .

Logo f é uma isometria de Bn sobre Hn. Podemos provar também que f(∂Bn − {p0}) = ∂Hn,

usando (2.7).
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Proposição 2.5. Hn é uma variedade Riemanniana completa.

Demonstração. Seja γ : R → Bn a curva diferenciável dada por γ(t) = 2
(

tanh
t

2

)
v, onde

〈〈〈v, v〉〉〉0 = 〈v, v〉 = 1. Então γ′(t) =
(

sech
t

2

)2

v e, portanto,

〈〈〈γ′(t), γ′(t)〉〉〉γ(t) =

(
sech

t

2

)4

(
1− |γ(t)|

2

4

)2 =

(
sech

t

2

)4

(
1−

(
tanh

t

2

)2
)2 = 1,

ou seja, a curva γ está parametrizada pelo comprimento de arco na métrica da bola.

Como 〈〈〈 , 〉〉〉 e 〈 , 〉 são conformes, com coeficiente de conformalidade µ : M → R dado por

µ(x1, . . . , xn) =
1(

1− (x2
1 + . . .+ x2

n)
4

)2 , segue-se do Lema 2.2 que:

∇γ′(t)γ
′(t) = ∇γ′(t)γ

′(t) + S(γ′(t), γ′(t))

= γ′′(t) +
1

2µ(γ(t))
(2〈γ′(t), gradµ(γ(t))〉 γ′(t)− 〈γ′(t), γ′(t)〉 gradµ(γ(t)))

= γ′′(t) +
1

µ(γ(t))
〈gradµ(γ(t)), γ′(t)〉 γ′(t)− 1

2µ(γ(t))
〈γ′(t), γ′(t)〉 gradµ(γ(t))

= γ′′(t) +

(
sech

t

2

)4

(
sech

t

2

)6 〈γ(t), γ′(t)〉 γ′(t)−
(

tanh
t

2

) (
sech

t

2

)2

v

= γ′′(t) + 2
(

tanh
t

2

) (
sech

t

2

)2

v −
(

tanh
t

2

)(
sech

t

2

)2

v

= −
(

tanh
t

2

) (
sech

t

2

)2

v +
(

tanh
t

2

) (
sech

t

2

)2

v = 0, (2.8)

já que γ′′(t) = −
(

tanh
t

2

) (
sech

t

2

)2

v , µ(γ(t)) =
1(

sech
t

2

)4 , gradµ(p) =
p(

1− |p|
2

4

)3 e,

portanto, gradµ(γ(t)) =
2
(

tanh
t

2

)
(

sech
t

2

)6 v. Então γ é uma geodésica na métrica 〈〈〈 , 〉〉〉 parametrizada

pelo comprimento de arco tal que γ(0) = 0 e γ′(0) = v.

Assim, pelo teorema de existência e unicidade das geodésicas, as curvas γ : R → Bn, dadas por
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γ(t) =
(

2 tanh
t

2

)
v , onde 〈v, v〉 = 1, determinam todas as geodésicas parametrizadas pelo com-

primento de arco de Bn tais que γ(0) = 0. Logo, pelo Lema 2.4, as curvas f(γ(t)) são as geodésicas

parametrizadas pelo comprimento de arco de Hn tais que f(γ(0)) = en.

Se v = −en,

f(γ(t)) = 4
γ(t)− p0

|γ(t)− p0|2
− en = 4

2
(
− tanh

t

2
+ 1
)

4
(
− tanh

t

2
+ 1
)2 en − en

=

 2

1− tanh
t

2

− 1

 en =

1 + tanh
t

2

1− tanh
t

2

 en = et en .

é a semi-reta perpendicular ao ∂Hn que passa por en.

Seja agora v = (a1, . . . , an) tal que |v| = 1 e |an| 6= 1. Então f(γ(t)) ⊂ Snr (c), onde c =
−an

1− a2
n

v0,

r = 1√
1−a2

n

=
1
|v0|

e v0 = (a1, . . . , an−1, 0).

De fato, como v = (a1, . . . , an−1, 0) + (0, . . . , 0, an) = v0 + anen e |v0|2 = 1− a2
n, temos:∣∣∣∣f(γ(t))−

(
−an

1− a2
n

)
v0

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣4 γ(t)− p0

|γ(t)− p0|2
− en +

an
1− a2

n

v0

∣∣∣∣2
=

16
|γ(t)− p0|2

+
a2
n

(1− a2
n)2
|v0|2 + 1

+
8

|γ(t)− p0|2

〈
an

1− a2
n

v0 − en, γ(t)− p0

〉
=

16
|γ(t)− p0|2

+
1

1− a2
n

+
8

|γ(t)− p0|2

〈
an

1− a2
n

v0 − en, 2
(

tanh
t

2

)
v0 + 2

((
tanh

t

2

)
an + 1

)
en

〉
=

16
|γ(t)− p0|2

+
1

1− a2
n

+
8

|γ(t)− p0|2

(
2an

1− a2
n

|v0|2 tanh
t

2
− 2an tanh

t

2
− 2

)
=

16
|γ(t)− p0|2

+
1

1− a2
n

− 16
|γ(t)− p0|2

=
1

1− a2
n

= r2 .

Logo f(γ(t)) ⊂ Snr (c).

Além disso, como f(γ(t)) pertence ao plano π gerado por v0 e en , o qual passa pelo ponto
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c = − an
1− a2

n

v0 ∈ ∂Hn , lim
t→∞

f(γ(t)) =
v0

1 + an
∈ ∂Hn e lim

t→−∞
f(γ(t)) =

−v0

1− an
∈ ∂Hn , temos que

f(γ(R)) é a semi-circunferência contida no plano π, perpendicular ao bordo de Hn, com centro no

ponto c e raio
1
|v0|

.

Provamos, assim, que a reta e todas as circunferências perpendiculares ao bordo de Hn que passam

por en são as geodésicas de Hn que passam por esse ponto.

Vamos agora verificar que o mesmo ocorre num ponto p = (p1, . . . , pn) qualquer de Hn. Para isso,

consideremos as aplicações T, L : Hn → Hn, dadas por T (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn)+(p1, . . . , pn−1, 0)

e L(x1, . . . , xn) = pn(x1, . . . , xn). Como T e L são isometrias de Hn que levam retas e semi-

circunferências perpendiculares ao bordo de Hn em retas e semi-circunferências perpendiculares ao

bordo de Hn, respectivamente, temos que a reta e as semi-circunferências perpendiculares ao bordo

de Hn que passam por (T ◦ L)(en) = p são as geodésicas que passam por esse ponto.

Logo, como as curvas T ◦ L ◦ f ◦ γ estão definidas em R, Hn é uma variedade Riemanniana geode-

sicamente completa.

Figura 1: Geodésicas em Hn passando por p.

Observação 2.6. Não é dif́ıcil mostrar que ao multiplicarmos uma métrica Riemanniana por uma

constante positiva a, a sua curvatura seccional é multiplicada por 1
a
. Logo, ao trabalharmos com va-

riedades de curvatura seccional constante c, podemos sempre supor, sem perda de generalidade, que

c = 0, 1 ou −1. Além disso, como duas variedades completas, simplesmente conexas, de curvaturas

seccionais constantes e iguais a c são sempre isométricas (ver [11], p. 181), podemos admitir que

tais variedades são o espaço euclidiano Rn com a métrica usual, no caso c = 0; a esfera euclidiana

unitária Sn com a métrica induzida de Rn+1, no caso c = 1, e um dos modelos do espaço hiperbólico

Hn de curvatura seccional −1, no caso c = −1.

Vamos finalizar esta seção introduzindo outro modelo do espaço hiperbólico, o modelo de
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Lorentz, que será útil para provarmos o teorema central da dissertação.

Definição 2.7. Uma métrica pseudo-Riemanniana em uma variedade diferenciável M é a escolha,

para cada ponto p ∈ M , de uma forma bilinear simétrica não degenerada 〈〈 , 〉〉 em TpM , (i.e.,

〈〈X, v〉〉 = 0 para todo v ∈ TpM ⇒ X = 0) que varia diferenciavelmente com p.

Considere Rn+1 com a métrica pseudo-Riemanniana dada por:

〈〈X, Y 〉〉 = −x0y0 + x1y1 + · · ·+ xnyn ,

para todo par de vetores X = (x0, . . . , xn), Y = (y0, . . . , yn) ∈ Rn+1.

O espaço vetorial Rn+1, munido com a métrica pseudo-Riemanniana acima, é chamado espaço

de Lorentz e será indicado por Ln+1.

Seja Hn
k , k =

−1
r2

, a componente conexa que corresponde a p0 > 0 da hipersuperf́ıcie regular

de Rn+1 dada por 〈〈p, p〉〉 = −r2, r > 0, isto é,

Hn
k = {p ∈ Rn+1; 〈〈p, p〉〉 = −r2 =

1
k

e p0 > 0} ,

onde p0, . . . , pn são as coordenadas do ponto p.

Geometricamente, 〈〈p, p〉〉 = −r2 é uma espécie de hiperbolóide de duas folhas e Hn
k é a folha

contida no semi-espaço p0 > 0.

Figura 2: Hiperbolóide de duas folhas, modelo de Hnk .

Lema 2.8. A métrica induzida por Ln+1 em Hn
k é Riemanniana.

Demonstração. Sejam p = (p0, p1, . . . , pn) ∈ Hn
k , v ∈ TpHn

k e γ : (−ε, ε) → Hn
k uma curva dife-

renciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.
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Como 〈〈γ(t), γ(t)〉〉 =
1
k
, 2 〈〈γ′(t), γ(t)〉〉 = 0 para todo t ∈ (−ε, ε). Então, 〈〈v, p〉〉 = 0. Além disso,

Vp = {v ∈ Rn+1; 〈〈v, p〉〉 = 0}

é um subespaço vetorial de dimensão n, pois Vp é o núcleo do funcional linear não-nulo v 7→ 〈〈v, p〉〉.

Logo, TpHn
k = Vp.

Sejam v1 = (p1, p0, 0, . . . , 0), v2 = (p2, 0, p0, 0, . . . , 0), · · · , vn = (pn, 0, . . . , 0, . . . , p0). Então,

〈〈vi, p〉〉 = −pip0 + p0pi = 0 ,

e, portanto, vi ∈ TpHn
k para todo i = 1, . . . , n. Além disso, v1, · · · , vn são linearmente independentes,

pois se
n∑
i

λivi =

(
n∑
i

λipi, λ1p0, λ2p0, . . . , λnp0

)
= (0, . . . , 0) , então λ1 = λ2 = . . . = λn = 0. Logo

{v1, · · · , vn} é uma base de TpHn
k .

Então, dado v ∈ TpHn
k − {0}, existe (λ1, · · · , λn) ∈ Rn − {0} tal que

v =
n∑
i=1

λivi =

(
n∑
i=1

λipi, λ1p0, · · · , λnp0

)
,

e, portanto, 〈〈v, v〉〉 = −

(
n∑
i=1

λipi

)2

+ (λ2
1 + . . .+ λ2

n)p2
0.

Assim,

〈〈v, v〉〉 ≥

(
n∑
i=1

λ2
i

)(
−

n∑
i=1

p2
i + p2

0

)

=

(
n∑
i=1

λ2
i

)
(−〈〈p, p〉〉)

=

(
n∑
i=1

λ2
i

)(
−1
k

)
> 0 ,

pois,

(
n∑
i=1

λipi

)2

≤

(
n∑
i=1

λ2
i

)(
n∑
i

p2
i

)
.

Como a pseudo métrica 〈〈 , 〉〉 é positiva definida em TpHn
k , para todo p ∈ Hn

k , 〈〈 , 〉〉 é uma métrica

Riemanniana em Hn
k .
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Seja a aplicação ∇ : X(Hn
k)× X(Hn

k) −→ Rn+1 dada por:

(∇YX)(p) = (∇YX)(p) + k 〈〈X(p), Y (p)〉〉 p ,

para todo p ∈ Hn
k e para todo par X, Y ∈ X(Hn

k) , onde ∇ é a conexão usual de Rn+1 .

Lema 2.9. ∇ é uma conexão simétrica e compat́ıvel com a métrica em Hn
k .

Demonstração. Vamos dividir a demonstração em quatro afirmações.

Sejam X, Y, Z ∈ X(Hn
k) e p ∈ Hn

k .

• (∇YX)(p) ∈ TpHn
k , pois,

〈〈(∇YX)(p), p〉〉 =
〈〈

(∇YX)(p), p
〉〉

+ k 〈〈X(p), Y (p)〉〉
(1
k

)
= (Y 〈〈X, p〉〉) (p)− 〈〈X(p), Y (p)〉〉+ 〈〈X(p), Y (p)〉〉

= (Y 〈〈X, p〉〉) (p) = 0 ,

já que X ∈ X(Hn
k) .

• ∇ é uma conexão.

Seja f : Hn
k −→ R uma função de classe C∞. Então,

(∇Y fX)(p) = (∇Y fX)(p) + kf(p) 〈〈X(p), Y (p)〉〉 p

= (f∇YX + Y (f)X)(p) + kf(p) 〈〈X(p), Y (p)〉〉 p

= f(p)(∇YX)(p) + k 〈〈X(p), Y (p)〉〉 p+ (Y (f)X)(p)

= (f∇YX + Y (f)X)(p) .

Por outro lado, como ∇ é uma conexão afim e 〈〈 , 〉〉 é uma aplicação bilinear, é fácil verificar que

∇Y (X + Z) = ∇YX +∇YZ , ∇fYX = f∇YX e ∇Y+ZX = ∇YX +∇ZX .

Logo, ∇ é uma conexão afim.

• ∇ é simétrica, pois ∇YX −∇XY = ∇YX −∇XY = [Y,X] .

• ∇ é compat́ıvel com a métrica, pois

X 〈〈Y, Z〉〉 (p) =
〈〈
∇XY, Z

〉〉
(p) +

〈〈
Y,∇XZ

〉〉
(p) = 〈〈∇XY, Z〉〉 (p) + 〈〈Y,∇XZ〉〉 (p) ,
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já que 〈〈Z(p), p〉〉 = 〈〈Y (p), p〉〉 = 0 .

Logo, pelo Teorema de Levi-Civitta, ∇ é a conexão Riemanniana de (Hn
k , 〈〈 , 〉〉).

Lema 2.10. Hn
k tem curvatura seccional constante k.

Demonstração. Sejam p ∈ Hn
k , X, Y ∈ X(Hn

k). Sendo ∇XZ = ∇XZ − k 〈〈Z,X〉〉 p , temos:

• ∇Y∇XZ = ∇Y (∇XZ)−∇Y (k 〈〈Z,X〉〉 p)

= ∇Y∇XZ − k 〈〈∇XZ, Y 〉〉 p− k 〈〈Z,X〉〉Y − k 〈〈∇YZ,X〉〉 p

−k 〈〈Z,∇YX〉〉 p .

• ∇X∇YZ = ∇X(∇YZ)− k 〈〈∇YZ,X〉〉 p− k 〈〈Z, Y 〉〉X

−k 〈〈∇XZ, Y 〉〉 p− k 〈〈Z,∇XY 〉〉 p .

• ∇[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z − k 〈〈[X, Y ], Z〉〉 p .

Assim,

〈〈
R(X, Y )Z,W

〉〉
= 〈〈R(X, Y )Z,W 〉〉 − k 〈〈Z,X〉〉 〈〈Y,W 〉〉+ k 〈〈Z, Y 〉〉 〈〈X,W 〉〉 .

Como R(X, Y )Z = 0 , segue que

〈〈R(X, Y )Z,W 〉〉 = k (〈〈Z,X〉〉 〈〈Y,W 〉〉 − 〈〈Z, Y 〉〉 〈〈X,W 〉〉) .

Logo, pelo Lema 1.26, Hn
k tem curvatura seccional constante k.

Lema 2.11. Hn
k é geodesicamente completo.

Demonstração. Sejam p ∈ Hn
k , v ∈ TpHn

k , e γ : R→ Hn
k a curva diferenciável dada por:

γ(t) = cosh(t
√
−k)p+ senh(

√
−kt) v√

−k
,

onde 〈〈v, v〉〉 = 1. Então, γ(0) = p e γ′(t) =
√
−k senh(

√
−kt)p+ cosh(

√
−kt)v .

Portanto, γ′(0) = v, e, para todo t ∈ R ,

〈〈γ′(t), γ′(t)〉〉 =
−k
k

(
senh

(√
−k t

))2

+
(

cosh
(√
−k t

))2

= 1 ,

ou seja, a curva γ está parametrizada pelo comprimento de arco na métrica 〈〈,〉〉.
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Pelo Lema 2.9,

∇γ′(t)γ
′(t) = γ′′(t) + k 〈〈γ′(t), γ′(t)〉〉 γ(t)

= γ′′(t) + kγ(t) = −kγ(t) + kγ(t) = 0 ,

pois,

γ′′(t) = −k cosh
(√
−k t

)
p+
√
−k senh

(√
−k t

)
v

= −k
(

cosh
(√
−k t

)
p+

senh
(√
−k t

)
√
−k

v

)
= −kγ(t) .

Então, γ é uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Como p ∈ Hn
k e v ∈ TpHn

k são arbitrários, provamos que Hn
k é geodesicamente completo.

Pelos Lemas 2.10 e 2.11, Hn
k é um modelo do espaço hiperbólico de curvatura seccional cons-

tante k, pois Hn
k é simplesmente conexo.

Para finalizar, vamos caracterizar geometricamente as geodésicas do modelo de Lorentz.

Proposição 2.12. As geodésicas de Hn
k são as intersecções P ∩ Hn

k , onde P é um subespaço de

dimensão dois de Rn+1 tal que P ∩Hn
k 6= ∅ .

Demonstração. Sejam p ∈ Hn
k e v ∈ TpHn

k , com 〈〈v, v〉〉 = 1. Então a geodésica γ : R −→ Hn
k , dada

acima, está contida no subespaço

Pp,v = {λp+ µv ; λ, µ ∈ R } .

Na realidade, Pp,v ∩Hn
k = γ(R) , pois se λp+ µv ∈ Pp,v ∩Hn

k , λ p0 + µv0 > 0 e

1
k

= 〈〈λp+ µv, λp+ µv〉〉 =
λ2

k
+ µ2 ,

ou seja, λ2 + kµ2 = 1 .

Como a curva A = {(λ, µ) ∈ R2 ; λ2 + kµ2 = 1} possui duas componentes conexas, dadas por,

A+ =

{(
cosh

(√
−kt

)
,
senh

(√
−kt

)
√
−k

)
; t ∈ R

}
,
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e

A− =

{(
− cosh

(√
−kt

)
,
senh

(√
−kt

)
√
−k

)
; t ∈ R

}
,

temos que:

AH+ =

{
cosh

(√
−kt

)
p+

senh
(√
−kt

)
√
−k

v ; t ∈ R
}
,

e

AH− =

{
− cosh

(√
−kt

)
p+

senh
(√
−kt

)
√
−k

v ; t ∈ R
}
,

são as componentes conexas de Pp,v ∩ H , onde H =
{
p ∈ Rn+1 ; 〈〈p, p〉〉 =

1
k

}
. Logo, como

p ∈ AH+ ∩Hn
k , Pp,v ∩Hn

k = AH+ . Portanto, γ(R) = AH+ = Pp,v ∩Hn
k .

Seja agora P um subespaço vetorial de Rn+1 de dimensão dois tal que P∩Hn
k 6= ∅ , e seja p ∈ P∩Hn

k .

Então existe v ∈ P tal que p e v são linearmente independentes. Se tomarmos w = −k 〈〈v, p〉〉 p+ v,

w e p são linearmente independentes e w ∈ TpHn
k , pois

〈〈w, p〉〉 = −k 〈〈v, p〉〉
k

+ 〈〈v, p〉〉 = 0 .

Logo, P = Pp,w , e, portanto, pelo provado acima, P ∩Hn
k é a geodésica de Hn

k que passa por p com

vetor velocidade w.

2.2 As hipersuperf́ıcies umb́ılicas do espaço euclidiano

Seja (M
n+1

, g) uma variedade com métrica Riemanniana g e seja ∇ a sua conexão Rieman-

niana. Diz-se que uma imersão x : Mn → M
n+1

é (totalmente) umb́ılica se, para todo p ∈ M , a

segunda forma fundamental B de x em p satisfaz:

〈B(X, Y ), N〉 (p) = λ(p) 〈X, Y 〉 (p) , λ(p) ∈ R ,

para todo par X, Y ∈ X(M), onde 〈 , 〉 indica a métrica g em M e a métrica induzida por x em M ,

e N é um campo unitário normal a x(M)

Lema 2.13. Nas hipóteses acima, se M
n+1

tem curvatura seccional constante, então λ não depende

do ponto p.
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Demonstração. Sejam X, Y, T ∈ X(M) . Como, por hipótese,

〈−∇XN, Y 〉 = 〈B(X, Y ), N〉 = λ〈X, Y 〉 e 〈−∇TN, Y 〉 = 〈B(T, Y ), N〉 = λ〈T, Y 〉 , (2.9)

temos

T 〈∇XN, Y 〉 = −T (λ)〈X, Y 〉 − λ〈∇TX, Y 〉 − λ〈X,∇TY 〉 ,

X〈∇TN, Y 〉 = −X(λ)〈T, Y 〉 − λ〈∇XT, Y 〉 − λ〈T,∇XY 〉 ,

e, portanto,

〈∇T∇XN, Y 〉+ 〈∇XN,∇TY 〉 = −T (λ)〈X, Y 〉 − λ〈∇TX, Y 〉 − λ〈X,∇TY 〉 , (2.10)

〈∇X∇TN, Y 〉+ 〈∇TN,∇XY 〉 = −X(λ)〈T, Y 〉 − λ〈∇XT, Y 〉 − λ〈T,∇XY 〉 . (2.11)

Subtraindo (2.11) de (2.10), obtemos:

〈∇T∇XN, Y 〉 − 〈∇X∇TN, Y 〉+ 〈∇XN,∇TY 〉 − 〈∇TN,∇XY 〉

= 〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉 − λ〈∇TX, Y 〉 − λ〈X,∇TY 〉+ λ〈∇XT, Y 〉+ λ〈T,∇XY 〉 .

Como 〈N,N〉 = 1, 〈∇XN,N〉 = 〈∇YN,N〉 = 0 . Logo, (∇XN)⊥ = (∇YN)⊥ = 0 e, portanto, por

(2.9), ∇XN = −λX e ∇TN = −λT . Assim,

〈∇T∇XN, Y 〉 − 〈∇X∇TN, Y 〉 − λ〈X,∇TY 〉+ λ〈T,∇XY 〉

= 〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉 − λ〈∇TX, Y 〉 − λ〈X,∇TY 〉+ λ〈∇XT, Y 〉+ λ〈T,∇XY 〉 ,

ou seja,

〈∇T∇XN −∇X∇TN, Y 〉 = 〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉+ λ〈[X,T ], Y 〉

= 〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉 − 〈∇[X,T ]N, Y 〉 .

Como, por hipótese, M tem curvatura seccional constante c temos, pelo Lema 1.26, que:

〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉 = 〈R(X,T )N, Y 〉 = c(〈X,N〉〈T, Y 〉 − 〈T,N〉〈X, Y 〉) = 0 .

Logo, 〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉 = 0 quaisquer que sejam X, Y, T ∈ X(M) .

32



2.2. As hipersuperf́ıcies umb́ılicas do espaço euclidiano

Seja X1, . . . , Xn um referencial ortonormal local. Tomando X = Xi , Y = T = Xj , i 6= j , obtemos

que:

Xi(λ) = 〈Xi(λ)Xj −Xj(λ)Xi, Xj〉 = 0 ,

para todo i = 1, . . . , n, provando que λ é localmente constante. Como M é conexa, segue que λ é

constante.

Teorema 2.14. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa. Se x : Mn → Rn+1 é uma imersão

umb́ılica, então x(M) é um n-plano ou uma n-esfera de Rn+1. Reciprocamente, se Mn é um n−plano

ou uma n−esfera, então a inclusão i : Mn −→ Rn+1 é uma imersão umb́ılica.

Demonstração. Já sabemos, pelo Lema 2.13, que λ é constante. Se λ = 0, 〈∇XN, Y 〉 = 0 para

quaisquer X, Y ∈ X(M). Logo, ∇XN = 0 para todo X ∈ X(M) e, portanto, N é constante,

pois estamos supondo M conexa. Assim, Y 〈x(p), N〉 = 〈Y,N〉 = 0 para todo Y ∈ X(M). Então,

existe k0 ∈ R tal que 〈x(p), N〉 = k0 para todo p ∈ M , ou seja, x(M) está contida no hiperplano

P = {y ∈ Rn+1 ; 〈y,N〉 = k0} . Sendo M completa, x(M) = P .

Se λ 6= 0, podemos supor, sem perda de generalidade, que λ > 0. Consideremos a aplicação

y : M → Rn+1 dada por y(p) = x(p) +
N(p)
λ

.

Como ∇XN = −λX, dy(X) = dx(X) +
dN(X)
λ

= X − λX

λ
= 0 para todo X ∈ X(M), ou seja, a

aplicação y é constante. Logo existe y0 ∈ Rn+1 tal que x(p) +
N(p)
λ

= y0 para todo p ∈ M . Então,

|x(p) − y0| =
|N(p)|
|λ|

=
1
λ

para todo p ∈ M e, portanto, x(M) está contida na esfera Sn1
λ

(y0) de

centro y0 e raio
1
λ

. Sendo M completa, x(M) = Sn1
λ

(y0) .

Seja, agora, Mn um n−plano ortogonal ao vetor unitário N0, ou seja,

Mn =
{
x ∈ Rn+1 ; 〈x,N0〉 = c

}
,

onde c ∈ R é uma constante.

Então, como N(p) = N0, p ∈ Mn, é um campo diferenciável unitário normal à imersão i : Mn −→

Rn+1, temos que ∇XN ≡ 0, para todo X ∈ X(Mn). Assim, todas as curvaturas principais da

imersão são iguais a zero. Logo, por (1.3) e (1.4), K ≡ 0 é a curvatura seccional e H ≡ 0 é a

curvatura média de Mn com a métrica induzida de Rn+1.
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Se Mn = Snr (p0) é a n−esfera de centro p0 e raio r, então N(p) =
−(p− p0)

r
é um campo diferenciável

unitário normal à imersão i : Mn −→ Rn+1. Sendo ∇XN = −1
r
X, para todo X ∈ X(Mn), temos

que todas as curvaturas principais da imersão são iguais a
1
r

. Logo K ≡ 1
r2

é a curvatura seccional

e H ≡ 1
r

é a curvatura média de Mn com a métrica induzida de Rn+1.

2.3 As hipersuperf́ıcies umb́ılicas da esfera

Seja Sn+1
r (c) = {p ∈ Rn+2 ; 〈p− c, p− c〉 = r2} a esfera euclidiana (n + 1)−dimensional de

centro c ∈ Rn+2 e raio r > 0, onde 〈 , 〉 é a métrica euclidiana usual.

Teorema 2.15. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa. Se x : M → Sn+1
r (c) é uma

imersão umb́ılica, então x(M) é uma esfera euclidiana n-dimensional, e, portanto, x(M) é uma

esfera geodésica de Sn+1
r (c) .

Demonstração. Sejam∇, ∇ e∇ as conexões Riemannianas deMn, Sn+1
r (c) e Rn+2, respectivamente.

Sejam p ∈ M , v ∈ Tx(p)S
n+1
r (c), e γ : (−ε, ε) → Sn+1

r (c) uma curva diferenciável tal que

γ(0) = x(p) e γ′(0) = v . Como 〈γ(t)− c, γ(t)− c〉 = r2 para todo t ∈ R, 〈γ′(0), γ(0)− c〉 = 0, ou

seja, 〈v, x(p)− c〉 = 0. Logo, x(p)− c ∈ (Tx(p)S
n+1
r (c))⊥ para todo p ∈M .

Então, para X, Y ∈ X(Sn+1
r (c)),

∇YX = ∇YX +
〈
∇YX,

x− c
r

〉
x− c
r

,

e, portanto, para X, Y ∈ X(M),

∇YX = ∇YX +
〈
∇YX,N

〉
N +

〈
∇YX,

x− c
r

〉
x− c
r

, (2.12)

onde N é um campo unitário normal a Mn em Sn+1
r (c) .

Sendo
〈
X,

x− c
r

〉
= 0 para todo X ∈ X(Sn+1

r (c)),

〈
∇YX,

x− c
r

〉
= −

〈
X,∇Y

x− c
r

〉
= −1

r
〈X, Y 〉 ,

para todo Y ∈ X(Sn+1
r (c)) .
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Por outro lado, por (2.12), para X, Y ∈ X(M),
〈
∇YX,N

〉
=
〈
∇YX,N

〉
e, portanto, por hipótese,

existe uma função diferenciável λ : Mn −→ R tal que
〈
∇YX,N

〉
= λ 〈X, Y 〉 , ou seja,

〈
∇YN,X

〉
= −λ 〈X, Y 〉 . (2.13)

Resumindo, para todo par X, Y ∈ X(M),
〈
∇YX,

x− c
r

〉
= −1

r
〈X, Y 〉 e

〈
∇YX,N

〉
= λ 〈X, Y 〉.

Afirmação 1. A aplicação λ : Mn → R é constante.

Sejam T,X, Y ∈ X(M). Como, por (2.13),
〈
∇XN, Y

〉
= −λ 〈X, Y 〉 e

〈
∇TN, Y

〉
= −λ 〈T, Y 〉 ,

T
〈
∇XN, Y

〉
−X

〈
∇TN, Y

〉
= −T (λ) 〈X, Y 〉 − λ

〈
∇TX, Y

〉
− λ

〈
X,∇TY

〉
+X(λ) 〈T, Y 〉+ λ

〈
∇XT, Y

〉
+ λ

〈
T,∇XY

〉
= 〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉+ λ 〈[X,T ], Y 〉

+λ
〈
T,∇XY

〉
− λ

〈
X,∇TY

〉
.

Usando (2.13), segue que:

T
〈
∇XN, Y

〉
−X

〈
∇TN, Y

〉
= 〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉 −

〈
∇[X,T ]N, Y

〉
−
〈
∇TN, (∇XY )T

〉
+
〈
∇XN, (∇TY )T

〉
,

onde (∇XY )T e (∇TY )T são as componentes tangentes a M de ∇XY e ∇TY , respectivamente.

Assim,

〈
∇T∇XN −∇X∇TN, Y

〉
+

〈
∇XN,

(
∇TY

)⊥〉
−
〈
∇TN,

(
∇XY

)⊥〉
= 〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉 −

〈
∇[X,T ]N, Y

〉
, (2.14)

onde
(
∇TY

)⊥
e
(
∇XY

)⊥
são as componentes normais a Mn de ∇TY e ∇XY , respectivamente.

Sendo 〈N,N〉 = 1 e
〈
N,

x− c
r

〉
= 0 ,

〈
∇XN,N

〉
= 0 e

〈
∇XN,

x− c
r

〉
= 0 , (2.15)
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para todo X ∈ X(M) . Logo,
(
∇XN

)⊥
= 0 , onde

(
∇XN

)⊥
é a componente normal a Mn de

∇XN . Portanto, por (2.14),〈
R(X,T )N, Y

〉
=
〈
∇T∇XN −∇X∇TN +∇[X,T ], Y

〉
= 〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉 ,

onde R é a curvatura de Rn+2 .

Então, como R = 0, segue que 〈X(λ)T − T (λ)X, Y 〉 = 0 para quaisquer X, Y, T ∈ X(M) . Usando

o argumento feito no final da demonstração do Lema 2.13, obtemos que λ é constante em M ,

provando, assim, a afirmação 1.

Seja V : Mn → Rn+2 o campo diferenciável dado por:

V (p) = λN(p)− 1
r

(
x(p)− c

r

)
,

para todo p ∈M .

Então ‖V (p)‖2 = λ2 +
1
r2

=
λ2r2 + 1

r2
= µ2 , onde µ =

√
λ2r2 + 1
r

, e, portanto, N∗ =
V

µ
é um

campo unitário normal a M , com respeito a imersão i◦x : Mn −→ Rn+2, onde i : Sn+1
r (c) −→ Rn+2

é a aplicação de inclusão.

Consideremos o campo U : M −→ Rn+2 dado por U(p) =
N(p)
r

+ λ

(
x(p)− c

r

)
para todo p ∈ M .

Então U(p) é perpendicular a N∗(p) para todo p ∈M , e sendo M conexa, U é constante, pois, por

(2.13) e (2.15), ∇XN = −λX, para todo X ∈ X(M), e, portanto,

∇XU =
1
r
∇XN +

λ

r
X = −1

r
λX +

λ

r
X = 0 .

Assim, Y 〈x, U〉 = 〈Y, U〉 = 0 para todo Y ∈ X(M). Então, 〈x(p), U〉 = k0, para todo p ∈ M , onde

k0 é constante. Ou seja, x(M) ⊂ P , onde P é o hiperplano de Rn+2 dado por

P =
{
y ∈ Rn+2 ; 〈y, U〉 = k0

}
.

Consideremos agora a aplicação y : M → Rn+2 dada por: y(p) = x(p) +
1
µ
N∗. Então, para todo

X ∈ X(M),

dy(X) = = X +
1
µ
∇XN

∗ = X +
1
µ2
∇XV = X +

1
µ2

(
λ∇XN −

1
r2
X
)

= X − 1
µ2

(
λ2 +

1
r2

)
X = X − 1

µ2
µ2X = 0 .
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Sendo M conexa, existe y0 ∈ Rn+1 tal que y(p) = y0 para todo p ∈M . Logo,

|x(p)− y0|2 =
|N∗|2

µ2
=

1
µ2

=
r2

λ2r2 + 1
,

ou seja, x(M) ⊂ Sn+1er (y0) , onde r̃ =
r√

λ2r2 + 1
.

Como 〈y0, U〉 =

〈
x(p) +

1
µ
N∗, U

〉
= 〈x(p), U〉 = k0, pois 〈U,N∗(p)〉 = 0 para todo p ∈M , obtemos

que o centro y0 da esfera pertence ao hiperplano P .

Sendo assim, x(M) ⊂ Sn+1er (y0) ∩ P ∩ Sn+1
r (c)

Afirmação 2. Sn+1er (y0) ∩ P ⊂ Sn+1
r (c) e Sn+1

r (c) ∩ P = Sn+1er (y0) ∩ P .

• Sn+1er (y0) ∩ P ⊂ Sn+1
r (c) .

Seja p ∈ Sn+1er (y0)∩P . Então p = y0 + r̃v , onde o vetor v =
p− y0

r̃
tem norma 1 e é perpendicular

ao vetor U , e portanto, perpendicular ao vetor y0 − c, pois

y0 − c = x(p)− c+
1
µ2
V = (x(p)− c) +

r2

λ2r2 + 1

(
λN − 1

r

(
x(p)− c

r

))
=

(
r − r

λ2r2 + 1

)(
x(p)− c

r

)
+

r2λ

λ2r2 + 1
N

=
r3λ

λ2r2 + 1

(
λ

(
x(p)− c

r

)
+
N

r

)
=

r3λ

λ2r2 + 1
U . (2.16)

Logo,

|p− c|2 = |y0 − c|2 + r̃2 =
r6λ2

(λ2r2 + 1)2
|U |2 +

r2

λ2r2 + 1
=

r6λ2

(λ2r2 + 1)2

(
1 + λ2r2

r2

)
+

r2

λ2 r2 + 1
= r2 ,

ou seja, p ∈ Sn+1
r (c) .

No caso λ = 0, r̃ = r, y0 = c e ∇XN = 0 para todo X ∈ X(M) . Logo N é constante, U =
N

r

e x(M) ⊂ Sn+1
r (c) ∩ P . Sendo P um hiperplano que passa por y0 = c, Sn+1

r (c) ∩ P é uma esfera

n-dimensional de centro c e raio r, ou seja, Sn+1
r (c) ∩ P é um equador de Sn+1

r (c) .

• Sn+1
r (c) ∩ P = Sn+1er (y0) ∩ P .

37
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Pelo que foi demonstrado acima, basta mostrar que Sn+1
r (c) ∩ P ⊂ Sn+1er (y0) ∩ P , no caso λ 6= 0 .

Seja p ∈ Sn+1
r (c) ∩ P . Então p − y0 é perpendicular a U , e, por (2.16), p − y0 é perpendicular a

y0 − c . Logo,

|p− c|2 = |p− y0|2 + |y0 − c|2 ,

e, portanto,

|p− y0|2 = |p− c|2 − |y0 − c|2 = r2 − r4λ2

λ2r2 + 1
=

r2

λ2r2 + 1
= r̃2 ,

ou seja, p ∈ Sn+1er (y0) . Provando a afirmação 2.

Pela afirmação acima, x(M) ⊂ P ∩ Sn+1er (y0) = P ∩ Sn+1
r (c) . Como estamos supondo M completa,

x(M) = Sn+1er (y0) ∩ P , ou seja, x(M) é a esfera de dimensão n de centro y0 e raio r̃ contida no

hiperplano P .

Afirmação 3. Sn+1er (y0) ∩ P é uma esfera geodésica de Sn+1
r (c) .

No caso λ 6= 0, seja q0 = c + r
y0 − c
|y0 − c|

. Então, por (2.16), q0 − c é normal ao hiperplano P e,

portanto, Tq0(S
n+1
r (c)) é paralelo ao hiperplano P .

Sejam v ∈ Tq0(Sn+1
r (c)), |v| = 1 e γ : R −→ Rn+2 a curva diferenciável dada por

γ(t) = r
((

cos
t

r

)
q0 − c
r

+
(

sen
t

r

)
v
)

+ c .

Então, γ(0) = q0 e γ′(0) = v . Além disso, |γ(t) − c|2 = r2

((
cos

t

r

)2

+
(

sen
t

r

)2
)

= r2 , e,

portanto, γ(t) ∈ Sn+1
r (c) ⊂ Rn+2 para todo t ∈ R .

Como γ′(t) = −
(

sen
t

r

)
q0 − c
r

+
(

cos
t

r

)
v , |γ′(t)| =

(
sen

t

r

)2

+
(

cos
t

r

)2

= 1 para todo t ∈ R,

ou seja, γ é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

E, sendo

γ′′(t) =
−1
r

(
cos

t

r

)
q0 − c
r
− 1
r

(
sen

t

r

)
v =

−1
r2

(γ(t)− c) ,

38



2.3. As hipersuperf́ıcies umb́ılicas da esfera

temos:

D

dt
γ′(t) = ∇γ′γ

′ = ∇γ′γ
′ −
〈
∇γ′γ

′,
γ(t)− c

r

〉
γ(t)− c

r

= γ′′(t)−
〈
γ′′(t),

γ(t)− c
r

〉
γ(t)− c

r

=
−1
r2

(γ(t)− c) +
r2

r4
(γ(t)− c) = 0 .

Logo γ é a geodésica de Sn+1
r (c) tal que γ(0) = q0 e γ′(0) = v .

Supondo λ > 0, existe t0 ∈
(

0,
π r

2

)
tal que cos

t0
r

=
|y0 − c|

r
=

λ r√
λ2r2 + 1

. Então,

γ(t0) = r

((
cos

t0
r

)
y0 − c
|y0 − c|

+
(

sen
t0
r

)
v

)
+ c = r

(
sen

t0
r

)
v + y0 ,

e

|γ(t0)− y0| = r
(

sen
t0
r

)
=

r√
λ2r2 + 1

= r̃ ,

ou seja, γ(t0) ⊂ P ∩ Sn+1er (y0) . Portanto, a esfera geodésica de centro q0 e raio t0 está contida em

P ∩ Sn+1er (y0) .

Na realidade, P∩Sn+1er (y0) é a esfera geodésica de centro q0 e raio t0, pois se p ∈ P∩Sn+1er (y0), então

p = y0 + r̃ w, onde w =
p− y0

r̃
é um vetor unitário paralelo a P e, portanto, paralelo a Tq0(S

n+1
r (c)) .

Logo,

γw,q0(t0) = r
(

sen
t0
r

)
w + y0 =

r√
λ2r2 + 1

w + y0 = r̃ w + y0 = p ,

ou seja, p pertence à esfera geodésica de centro q0 e raio t0 .

Para λ = 0, N é constante, perpendicular a P , c ∈ P , e, portanto, P ∩ Sn+1
r (c) é a esfera geodésica

de centro q0 = r N + c e raio
π r

2
.

De fato, se p pertence a esfera geodésica de centro q0 e raio
π r

2
, existe v ∈ Tq0Sn+1

r (c), |v| = 1, tal

que p = γ
(
π r

2

)
, onde γ : R −→ Sn+1

r (c), dada por γ(t) = r

((
cos

t

r

) (q0 − c)
r

+
(

sen
t

r

)
v

)
+ c ,

é a geodésica de Sn+1
r (c) tal que γ(0) = q0 e γ′(0) = v . Como

〈
γ
(
π r

2

)
− c,N

〉
= 0 , γ

(
π r

2

)
∈ P

e, portanto, p ∈ Sn+1
r (c) ∩ P .

Reciprocamente, se p ∈ P ∩ Sn+1
r (c), v =

p− c
r

é um vetor unitário paralelo a P , logo, paralelo a
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Tq0S
n+1
r (c) , tal que γv,q0

(
π r

2

)
= rv + c = p, ou seja, p pertence a esfera geodésica de centro q0 e

raio
π r

2
.

Observemos, também, que para λ = 0, M é uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica de Sn+1
r (c),

pois,

∇YX = ∇yX + 〈∇YX,N〉 = ∇YX .

Assim, B(X, Y ) = 0 para quaisquer X, Y ∈ X(M) .

Mostraremos, agora, que todas as esferas geodésicas são hipersuperf́ıcies umb́ılicas de Sn+1
r (c) .

Proposição 2.16. Se S é uma esfera geodésica de Sn+1
r (c), então S é uma hipersuperf́ıcie compacta

umb́ılica de Sn+1
r (c) com curvatura média constante.

Demonstração. Se S é uma esfera geodésica de centro q0 ∈ Sn+1
r (c) e raio r0, 0 < r0 ≤

π r

2
, então

S =
{
r
((

cos
r0

r

) (
q0 − c
r

)
+
(

sen
r0

r

)
v
)

+ c ; v ⊥ q0 − c e |v| = 1
}
,

pois γ(t) = r
((

cos
t

r

) (
q0 − c
r

)
+
(

sen
t

r

)
v
)

+ c , t ∈ R , é a geodésica de Sn+1
r (c) tal que γ(0) =

q0 e γ′(0) = v . Logo S = Sn+1
r (c) ∩ P , onde P é o hiperplano de Rn+2 que passa pelo ponto

c+
(

cos
r0

r

)
(q0− c) e é perpendicular ao vetor q0− c. Portanto, S é uma subvariedade de dimensão

n de Sn+1
r (c) .

Se p = r
((

cos
r0

r

) (
q0 − c
r

)
+
(

sen
r0

r

)
v0

)
+ c é um ponto de S, onde |v0| = 1 e v0 ⊥ (q0 − c),

N(p) = −
(

sen
r0

r

) (
q0 − c
r

)
+
(

cos
r0

r

)
v0 ,

é um vetor normal a S no ponto p .

De fato, como toda curva diferenciável em S que passa por p, em s = 0, é da forma:

λ(s) = c+ r
(

cos
r0

r

) (
q0 − c
r

)
+ r

(
sen

r0

r

)
v(s) ,

onde v : (−ε, ε) −→ Rn+2 é uma curva diferenciável tal que v(0) = v0, |v(s)| = 1, 〈v(s), q0 − c〉 = 0,

para todo s ∈ (−ε, ε), temos que

λ′(0) = r
(

sen
r0

r

)
v′(0) ,
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e, portanto, 〈λ′(0), N(p)〉 = 0, pois 〈v′(0), v0〉 = 〈v′(0), q0 − c〉 = 0 .

Então, se X = λ′(0) e Y ∈ Tq0S ,

〈
∇XN, Y

〉
=
〈
∇λ′(0)N, Y

〉
=

〈
dN ◦ λ
ds

(s)

∣∣∣∣
s=0

, Y

〉
=
〈(

cos
r0

r

)
v′(0), Y

〉
=

1
r

(
cot

r0

r

)
〈X, Y 〉 ,

onde ∇ é a conexão de Sn+1
r (c) .

Logo S é uma subvariedade umb́ılica de Sn+1
r (c) com curvatura média constante −1

r

(
cot

r0

r

)
.

2.4 As hipersuperf́ıcies umb́ılicas do espaço hiperbólico

Antes de determinarmos as hipersuperf́ıcies umb́ılicas do modelo do semi-espaço superior do

espaço hiperbólico Hn+1, precisamos provar o seguinte lema.

Lema 2.17. Sejam x : Mn −→ (M
n+1

, g) uma imersão umb́ılica e g = µ g uma métrica conforme

a g. Então a imersão x : Mn −→ (M
n+1

, g) também é umb́ılica, e

g

(
∇X

(
N
√
µ

)
, Y

)
=
−2λµ+N(µ)

2µ
√
µ

g(X, Y ) , (2.17)

onde g (∇XN, Y ) = −λ g(X, Y ), X, Y ∈ X(M), N é um campo unitário normal a M com respeito

à métrica g, ∇ e ∇ são as conexões de M compat́ıveis com as métricas g e g, respectivamente.

Demonstração. Observemos, primeiro, que
N
√
µ

é normal e unitário na métrica g, pois,

g

(
N
√
µ
,
N
√
µ

)
=

1
µ
µ g(N,N) = 1 .

Sejam X, Y ∈ X(M). Pelo Lema 2.2,
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g

(
∇X

(
N
√
µ

)
, Y

)
= g

(
∇X

(
N
√
µ

)
+ S

(
X,

N
√
µ

)
, Y

)
= g

(
∇X

(
N
√
µ

)
, Y

)
+ g

(
S(X,

N
√
µ

), Y

)
= g

(
1
√
µ
∇XN, Y

)
+ g

(
X

(
1
√
µ

)
N, Y

)
+g

(
1
2µ

(
X(µ)

N
√
µ

+
N(µ)
√
µ
X − g

(
X,

N
√
µ

)
gradµ, Y

))
=

1
√
µ
g(∇XN, Y ) +

N(µ)
2µ
√
µ
g(X, Y )

=
2µ g(∇XN,Y ) +N(µ) g(X,Y )

2µ
√
µ

Como g(∇XN, Y ) = −λg(X, Y ), segue que:

g

(
∇X

(
N
√
µ

)
, Y

)
=

(
−2λµ+N(µ)

2µ
√
µ

)
g(X, Y ) .

Teorema 2.18. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa. Se x : Mn −→ Hn+1 é uma

imersão umb́ılica, então x(M) é a interseção de Hn+1 com um n−plano ou uma n−esfera de Rn+1 .

Demonstração. Como a métrica do espaço hiperbólico é conforme à métrica euclidiana, temos, pelo

Lema 2.17, que x : Mn −→ Rn+1 também é uma imersão umb́ılica e〈〈
∇X

(
N
√
µ

)
, Y

〉〉
=

(
−2λµ+N(µ)

2µ
√
µ

)
〈〈X, Y 〉〉 ,

para quaisquer X, Y ∈ X(M), onde 〈〈 , 〉〉 = µ 〈 , 〉, 〈 , 〉 é a métrica usual de Rn+1, µ(p) =
1

x2
n+1

,

p = (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Hn+1, ∇ é a conexão de Hn+1, 〈∇XN, Y 〉 = −λ〈X, Y 〉, ∇ é a conexão usual

de Rn+1 e N um campo normal à imersão x : Mn −→ Rn+1 tal que 〈N,N〉 ≡ 1 .

Então, pelo Lema 2.13, λ é constante. Temos, assim, dois casos a considerar.

1o caso: λ = 0 .

Neste caso, como foi provado no Teorema 2.14, o campo unitário normal N é constante e

x(Mn) ⊂ P ∩Hn+1, onde P = { y ∈ Rn+1 ; 〈y,N〉 = k0 } é um hiperplano de Rn+1 . Como estamos

supondo Mn completa com a métrica induzida da imersão x : Mn −→ Hn+1, x(Mn) = P ∩Hn+1.
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Seja α ∈ [0, π] o ângulo entre N e en+1. Se N = (a1, . . . , an, an+1), temos cosα = 〈N, en+1〉 = an+1,

ou seja, N = (a1, . . . , an, cosα) .

Sejam p ∈ M,x(p) = (p1, . . . , pn, pn+1) e β : (−ε, ε) −→ Hn+1 a curva diferenciável dada por

β(t) = x(p) + tN . Então,

N(µ)(p) = dµ(N)(p) =
d

dt
(µ ◦ β)(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
1

(t cosα+ pn+1)2

)∣∣∣∣
t=0

=
−2 cosα
(pn+1)3

.

Logo,

λ(p) = −
(
−2λµ+N(µ)

2µ
√
µ

)
(p) =

(
2 cosα
p3
n+1

1
2

(pn+1)3

)
= cosα ,

para todo p ∈ M , ou seja, as curvaturas principais da imersão x : Mn −→ Hn+1 são todas iguais a

cosα, em todos os pontos de M .

Assim, H = cosα é a curvatura média de M e, pela equação de Gauss (Teorema 1.30), a curvatura

seccional de M é K = −1 + (cosα)2 = −(senα)2.

Portanto, para:

• α = 0, temos: H = 1, K = 0, N = en+1 e P é um hiperplano paralelo a ∂Hn+1.

Figura 3:

• 0 < α <
π

2
, temos: 0 < H = cosα < 1, −1 < K = −(senα)2 < 0, N aponta para o semi-espaço

superior de ∂Hn+1 e P é um hiperplano que corta ∂Hn+1 segundo o ângulo α.
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ou

Figura 4:

• π

2
< α < π, temos: −1 < H = cosα < 0, −1 < K = −(senα)2 < 0, N aponta para o semi-espaço

inferior de ∂Hn+1 e P é um hiperplano que faz um ângulo π − α com o hiperplano ∂Hn+1.

Mas, tomando Ñ = −N , a curvatura média H̃, relativa ao vetor normal Ñ (que aponta para o

semi-espaço superior de ∂Hn+1), é 0 < H̃ = − cosα < 1, recaindo, assim, no caso anterior.

ou

Figura 5:

• α =
π

2
, temos: H = 0, K = −1 e P é um hiperplano perpendicular a ∂Hn+1 .

Figura 6:
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2o caso: λ 6= 0.

Supondo λ > 0, existe, pelo Teorema 2.14, y0 ∈ Rn+1 tal que x(p)+
N(p)
λ

= y0 para todo p ∈Mn, ou

seja, x(Mn) ⊂ Sn+1
1
λ

(y0)∩Hn+1 e N(p) aponta para dentro de Sn+1
1
λ

(y0) para todo p ∈Mn. Como Mn

é completa com a métrica induzida de Hn+1 pela imersão x : Mn −→ Hn+1, x(Mn) = Sn+1
1
λ

(c)∩Hn+1

Sejam p ∈ Mn, x(p) = (p1, . . . , pn, pn+1) e β : (−ε, ε) −→ Hn+1 a curva diferenciável dada por

β(t) = x(p) + tN(p). Então,

N(µ)(p) =
d

dt

(
1

(〈β(t), en+1〉)2

)∣∣∣∣
t=0

=
−2〈β′(0), en+1〉
(〈β(0), en+1〉)3

=
−2〈N(p), en+1〉
(〈x(p), en+1〉)3

=
2λ〈x(p)− y0, en+1〉

p3
n+1

.

Logo, para todo p ∈M,

λ(p) = −
(
−2λµ+N(µ)

2µ
√
µ

)
(p) = −p

3
n+1

2

(
−2λ
p2
n+1

+
2λ
p2
n+1

− 2λ〈y0, en+1〉
p3
n+1

)
= λ〈y0, en+1〉 .

Portanto, para:

• 〈y0, en+1〉 = 0, ou seja, y0 ∈ ∂Hn+1, temos: λ = 0, K = −1, H = 0 e Sn+1
1
λ

(y0) é uma n−esfera

que corta ∂Hn+1 ortogonalmente.

Figura 7:

• 0 < |〈y0, en+1〉| <
1
λ

.

Seja α ∈
(

0,
π

2

)
∪
(
π

2
, π
)

o ângulo que o vetor normal N(p) a Sn+1
1
λ

(c), que aponta para dentro de

Sn+1
1
λ

(c), em um ponto p ∈ Sn+1
1
λ

(c) ∩ ∂Hn+1, faz com o vetor en+1 .

Como, por continuidade, y0 = p+
N(p)
λ

para todo p ∈ ∂Hn+1, 〈y0, en+1〉 =
1
λ
〈N(p), en+1〉 =

cosα
λ

e,

portanto, λ = cosα . Assim, H = cosα e K = −1 + (cosα)2 = −(senα)2 .

Se 0 < α <
π

2
, então 0 < H = cosα < 1, −1 < K = −(senα)2 < 0, N(p) aponta para o semi-espaço
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superior de ∂Hn+1, para todo p ∈ Sn+1
1
λ

(c) ∩ ∂Hn+1, e Sn+1
1
λ

(c) é uma n−esfera que corta ∂Hn+1

segundo o ângulo α .

Figura 8:

Figura 9:

Se
π

2
< α < π, então −1 < H = cosα < 0, −1 < K = −(senα)2 < 0, N(p) aponta para o

semi-espaço inferior de ∂Hn+1, para todo p ∈ Sn+1
1
λ

(c)∩ ∂Hn+1, e Sn+1
1
λ

(c) é uma n−esfera que corta

∂Hn+1 segundo o ângulo π − α , (figura 9).

Tomando Ñ(p) = −N(p), a curvatura média H̃, relativa ao vetor normal Ñ (que, ao longo de

∂Hn+1, aponta para o semi-espaço superior de ∂Hn+1), é 0 < H̃ = − cosα < 1 .

• 〈y0, en+1〉 =
1
λ

, temos: λ = 1, H = 1, K = 0, N aponta para dentro de Sn+1
1
λ

(c) e Sn+1
1
λ

(c) é uma

n−esfera que tangencia ∂Hn+1 .

Figura 10:

• 〈y0, en+1〉 >
1
λ

, temos: λ > 1 , H = λ > 1, K = −1+λ
2
> 0 e Sn+1

1
λ

(c) é uma n−esfera totalmente

contida em Hn+1.
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Agora vamos caracterizar geometricamente as hipersuperf́ıcies Σ ∩Hn+1, onde Σ é um hiper-

plano ou uma n−esfera de Rn+1.

• Se Σ é ortogonal a ∂Hn+1, Σ ∩ Hn+1 é uma hipersuperf́ıcie umb́ılica de Hn+1 com H = 0 e

K = −1 . Logo Σ ∩Hn+1 são as hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas de Hn+1 (Figs. 6 e 7).

• Se Σ é um hiperplano paralelo a ∂Hn+1 ou uma n−esfera tangente a ∂Hn+1, Σ∩Hn+1 é chamada

uma horoesfera. Logo, as horoesferas são as hipersuperf́ıcies umb́ılicas de Hn+1 com K = 0 e H = 1,

com respeito ao vetor normal orientado como nas figuras 3 e 10.

Tais hipersuperf́ıcies são obtidas como limite de n−esferas. De fato, sejam p ∈ Hn+1 e L uma

reta ortogonal a ∂Hn+1 que passa por p. Então, (L−{p})∩Hn+1 = L1∪L2 possui duas componentes

conexas L1 e L2 .

Para cada q ∈ Li, i = 1, 2, considere a n−esfera de centro q que passa por p. Se L1 é a

componente ilimitada em Rn+1, o limite Σ1 de tais n−esferas, quando q → ∞, é o hiperplano

perpendicular a L que passa por p. Em L2, o limite Σ2, quando q → p0, {p0} = L ∩ ∂Hn+1, é a

n−esfera tangente a ∂Hn+1 que passa por p.

Figura 11:

• Se Σ corta ∂Hn+1 segundo um ângulo α, α ∈ (0, π
2
),Σ ∩ Hn+1 é chamada hipersuperf́ıcie

eqüidistante. Logo, as hipersuperf́ıcies eqüidistantes são as hipersuperf́ıcies umb́ılicas de Hn+1 com

−1 < K < 0 e 0 < H < 1, com respeito ao vetor normal que aponta para o semi-espaço superior de

∂Hn+1 (ver figuras 4, 5, 8 e 9).
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Vamos mostrar que todos os pontos de uma hipersuperf́ıcie eqüidistante estão a uma distância

constante da hipersuperf́ıcie totalmente geodésica de Hn+1 que possui o mesmo bordo assintótico.

Para isto, basta considerar o caso em que Σ é um hiperplano que faz um ângulo α ∈
(

0,
π

2

)
com ∂Hn+1, pois se Σ′ é uma n−esfera que corta ∂Hn+1 segundo o ângulo α, é posśıvel mostrar que

a inversão de Rn+1, por um ponto p0 ∈ Σ′ ∩ ∂Hn+1, é uma isometria de Hn+1 que leva Σ′ em um

hiperplano de Rn+1 que corta ∂Hn+1 segundo o mesmo ângulo α .

Seja, então, o hiperplano Q ortogonal a ∂Hn+1 tal que Q ∩ ∂Hn+1 = Σ ∩ ∂Hn+1 .

Figura 12:

Sejam p = (p1, . . . , pn, pn+1) ∈ Q∩Hn+1, r = pn+1, p0 = (p1, . . . , pn, 0) e N = (N1, . . . , Nn, 0) o

vetor normal a Q ∩Hn+1 que aponta para Σ ∩Hn+1, tal que 〈N,N〉 = 1 .

Então a curva γ : (−π, π) −→ Hn+1, dada por:

γ(θ) = cos(θ)(p− p0) + r sen(θ)N + p0 ,

é uma reparametrização da geodésica de Hn+1 que passa por p e tem vetor velocidade paralelo a N

neste ponto, pois γ(−π, π) é a semi-circunferência de centro p0 e raio r, contida no plano gerado

por p− p0 e N que passa por p0 .

Assim, γ
(
π

2
− α

)
= q é um ponto de Σ ∩Hn+1 e

d(p, q) =

∫ π
2
−α

0

√
〈〈γ′(θ), γ′(θ)〉〉γ(θ) dθ

é a distância hiperbólica de p a q . Como γ′(θ) = − sen(θ)(p− p0) + r cos(θ)N,

〈〈γ′(θ), γ′(θ)〉〉γ(θ) =
r2

(sen(θ))2p2
n+1

=
1

(sen(θ))2
.

Logo d(p, q) =

∫ π
2
−α

0

1
sen θ

dθ para todo p ∈ Q∩Hn+1, ou seja, a distância de um ponto p ∈ Q∩Hn+1

a hipersuperf́ıcie Σ∩Hn+1 independe do ponto p. Portanto, Σ∩Hn+1 é obtida tomando geodésicas
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perpendiculares à hipersuperf́ıcie totalmente geodésicaQ∩Hn+1 e marcando sobre elas uma distância

(hiperbólica) fixa.

No caso em que Σ é uma n-esfera que corta ∂Hn+1 segundo um ângulo α, Q é a n-esfera

ortogonal a ∂Hn+1 tal que Q ∩ ∂Hn+1 = Σ ∩ ∂Hn+1 .

Figura 13:

Resta apenas caracterizar, geometricamente, as hipersuperf́ıcies umb́ılicas compactas do espaço

hiperbólico, que possuem curvatura média constante H > 1 e curvatura seccional constante K > 0.

Teorema 2.19. As hipersuperf́ıcies umb́ılicas compactas do espaço hiperbólico são as esferas geodésicas.

Demonstração. Vimos na demonstração do Teorema 2.18 que as hipersuperf́ıcies umb́ılicas compac-

tas de Hn+1 são as n−esferas de Rn+1 totalmente contidas em Hn+1, quando Hn+1 é o modelo do

semi-espaço superior.

Vamos, então, mostrar que toda n−esfera euclidiana contida em Hn+1 é uma esfera geodésica de

Hn+1, e, reciprocamente, que toda esfera geodésica de Hn+1 é uma n−esfera euclidiana contida em

Hn+1 . Para provarmos este resultado, vamos utilizar, novamente, o modelo da bola Bn+1 do espaço

hiperbólico.

No decorrer da demonstração da proposição 2.5, provamos que as geodésicas de Bn+1 que passam

pela origem são dadas por: γ(t) = 2
(

tanh
t

2

)
v, t ∈ R, onde 〈v, v〉 = 〈〈v, v〉〉0 = 1 . Logo, nesse

modelo, a esfera geodésica de centro 0 e raio r > 0 é a esfera euclidiana de centro 0 e raio 2 tanh
r

2
.

Seja a inversão em p0 ∈ Rn+1 dada por: g(p) =
p− p0

|p− p0|2
+ p0, p ∈ Rn+1 − {p0} . Então, g(p) 6= p0

para todo p ∈ Rn+1 − {p0} e g2 = id, pois |g(p)− p0| =
1

|p− p0|
e, portanto,
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g(g(p)) =
g(p)− p0

|g(p)− p0|2
+ p0 =

p− p0

|p− p0|2
|p− p0|2 + p0 = p0 .

Assim, g : Rn+1 − {p0} −→ Rn+1 − {p0} é um difeomorfismo de classe C∞ .

Afirmação 1. Se a esfera euclidiana Snr (q0) está contida em Rn+1−{p0}, então g(Snr (q0)) é a esfera

euclidiana de centro c = p0 +
q0 − p0

|p0 − q0|2 − r2
e raio r̃ =

r

| |p0 − q0|2 − r2 |
.

Seja p ∈ Snr (q0) . Então,

|g(p)− c|2 =

∣∣∣∣ p− p0

|p− p0|2
− q0 − p0

|p0 − q0|2 − r2

∣∣∣∣2
=

1
|p− p0|2

(
1 +

|q0 − p0|2|p− p0|2

(|p0 − q0|2 − |p− q0|2)2
− 2

〈p− p0, q0 − p0〉
|p0 − q0|2 − |p− q0|2

)
. (2.18)

Como |p0 − q0|2 − |p− q0|2 = 2〈p− p0, q0 − p0〉 − |p− p0|2 , temos, por (2.18),

|g(p)− c|2 =
1

|p− p0|2

(
2
〈p− p0, q0 − p0〉 − |p− p0|2

|p0 − q0|2 − |p− q0|2
+

|q0 − p0|2|p− p0|2

(|p0 − q0|2 − |p− q0|2)2
− 2〈p− p0, q0 − p0〉
|p0 − q0|2 − |p− q0|2

)
=
|p− p0|2

|p− p0|2

(
−1

|p0 − q0|2 − |p− q0|2
+

|q0 − p0|2

(|p0 − q0|2 − |p− q0|2)2

)
=

|p− q0|2

(|p0 − q0|2 − |p− q0|2)2
=

r2

(|p0 − q0|2 − r2)2
= r̃2 .

Logo g(Snr (q0)) ⊂ Sner (c) . Por outro lado, g(Sner (c)) está contida, pelo que acabamos de provar,

na esfera euclidiana de centro c̃ = p0 +
c− p0

|p0 − c|2 − r̃ 2 e raio ˜̃r =
r̃

||p0 − c|2 − r̃ 2|
. Mas, como

c−p0 =
|q0 − p0|

|p0 − q0|2 − r2
, temos |c−p0|2 =

|q0 − p0|2

(|p0 − q0|2 − r2)2
e, portanto, |p0−c|2−r̃ 2 =

1
|p0 − q0|2 − r2

.

Assim,

c̃ = p0 + (c− p0)(|p0 − q0|2 − r2) = p0 + q0 − p0 = q0 ,

e ˜̃r 2
=

r̃ 2(
|p0 − c|2 − r̃ 2

)2 =
(
|p0 − q0|2 − r2

)2 r2

(|p0 − q0|2 − r2)2 = r2 .

Ou seja, g(Sner (c)) ⊂ Snr (q0) . Como g2 = id, temos que Sner (c) ⊂ g(Snr (q0)). Então g(Snr (q0)) = Sner (c) ,

provando a afirmação 1.
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Sejam agora os difeomorfismos g : Rn+1−{p0} −→ Rn+1−{p0} , h : Rn+1−{p0} −→ Rn+1−
{
p0

8

}
e L : Rn+1 −

{
p0

8

}
−→ Rn+1 − {en+1} , dados por: g(p) =

p− p0

|p− p0|2
+ p0 , h(p) = p + L0 e

L(p) = 4p , onde p0 = −2en+1 e L0 =
−7
8
p0 .

Então h ◦L ◦ g(p) = 4
p− p0

|p− p0|2
− en+1 , para todo p ∈ Rn+1−{p0} , isto é, h ◦L ◦ g|Bn+1 = f , onde

f : Bn+1 −→ Hn+1 , dada por f(p) = 4
p− p0

|p− p0|2
− en+1 , é uma isometria do modelo da bola Bn+1

sobre o modelo do semi-plano superior Hn+1 .

Seja a esfera euclidiana Sn2 tanh r
2
(0) de centro 0 e raio 2 tanh

r

2
em Bn+1. Então, pela afirmação 1,

g(Sn2 tanh r
2
(0)) = Sner (c), onde

c =
(−p0)
|p0|2 − r2

0

+ p0 = p0

(
1− 1

4− r2
0

)
= p0

(
3− r2

0

4− r2
0

)
,

r̃ =
r0

4− r2
0

e r0 = 2 tanh
r

2
. Logo f(Snr0(0)) = Sn4er(4(c+ L0)), onde

4(c+ L0) = 4p0

(
3− r2

0

4− r2
0

− 7
8

)
=
−p0

2

(
4 + r2

0

4− r2
0

)
=

1 +
(
tanh

r

2

)2

1−
(
tanh

r

2

)2

 en+1 = (cosh r) en+1 .

e

4r̃ =
8 tanh

r

2

4− 4
(
tanh

r

2

)2 = 2
(

senh
r

2

)(
cosh

r

2

)
= senh r .

Ou seja, f(Snr tanh r
2
(0)) é a esfera euclidiana de centro (cosh r)en+1 e raio senh r.

Por outro lado, como Snr tanh r
2
(0) é a esfera geodésica de centro 0 e raio r de Bn+1 e f : Bn+1 −→ Hn+1

é uma isometria, f(Snr tanh r
2
(0)) é a esfera geodésica de centro en+1 e raio r de Hn+1 . Assim, a esfera

euclidiana de centro (cosh r)en+1 e raio senh r é a esfera geodésica de centro en+1 e raio r de Hn+1 .

Seja Snλ (q0) a esfera euclidiana de centro q0 e raio λ > 0 contida em Hn+1, e considere a isometria

T : Hn+1 −→ Hn+1 dada por T (p) = p− (q0
1, . . . , q

0
n, 0) , onde q0 = (q0

1, . . . , q
0
n, q

0
n+1), q0

n+1 > 0 .

Como λ < q0
n+1, pois Snλ (q0) ⊂ Hn+1, e tanh : (0,∞) −→ (0, 1) é uma bijeção crescente, existe um

único r > 0 tal que tanh r =
λ

q0
n+1

.

Tomando δ =
cosh r
q0
n+1

, temos δλ = (cosh r)
λ

q0
n+1

= (cosh r)(tanh r) = senh r . Logo,

(L ◦ T )(Snλ (q0)) = L(Snλ (q0
n+1en+1)) = Snδλ(δq

0
n+1en+1) = Snsenh r((cosh r)en+1) ,
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onde L : Hn+1 −→ Hn+1 é a isometria de Hn+1 dada por L(p) = δp .

Como Snsenh r((cosh r)en+1) é a esfera geodésica de centro en+1 e raio r de Hn+1 e L◦T : Hn+1 −→ Hn+1

é uma isometria,

Snλ (q0) = (T−1 ◦ L−1)(Snsenh r((cosh r)en+1))

é a esfera geodésica de Hn+1 de raio r e centro

(T−1 ◦ L−1)(en+1) = T−1

(
q0
n+1

cosh r
en+1

)
=

q0
n+1

cosh r
en+1 + (q0

1, . . . , q
0
n, 0) =

(
q0

1, . . . , q
0
n,

q0
n+1

cosh r

)
.

Seja, agora, S̃r(u0) a esfera geodésica de Hn+1 de centro u0 = (u0
1, . . . , u

0
n, u

0
n+1) e raio r > 0, e

considere as isometrias T1 : Hn+1 −→ Hn+1 , L1 : Hn+1 −→ Hn+1 , dadas por:

T1(p) = p− (u0
1, . . . , u

0
n, 0) e L1(p) =

p

u0
n+1

.

Então (L1 ◦ T1)(u0) = en+1 e (L1 ◦ T1)(S̃r(u0)) é a esfera geodésica de Hn+1 de centro en+1 e raio r,

que, por sua vez, é a esfera euclidiana de centro (cosh r)en+1 e raio senh r .

Logo S̃r(u0) = (T−1
1 ◦ L−1

1 )(Ssenh r((cosh r)en+1)) é a esfera euclidiana de raio u0
n+1 senh r e centro

(u0
1, . . . , u

0
n, (cosh r)u0

n+1) .

Podemos, portanto, reescrever o Teorema 2.18 da seguinte maneira.

Teorema 2.20. As hipersuperf́ıcies umb́ılicas de Hn+1 são as hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas,

as horoesferas, as hipersuperf́ıcies eqüidistantes e as esferas geodésicas.

No modelo da bola Bn+1 do espaço hiperbólico, as hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas são

dadas pela interseção de Bn+1 com hiperplanos ou n−esferas de Rn+1 que cortam ∂Hn+1 ortogo-

nalmente; as horoesferas são as n−esferas de Rn+1, contidas em Bn+1
, que tangenciam ∂Hn+1; as

hipersuperf́ıcies eqüidistantes são dadas pela interseção de Bn+1 com hiperplanos e n−esferas de

Rn+1 que cortam ∂Hn+1 segundo um ângulo α ∈
(

0,
π

2

)
, e as esferas geodésicas são as n−esferas de

Rn+1 contidas em Bn+1 . Para verificar estes fatos, basta considerar a isometria f : Bn+1 −→ Hn+1,

dada por f(p) = 4
p− p0

|p− p0|2
− en+1, onde p0 = −2en+1, e verificar que f leva hiperplanos e n−esferas

de Rn+1, que passam por p0, em hiperplanos de Rn+1, e hiperplanos e n−esferas de Rn+1, que não
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passam por p0, em n−esferas de Rn+1, sendo os ângulos que estes hiperplanos e n−esferas fazem

com ∂Bn+1 iguais aos que suas imagens fazem com ∂Hn+1 (ver [24] e [29] cap. 7).

No modelo de Lorentz, pode-se provar, com argumentos análogos aos usados no Teorema 2.15,

que as hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas são as interseções de Hn+1
−1 com hiperplanos de Rn+2 que

passam pela origem; as horoesferas são as interseções de Hn+1
−1 com hiperplanos de Rn+2 que fazem

ângulo
π

4
com en+1; as hipersuperf́ıcies eqüidistantes são as interseções de Hn+1

−1 com hiperplanos de

Rn+2 que fazem um ângulo α ∈
(
π

4
,
π

2

]
com o vetor en+1 e não passam pela origem; e as esferas

geodésicas são as interseções de Hn+1
−1 com hiperplanos de Rn+2 que fazem um ângulo α ∈

[
0,
π

4

)
com en+1 . Portanto, as hipersuperf́ıcies umb́ılicas deste modelo são todas do tipo P ∩ Hn+1, onde

P é um hiperplano de Rn+2 tal que P ∩Hn+1 6= ∅.
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Caṕıtulo 3

Espectro da Esfera

O objetivo principal deste caṕıtulo é provar que o primeiro valor próprio não-nulo do Lapla-

ciano de uma n−esfera euclidiana de raio r é nr, o que será essencial para mostrarmos que todas

as esferas geodésicas de uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa, de curvatura

seccional constante são estáveis.

3.1 Gradiente, Divergência e Laplaciano

Nesta seção definiremos o gradiente, o divergente e o Laplaciano em uma variedade Rieman-

niana, e provaremos alguns resultados básicos que serão utilizados na seção e no caṕıtulo seguinte.

Seja M uma variedade Riemanniana com métrica 〈 , 〉 e conexão ∇ .

Definição 3.1. O gradiente de uma função f ∈ D(M) é o campo vetorial grad f definido por:

〈grad f(p), v〉 = dfp(v) , para todo p ∈M e todo v ∈ TpM .

Definição 3.2. A divergência de um campo X ∈ X(M) é a função divX : M −→ R dada por:

divX(p) = traço da aplicação linear : Y (p) 7→ (∇YX) (p) , para todo p ∈M .

Definição 3.3. O Laplaciano de M é o operador 4 : D(M) −→ D(M) definido por:

4f = div (grad f) , para toda f ∈ D(M) .
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Se e1, . . . , en é um referencial ortonormal local definido num aberto U ⊂M ,

grad f(q) =
n∑
i=1

〈grad f, ei(q)〉ei(q) =
n∑
i=1

(ei(f))ei(q) ,

para todo q ∈M .

Lema 3.4. Seja e1, . . . , en um referencial geodésico em p ∈M . Então:

(a) divX(p) =
n∑
i=1

ei(fi)(p), onde X =
n∑
i=1

fiei ;

(b) 4f(p) =
n∑
i=1

ei(ei(f))(p) .

Demonstração.

(a) Temos:

divX(p) =
n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉(p) =
n∑

i,j=1

〈∇ei(fjej), ei〉(p)

=
n∑

i,j=1

fj(p)〈∇eiej(p), ei(p)〉+
n∑

i,j=1

ei(fj)〈ej, ei〉(p)

=
n∑
i=1

ei(fi)(p) ,

pois ∇eiej(p) = 0, para todos i, j = 1, . . . , n, e 〈ei, ej〉 = 0, se i 6= j .

(b) Temos:

4f(p) = div (grad f)(p) =
n∑
i=1

〈∇ei grad f, ei〉(p) =
n∑

i,j=1

〈∇ei(ej(f)ej), ei〉(p)

=
n∑

i,j=1

ei(ej(f))〈ej, ei〉(p) +
n∑

i,j=1

(ej(f)〈∇eiej, ei〉)(p)

=
n∑
i=1

ei(ei(f))(p) .

Lema 3.5. Sejam f, g ∈ D(M) e X ∈ X(M) . Então:

(a) div (fX) = f divX + 〈grad f,X〉 ;

(b) grad(fg) = f grad g + g grad f ;

(c) 4(fg) = f4g + g4f + 2〈grad f, grad g〉 .
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Demonstração. Seja e1, . . . , en um referencial ortonormal local em M . Então,

div (fX) =
n∑
i=1

〈∇eifX, ei〉 = f
n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉+
n∑
i=1

ei(f)〈X, ei〉 = f divX + 〈X, grad f〉 .

Como ei(fg) = gei(f) + fei(g),

grad(fg) =
n∑
i=1

(ei(fg))ei = f

n∑
i=1

(ei(g))ei + g

n∑
i,j=1

(ei(f))ei = f grad g + g grad f .

Logo,

4(fg) = div grad(fg) = div (f grad g + g grad f)

= f div (grad g) + 〈grad f, grad g〉+ g div (grad f) + 〈grad g, grad f〉

= f4g + g4f + 2〈grad f, grad g〉 .

Lema 3.6. Sejam M uma variedade Riemanniana, p ∈ M e {e1, . . . , en} uma base ortonormal de

TpM . Então, para toda f ∈ D(M) ,

4f(p) =
n∑
i=1

d2(f ◦ γi)
dt2

(0) ,

onde γi : (−ε, ε) −→M é a geodésica de M tal que γi(0) = p e γ′i(0) = ei, i = 1, . . . , n .

Demonstração. Seja e1, . . . , en um referencial geodésico em p tal que ei(p) = ei, para todo

i = 1, . . . , n . Então, pelo Lema 3.4, 4f(p) =
n∑
i=1

ei(eif)(p) .

Por outro lado, ei(eif)(p) =
d(eif)(γi(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

e (eif)(γi(t)) =
d(f ◦ γi)

dt
(t) , pois ei(γi(t)) = γ′i(t).

Logo,

4f(p) =
n∑
i=1

d2(f ◦ γi)
dt2

(t)

∣∣∣∣
t=0

.

Proposição 3.7. Sejam M , N variedades Riemannianas e ϕ : M −→ N uma isometria. Então,

para toda f ∈ D(N) ,

4M(f ◦ ϕ) = (4Nf) ◦ ϕ .

Demonstração. Sejam p ∈ M , {e1, . . . , en} uma base ortonormal de TpM , e γi : (−ε, ε) −→ M a

geodésica de M tal que γi(0) = p e γ′i(0) = ei, para todo i = 1, . . . , n .
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Então, {dϕp(e1), . . . , dϕp(en)} é uma base ortonormal de Tϕ(p)N e, pelo Lema 1.14, a curva

λi = ϕ ◦ γi : (−ε, ε) −→ N é uma geodésica de N tal que λi(0) = ϕ(p) e λ′i(0) = dϕp(ei), para todo

i = 1, . . . , n .

Logo, pelo lema acima,

4M(f ◦ ϕ)(p) =
n∑
i=1

d2(f ◦ ϕ ◦ γi)
dt2

(0) =
n∑
i=1

d2(f ◦ λi)
dt2

(0) = (4Nf)(ϕ(p)) .

Teorema 3.8. (Teorema de Stokes) [10]

Seja w uma forma diferencial de classe C1 e grau n numa variedade diferenciável orientada compacta,

com bordo, de dimensão n+ 1, cujo bordo ∂M é munido da orientação induzida. Então,∫
M

dw =

∫
∂M

w .

Definição 3.9. Seja M uma variedade Riemanniana orientada. A forma elemento de volume de M

é a forma diferencial dM de grau n = dimM , definida do seguinte modo:

dM(v1, . . . , vn)(p) = ±
√

det(〈vi, vj〉) = vol.orient.{v1, . . . , vn} , p ∈M ,

onde v1, . . . , vn ∈ TpM são linearmente independentes, e o sinal é + ou − conforme a base

{v1, . . . , vn} pertença à orientação de M ou não.

Definição 3.10. Seja X ∈ X(M) . O produto interior i(X)dM de X por dM é a (n − 1)−forma

diferencial, dada por:

i(X)dM(v2, . . . , vn)(p) = dM(X(p), v2, . . . , vn)(p) ,

para todo p ∈M , e todos v2, . . . , vn ∈ TpM .

Lema 3.11. Seja w uma k−forma diferenciável em uma variedade M , e X1, . . . , Xk+1 ∈ X(M) .

Então,

dw(X1, . . . , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i+1Xiw(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)

+
∑
i<j

(−1)i+1w([Xi, Xj], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j, · · · , Xk+1) ,

onde X̂i significa que Xi não está presente.
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Demonstração. Ver [10], pp 49–50.

Teorema 3.12. Seja M uma variedade Riemanniana orientada. Então, para todo X ∈ X(M) ,

d(i(X)ν) = div (X)ν ,

onde ν = dM é o elemento de volume de M .

Demonstração. Sejam p ∈M e e1, . . . , en um referencial positivo geodésico em p.

Sejam wi as formas locais de grau 1 duais de ei , ou seja, wi(ej) = δij, para todos i, j = 1, . . . , n , e

sejam as formas locais θi de grau (n− 1) dadas por:

θi = w1 ∧ · · · ∧ ŵi ∧ · · ·wn , para todo i = 1, . . . , n .

Então, sendo X =
n∑
i=1

fiei , e Y2, . . . , Yn ∈ X(M) ,

i(X)ν(Y2, . . . , Yn) = ν(X, Y2, . . . , Yn) =
n∑
i=1

fiν(ei, Y2, . . . , Yn)

=
n∑
i=1

fi(w1 ∧ · · · ∧ wn)(ei, Y2, . . . , Yn)

=
n∑
i=1

(−1)i+1fi(w1 ∧ · · · ∧ wn)(Y2, . . . , Yi, ei, Yi+1, . . . , Yn)

=
n∑
i=1

(−1)i+1fi (w1 ∧ · · · ∧ ŵi ∧ · · ·wn) (Y2, . . . , Yn)

=

(
n∑
i=1

(−1)i+1fiθi

)
(Y2, . . . , Yn) ,

pois ν = w1 ∧ · · · ∧ wn , já que o espaço das formas diferenciais de grau n em Mn tem dimensão

igual a 1 (ver [20], Cap. VII). Decorre dáı que:

d(i(X)ν) =
n∑
i=1

(−1)i+1dfi ∧ θi +
n∑
i=1

(−1)i+1fidθi .

Mas dθi(p) = 0, para todo i = 1, . . . , n, pois, pelo Lema 3.11,

dwk(ei, ej)(p) = (eiwk(ej)− ejwk(ei)− wk([ei, ej]))(p) = wk(∇eiej −∇ejei)(p) = 0 , k = 1, . . . , n ,

já que ∇ejei(p) = ∇eiej(p) = 0 .
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Portanto,

d(i(X)ν)(p) =

(
n∑
i=1

(−1)i+1dfi ∧ θi

)
(p) =

(
n∑

i,j=1

(−1)i+1ej(fi)wj ∧ θi

)
(p)

=

(
n∑
i=1

ei(fi)w1 ∧ · · · ∧ wn

)
(p) = divX(p) ν .

No caso em que Mn é uma variedade orientada com bordo ∂M com orientação induzida de

M , e η o campo unitário normal a ∂M tal que {η(p), v1, . . . , vn−1} é uma base positiva de TpM ,

para toda base positiva {v1, . . . , vn−1} de Tp(∂M), temos que:

i(X)ν(p) = 〈X(p), η(p)〉 d(∂M)(p) ,

para todo p ∈ ∂M , pois se {v1, . . . , vn−1} é uma base ortonormal positiva de Tp(∂M),

i(X)ν(p)(v1, . . . , vn−1) = ν(p)(X(p), v1, . . . , vn−1)

= 〈X(p), η(p)〉 ν(p) (η(p), v1, . . . , vn−1)

= 〈X(p), η(p)〉 .

Corolário 3.13. (Teorema da divergência)

Sejam M uma variedade Riemanniana orientada compacta com bordo e X ∈ X(M). Então∫
M

( divX) dM =

∫
∂M

〈X, η〉 d(∂M) .

Corolário 3.14. Seja M uma variedade Riemanniana orientada compacta (sem bordo). Então,∫
M

f4g dM = −
∫
M

〈grad f, grad g〉 dM ,

para todas f, g ∈ D(M) .

Em particular, para todas f, g ∈ D(M),∫
M

f4g dM =

∫
M

g4f dM , (3.1)

e

∫
M

f4f dM = −
∫
M

| grad f |2 dM . (3.2)
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Demonstração. Seja X = f grad g ∈ X(M) . Então, pelo Lema 3.5,

divX = f div (grad g) + 〈grad f, grad g〉 = f4g + 〈grad f, grad g〉 .

Logo, pelo Teorema 3.12,∫
M

(f4g + 〈grad f, grad g〉) dM =

∫
M

divX dM =

∫
M

d(i(X)ν) =

∫
∂M

i(X)ν = 0 .

Assim, o Laplaciano 4 : D(M) −→ D(M) é um operador simétrico, negativo definido com

respeito ao produto interno:

〈 , 〉0 : D(M)×D(M) −→ R ,

dado por 〈f, g〉0 =

∫
M

f g dM , para todas f, g ∈ D(M) .

A topologia de D(M) dada pelo produto interno 〈 , 〉0 é chamada a topologia da convergência

em média quadrática.

Corolário 3.15. Seja M uma variedade Riemanniana orientada, compacta (sem bordo), e seja

f ∈ D(M) . Então 4f = 0 se, e somente se, f é constante.

Definição 3.16. Um número real λ é um valor próprio do Laplaciano de uma variedade Rieman-

niana M quando existe f ∈ D(M), f 6= 0, tal que 4f + λf = 0 . O conjunto dos valores próprios

do Laplaciano é chamado o espectro da variedade M e será denotado por Spec(M) .

Uma função f ∈ D(M) tal que4f+λf = 0, com λ ∈ Spec(M), é dita uma função própria associada

ao valor próprio λ . O subespaço Pλ(M) de D(M) formado pelas funções próprias associadas ao

valor próprio λ é chamado espaço próprio associado a λ . Enfim, o subespaço gerado por todas as

funções próprias é chamado o espaço próprio de M e será denotado por P(M) .

As propriedades do Laplaciano, dadas pelo teorema abaixo, são essenciais para o estudo do

espectro de uma variedade Riemanniana compacta (sem bordo).

Teorema 3.17. ([1], Teorema 4.6 e seção 16)

(1) Spec(M) forma uma seqüência discreta {0 = λ0 < λ1 < λ2 < . . .} que tende para +∞ .

(2) Para todo λ ∈ Spec(M),Pλ(M) é um subespaço de dimensão finita.
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3.1. Gradiente, Divergência e Laplaciano

(3) P(M) é denso em D(M) na topologia da convergência uniforme e, portanto, na topologia da

convergência em média quadrática.

O subespaço Pλi(M) será denotado por Pi(M), para todo i ∈ N, e sua dimensão, mi, chamada

a multiplicidade de λi .

A multiplicidade do valor próprio 0 é sempre 1, pois, pelo Corolário 3.15, P0(M) é o subespaço

das funções constantes em M . Além disso, por (3.1), funções próprias associadas a valores próprios

distintos são ortogonais com respeito ao produto interno 〈 , 〉0 .

Para cada i = 0, 1, 2, . . ., seja βi uma base ortonormal de Pi. Então, pelo Teorema 3.17, o

espaço gerado por β =
∞⋃
i=0

βi é denso em D(M) na topologia da convergência em média quadrática.

Logo, por um resultado de análise funcional ([30], pag. 37), para toda f ∈ D(M),

|f |20 = 〈f, f〉0 =
∞∑
i=0

〈f, ϕi〉20 , (3.3)

onde β = {ϕ0, ϕ1, . . . , ϕk, . . .} , com os ϕi’s ordenados de modo que se ϕi ∈ βk e ϕi+1 ∈ βj, então

k ≤ j.

Seja ϕ ∈ P1(M). Então

∫
M

ϕdM = 0, pois ϕ é ortogonal à função constante 1. Além disso,

como 4ϕ = −λ1ϕ , temos, por (3.2), que

−
∫
M

| gradϕ|2 dM =

∫
M

ϕ4ϕdM = −λ1

∫
M

ϕ2 dM ,

ou seja, λ1 =

∫
M
| gradϕ|2 dM∫
M
ϕ2 dM

.

O lema abaixo permite caracterizar o primeiro valor próprio não-nulo do Laplaciano por meio

dos quocientes

R(f) =

∫
M
| grad f |2 dM∫
M
f2 dM

,

conhecidos como quocientes de Rayleigh-Ritz, onde f ∈ D(M),

∫
M

f dM = 0 e f 6= 0 .
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Se f, g ∈ D(M), usaremos a notação:

〈grad f, grad g〉0 =

∫
M

〈grad f, grad g〉 dM e | grad f |20 =

∫
M

| grad f |2 dM .

Lema 3.18. λ1 = inf

{
R(f) ; f ∈ D(M), f 6= 0,

∫
M

f dM = 0

}
e R(f) = λ1 se, e somente se,

f ∈ P1(M) , f 6= 0 .

Demonstração. Seja f ∈ D(M), f 6= 0,

∫
M

f dM = 0 . Para cada i ≥ 0, seja ai = 〈ϕi, f〉0 . Então,

pelo Corolário 3.14, para todo n ∈ N,

0 ≤

∣∣∣∣∣grad f −
n∑
i=0

ai gradϕi

∣∣∣∣∣
2

0

= | grad f |20 − 2
n∑
i=0

ai〈grad f, gradϕi〉0 +
n∑
i=0

a2
i | gradϕi|20

= | grad f |20 + 2
n∑
i=0

ai〈f,4ϕi〉0 −
n∑
i=0

a2
i 〈ϕi,4ϕi〉0

= | grad f |20 − 2
n∑
i=0

a2
iµi +

n∑
i=0

a2
iµi = | grad f |20 −

n∑
i=0

a2
iµi ,

onde µi é o valor próprio associado a função própria ϕi . Observe, pela maneira em que as funções

ϕi foram escolhidas, 0 = µ0 < µ1 = λ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µk ≤ . . . .

Logo,

| grad f |20 ≥
n∑
i=1

µia
2
i ≥ λ1

n∑
i=1

a2
i , (3.4)

para todo n ∈ N . Então, por (3.3) e porque a0 = 〈ϕ0, f〉0 = 0, temos | grad f |20 ≥ λ1 |f |20 . Como a

igualdade se verifica para f = ϕ1, obtemos:

λ1 = inf

{
R(f) ; f ∈ D(M) , f 6= 0 ,

∫
M

f dM = 0

}
.

Suponhamos agora que R(f) = λ1 , ou seja, | grad f |20 = λ1 |f |20 . Então, por (3.4), ai = 0 para

todo i ∈ N tal que µi 6= λ1 . Logo,∣∣∣∣∣grad f −
m1∑
i=1

ai gradϕi

∣∣∣∣∣
2

0

=

∫
M

∣∣∣∣∣grad f −
m1∑
i=1

ai gradϕi

∣∣∣∣∣
2

dM = 0 ,

onde m1 é a multiplicidade do valor próprio λ1 .
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Assim, f −
m1∑
i=1

aiϕi é constante igual a zero, pois,

∫
M

(
f −

m1∑
i=1

aiϕi

)
dM = 0, ou seja,

f =

m1∑
i=1

aiϕi é uma função própria associada ao valor próprio λ1 .

A proposição abaixo segue imediatamente da proposição 3.7.

Proposição 3.19. SejamM eN variedades Riemannianas compactas isométricas. Então, Spec(M) =

Spec(N) e, para todo valor próprio λ, Pλ(M) = {f ◦ ξ ; f ∈ Pλ(N)}, onde ξ : M −→ N é uma

isometria de M sobre N .

Seja M uma variedade Riemanniana com métrica g, e consideremos a métrica g, conforme à

métrica g, dada por g(X, Y ) = µg(X, Y ) , para todo par X, Y ∈ X(M), onde µ : M −→ R é uma

função diferenciável positiva.

Lema 3.20. Se 4 e 4 são os Laplacianos associados às métricas g e g, respectivamente, então,

4f =
1
µ
4f +

(n− 2)
2µ2

g(grad f, gradµ) ,

para toda f ∈ D(M) .

Demonstração. Seja e1, . . . , en um referencial local ortonormal com respeito à métrica g. Então,

√
µe1, · · · ,

√
µen é um referencial local ortonormal com respeito à métrica g.

Pelo Lema 2.2, para todo par X, Y ∈ X(M) ,

∇XY = ∇XY + S(X, Y ) ,

onde S(X, Y ) =
1
2µ

(X(µ)Y + Y (µ)X − g(X, Y ) gradµ) e gradµ é o gradiente relativo à métrica g .

Além disso, dada f ∈ D(M), o gradiente gradf com respeito a métrica g é igual a
1
µ

grad f , pois

dfp(v) = g(gradf(p), v) = µ(p)g(gradf(p), v) = g(µ(p)gradf(p), v) ,

para todos p ∈M , v ∈ TpM .
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Logo,

4f =
n∑
i=1

g
(
∇eigradf, ei

)
=

n∑
i=1

µg
(
∇ei gradf, ei

)
+

µ

2µ

n∑
i=1

[
g
(
ei(µ)gradf + g

(
gradf, gradµ

)
ei − g

(
ei, gradf

)
gradµ, ei

)]
=

n∑
i=1

µg

(
∇ei

(
grad f
µ

)
, ei

)
+

1
2

n∑
i=1

[
g(gradµ, ei)

g(grad f, ei)
µ

+
1
µ2
g (grad f, gradµ)

− 1
µ
g(grad f, ei) g(gradµ, ei)

]
=

n∑
i=1

−1
µ
g(gradµ, ei)g(grad f, ei) +

n∑
i=1

g(∇ei grad f, ei) +
n

2µ2
g(grad f, gradµ)

=
−1
µ2

n∑
i=1

g(gradµ,
√
µ ei) g(grad f,

√
µ ei) +

1
µ

n∑
i=1

g
(
∇√µ ei grad f,

√
µ ei
)

+
n

2µ2
g(grad f, gradµ)

=

(
n− 2
2µ2

)
g(grad f, gradµ) +

1
µ
4f .

3.2 Espectro da esfera

Seja Sn a n-esfera euclidiana de centro na origem e raio 1 com a métrica induzida de Rn+1 . O

lema abaixo será fundamental para determinarmos os espaços próprios e o espectro de Sn .

Lema 3.21. Seja M uma variedade Riemanniana compacta, e seja {Vi}i∈N uma seqüência de su-

bespaços não-nulos de D(M) que satisfazem as seguintes condições:

(a) Para todo i ∈ N, existe λi ∈ R tal que 4ϕ+ λiϕ = 0 para todo ϕ ∈ Vi .

(b) A soma
∑
i∈N

Vi é densa em D(M) com respeito a topologia da convergência em média quadrática.

Então, o espectro de M é o conjunto dos λi e, para todo i ∈ N, Vi = Pi(M) .

Demonstração. É claro que λi ∈ Spec(M), para todo i ∈ N, pois estamos supondo Vi 6= {0} .
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Seja λ ∈ Spec(M). Suponhamos que λ 6= λi para todo i ∈ N . Seja ϕ ∈ Pλ(M), ϕ 6= 0 . Como∑
i∈N

Vi é denso em D(M) na topologia da convergência em média quadrática, existe uma seqüência

de funções ϕn ∈
∑
i∈N

Vi , tal que ϕn → ϕ. Uma contradição, pois 〈ϕn, ϕ〉0 → 〈ϕ, ϕ〉0, 〈ϕn, ϕ〉0 = 0,

para todo n ∈ N, e ϕ 6= 0 . Logo Spec(M) = {λi ; i ∈ N} e Vi ⊂ Pi(M), para todo i ∈ N .

Suponhamos que Vi 6= Pi(M). Como Pi(M) tem dimensão finita, existe ϕ ∈ Pi(M), ϕ 6= 0, ortogonal

a Vi. Por outro lado, ϕ também é ortogonal a Vj, para todo i 6= j, pois λi 6= λj e Vj ⊂ Pj(M).

Logo, ϕ é ortogonal a Vj para todo j ∈ N, uma contradição, pois
∑
i∈N

Vi é denso em D(M).

Para provarmos a densidade de um subespaço em D(M), vamos precisar do Teorema de Stone-

Weierstrass ([21] p.261).

Lema 3.22. Seja M uma variedade compacta e seja A uma subálgebra de D(M). Se A contém

as constantes e separa pontos, então A é denso em C0(M), e, portanto, em D(M), na topologia da

convergência uniforme.

Denotaremos por 4 e 4 o Laplaciano de Sn e Rn+1, respectivamente.

Lema 3.23. Para toda f ∈ C∞(Rn+1),

4f(x) = 4f̃(x) +
∂2f

∂x2
(x) + n

∂f

∂x
(x) ,

para todo x ∈ Sn, onde f̃ = f |Sn .

Demonstração. Seja x ∈ Sn. Então existem x2, . . . , xn+1 ∈ Rn+1 tais que {x1 = x, x2, . . . , xn+1} é

uma base ortonormal de Rn+1 e, portanto,{x2, . . . , xn+1} é uma base ortonormal de TxS
n.

Para todo i = 2, . . . , n+ 1,

γi(t) = cos tx+ sin txi

é a geodésica de Sn tal que γi(0) = x e γ′i(0) = xi (ver demonstração do Teorema 2.14, afirmação

3).

Como, para todo t ∈ R,

(f ◦ γi)′(t) = − (sen t)
∂f

∂x
(γi(t)) + (cos t)

∂f

∂xi
(γi(t)) ,
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obtemos

d2(f ◦ γi)
dt2

(0) =
−∂f
∂x

(x) +
∂2f

∂x2
i

(x) .

Logo, pelo Lema 3.6,

4f̃(x) =
n+1∑
i=2

d2(f ◦ γi)
dt2

(0) = −n∂f
∂x

(x) +
n+1∑
i=2

∂2f

∂x2
i

(x) . (3.5)

Por outro lado, λi(t) = x + txi, i = 1, . . . , n + 1, são as geodésicas de Rn+1 tais que λi(0) = x e

λ′i(0) = xi. Logo, pelo Lema 3.6,

4f(x) =
n+1∑
i=1

d2(f ◦ λi)
dt2

(0) =
n+1∑
i=1

∂2f

∂x2
i

(x) .

Portanto, por (3.5),

4f(x) =
n+1∑
i=2

∂2f

∂x2
i

(x) +
∂2f

∂x2
(x) = 4f̃(x) +

∂2f

∂x2
(x) + n

∂f

∂x
(x) .

Seja H um polinômio homogêneo de grau k, k ≥ 0, e H̃ = H|Sn . Como H(tx) = tkH̃(x)

para todo t ∈ R, e todo x ∈ Sn,
∂H

∂x
(tx) = ktk−1H̃(x), e, portanto,

∂H

∂x
(x) = kH̃(x) e

∂2H

∂x2
(x) = k(k − 1)H̃(x) , para todo x ∈ Sn.

Logo, pelo Lema 3.23, para todo x ∈ Sn,

4H̃(x) = 4H(x)− k(k − 1)H̃(x)− nkH̃(x) = 4H(x)− k(n+ k − 1)H̃(x) . (3.6)

Se, além disso, H é harmônico em Rn+1, ou seja, 4H = 0, temos

4H̃ = −k(n+ k − 1)H̃ .

Portanto, H̃ é uma função própria relativa ao valor próprio k(n+ k − 1), para todo k ∈ N .

Seja Hk o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau k harmônicos em Rn+1, e seja

H̃k = {H|Sn ;H ∈ Hk} . Então H̃k está contido no espaço próprio do Laplaciano de Sn associado ao

valor próprio λk = k(n + k − 1) . Na realidade, como mostraremos a seguir, H̃k é o espaço próprio

associado ao valor próprio λk e Spec(Sn) = {λk; k ≥ 0} .

Seja Pk o espaço vetorial de todos os polinômios homogêneos de grau k em Rn+1, provido do

produto interno 〈 , 〉1 dado por:
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〈P,Q〉1 =

∫
Sn
P̃ Q̃ ν ,

para todo P,Q ∈ Pk, onde P̃ = P |Sn , Q̃ = Q|Sn e ν é o elemento de volume de Sn.

Como P e Q são polinômios homogêneos, é fácil verificar que 〈 , 〉1 realmente satisfaz as

condições para ser um produto interno em Pk, para todo k ≥ 0 .

Lema 3.24. Para todo k ≥ 0,

P2k = H2k ⊕ r2H2k−2 ⊕ · · · ⊕ r2kH0 ,

P2k+1 = H2k+1 ⊕ r2H2k−1 ⊕ · · · ⊕ r2kH1 ,

e os subespaços da decomposição são dois a dois ortogonais, onde r(x) =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n+1, para

todo x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 .

Demonstração. Para k = 0,P0 = H0 e P1 = H1, pois P0 é formado pelas funções constantes e P1

é o conjunto dos funcionais lineares de Rn+1 .

Suponhamos o resultado válido para todo 0 ≤ l ≤ k, l ı́mpar, caso k seja ı́mpar, e l par, se k é par.

Então, Pk = Hk ⊕ r2Pk−2 .

Para provarmos que a decomposição vale para k+ 2, basta mostrarmos que Pk+2 = Hk+2⊕ r2Pk, e

que Hk+2, r2Pk são ortogonais com respeito ao produto interno 〈 , 〉1, o que equivale a provar que

H̃k+2 e P̃k são ortogonais com respeito ao produto interno 〈 , 〉0 .

Como H̃k+2 está contido no espaço próprio de Sn associado ao valor próprio λk+2 = (k+2)(n+k+1)

e P̃k está contido, pela hipótese de indução, na soma dos espaços próprios correspondentes a valores

próprios distintos de λk+2, H̃k+2 e P̃k são ortogonais, pois espaços próprios relativos a valores

próprios distintos são ortogonais.

Além disso, Hk+2 + r2Pk ⊂ Pk+2. Logo, para concluirmos a demonstração do lema, é suficiente

mostrar que se P é um elemento de Pk+2 ortogonal a r2Pk, então P é harmônico em Rn+1 , ou seja,

4P = 0 .

Como 4P ∈ Pk, temos, pela hipótese de indução, que 4P = 0 se, e somente se, 4P é ortogonal a

r2lHk−2l, para todo 0 ≤ 2l ≤ k. Ou seja, 4P = 0 se, e somente se, 4̃P é ortogonal a H̃k−2l, para

todo 0 ≤ 2l ≤ k .
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Seja P um elemento de Pk+2 ortogonal a r2Pk (i.e., P̃ é ortogonal a P̃k) e seja H ∈ r2lHk−2l,

0 ≤ 2l ≤ k .

Então, como

4P̃H = (4P̃ )H̃ + 2〈grad P̃ , grad H̃〉+ P̃4H̃
e

4H̃ = −(k − 2l)(n+ k − 2l − 1)H̃ ,

temos que:

0 =

∫
Sn
4(P̃H) ν =

∫
Sn

(4P̃ )H̃ ν + 2

∫
Sn
〈grad P̃ , grad H̃〉 ν −

∫
Sn

(k − 2l)(n+ k − 2l − 1)H̃P̃ ν

=

∫
Sn

(4P̃ )H̃ ν + 2

∫
Sn
〈grad P̃ , grad H̃〉 ν , (3.7)

pois H̃ e P̃ são ortogonais.

Mas, por (3.6), 4P̃ = 4̃P − (k + 2)(n+ k + 1)P̃ . Logo,∫
Sn

(4P̃ )H̃ ν =

∫
Sn

(4̃P )H̃ ν − (k + 2)(n+ k + 1)

∫
Sn
P̃ H̃d(Sn) =

∫
Sn

(4̃P ) H̃ ν .

Assim, por (3.7) e pelo Corolário 3.14,∫
Sn

(4̃P )H̃ ν = −2

∫
Sn
〈grad P̃ , grad H̃〉 ν = 2

∫
Sn

(4H̃)P̃ ν = −2(k−2l)(n+k−2l−1)

∫
Sn
H̃P̃ ν = 0 ,

o que conclui a demonstração.

Teorema 3.25. O espectro de Sn é o conjunto formado pelos números λk = k(n+ k − 1), k ≥ 0, e

o espaço próprio associado a λk é H̃k, para todo k ≥ 0 .

Demonstração. Como
∑
k≥0

P̃k é uma subálgebra de D(Sn) que contém as constantes e separa pon-

tos, temos, pelo Teorema de Stone-Weierstrass, que
∑
k≥0

P̃k é denso em D(Sn) na topologia da

convergência uniforme e, portanto, na topologia da convergência em média quadrática.

Por outro lado, pelo Lema 3.24, para todo k ≥ 0, P̃k é uma soma de subespaços H̃`, para certos

` ≤ k . Logo
∑
`≥0

H̃` =
∑
k≥0

P̃k e, portanto,
∑
`≥0

H̃` é denso em D(Sn) na topologia da convergência

em média quadrática. Assim, pelo Lema 3.21, Spec(Sn) = {k(n+ k − 1) ; k ≥ 0} e H̃k = Pk(Sn)

para todo k ≥ 0 .
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3.2. Espectro da esfera

Corolário 3.26. Seja Snr (0) a esfera euclidiana de centro na origem e raio r com a métrica induzida

de Rn+1. Então,

Spec(Snr (0)) =

{
k(n+ k − 1)

r2
; k ≥ 0

}
.

Demonstração. Se considerarmos Snr (0) com a métrica 〈〈 , 〉〉 =
1
r2
〈 , 〉 , conforme à métrica eucli-

diana usual 〈 , 〉, temos , pelo Lema 3.20, que 4 = r24, onde 4 e 4 são os Laplacianos de Snr (0)

com respeito às métricas 〈〈 , 〉〉 e 〈 , 〉, respectivamente.

Por outro lado, como a aplicação φ : (Snr (0), 〈〈 , 〉〉) −→ (Sn1 (0), 〈 , 〉), dada por φ(p) =
p

r
, p ∈

Snr (0), é uma isometria, temos, pela proposição 3.19, que Spec(Snr (0), 〈〈 , 〉〉) = Spec(Sn1 (0), 〈 , 〉) e

Pλ(Snr (0), 〈〈 , 〉〉) = {f ◦ φ ; f ∈ Pλ(Sn1 (0), 〈 , 〉)} , para todo λ ∈ Spec(Sn1 (0), 〈 , 〉) .

Assim, como 4 =
1
r2
4, segue do Teorema 3.25, que Spec(Snr (0), 〈 , 〉) =

{
k(n+ k − 1)

r2
; k ≥ 0

}
e

Pk(Snr (0), 〈 , 〉) é o conjunto dos polinômios homogêneos em Rn+1 restritos a esfera Snr (0) .

As demonstrações feitas nesta seção foram retiradas do livro [7], caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo 4

Estabilidade de Hipersuperf́ıcies de

curvatura média constante

4.1 Problema variacional das hipersuperf́ıcies com curva-

tura média constante

Seja M
n+1

uma variedade Riemanniana orientada e x : Mn → M
n+1

uma imersão de uma

variedade diferenciável, orientável, conexa, compacta com bordo ∂M , possivelmente vazio, em

M
n+1

. Seja N um campo diferenciável unitário normal a M . Dizemos que e1, . . . , en, en+1 = N

é um referencial ortonormal adaptado numa vizinhança x(U) ⊂ M de x(p), p ∈ M , quando

{e1(q), . . . , en(q), en+1(q)} é uma base ortonormal positiva de TqM , para todo q ∈ x(U), e e1, . . . , en

são tangentes a x(M).

Seja Ω(M) o conjunto de todas as imersões x : Mn → M
n+1

. É posśıvel dar a Ω(M) uma

estrutura de variedade diferenciável de dimensão infinita. Aqui nos limitaremos a indicar o signifi-

cado geométrico do ”espaço tangente” a Ω(M) num ”ponto” x, que é o aspecto de sua estrutura de

variedade que realmente utilizaremos.

Um ”vetor tangente” num ponto x ∈ Ω(M) é obtido, em analogia com o caso de dimensão

finita, tomando uma curva diferenciável α : (−ε, ε)→ Ω(M), com α(0) = x. Associada a α, temos
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4.1. Problema variacional das hipersuperf́ıcies com curvatura média constante

a aplicação diferenciável β : (−ε, ε)×M →M dada por β(t, p) = α(t)(p). Obtemos E ∈ Tx(Ω(M)),

fazendo E = α′(0), isto é, E(p) =
∂β

∂t
(t, p)

∣∣∣∣
t=0

. Assim, um elemento E ∈ Tx(Ω(M)) é uma aplicação

de M em TM , onde E(p) ∈ Tx(p)M para todo p ∈M . Ou seja, E é um campo vetorial ao longo da

imersão x.

Uma variação de uma imersão x é uma famı́lia a um parâmetro de imersões {xt}, t ∈ (−ε, ε),

tal que a aplicação X : (−ε, ε) × M → M , dada por X(t, p) = xt(p), é de classe C∞, x0 = x,

xt : M → M é uma imersão e xt |∂M= x |∂M , para todo t ∈ (−ε, ε). Vemos, então, que uma

variação de x define uma curva t → xt em Ω(M) que passa, em t = 0, pelo ponto x, cujo ”vetor

tangente”, em t = 0, é o campo variacional associado a variação {xt} de x dado por:

E(p) =
∂X

∂t
(t, p)

∣∣∣∣
t=0

= dX(0,p) (1, 0) ,

onde (1, 0) é o campo vetorial canônico ao longo de (−ε, ε) no produto (−ε, ε) ×M . Observe que

E(p) = 0 para todo p ∈ ∂M .

Sejam A : (−ε, ε) → R, V : (−ε, ε) → R as funções área e volume da variação {xt} definidas

por:

A(t) =

∫
M

dMt, e V (t) =

∫
[0,t]×M

X∗ dM ,

onde dMt é o elemento de volume de M na métrica induzida por xt e

X∗dM(t, x)((0, v1), . . . , (0, vn), (1, 0)) = dM(X(t, p))

(
dxt(v1), . . . , dxt(vn),

∂X

∂t
(t, p)

)
,

para toda n−lista de vetores v1, . . . , vn ∈ TpM .

A definição de volume da variação {xt} dada acima é inspirada quando M = Rn+1 e M é com-

pacta (sem bordo) e mergulhada em Rn+1, pois, neste caso, pode-se provar que
1

n+ 1

∫
M

〈x,N〉 dM

é o volume da região limitada por M em Rn+1 e∫
[0,t]×M

X∗ dM =
1

n+ 1

∫
M

〈xt, Nt〉 dMt −
1

n+ 1

∫
M

〈x,N〉 dM ,

onde Nt é o campo vetorial unitário normal à imersão xt (ver [20], pag. 492).
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Caṕıtulo 4. Estabilidade de Hipersuperf́ıcies de curvatura média constante

Lema 4.1. Seja A(t) = (ai,j)(t), t ∈ (−ε, ε), uma famı́lia diferenciável de matrizes n × n tal que

A(0) = Id. Então,

d

dt
detA(t)

∣∣∣∣
t=0

= tr(A′(0)).

Demonstração. Para cada t ∈ (−ε, ε), sejam A1(t), · · · , An(t) os vetores colunas da matriz A(t), e

seja {e1, . . . , en} a base canônica de Rn. Como o determinante det : Rn × · · · × Rn −→ R é uma

aplicação n-linear alternada e det(e1, . . . , en) = 1, temos que:

d

dt
det(A(t))

∣∣∣∣
t=0

=
n∑
k=1

det(A1(t), . . . , A′k, . . . , An(t))|t=0

=
n∑
k=1

det(e1, . . . , A
′
k(0), . . . , en)

=
n∑
k=1

a′kk(0) = tr(A′(0)) .

Teorema 4.2. (Fórmula da Primeira Variação da Área)

dA

dt
(0) = −

∫
M

nHf dM ,

onde H é a curvatura média da imersão x e f = 〈E,N〉.

Demonstração. Ver o apêndice B.

Proposição 4.3.
dV

dt
(0) =

∫
M

f dM

Demonstração. Sejam p ∈ M e e1, . . . , en, en+1 = N um referencial ortonormal positivo adaptado

em torno de x(p). Então,

X∗(dM) = a(t, p) dM ∧ dt ,

onde

a(t, p) = X∗(dM) ((0, e1), . . . , (0, en), (1, 0))

= dM

(
dxt(e1), . . . , dxt(en),

∂X

∂t

)
= vol

(
dxt(e1), . . . , dxt(en),

∂X

∂t

)
=

〈
∂X

∂t
, Nt

〉 √
det(〈dxt(ei), dxt(ej)〉) .
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4.1. Problema variacional das hipersuperf́ıcies com curvatura média constante

e Nt é campo vetorial unitário normal à imersão xt. Logo,

dV

dt
(0) =

d

dt

(∫
[0,t]×M

a(t, p) dM ∧ dt
)∣∣∣∣

t=0

=

∫
M

a(0, p) dM =

∫
M

〈
∂X

∂t
(0), N

〉
dM =

∫
M

f dM .

Definição 4.4. Dizemos que uma variação de x preserva volume quando V (t) = V (0) para todo t,

e que é normal quando o seu campo variacional E é paralelo a N .

Lema 4.5. Dada f ∈ D(M), com f |∂M = 0 e

∫
M

f dM = 0, existe uma variação de x normal que

preserva volume, cujo campo variacional é fN .

Demonstração. Considere a variação X : (−ε, ε)×M −→M dada por:

X(t, p) = expx(p)(ϕ(t, p)N(p)) ,

onde ϕ : (−ε, ε)×M −→ R é uma função diferenciável tal que ϕ(0, p) = 0 para todo p ∈M .

Então X é uma variação normal de x, cujo campo variacional é

E(p) =
∂X

∂t
(0, p) = d(expx(p))0

((
∂ϕ

∂t

)
(0, p)N(p)

)
=
∂ϕ

∂t
(0, p)N(p) ,

para todo p ∈M .

Vamos mostrar que podemos escolher a função ϕ de modo que a variação X satisfaça as condições

do lema.

Como X = e ◦ ψ, onde ψ : (−ε, ε) ×M −→ R ×M é a aplicação dada por ψ(t, p) = (ϕ(t, p), p), e

e : R×M −→M é a aplicação e(u, p) = expx(p)(uN(p)), temos que:

dX(t,p)(1, 0) = deψ(t,p)

(
∂ϕ

∂t
(t, p), 0

)
=
∂ϕ

∂t
(t, p) deψ(t,p)(1, 0) ,

e

dX(t,p)(0, ei(p)) = deψ(t,p)(dϕ(t,p)(0, ei(p)), ei(p)) = dϕ(t,p)(0, ei(p))deψ(t,p)(1, 0) + deψ(t,p)(0, ei(p)) ,

para todo i = 1, . . . , n, onde e1, . . . , en, en+1 = N é um referencial adaptado ortonormal.
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Caṕıtulo 4. Estabilidade de Hipersuperf́ıcies de curvatura média constante

Logo X∗(dM) = a(t, p)dM ∧ dt, onde

a(t, p) = X∗(dM)((0, e1(p)), · · · , (0, en(p)), (1, 0))

= dM(dX(t,p)(0, e1(p)), . . . , dX(t,p)(0, en(p)), dX(t,p)(1, 0))

=
∂ϕ

∂t
(t, p)dM(deψ(t,p)(0, e1(p)), · · · , deψ(t,p)(0, en(p)), deψ(t,p)(1, 0))

=
∂ϕ

∂t
(t, p) det(de(ϕ(t,p),p)) .

Portanto,

V (t) =

∫
M

(∫ t

0

∂ϕ

∂t
(t, p)W (ϕ(t, p), p)dt

)
dM , (4.1)

onde W (u, p) = det(de(u,p)) .

Seja ϕ : (−ε, ε)×M −→ R a solução da equação diferencial a um parâmetro,

∂ϕ

∂t
(t, p) =

f(p)

W (ϕ(t, p), p)
, (4.2)

com condição inicial ϕ(0, p) = 0 para todo p ∈M .

Como, por hipótese,

∫
M

f(p) dM = 0, temos, por (4.1), que V (t) = 0 para todo t ∈ (−ε, ε), ou seja,

X é uma variação que preserva volume.

Além disso, W (0, p) = det(e1(p), . . . , en(p), N(p)) = 1. Conseqüentemente,
∂ϕ

∂t
(0, p) = f(p) e,

portanto, E(p) = f(p)N(p) para todo p ∈M .

Observe também que ϕ(t, p) = 0 para todo t ∈ (−ε, ε) e todo p ∈ ∂M , pois, ϕ(0, p) = 0 e, por (4.2),

∂ϕ

∂t
(t, p) = 0 para todo p ∈ ∂M e todo t ∈ (−ε, ε), já que f |∂M = 0. Logo X(t, p) = x(p) para todo

p ∈ ∂M . Ou seja, X é realmente uma variação de x.

Dada uma variação X de uma imersão x : Mn −→ M
n+1

, seja H0 = A−1

∫
M

H dM , onde

A = A(0), e defina J : (−ε, ε) −→ R por J(t) = A(t) + nH0V (t).

Proposição 4.6. Seja x : Mn −→M
n+1

uma imersão. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) x tem curvatura média constante H0;

(ii) Para toda variação preservando volume, A′(0) = 0;

(iii) Para toda variação, J ′(0) = 0.
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4.1. Problema variacional das hipersuperf́ıcies com curvatura média constante

Demonstração. Observe, primeiro, que se H é constante, então H = H0.

Com efeito, se H é constante, então

H0 = A−1

∫
M

H dM = HA−1

∫
M

dM = HA−1A = H .

(i) =⇒ (iii): Como J ′(0) = A′(0) + nH0V
′(0), temos, pelo teorema 4.2 e pela proposição 4.3:

J ′(0) = −
∫
M

nH0f dM + nH0

∫
M

f dM = 0 .

(iii) =⇒ (ii): Por hipótese, para toda variação, J ′(0) = 0 . Em particular, J ′(0) = 0 para toda

variação que preserva volume. Como V ′(0) = 0 para tais variações,

A′(0) = A′(0) + nH0V
′(0) = J ′(0) = 0 .

(ii) =⇒ (i): Suponhamos que existe p ∈ M tal que (H −H0)(p) 6= 0. Sem perda de generalidade,

podemos admitir que (H −H0)(p) > 0.

Sejam M+ = { q ∈M ; (H −H0)(q) > 0 } , e M− = { q ∈M ; (H −H0)(q) < 0 } .

Como M+ 6= ∅, M− 6= ∅, pois, caso contrário, teŕıamos (H − H0)(q) ≥ 0 para todo q ∈ M , e

portanto,

∫
M

(H −H0) dM > 0, o que contraria o fato de que

∫
M

(H −H0) dM = 0.

Sejam U um aberto limitado, tal que U ⊂ M+, e uma função ϕ : M −→ R de classe C∞ com

suporte compacto contido em M+ tal que 0 ≤ ϕ(q) ≤ 1 , para todo q ∈ M , e ϕ(q) = 1, se q ∈ U

(ver [20], pag. 433). Assim,

L =

∫
M

ϕ(H −H0) dM > 0 .

De maneira análoga , existem um aberto limitado V , tal que V ⊂ M−, e uma função ξ : M −→ R

de classe C∞ com suporte compacto contido em M− tal que 0 ≤ ξ(q) ≤ 1 para todo q ∈ M , e

ξ(q) = 1 se q ∈ V . Logo,

S =

∫
M

ξ(H −H0) dM < 0 .

Tomando ψ = −L
S
ξ, obtemos que

∫
M

(ϕ+ ψ)(H −H0) dM = 0 .
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Caṕıtulo 4. Estabilidade de Hipersuperf́ıcies de curvatura média constante

Seja f = (ϕ + ψ)(H − H0). Então, f |∂M = 0 e

∫
M

f dM = 0 . Logo, pelo lema 4.5, existe

uma variação normal preservando volume, cujo campo variacional é fN . Como, por hipótese,

A′(0) = −
∫
M

nHf dM = 0 para tal variação, chegamos a uma contradição, pois

0 =

∫
M

f(H −H0) dM =

∫
M

(ϕ+ ψ)(H −H0)2 dM > 0 .

Assim, H = H0 em M .

A proposição acima nos mostra que, no que diz respeito à primeira variação, os problemas

variacionais descritos em (ii) e (iii) são equivalentes e os pontos cŕıticos de ambos são as hipersu-

perf́ıcies com curvatura média constante. Porém, quando se trata do estudo da segunda variação de

tais pontos cŕıticos, a equivalência acima já não é verdadeira, fato abordado na literatura clássica

do Cálculo Variacional (Bolza, pp 472-473).

Observe que as hipersuperf́ıcies mı́nimas (H0 = 0) estão inclúıdas entre os pontos cŕıticos das

variações que preservam volume, o que é natural, já que elas são os pontos cŕıticos da função área

para toda variação.

Para calcular a segunda variação de J , observemos que:

dJ

dt
(t) =

dA

dt
(t) + nH0

dV

dt
(t) =

∫
M

(−nHt + nH0)ft dM ,

onde Ht é a curvatura média da imersão xt, ft =

〈
∂X

∂t
, Nt

〉
e Nt é o campo vetorial unitário normal

a xt. Logo,

J ′′(0) = −
∫
M

n

(
∂Ht

∂t

)
(0)f dM .

Teorema 4.7. (Fórmula da Segunda Variação)

Seja x : Mn −→ M
n+1

uma imersão com curvatura média constante H e seja X uma variação de

x. Então J ′′(0) depende somente de f e é dada por:

J ′′(0)f =

∫
M

(−f4f − (R + ‖B‖2)f 2) dM ,

onde 4 é o Laplaciano de M na métrica induzida, ‖B‖ é a norma da segunda forma fundamental

de x, R = nRicc(N) e Ricc(N) é a curvatura de Ricci de M na direção N .
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4.1. Problema variacional das hipersuperf́ıcies com curvatura média constante

Demonstração. Ver o apêndice B.

Definição 4.8. Sejam Mn uma variedade Riemanniana compacta com ou sem bordo e

x : Mn −→M
n+1

uma imersão com curvatura média constante. A imersão x é estável se A′′(0) ≥ 0

para toda variação de x que preserva volume. Se M é não-compacta, dizemos que x é estável quando

x|M̃ é estável para toda subvariedade compacta com bordo M̃ ⊂M . No apêndice C, daremos uma

definição equivalente de estabilidade.

Seja F o conjunto das funções diferenciáveis f : M −→ R, com f |∂M= 0 e

∫
M

f dM = 0 .

Proposição 4.9. x : Mn →M
n+1

é estável se, e somente se, J ′′(0)f ≥ 0 para toda f ∈ F.

Demonstração. Suponhamos que J ′′(0)(f) ≥ 0 para toda f ∈ F. Seja xt : Mn −→ M
n+1

uma

variação de x que preserva volume e seja EN = fN a componente normal do campo variacional E

de xt. Como E|∂M = 0, temos que f |∂M = 0 e, pela proposição 4.3,∫
M

f dM = V ′(0) = 0 .

Logo f ∈ F. Além disso, como xt é uma variação que preserva volume,

J ′′(0)(f) = A′′(0) + nH0V
′′(0) = A′′(0) .

Então, por hipótese, A′′(0) = J ′′(0)(f) ≥ 0.

Suponhamos agora que A′′(0) ≥ 0 para toda variação de x que preserva volume. Seja f ∈ F. Então,

pelo lema 4.5, existe uma variação de x normal que preserva volume, cujo o campo variacional é

E = fN . Logo V ′′(0) = 0 e, por hipótese, J ′′(0)(f) = A′′(0) ≥ 0.

Seja a aplicação bilinear I : F× F→ R dada por:

I(f, g) =

∫
M

g
(
−4f −

(
R + ‖B‖2

)
f
)
dM .

Observe que I é simétrica, pois, pelo Corolário 3.14,

∫
M

g4f dM =

∫
M

f4g dM .

O ı́ndice da forma quadrática associada a I é a dimensão do maior subespaço V de F onde I

é negativa definida, i.e., I(f, f) < 0 para toda f ∈ V − {0}. Como veremos, tal ı́ndice, chamado

ı́ndice de Morse, é finito.
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Caṕıtulo 4. Estabilidade de Hipersuperf́ıcies de curvatura média constante

De forma análoga ao caso de superf́ıcies mı́nimas, existe a noção de campo de Jacobi para

hipersuperf́ıcies com curvatura média constante.

Definição 4.10. Um campo vetorial V = fN , f ∈ F, normal a uma imersão x : Mn →M
n+1

com

curvatura média constante é um campo de Jacobi se f ∈ ker(I), isto é, I(f, g) = 0 para toda g ∈ F.

Um tipo particular de campo de Jacobi é obtido por meio dos campos de Killing em M (ver

o apêndice D).

Proposição 4.11. Seja f ∈ F. Então fN é um campo de Jacobi se, e somente se,

4f + (R + ‖B‖2)f = const. (4.3)

Demonstração. Se f ∈ F e 4f + (R + ‖B‖2)f = m0, m0 ∈ R, então

I(f, g) =

∫
M

−g
(
4f + (R + ‖B‖2)f

)
dM = −m0

∫
M

g dM = 0 ,

para toda g ∈ F, pois
∫
M
g dM = 0. Logo, f ∈ ker(I).

Reciprocamente, seja F0 = A−1

∫
M

F dM , onde A =

∫
M

dM e F = 4f + (R + ‖B‖2)f . Então,

como f ∈ ker(I),

∫
M

g(F −F0) dM = 0 para toda g ∈ F. Logo, por um argumento similar ao usado

na proposição (4.6), F = F0 .

Seja {gs}0≤s<1 uma famı́lia a um parâmetro de difeomorfismos de M em Ms, onde Ms ⊂M ,tal

que g0 =identidade e a aplicação (s, p) 7→ gs(p) é de classe C∞. Dizemos que {gs}0≤s<1 é uma

contração de M se:

(1) Mt ⊆Ms e int (Ms −Mt) 6= ∅ , se t > s;

(2) lim
s→1

área (Ms) = 0.

Seja Fs, 0 ≤ s < 1, o espaço das funções f ∈ C∞(Ms) tais que f |∂Ms= 0 e

∫
Ms

f dMs = 0.

Dizemos que o bordo ∂Ms, s ∈ [0, 1), é conjugado se a aplicação bilinear Is : Fs × Fs −→ R

tem núcleo não trivial, isto é, se existe f ∈ Fs, f 6= 0, tal que Is(f, g) = 0 para toda g ∈ Fs. A

multiplicidade do bordo conjugado ∂Ms é a dimensão do núcleo da forma Is.
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4.2. Demonstração do teorema A

Teorema 4.12. (Teorema do Índice de Morse para hipersuperf́ıcies com curvatura média constante)

Seja x : Mn → M
n+1

uma imersão com curvatura média constante e {gs}0≤s<1 uma contração de

M . Então existe apenas um número finito de bordos conjugados ∂Msi , 0 ≤ si < 1, e o ı́ndice de I é

finito e igual ao número de bordos conjugados ∂Ms, 0 < s < 1, contados com suas multiplicidades.

Demonstração. Ver [15].

Como aplicação do teorema do ı́ndice de Morse, provaremos que os cilindros de revolução em

R3 são superf́ıcies não-compactas com curvatura média constante que não são estáveis.

Seja

S1 × R =
{

(x, y, t) ∈ R3 ; x2 + y2 = r2
}
,

o cilindro circular reto de raio r. Então S1×R é uma superf́ıcie de R3 com curvatura média constante

1
2r

e ‖B‖2 =
1
r2
. Considere a função f : S1×R −→ R dada por f(x, y, z) = sen

t

r
. É fácil verificar,

usando a expressão do Laplaciano em coordenadas locais, que f é uma solução da equação de Jacobi

4f +
1
r2
f = 0 .

Seja D o domı́nio de S1×R limitado pelos ćırculos t = 0 e t = 2πr . Então J = fN é um campo de

Jacobi em D, pois f |∂D = 0 e
∫
D
f = 0, onde N é um campo unitário normal a S1 ×R . Logo, pelo

teorema do ı́ndice de Morse, todo domı́nio do cilindro que contém D tem, no mı́nimo, ı́ndice um, e,

portanto, não é estável. Assim, S1 × R não é estável.

4.2 Demonstração do teorema A

Para provarmos uma das implicações do teorema A, precisaremos do seguinte lema.

Lema 4.13. Seja x : Mn −→ M
n+1

uma imersão com curvatura média H. Então ‖B‖2 ≥ nH2, e

a igualdade ocorre em um ponto p ∈M se, e somente se, p é umb́ılico.

Demonstração. Sejam k1, . . . , kn as curvaturas principais da imersão x : M −→ Rn+1 em p ∈M .

79
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Então, ‖B‖2 =
n∑
i=1

k2
i e

‖B‖2 − n2H2 =
n∑
i=1

k2
i −

(
n∑
j=1

kj

)2

=
n∑
i=1

k2
i −

(
2

n∑
i<j=1

kikj +
n∑
k=1

k2
i

)
= −2

n∑
i<j=1

kikj . (4.4)

Mostraremos, por indução, que para todo n ≥ 2:

n∑
i<j=1

(k2
i + k2

j ) = (n− 1)
n∑
i=1

k2
i .

Para n = 2,
2∑

i<j=1

(k2
i + k2

j ) = k2
1 + k2

2 = (2− 1)
2∑
i=1

k2
i .

Suponhamos o resultado válido para n. Então,

n∑
i<j=1

(
k2
i + k2

j

)
=

n+1∑
j=1

j−1∑
i=1

(k2
i + k2

j )

=
n∑
i=1

(k2
i + k2

n+1) +
n∑
j=1

j−1∑
i=1

(k2
i + k2

j )

=
n∑
i=1

k2
i + nk2

n+1 + (n− 1)
n∑
i=1

k2
i

= n
n∑
i=1

k2
i + nk2

n+1 = n
n+1∑
i=1

k2
i .

Logo, por (4.4),

n∑
i<j=1

(ki − kj)2 =
n∑

i<j=1

(k2
i − 2kikj + k2

j )

=
n∑

i<j=1

(k2
i + k2

j )− 2
n∑

i<j=1

kikj

= (n− 1)
n∑
i=1

k2
i − 2

n∑
i<j=1

kikj

= (n− 1)
n∑
i=1

k2
i + ‖B‖2 − n2H2

= (n− 1)‖B‖2 + ‖B‖2 − n2H2

= n(‖B‖2 − nH2) .
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Assim, ‖B‖2 − nH2 ≥ 0 , e (‖B‖2 − nH2)(p) = 0 se, e somente se, k1(p) = · · · = kn(p) , ou

seja, ‖B‖2 = n2H2 em p se, e somente se, p é um ponto umb́ılico.

Lema 4.14. As esferas geodésicas Sn ⊆M
n+1

(c) são estáveis.

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que c = 0, c = 1 ou c = −1. Pelas

Proposições 2.13 e 2.15 e pelo Teorema 2.18, as esferas geodésicas são hipersuperf́ıcies compactas

umb́ılicas de M
n+1

(c) com curvatura média constante H. Logo, pelo lema 4.13, ‖B‖2 = nH2. Além

disso, λ = R + ‖B‖2 = n(c+H2), pois Ricc(N) = c.

Por outro lado, pela equação de Gauss (Teorema 1.30), Sn tem curvatura seccional constante c+H2.

Sendo Sn uma variedade completa, simplesmente conexa, com curvatura seccional constante c+H2 >

0, Sn é isométrica a esfera euclidiana n−dimensional de centro na origem e raio
1√

c+H2
. Assim,

pela proposição 3.19 e pelo corolário 3.26, o primeiro autovalor não-nulo de Sn é λ1 = n(c+H2) = λ .

Logo, pelo Corolário 3.14 e pelo Lema 3.18,

J ′′(0)f =

∫
M

(−f4f − λf 2) dM ≥ (λ1 − λ)

∫
M

f 2 dM = 0 ,

para toda f ∈ F.

Portanto, as esferas geodésicas são estáveis.

Observação 4.15. Para hipersuperf́ıcies mı́nimas compactas, com bordo ou sem bordo, pode-se

provar, usando argumentos similares aos da proposição (4.6), que uma imersão x : Mn −→ M
n+1

tem curvatura média H = 0 se, e somente se, A′(0) = 0 para toda variação de x. Dizemos, nesse

caso, que x é estável se A′′(0) ≥ 0 para toda variação de x, ou, de modo equivalente, J ′′(0)(f) ≥ 0,

para toda função f de classe C∞ tal que f |∂M = 0.

Assim, quando c > 0, o equador Sn(c) ⊂ Sn+1(c) é uma hipersuperf́ıcie mı́nima de Sn+1(c) e, como

tal, não é estável, pois, para f = 1,

J ′′(0)(f) =

∫
M

−f4f − (‖B‖2 +R)f 2 dM = −n c vol(M) < 0 .

Mas, como hipersuperf́ıcie de curvatura média constante, isto é, considerando apenas variações que

preservam o volume, Sn(c) é estável pelo lema 4.14.
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De modo análogo, podemos verificar que nenhuma esfera geodésica Sn ⊂M
n+1

(c) é estável, quando

consideramos todas as variações, e não apenas aquelas que preservam volume, pois, para f ≡ 1,

J ′′(0)(f) = −n (c+H2) vol(M) < 0 ,

já que as esferas geodésicas de M
n+1

(c) têm curvatura seccional c+H2 positiva.

Seja M
n+1

(c) uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa, com curvatura

seccional constante c. Consideraremos M
n+1

(c) = Rn+1, no caso c = 0, e

M
n+1

(c) = Sn+1
1√
c

(0) =
{
y ∈ Rn+2 ; 〈y, y〉 =

1
c

}
,

no caso c > 0, onde 〈 , 〉 é a métrica Riemanniana canônica de Rn+2 .

Para c < 0, vamos tomar M
n+1

(c) como sendo o modelo de Lorentz do espaço hiperbólico de

dimensão n+ 1 com curvatura seccional constante c, i.e.,

M
n+1

(c) =
{
y ∈ Ln+2 ; 〈〈y, y〉〉 =

1
c
, y0 > 0

}
,

onde Ln+2 é o espaço euclidiano Rn+2 com a pseudo-métrica Riemanniana dada por:

〈〈v, w〉〉 = −v0w0 + v1w1 + · · ·+ vn+1wn+1 ,

para todos v = (v0, v1, . . . , vn+1) e w = (w0, w1, . . . , wn+1) pertencentes a Ln+2. Para simplificar a

notação, utilizaremos 〈 , 〉 para designar também 〈〈 , 〉〉.

A proposição abaixo, cuja demonstração encontra-se no apêndice A, será de extrema utilidade

na prova dos resultados abaixo.

Proposição 4.16. Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensão n e p ∈ M . Então existem

uma vizinhança U ⊂M de p e n campos de vetores e1, . . . , en ∈ X(U), ortonormais em cada ponto

de U , tais que ∇ejei(p) = 0, i, j = 1, . . . , n . Uma tal famı́lia e1, . . . , en de campos de vetores é

chamada um referencial (local) geodésico em p.

Para calcularmos o Laplaciano de algumas funções definidas em M , precisaremos do seguinte

resultado.
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Lema 4.17. Sejam x : Mn −→ M
n+1

uma imersão, {e1, . . . , en} um referencial local ortonormal e

N um campo vetorial unitário normal à imersão x. Então,

(i)
n∑
i=1

〈∇ei∇eiN,N〉 = −‖B‖2.

Se, além disso, x tem curvatura média constante H, M
n+1

tem curvatura seccional constante e

e1, . . . , en é um referencial geodésico em p, p ∈M ,

(ii)
n∑
i=1

〈∇ei∇eiN, ek〉(p) = 0 para todo k = 1, . . . , n.

Demonstração. Denotemos por ∇ a conexão de M
n+1

e por ∇ a conexão induzida em M pela

imersão x.

(i) Sendo 〈N,N〉 = 1, 〈∇eiN,N〉 = 0 para todo i = 1, . . . , n , isto é, ∇eiN é um campo local

tangente a M . Assim ,

0 = ei〈∇eiN,N〉 = 〈∇ei∇eiN,N〉+ 〈∇eiN,∇eiN〉 ,

Portanto,

n∑
i=1

〈∇ei∇eiN,N〉 = −
n∑
i=1

〈
∇eiN,∇eiN

〉
= −

n∑
i=1

〈
n∑
j=1

〈∇eiN, ej〉ej,
n∑
k=1

〈∇eiN, ek〉ek

〉

= −
n∑
i,j

〈∇eiN, ej〉
2

= −‖B‖2 .

(ii) Seja {e1, . . . , en} um referencial geodésico em p ∈ M . Então ∇ejei(p) = 0, [ei, ej](p) = 0 e

∇eiej(p) ∈ (TM)⊥, para todos i, j = 1, . . . , n. Como 〈N, ek〉 = 0, 〈∇eiN, ek〉 = −〈N,∇eiek〉. Logo,

〈∇ei∇eiN, ek〉+ 〈∇eiN,∇eiek〉 = −〈∇eiN,∇eiek〉 − 〈N,∇ei∇eiek〉 .

Sendo ∇eiN um vetor tangente e ∇eiek(p) um vetor normal, obtemos

〈∇ei∇eiN, ek〉(p) = −〈N,∇ei∇eiek〉(p) . (4.5)

Por outro lado,

〈N,∇eiek −∇ekei〉 = 〈N, [ei, ek]〉 = 〈N,∇eiek −∇ekei〉 = 0 ,
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ou seja,

〈N,∇eiek〉 = 〈N,∇ekei〉 .

Então,

〈∇eiN,∇eiek〉+ 〈N,∇ei∇eiek〉 = 〈∇eiN,∇ekei〉+ 〈N,∇ei∇ekei〉 ,

e, portanto,

〈N,∇ei∇eiek〉(p) = 〈N,∇ei∇ekei〉(p) .

Logo, por (4.5),

〈∇ei∇eiN, ek〉(p) = −〈N,∇ei∇eiek〉(p) = −〈N,∇ei∇ekei〉(p) . (4.6)

Como M
n+1

tem curvatura seccional constante c, segue do lema 1.26, que:

〈R(ei, ek)ei, N〉 = c (〈ei, ei〉〈ek, N〉 − 〈ek, ei〉〈ei, N〉) = 0 ,

ou seja, 〈
∇ek∇eiei −∇ei∇ekei +∇[ei,ek]ei, N

〉
= 0 .

Então, em p, 〈
∇ek∇eiei, N

〉
(p) =

〈
∇ei∇ekei, N

〉
(p) . (4.7)

Assim, por (4.6) e (4.7),

n∑
i=1

〈∇ei∇eiN, ek〉(p) = −
n∑
i=1

〈N,∇ei∇ekei〉(p)

= −
n∑
i=1

〈N,∇ek∇eiei〉(p)

= −

〈
N,∇ek(

n∑
i=1

∇eiei)

〉
(p) .

Por outro lado, como 〈N,
n∑
i=1

∇eiei〉 = nH é constante,

〈
∇ekN,

n∑
i=1

∇eiei

〉
= −

〈
N,∇ek(

n∑
i=1

∇eiei)

〉
.
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Logo,

n∑
i=1

〈∇ei∇eiN, ek〉(p) =

〈
∇ekN,

n∑
i=1

∇eiei

〉
(p) = 0 .

Seja x : Mn −→ M
n+1

(c) uma imersão com curvatura média H, e seja v um vetor fixo de

Rn+1, no caso c = 0, e um vetor fixo de Rn+2 quando c 6= 0. Consideremos as funções g : M −→ R

e f : M −→ R definidas por:

g(p) = 〈x(p), v〉 e f(p) = 〈N(p), v〉 , (4.8)

onde N é um campo unitário normal à imersão x.

Lema 4.18. Se 4 denota o Laplaciano de M , com a métrica induzida de x, então:

(a) 4g = nH f − c n g .

Se, além disso, H=constante,

(b) 4f = −‖B‖2 f + c nH g .

Demonstração. Suponhamos c 6= 0.

(a) Sejam p ∈M e {e1, . . . , en} um referencial geodésico local em p. Então, como {N(p), x(p), e1(p), . . . , en(p)}

é uma base ortogonal de Rn+2,

v = c〈v, x(p)〉x(p) + 〈v,N(p)〉N(p) +
n∑
k=1

〈v, ek(p)〉ek(p) .

Além disso, como 〈x, ei〉 = 0, temos 〈ei, ei〉 +
〈
x,∇eiei

〉
= 0, ou seja,

〈
x,∇eiei

〉
= −1 para todo

i = 1, . . . , n. Assim,

4g(p) =
n∑
i=1

ei (ei〈x, v〉) (p) =
n∑
i=1

(ei〈ei, v〉) (p) =
n∑
i=1

〈∇eiei, v〉(p)

=

(
n∑
i=1

〈∇eiei, N〉(p)

)
〈N(p), v〉+

(
n∑
i=1

〈∇eiei, x(p)〉

)
c〈x(p), v〉

= nH(p)f(p)− ncg(p) .

pois ∇eiei(p) é um vetor ortogonal a TpM .
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(b) Pelo lema 4.17,

4f(p) =
n∑
i=1

ei(eif)(p) =
n∑
i=1

ei
(
〈v,∇eiN〉

)
(p) =

n∑
i=1

〈v,∇ei∇eiN〉(p)

=

(
n∑
i=1

〈∇ei∇eiN,N〉(p)

)
〈v,N(p)〉+ c

(
n∑
i=1

〈∇ei∇eiN, x〉(p)

)
〈x(p), v〉

= −‖B‖2f(p) + cg(p)

(
n∑
i=1

〈∇ei∇eiN, x〉(p)

)
.

Como 〈N, x〉 = 0,

0 = 〈∇eiN, x〉+ 〈N, ei〉 = 〈∇eiN, x〉 .

Logo,

〈∇ei∇eiN, x〉 = −〈∇eiN, ei〉 = 〈∇eiei, N〉 ,

e portanto,
n∑
i=1

〈∇ei∇eiN, x〉 =
n∑
i=1

〈∇eiei, N〉 = 〈
n∑
i=1

∇eiei, N〉 = nH .

Assim,

4f(p) = −‖B‖2f(p) + cnHg(p) .

Para c = 0, as demonstrações de (a) e (b) são análogas, com a única diferença de que, neste caso,

v = 〈N(p), v〉N(p) +
n∑
k=1

〈ek(p), v〉ek(p) .

Observação 4.19. Utilizando o lema acima, podemos provar que as esferas são as únicas superf́ıcies

de revolução de R3 com curvatura média constante não-nula que são estáveis.

De fato, já provamos que as esferas são estáveis e os cilindros de revolução não são estáveis. Além

dessas, temos os ondulóides e os nodóides, que completam a lista de todas superf́ıcies de revolução

de R3 com curvatura média constante não-nula (ver [18]).

Tomando dois paralelos consecutivos de raio mı́nimo no ondulóide ou no nodóide, e D o domı́nio

limitado por esses ćırculos, temos, pelo lema 4.18, que J = fN é um campo de Jacobi em D, pois

f |∂D = 0 e
∫
D
f = 0, onde f(p) = 〈v,N〉 e v é um vetor paralelo ao eixo de revolução.
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Logo, pelo teorema do ı́ndice de Morse, todo domı́nio que contém D tem, no mı́nimo, ı́ndice um e,

portanto, não é estável. Assim, os ondulóides e os nodóides não são estáveis. Para finalizar a lista

de todas as superf́ıcies de revolução de R3 com curvatura média constante resta, ainda, o catenóide,

que também não é estável, nem como superf́ıcie mı́nima nem como superf́ıcie de curvatura média

constante ([22]).

Na realidade, esta observação segue do seguinte resultado, provado por A.M da Silveira [28]: Se M2

é completa e não compacta e x : M2 −→ R3 é uma imersão com curvatura média constante estável,

então x(M2) é um plano. Ou seja, não existe superf́ıcie completa não-compacta com curvatura

média constante não-nula estável em R3 .

Para provarmos o teorema A no caso c = 0, precisamos ainda calcular o Laplaciano da função

suporte g = 〈x,N〉 de x, que nos dá a distância ”orientada” da origem do Rn+1 ao hiperplano

tangente a x(Mn) em x(p).

Lema 4.20. Seja x : Mn → Rn+1 uma imersão com curvatura média constante H. Então a função

suporte g de x, g = 〈x,N〉, satisfaz:

4g = −nH − ‖B‖2g . (4.9)

Demonstração. Sejam p ∈ M , N um campo vetorial unitário normal a M , e {e1, . . . , en} um

referencial geodésico em p. Então, como ∇eix = ei e 〈ei, N〉 = 0, obtemos:

4g(p) =
n∑
i=1

(ei(ei〈x,N〉)) (p) =
n∑
i=1

(
ei
(
〈∇eix,N〉+ 〈x,∇eiN〉

))
(p)

=
n∑
i=1

(
ei〈x,∇eiN〉

)
(p) =

n∑
i=1

(
〈∇eix,∇eiN〉+ 〈x,∇ei∇eiN〉

)
(p)

=
n∑
i=1

(
〈ei,∇eiN〉+ 〈x,∇ei∇eiN〉

)
(p)

= −
n∑
i=1

〈∇eiei, N〉(p) + 〈x,
n∑
i=1

∇ei∇eiN〉(p) .
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Logo, pelo lema 4.17,

4g(p) = −
n∑
i=1

〈∇eiei, N〉(p)− ‖B‖2〈x,N〉(p)

= −
n∑
i=1

〈∇eiei, N〉(p)− ‖B‖2g(p)

= −nH − ‖B‖2g(p) .

Lema 4.21. (Fórmula Integral de Minkowski)

Sejam Mn uma variedade Riemanniana compacta e x : Mn → Rn+1 uma imersão. Então,∫
M

H g dM = −
∫
M

dM ,

onde g = 〈x,N〉 e H é a curvatura média da imersão x.

Demonstração. Sejam e1, . . . , en um referencial ortonormal local e X(p) = x(p) o vetor posição em

Rn+1.

Indiquemos por divM a divergência em M , e por XT e XN as componentes tangente e normal,

respectivamente, do vetor X. Como 〈XN , ei〉 = 0, temos que:

〈∇eiX
N , ei〉 = −〈XN ,∇eiei〉 = −〈XN , (∇eiei)

N〉 = −〈X, (∇eiei)
N〉 . (4.10)

Assim,

divM(XT ) =
n∑
i=1

〈∇ei(X
T ), ei〉 =

n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉 −
n∑
i=1

〈∇ei(X
N), ei〉

=
n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉+ 〈X,
n∑
i=1

(∇eiei)
N〉 .

Por outro lado,
n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉 =
n∑
i=1

〈ei, ei〉 = n e
n∑
i=1

(∇eiei)
N = nHN . Logo,

divM(XT ) = n+ nHg .

Integrando em M e usando o teorema da divergência, obtemos:

0 =
1
n

∫
M

divM(XT ) dM =

∫
M

dM +

∫
M

Hg dM ,
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ou seja, ∫
M

Hg dM = −
∫
M

dM .

Pelo Lema 4.14, toda esfera geodésica em M
n+1

(C) é uma hipersuperf́ıcie compacta com

curvatura média constante estável em M
n+1

(C). Então, para completarmos a demonstração do

teorema principal, basta mostrarmos, pelo lema 4.13, que a estabilidade da imersão x : Mn −→

M
n+1

(c) implica que ‖B‖2 = nH2, pois já provamos, no caṕıtulo 2, que as únicas hipersuperf́ıcies

compactas umb́ılicas de M
n+1

(c) são as esferas geodésicas.

Iremos dividir a demonstração em três casos: c = 0, c < 0 e c 6= 0 .

Primeiro caso: c = 0 .

Como H é constante e M é compacta sem bordo, obtemos , integrando (4.9) em M e usando o

teorema da divergência, que

−
∫
M

‖B‖2Hg dM = nH2

∫
M

dM . (4.11)

Seja f = Hg + 1. Então, pelo Lema 4.21,

∫
M

f dM = 0, i.e., f ∈ F, e pelo Lema 4.20,

−f4f − ‖B‖2f 2 = −(Hg + 1)(H4g)− ‖B‖2(Hg + 1)2

= −(Hg + 1)H(−nH − ‖B‖2g)− ‖B‖2(Hg + 1)2

= −(Hg + 1)[−nH2 −H‖B‖2g + ‖B‖2Hg + ‖B‖2]

= −(Hg + 1)(−nH2 + ‖B‖2) = nH2f − ‖B‖2f .

Como x é estável e f ∈ F, tem-se, pela Proposição 4.9, que

J ′′(0)(f) =

∫
M

(
−f4f − ‖B‖2f 2

)
dM = −

∫
M

‖B‖2(Hg + 1) dM ≥ 0 , (4.12)

Então, por (4.11), (4.12) e pelo Lema 4.13,∫
M

nH2 dM = −
∫
M

‖B‖2Hg dM ≥
∫
M

‖B‖2 dM ≥
∫
M

nH2 dM ,

e, portanto,

∫
M

‖B‖2 dM =

∫
M

nH2 dM . Logo ‖B‖2 = nH2. Assim, para c = 0, o Teorema está

demonstrado. �
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Suponhamos, agora, c 6= 0.

Seja u = −Hf + cg, onde f e g são dadas por (4.8). Pelo Lema 4.18 e pelo Teorema da Divergência,∫
M

u dM =

∫
M

(−Hf + cg) dM = − 1
n

∫
M

4g dM = 0 ,

pois M é compacta sem bordo.

Então, pelo Lema 4.18,

J ′′(0)(u) = −
∫
M

(
u4u+ (‖B‖2 + nc)u2

)
dM

= −
∫
M

(
(−Hf + cg)(−H4f + c4g) + (‖B‖2 + nc)(−Hf + cg)2

)
dM

= −
∫
M

(−Hf + cg)
[
H‖B‖2f − cnH2g + cnHf − c2ng

−‖B‖2Hf + ‖B‖2cg − nHfc+ nc2g
]
dM

= −
∫
M

(−Hf + cg)(−cnH2g + ‖B‖2cg) dM

= −
∫
M

(−cH‖B‖2fg + cnH3fg − c2nH2g2 + c2g2‖B‖2) dM

= −
∫
M

(‖B‖2 − nH2)(c2g2 −Hcfg) dM . (4.13)

Trataremos separadamente os casos c > 0 e c < 0. Sem perda de generalidade, assumiremos c = 1

quando c > 0, e c = −1 para c < 0 .

Segundo caso: c = 1 .

Seja aA = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), A = 0, 1, . . . , n+ 1, a base canônica do Rn+2 com a métrica usual.

Sejam fA e gA as funções definidas em (4.8) para v = aA, A = 0, 1, . . . , n+1. Seja uA = −HfA+cgA.

Como x é estável e uA ∈ F, temos, pela Proposição 4.9 e por (4.13), que

J ′′(0)(uA) = −
∫
M

(‖B‖2 − nH2)(g2
A −HfAgA)dM ≥ 0 .

Então,

0 ≤
n+1∑
A=0

J ′′(0)(uA) = −
∫
M

(‖B‖2 − nH2)

(
n+1∑
A=0

g2
A −H

n+1∑
A=0

fAgA

)
dM .
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Como x(M) está contida na esfera unitária centrada na origem de Rn+2, temos:

n+1∑
A=0

g2
A =

n+1∑
A=0

〈x, aA〉〈x, aA〉 = 〈x, x〉 = 1 ,

e
n+1∑
A=0

fAgA =
n+1∑
A=0

〈N, aA〉〈x, aA〉 = 〈N, x〉 = 0 .

Logo

−
∫
M

(‖B‖2 − nH2) dM ≥ 0 .

Mas, como ‖B‖2 ≥ nH2, ‖B‖2 = nH2, o que conclui a demonstração no caso c = 1 .

Terceiro caso: c = −1 .

Pelos Lemas 3.5 e 4.18,

1
2
4g2 = g4g + | grad g|2 = nHfg + ng2 + | grad g|2 ;

1
2
4f 2 = f4f + | grad f |2 = −‖B‖2f 2 − nHgf + | grad f |2 ;

4(fg) = f4g + g4f + 2〈grad f, grad g〉

= nHf 2 + ngf − ‖B‖2fg − nHg2 + 2〈grad f, grad g〉 .

Assim,

1
2
H24g2 +H4(fg) +

1
2
4f 2

= nH3fg + nH2g2 +H2| grad g|2 + nH2f 2 + nHgf − ‖B‖2Hfg

− nH2g2 + 2H〈grad f, grad g〉 − ‖B‖2f 2 − nHfg + | grad f |2

= H2| grad g|2 + | grad f |2 + 2H〈grad f, grad g〉+ (nH2 − ‖B‖2)(f 2 +Hfg)

= −(‖B‖2 − nH2)(f 2 +Hfg) +H2| grad g|2 + | grad f |2 + 2H〈grad f, grad g〉 .

Integrando a expressão acima e utilizando o fato de que M é compacta sem bordo, obtemos:∫
M

(‖B‖2 − nH2)(f 2 +Hfg) dM =

∫
M

(H2| grad g|2 + | grad f |2 + 2H〈grad f, grad g〉) dM . (4.14)
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Como

|2H〈grad f, grad g〉| ≤ 2H| grad f | | grad g| ,

temos

2H〈grad f, grad g〉 ≥ −2H| grad f | | grad g| ,

e, portanto,

H2| grad g|2 + | grad f |2 + 2H〈grad f, grad g〉 ≥ H2| grad g|2 + | grad f |2 − 2H| grad f | | grad g|

= (H| grad g| − | grad f |)2 ≥ 0 (4.15)

Logo, por (4.13),(4.14), (4.15),

J ′′(0)(u) =

∫
M

(‖B‖2 − nH2)(−Hfg − g2) dM

=

∫
M

(‖B‖2 − nH2)(−Hfg − f 2 + f 2 − g2) dM

=

∫
M

(‖B‖2 − nH2)(−Hfg − f 2) dM +

∫
M

(‖B‖2 − nH2)(f 2 − g2) dM

≤
∫
M

(‖B‖2 − nH2)(f 2 − g2) dM . (4.16)

Seja v ∈ Ln+2 tal que 〈v, v〉 = −1, e seja e1, . . . , en um referencial ortonormal local tangente a x(M),

definido numa vizinhança de um ponto x(p), p ∈M . Então,

v = −〈v, x〉x+ 〈v,N〉N +
n∑
i=1

〈v, ei〉ei ,

e

grad g =
n∑
i=1

ei(g)ei =
n∑
i=1

〈∇eix, v〉ei =
n∑
i=1

〈ei, v〉ei .

Assim,

−1 = 〈v, v〉 = −〈v, x〉2 + 〈v,N〉2 +
n∑
i=1

〈v, ei〉2 = −g2 + f 2 + | grad g|2 ,

ou seja, f 2 − g2 = −(1 + | grad g|2) . Logo, como x é estável e u ∈ F,

0 ≤ J ′′(0)(u) ≤ −
∫
M

(‖B‖2 − nH2)(1 + | grad g|2) dM ≤ 0 ,

pois ‖B‖2 ≥ nH2. Portanto ‖B‖2 = nH2 , concluindo a demonstração no caso c = −1. �
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Apêndice A

Referencial geodésico

Sejam p ∈ M e x : U ⊂ Rn −→ M um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

x(0) = p, x(x1, . . . , xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi
(q) = dx(0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0) .

Pela Proposição 1.17, existe ε > 0 tal que a aplicação exponencial expp : Bε(0) ⊂ TpM −→ V é

um difeomorfismo sobre o aberto V ⊂ x(U). Além disso, pela Proposição 1.15, podemos tomar ε > 0

de tal modo que as geodésicas γ(t), que passam por p em t = 0 com vetor velocidade w ∈ Bε(0),

estejam definidas para todo t ∈ (−2, 2).

Considere as funções diferenciáveis g : Bε(0) × TpM −→ Rn e hkij : Bε(0) −→ R, dadas por

g(w, v) = d(x−1 ◦ expp)w(v) e hkij(w) = Γkij(x
−1 ◦ expp(w)) , onde identificamos Tw(TpM) com TpM ,

para todo w ∈ TpM , e Γkij, i, j, k = 1, . . . , n, são os śımbolos de Christoffel da conexão de M com

respeito ao sistema de coordenadas x.

Finalmente, considere a aplicação diferenciável F : Rn ×Bε(0)× TpM −→ Rn × TpM × TpM ,

dada por F (y, w, v) = (A(w, v)y, v, 0), onde A(w, v) é a matriz cujas entradas são

Ak,j(w, v) = −〈Hkj(w), g(w, v)〉 ,

sendo Hkj(w) = (hk1j(w), . . . , hknj(w)).

Então, pelo Teorema de existência e unicidade de equações diferenciais, dados x0 ∈ Rn e

v0 ∈ B ε
2
(0), existe 0 < δ ≤ 2 e uma única curva diferenciável z : (−δ, δ) −→ Rn × Bε(0) × TpM ,

z(t) = (y(t), w(t), v(t)), tal que
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z(0) = (y0, 0, v0)

z′(t) = F (y(t), w(t), v(t)) = (A(w(t), v(t))y(t), v(t), 0) .

Como, v′(t) = 0 e w′(t) = v(t), temos v(t) = v0 e w(t) = v0t para todo t ∈ (−δ, δ).

Sejam γv0 : (−2, 2) −→M a geodésica de M tal que γv0(0) = p e γ′v0(0) = v0, e

c(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) = (x−1 ◦ expp)(tv0) = (x−1 ◦ γv0)(t) ,

as coordenadas locais de γv0(t) . Então,

g(w(t), v(t)) = d(x−1 ◦ expp)tv0(v0) = c′(t) = (x′1(t), . . . , x′n(t)) ,

hkij(w(t)) = Γkij(x
−1 ◦ expp(tv0)) = Γkij(c(t)) ,

e Akj(w(t)) = −
n∑
i=1

hkij(w(t))x′i(t) = −
n∑
i=1

Γkij(c(t))x
′
i(t) .

Logo, como y′(t) = A(w(t), v(t))y(t),

y′k(t) = −
n∑
j=1

(
n∑
i=1

Γkij(c(t))x
′
i(t)

)
y′j(t) , (1)

para todo k = 1, . . . , n.

Portanto, por (1.1), y(t) =
n∑
k=1

yk(t)
∂

∂xi
(c(t)) , t ∈ (−δ, δ), é o transporte paralelo do vetor

y0 =
n∑
k=1

y0
k

∂

∂xi
(p) , y0 = (y0

1, . . . , y
0
n), ao longo da geodésica γv0 . Além disso, como o sistema (1) é

linear, a solução está definida para todo t ∈ (−2, 2), ou seja, podemos tomar δ = 2.

Pelo Teorema de dependência diferenciável das trajetórias de um campo vetorial com res-

peito às condições iniciais, a aplicação ϕ : (−2, 2) × Rn × Bε/2(0) −→ Rn × TpM × TpM , tal que

t 7→ ϕ(t, y, v) = (φ(t, y, v), tv, v) é a única trajetória de F com ϕ(0, y, v) = (y, 0, v) , é de classe C∞.

Assim, o campo ỹ em W = expp(Bε/2(0)), dado por

ỹ(q) =
n∑
j=1

φj(1, y, (expp)
−1q)

∂

∂xj
(q) , q ∈ W ,

é um campo diferenciável, obtido transportando y =
n∑
j=1

yj
∂

∂xj
(p) paralelamente ao longo das

geodésicas radiais que partem do ponto p.
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Definição 1. Se {e1(p), . . . , en(p)} é uma base ortonormal de TpM , dizemos que ẽ1, . . . , ẽn é um

referencial geodésico local em p, onde ẽi(q) =
n∑
j=1

φj(1, e
0
i (p), (expp)

−1(q)) e e0
i (p) é o vetor em Rn

cujas coordenadas canônicas são iguais às do vetor ei(p) na base

{
∂

∂x1
(p), . . . ,

∂

∂xn
(p)

}
de TpM ,

i = 1, . . . , n.

Observe que, como ẽi, i = 1, . . . , n, são obtidos transportando ei(p) paralelamente ao longo

das geodésicas radiais que partem do ponto p, {ẽ1(q), . . . , ẽn(q)} é uma base ortonormal de TqM

para todo q ∈ W , e para todos i, j = 1, . . . , n, ∇eei ẽj(p) =
D(ẽj ◦ γi)

dt
(0) = 0 , onde γi : (−2, 2) −→M

é a geodésica em M tal que γi(0) = p e γ′i(0) = ei(p) .

95
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Fórmulas da Primeira e Segunda

Variação da Área

A demonstração da fórmula da primeira variação da área, que faremos a seguir, foi retirada do

livro [19]. Mas a fórmula da segunda variação feita em [19] para hipersuperf́ıcies mı́nimas teve de

ser adaptada para hipersuperf́ıcies com curvatura média constante, tornando-se muito longa para

ser inserida no caṕıtulo 4.

Teorema 1. (Fórmula da Primeira Variação da Área)

d

dt
A(t)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
M

nHf dM ,

onde H é a curvatura média da imersão x e f = 〈E,N〉.

Demonstração. Utilizando a definição de integral, sendo M compacta e a variação X diferenciável,

é posśıvel provar que:

d

dt
A(t) =

d

dt

∫
M

dMt =

∫
M

d

dt
(dMt) .

Basta,então, mostrar que
d

dt
(dMt)

∣∣∣∣
t=0

= −nHf dM + dΩ, onde Ω é uma (n− 1)−forma em M tal

que Ω|∂M = 0.

Seja p ∈M e seja e1, . . . , en um referencial local positivo geodésico em p definido numa vizinhança
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U de p. Então dM(e1, . . . , en)(q) = 1 para todo q ∈ U e ∇eiei(p) =
(
∇x∗(ej)x

∗(ei)
)T

(p) = 0, para

todos i, j = 1, . . . , n, onde x∗ = dx.

Se w1, . . . , wn são as 1-formas locais duais de e1, . . . , en, a métrica induzida por xt é dada por:

ds2
t =

n∑
i,j=1

gi,j(t)wi ⊗ wj ,

onde gi,j(t) = 〈dxt(ei), dxt(ej)〉 e wi ⊗ wj(X, Y ) = wi(X)wj(Y ), para todos X, Y ∈ X(U).

Afirmação 1. Seja dMt a forma elemento de volume na métrica induzida por xt. Então

dMt =
√
g(t) dM , onde g(t) = det gi,j(t), para todo t ∈ I = (−ε, ε).

De fato, como dMt e dM pertencem a An(TpM), onde An(TpM) é o espaço das aplicações n−lineares

alternadas de TpM , e dimAn(TpM) = 1, segue que, para cada t ∈ I, existe λ(t) ∈ R tal que

dMt = λ(t) dM . Como dM(e1, e2, . . . en) = 1, λ(t) = dMt(e1, . . . , en).

Seja {v1, . . . , vn} uma base ortonormal positiva de TqM , q ∈M , na métrica induzida por xt. Então,

ei =
n∑
j=1

〈ei, vj〉tvj para todo i = 1, . . . , n, e, portanto, dMt(e1, . . . , en) = detA(t), onde

A =

〈e1, v1〉t · · · 〈en, v1〉t
...

. . .
...

〈e1, vn〉t · · · 〈en, vn〉t

 .

Por outro lado,

gi,j(t) = 〈x∗t (ei), x∗t (ej)〉 = 〈ei, ej〉t =

〈
n∑
k=1

〈ei, vk〉t vk,
n∑
l=1

〈ej, vl〉t vl

〉
t

=
n∑
k=1

〈ei, vk〉t 〈ej, vk〉t ,

ou seja, gi,j(t) = (ATA)i,j. Logo (detA(t))2 = det(ATA)(t) = det(gi,j(t)). Como detA > 0, pois

{v1, . . . , vn} e {e1, . . . , en} são bases positivas, detA(t) =
√
g(t), ou seja, dMt =

√
g(t) dM .

Isto prova a afirmação 1.

Assim,

d

dt
dMt

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

√
g(t)

∣∣∣∣
t=0

dM =
1
2
dg

dt
(0) dM ,
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já que gij(0) = δij para todos i, j = 1, . . . , n. Como, pelo Lema (4.1),
dg

dt
(0) =

n∑
k=1

dgkk
dt

(0) , temos

d

dt
(dMt)

∣∣∣∣
t=0

=
1
2

n∑
k=1

d

dt
gkk(0) dM . (1)

Vamos estender e1, . . . , en ao produto I × U da seguinte maneira: ek(t, p) = (0, ek(p)).

Afirmação 2.

[
∂

∂t
, ek

]
= 0 .

Sejam (t0, q) ∈ I × U , γ : (−δ, δ) → I × U a curva diferenciável dada por γ(s) = (s + t0, q),

ϕ : (−δ, δ)→M uma curva diferenciável tal que ϕ(0) = q e ϕ′(0) = ek(q) , e β : (−δ, δ)→ I ×M

a curva diferenciável β(s) = (t0, ϕ(s)). Então, β(0) = (t0, q) e β′(0) = (0, ek(q)) = ek(t0, q) .

Assim,
(
∇ ∂

∂t
ek

)
(t0, q) = (0, 0) e

(
∇ek

∂

∂t

)
(t0, q) = (0, 0) , pois:

d

ds
(ek ◦ γ(s))

∣∣∣∣
t=0

=
d

ds
(ek(γ(s))

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
(0, ek(q))

∣∣∣∣
s=0

= (0, 0) .

e

d

ds
(
∂

∂t
◦ β(s))

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds

(
∂

∂t
(t0, ϕ(s))

)∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
(0, 0)

∣∣∣∣
s=0

= (0, 0) .

Mostrando a afirmação 2.

Denotemos por Ẽ, ẽ1, . . . , ẽn as imagens por X dos campos de vetores
∂

∂t
, e1, . . . , en, ou seja,

Ẽ(X(t, q)) = dX(t, q)

(
∂

∂t
(t, q)

)
e ẽk(X(t, q)) = dX(t, q)(ek(t, q)) .

Então, pela afirmação 2 e o Lema 1.3,

[Ẽ, ẽk] = dX

[
∂

∂t
, ek

]
= 0 . (2)

Em particular, em t = 0,

[E, x∗(ek)] = 0. (3)

Afirmação 3. gkk(t) = 〈x∗t (ek), x∗t (ek)〉 = 〈ẽk, ẽk〉 em X(t, q) .
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Sejam (t, q) ∈ I × U , ϕ : (−δ, δ) −→ M uma curva diferenciável tal que ϕ(0) = q e ϕ′(0) = ek(q),

e γ : (−δ, δ) −→ I ×M a curva diferenciável dada por γ(s) = (t, ϕ(s)). Então, γ(0) = (t, q) e

γ′(0) = ek(t, q). Assim,

ẽk(X(t, q)) = dX(t, q) ek(t, q) =
d

ds
(X ◦ γ(s))

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
xt(ϕ(s))

∣∣∣∣
s=0

= x∗t (ek(q)) .

Logo, 〈x∗t (ek), x∗t (ek)〉 = 〈ẽk, ẽk〉 em X(t, q).

Concluindo a afirmação 3.

Afirmação 4.
dgkk
dt

(t) = Ẽ〈ẽk, ẽk〉 .

De fato, sejam (t0, q) ∈ I × U , γ : (−δ, δ) −→ I ×M a curva diferenciável γ(t) = (t + t0, q), e

λ = X ◦ γ. Então, γ(0) = (t0, q) , γ′(0) = (1, 0) =
∂

∂t
(t0, q) , λ(0) = X(γ(0)) = X(t0, q) , e

λ′(0) = dX(t0, q) (γ′(0)) = dX(t0, q)

(
∂

∂t
(t0, q)

)
= Ẽ(X(t0, q)) .

Assim,

Ẽ〈ẽk, ẽk〉X(t0,q) =
d

dt
(〈ẽk, ẽk〉 ◦ λ(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(〈ẽk, ẽk〉 ◦X(t+ t0, q))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(〈ẽk, ẽk〉X(t,q))

∣∣∣∣
t=t0

.

Portanto, pela afirmação 3, Ẽ(ẽk, ẽk)X(t0, q) =
d

dt
gkk(t0) , Como (t0, q) ∈ I × U é arbitrário,

d

dt
gkk(t) = Ẽ〈ẽk, ẽk〉, para todo t ∈ I.

Conclúımos, assim, a afirmação 4.

Por (2) e pela afirmação 4,

dgkk
dt

(t) = Ẽ〈ẽk, ẽk〉 = 2〈∇ eE ẽk, ẽk〉 = 2〈∇fekẼ, ẽk〉 = 2[ẽk〈Ẽ, ẽk〉 − 〈Ẽ,∇fek ẽk〉] .
Como e1, . . . , en é um referencial geodésico em p,

(∇fek ẽk)(X(0, p)) = (∇fek ẽk)T (X(0, p)) + (∇fek ẽk)N(X(0, p))

= (∇x∗(ek)x
∗(ek))

T (x(p)) + (∇x∗(ek)x
∗(ek))

N(x(p))

= (∇ekek)
N(p) ,

onde estamos identificando ek com x∗(ek) .
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Logo, sendo nH(p) =
n∑
i=1

(∇ekek)
N(p) o vetor curvatura média da imersão x no ponto p, temos:

n∑
k=1

1
2
d

dt
gkk(0) = −

〈
E,

n∑
k=1

(∇ekek)
N

〉
(p) +

n∑
k=1

ẽk

〈
Ẽ, ẽk

〉
(X(0, p))

= −〈E, nH〉(p) +
n∑
k=1

ek〈E, ek〉(p) , (4)

pois ẽk〈Ẽ, ẽk〉(X(0, q)) = ek〈E, ek〉(q) para todo q ∈M .

Seja Ω = i(ET ) dM o produto interior de ET por dM . Então, pelo Teorema 3.12, dΩ =

( divET ) dM , e portanto,

dΩp(e1, . . . , en) = ( divET )(p) =
n∑
k=1

ek〈E, ek〉(p) .

Logo, por (1) e (4), em p,

d

dt
(dMt)

∣∣∣∣
t=0

=
1
2

n∑
k=1

dgkk
dt

(0) dM = −
〈
E, nH

〉
dM + dΩ .

Como p é arbitrário,
d

dt
(dMt)

∣∣∣∣
t=0

= −〈E, nH〉 dM + dΩ em M . Além disso, como E(q) = 0 para

todo q ∈ ∂M , Ω|∂M = 0.

Assim, pelo Teorema de Stokes,

d

dt
A(0) =

∫
M

d

dt
dMt

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
M

〈E, nH〉 dM +

∫
M

dΩ = −
∫
M

〈E, nH〉 dM = −
∫
M

nfH dM ,

onde H =
〈
H,N

〉
é a curvatura média da imersão x e f = 〈E,N〉.

Teorema 2. (Fórmula da Segunda Variação)

Seja x : Mn −→ M
n+1

uma imersão com curvatura média constante H e seja X uma variação de

x. Então J ′′(0) depende somente de f e é dada por

J ′′(0)f =

∫
M

(−f4f − (R + ‖B‖2)f 2) dM ,

onde 4 é o Laplaciano de M na métrica induzida, ‖B‖ é a norma da segunda forma fundamental

de x, R = nRicc(N) e Ricc(N) é a curvatura de Ricci de M na direção N .

100
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Demonstração. Sejam p ∈ M , e1, . . . , en um referencial local positivo geodésico em p, definido

num aberto U ⊂ M, e, para cada t ∈ (−ε, ε), seja Nt o campo unitário normal a xt, tal que

{dxt(q)(e1), . . . , dxt(q)(en), Nt(q)} é uma base positiva de Tx(q)M, para todo q ∈ xt(U). Denotaremos

N0 por N .

Seja gi,j(t) = 〈x∗t (ei), x∗t (ej)〉 . Para simplificar a notação, denotaremos x∗t (ej) por ej e Ẽ por E,

sempre que o significado for claro.

Afirmação 1. nH t =
n∑

i,j=1

gi,j(t)(∇eiej)
N , onde G−1

t = (gi,j(t)) é a inversa da matriz Gt = (gi,j(t)).

De fato, sejam q ∈M , At : TqM → TqM a aplicação linear auto-adjunta dada por

〈At(x), y〉t = 〈Bt(x, y), Nt〉 ,

onde x, y ∈ TqM , e Bt é a segunda forma fundamental da imersão xt .

Assim, se At(ei) =
n∑
j=1

atijej , e Bt = (btik) = (〈At(ei), ek〉t), obtemos:

btik = 〈At(ei), ek〉t =
n∑
j=1

atij〈ej, ek〉t =
n∑
j=1

atijgjk(t) = (AtGt)ik .

ou seja, atij = (BtG
−1
t )ij . Logo,

nHt = trAt =
n∑
i=1

atii =
n∑
i=1

〈At(ei), ej〉t gji(t)

=
n∑
j=1

gij(t)〈Bt(ej, ei), Nt〉

=
n∑
i=1

gij(t)〈∇eiej − (∇eiej)
T , Nt〉

=
n∑
i=1

gij(t)〈∇eiej, Nt〉 , (5)

isto é, nH t =
n∑

i=1,j

gij(t)(∇eiej)
N é o vetor curvatura média da imersão xt com respeito ao vetor

normal Nt.

Isto termina com a prova da afirmação 1.
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Assim, por (5)

∂

∂t
nHt

∣∣∣∣
t=0

=
n∑

i,j=1

dgi,j

dt
(0)
〈
∇eiej, N

〉
+

n∑
i,j=1

gi,j(0)
[
E
〈
∇eiej, Nt

〉]∣∣
t=0

=
n∑

i,j=1

dgi,j

dt
(0)
〈
∇eiej, N

〉
+

n∑
i,j=1

gi,j(0)
[〈
∇E∇eiej, N

〉
+
〈
∇eiej, ∇ENt

∣∣
t=0

〉]
=

n∑
i,j=1

dgi,j

dt
(0)
〈
∇eiej, N

〉
+

n∑
i=1

[〈
∇E∇eiei, N

〉
+
〈
∇eiei, ∇ENt

∣∣
t=0

〉]
. (6)

Passaremos agora a analisar cada parcela de (6) no ponto p.

Afirmação 2.
n∑
i=1

〈∇eiei,∇ENt |t=0〉(p) = 0 .

Com efeito, como (∇ejei)
T (p) = 0 segue que (∇ejei)(p) = (∇ejei)

N(p) . Assim,

n∑
i=1

∇ejei(p) = nH0N(p) . (7)

Além disso, como 〈Nt, Nt〉 = 1,

0 = E〈Nt, Nt〉(p) |t=0= 2〈N,∇ENt |t=0〉(p) . (8)

Logo, por (7) e (8)

n∑
i=1

〈∇eiei,∇ENt |t=0〉(p) = 〈nH0N,∇ENt |t=0〉(p) = 0 .

Isso verifica a afirmação 2.

Assim, em p,

n
∂Ht

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
n∑

i,j=1

dgij

dt
(0)
〈
∇eiei, N

〉
+

n∑
i,j=1

〈
∇E∇eiei, N

〉
. (9)

Afirmação 3.
n∑

i,j=1

dgij

dt
(0) 〈∇eiej, N〉 = 2f‖B‖2 − 2

n∑
i,j=1

ei(aj)〈∇eiej, N〉 em p, onde aj é a

j−ésima coordenada da componente tangente do campo E com respeito a base {e1, . . . , en}, ou

seja, ET =
n∑
j=1

ajej .
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Observemos, primeiro, que:

0 =
dδik
dt

=
d

dt

n∑
j=1

gij(t)gjk(t)|t=0 =
n∑
j=1

[
dgij

dt
(0) gjk(0) + gij(0)

dgjk
dt

(0)

]
=
dgik

dt
(0) +

dgik
dt

(0) ,

pois gjk(0) = δjk, e gij(0) = δij , para todos i, j, k = 1, . . . , n.

Logo, por (3),

dgij

dt
(0) = −dgij

dt
(0) = −E〈ei, ej〉 = −

[
〈∇Eei, ej〉+ 〈ei,∇Eej〉

]
= −

[
〈∇eiE, ej〉+ 〈ei,∇ejE〉

]
= −

[
〈∇eiE

T , ej〉+ 〈∇eiE
N , ej〉+ 〈ei,∇ejE

T 〉+ 〈ei,∇ejE
N〉
]
. (10)

Por outro lado, como 〈EN , ej〉 = 0,

〈∇eiE
N , ej〉 = −〈EN ,∇eiej〉 = −f〈N,∇eiej〉 . (11)

Assim, por (10) e (11), em p,

dgij

dt
(0) = −[〈∇eiE

T , ej〉 − f〈N,∇eiej〉+ 〈ei,∇ejE
T 〉 − f〈N,∇ejei〉]

= 2f〈N,∇eiej〉 − [〈∇eiE
T , ej〉+ 〈ei,∇ejE

T 〉] ,

pois [ei, ej](p) = 0 .

Logo, em p,

n∑
i,j=1

dgi,j

dt
(0)〈∇eiej, N〉 =

n∑
i,j=1

[2f〈N,∇eiej〉 − 〈∇eiE
T , ej〉 − 〈ei,∇ejE

T 〉]〈∇eiej, N〉

= 2f
n∑

i,j=1

(〈∇eiej, N〉)2 −
n∑

i,j=1

[〈∇eiE
T , ej〉〈∇eiej, N〉+ 〈ei,∇ejE

T 〉〈∇ejei, N〉]

= 2f
n∑

i,j=1

(〈∇eiej, N〉)2 − 2
n∑

i,j=1

〈∇eiE
T , ej〉〈∇eiej, N〉

= 2f‖B‖2 − 2
n∑

i,j=1

〈∇eiE
T , ej〉〈∇eiej, N〉 .

Por outro lado, como ET =
n∑
k=1

akek e
(
∇eiej

)T
(p) = 0, temos que, em p,

〈∇eiE
T , ej〉 =

n∑
k=1

〈∇ei(akek), ej〉 =
n∑
k=1

ak〈∇eiek, ej〉+
n∑
k=1

ei(ak)〈ek, ej〉 = ai(ej) .
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Portanto, em p,
n∑

i,j=1

d

dt
gij(0)〈∇eiej, N〉 = 2f‖B‖2 − 2

n∑
i,j=1

ei(aj)〈∇eiej, N〉

Afirmação 4. −2 f
n∑

i,j=1

ei(aj)〈∇eiej, N〉 = 2f
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiN〉 em p.

Como 〈ET ,∇eiN〉 =
n∑
j=1

aj〈ej,∇eiN〉 ,

ei〈ET ,∇eiN〉 =
n∑
j=1

ei(aj)〈ej,∇eiN〉+
n∑
j=1

aj〈∇eiej,∇eiN〉+
n∑
j=1

aj〈ej,∇ei∇eiN〉 .

Além disso, sendo (∇eiej)(p) = (∇eiej)
N(p) e 〈∇eiN,N〉 = 0 , temos que, em p,

ei〈ET ,∇eiN〉 =
n∑
j=1

ei(aj)〈ej,∇eiN〉+
n∑
j=1

aj〈ej,∇ei∇eiN〉 ,

ou seja,
n∑
j=1

ei(aj)〈ej,∇eiN〉 = ei〈ET ,∇eiN〉 − 〈ET ,∇ei∇eiN〉 = 〈∇eiE
T ,∇eiN〉.

Portanto, como 〈∇eiej, N〉 = −〈∇eiN, ej〉, temos:

−2 f
n∑

i,j=1

ei(aj)〈∇eiej, N〉 = 2f
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiN〉 .

Verificando a afirmação 4.

Das afirmações 3 e 4, segue que, em p,

(
n∑

i,j=1

d

dt
gij(0)〈∇eiej, N〉

)
f = 2f 2‖B‖2 + 2f

n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiN〉 (12)

Vamos agora analisar, em p, a segunda parcela
n∑
i=1

〈∇E∇eiei, N〉 , da igualdade:

n
∂Ht

∂t
=

n∑
i,j=1

dgij

dt
(0)〈∇eiej, N〉+

n∑
i=1

〈∇E∇eiei, N〉 .
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Afirmação 5. f
n∑
i=1

〈∇E∇eiei, N〉 = n f 2 Ricc(N) +
n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉+
n∑
i=1

〈∇ei∇eiE,E
N〉

Com efeito,como EN = fN e [E, ei] = 0, temos que

f
n∑
i=1

〈∇E∇eiei, N〉 =
n∑
i=1

〈∇E∇eiei, E
N〉 ,

e

R(E, ei)ei = ∇ei∇Eei −∇E∇eiei .

Logo,

f

n∑
i=1

〈∇E∇eiei, N〉 = −
n∑
i=1

〈R(E, ei)ei, E
N〉+

n∑
i=1

〈∇ei∇Eei, E
N〉

=
n∑
i=1

〈R(ei, E)ei, E
N〉+

n∑
i=1

〈∇ei∇Eei, E
N〉

=
n∑
i=1

〈R(ei, E
N)ei, E

N〉+
n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉+
n∑
i=1

〈∇ei∇Eei, E
N〉

= f 2

n∑
i=1

〈R(ei, N)ei, N〉+
n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉+
n∑
i=1

〈∇ei∇Eei, E
N〉

= nf 2 Ricc(N) +
n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉+
n∑
i=1

〈∇ei∇eiE,E
N〉 ,

pois ∇eiE = ∇Eei .

Concluindo a afirmação 5.

Então,

f
n∑
i=1

〈∇E∇eiei, N〉 = nf 2 Ricc(N) +
n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉+
n∑
i=1

ei〈∇eiE,E
N〉 −

n∑
i=1

〈∇eiE,∇eiE
N〉 ,

= nf 2 Ricc(N) +
n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉+
n∑
i=1

ei〈∇eiE,E
N〉

−
n∑
i=1

〈∇eiE
N ,∇eiE

N〉 −
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiE

N〉 , (13)

cujas parcelas serão analisadas abaixo.
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Afirmação 6.
n∑
i=1

ei〈∇eiE,E
N〉 =

1
2
4(f 2) +

n∑
i=1

ei〈∇eiE
T , EN〉 em p .

De fato, em p,

n∑
i=1

ei〈∇eiE,E
N〉 −

n∑
i=1

ei〈∇eiE
T , EN〉 =

n∑
i=1

ei〈∇eiE
N , EN〉

=
1
2

n∑
i=1

ei
(
ei〈EN , EN〉

)
=

1
2

n∑
i=1

eiei(f
2) =

1
2
4(f 2) ,

pois e1, . . . , en é um referencial geodésico em p.

O que mostra a afirmação 6.

Afirmação 7. −
n∑
i=1

〈∇eiE
N ,∇eiE

N〉 = − |grad f |2 − f 2‖B‖2 em p.

De fato,lembrando que ∇eiN é um vetor tangente, temos que, em p,

−
n∑
i=1

〈∇eiE
N ,∇eiE

N〉 = −
n∑
i=1

〈∇eifN,∇eifN〉 = −
n∑
i=1

〈f∇eiN + ei(f)N, f∇eiN + ei(f)N〉

= −
n∑
i=1

ei(f)ei(f)−
n∑
i=1

f 2〈∇eiN,∇eiN〉

= −| grad f |2 − f 2

n∑
i=1

n∑
k=1

(〈∇eiN, ek〉)2

= −| grad f |2 − f 2‖B‖2 ,

pois ∇eiN =
n∑
j=1

〈∇eiN, ej〉ej, e 〈∇eiN, ek〉 = −〈∇eiek, N〉.

Afirmação 8. −
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiE

N〉 = −
n∑
i=1

ei(f)〈∇eiE
T , N〉 − f

n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiN〉 .

De fato, como EN = fN ,

−
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiE

N〉 = −
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eifN〉 = −

n∑
i=1

〈∇eiE
T , f∇eiN + ei(f)N〉

= −
n∑
i=1

f〈∇eiE
T ,∇eiN〉 −

n∑
i=1

ei(f)〈∇eiE
T , N〉 ,
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mostrando, assim, a afirmação 8.

Logo,

−
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiE

N〉+ 2f
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiN〉 = f

n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiN〉 − ei(f)

n∑
i=1

〈∇eiE
T , N〉 ,

onde 2f
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiN〉 é a segunda parcela do segundo membro da igualdade (12).

Além disso, como 〈N,ET 〉 = 0 , temos 〈∇eiE
T , N〉 = −〈ET ,∇eiN〉 . Então,

−
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiE

N〉 + 2f
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiN〉

=
n∑
i=1

f〈∇eiE
T ,∇eiE

N〉+
n∑
i=1

ei(f)〈ET ,∇eiN〉

=
n∑
i=1

ei(f〈ET ,∇eiN〉)−
n∑
i=1

f〈ET ,∇ei∇eiN〉

= −
n∑
i=1

ei〈∇eiE
T , EN〉 −

n∑
i=1

f〈ET ,∇ei∇eiN〉 . (14)

Logo, por (9), (12), (13) e pelas afirmações 6, 7, segue que, em p,

f

(
∂

∂t
nHt

∣∣∣∣
t=0

)
= (

n∑
i,j=1

dgij

dt
(0)〈∇eiej, N〉)f + (

n∑
i=1

〈∇E∇eiei, N〉)f

= 2f 2‖B‖2 + 2f
n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiN〉+ nf 2 Ricc(N) +

n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉

+
1
2
4(f 2) +

n∑
i=1

ei〈∇eiE
T , EN〉 − | grad f |2 − f 2‖B‖2 −

n∑
i=1

〈∇eiE
T ,∇eiE

N〉 (por (14))

= 2f 2‖B‖2 −
n∑
i=1

ei〈∇eiE
T , EN〉 −

n∑
i=1

f〈ET ,∇ei∇eiN〉+ nf 2 Ricc(N)

+
n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉+
1
2
4(f 2) +

n∑
i=1

ei〈∇eiE
T , EN〉 − | grad f |2 − f 2‖B‖2

= f 2‖B‖2 + nf 2 Ricc(N) +
1
2
4(f 2)− | grad f |2 −

n∑
i=1

f〈ET ,∇ei∇eiN〉

+
n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉 . (15)
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Afirmação 9.
n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉 −
n∑
i=1

f〈ET ,∇ei∇eiN〉 = 0 . (16)

De fato, como 〈N, ej〉 = 0, ei〈∇eiej, N〉 = −ei〈∇eiN, ej〉. Logo,

〈∇ei∇eiej, N〉+ 〈∇eiej,∇eiN〉 = −〈∇ei∇eiN, ej〉 − 〈∇eiN,∇eiej〉 ,

e, portanto, em p,

〈∇ei∇eiej, N〉 = −〈∇ei∇eiN, ej〉 (17)

já que ∇eiej(p) é um vetor normal e ∇eiN é um vetor tangente.

Por outro lado, como 〈∇eiej, N〉 = 〈∇ejei, N〉, temos que:

ei〈∇eiej, N〉 = ei〈∇ejei, N〉 .

Assim, em p,

〈∇ei∇eiej, N〉 = 〈∇ei∇ejei, N〉 . (18)

Logo, de (17) e (18),

−〈∇ei∇eiN, ej〉(p) = 〈∇ei∇ejei, N〉(p) . (19)

Como

n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉(p) =
n∑

i,j=1

ajf
(
〈R(ei, ej)ei, N〉

)
(p)

=
n∑

i,j=1

ajf
(
〈∇ej∇eiei, N〉(p)− 〈∇ei∇ejei, N〉

)
(p) ,

temos, por (19), que:

n∑
i=1

〈R(ei, E
T )ei, E

N〉 (p)−
n∑
i=1

f〈ET ,∇ei∇eiN〉(p)

=
n∑

i,j=1

ajf〈∇ej∇eiei, N〉(p)−
n∑

i,j=1

ajf〈∇ei∇ejei, N〉(p)−
n∑

i,j=1

ajf〈ej,∇ei∇eiN〉(p)

=
n∑
j=1

ajf
n∑
i=1

〈∇ej∇eiei, N〉(p) .

108
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Sendo
n∑
i=1

(∇eiei)
N = HN , segue que

〈
n∑
i=1

∇eiei, N

〉
= H é constante.

Logo ej

〈
n∑
i=1

∇eiei, N

〉
= 0, e, portanto,

〈
∇ej

(
n∑
i=1

∇eiei

)
, N

〉
+

〈
n∑
i=1

∇eiei,∇ejN

〉
= 0 .

Assim,
n∑
i=1

〈
∇ej∇eiei, N

〉
(p) = 0 , e, portanto,

n∑
i=1

〈
R(ei, E

T )ei, E
N
〉

(p)−
n∑
i=1

f
〈
ET ,∇ei∇eiN

〉
〉(p) = 0 .

Mostrando, assim, a afirmação 9.

Finalmente, por (15) e (16), segue que:

n
∂

∂t
Ht(0)f = f 2‖B‖2 + nf 2 Ricc(N)− | grad f |2 +

1
2
4(f 2) .

Logo,

J ′′(0)f = −
∫
M

n
∂

∂t
Ht(0)f dM = −

∫
M

(
f 2‖B‖2 + nf 2 Ricc(N)− | grad f |2 +

1
2
4(f 2)

)
dM .

Pelo Teorema de Stokes e pelo Teorema 3.12,

1
2

∫
M

4f 2 dM =
1
2

∫
M

div (grad f 2) dM =

∫
M

div (f grad f) dM = 0 ,

pois f |∂M = 0, já que EN = fN e E|∂M = 0.

Portanto, pelo corolário 3.14,

J ′′(0)f =

∫
M

(
−f 2‖B‖2 − nf 2 Ricc(N)− f4f

)
dM =

∫
M

(
−f4f −

(
R + ‖B‖2

)
f 2
)
dM ,

onde R = n Ricc(N) .
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Apêndice C

Sobre a definição de estabilidade

Neste apêndice, daremos outra definição de estabilidade para hipersuperf́ıcies compactas, com

ou sem bordo, e mostraremos que esta definição é equivalente a dada no caṕıtulo 4, apesar de ser

aparentemente mais restritiva.

Definição 1. Seja x : Mn −→ M
n+1

uma imersão com curvatura média constante e seja D ⊂ M

um domı́nio relativamente compacto com bordo ∂D diferenciável, podendo ser ∂D 6= ∅, se M

é compacta sem bordo e D = M . O domı́nio D é estável se A′′(0) ≥ 0 para toda variação de

x|D : D −→ M
n+1

que preserva volume. A imersão x : Mn −→ M
n+1

é estável se todo domı́nio

D ⊂ M relativamente compacto com bordo diferenciável (∂D = ∅, se M é compacta e D = M) é

estável.

Para mostrarmos que as definições são equivalentes, basta provarmos que se x : Mn −→M
n+1

é estável segundo a definição dada no caṕıtulo 4, então todo domı́nio D ⊂M relativamente compacto

com bordo diferenciável é estável. Ou seja,

ID(f, f) =

∫
D

[−f4f − (R + ‖B‖2)f 2] dM ≥ 0 ,

para toda f ∈ C∞(D) tal que f |∂D = 0 e

∫
D

f dM = 0, onde ID(f, f) é a forma quadrática da

aplicação bilinear simétrica dada por:

ID(f, g) =

∫
D

[−f4g − (R + ‖B‖2)fg] dM =

∫
D

(〈grad f, grad g〉 − (R + ‖B‖2)fg) dM ,
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para todas f, g ∈ C∞(D) .

Seja 〈 , 〉1 o produto interno em C∞(M) definido por:

〈f, g〉1 =

∫
M

〈grad f, grad g〉 dM +

∫
M

fg dM, f, g ∈ C∞(M) .

Então, existe uma constante real B > 0 tal que

|I(f, g)| ≤ B‖f‖1 ‖g‖1 , (1)

para todas f, g ∈ C∞(M).

De fato, se A = max{|R(q) + ‖B‖2(q)|; q ∈M},

|I(f, g)| ≤
∫
M

|〈grad f, grad g〉| dM + A

∫
M

|fg| dM

≤
∫
M

| grad f | | grad g| dM + A

∫
M

|f | |g| dM

≤
(∫

M

| grad f |2 dM
) 1

2
(∫

M

| grad g|2 dM
) 1

2

+ A

(∫
M

|f |2 dM
) 1

2
(∫

M

|g|2 dM
) 1

2

≤ ‖f‖1 ‖g‖1 + A‖f‖1 ‖g‖1

≤ B‖f‖1‖g‖1 ,

onde B = 1 + A .

Seja f ∈ C∞(M) tal que f |∂D = 0 e

∫
D

f dM = 0 . Por um resultado de Análise (ver [9], Lema

9), existe uma seqüência de funções fn ∈ C∞(D) tais que supp(fn) ⊂ D e ‖fn − f‖1 → 0, quando

n→∞ .

Assim, definindo fn : M −→ R por fn(p) = fn(p), se p ∈ D, e fn(p) = 0, se p ∈M −D, temos

que fn ∈ C∞(M) e fn|∂M = 0.

Seja cn =

∫
M

fn dM . Então, cn → 0, pois ‖fn − f‖1 → 0 e

|cn| =

∣∣∣∣∫
D

fn dM −
∫
D

f dM

∣∣∣∣ ≤ ∫
D

|fn − f | dM

≤ (vol(D))
1
2 (

∫
D

|fn − f |2 dM)
1
2 ≤

√
vol(D) ‖fn − f‖1 .
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Seja, agora, ψ : M −→ R uma função de classe C∞ tal que suppϕ ⊂ D e

∫
M

ψ dM = 1 .

Então, tomando gn = fn − cnψ, temos que gn ∈ C∞(M), gn|∂M = 0 e

∫
M

gn dM = 0 . Além disso,

‖gn − fn‖1 → 0, pois ‖fn − f‖1 → 0 e cn → 0 .

Logo,por (1), ID(gn, gn)→ ID(f, f), pois,

|ID(gn, gn)− ID(f, f)| = |ID(gn, gn − f)− ID(f − gn, f)|

≤ |ID(gn, gn − f)|+ |ID(f − gn, f)|

≤ B(‖gn‖1 ‖gn − f‖1 + ‖f − g‖1 ‖f‖1) .

Como estamos supondo x : Mn −→ M
n+1

estável segundo a definição dada no caṕıtulo 4,

ID(gn, gn) = IM(gn, gn) ≥ 0 para todo n ∈ N e, portanto, ID(f, f) ≥ 0 . Assim provamos que D é

estável.
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Apêndice D

Campos de Killing e campos de Jacobi

em variedades de curvatura média

constante

Embora os resultados deste apêndice não sejam utilizados na demonstração do Teorema A,

resolvemos inclúı-los porque, além de serem interessantes, são importantes no restante do artigo [5],

que não será abordado nesta tese.

Definição 1. Sejam M uma variedade Riemanniana e X ∈ X(M). Sejam p ∈ M , U ⊂ M uma

vizinhança de p e ϕ : (−ε, ε) × U −→ M uma aplicação diferenciável tais que, para todo q ∈ U ,

a curva t 7→ ϕ(t, q) é a trajetória de X passando por q em t = 0 (U e ϕ são dados pelo Teorema

fundamental das equações diferenciais ordinárias). X é chamado um campo de Killing se, para todo

t0 ∈ (−ε, ε), a aplicação ϕt0 : U ⊂M −→M é uma isometria local.

Definimos a derivada de Lie, LXw, de uma p-forma w com respeito a X do seguinte modo:

(LXw)(x0) = lim
t→0

1
t
(w(x0)− (ϕ−t)

∗w(x0)) ,

onde (ϕ−t)
∗w(x0)(v1, . . . , vp) = w(x0)(dϕ−t(v1), · · · , dϕ−t(vp)) para quaisquer v1, . . . , vp ∈ Tx0M .

Proposição 2. X é um campo de Killing de M se, e somente se, LXg ≡ 0, onde g = 〈 , 〉 é a

métrica de M .
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Demonstração. Seja X um campo de Killing. Então ϕt : U → M é uma isometria local para todo

t ∈ (−ε, ε). Sejam p ∈ U e Y, Z ∈ TpM . Como

(ϕ−t)
∗g(p)(Y, Z) = 〈d(ϕ−t)pY, d(ϕ−t)pZ〉ϕ−t(p) = 〈Y, Z〉p = g(p)(Y, Z) ,

para todo t ∈ (−ε, ε),

LX(g)(p) = lim
t→0

1
t
(g(p)− (ϕ−t)

∗g(p)) = lim
t→0

1

t
(g(p)− g(p)) = 0 .

Suponhamos agora que
d

dt

(
〈d(ϕ−t)pY, d(ϕ−t)pZ〉ϕ−t(p)

)∣∣
t=0

= 0 para todo p ∈ U e para quaisquer

Y, Z ∈ TpM . Tomemos Ỹ = d(ϕs)p(Y ) , Z̃ = d(ϕs)p(Z) ∈ TepM , onde p̃ = ϕ(s, p), e s ∈ (−ε, ε) .

Assim, por hipótese, para todo s ∈ (−ε, ε),

d

dt

(
〈d(ϕ−t)ϕs(p) (d(ϕs)pY ) , d(ϕ−t)ϕs(p) (d(ϕs)pZ)〉ϕ(s−t,p)

)∣∣∣∣
t=0

= 0 ,

ou seja,

d

dt

(
〈d(ϕs−t)pY, d(ϕs−t)pZ〉ϕ(s−t,p)

)∣∣∣∣
t=0

= 0 ,

Logo, para todo s ∈ (−ε, ε),

d

du

(
〈d(ϕu)pY, d(ϕu)pZ〉ϕ(u,p)

)∣∣∣∣
u=s

= 0 .

Então 〈d(ϕu)pY, d(ϕu)pZ〉ϕ(u,p) é constante em (−ε, ε), e portanto,

〈d(ϕu)pY, d(ϕu)pZ〉ϕ(u,p) = 〈Y, Z〉p .

Dáı decorre que ϕu : U → M é uma isometria local para todo u ∈ (−ε, ε), isto é, X é um campo

de Killing.

Proposição 3. X é um campo de Killing se e somente se,

〈∇YX,Z〉+ 〈∇ZX, Y 〉 = 0 ,

quaisquer que sejam Y, Z ∈ X(M) .
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Apêndice D. Campos de Killing e campos de Jacobi em variedades de curvatura média constante

Demonstração. Basta mostrar que, para todo p ∈M ,

LX(g)(p)(Y, Z) = −〈∇YX,Z〉(p)− 〈Y,∇ZX〉(p) .

Sejam p ∈ M, λ : (−δ, δ) −→ M uma curva diferenciável tal que λ(0) = p, λ′(0) = Y (p) e

µ : (−δ, δ) −→M uma curva diferenciável tal que µ(0) = p, µ′(0) = Z(p). Assim,

d(ϕ−t)pY (p) =
d

ds
(ϕ−t(λ(s)))

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
(ϕ(−t, λ(s)))

∣∣∣∣
s=0

,

d(ϕ−t)pZ(p) =
d

ds
(ϕ−t(µ(s)))

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
(ϕ(−t, µ(s)))

∣∣∣∣
s=0

.

Consideremos as superf́ıcies parametrizadas f : (−ε, ε)× (−δ, δ)→M e g : (−ε, ε)× (−δ, δ)→M ,

dadas por: f(t, s) = ϕ(−t, λ(s)) e g(t, s) = ϕ(−t, µ(s)). Então,

(LXg)(p)(Y (p), Z(p)) =
d

dt
〈d(ϕ−t)pY (p), d(ϕ−t)pZ(p)〉

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

〈
dϕ

ds
(−t, λ(s))

∣∣∣∣
s=0

,
dϕ

ds
(−t, µ(s))

∣∣∣∣
s=0

〉∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

〈
∂f

∂s
(t, 0),

∂g

∂s
(t, 0)

〉∣∣∣∣
t=0

=

〈
D

∂t

(
∂f

∂s
(t, 0)

)
,
∂g

∂s
(t, 0)

〉∣∣∣∣
t=0

+

〈
∂f

∂s
(t, 0),

D

∂t

(
∂g

∂s
(t, 0)

)〉∣∣∣∣
t=0

=

〈
D

∂t

(
∂f

∂s

)
(0, 0),

∂g

∂s
(0, 0)

〉
+

〈
∂f

∂s
(0, 0),

D

∂t

(
∂f

∂s

)
(0, 0)

〉
.

Logo, pelo Lema 1.12,

(LXg)(p)(Y (p), Z(p)) =

〈
D

∂s

(
∂f

∂t
(0, 0)

)
,
∂g

∂s
(0, 0)

〉
+

〈
∂f

∂s
(0, 0),

D

∂s

(
∂g

∂t
(0, 0)

)〉
.

Como f(t, s) = ϕ(−t, λ(s)), temos
∂f

∂t
(t, s) = −X(ϕ(−t, λ(s))). Logo,

∂f

∂t
(0, s) = −X(ϕ(0, λ(s))) = −X(λ(s)) .

Assim,

D

∂s

∂f

∂t
(0, s)

∣∣∣∣
s=0

= − D

ds
X(λ(s))

∣∣∣
s=0

= −∇λ′(0)X(p) = −(∇YX)(p) .
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De modo análogo,
D

∂s

∂g

∂t
(0, 0) = −(∇ZX)(p). Além disso, como f(0, s) = λ(s) e g(0, s) = µ(s),

temos
∂f

∂s
(0, 0) = λ′(0) = Y (p) e

∂g

∂s
(0, 0) = µ′(0) = Z(p).

Portanto, (LXg)(p)(Y (p), Z(p)) = −〈∇YX,Z〉(p)− 〈∇ZX, Y 〉(p).

Proposição 4. Seja x : Mn →M
n+1

uma imersão com curvatura média constante e W um campo

vetorial de Killing em M . Então f = 〈W,N〉 satisfaz a equação:

4f + (R + ‖B‖2)f = 0 .

Demonstração. Sejam p ∈M e e1, . . . , en um referencial geodésico em p. Então, pelo Lema 3.4,

4f(p) =
n∑
i=1

ei(ei〈W,N〉)(p) =
n∑
i=1

〈∇ei∇eiW,N〉(p)+2
n∑
i=1

〈∇eiW,∇eiN〉(p)+
n∑
i=1

〈W,∇ei∇eiN〉(p) .

Como W é um campo de Killing, temos, pela Proposição 3, que 〈∇eiW, ej〉 = −〈∇ejW, ei〉 e

〈∇eiW, ei〉 = 0. Logo,

n∑
i=1

〈∇eiW,∇eiN〉(p) =
n∑

i,j=1

〈∇eiW, ej〉〈ej,∇eiN〉+ 〈∇eiW,N〉〈∇eiN,N〉 = 0 , (1)

pois 〈ej,∇eiN〉 = 〈ei,∇ejN〉 e ∇eiN é um vetor tangente. Assim,

4f(p) =
n∑
i=1

〈∇ei∇eiW,N〉(p) +
n∑
i=1

〈WN ,∇ei∇eiN〉(p) +
n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉(p) .

Sendo WN = fN , temos, pelo Lema 4.16, que

4f(p) =
n∑
i=1

〈∇ei∇eiW,N〉(p)− f‖B‖2 +
n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉(p) .

Por outro lado, como 〈∇eiW,N〉 = −〈∇NW, ei〉, obtemos:

n∑
i=1

〈∇ei∇eiW,N〉+
n∑
i=1

〈∇eiW,∇eiN〉 = −
n∑
i=1

〈∇ei∇NW, ei〉 −
n∑
i=1

〈∇NW,∇eiei〉 .

Por (1) e pelo fato de que 〈∇NW,∇eiei〉(p) = 0, pois ∇eiei(p) é normal e 〈∇NW,N〉 = 0, segue que:

n∑
i=1

〈∇ei∇eiW,N〉(p) = −
n∑
i=1

〈∇ei∇NW, ei〉(p) .
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Apêndice D. Campos de Killing e campos de Jacobi em variedades de curvatura média constante

Logo, em p,

4f = −
n∑
i=1

〈∇ei∇NW, ei〉+
n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉 − f‖B‖2

= −
n∑
i=1

〈∇ei∇NW
N , ei〉 −

n∑
i=1

〈∇ei∇NW
T , ei〉+

n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉 − f‖B‖2

= −f‖B‖2 −
n∑
i=1

〈R(ei, N)ei,W
N〉 −

n∑
i=1

〈∇N∇eiW
N , ei〉 −

n∑
i=1

〈∇[ei,N ]W
N , ei〉

−
n∑
i=1

〈∇ei∇NW
T , ei〉+

n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉

= −f‖B‖2 −Rf −
n∑
i=1

〈∇N∇eiW
N , ei〉 −

n∑
i=1

〈∇[ei,N ]W
N , ei〉 −

n∑
i=1

〈∇ei∇NW
T , ei〉

+
n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉 .

Resta, então, provar que:

−
n∑
i=1

〈∇N∇eiW
N , ei〉−

n∑
i=1

〈∇[ei,N ]W
N , ei〉(p)−

n∑
i=1

〈∇ei∇NW
T , ei〉(p) +

n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉(p) = 0 .

Lembrando que 〈∇eiW, ei〉 = 0, segue que 〈∇eiW
N , ei〉 = −〈∇eiW

T , ei〉 . Portanto,

〈∇N∇eiW
N , ei〉+ 〈∇eiW

N ,∇Nei〉 = −〈∇N∇eiW
T , ei〉 − 〈∇eiW

T ,∇Nei〉 .

Assim,

−
n∑
i=1

〈∇N∇eiW
N , ei〉 −

n∑
i=1

〈∇[ei,N ]W
N , ei〉 −

n∑
i=1

〈∇ei∇NW
T , ei〉+

n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉(p)

=
n∑
i=1

〈∇N∇eiW
T , ei〉+

n∑
i=1

〈∇eiW
T ,∇Nei〉+

n∑
i=1

〈∇eiW
N ,∇Nei〉

−
n∑
i=1

〈∇[ei,N ]W
N , ei〉 −

n∑
i=1

〈∇ei∇NW
T , ei〉+

n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉 . (2)

Mas, como, em p,

〈∇eiW
N ,∇Nei〉 = 〈∇eiW

N , [N, ei]〉+ 〈∇eiW
N ,∇eiN〉

= −〈∇eiW
T , [N, ei]〉 − 〈∇[N,ei]W

N , ei〉 − 〈∇[N,ei]W
T , ei〉 − 〈∇eiW

T ,∇eiN〉 ,
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pois

〈∇eiW, [N, ei]〉 = −〈∇[N,ei]W, ei〉 e 〈∇eiW
N ,∇eiN〉(p) = −〈∇eiW

T ,∇eiN〉(p),

obtemos que a expressão (2), em p, é igual a

n∑
i=1

〈∇N∇eiW
T , ei〉+

n∑
i=1

〈∇eiW
T ,∇Nei〉 −

n∑
i=1

〈∇eiW
T , [N, ei]〉

−
n∑
i=1

〈∇[N,ei]W
N , ei〉 −

n∑
i=1

〈∇[N,ei]W
T , ei〉 −

n∑
i=1

〈∇eiW
T ,∇eiN〉

−
n∑
i=1

〈∇[ei,N ]W
N , ei〉 −

n∑
i=1

〈∇ei∇NW
T , ei〉+

n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉

=
n∑
i=1

(
〈∇N∇eiW

T , ei〉 − 〈∇[N,ei]W
T , ei〉 − 〈∇ei∇NW

T , ei〉
)

+
n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉

=
n∑
i=1

〈R(ei, N)W T , ei〉+
n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉 .

Sendo W T =
n∑
j=1

〈W, ej〉ej,

n∑
i=1

〈R(ei, N)W T , ei〉+
n∑
i=1

〈W T ,∇ei∇eiN〉 =
n∑

i,j=1

〈W, ej〉〈R(ei, N)ej, ei〉+
n∑

i,j=1

〈W, ej〉〈ej,∇ei∇eiN〉

=
n∑

i,j=1

〈W, ej〉〈R(ej, ei)ei, N〉+
n∑

i,j=1

〈W, ej〉〈ej,∇ei∇eiN〉 .

Logo, como

〈ej,∇ei∇eiN〉(p) = −〈N,∇ei∇ejei〉(p) ,

por (4.6) do Lema 4.16, e [ei, ej](p) = 0 , temos que, em p,

n∑
i,j=1

〈W, ej〉〈R(ej, ei)ei, N〉+
n∑

i,j=1

〈W, ej〉〈ej,∇ei∇eiN〉

=
n∑

i,j=1

〈W, ej〉
(
〈∇ei∇ejei, N〉 − 〈∇ej∇eiei, N〉+ 〈∇[ej ,ei]ei, N〉 − 〈∇ei∇ejei, N〉

)
= −

n∑
i,j=1

〈W, ej〉〈∇ej∇eiei, N〉 = −
n∑
j=1

〈
W, ej

〈
∇ej

(
n∑
i=1

∇eiei

)
, N

〉〉
.
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Por outro lado,

〈
n∑
i=1

∇eiei, N

〉
= H é constante, e, portanto,〈

∇ej

(
n∑
i=1

∇eiei

)
, N

〉
(p) = −

〈
n∑
i=1

∇eiei,∇ejN

〉
(p) = 0 ,

pois ∇eiei(p) é um vetor normal e ∇ejN é tangente.

Assim, 4f(p) = −f‖B‖2(p)−Rf(p), e pela arbitrariedade de p, 4f +f‖B‖2 +Rf = 0 em M .

Sejam Mn uma variedade compacta sem bordo e x : Mn −→ M
n+1

uma imersão para as

quais existem uma variedade compacta Nn+1 e uma imersão y : N −→ M satisfazendo ∂N = M e

y|M = x. Neste caso, se W é um campo de Killing de M e f = 〈W,N〉, temos, pelo Teorema da

divergência (corolário 3.13), que∫
M

f dM =

∫
∂N

f dM =

∫
∂N

〈W,N〉 dM =

∫
N

divW dN = 0 ,

pois divW =
n∑
i=1

〈∇eiW, ei〉 = 0 .

Se, além disso, M é uma hipersuperf́ıcie com curvatura média constante tal que R+‖B‖2 = λ

é constante, então λ é um valor próprio do Laplaciano de M , desde que exista um campo de Killing

em M que não seja tangente a M em todos os pontos. Neste caso, temos o seguinte critério de

estabilidade.

Proposição 5. Sejam M uma variedade compacta sem bordo e x : M −→ M uma imersão

satisfazendo as condições acima. Então M é estável se, e somente se, λ = λ1, onde λ1 é o primeiro

valor próprio não-nulo do Laplaciano de M .

Demonstração. Seja W um campo de Killing em M que não é tangente a M em todos os pontos.

Primeiro observemos que λ 6= 0, pois, caso contrário, 4f = 0, e portanto, pelo corolário 3.15, a

função f = 〈W,N〉 seria identicamente nula, já que

∫
M

f dM = 0. Uma contradição, pois W não é

um campo tangente a M . Então λ = λ1 ou λ > λ1.

Se λ = λ1 , temos, pelo Lema 3.18, que,

I(g, g) =

∫
M

(−g4g − λg2) dM =

∫
M

(| grad g|2 − λg2) dM ≥ (λ1 − λ)

∫
M

g2 dM = 0 ,
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para toda g ∈ F . Logo M é estável.

No caso em que λ > λ1, seja f uma função própria do Laplaciano associada ao valor próprio λ1.

Então, f ∈ F e I(f, f) = (λ1 − λ)

∫
M

f 2 dM < 0. Portanto, M não é estável.
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