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RESUMO

Dado um grafo GG conexo e com valéncia minima trés, apresentamos
um algoritmo que obtém o mapeamento de G numa superficie fechada S de tal
forma que G possui apenas uma face. Ao dual G* assim obtido, chamamos
girassol de . Particionamos entao as arestas do girassol em arestas de
fronteira e cordas internas. As cordas internas nao se cruzam e as arestas
de fronteira definem um poligono P super-regular com ntmero par de lados.
A este poligono super-regular com cordas internas, adicionamos as arestas
primais de GG, obtidas pela dualizacao de G* e apresentamos geometricamente
(geometrizamos) o dominio fundamental (G,G*). Aplicando a P reflexdes
hiperbdlicas, obtemos o mergulho periddico do recobrimento universal de

G U G* no plano hiperbdlico.

Palavras-chave: Girassol, geometrizacao, dominio fundamental, plano

hiperbdélico.



ABSTRACT

Given a connected graph GG with minimum valency three, we show
an algorithm that obtains a mapping of G on a closed surface S so that GG
has just one face. The dual G* of GG so obtained is called a sunflower for G.
We then partition the edges of the sunflower as boundary edges and internal
chords. The internal chords do not cross each other and the boundary edges
define a super regular polygon P with an even number of sides. To this super
regular polygon with internal chords, we add the primal edges of GG, obtaining
G U G* geometrically embedded. Applying to P hyperbolic reflections, we
obtain the periodic embedding of universal cover of GUG* on the hyperbolic

plane.

Keywords: Sunflower, geometrization, fundamental domain, hyperbolic

plane.
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Introducao

Nesta dissertacao provaremos o teorema de geometrizagao para gi-
rassoOis de grafos com valéncia minima trés. Para isso a dividimos em quatro
capitulos: preliminares; trinity; operagoes sobre arestas de uma trinity; e
geometria do plano hiperbdlico.

Apos fazer breves defini¢oes da teoria de grafos no primeiro capitulo,
partimos para o seguinte definindo mapeamento de grafo em superficie fechada
e uma classe de grafos denominada trinity. Mostramos que todo grafo finito
conexo que pode ser mapeado numa superficie fechada esta associado a uma
trinity. Mostramos como representar um mapeamento de um grafo conexo
finito numa superficie fechada e como definir combinatorialmente tal ma-
peamento e obter a trinity a ele associada. Para concluir, definimos duas
operagoes sobre mapeamentos: dualizagao e conjugacao; e apresentamos seis
mapeamentos de grafos em superficies fechadas obtidos a partir da com-
posicao destas duas operacoes.

No terceiro capitulo definimos torcao, remocao e recuperagao de
arestas de uma trinity. Mostramos como obter o mapeamento de G numa
superficie tal que G possua apenas uma face e definimos o girassol como
o dual deste mapeamento. Apds isso, aplicamos ao dual G* operacao re-
mover arestas. Mostramos como recuperar as arestas removidas e conseguir

de volta o grafo dual G*. Dessa forma, decompomos as arestas duais em
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duas: as semi-arestas duais de fronteira, que nao foram removidas; e arestas
internas, que foram recuperadas.

Para concluir, apresentamos quatro modelos para o plano hiperbdlico
e suas isometrias que serao fundamentais na demonstragao do teorema de ge-
ometrizagao para girasséis de grafos com valéncia minima trés e na obtengao
do levantamento do grafo GG e seu dual G* no recobrimento universal da

superficie S, RecUniv(G,G*), onde estao mapeados G e G*.



Capitulo 1

Preliminares

Um grafo G é uma tripla (V, E,T), onde V e E sao conjuntos finitos
eZ CV x E satisfaz 1 < [{v € V;(v,e) € Z}| < 2, para qualquer e € E.
Chamamos V(G), E(G) e T de vértices, arestas e relag¢io de incidéncia do
grafo GG, respectivamente.

Um grafo H é um subgrafo de G se V(H) C V(G), E(H) C E(G).
Dado um conjunto E’ C E, denotamos por G[E'| o subgrafo aresta induzido
de G que é o subgrafo de G cujo conjunto de vértices é o conjunto das
extremidades das arestas em E’ e cujo conjunto de arestas é E'.

A wvaléncia de um vértice é definida pelo niimero de arestas incidentes
aquele vértice. A waléncia minima de um grafo é a menor dentre todas
valéncias dos vértices de G. Quando todos os vértices de um grafo G possuem
a mesma valéncia, digamos n, o grafo G ¢é dito n-regular.

Um subconjunto M de E é dito um emparelhamento em G se seus
elementos sao dois a dois nao adjacentes. Os dois vértices terminais de uma
aresta que pertence ao emparelhamento sao ditos cobertos por M. Se todos
os vértices de GG sao cobertos por um emparelhamento M, dizemos que M ¢é

um emparelhamento perfeito. Uma particdo (E, Es, ..., Ey) de E, onde F;

11
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denota o subconjunto (que pode ser vazio) de E' que possuem a cor i, ¢ uma
k coloracdo de aresta de um grafo G. Se os conjuntos F; forem disjuntos,
dizemos que (Ey, Es, ..., Ey) é uma k coloragdo de aresta prdpria de G.
Em um grafo G, um caminho v é uma seqiéncia vg, ey ..., €y, Up,
onde vy, ...,v, sao vértices de G, eq,...e, sao arestas de G e, para i €
{1,...,n}, os vértices de G incidentes com e; sao v;_1 e v;. Dizemos que um
grafo G é conexo se, para quaisquer dois de seus vértices, existe um caminho

que os liga.



Capitulo 2
Trinity

Na primeira secao deste capitulo definimos mapeamento de grafo
em superficie fechada e uma classe de grafos denominada trinity. Mostra-
se [Lins,1980] que todo grafo finito conexo que pode ser mapeado numa
superficie fechada estd associado a uma trinity. Sao apresentados dois al-
goritmos: o primeiro mostra como representar um mapeamento de um grafo
conexo finito numa superficie fechada; o segundo, como definir combina-
torialmente tal mapeamento e definir a trinity a ele associada. Definimos
duas operacoes sobre mapeamentos: dualizacao e conjugacao. Demonstra-se
[Lins,1980] que o grafo conjugado é igual ao grafo original e que a dualizacao
nao muda a superficie onde o grafo e seu dual sao mapeados. Por fim, sao
apresentados seis mapeamentos de grafos em superficies fechadas obtidos a

partir da composicao daquelas duas operagoes.

2.1 Mapeamento e trinity

Definigao 2.1 Um mapeamento (G — S) de um grafo topoldgico finito G

em uma superficie fechada S é um mergulho tal que S\G € um conjunto finito

13
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de discos abertos disjuntos, chamados faces de G.

Figura 2.1: Mapeamentos do K4 na esfera e do K5 no toro

Definigao 2.2 Uma trinity T é um grafo conexo 4-regular 4-aresta-colorido
proprio usando cores a, Ty, To, T3 de tal forma que cada componente conexa do

subgrafo induzido por todas arestas de cores distintas a o forma o esqueleto

de um tetraedro K.

Figura 2.2: Trinity associada ao K3

Em uma trinity, a componente conexa de um subgrafo gerado por
quaisquer duas das quatro cores é um poligono, chamado poligono bi-colorido.

Temos a seguinte associagao:
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Bi-coloragao ar: v-poligono (vértices do grafo);

Bi-coloragao 7y: e-retangulo (arestas do grafo);

Bi-coloragao ary: f-poligono (faces do grafo).

Bi-coloragao ats: z-poligono (zigzags do grafo).

Denotamos por Cj; o grafo obtido de uma trinity T cujas arestas
73-coloridas foram removidas. Um fato importante sobre mapeamento de

grafos em superficies fechadas e trinities é o seguinte:

Teorema 2.1 (Lins,1980) FEziste uma correspondéncia 1-1 entre a classe

das trinities T e a classe dos grafos finitos conexos mapeados em superficies

fechadas (Gp — Syr).

Demonstracao: Dada a trinity T, tome seu grafo C), e oriente arbitra-
riamente suas arestas. Tomando cada e-retangulo, cada v-poligono e cada
f-poligono como discos abertos disjuntos, cada uma das arestas orientadas
aparecem exatamente duas vezes na fronteira desses discos. Identifique o par
de arestas na fronteira dos discos que vieram da mesma aresta respeitando as
orientacoes. O resultado é uma superficie fechada Sy, que tem C); mapeada
nela. Deforme (C); < Sys) tal que as arestas 1-coloridas sejam as curtas e
as Te-coloridas as longas. Para obter (G < Sys) contraia a um ponto cada
disco limitado por um v-poligono. Esses pontos sao os vértices Vy; de Gyy.
Cada e-retangulo se torna um poligono bi-colorido limitado por duas arestas
longas coloridas por 75 dos e-retangulos originais. Contraia esses poligono
bi-colorido a sua linha média. Essas linhas sao as arestas Ej; de Gy e assim
obtemos Gy = (Var, Ear) e o mapeamento (Gar — Sy).

Reciprocamente, para obter uma trinity T a partir de um grafo G,

mapeado numa superficie fechada Sy, considere C'y; como sendo o esqueleto



16

do dual da subdivisao baricéntrica de (G < Spr). As arestas de Cy podem
ser 3-coloridas com as cores «, 71, T» tal que as componentes do subgrafo in-
duzido pelas arestas de cores 71 e 75 sao quadrilateros. Introduzindo as duas

arestas diagonais, 73-coloridas, desses quadrildteros temos a trinity Y. O

2.2 Apresentacao combinatéria de um mapea-

mento

Uma maneira simples de apresentar um mapeamento (G — Sy)

¢é a seguinte:

1. Faca a imersao de G, no plano tal que todos cruzamentos entre as
arestas sejam transversais e tenham nimero finito. Nao faca distingao
entre G); e sua imagem sob essa imersao. Ela define um conjunto de

arestas ordenadas de forma ciclica ao redor dos vértices;

2. Para cada vértice v de grau k, considere um pequeno disco fechado D,
tal que sua interseccao com G é um grafo com k arestas formadas a
partir da ligacao de um vértice comum v no centro do disco e k vértices
de grau 1 definidos pela interseccao da fronteira de D, com as arestas

incidentes a v;

3. Escolha uma orientacao arbitraria para as arestas de Gj; e desenhe
uma seta saindo longitudinalmente proximo a parte inicial da aresta e,
tail(e) = e™, e uma seta chegando longitudinalmente préximo a parte

final da aresta e, head(e) = e~ ;

4. Ponha também uma pequena seta transversal, com orientagao arbitraria
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porém fixa, cruzando ortogonalmente cada aresta e em G, N D, tal que
seja especificada sua dire¢ao de rotagao ao redor do vértice v (horario

ou anti-horario).
DV1 DV2 2 4 3 5
5 2 5
4 D, D,

Figura 2.3: Discos da imersao dos vértices de K4 no plano. O dado combinatério

desta rotagao de vértices é R = {{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6},{3,5,6}}.

O dado combinatério necessario para especificar um mapeamento
M = (G C Su) é a colegao Dg,, = {Gp N Dylv € Vg, }, onde cada aresta
e em Gy N D, é nomeada e aparece com orientacao dupla. Com efeito, nao
precisamos manter a aresta totalmente imergida, mas apenas seu comeco
em Gy N De- e seu final em Gy N De+. A informagao para tomar Eg,,
é reconhecida combinatorialmente pelas duas arestas nomeadas com e nos
discos D.- e D, +.

Dada uma apresentacao combinatoéria Dg com seus discos mergu-

lhados no plano, construimos uma trinity T como segue:

1. O conjunto de vértices de C'y; é constituido pelas extremidades das setas
transversais; tais setas sao as arestas 7-coloridas de C';. Note que C)yy
torna-se um grafo com 4|Eg,,| vértices e que suas arestas 7j-coloridas

formam um emparelhamento perfeito;

2. O segundo emparelhamento perfeito é obtido ligando-se os vértices de

Gy N D~ aos de Gy N D+ de tal forma que fiquem tail com tail e
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head com head; estas duas arestas tornam-se as arestas 7»-coloridas que

completam o e-retangulo associado a aresta e € Eg,,;

3. Para cada Gy N D, ponha grau(v) linhas a-coloridas se ligando tais
que elas nao interceptam Gj; e formem, juntamente com as arestas
T1-coloridas, um v-poligono em Gy, N D, tendo 2grau(v) lados. Estas

sao as arestas a-coloridas de C;.

4. Introduzindo as arestas 13-coloridas nas diagonais dos e-retangulos com-

pletamos a definicao de Y.

Definicao 2.3 O conjunto de arestas que possui ambas setas transversais
apontando no mesmo sentido de rotagao, denotado por T' = (Dg,,) C Egq,,,

¢ dito torcao da apresentagao combinatoria Dg,, .

A construcao anterior pode ser invertida de forma que, a partir de
uma trinity Y, podemos obter uma apresentagao combinatéria de (G —
S ) escolhendo-se uma das duas possibilidades para mergulhar cada G,ND,
no plano. Existem 2!V&¥!| escolhas induzindo diferentes torcoes que definem

a mesma apresentacao combinatéria de um mapeamento.

Definicao 2.4 Dado um grafo finito G = (Vg, Eg), a cofronteira de W C
Vi, denotada por 6¢(W) C Eg, € o subconjunto das arestas que tem uma

extremidade em W e a outra em seu complemento W.

Proposicao 2.2 Inverter a orientacao transversal de todas as arestas de
Gy N D, € Dg,, nao muda o mapeamento M = (Gp — Syr). Se a torcao

era T = (Dg,,), a nova é T @y dq,,({v}).

Demonstracao: O grafo G e a superficie Sy, associados a construcao da

trinity T a partir de Gy N D,,v € V,T' C Eg,, sao inalterados apos inverter
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a orientacao transversal de todas as arestas de Gy N D,. Essa operacao
transforma as arestas da cofronteira de v de forma que as arestas torcidas
tornam-se nao torcidas (e saem de T') e as arestas nao torcidas tornam-se

torcidas (e entram em T7), ou seja, T @3 d¢,, ({v}). O

Corolario 2.3 Sejam T, e Ty duas torcoes da apresentacao combinatoria
do mesmo mapeamento M = (Gp — Sy). Entao existe W C Vg,, tal que

O,y (W) =T @9 Ts.

Demonstracao: Pelas definigoes, existe W C Vi, tal que iniciando com T}
e invertendo a orientacao transversal do conjunto {D,,; w € W} obtemos Ts.

Logo, T} @2 0¢,, (W) = Ts. O

Corolario 2.4 Seja T a torcao da apresentacdo combinatoria do mapea-
mento M = (G — Sy). Entao Sy € orientdvel se, e somente se, existe

W C Vg, tal que T = d¢g,,(W).

Demonstracgao: Invertendo a orientacao transversal das arestas dos discos
no conjunto {D,,;w € W} obtemos o conjunto vazio, isto é, nenhuma aresta
estd torcida. Pela construcao de (', a partir de uma apresentacao combi-
natéria sem arestas torcidas, segue que C); é bipartido e, portanto, Sy, é

orientavel. O

2.3 Dualizacao e conjugacao

Denotando por vy, ey € fur, respectivamente, o nimero de vértices,

de arestas e de faces de M, a caracteristica de Euler do mapa M é o ntimero
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inteiro xpr = vy — ey + far. O mapa M é orientavel se C'y; é bipartido;
caso contrario, é chamado nao-orientado. Entao, definimos oy = 1, se M é
orientavel e o)y = 0 se M é nao orientavel. A superficie Sy; de um mapa M
é entao a superficie fechada de caracteristica de Euler y,; e orientabilidade
dada por op;. Denotaremos um grafo com v vértices, e arestas e f faces pela
tripla (v, e, f).

Um mapeamento (G — S) induz dois pares opostos de ordem ciclica
na cofronteira ¢ ({v}) de cada vértice v € V. Existem varias correspondéncias

1-1 entre (Cpr — Syr) e (Gar — Su).
e e-retangulo em C); «— aresta de G y;
e v-poligono em C); «— vértice de Gy;
e f-poligono em C); «— caminho facial de (G — Su);
e z-poligono em C); «— caminho em zigzag de (G — Sy);

e arestas a-coloridas em C); «— par adjacente em d¢,, ({v}),v € Vg,

de (G = Sr).

Definicao 2.5 Duas operacoes sobre as arestas de um mapeamento M =

(Gp — Sur) estao bem definidas:
1. Dualizacao: Permutacao das cores 71 e 7o da Y associada a M.
2. Conjugagao: Permutagao das cores 5 e 13 da Y associada a M.

O grafo conexo Gp associado ao mapeamento D = (Gp — Sp) apds a

dualizacao é dito o dual de G ;.

Proposicao 2.5 (Lins,1980) O grafo associado ao mapa conjugado € igual

ao grafo associado ao mapa de referéncia.
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Demonstragao: Seja M = (G — Sy) um mapa e M = (Gy; — Sy;)
seu mapa conjugado. Na trinity associada temos M = (a; 71,72, 73) e M =
(a; 11,73, T2). Note inicialmente que essas permutagdes nao alteram as arestas
dos grafos Gy e G, pois as arestas Te-coloridas e 73-coloridas fazem parte
dos mesmos tetraedros que representam cada aresta do grafo mapeado; assim
e € E(Gy7) = e € E(Gy). Além disso, observe que M possui os mesmos

poligonos at-coloridos de M, logo v € V(G37) = v € V(Gu). O

Proposicao 2.6 (Lins,1980) Um grafo conezo e seu dual estao mapeados

na mesma superficie fechada.

Demonstragao: Seja o mapa M = («; 11, T, 73) associado ao mapeamento
M = (Gy — Sy) de um grafo conexo Gy em uma superficie fechada S.
Aplicando a dualizagao a M obtemos D = («; 79,7, 73). Como antes, essa
operacao nao altera o nimero de arestas e de M; logo ep = ej;. Depois note
que as arestas T3-coloridas de M e D sao iguais, logo C); = Cp, e dai segue
que op = oy. Por fim, perceba que os poligonos ar-coloridos de D sao os

poligonos amy-coloridos de M, ou seja, vp = far e fp = var. O

O corolario que segue exibe a simetria abstrata entre vértices, faces
e zigzags do mapeamento de um grafo numa superficie fechada: tomando o
mapeamento complementar mantém-se os vértices e trocam-se faces e zigzags,
tomando o mapeamento dual mantém-se os zigzags e trocam-se vértices e
faces; tomando o mapeamento phial mantém-se as faces e trocam-se vértices

e zigzags.

Corolario 2.7 (Lins,1980) Seja T wma trinity. Entdo existem seis ma-

peamentos de grafos em superficies fechadas que estao associados a Y:
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Mapeamento de referéncia M = Q5 T1, T2, T3

Mapeamento conjugado o5 T1, T3, T2

Mapeamento dualizado Q; T2, T1, T3

Mapeamento co-dual Q5 T2, T3, T1

Mapeamento phial o5 T3, T2, T1

( )
( )
( )
( )
( )
( )

S ™ L v~
o v ool oo
Il

Mapeamento co-phial Q;; T3, T1, T2
Corolario 2.8 (Lins,1980) Existem trés grafos distintos:

1. Grafo primal, Gy, = (V, E, F);

2. Grafo dual, Gp = (F,E,V);

3. Grafo phial, Gp = (V, F, E).

Que podem ser merqulhados em duas das trés superficies distintas:

MAPA
[M=(G,—S,,)
c] 1d

_ COMAPA d = COPHIAL PHIAL
[M=(Gy~ Sy)| += [P=(G, — Sy)| -* [P=(G, — S,)]

_ CODUAL
<% [D=(G, ~ S»)

DUAL
4. [p=(G, —~S.)

Figura 2.4: Seis mapas obtidos pela conjugacao das operagoes de dualizagao e

conjugacao de uma trinity



Capitulo 3

Operacoes sobre Arestas de

uma Trinity

Neste capitulo definimos as operagoes tor¢ao, remogao e recuperagao
de aresta. Mostramos que a torcao de uma aresta que divide duas faces as
colapsa. Entao apresentamos um algoritmo que, aplicando torcao ao con-
junto F, C Eg, obtém o mapeamento de G' com apenas uma face. O dual de
GG assim obtido é, portanto, um grafo G* com um unico vértice, que denomi-
namos girassol. Aplicando-se em alggumas arestas de G* a operagao remover
arestas, obtemos um grafo com um vértice e uma face. Entao geometrizamos
esta face inica como um poligono super-regular com 2e} lados, onde ej é o
nimero de arestas que nao foram removidas. Ao recuperarmos as arestas
removidas Ej na ordem inversa a de remogao, adicionamos cordas internas
ao poligono super-regular de tal forma que elas nao se cruzam e conseguimos

uma geometrizacao das faces de G*.

23
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3.1 Torcao de arestas

Seja T = (R,T') uma trinity associada ao mapa M = (v, e, f). Como
vimos, cada par (R,T") define 4 permutagoes ciclicas, ou emparelhamentos,
denotadas por «, 71, T» € T3 = T1T2 € a composicao entre elas define 4 novas
permutacoes V = am, E =11, F = amn e Z = artz, que, por sua vez, estao

associadas aos poligonos bi-coloridos da trinity Y.

Definicao 3.1 A operacao torcer aresta e € a permutacao das cores Ty € T3

no e-retangulo da Y associada a aresta e.

torgcao

Figura 3.1: Tor¢ao de uma aresta.

Lema 3.1 Seja Y = (R,T). A tor¢do de uma aresta e que divide duas faces

as colapsa.

Demonstracao: Sejam f; e fy dois f-poligonos aty-coloridos de T associa-
dos a dois caminhos faciais distintos do grafo. Como os f-poligonos possuem
uma aresta em comum e a tor¢ao permuta as cores 7y e 73, muda caminho fa-
cial por caminho zigzag apenas naquela aresta, o caminho facial serd a uniao

dos caminhos faciais f; e fs. O
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Proposicao 3.2 Dada uma trinity Ty = (R,Ty), existe T C Eg,, tal que
T = (R, T) possui face unica.

Demonstracao: Com efeito, dois f-poligonos podem ser unidos pela torgao
de uma aresta em comum, diminuindo o niimero de faces do mapeamento em
uma unidade. Entao, enquanto existir aresta comum a dois f-poligonos, o pro-
cedimento de torgao pode ser aplicando até obtermos uma trinity T = (R, T))

com face unica. O

Definigao 3.2 Um T-girassol para Gy, que denotamos Sunfl(M,T), é um
grafo com apenas um vértice. Dualizando a trinity Y = (R,T) obtida como
na proposicao 3.2 temos um T-girassol para Gr. Um girassol para o grafo

Gy € um T-girassol para algum T C Eg,, .

Exemplo 3.1 Considere a trinity MapK4 com rotagao

R = {{1,2,3},
{1,4,5},
{2,4,6},
{3,5,6}}

e torcao Ty = (. Entao MapK4 possui 4 vértices, 6 arestas e 2 faces, ou
simplesmente (4,6,2) e caracteristica de Euler 0. Fazendo T' = {6}, obte-
mos uma trinity com apenas uma face, como mostrado na proposi¢ao 3.2 e
temos (4,6, 1) e caracteristica de Euler —1. Dualizando este ultimo resultado,

obtemos um T-girassol de MapK4.
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Exemplo 3.2 Considere a trinity Random9 com rotacao

R = {{1,2,3,4,5,6,7},
{8,9,10,11, 1},
{12,13, 14,8},
{15,16,17,2},
{18, 19, 20, 3,9},
{21,22,4,15,18},
{5,12,16,19,21},
{23, 6,10, 13,22},
{23,20,17,14,11,7}}

e torgio Ty = 0. Dessa maneira, Random9 possui 9 vértices, 23 arestas

Figura 3.2: Definigao do grafo Random9.

e 4 faces, ou seja, (9,23,4) e caracteristica de Euler —10. Fazendo T =
{22,21,17}, obtemos uma trinity com apenas uma face e assim temos (9,23, 1)
e caracteristica de Fuler —7. Dualizando este wltimo resultado, obtemos um

T-girassol de Random9.



27

3.2 Remocao e recuperacao de arestas

Definicao 3.3 Dada uma trinity T = (R,T), a opera¢do remover aresta e €
a atualizacao da permutacao o de forma a eliminar a aresta e do conjunto R.
Sua operacdo inversa € recuperar aresta removida, que recupera a permuta¢ao
a anterior a remocao da aresta. Note que so podemos aplicar recuperacao de

aresta as arestas que foram removidas.

[ —
: . ........ . :
—— 5 : —
remogao : : recuperagao
P .

Figura 3.3: Remocao de uma aresta e recuperacao de uma aresta removida.

Lema 3.3 Seja e* uma aresta comum a duas faces em G*. A remocao de e*

as colapsa.

Demonstracgao: De fato, sejam dois f*-poligonos tais que e* pertenca aos
dois. Apds a remocao de e* estes dois f*-poligonos se colapsam, formando

um novo f*-poligono, devido a atualizagao da permutacao «. O

Proposicao 3.4 Dado um girassol Sunfl(M,T), existe Ef C Egunpia1)
tal que apos a remogao de todas arestas duais By = Egyp (v, \ BT obtemos
um grafo com uma face e um vértice. Além disso, a caracteristica de Fuler

da superficie onde Sunfl(M,T) estd mergulhada € igual a 2 — €7.
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Demonstragao: Seja um girassol Sunfl(M,T) com (1,e,v) e E5 = {}. Se
v > 1, existe e comum a duas faces. Aplicando 3.3 a e obtemos (1,e,v — 1)
e adicionamos e ao conjunto Ej. Repetindo esse procedimento até que
v = 1 obtemos (1,e,1) e a decomposi¢ao Egunpimry = Ef U E5. Note
ainda que remover aresta nao muda a caracteristica de Euler da superficie,
pois diminuimos simultaneamente uma face e uma aresta. Portanto, ao final
deste procedimento, removemos e} arestas e permanecem e} = e — e}, logo

l—e+v=1—(e]+e5)+(1+e5)=2—¢]. O

Dividindo cada aresta do conjunto E} em duas partes obtemos as
semi-arestas que irao formar a fronteira do poligono super-regular com 2e}
lados. J& as arestas de Ej formarao o conjunto de cordas internas a tal

poligono. Um resultado importante é o que segue.

Lema 3.5 Sejam Ei as arestas que formam a fronteira do poligono super-
reqular e E5 seu conjunto de cordas. A recuperagao das arestas de Ej na
ordem inversa a de remoc¢ao, isto €, recuperando-se primeiro as que foram
removidas por ultimo, estd bem definida. Além disso, as cordas Ej ndo se

cruzam.

Demonstragao: Seja um grafo com (1,e},1). Desde que a remocao da
aresta e; foi motivada pela divisao de duas faces distintas, a recuperagao
de e; dividira a face tnica obtida pelo procedimento em duas, logo teremos
(1,e7+1,2). Assim, ao recuperarmos a aresta e;_; ela dividird uma das duas
faces obtidas, e portanto nao cruza e e teremos (1, ef +2,3). Repetindo esse
procedimento, conseguimos recuperar todas arestas £ e portanto, recuperar

(el +e5,1+€3) = (1,€,0). 8
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Definicao 3.4 O dominio fundamental de um mapa € uma particao do con-
Junto de arestas (semi-arestas) duais sequndo os procedimentos 3.4 e 3.5; e
um conjunto de arestas (semi-arestas) primais obtidas pela dualizagao das

arestas (semi-arestas) duais.

A geometrizacao do dominio fundamental, isto é, a apresentacgao
geométrica do dominio fundamental sera abordada no préximo capitulo. Va-
mos nos adiantar a ele fazendo a apresentagao geométrica dos dominios fun-

damentais do MapK4 e do Randomd.

Exemplo 3.3 Aplicando o procedimento 3.4 ao T-girassol de MapK4 obtido
no exemplo 3.1 obtemos Ej = {6,5,3}. Recuperando as cordas internas
sequndo 3.5, obtemos o dual do grafo original. Por fim, obtemos o dominio
fundamental do grafo original, por um procedimento que utiliza geometria
hiperbolica e serd explicado no proximo capitulo, cuja geometrizacao € dada

pela figura abaizo. As arestas tracejadas indicam arestas (semi-arestas) duais

Figura 3.4: Geometrizagdo do dominio fundamental de MapK4 no modelo do

disco projetivo D?.

e as arestas continuas representam as arestas (semi-arestas) primais. Note

que E5 = {3,5,6} sao cordas internas e seu complemento Ef = {1,2,4}
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formam a fronteira do dominio fundamental. As arestas primais cuja dual
€ de fronteira aparecem apenas pela metade, isto €, sao apresentadas apenas
as semi-arestas primais. Ja as arestas primais cuja dual € corda interna

aparecem completas.

Exemplo 3.4 Como no exemplo anterior, aplicando 3.4 para o T-girassol
de Random9 obtido no exemplo 3.2 temos E5 = {23,22,21,20,17,14,11,7}.
Recuperando as cordas internas sequndo 3.5, obtemos o dual do grafo original.
Assim, a geometrizacao do dominio fundamental do Random9 pode ser vista

pela figura abaizo. Observe que E5 = {23,22,21,20,17,14,11,7} sao cordas

Figura 3.5: Geometrizagdo do dominio fundamental de Random9 no modelo da

bola conforme de Poincaré B2.

internas e seu complemento formam a fronteira do dominio fundamental. As
arestas primais cuja dual € de fronteira aparecem apenas pela metade, isto €,
sao apresentadas apenas as semi-arestas primais. Ja as arestas primais cuja

dual € corda interna aparecem completas.



Capitulo 4

Geometria do Plano

Hiperbdlico

Utilizaremos quatro modelos para o plano hiperbdlico. Cada um
deles esta relacionado por uma bijecao analitica computacionalmente simples
que se tornarao isometrias entre espagos métricos: o modelo da bola conforme
de Poincaré B2, o modelo do hiperboléide H?, o modelo do disco projetivo D?
e o modelo do semi-plano superior U2. Os conjuntos de B? ¢ D? sdo ambos
{z € C;|z|] < 1}. A razao para usar dois nomes diferentes é que as métricas
associadas a eles sao distintas. O modelo U? ¢ chamado modelo do semi-
plano superior, seu conjunto ¢ U? = {z € C;Jz > 0}. As bijegoes entre esses
conjuntos sao muito simples e podemos ir e vir de um modelo para o outro
de maneira muito barata (no sentido computacional). Os quatro modelos sao

efetivamente usados nesse trabalho:

e H? ¢ usado para definir o plano hiperbdlico. Também para a definicao
do centréide de um conjunto de pontos, o analogo ao baricentro na
geometria Euclideana, que é aplicado para encontrar um tipo de centro

do poligono convexo aparecendo como faces dos girassois, e entao tendo

31
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um ponto bem definido para os vértices do dual do girassol. O centroéide
de um conjunto de pontos nao esta diretamente disponivel nos outros

modelos.

B? ¢ usado para definir, a partir de um girassol (G* — S) e uma
arvore geradora A de GG, o dominio fundamental §, e um mapeamento
(GUG* — F C B?). A isometria centrada na origem e com rotagao 0 é
facil de definir apenas em B?. A reflexao sobre a linha u é simplesmente

tomar o conjugado z de z = u + vi € B2

U? é usado para definir uma férmula concreta da distancia hiperbélica
entre quaisquer dois pontos de U2 Essa distancia é entdao exportada

para os outros modelos via bijecao.

Os modelos U? e B2 nos ajudam a visualizar o efeito geométrico de uma
composicao arbitraria finita de isometrias. A translacao hiperbdlica, ou
mudanca de coordenadas, é uma dessas composicoes de importancia
central. O modelo U? é adequado para trabalhar com coordenadas
(nimeros complexos) codificadas como z = (L,a) = (In|z|,arg(z)). Ele
¢ melhor do que os modelos B? e D? no sentido que os nimeros com-
plexos que aparecem sao mais facilmente discriminados nesse modelo

(a diferenca entre eles aparece logo em suas expansoes decimais).

D? ¢ usado para efetivamente mergulhar GUG* no dominio fundamental
$o. Nesse mergulho, que é tao hiperbdlico como os outros, a fronteira é
um poligono Euclideano super-regular convexo de 2p lados. Além disso,
cada aresta e* € G* aparece como um segmento reto e cada face de G*
como um poligono convexo; a aresta e no primal de GG é subdividida
em duas semi-arestas retas: e; ligando o inicio de e a e* que é o ponto

central de e* e e; que liga €* ao final de e. Obtendo (GUG* — Fy) por
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um algoritmo linear sobre o nimero n de arestas de GG que é o ponto

de partida do Splitting Algorithm.

4.1 Quatro formas de visualizacao

Definimos o produto interno Lorentziano de z,y € R? por

(T, y) = T1y1 + T2 — T3Ys3

A norma Lorentziana ¢ o niimero complexo ||z|| = (z,z)2. Se
(r,z) < 0 tomamos ||z| como sendo o nimero complexo imagindrio puro
positivo. Nesse caso vamos denotar |||z||| como o médulo do nimero ima-
ginério ||z||. Considere o conjunto H?, a folha positiva de um hiperboldide

de duas folhas em R3:

H? = {(y1, 92, y3) € R*; 5 + 45 —y3 = —1,y3 > 0}

Observe que um ponto de R? pertence a H? se, e somente se, sua
norma Lorentziana é ¢. O plano hiperbdlico é o conjunto acima munido de
uma meétrica induzida pela métrica de um outro modelo do plano hiperbdlico,
o modelo do semi-plano superior U?, por meio das bijecoes Syy : H?2 — U? e

sua inversa Byy : U? — H2.

4.1.1 Projecao estereografica sobre H?

SejaB? = {z € C;|2] < 1} e Cx, = O(B?). A projecao estereogrifica

a partir do pdlo sul sobre a folha positiva do hiperboléide de duas folhas
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Bpr : B? — H? e sua inversa Bgp sao dadas por:
B 2y 2ry 1+ |2)?
) = (T e T )

Y1 . Yo
= Tt
Brp (y) 14 ys 14 ys

onde z = z; +ixe € B e y = (y1, Y2, y3) € H2.

4.1.2 Projecao gnémica sobre H?>

Seja D? = {z € C;|z| < 1}. Como conjunto temos D? = B? mas D?
e B? terao métricas diferentes, por isso o nome distinto. A projecdo gnémica
é a bijecao Bpy : D? — H? definida como a composicao da translacao vertical
de D? por e3 seguida pela projecao radial para H?. As férmulas explicitas

para Bpg e sua inversa Sgyp Sao:

($1,$2,1)
Bpu(z) = w0

(21, 22, )]
Buply) = &—H’%;

Y3 Y3

onde z = z; +ixe € D?* e y = (y1,v0,y3) € H.

4.1.3 Expansao retificadora e contragao encirculadora

De particular importancia é a composicao Bgp = Bup © Bpr : B2 —

D?, que chamamos expansao retificadora. Sua expressao ¢ dada por

Bep(2) = (%W) z.

Existem dois valores 21,22 € C que solucionam a equagao w = fpp(z), a

saber,

[wl? |w|?

() e (5.
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Lema 4.1 A contracdo encirculadora Bppg, inversa da expansao retificadora

Bsp, € dada por

Boa(w) = (1 — /1= |w_|2> )

Demonstracao: O produto das duas solugoes é:

logo, |z122| = |21||22] = 1. Suponha |z;| = 1. Desde que w # 0, |w| < 1,

2
1—/1—|w|?
1= S ol = ol = 1= VI= TP = 22/ T= TP -
> = 1—|w?>=/1—|w?=1-2w?+w!=1~-w?=|w =2

Isso é uma contradicao. Dai segue que a tnica solugao é aquela com o menor

valor absoluto, z = z;. O

A composicao Sgp coincide com outra composicao #'. O lema seguinte

justifica as terminologias expansao retificadora e contracao encirculadora.

Lema 4.2 Seja 3 = w30 : B2 — D?. Entdo um arco de circunferéncia ¢
cruzando Cy s0b um dngulo de 5 em dois pontos distintos a e b € projetado

por 3 sobre o segmento de reta ab. Além disso, ' = Bpp.

Demonstracao: A projecao estereografica ( preserva o angulo entre duas
curvas que se cruzam em S?; segue que angulos sao preservados para quais-
quer pontos porque as isometrias de S? correspondem com as aplicacoes con-
formes (que preservam angulo) do plano. A curva ¢ cruza Cy sob o angulo
de 7. Segue que ¢ = ((c) cruza ((Cy) = Cs sob um angulo de 7, impli-
cando que o disco planar limitado por ¢’ e o segmento ab estd mapeado sob

¢~! sobre um disco plano limitado por ¢ e ab ortogonal ao plano do equador.

Entao a projegao de ¢ sob 3 é o segmento de reta ab. Além disso, a projegao
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estereografica ( tem expressao algébrica

2.1‘1 2%‘2 x% + Z’g —1
C(x1,22) = 2 2 NG 2 D) 2 :
i +xs+1 27 +a5+1 o7 +a5+1
Logo, B'(w1,72) = m3((71,72) = <$%f£%+1, x%fféH) = Bpp(r1 + ixg) =
Bep(2) O

Figura 4.1: Hexdgono regular nos modelos do disco projetivo D? (linha continua)

e da bola conforme de Poincaré B? (linha tracejada).

4.1.4 Foérmula de Poincaré

O modelo U? é crucial para obter todas isometrias dos espacos hiperbélicos
como matrizes complexas 2 X 2 especiais. Isso foi descoberto por Poincaré.

A partir das U?%-isometrias, as B2-isometrias seguem pela conjugacao com a

N[

7
matriz especial Eyp = . A inversa de Eyp é Egy =
1 1

N= N
SIS

Lema 4.3 As aplicacoes fyp : U2 — B? e Bpy : B2 — U? dadas por

12+ 1 —tw + 1
o e Bpr(w) = ———

5UB(Z) =

]
w—1

SG0 1NVETrsSas.
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Demonstracao: Mostremos que Byp ¢ uma bijecao entre U? e B2, Com

efeito, seja z um ntmero complexo, entao:

z=x14+i1, €U? & 23>0

|z — 1] < |z +1]

|z—1]

o < 1
z—llil
o < 1
1z+1

| Z+1 ‘ < 1

|Bus(2)| <1
ﬁUB(Z) & B2

(I

Provemos agora que Bgy € a inversa de Bypg. De fato,

) 1
5UB(2):ZZ+, =w & 1z+1=wz+wi
zZ+1

& zZ(il—w)=wi—1
—iw + 1

& 2= —— = (gy(w)
w—1
O
Dada uma esfera S*~! de centro ¢ e raio r em R” a inversao sobre S"~! é a

funcdo o(c,7) = 0 : R" — R" dada por

[Eel

ale,r,x) = o(x) = ¢+ (L)Z (x —c).

A inversao fixa todos pontos de S*~! e troca o interior com o exterior de
S*=t. A fungao o satisfaz ||z — al||o(z) — al| = r*>. O caso particular de
inversdao n = 2 e R? = C identifica By com a composicao de duas inversoes.
Usualmente a reflexao sobre um hiperplano é também considerado um caso
especial de inversao sobre uma circunferéncia de raio co. Isso é particular-
mente verdade na geometria hiperbodlica, porque as linhas verticais se tornam

semi-circunferéncias sob isometrias.
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Proposicao 4.4 A bijecio Spy € a restricao de B? a composicdao da reflexdo

sobre o eizo-r n sequida pela inversao o sobre a circunferéncia {z € C; |z +

i| = v2}.

Demonstracao: Seja w = u + iv € B?. Entao:

ocon(w) = o(w)
2
— —i+ () @+9)
= i+ e (@ +10)
= i+ e (U — v+ i)

= —i+m(u+i(l —U))

J— : 2 .
= it (uti(1—v)) (u—i(1—v)) (u+i(l—v))

—i(utiv)+1
(u+tiv—1)

—iw+1

(w—1i)

= 6BU(U)>

4.2 A métrica do plano hiperbdlico

Um arco geodésico a™b ligando dois pontos a e b do plano hiperbdlico
¢é a Unica curva no plano que alcanca a distancia minima entre os dois pontos.
O conceito generaliza a nocao de segmento reto ligando dois pontos no plano
Euclideano. O arco geodésico em H? a™b, a = (ay, as,az) e b = (by, ba, b3) ¢
suportado pela curva em R? que é a intersecao de H? com o plano que passa
pela origem e contém os pontos a e b. Essa curva é um arco de uma hipérbole.

Entao existe uma tinica subcurva nele ligando a e b. O arco geodésico em B>
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Contragéo Encirculadora

2 2 2 2
[U Formula de IB Projecao [H Projecao [[)
Poincaré Estereografica Gnomica

Expanséao Retificadora

Figura 4.2: Bijegoes entre os quatro modelos hiperbdlicos

a”b é ou o segmento de reta Euclideana ligando-os, se a e b sao colineares com
a origem, ou entao, é o arco Euclideano de uma circunferéncia C' ligando-os,
de tal forma que C cruza Cy, = 9(B?) em dois pontos distintos e em cada
um deles por um angulo de 7. O arco geodésico em D? a~b é o segmento de
reta Euclideana ligando a e b.

A distancia hiperbélica entre dois pontos é definida no modelo U?
e exportada para os outros modelos. A funcdo tanh™ é a funcdo inversa

arctanh e é definida como

1 1+
1 _
tanh™ (z) = 21n(1_$) ,x € R ||z|| < 1.

Os conjuntos U? B2 H? e D? tornam-se espacos métricos pela definicao das
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distancias entre dois pontos em cada um desses modelos. Assim

b—a

dy(a,b) = 2tanh™ 2

(a,) -

(a,b) = du(Bpu(a),Bpu(b))
dy(a,b) = dg(Bup(a),Bup(b))
dp(a,b) = ds(Bpa(a), Bps(b))

d]B a,b

E conveniente tornar a férmula da distancia B? explicita, entao segue

o lema abaixo.

Lema 4.5 A distancia hiperbélica no modelo B? ¢é dada por
b—a
1—bal|

dg(a,b) = 2tanh™!

Demonstracao: Pela defini¢ao segue que

dg(a,b) = dy(Bpu(a),Bpu(b))
(=it 1 —ibt1
Ry

a—i  b—1
= 2tanh™! (b—a)i+a)
1 —ba(—i+a)
b—a
= 2tanh™!
e

4.2.1 O centréide de um conjunto de pontos em H?

O modelo hiperboléide H? ¢ usado para definir o centrdide de um
conjunto finito de pontos. O centrdide é a generalizacao do baricentro na
geometria FEuclideana para as geometrias esférica e hiperbédlica. Dado um
conjunto finito de pontos {y,...,yr} C H? seu centréide é o ponto

o= (4 +u)/k
My + -+ ) K|l

(4.1)
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A projecao estereografica Syp sobre um hiperboldide e a projecao gnomica
Bup nos permitem definir o B?-centréide€ B? e o D?-centréidec D?.

A férmula para o D?-centréide é utilizada para posicionar vértices
do grafo primal G como o D*-centréide dos vértices do D*-poligono convexo
(que é um poligono Euclideano convexo) limitando a face F), correspondente

ao grafo dual G* no dominio fundamental F5,.

4.2.2 Angulos e comprimentos

Desde que a projecao estereografica preserva angulos, o modelo da
bola conforme B? e o modelo do hiperboléide H? tém os mesmos angulos,
embora tenham comprimentos distorcidos. No modelo projetivo D?, baseado
na expansao retificadora, tanto angulo como comprimento sao distorcidos.
No entanto, as retas sao preservadas, pelo lema 4.2. Entao arcos geodésicos
em D? sao segmentos de reta Euclideanos distorcidos. Poligonos em D? sao
poligonos Euclideanos, apenas o comprimento de seus lados e seus angulos
internos ficam medidos de maneira diferente. Contudo, a expansao retifi-
cadora tem uma propriedade importante: sobre ela, a imagem de um angulo
que é menor do que 7 continua sendo menor do que 7. Isso deixa claro uma

propriedade provada por Poincaré em 1880.

Teorema 4.6 (Poincaré,1880) Um poligono hiperbdlico P € convexo se e
somente se, expressado no modelo B2, cada dngulo Euclideano interno de P

€ menor do que w e entao € um poligono convexo Fuclideano.

O melhor modelo para usar é o projetivo D?. A decisao essencial do
algoritmo ¢é verificar se dois arcos geodésicos se cruzam ou nao. Para isso
é mais eficiente ter linhas retas do que arcos de circunferéncias. Contudo

o modelo conforme B? é necessario para construir o domfnio fundamental,
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pois para encontrar esse dominio, a preservacao de angulos dada por ele
é essencial. Nosso objetivo é mapear geometricamente um grafo arbitrario
G, tal que seu dual tem apenas um vértice e faces convexas, no dominio
fundamental.

Na secao seguinte, apresentamos trés isometrias necessarias para

obter o levantamento de G U G* a D?.

4.2.3 Isometrias
As seguintes aplicagoes sao isometrias hiperbdlicas:

. (rotagao 6 em B? centrada na origem) pg(w) = we'?;

—_

[\]

. (Conjugagao complexa em B?) rz(w) = w;

w

. (Conjugagao complexa em U?) ry(z2) = —7;

4. (translagao horizontal em U?) he(z) = 2 + ¢

5. (k-dilacao em U?) d.(z) = kz
6. (wo-translacao hiperbélica em B?) 7, (w) = =40
Pela férmula de distancia hiperbdlica em U? e em B2 é direto checar
que 1,...,5 sao isometrias.

Lema 4.7 Tomar o conjugado complezo via uma B*-isometria, Tg, cor-

responde em U? a inversdo na circunferéncia unitdria centrada na origem.



Demonstracao: Seja z = [Spy(w). Entéao,
z = ,
w—1

TB(Z) - w—1

z+1
iz+1
z+1i

|| =

—w +1
—w + 1

gzl 4

—1
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Teorema 4.8 (Poincaré,1882) Sejam o, 3,7,0 € R e ad — 3y = 1. Entao

a aplicagao
az+f3
vz 40

VA el

¢ uma isometria em U?.

Demonstragao: O caso v = 0 é facil. Note que § # 0, /0 > 0,

oz
d - *
a/(g(Z) 5
az+ [
(hpss 0 days)(z) = 5

Ja no caso que 7 # 0 a demonstragao usa seis isometrias de quatro tipos (2

a b). Trocando («, 3,7,d) por (—a, —3, —y, —0) se v < 0, podemos supor,

sem perda de generalidade, que v > 0, e

d (2
(h,(; od
z

z

(2)
) =
(dyoh_god,)(2)
(rgod,oh_sod)(z)

vz
vz —0

v(yz = 9)

v(7vZ —90)
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raodboliod)d) = oy
(rworsod ot sod)e) = ——
(hsomermod ehgod)) = $o L
(he oryorpod,oh_sod,)(z) = 3’21?

Corolario 4.9 Seja a,b € C e |a|*> —|B]*> # 0. Entdo a aplicagdo
aw +b
bw +a

Z —
é uma isometria em B2.

Demonstracao: Considere as matrizes Eyp, EFpy como definidas na segao

a a b
4.14e A= . Entao o produto matricial EFygAEgy = | _

v 0 b a
Assim, a, 3,7,0 € C,ad — 3y =1 se, e somente se, a,b € C,|al?> —|b]* = 1.
Tome a = (a+d+i(8—0)) eb=21(B+7+i(a—40)). 0

Corolério 4.10 Seja wy, € B, Entdo a aplicacao

w — Wy
W) = 2 2T

¢ uma isometria em B2 que leva wy na origem deizando invariante a linha

suporte do arco geodésico —wg wy.

Demonstracao: Esse é um caso especial do corolario 4.9 com a = 1 e
b = wy. O corolério se aplica pois 1 — |wg|*> > 0. Note que 7, ¢ a in-
versa de T_q,, que Ty, (0) = wy e que T, (—wp) = 0. Dal segue que a linha

suporte do arco geodésico —w, wy é invariante sob 7,,, € portanto sob 7_,,, O
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4.2.4 Grupo I' de isometrias que preservam orientacao

Definig¢ao 4.1 (Condigoes aresta e angulo) Se um poligono compacto P
€ a regiao fundamental para um grupo I' de isometrias que preservam ori-

entacao do plano hiperbolico, entao:

(i) Para cada aresta s de P existe uma unica aresta s' de P tal que s’ =

v(s), para v € T;

(i) Dada uma reflexao de P, para cada conjunto de vértices identificados,

a soma dos angulos tem que ser igual a 27.

Teorema 4.11 (Poincaré,1882) Um poligono compacto P satisfazendo as
condicoes aresta e angulo € uma regiao fundamental para o grupo I' gerado

pelas reflexoes de P.

Dado um poligono com 2p lados P, tal que seus 2p lados estao em-
parelhados, podemos obter o grupo I' de isometrias que preservam orientacao
da seguinte maneira: para cada lado e de P, verifique se seu par € possui
mesma orientacao ou orientacao contraria; caso possua orientagao contraria,
aplique reflexao sobre a reta que passa pelo centréide de €’ e a origem; entao
aplique rotacao em P tal que €' tome o lugar de e; por fim faca a reflexdo

hiperbélica de P sobre o lado €.

4.2.5 Raio do 2p-poligono super-regular em B? e D?

Angulos entre duas semi-geodésicas sao preservados e coincidem com

arcos de circunferéncias Euclideanas nos modelos B? e U?. Um p-poligono
1 B? & 1 lados d iment

superregular em ¢ um poligono com p lados de mesmo comprimento

hiperbdlico cujos angulos internos sao todos iguais a 27”. No modelo B2
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esses poligonos sao, na geometria Euclideana, arcos de circunferéncias todas

de mesmo raio que cruzam a circunferéncia Cy, (de raio 1) em angulos de 7.

Figura 4.3: Definindo um p-poligono super-regular

Dada uma circunferéncia unitdria com centro na origem Cy, = 9(B?)
e um inteiro p > 4, queremos encontrar dois raios 0 < 7, < le R, > 1
satisfazendo as seguintes condicoes: tome p circunferéncias de raio r, com

km
centro em RpeQT, k=0,1,...,p— 1 que satisfacam:

(i) o angulo 0, de cruzamento de duas circunferéncias adjacentes é igual a
2m.
p Y

(ii) cada uma das p circunferéncias cruza Cy, sob um angulo de 7.
Facamos a seguinte construcgao:

1. Considere o ponto O o centro de C', e os pontos C7,Cs os centros de
duas circunferéncias adjacentes de raio r, que satisfazem as condicoes

(i) e (ii) acima;
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2. Seja A o ponto de intersecao entre estas duas circunferéncias que é

interior a C\y;

3. Denote por E o ponto de intersecao entre uma circunferéncia menor e

Coo;

4. Tomando a reta tangente a circunferéncia centrada em C no ponto A,
denote por B; sua intersecao com o lado OC| e por D; a intersecao com
o lado C1C5. Analogamente, a partir do ponto A da circunferéncia Cs
tome a reta tangente e denote Bj sua intersecao com o lado OC5 e por

Dy com o lado C1C5.

Figura 4.4: Obtengdo da construcao descrita:(a) pontos e angulos; (b)

distancias.

A partir dessa construcao, definimos as seguintes distancias Eu-

clideanas:
o d, = d(Cy,Cy):
® S = d(B17 BQ),

o ©=d(Cy,Dy) =d(Cy, Ds);



48

y=d(A,Dy) =d(A, D,);
e 2 =d(0,B;) =d(0,Bs) =d(A, By) = d(A, By);

e 1, =d(A,C) (raio das p circunferéncias menores);

R, =d(0O,C4) (raio da circunferéncia maior);

n, = d(0, A) (raio do p-poligono superregular no modelo B?).

Corolario 4.12 O wvalor de 1, € a unica solugdo de

2T T
4 2 / 3 2 o
2r, + 1, =2 Tg + 1sen (_p ) T, — sen (E) =0

no intervalo (0,1). De fato, quando p cresce r, torna-se arbitrariamente

proximo de ;{.

Demonstracao: Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo AC}AD,, obte-
mos a relacgao:

2?2 = rz + y* — 2r,y cos(a) (4.2)

A partir do segmento de reta ByDs, temos a + § + 6, = 7. Como 0, = 2?”,

segue que
2r 7

= — ——. 4.3

o==-3 (4.3)

Observe agora os triangulos retangulos AOECy; e AB;AC,. Do primeiro,

temos
2 _ 2
Ry=r,+1 (4.4)

R2 2 , e~ ~ .
Do segundo, z = —5--*, que apds substituigao da equagao anterior torna-se
P

Lo (4.5)
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Ja pelo triangulo isésceles AB;C Dy, segue que R, —z = y+ 2. Substituindo

z e R, obtidos anteriormente nesta equagao obtemos

T2

L (4.6)

Ve
Aplicamos agora a lei dos cossenos ao triangulo AOC,C5, a identidade trigo-

nométrica 1 — cos(2x) = 2sen’(x) e substituindo R’ encontramos

2 2 2 (T

d, = 4(1 +r,)sen (5) (4.7)
Podemos entao aplicar semelhanga dos triangulos AAD; Dy e AOC,Cs para

encontrar 2=2% — é—p. Substituindo y, z, I?, encontramos

Yy P
dp
r=— (4.8)
2(1+12)

Substituindo z,y, @ na equacao (4.2) obtemos

d?? 9 i 7’2 27‘2 2 T
—r — cos [ — — =
4(1—1—7‘5)2 P4 V1472 P 2

que, apos substituicao de dfo e lembrando que cos(x — 7) = sen(x), segue que

4 .2 / 21\ 3 2 (7
2r 1o — 24 /12 + 1sen (—)r; — sen ( ) =0 (4.9)

O

Corolario 4.13 O valor do raio Euclideano de um p-poligono super-reqular
no modelo B2, em termos de p, é:
cos(%)

R,

n, =

Demonstragao: O raio Euclideano 7, é igual ao dobro da altura do triangulo

2

isosceles AOB; By. Como tal altura é igual a /22 — 5%, segue que 17, é dado

por

n, = V4z? — s (4.10)
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Queremos determinar 7’ em termos de p. Pelo triangulo isésceles AO B Bs,
podemos aplicar a lei dos cossenos e lembrar que 6, = 27” para encontrarmos

s? =222 /1 — cos(%”). Usando a identidade trigonométrica 1 — cos(2z) =

2sen?(x) segue que

s* = 4z%sen’ (E) (4.11)

p
Substituindo (4.11) em (4.10), aplicando a identidade trigonométrica sen?(x )+

cos’(z) = 1, ao resultado substituindo (4.5) e lembrando que p > 4, logo

‘cos <E)‘ = CoS (1>, obtemos
p p

(4.12)

O

Encontrado o nimero 7, que define o raio Euclideano para o p-
poligono superregular no modelo B2, podemos determinar o niimero andlogo
1p relativo ao modelo D?. Para isso é suficiente calcular 35D (1),40i) = n,+0i.

Isso prova o seguinte resultado que sera bastante tutil:

Lema 4.14 O wvalor do raio Fuclideano de um p-poligono super-reqular no

modelo D? é

Demonstracao: Basta calcular

Bep(n, + 0i) = n, + 0i,

onde

como no coroldrio (4.13). O
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Devido a linearidade Euclideana das geodésicas no modelo D?, o
valor do raio Euclideano do poligono super-regular com 2p lados é o tnico
parametro que precisamos usar para iniciarmos a construcao geométrica do

dominio fundamental de um grafo.

4.3 Teorema de Geometrizacao

Definicao 4.2 Seja S uma superficie fechada com caracteristica de Euler

Xs- O género de S é definido como:

2—xs

5 , se S € orientdvel

gs =
2—xs, ,seS €nao-orientdvel
Teorema 4.15 (7) Dado um grafo G com valéncia minima trés, existe um
mergulho do mesmo numa superficie fechada S de género orientdvel maior

ou igual a um (se S for orientdvel) ou género nao-orientdvel maior ou igual

a dois (se S for nao-orientdvel). Satisfazendo:

1. (G,S) tem uma tunica face, isto € o dual G* de G em S tem um inico

vértice;

2. qualquer pré-imagem de qualquer aresta de G* € um unico segmento

geodésico;

3. qualquer pré-imagem de qualquer aresta de G € a unidgo de no mdximo

dois segmentos geodésicos.

4. existe um grafo infinito RecUniv(G,G*) tal que o par (G U G*,S) €
o quociente de (H?, RecUniv(G,G*)) por um grupo T de isometrias

gerado por reflexoes de H2, de forma que S se torna uma superficie

hiperbdlica S = H?/T.
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5. 0 dominio fundamental do mergulho periddico de RecUniv(GUG™*) em

H? € obtido em tempo linear no nimero de arestas de G.

Demonstracao: Com efeito, por 3.4 temos que yg = 2 — ej. Como G tem
valéncia minima trés, segue que ej > 2, logo 2 — ys > 2. Dali segue que
o género nao-orientavel de S é maior ou igual a dois e o género orientdvel
de S é maior ou igual a um. O item (i) foi demonstrado na proposicao 3.2.
Considere 7 = (e, ..., €, €11, - . ., €,) 0 caminho facial inico de (G, S). Con-
trair as arestas em 7 é 0 mesmo que remover a seqiiéncia das arestas duais
" = (ef,...,€/,e51,...,€e;). Na apresentacdo combinatorial de G* essas
arestas sao simplesmente apagadas. Como vimos também na proposicao 3.4,
em G* existe um unico caminho facial (e}l, ey e}gp) formado por 2p arestas
e esse caminho facial se torna a fronteira de F5,. O disco hiperbédlico F2, é o
disco Euclideano regular limitado pelo poligono super-regular com 2p lados.

* *

eX ) como em 3.5, essas cordas

rer 0 Gy

Recuperando as arestas removidas (e
nao se cruzam e noés temos um mapeamento de G* em F;, tal que cada uma
de suas faces é um poligono Euclideano convexo. Calcule o D?-centréide
c, para cada face convexa F) de G* correspondente a um vértice v de G e
mapeie v neste ponto. Seja e* o ponto médio, na métrica D?, da aresta e* de
G*. Para cada aresta e* em F ligue v a e*. Isso conclui o mapeamento de
GUG™ C Fyp tal que cada aresta de G* é um tnico segmento geodésico e cada
aresta de F' é a uniao de no maximo dois segmentos geodésicos. Como o plano
hiperbélico D? é conexo, segue de 4.11 que D? é o recobrimento universal da
superficie S = D?/T. Portanto, o levantamento de G U G* a D? por reflexoes
de F3, é um grafo infinito. Além disso, a construcao de G U G* C Fy, ¢é feita

por um algoritmo linear sobre o nimero de arestas de G. a
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