MODELOS LINEARES GENERALIZADOS SIMETRICOS HETEROSCEDASTICOS

MARIA LIDIA COCO TERRA

Orientador: Prof. Dr. Francisco José A. Cysneiros

Area de Concentracio: Estatistica Matemética

Dissertacao submetida como requerimento parcial para obtengao do grau

de Mestre em Estatistica pela Universidade Federal de Pernambuco

Recife, fevereiro de 2009




Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Terra, Maria Lidia Coco
Modelos lineares generalizados simeétricos
heteroscedasticos [/ Maria Lidia Coco Terra - Recife:
O Autor, 2008.
ix, 48 folhas : il, fig., tab.

Dissertagido (mestrado) - Universidade Federal
de Pemambuco. CCEN. Estatistica, 2008.

Inclui bibliografia e apéndice.
1. Estatistica matematica. |. Titulo.

518.536 CDD (22.ed.) MEI2008-032



Universidade Federal de Pernambuco
Pés-Graduacdo em Estatistica

206 de fevereiro de 2009
(data)

Nés recomendamos que a dissertacdo de mestrade de autoria de
Maria Lidia Coco Terra

intitulada

“Modelos Lineares Generalizados Simétricos Heteroscedasticos”

seja aceita como cumprimento parcial dos requerimentos para o grau
de Mestre em Estatistica.

-

.\

L7 o
‘_[__"__. . T B PR F i L PL L
= “ Coordenador da Pds-Graduacio-em-Estatistica
Banca Examinadora:
Ii.. Tlialy g I";'*P A JI‘L"_“ LR tiﬂ‘*-‘né.. Sy
Francisco José'de Azevedo Cysnairbe orlentador
& . Pk
= " ' L ¥ £ =, I|I1 = '_,_I ]
—h AT A TS | N
Jv.rTHrltju San(oa ﬂ\uhru {UF-EE? H
% -'-
% .
o "I. ¥, f'.'lr o I".;_..'.If_?-l_r:"l i) ,:.Lf-'_,:fd-. __.;":‘fi’ _-.I"-':.-._ ',:'_: 'I-I.:i_.r:: _.': ?b 7 ':.l-L Hih

“Aud rey Hel:_ﬂn Mariz de Aquh"l-n Cysnairos

Este documernito serd anexada 3 versao final da dissertacdo.



Aos meus pais, Paulo e Lia, e a minha irma, Ligia

pelo apoio incondicional.



Agradecimentos

Aos meus pais e minha irma, pelo carinho, dedicagao, confianca, paciéncia e por terem contribuido

para a minha formagao moral e académica.

A minha familia e amigos que ficaram na Bahia, Camila, Dorinny, Tarsilla, Larissa e Iano pela

enorme paciéncia, apoio e compreensao com a minha auséncia.
Ao professor Francisco José A. Cysneiros, pela incrivel paciéncia, atencao e excelente orientagao.

Aos professores do mestrado, os quais me ensinaram sobre Estatistica e me receberam bem aqui

no mestrado.

Aos meus amigos do mestrado, Juliana, Larissa, Cecilio, Olga, Raphael, Marcelo, Carlos, Hemilio,
Fabio, Abrado, Valmir, Marcelle, Wallace, Wilton, Andréia, Izabel, Alice e Wagner pela amizade,

ajuda, apoio e pelos momentos de alegria.

A Valéria Bittencourt, pelo enorme carinho, paciéncia e amizade com que sempre tratou a mim

e aos demais alunos do mestrado.

Em especial a minha irméa Ligia, Juliana, Cecilio e Larissa pelo tempo maravilhoso que convive-

mos aqui em Recife.

Ao CNPq, pelo apoio financeiro.

ii



Resumo

A classe de modelos lineares generalizados simétricos heteroscedésticos é caracterizada pela
resposta pertencente a classe simétrica de distribuigoes, um preditor linear relacionado com o
pardmetro de posicao e um preditor linear relacionado com o parametro de escala, ambos re-
lacionado através de fungoes de ligagao. Estes modelos sdo uma extensao natural dos modelos
lineares generalizados simétricos (MLGS) proposta por Lobos (2004), em que apenas o parame-
tro de posicao é relacionado por um preditor linear através de uma funcao de ligacao duplamente
diferenciavel. Neste trabalho, inicialmente, apresentamos alguns resultados nos MLGS heteros-
cedasticos. Em seguida, testes assintéticos para avaliar homoscedasticidade sao propostos bem

como métodos de diagnosticos sob o enfoque de influéncia local. Alguns exemplos com dados

reais serao discutidos a fim de ilustrar a teoria desenvolvida.

Palavras-chave: modelos lineares generalizados simétricos heteroscedasticos, influéncia local,

parametro de escala.
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Abstract

The heteroscedastic symmetrical generalized linear models class is describe for a response that
belongs to a symmetrical class of distributions, a linear predictor relate to a location parameter
and a linear predictor associate to a dispersion parameter, both link functions. These models
are natural extensions of symmetrical generalized linear models propose by Lobos (2004), where
only a location parameter is associate to a one-to-one continuously differentiable positive link
function. First of all, in this work we present some results for heteroscedastic symmetrical
generalized linear models. Then, asymptotic tests to evaluate homogeneity are proposed as well
as diagnostic methods based on local influence. Some examples with real data are discuss to

illustrate the developed theory.

Keywords: heteroscedastic symmetrical generalized linear models, local influence, dispersion

parameter.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Introducao

E muito comum ao realizar-se uma analise de regressao a suposicio de normalidade para os
erros. Mas nem sempre estes modelos se ajustam bem aos dados, principalmente quando existem
observagoes discrepantes. Assim, alternativas & suposi¢do de erros normais tém sido propostas
na literatura.

Quando a suposi¢ao de normalidade se tornava muito inadequada, tentava-se algum tipo de
transformacao para se atingir a normalidade. A transformacao mais conhecida foi proposta por
Box e Cox (1964). Mas esta transformagao nem sempre produzia um efeito satisfatorio. Com o
avango computacional, outros modelos foram criados para modelagem de dados que nao possuem
caracteristicas de normalidade.

Em 1972, Nelder e Wedderburn propuseram os modelos lineares generalizados, em que a
distribuicao da variavel resposta pertence a familia exponencial, e a relagdo entre a média da
variavel resposta e o preditor linear n é feita por uma funcao monétona e diferenciavel, denomi-
nada funcao de ligagao. Eles também propuseram um processo iterativo para a estimagao dos
parametros e introduziram o conceito de desvio, que é muito utilizado na avaliacao do ajuste dos
modelos, e contribuiram com o desenvolvimento de residuos e medidas de diagnoésticos.

O problema de se modelar variancias foi amplamente discutido na literatura estatistica, prin-
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cipalmente na area de econometria (ver Park (1966); Harvey (1976)). Por exemplo, sob erros
normais Cook e Weisberg (1983) e Atkinson (1985) apresentam alguns métodos graficos para se
detectar heteroscedasticidade. Atkinson (1987) apresenta macros GLIM para se modelar a vari-
ancia heterogénica. Carrol e Rupert (1988) desenvolvem procedimentos de diagnosticos usando
métodos de influéncia local para estimar o pardmetro da varidncia em varios modelos nao lineares
para a média, enquanto que Verbyla (1993) compara os estimadores de méaxima verossimilhanga
residual com e sem a retirada de uma observagao através do desvio da verossimilhanga. Ja Smyth
(1989) descreve um método que permite modelar o parametro de dispersdao em alguns modelos
lineares generalizados enquanto que Botter e Cordeiro (1998) apresentam expressoes de corregao
de Bartllet para melhorar o teste de razao de verossimilhancas em modelos lineares generalizados
com covariaveis de dispersao. Barroso e Vasconcellos (2002) apresentam expressoes para aperfei-
goamento do teste escore em modelos t-Student heterocedasticos e mais recentemente Taylor e
Verbyla (2004) propuseram uma modelagem conjunta de parametros de localizac¢ao e escala em

modelos t-Student.

Definigao 1.1.1. Uma varidvel aleatoria y tem distribuicao simétrica, ou seja, Y ~ S(u, ¢, a),
se sua funcao de densidade € dada da sequinte forma:

w=?)

fY(yvanZ)):la( ¢

v (1.1)

em que p € R, ¢ > 0 e a funcao a(-) € uma fungao conhecida como geradora de densidade, em

que a : R — [0,00) satisfazendo [)° a(u)du < co.

As distribui¢oes simétricas mais conhecidas sdo a normal ou gaussiana e a t-Student, mas
também existem outras distribuigoes simétricas, como por exemplo, a exponencial poténcia, a
Cauchy, a Logistica entre outras.

Estas distribuigoes sao chamadas de simétrica porque o grafico de sua funcao densidade de
probabilidade é uma fungao simétrica em torno de seu parametros de localizacao u, isto é, Vo € R,
fr(p—y,pu,0) = fy(n+y,p, ¢). Alguns exemplos de graficos de densidades se encontram na

Figura 1.1.
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Figura 1.1: Grafico da f.d.p. das distribui¢oes normal padrao, t-Student com 5 graus de liberdade,
Logistica e Exponencial poténcia, respectivamente.

Uma outra suposigao que também fazemos ao ajustarmos um modelo a um conjunto de dados
é a suposicao de que os erros possuem uma variancia constante igual a ¢, ou seja, homoscedas-
ticidade, isto ¢, Var(e;) = ¢, Vi. Quando as variancias dos erros nao sao constantes se diz haver
heteroscedasticidade. A violagdo desta suposicdo pode causar adversas consequéncias para a
eficiéncia dos estimadores.

Nesta dissertagao noés propomos uma generalizacdo dos MLGS em que o parametro de escala

é relacionado por um preditor linear através de uma funcao de ligacao positiva duplamente dife-
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renciavel, denominada funcao de dispersao. Isso é feito para podermos solucionar um problema
comum em andlise de regressao que é a presenga de heteroscedasticidade.

A presenca de heteroscedasticidade pode influenciar nas estimativas dos parametros do mo-
delo e o estimador usual da matriz de varidncias e covaridncias possivelmente passa a ser nao
consistente, o que compromete as inferéncias resultantes. Para contornar este problema podemos
ajustar um modelo que leva em conta a possivel presenca de heteroscedasticidade, incluindo um
parametro de dispersao para cada observagao.

Este trabalho se divide em quatro capitulos. No capitulo 2, apresentaremos o modelo linear
generalizado simétrico heteroscedastico, bem como o desenvolvimento de um residuo padronizado
via Cox e Snell (1968) e medidas de diagnodstico sob enfoque de influéncia local.

No capitulo 3, apresentaremos duas aplicagoes do modelo proposto, como primeira aplicagao
trataremos, para cada unidade da federagao, a relagdo entre o niimero médio de anos de estudo
e a renda média mensal (em reais) do chefe ou chefes do domicilio, estes dados foram analisados

em Paula (2004). Na figura abaixo temos o grafico de dispersao destes dados.

1000 1200 1400

renda

800
1
o

Figura 1.2: Grafico de dispersao dos dados de escolaridade e renda.

Como segunda aplicagao temos dados analisados por Tarpey (2001) que avalia o crescimento

de criangas com a razao peso/altura versus idade de 72 criangas desde o nascimento até 71,5
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meses de idade. Na Figura 1.3 apresentaremos o grafico de dispersao destes dados.
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Figura 1.3: Gréfico de dispersao do crescimento de criangas.

Os graficos e ajuste desta dissertagao foram produzidos utilizando o software R, que se en-
contra disponivel gratuitamente em www.r-project.org. Os exemplos foram analisados pela
library gamlss desenvolvida para o ajuste de modelos aditivos generalizados para locagao es-
cala e forma, para maiores detalhes ver Rigby e Stasinopoulos (2001). E no ultimo capitulo

apresentamos as consideragoes finais e faremos algumas propostas futuras de trabalho.



CAPITULO 2

Modelos Lineares Generalizados Simétricos Heteroscedasticos

2.1 Introducao

Na modelagem de dados reais, ¢ muito comum a suposi¢ao de que a varidncia dos erros é
constante. No entanto, nem sempre esta suposicao é verificada. Como dissemos anteriormente,
varidncias nao constantes podem comprometer os resultados inferenciais. Para se contornar este
problema, podemos aplicar uma transformagao na variavel resposta a fim de estabilizar a vari-
ancia, mas nem sempre esta técnica traz resultados satisfatorios. A modelagem da varidncia foi
discutida em Cysneiros et al. (2007), que se propoe a modelagem da heteroscedasticidade em
modelos lineares simétricos.

Neste capitulo iremos apresentar o modelo linear generalizado simétrico, em que um para-
metro de dispersao é atribuido a cada observacao e é relacionado com as varidveis explicativas
através de uma funcdo de ligagdo. Vamos agora mostrar alguns resultados importantes para os
modelos lineares generalizados simétricos heteroscedasticos.

Considere o modelo de regressao linear generalizado
ylzul—i_ ¢’L6i7 izl?"‘ana (21)

sendo a densidade de y; dada por

1 a (yi — pi)?
i) = o (U0, ©22)

6



2.2. FUNCAO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA E FUNCAO ESCORE

em que yi, ..., Y, SA0 variaveis resposta observadas, a componente sistemética p; = g(n;) = xiTﬁ

com B = (Bi,...,0,)T um vetor p x 1 de parametros desconhecidos, x; = (41, ..., %;p)] um

vetor de variaveis explicativas, ¢; = h(r;) e 7; = 2. ;= (2 D5y = ( )
plicativas, @; = Ti) € Ts = 2Z;7, Z; = \Zily,---1%iq) > ¥V = (V5.1 7q

é um vetor ¢ x 1 de pardmetros desconhecidos e ¢; ~ S(0,1,a). A funcao g(-) é uma fungao
monoétona e diferencidvel, denominada de funcdo de ligagdo e h(-) é chamada de ligacao de
dispersao sendo uma funcao continuamente diferenciavel e bijetiva, além de ser conhecida e
positiva. Os parametros 3 e v sao funcionalmente independentes. Quando existem, E(y;) = p;
e Var(y;) = £¢, em que ¢ é uma constante maior que zero dada por & = —2¢'(0) e ¢'(0) =
dip(u)/dul,_,, em que u = (y — n)?/;.

Temos, por exemplo, que a funcao geradora de densidade da distribuigdo normal é dada

por a(u) = —~=e~"/2 ¢ a funcio geradora de densidade da distribuicio t-Student com grau de
Ver
liberdade v é a(u) = #ﬁ/g)(u +u)~W*tD/2 com v > 0 e B(-,-) é a funcio beta.

Este modelo proposto é uma extensao natural dos modelos lineares generalizados simétricos
(MLGS) proposta por Lobos (2004) em que apenas o parametro de locagao é relacionado por

preditor linear através de uma ligacao monoétona e diferenciavel.
2.2 Funcao de Maxima Verossimilhanca e Funcao Escore

Sejam y1, . .., Yy, varidveis aleatorias independentes tal que y; ~ S(us, ¢i,a), com f.d.p. dada

b

em que 8 = (87,71 e u; = gb;l(yl — pi)?. A funcdo escore para 6 ¢ denotada por

por (2.2). A funcao de log-verossimilhanga ¢ dada por

L) = log { a&%)

=1

U(a) = (UT(B)a UT(7))T , sendo U(:B) = (U(Bl)v SO U(/Bp))T € U(7) = (U(’Yl)v sy U(7q))Ta
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com

= —Zn: [ Vo 1 a ()6 2(y; — Mz‘)am]

— La(u) Vi IB;
— -2 Z:I; [Z/((S:; ¢; "2y — Mi)agazim) SZ;]
— —2271: [Wa(ui)@-_lQ(yi — ,u,z)ag;;m)xm]
i=1 !
em que Wy (u;) = % Em notacao matricial,
U(B) = X"D(v)D(G)D™(¢)(y — ), (2.3)
em que X é uma matriz n X p de posto coluna completo com linhas xZT7 D(v) = diag{v1,...,vn}

comv; = —2W(u;), D(¢p) = diag{¢1, ..., ¢n} com ¢; = h(7;) = z! v, D(G) = diag{G1, ..., Gy}

-1 .
com Gi:agai,yl),y=(y1,---,yn)Teu=(m,---,un)T-

Analogamente, temos que a funcao U(vy,) é dada por

Utr) =52 =1
— zz:; 887] {log a(u;) — = log ¢z}
- [ - ) G~ e
S st e
SRR



2.3. INFORMACAO DE FISHER

h' (1)

em que w; = 26; € m; = VjU;.

Em notagao matricial,

U(~) = ZTD(w)(m — 1), (2.4)
em que Z é uma matriz n X ¢ com linhas z!, D(w) = diag{wi,...,w,} com w; = h;{;?'),
m = (mi,...,my)" com m; = v;u; e 1 um vetor n x 1 de uns.

As expressoes de W, para as distribui¢gées normal e ¢-Student sdo, respectivamente, —% e

—2(1;7':110. E as expressoes de W/ para as distribuiges normal e ¢-Student sdo, respectivamente,
v+1
Oe ru)?

2.3 Informacao de Fisher

Nesta secao, calcularemos a matriz de Informacao de Fisher, que seré utilizada no processo
de estimacao através do método scoring de Fisher. A matriz de Informacao de Fisher pode ser

expressa Ccomo:

Koo = E (U017 0) = | K7 0.

em que Kgg = E (UB)UT(B)) e Koy =E (U)U"(7)).

O (j¢)-ésimo elemento, 1 < j, ¢ < p, de Kgg é dado por:

_p[oLeoLe)

E [U(ﬂj)U(ﬂﬁ)] _E[ 0p; 9B }
N4 2 Wi = 1)* [99" () 23:":::'
_;@E(Wa( i) b; > [ on; } R
_ ;;E (Wf(uz)uz) |: gan(nl)] TijTip

i=1
em que u; = %7“1)2 Logo, em notacao matricial temos
Kpp =4d,. X" D*(G)D™' ()X, (2.5)

- 2
em que d, = E (W2(U)U), D*(G) = diag{G?3,...,G3} com G} = (5)987:75770) eU ~ S(0,1,a).
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O (j¢)-ésimo elemento, 1 < j,¢ < g, de K.~ pode ser escrito por

Uty = B | 20

= Z FE wfzijzig (7TlZ - 1)2}
i=1 )
n -
= Z E w,?zijzig (viui - 1)2]
=1 )
n -
= ZE w22z (—2Wa (ui) — 1)2}
i=1 )

= E{[wzijzie [AWZ (wi)uf + AW (u;)u; + 1] }
=1

= Z w?zijzig [4E (Wf(uz)uf) +4E (We(ui)u;) + 1]
=1

n
= Z w22z [4fa — 3]

i=1

= wizizie (4fa— 1),
1=1
dado que E (W,(U)U) = —3% e com f, = E {(WQ(U)U)ﬂ, rescrevendo na forma matricial:
Koy = (4f, — 1) Z"'D*(w)Z. (2.6)

Assim, K gg pode ser escrita como

4d, XTD*(G)D~ ()X 0

0 (4f, — 1) ZTD*(w)Z 27)

A matriz de informagdo observada sera utilizada nos métodos de detecgao de pontos de
alavanca e influéncia local. A matriz de informacao observada é denotada por igg}oza, e pode

ser expressa da seguinte forma

10
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O (j£)-ésimo elemento da matriz Lgg ¢ dado por

OL(O) _ _yN~Tij | oy 0 m)\* ey d (297 )\
aﬁjaﬁé_ 2; Cbl [ 2W( ) < 8771' > IZJFWa( z){ ( 8"7i ) il

2 —1(,.
+ = ) M |

- —22 x” —2W) (u:)w;G? — Wo(uw;)G? + Walw) (yi — 1) G5 e

= - 2 (AW ()i G2 — 2Wa (i) G + 2Wa(wi) (yi — 1) G i

=2 % [—4Wa(ui)wiGF + viG} = vilyi — ) Gi] wie
i=1 7t
n G/ 1
i=1 i
n 1 )
— Z xijbz G“
i=1 i

em que b; = v; (1 — (yi — ,ui(ﬂ))(ﬂ) — AW/ (u;)u;. Em forma matricial temos,
Lgs=-X"D(b)D*(G)X. (2.8)

O (j£)-ésimo elemento da matriz Lgy ¢ dado por

2 n )2
Sy =23l = )G | W) LR ) W) (7))

B0V o2 b; 2

N inijGi [WQ(Ui)inh/(Ti)Zil + Wa(u;) (i — i) h,(Ti)Zz'e]

5 i bi
. W () /
= ZinjGi |: ¢2 (yi — [LZ):| {Wa(ui)ui + Wa(ui)} Zip
i=1 g
=2 Z 2 Gid;izy
=1

em que d; = { /¢2' (y; — Mz)} {W/ (u;)u; + Wy(u;)}. Em forma matricial, temos

Lgy =2XD(d)D(G)Z. (2.9)
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2.4. ESTIMACAO DOS PARAMETROS

O (j£)-ésimo elemento da matriz L é dado por

L) _ 3 o (M) (h’(n))2> S L L i)

;0 —~ |2 ¢ 2 S g
i — i) W (7 B (;
<) 5t Wal )<_(y ¢2M) g)_ qﬁj)]}m}
o (W@ (W) () Walui)ui (B (1)) W (i) u?
- ;zm 2¢; 292 b P
i QWa (Ui();ztih/(ﬁ)2 } .
= _zn:% {Z (h// ) — h’(;ﬂ) B h/(nyui{Wé(uzgi 4 2Wo (ug )us }

N h”(Ti)Za(Ui)ui] »

n
== ez
=1

em que ¢; = 2¢ (h”(n) h’g;)2> - h/(z%)%i {W, (wi)ui + 2We (ui)ui } + W Em forma

matricial temos,

Lw=-2Z"D(c)Z. (2.10)
Assim, ﬁgg pode ser escrita por

i ~-X"D(b)D*(G)X 2XD(d)D(G)Z 2.11
06 = 2XD(d)D(G)Z -Z'D(c)zZ (211)

Os valores de d,, f, e £ para a distribui¢do normal sdo, respectivamente, %, % el. E os

v+1 3(V+1) |4
s Tw13) 1ot € =2V > 2. Para encontrar

valores de dg, f, e & para a distribuicao ¢-Student

valores de Wy, W/, dq, f, e £ para outras distribui¢oes simétricas, ver Cysneiros (2004).
2.4 Estimacao dos parametros

Para a obtencao da estimativa de maxima verossimilhanca é necessario um processo iterativo,
j& que pelo método da méxima verossimilhanga nao é possivel obter uma forma analitica para o

estimador. O processo iterativo utilizado foi o de Newton-Raphson, que consiste em expandir a

12



2.4. ESTIMACAO DOS PARAMETROS

fungdo escore U(6) em torno de um valor inicial %), tal que
U9) = UB™) + U'(0™) (9 - 0<m>) ,
gm+1) _ g(m) {_U’(g(m))}_l U(e™)
com m = 0,1,... e U'(0) denota a primeira derivada de U(6). Como a matriz —U’(8™)) pode

nao ser positiva definida, aplica-se o0 método de scoring de Fisher, ou seja, substitui-se a matriz

—U’(0) pelo seu valor esperado. Isso resulta no seguinte processo iterativo:
g(m+1) — glm) | nglU(g(m))’
Na forma matricial temos:

Ig(m+1) ﬁ(m) KL 0 U B(W)
(o )= (G )+ [ 597 ] (W) ) e

Yy
ou seja,

(2.13)

Blmt+) = glm) 4 KBEU(’B(m))

Substituindo K gg, K~~, U(y) e U(B) nas equacoes acima temos:

gim+1) — glm) 4 [4da XT DG D (™) X} T D(®™)D(G™)D~L(¢™)(y — p™)
- [4daXTD2(G<m))D*1(¢<m>)X} o { [4daXTD2(G<m>)D*1(¢<m>)X Bm

+ X"D"™)DG)D @)y — u) }
sendo W = 4d,D*(G(™) D~ (¢(™) temos Q'™ = D(v(™)D(G™) D~ (¢(™),
AU — XWX [(XTWLX) B+ XTQIM (y — u™)].
Seja P = Wi'Q™ (y — u™),

8D = [xTWix] T {(XTW1) (XA + P}

B(m+1) _ (XTW1X)_1 XTW1z,(Bm)7
em que zgn) = X8 + P ¢ um vetor (p x 1) com o i-ésimo elemento dado por

"
71(,%' — i)

Zﬁizﬂi+4da

13
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Analogamente, substituindo K.~ e U(y) em (2.13) obtemos:
-1

A D) — o (m) [(4 fu— 1)ZTD2(w<m>)z] ZT D(w™)(m™ —1).
Definido Wo = (4f, — 1)D*(w™), M = D(w™)(m(™ — 1),

,Y(erl) — ,Y(m) + [ZTWQZ]_l ZTM

= (2"W»2)  {(ZTW22)y") 4+ Z2TM | sela T = W3'M

= (2TW,2) " {(Z"W2 2y + ZTWoM |
(

= (2"W22) " {2TW, (25 + T ]
Fazendo 2™ = Z~(m) 4+ T = £(m) 4 p(m),
D = (ZTWoz) {2
(ZTW42) 4D = ZTW o2,

em quUe 2y = Zy,, ..., %, COm

Z‘Yi =Ti +

Mi — |: h’(Ti)/2¢i(U1’ui — 1) :|
W (4fa — DA/ (7:)? /407
2¢;(viu; — 1)

(4fa — )N (1)
(viu; — 12

(4fa — 1)

2.5 Teste de Homogeneidade

A variancia de uma variavel aleatoria simétrica, y ~ S(u;, ¢i, a), é dada por Var(y;) = ¢y,
em que £ é uma constante maior que zero dada por £ = —2¢'(0) e ¢'(0) = dep(u /du‘
que g (t) = E(e™) = e'ip(t2¢). No modelo (2.2) testar Hyp : ¢y = ¢po = --+ = ¢, = ¢ contra
H; : pelo menos um ¢; # ¢;, i # j € equivalente a testar a homogeneidade das variancias. Seja
o vetor v = (y1,v*+1)T em que v* = (y2,...,7,)T. Seja também (Z2Z1) uma partigio de Z tal
que, Zy = 1,, ou seja, um vetor n x 1 de uns, e Z; = [21...24] em que z; é a i-ésima coluna de

Z.

14



2.5. TESTE DE HOMOGENEIDADE

A variancia de * pode ser expressa por

o Var(d1)  Cov(yx,%1)
Var) = Cov(dm,41)  Var(4#)
Assumindo que v € 2, C R? em que {2, é um conjunto aberto. E possivel mostrar que 4,

o estimador de maxima verossimilhanca de =, é um estimador consistente de v e que

1
V& =) 5 Ny(0, 751, em que Joyy = lim — K,

»EYY n—oo n,

~ -—1 . . . A . A N N
entao, K ~~ € um estimador consistente da matriz de varidncia-covaridncia assintética de 4.

A matriz K.~ ¢ dada da seguinte forma,

K K
K Y171 Y1v*
Y

yiyr By

onde

Ko = (4fs —1)ZED*(w)Zy;  Koymu = (4fs — 1) ZT D*(w) Zo;

Koy = (Afa = VZ5D*(w)Z1; Koy = (4fs — 1)ZT D' (w) 1.

Logo, temos que

_ K ! +FE'FT —FE
K‘y‘];/ = 'YlfyiE—lFT E—l

onde

— -1
E =Koy — Ky Kb Koo,

-1
F=K 1’71K‘Y*’Yl'

Logo, Var(4%) = E~! = [K.y*.y* — K%_Y*K%I%K.y*m] ! Dai temos,

_ -1
ZTD*(w)Z, — ZT D (w) 2, (21 D*(w)Z,) ZgDQ(w)Zl}

— (4f, — 1)L [ZT D(w) {I — D(w)Z, (21 D*(w)Z,) " ZQTD(w)} D(w)Zl] o

1

— (4f, — 1) [ZlTD(w) {D(w)z1 — D(w) 2, (Z5D*(w)Z5) " Z%’D?(w)zl}} o
= (4fa—1)7 [Z{ D(w) (I - H2) D(w)Z1]
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2.5. TESTE DE HOMOGENEIDADE

em que Hy = D(w)Z, (ZgD2('w)Zg)_1 ZT D(w). Podemos rescrever a variancia de y por
Var(3%) = (4f = 1) [R"D*(w)R] ", (2.14)
em que R=Z, — Z5 (Z) D*(w)Z,) "' ZLD*(w)Z,. Mas, Z5 = 1,,, logo
R=2Z, - Z,(ZYD*(w)Z,) " ZID*(w)Z,
= Z, -1, (1ID*(w)1,)” 12D (w)Z,.

O teste de homogeneidade pode ser escrito como Hy : v = 0 contra H; : pelo menos um
i #0Vi=2,...,q. Entao sob Hy, temos 79 = 73 = --- = 4 = 0 portanto, para todo 1,

¢; = h(1;) = h(m1). Logo, ¢; = h(r;) = h(71) para todo i. Assim w; = g};((:ll)) Vi e temos

Portanto,

R=2Z, - D (w1, (171,) 17 D*(w)Z,
—1
=Z-1,(1]1,) 11z,
1
=Z,-1,11 -7,
n

1
- Zl —Jnle’
n

em que J, = 1,17 com 1,, representando um vetor de dimensdo n x 1 com todos os elementos
iguais a 1.

Logo, variancia de 4* sob Hg é dada por:
1 -1
Varg(4%) = (4f, — 1)~ [ZlTD(w) (I - Jnn) D(’w)ZQ:|
1 -1
:@h_WJP{@>Jn>z4 D%(w).
n
A estatistica Escore sera entao dada por
A\ T — . ~0
§sr = Uy (9 ) Varg(4*)Uy (9 )
1 -1
= [Z] D(w)(m° - 1)]T (4f, — 1)L [z{ (I — Jnn> Zl} D %(w) [Z{ D(w) (" — 1)]
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L I\, 17,
Esp = m(m0 1Tzt {ZF{ <I — n) Zl] Z1(m° —1). (2.15)
em que m? é avaliado em Hj.

A estatistica do teste da Razao de Verossimilhangas é dada por:

¢rv =2{L(¥,y) — L(3", y)}, (2.16)

em que, 4 é o estimador de maxima verossimilhanca de v e 4% é o estimador de méaxima veros-
similhanga de v sob Hy.

A estatistica do teste Wald é definido, neste caso, por

&w =7+ —0"Var (%) [§ * —0]

= (4fa — 1) [3+]" [R" D*(w)R] 4,

em que R = Z1 — Z (25 D*(w)Z,) ' ZLD2(w)Z,.
Sob a hipétese nula, gg, Esr e & tém distribuicdo x? com g — 1 graus de liberdade para n

suficientemente grande.
2.6 Residuos

Apos ajustarmos um modelo ao conjunto de dados devemos saber se ele estd bem ajustado,
pois um modelo nao apropriado pode levar a conclusdes erradas. Uma forma de se verificar a
adequacao do modelo aos dados é através da andlise de residuos. Com esta técnica podemos
observar se as suposigoes feitas para os erros estdo corretas e se existem observacoes aberrantes.

O residuo pode ser definido como a diferenca entre o valor observado e o valor estimado,
este residuo é chamado de residuo ordinario. Vamos utilizar a metodologia apresentada por Cox
e Snell (1968) para calcularmos os dois primeiros momentos do residuo ordinario em modelos
lineares generalizados simétricos heteroscedasticos. Considerando o residuo ordinario com ¢;

conhecido ou fixo expresso na seguinte forma
ri(Yi, fliy @i) = yi — i, i=1,...,n, (2.17)
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2.6. RESIDUOS

em que fi; = g(x;-r[;), Yi = Wi + € e €~ S(0,;,a).

Geralmente, estes residuos sao viesados e tém distribuicdo ndo normal o que dificulta a
verificagdo da adequabilidade do modelo. Cook e Tsai (1985) propuseram um residuo para
modelos de regressao nao linear, mas com parametro de dispersao constante, que tém distribuigao
aproximadamente normal de média zero e varidncia dependendo de ¢.

Cysneiros e Vanegas (2008) propuseram residuos padronizados na classe dos modelos nao-
lineares simétricos. Eles verificaram através de estudos de simulagao que o residuo componente
do desvio e o residuo quantal tém média zero e varidncia 1, assimetria desprezivel e curtose 3 de
acordo com os momentos da distribuicao normal padrao.

1 0s dois primeiros momentos de 7; para obtermos propri-

Propomos corrigir, até a ordem n~

edades similares as do i-ésimo erro ¢; = y; — ;. A expansao em série de Taylor de r; — ¢;, sendo
_ . _ A B ) .

ri = f(vyi, B, ¢i) e € = f(yi, B, ¢i) em termos de B, — B,, r =1,...,p, até a ordem n™", é dada

pela seguinte expressao:

ri= it (B, — B)HL+ (B, — BB, — B, HL, (2.15)
em e
i — 3f(yg£,¢i) _ 8f(yg£, ¢i) 39;;?%) ggi (2.19)
‘
S TR =

Seja f(vi, B, i) = yi — i, entdo temos por (2.19) e (2.20) que H! = —d; e H', = girs, em que

g (m:) omy i g~ () _0%n;  _ %n
dir = Opi gangn : o5, = Giwir ¢ E(Hy,) = ganf(n : o5,0 = Ciagom = O

Assim, aplicando a esperanga na expressao (2.18) e procendendo de forma analoga a Cox e
Snell obtemos

N

B(r) = () + B8, — B,)B(H}) + I B(HIUS + JH},) (221)

sendo que no lado direito de (2.21) aplica-se a convengao da soma para r,s = 1,...,p, € =
flyi, B, éi) = vi — i, E(,@r — B,) é o viés de ordem n~!, que nesse caso é nulo, U! é a funcio

escore %Li[gf) e I"® denota o (rs)-ésimo elemento da matriz K Bé
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Entdo, encontramos E(e;) = 0, E(H!U!) = E {lWa(uZ)(yZ — ui)G%J:iT:cis} =0, E(H) =
~Gizyr e E(H!,) = 0 V(r,s) de modo que E(r;) = 0.

Vamos calcular agora E(r?). Assim,

R . 11 .
E(r.Q) = E(e?) +2E(B, — B,)E(e;H}) + 2I"°FE [eiH’UZHﬁH; + 26¢Hﬁs] , (2.22)

i rYs5
com €2 = (y; — pi)?, Hl = —(y; — i) Giir, 6 HIUD = 2Wo (u)u; G2y 45, sHIH! = G225
e %qHﬁs =0.

Aplicando a esperanga obtemos E(e7) = £y, E(e;H.) = 0, E(e; HU?) = —Giwirxis, E(e;HL,) =

0e E(H!H!) = G?azirmis. Assim, até a ordem n !
E(r}) = &6y — I Gimpmys
Var(ri) = £6i — (4da) " (X" D(G*) D(¢) ™' X) ™' Glairis
=0 {1 — (4da) ' ars Gy wiris }
=0 {1 — (4dal) hai}

em que a,5 ¢ o (7, s)-ésimo elemento de (X7 D(G?)D(¢)'X)~!, D(d))_% = diag{gbl_%, e gb;%}
e hyj = (Z)Z»_%GiXZT(XTD(GQ)D(gb)_lX)_IX]'G]'QZ)]-_%. Ainda, obtemos até ordem n~!, E(r;r;) =
—I"G,xiyGjxjs. Sendo assim, Cov(rs,rj) = —d>i§(4fa£)*1hij para i # j. Portanto em notagao
matricial temos que a matriz de varidncia-covaridncia do vetor de residuos ordinérios pode ser

expressa na forma

Var(r) = €D(¢) {In — (4d.6) " H}, (2.23)

em que H = D(¢) 2 D(G)X(XTD(G?)D(¢)"' X)L XTD(G)D(¢) z.

Como os r;’s podem ter varidncias diferentes, é conveniente expressé-las em forma padroni-
zada, para podermos comparar os residuos. O residuo padronizado ¢ calculado subtraindo pela
média e dividindo pelo desvio-padrao, obtendo a expressao

i
(660)2 {1 — (4du8) hi
- bi — . i=1...,n (2.24)
(6617 {1~ (4da8) Vi }

ty, =

7

N

N
N|=
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Usaremos este residuo para analisarmos conjuntos de dados reais no capitulo 3.
2.7 Meétodos de Diagnéstico

Como dissemos na se¢ao anterior, é importante verificar se o modelos que ajustamos se adequa
bem aos dados e se existem observagoes aberrantes. Esta anélise é feita assumindo o modelo
como correto e investigando se as conclusoes feitas sdo coerentes.

Uma observagao é dita influente se ela alterar o valor das estimativas quando a retirarmos do
conjunto de dados ou quando ela é submetida a perturbagoes. E é dita ponto de alavancagem se
quando a retiramos, ela interfere na varidncia dos valores ajustados.

Em modelos normais lineares, uma das medidas de diagnésticos mais utilizadas é a analise
da matriz de projecao H, ela é também conhecida como matriz chapéu ou hat. A diagonal dessa
matriz representa a influéncia do valor observado sobre o respectivo valor predito, e este valor re-
presenta o peso desproporcional que tal observagao exerce sobre seu valor estimado. Nesta se¢ao
iremos apresentar um extensao dessa alavancagem para modelos lineares generalizados simétricos
heteroscedasticos.

Mas os elementos do conjunto que efetivamente controlam aspectos da anélise sdo os pontos
influentes. Estes pontos mudam a estimativa da inclinagdo da reta estimada e podem alterar
completamente a inferéncia dos resultados. Iremos, nesta se¢ao, também apresentar um método
para detectarmos influéncia local para modelos lineares generalizados simétricos heteroscedésti-

COS.
2.7.1 Alavancagem Generalizada

Os pontos de alavanca sao pontos que elevam a varidncia dos valores ajustados, o que pre-
judica na previsao de dados. Para a detecgdo desses pontos vamos estudar a influéncia de cada
observagao em seu proprio valor ajustado. Segundo Wei et al. (1998), a matriz dy/0y pode ser

obtida da forma geral

GL®) = 5o = {D (-1 >_1i | (2.25)
oy U0V %[ lo=o’ :
- 2 . 9
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2.7. METODOS DE DIAGNOSTICO

Como foi feito na secio (2.3), temos ja calculado Lgg. Sendo Dy = (Dg, 0)), temos que

Opi _ Opi Omi _ 9g~"'(ni) Omi
9B Oni 0B; Oni OB,

Em forma matricial,

)
Dg= 8‘; D(G)X.

Dali, temos que

Dy = (D(G)X,0).
Também temos que o (j — £)-ésimo elemento de ﬁﬁy é dado por

0*L(0
0B; 6yz

235G )
_ Z ij 2Gi [ ui) — 4Wo (ui)us]
- Z %4 “Gi [vr — AW, (wi)ui]

— ; 2ijGi [vi — AW (u;)u;] ;

i
n
= E ri;Gia;,
=1

em que a; = [v; — AW, (u;)u;] é Em forma matricial temos,
Lgy = X" D(G)D(a).

E, o (j — £)-ésimo elemento de f/.yy ¢ dado por

O°L®O) _ Vs 2 (s — 1) — 2
m = ZijW; <_2Wa(U1)Uz¢i(yz — i) — EWa(uzﬂ(yz - MZ)>
= ziw; (—4Wc’l(ui)ui (v: ; 1) 4w ; i) Wa(ui)>
= —QZijwi(yi;w (2Wé(uz)uz + 2Wa(ui))
(7 ,
= _2Zij¢(5;—)(yi - ,ul-) (Wa(ui)ui + Wa(ui))
= —22;;d;,

21
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2.7. METODOS DE DIAGNOSTICO

Em forma matrcial temos,

Ly = —2Z"D(d). (2.29)
Das equagoes (2.28) e (2.29) temos

XTD(G)D(a) ] (2.30)

Loy = [ 27T D(d)
Substituindo (2.30), (2.27) e (2.3) em (2.25) temos que a matriz de pontos de alavanca toma

a forma

GL"(0) = D(G)X {ng

+ FEFT} Lgy— D(G)XFEL,, (2.31)
em que F = L[;[IJLﬁ,y, E = (L.Y.y — Lg.,LBéLﬂ7> , ¢ Lgg, Lg~ sao elementos da matriz de
informacao observada (2.11).

Podemos, rescrever (2.31), da seguinte forma,

GL*(6) = GLA(8) + GLX(9),

em que

GL4(0) = D(G)X(X"D(b)D*(G)X) ' X" D(G)D(a)

GLY(6) = D(G)X(FE'Ft)"' X" D(G)D(a) + 2D(G)XFEZ" D(d).

Também ¢é interessante observarmos a influéncia de y; em gZ;i, denotada por angZ- /0y;, em que
¢ = (¢1,...,0,)". Entdo, similarmente a GL*(0), a matriz de pontos de alavanca 8(2)/81; pode
Ser expressa Como

GL?(0) = GL2(0) + GL}(0),
em que

GLS(0) = —2Z(Z"D(c)Z) ' Z"D(d)

GL}(0) =2ZAB'A"2"D(d) - ZAB™' X" D(G)D(a),
emque A =2(ZT'D(c)Z2)"'Z"D(d)D(G)XT e B= -XTD?*(G)D(a)X+2XTD(G)D(d)ZA.

Como sugestao o grafico GL(0);; versus indice pode revelar observagoes com alta alavanca-

gem.
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2.7.2 Influéncia local

Um método muito conhecido na deteccao de pontos influentes no modelo é o método de
influéncia local proposto por Cook (1986), que avalia a sensibilidade dos estimadores de maxima
verossimilhanca com respeito a pertubagoes no modelo ou nos dados.

Para um conjunto de dados observados seja L(0) a log-verossimilhan¢a do modelo onde 8 é
um vetor (p+¢q) x 1 de pardmetros desconhecidos. Podemos introduzir um vetor de perturbagao
d de dimensao n x 1 cuja log-verossimilhanga é L(0s), e comparar os estimadores de maxima
verossimilhanga para se determinar influéncia local. O método de Cook calcula LD, ou seja,
desvio local, que nada mais é do que a diferenca das verossimilhancas avaliadas em seus esti-
madores (9 e ég). Grandes valores de LD indicam que as estimagoes sao altamente sensiveis a

perturbacao. Em linguagem matematica temos que,
LD(8) =2 {L(é) - L(@g)} . (2.32)

Um grafico de LD(§) versus d contém informagao sobre a influéncia do tipo de perturbagao
escolhido. Este grafico forma uma superficie chamada de grdfico de influéncia (denotaremos por
a(d)). Um estudo de influéncia local consiste em analisar como a superficie se desvia de seu
plano tangente em g, onde dy é um vetor de nao perturbagdo com mesma dimensao de § ou
menor, tal que L(0) = L(05,). Esta anélise pode ser feita se estudando as curvaturas das segoes
normais & superficie a(d) em dy, que sao intersegoes de a(d) com o plano que contém o vetor
que é normal ao seu plano tangente em d.

Para construir uma se¢ao normal, considere uma linha aumentada (lifted line) em § que passa

através de dg. Esta linha pode ser representada por:
d(a) = dp + at,

onde a € R e t é um vetor unitario, ou seja, tem comprimento 1.
A curvatura C', que é a curvatura da se¢ao normal de a(d) em g na diregao de ¢, ¢ usada para

caracterizar o comportamento do grafico de influéncia em uma vizinhanga de §9. A curvatura é
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dada por:
Cy(0) =2|t"ATL A, (2.33)
. 2
em que Lgél = g etLagaé)T) e A é uma matriz (p + ¢q) X n que depende do esquema de pertubagao e
cujos elementos sao dados por A;; = %ggf), comi=1,....,p+qgej=1,...,n avaliado em ]
e 50.

Perturbacao é qualquer modificacdo nas suposi¢cdes do modelo ou nos dados que causam di-
ferengas substanciais nos resultados da analise. Os esquemas mais conhecidos sao: perturbagao
de casos ponderados, perturbacao aditiva na resposta, perturbacao multiplicativa na resposta,
perturbagao de escala e perturbagao do preditor. Neste trabalho vamos nos ater aos dois primeiros

Casos.
Perturbagao de casos ponderados

Com este tipo de perturbagao se deseja avaliar se a contribui¢ao das observagoes com pon-
deragoes afetam o estimador de maxima verossimilhanca. A fungao de log-verossimilhanca do

modelo perturbado é dado por:
L(616) = > 8i1og {alw)/ /i (2.34)
i=1

~T ~T ~T
onde 0 < §; < 1. Vamos assumir que a matriz A = (A;,A,) onde o (j¢)-ésimo elemento de

~T 2 ~T
A, édado por o L(919) , analogamente temos que o (j¢)-ésimo elemento de A, ¢ dado

98,00,

(B=B,6=50)
9%L(6]6)
POt "ov,00,

(v=4,0=80)
Assim, temos que

OL(016) . al(u) 2(yi — pua) 09 (m)
6@, Z [51 .

Portanto,
9°L(619) (ye — 1)
=0 Gozy; Y0=1,...,n.
03;00, g e
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2.7. METODOS DE DIAGNOSTICO

Em forma matricial, temos

A, = D(4)D 1 ($)D(r)D(G)X, (2.35)
onde D(r) = diag{r1,...,rn} com r; = y; — fi;. Para Ag temos que seu (j¢)-ésimo elemento é
dado por
0L(019) "R () { a'(u;) 1 9
=) 0 —2 — (i — )" — 1] %
By~ 26, | Haw) g T
= Suwi (—2Wa(ui)u; — 1) 2
i=1
= Z (L-wi(viui — l)zij
= Z i wz i Zzg
Assim,
2L(6]9)
—_— = —1D)zg;, Y=1,... 0.
5,00, we(my — 1)z, NN ¢
Na forma matricial,
A, = D(@)[D(rn) — I,] Z, (2.36)

onde I, ¢ a matriz identidade de ordem gq.
Perturbagao aditiva na resposta

Considere uma perturbacao aditiva sobre a i-ésima resposta, isto é, y;: = y; + ds;, onde s;

pode ser uma estimativa do desvio padronizado de y; e § € R. Entao, temos o modelo:

L(8)5) = Zlog{ uz-t)/@} (2.37)

onde ug = (yir — pi)?/¢i-

Ao derivarmos em relagao a [3;

LO|6) <~ (yi+0si— )
—Gx
853 Z J

i=1
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AT )
Para obtermos A; temos que seu (j¢)-ésimo elemento é dado por

2L = g
9°L(6]5) = Z Gizig [—2W (uit)2uitsi — 2Wa (uit)si]

8ﬁj85€ — ¢z
& Gizij )
B Z [—2Wa(uir) — AW, (uir)ust] i
i=1 ¢i
n 1 /
- Z e [Uit - 4Wa(uit)uit] SzGlaj‘U
i=1 "
= Z aitGisiTij.
i=1

Na forma matricial,

A, = D(a;)D(G)D(s)X.
Ao derivarmos L(0|6) em relacdo a v;, temos

OL(68) _ E": ' (7i)

0 30 [2Wiuui = 1] 2.

=1

AT )
Para obtermos A, temos que seu (j¢)-ésimo elemento é dado por

0?L(0]6) - i+ s — i i s — i
‘ Z [ 2W ult)ulﬂwsi—élwa(uit)(y—i_—ss

07,00, = i &i

)
= -2 ; 2(;5; (yi + tisi — i) [W(;(uit)uit + Wa(uz‘t} Si%ij

n
= -2 E ditsiZij,
i=1

W (7i)

onde dj; = 25 (yi + tisi — i) (W, (wit)uir + Wy (uit]. Na forma matricial temos,

A, = —2D(d,)D(s)Z.

i) i| Zij

(2.38)

(2.39)

Utilizando as derivadas da matriz A para os esquemas de perturbagao e calculando a cur-

vatura da equagao (2.33), podemos avaliar quais pontos sao influentes no modelo proposto de

acordo com cada caso. Um grafico interessante de se observar é o grafico C versus indice.

Escobar e Meeker (1992) sugerem que os elementos da diagonal principal da matriz B =

—ATﬁggA devem ser tomados como medida de influéncia. J& Lesaffre e Verbeke (1998) sugerem
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2.7. METODOS DE DIAGNOSTICO

que se deve avaliar a curvatura na dire¢ao da i-ésima observagao, ou seja, avaliamos C no vetor
t; de zeros com um na i-ésima posigao. Assim, obtemos que C; = 2|b;;|, em que b;; ¢ o elemento
71 da diagonal da matriz B. As observagoes tais que C; > 2C, onde C é a média das curvaturas,

devem ser estudas com cautela.
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CAPITULO 3

Aplicacdo do Método de Influéncia Local

Neste capitulo ilustraremos os modelos generalizados simétricos heteroscedésticos com dois

exemplos de dados reais e aplicaremos a teoria de influéncia local apresentada no capitulo 2.
Escolaridade e Renda

Esse dados foram extraidos do censo do IBGE de (2000). Para cada unidade da federacao,
temos o ntmero médio de anos de estudo e a renda média mensal (em reais) do chefe ou chefes
do domicilio. Em Paula (2004), é feita uma analise dos dados ajustando-se um modelo normal
simples e também ajusta-se um modelo em que a variavel resposta é transformada pela funcao
logaritmica na tentativa de se resolver a heteroscedasticidade.

A Figura 3.1 apresenta o grafico de dispersdo dos dados. Nossa variavel resposta é a renda
média mensal e o nimero médio de anos de estudo é a variavel explicativa. Inicialmente, propo-
mos um modelo normal linear simples em que Y denota a renda e X a escolaridade. O modelo
é o seguinte

yi=Po+ bixi+e, i=1,...,27,

onde ¢ ~ N(u,0?).

28



<

L]

=3

=

o

o

o™

o

L]

o
G °
o
=
L

.o ]

% N o 2 E

8
o® ¢ o
i+

[} o

=

w

B
o et @
= o
g 1 e
<
T T T T T
4 5 6 7 8
anos
Figura 3.1: Gréafico de dispersao de escolaridade e renda.
As estimativas dos pardmetros sao dadas por Gy = —381,28 e 1 = 199,83 e seus desvios

padrdo sao respectivamente 69,40 e 13,03, o que indica que (1 é altamente significativo. A
estimativa de o2 foi de 77,22 e critério de Informacio de Akaike de AIC= 315, 263.

Observe que no grafico de residuo studentizado versus valores ajustados (Figura 3.2) os
residuos tendem a crescer proporcionalmente aos valores ajustados, ou seja, ha um indicio de
heteroscedasticidade. Note também que a observagao 27, que representa o Distrito Federal,
aparece como ponto de alavanca e aberrante, o Distrito Federal possui uma renda bem acima

dos outros estados.
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Figura 3.2: Gréficos de diagnosticos para o modelo normal linear simples.

Como foi verificado a presenca de heteroscedasticidade e a presenga de um ponto influente nos
investigamos a adequacidade de alguns modelos lineares generalizados simétricos na tentativa de

reduzir a heteroscedasticidade.

i = Bo + Bra;,

o = exp(yo +m12i), i=1,...,27,

em que z; = x; — T € y; ~ S, ¢s,a).

Ajustamos o modelo acima para duas distribui¢oes, a distribuicdo Normal e a distribuicao
t-Student que é uma distribui¢ao de cauda pesada para tentar reduzir a influéncia de observagoes
atipicas. Para decidirmos que grau de liberdade iremos usar na anélise para a distribuicao t¢-
Student utilizaremos o critério de informacao de Akaike (AIC). A Tabela seguinte apresenta os
valores AIC dos modelos ajustados.

Baseado nestes resultados, vamos utilizar uma distribuigdo ¢-Student com 3 graus de li-

berdade, pois esta distribui¢ao possui o menor AIC. Entao com estes dois modelos, normal e
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Tabela 3.1: Critério de informagao de Akaike.

Modelo Critério de informagao de Akaike (AIC)
Normal 294,774

t-Student (v = 3) 294, 266

t-Student (v = 4) 294,432

t-Student (v = 5) 294,539

t-Student (v = 6) 294, 608

t-Student(3), vamos fazer nossa analise e verificar qual dos dois melhor se ajusta aos dados. Na

Tabela abaixo se encontram a estimagao dos pardmetros com seus respectivos erros padrao para

os dois modelos.

Tabela 3.2: Estimacao dos pardmetros e erros padrao associados.

Modelo Normal t-Student (v = 3)
Bo —210, 7328 (44,6600) | —198,4205 (35,0000)
Bl 164, 4353 (10, 1900) 160, 1135 (8,0800)
Yo 7,7833 (0,2728) 3,5136 (0,1925)
. 0,9481 (0,1925) 0,5244 (0, 1687)

Modelo normal

Iniciaremos a analise com a variavel resposta seguindo uma distribuicao Normal. Na primeira

coluna da Tabela 3.2 encontram-se as estimativas dos parametros do modelo normal heteroscedés-

tico ajustado. Observe que todos os parametros sao significativos para o modelo, e o coeficiente

angular para a média (1) ¢ positivo, o que pode ser interpretado que se aumentarmos em um

ano o tempo médio de escolaridade, a renda média domiciliar aumenta 164, 4353 reais.

Agora vamos fazer uma analise de diagnostico para o conjunto de dados. Vamos comegar

com a anélise dos residuos, utilizando o residuo que proposto no capitulo 2.

Observe que a observagao 15, correspondente ao estado de Alagoas se destaca na Figura (3.3)

como um ponto aberrante, ou seja, ele interfere no intercepto do modelo e consequentemente

altera os valores ajustados.
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Figura 3.3: Residuos para a distribuicao normal.

As observacoes influentes podem acarretar em mudancga nos estimadores dos parametros e até
mesmo causar mudancas inferenciais, por isso vamos detectar tais observacoes e verificar se elas
alteram muito os resultados do modelo ajustado. Pela Figura 3.4, podemos ver que as observagoes
15 e 27, respectivamente os estados de Alagoas e Distrito Federal, apresentam curvaturas mais
elevadas, o que revela uma possivel influéncia desproporcional dessas observagoes nas estimativas

dos parametros.

- o 27

indice

Figura 3.4: Gréaficos de indice do C; com perturbacdo de caso ponderado para a distribuicao
Normal.
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Modelo ¢-Student

Agora vamos analisar o mesmo modelo mas assumindo que a variavel resposta seguird uma
distribuigao ¢-Student com 3 graus de liberdade como foi decidido anteriormente. Na segunda
coluna da Tabela 3.2 encontram-se as estimativas dos parametros do modelo t-Student(3) hete-
roscedastico ajustado. Observe que todos os pardmetros sao significativos para o modelo, e o
coeficiente angular para a média (1) é positivo, o que pode ser interpretado que se aumentarmos
em um ano o tempo médio de escolaridade, a renda média domiciliar aumenta 160, 1135 reais.

Agora vamos fazer uma anélise de diagnostico dos dados utilizando o residuo que foi proposto

no capitulo 2.

Residuo
Residuo

400 600 800 1000 4 5 6 7 8

valor ajustado X

Figura 3.5: Residuos para a distribui¢ao t-Student(3).

Observe que a observagao 27, correspondente ao Distrito Federal se destaca na Figura (3.5)
como um ponto aberrante, ou seja, ele interfere no intercepto do modelo e consequentemente
altera os valores ajustados.

Pela Figura 3.6, podemos ver que apenas a observagao 27, referente ao Distrito Federal,

apresenta curvatura mais elevada, o que revela uma maior estabilidade da distribuigao t-Student

do que da Normal.
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Figura 3.6: Gréaficos de indice do C; com perturbacao de caso ponderado para a distribuigao
t-Student(3).

Com isso, percebemos que para o esquema de perturbagao proposto, os estimadores sao mais
sensiveis a perturbagoes na distribui¢do normal do que na t-Student. Precisamos verificar se as
observagoes destacas anteriormente afetam muito na estimacao dos pardmetros.

Para avaliarmos o efeito que se ao eliminarmos uma ou mais observagoes sobre os estimadores
de maxima verossimilhanca vamos utilizar a razao de mudanca. Esta razao de mudanca é expressa

por:

J

RM; = x 100, j=1,...,n,

~

em que @; & o estimador de maxima verossimilhanga quando se elimina a observacao j. A Tabela

seguinte mostra os RM’s dos estimadores sao eliminarmos os pontos 27 e 15.

Tabela 3.3: Razao de mudanca para os estimadores méaxima verossimilhanca.

Caso eliminado Modelo RM; | RMg | RMy, | RMy
27 Normal 2,6501 | 0,8738 | 2,9792 | 23,6084
27 t-Student (v =3) | 1,6915 | 0,4115 | 1,5454 | 21,1109
15 Normal 12,4416 | 2,7819 | 2,7956 | 19,2793

Podemos observar pela Tabela 3.3, nas duas distribui¢des possuem razao de mudanga baixa

para os estimadores de 3, tendo um valor maior quando retiramos a observagao 15 (Alagoas)
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e ajustamos uma distribuicdo normal, ou seja, este ponto muda em 12% o estimador de (3 e
19% o estimador de ;. Ao retirarmos o ponto 27, a distribuigdo Normal possui o maior indice
de mudanga para o estimador de 71, 23,6084, enquanto que a distribui¢ao ¢-Student obteve um
indice de mudanca de 21, 1109.

Na Tabela 3.4 podemos observar os valores dos estimadores com todos os pontos e com a

retirada dos pontos 27 e 15 da distribuicao Normal e 27 da distribuicao ¢-Student.

Tabela 3.4: Estimativas de maxima verossimilhanca dos estimadores.

Normal | ¢-Student(3) | Normal sem 27 | Normal sem 15 | ¢-Student (3) sem 27
Bo | —210,7328 | —198,4205 —205, 1481 —236,9514 —201, 7769
ﬁAl 164, 3530 160,1135 162,9169 168, 9253 160, 7724
Yo 7,7833 3,5136 7,5514 7,5657 3,4593
i 0,9482 0, 5244 0,7243 1,1310 0,4137

A distribuigdo t-Student se apresenta mais estével a variagoes nos estimadores do que a
distribuicao normal, e apresentou apenas um ponto influente enquanto que a normal apresentou

dois pontos influentes.
Crescimento de criancas

Eubank (1988) apresenta dados razao(peso/altura) e idade (do nascimento até 71,5 meses)
de 72 criangas, e estes dados foram analisados por Tarpey (2001). Nossa variavel resposta é
a razao(peso/altura) e idade (em meses) é a variavel explicativa. Inicialmente, propomos um
modelo normal linear simples em que Y denota a resposta e X a variavel explicativa. A Figura
3.7 apresenta o grafico de dispersao deste conjunto de dados.

Inicialmente, propomos um modelo normal linear simples em que Y denota a resposta e X a

variavel explicativa. O modelo é dado por
vi= 0o+ Pixi +e, i=1,...,72

em que € ~ N(u,0?).
As estimativas dos parametros sdo dadas por BO = 66,5623 e Bl = 0,5276 e seus desvios

padrdo sao respectivamente 1,2176 e 0,0293, o que indica que (1 é altamente significativo. A
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Figura 3.7: Gréafico de dispersao do crescimento de criangas e idade (meses).

estimativa de o foi de 5,165 e critério de Informacio de Akaike de AIC= 444, 741.

Observe que no grafico de residuo studentizado versus valores ajustados (Figura 3.8) nota-se
que ha indicios de heteroscedasticidade, ou seja, ha uma relagao nao linear entre o residuo e a
varavel explicativa. Note também que os pontos 1 e 2, que representa as duas primeiras razoes
(peso/altura) para o momento do nascimento e o primeiro més de vida, aparecem como pontos
influentes e aberrantes.

Como foi verificado a presenga de heteroscedasticidade e a presenga de pontos influentes nos
investigamos a adequacidade de alguns modelos lineares generalizados simétricas na tentativa de

reduzir o impacto desse ponto influente.

()3 = Bo + Brai,

oi = exp(yo +v12:i), i=1,...,27,
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Figura 3.8: Gréficos de diagnosticos para o modelo normal linear simples.

onde z; = x; — T e y; ~ S(ui, P;,a).

Ajustamos o modelo acima para duas distribui¢oes, a distribuicdo Normal e a distribuicao
t-Student que é uma distribui¢ao de cauda pesada para tentar reduzir a influéncia de observagoes
atipicas. Para decidirmos que grau de liberdade iremos usar na anélise para a distribuicao t¢-
Student utilizaremos o critério de informacao de Akaike (AIC). A Tabela seguinte apresenta os

valores AIC dos modelos ajustados.

Tabela 3.5: Critério de informagao de Akaike.

Modelo Critério de informagao de Akaike (AIC)
Normal 390,6184

t-Student (v = 3) 385, 7104

t-Student (v = 4) 385,7617

t-Student (v = 5) 386, 0822

t-Student (v = 6) 386, 4420
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Baseado nestes resultados, vamos utilizar uma distribui¢do ¢-Student com 5 graus de li-
berdade, pois esta distribuicdo possui o menor AIC. Entdo com estes dois modelos, normal e
t-Student(5), vamos fazer nossa analise e verificar qual dos dois melhor se ajusta aos dados. Na
Tabela abaixo se encontram a estimacgao dos parametros com seus respectivos erros padrao para

os dois modelos.

Tabela 3.6: Estimacao dos parametros e erros padrao associados.

Modelo Normal t-Student (v = 5)
28 4,1618 (0,0201) | 4,1700 (0,0178)
4 0,0071 (0,0003) | 0,0069 (0,0003)
o 2,4760 (0,1666) 0,9832 (0,1054)
<1 | —0,0577 (0,0081) | —0,0274 (0,0051)

Modelo normal

Iniciaremos a analise com a variavel resposta seguindo uma distribuicao Normal. Na primeira
coluna da Tabela 3.6 encontram-se as estimativas dos paradmetros do modelo normal heterosce-
dastico ajustado. Observe que todos os parametros sao significativos para o modelo.

Agora vamos fazer uma analise de diagnéstico para o conjunto de dados. Vamos comegar

com a anélise dos residuos, utilizando o residuo que proposto no capitulo 2.
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Figura 3.9: Residuos para a distribui¢ao normal.
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Observe que as observagoes 1, 2 e 64, se destacam na Figura (3.9) como pontos aberrantes, ou
seja, eles interferem no intercepto do modelo e consequentemente alteram os valores ajustados.
Pela Figura 3.10, podemos ver que a observagao 64, apresenta curvatura mais elevada, o que

revela uma possivel influéncia desproporcional dessa observacao na estimativa dos parametros.

64 o

0 10 20 30 40 50 60 70

indice

Figura 3.10: Graficos de indice do C; com perturbacgdo de caso ponderado para a distribuicao
Normal.

Modelo ¢-Student

Agora vamos analisar o mesmo modelo mas a variavel resposta seguira a distribuicao ¢-Student
com 5 graus de liberdade como foi decidido anteriormente. Na segunda coluna da Tabela 3.6
encontram-se as estimativas dos parametros do modelo ¢-Student(5) heteroscedéstico ajustado.
Observe que todos os parametros sdo significativos para o modelo.

Agora vamos fazer uma analise de diagnostico dos dados utilizando o residuo que foi proposto
no capitulo 2.

Observe que as observagoes 1 e 2 se destacam na Figura (3.11) como pontos aberrantes, ou
seja, eles interferem no intercepto do modelo e consequentemente alteram os valores ajustados.

Pela Figura 3.12, podemos ver que apenas a observagao 72 apresenta curvatura mais elevadas.

Observe também que a observacao 72 é a tnica que se destaca, enquanto que na Normal outras
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Figura 3.11: Residuos para a distribui¢ao ¢-Student(5).

observagoes tendem a ter curvaturas um pouco elevadas, e a curvatura de 72 na t-Student é
menor do que a curvatura de 64 na normal. O que revela uma maior estabilidade da distribuicao

t-Student do que da Normal.

Ci
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indice

Figura 3.12: Gréfico de indice do C; com perturbagdo de caso ponderado para a distribuicao
t-Student(5).

Para o esquema de perturbacao do caso de resposta aditiva, podemos observar pela Figura
3.13 que para a distribui¢ao Normal, a observagao 72 se destaca das demais com curvatura elevada
e para a distribui¢ao t-Student a observacao 70 tem curvatura mais elevada, mas a distribuicao

t-Student possui curvaturas menores do que a distribuigao Normal.
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Figura 3.13: Graficos de indice do C; com perturbagao de caso resposta aditiva para a distribuicao
Normal, a esquerda, e t-Student(5), a direita.

Com isso, percebemos que para os dois esquemas de perturbagao propostos, os estimadores
sao mais sensiveis a perturbacgoes. Precisamos verificar se as observagoes destacas anteriormente
afetam muito na estimacao dos parametros. Para avaliarmos o efeito que se ao eliminarmos uma
ou mais observagoes sobre os estimadores de maxima verossimilhanca vamos utilizar a mesma a

razao de mudanca utilizada na segdo anterior. A Tabela seguinte mostra os RM’s dos estimadores

ao eliminarmos os pontos 1 e 2 que apareceram nas duas distribuigoes como pontos aberrantes.

Tabela 3.7: Razao de mudanga para os estimadores maxima verossimilhancga.

Caso eliminado Modelo RMg | RMy | RMy, | RMy
1 Normal 0,0473 | 0,3918 | 5,4082 | 8,6101
1 t-Student (v =5) | 0,0184 | 0,1201 | 6,0786 | 6,9343
2 Normal 0,0579 | 0,4983 | 8,3117 | 8,5479
2 t-Student (v =5) | 0,0207 | 0,1416 | 5,9862 | 7,6642

Podemos observar pela Tabela 3.7, nas duas distribui¢oes possuem razao de mudanga baixa

para os estimadores de 3, tendo um valor maior quando retiramos a observagao 64 e ajustamos
uma distribui¢ado normal, ou seja, este ponto muda em 2% o estimador de 1. Para os estimadores
de -y, os maiores valores ocorrem para os estimadores de ;. A normal possui os maiores indices
de mudanga para o estimador de 1, 8,5479 e 8,6101 ou retirarmos 2 e 1, respectivamente.

Enquanto que a t-Student o maior indice de mudanca foi de 7,6642 ou retirarmos o ponto 2.

41



Na Tabela 3.8 podemos observar os valores dos estimadores com todos os pontos e com a

retirada dos pontos 1 e 2 da distribui¢do normal e distribuicao ¢-Student.

Tabela 3.8: Estimativas de maxima verossimilhanca dos estimadores.

Normal | ¢-Student(5) | Normal s/1 | Normal s/2 | t-Student(5) s/1 | ¢-Student(3) s/2
Go | 4,1618 4,1700 4,1637 4,1642 4,1707 4,1708
G| 00071 0, 0069 0,0071 0,0071 0, 0069 0, 0069
<o | 2,4760 0, 9832 92,3423 92,2702 0,9234 1,8241
51| —0,0577 | —0,0274 ~0,0528 | —0,0528 ~0,0255 ~0,0253

A distribuigao ¢t-Student se mais estavel a variagbes nos estimadores do que a distribuigao

normal apresentando indices de mudangas menores do que a ditribuigdo ao eliminarmos pontos

aberrantes.
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cAPITULO 4

Conclusdes

Neste trabalho apresentamos uma classe geral de modelos lineares generalizados simétricos
heteroscedasticos e desenvolvemos a metodologia de deteccao de pontos de alavanca e influéncia
local, com dois esquemas de perturbagao, bem como desenvolvemos um processo iterativo para a
estimagao dos parametros deste modelo e testes de razao de verossimilhancas, escore e Wald para
testarmos a homoscedasticidade do paradmetro de dispersao. Propomos um residuo padronizado
para essa classe de modelos.

Ajustamos os modelos lineares generalizados simétricos heteroscedésticos para dois conjuntos
de dados e observamos que o problema de heteroscedasticidade quando nao foi resolvido, foi
suavizado, e para distribuicoes de caudas pesadas tendem a diminuir o niimero de observagoes
aberrantes.

Varias linhas de pesquisa podem ser tratadas como se desenvolver um estudo de simulagao
para verificar a distribuigao assint6tica do residuo proposto, avaliar a consisténcia dos estimadores
de méaxima verossimilhanca de 3 e -y, assim como fazer estudos de simulagoes para se verificar o

poder e o tamanho dos testes propostos neste trabalho.
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APENDICE A

Escolaridade

Tabela A.1: Conjunto de dados sobre Escolaridade e Renda.

Estado Escolaridade (anos) Renda (reais) | Estado Escolaridade (anos) Renda (reais)
RR 5.7 685 AL 3.7 454
AP 6.0 683 CE 4.0 448
AC 4.5 526 SP 6.8 1076
RO 4.9 662 RJ 7.1 970
PA 4.7 536 ES 5.7 722
AM 5.5 627 MG 5.4 681
TO 4.5 520 SC 6.3 814
PB 3.9 423 RS 6.4 800
MA 3.6 343 PR 6.0 782
RN 4.5 513 MT 5.4 775
SE 4.3 462 GO 5.5 689
PI 3.5 383 MS 5.7 731
BA 4.1 460 DF 8.2 1499
PE 4.6 517
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APENDICE B

Crescimento de criancas

Tabela B.1: Conjunto de dados sobre Razao(peso/altura) e idade(meses) de criangas.
Razao idade | Razao idade | Razao idade | Razao idade
46 0.5 87 20.5 87 40.5 97 60.5
47 1.5 80 21.5 91 41.5 94 61.5
56 2.5 83 225 90 42.5 96 62.5
61 3.5 81 23.5 93 43.5 103 63.5
61 4.5 88 24.5 89 44.5 99 64.5
67 5.9 81 25.5 89 45.5 101 65.5
68 6.5 83 26.5 92 46.5 99 66.5
78 7.5 82 27.5 89 47.5 99 67.5
69 8.5 82 28.5 92 48.5 99 68.5
74 9.5 86 29.5 96 49.5 101 69.5
7 10.5 82 30.5 92 50.5 99 70.5
78 11.5 85 31.5 91 51.5 104 71.5
75 12.5 88 32.5 95 52.5
80 13.5 86 33.5 93 53.5
78 14.5 91 34.5 93 54.5
82 15.5 87 35.5 98 55.5
77 16.5 87 36.5 95 56.5
80 17.5 87 37.5 97 57.5
81 18.5 85 38.5 97 58.5
78 19.5 90 39.5 96 59.5
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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