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Resumo

E prética comum em estudos empiricos a realizagdo de inferéncias sobre os parametros que
indexam o modelo linear de regressao com base no estimador de minimos quadrados ordinarios
(EMQO) mesmo quando se suspeita da presenca de heteroscedasticidade. Nesse caso, utilizam-se
estimativas assintoticamente validas das varidncias dos estimadores no processo inferencial. Na
presente dissertagdo, nés utilizamos integracao numérica para avaliar os desempenhos de testes
quase-t realizados segundo essa estratégia. Nos propomos ainda um novo estimador consistente
de variancias e covariancias, denotado por HC4m. Esse estimador ¢ uma versido modificada do
estimador HC4. Noés propomos ainda uma versao modificada do estimador HC5: HCbm. A
evidéncia numérica sugere que testes baseados nos estimadores propostos sdo tipicamente mais

confidveis que testes baseados em estimadores alternativos.
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Abstract

If is common pratice to base inferences on the parameters that index the linear regression
model on the ordinary least squares estimator (OLSE) even when one suspects that the data
are heteroskedastic. In that case, one must use asymptotically valid variance estimates. In this
thesis, we use numerical integration to evaluate the finite sample behavior of diferent quasi-t
tests. We also propose a new heteroskedasticity-consistent covariance matrix estimator: HC4m.
This new estimator is a modified version of HC4. We also propose a modified version of the
HC5 estimator: HC5m. Our numerical evidence favors the two estimators we propose when the

interest lies in associated hypothesis testing inference.
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CAPITULO 1

Conceitos Iniciais

1.1 O Modelo de Regressao Linear e Estimadores Pontuais
O modelo de interesse é o modelo de regressao linear definido por
y=XB+u, (1.1)

onde y é um vetor n X 1 de observacoes da varidvel dependente, X é uma matriz fixa n X p de
regressores com posto p (p < n), B & um vetor fixo p x 1 de parametros desconhecidos e u &
um vetor aleatério n X 1 de erros. Aqui, n é o nimero de observagoes, ou seja, o tamanho da
amostra.

As seguintes suposi¢oes sao comumente elencadas:
e S1. O modelo esta corretamente especificado;

o S2. E(uy) =0, t=1,...,n;

e S3. var(uy) =0l e0 <ol <oo, t=1,...,n;

o S3. var(u)) =0?e0<o0?<o0, t=1,...,n;

o S4. cov(ug,us) =0 Vt#s, ie., E(uus) =0 Vit #s;

S5. limy, oo n H(X'X) = @, onde Q é uma matriz positiva definida;



e S5.1im, 0o n 1 (X'QX) = S, onde S é uma matriz positiva definida e 2 = diag{o?,...,02

é a matriz de covariancias do vetor de erros u;
e S56. u~N(0,9Q), onde 0 ¢ um vetor n x 1 de zeros.

Observe que sob homoscedasticidade a suposicao S3 se reduz a suposicao S3', ou seja, as

2 uma constante positiva e finita.

variancias dos erros sdo iguais a o

Em geral, em modelagem de regressao o interesse reside em realizar inferéncias sobre o vetor
de parametros (3, que representa o efeito dos regressores sobre a média da variavel resposta. Um
método comumente utilizado para a estimacao de 8 é€ o método de minimos quadrados ordinérios,

que consiste em estimar o vetor de parimetros de regressdo através da minimizacao da soma dos

quadrados dos erros do modelo, isto é, deseja-se encontrar o vetor § que minimiza a fungao

SQ(B) =v'u=(y— XB)'(y — XB).

O estimador de minimos quadrados ordinarios (EMQO) de [ ¢é facilmente encontrado e possui

forma fechada:

B=(X'X)"'X"y. (1.2)

Este estimador possui algumas propriedades desejaveis sob algumas das suposicoes inicial-
mente listadas:

(i) Sob as suposigoes S1 e S2, 3 & nio-viesado, isto &, E([?) = 3, para todo B € RP. Para
provar esta propriedade basta substituir y por X3 + u na expressao para B dada na equacao
(1.2), o que conduz a 3=p0+ (X'X)71X"u. Tomando o valor esperado facilmente estabelecemos
a propriedade de nao-viés de B

(ii) Sob as suposicoes S1, S2 e S5, /3 ¢ consistente para 3.1

10 estimador 6 é dito ser consistente para o parametro 6 se qualquer seqiiéncia de estimadores O converge
em probabilidade para 6, ou seja, se, para todo € > 0 e para toda seqiiéncia 6,,, tivermos

nlLIr;C Pr <|én -6 > 6) =0.

Escrevemos én 2,0 ou plim(én) = 6 para indicar que a seqiiéncia {én} converge em probabilidade para 6.



’

Para estabelecer a consisténcia do estimador f3, inicialmente provaremos que plim(Xn“) =0.

Temos que
n
X'u = E Ty,
t=1
onde z; representa a t-ésima linha da matriz X.

Sendo a suposi¢ao S2 valida e usando propriedades do valor esperado concluimos que E(X'u) =

0. Pela lei fraca dos grandes nimeros de Chebyshev, tem-se que

/
plim <X u) =0.
n

Desta forma, pelo teorema de Slutsky, que estabelece que o limite de uma soma (ou produto) de

seqiiéncias estocésticas é a soma (ou produto) dos limites destas seqiiéncias, e sendo a suposi¢ao

S5 valida, segue que

A~

plim(8) = plim [B+ (X'X) "X u]

— plim(8) + plim {”(X’X)l (X/uﬂ

= B+ plim [n(X'X)""] plim <X “)

= B+Q7'0=p5,

0 que prova a consisténcia de (.

Para obter a matriz de covaridncias de @, note que 5’ — B =(X'X)"'X"u e, assim,

oty = B{[p-E0)] -0 }

- E{(B-5)8-5)}

= E{[(xx) 7 x"] [(XX) 7 x")' |
= E{(X'X)"'X'uw/X(X'X)"}

= (X'X)7'X' [E(ud)] X(X'X)!

= (X'X)71 X [cov(u)] X(X'X)7?

= (X'X)"'x'ox(x'x)"L



Sendo a suposicio S3' (homoscedasticidade) valida, temos que Q = oI, onde I,, é a matriz

identidade de ordem n. Portanto,
cov(B) = o?(X'X)7 1.

O teorema a seguir estabelece que, sendo verificadas algumas das suposi¢oes inicialmente lis-
tadas, 0o EMQO é BLUE (‘Best Linear Unbiased Estimator’), sendo portanto o melhor estimador
dentre todos os estimadores lineares e nao-viesados.

Teorema 1.1.1 (Gaus-Markov). Sob as supos¢ies S1, S2, S3’ e S4, o estimador de minimos

2 ¢ nao-

quadrados ordindrios (EMQO) é o melhor estimador na classe de estimadores lineares
viesados de 3, isto €, o EMQO ¢é o estimador de varidncia minima na classe de estimadores

lineares nao-viesados de (.

Demonstracdo. Seja B* = Cy, onde C & uma matriz ndo-estocastica de dimensido p X n, com
p<netal que C # (X'X)"1X' isto é, ﬂA* ¢ uma funcao linear de y diferente de B A variancia
de 3* ¢ dada por
2%\ _ ' 2 r_ 2 /
var(§*) = C [var(y)] C' = C [¢°,] C' = 6°(CC"),
uma vez que a suposi¢do S3’ (homoscedasticidade) ¢ valida. Dado que B* é nao-viesado (as

suposicoes S1 e S2 sao validas), devemos ter
E(3") = CE(y) = OXB = 6,
para todo 3 € RP. Logo,
CX =1,.

Sendo assim, temos

var(f*) —var(f) = o’CC" —*OX(X'X) ' X'C’
= o’ [CC' - CX(X'X)'X'C]

= o°CL, - X(X'X)"'X'|C".

2Um estimador de 8 é dito ser linear se pode ser escrito como combinacio linear das componentes do vetor de
observagoes y.



Dado que M = I, — X (X'X) ™' X’ é simétrica e idempotente temos que
var((*) — var(3) = o (CM)(CM)’

é positiva definida.
De forma analoga, ¢ facil mostrar que se 3* = Cy e E(3*) = 3 entdo var(N3*) > var(N ),
VA € RP, onde C' é uma matriz ndo-estocéstica p x n, com p < n e tal que C' # (X'X)~1X'.

Assim, concluimos a prova do teorema. O

Para provar o Teorema de Gauss-Markov foi necessario supor homoscedasticidade. Sob he-
teroscedasticidade (violagdo de S3), o resultado ndo é véalido e 0 EMQO torna-se ineficiente,?
embora permaneca ndo-viesado, consistente e assintoticamente normal.

A fim de verificar este fato, suponhamos que no modelo (1.1) a suposi¢ao S3' nao seja valida,

isto &, cov(u) # 02I,,. Uma vez que (2 é positiva definida, existe uma matriz P tal que

PQP' =1,. (1.3)
Assim,
Q = pP'pPapP(P)!
— P_lln(Pl)_l
= (P'P)~.
Logo,
PP=07L

Pré-multiplicando a equacao (1.1) pela matriz P obtemos

Py=PX(3+ Pu

e podemos escrever

y* = X*B + u*, (1.4)

30 termo ineficiente diz respeito ao Teorema de Gauss-Markov, que passa a nio ter validade sob heteroscedas-
ticidade.



onde y* = Py, X* = PX e u* = Pu. O fato interessante é que o modelo transformado (1.4) é

homoscedéastico, pois
cov(u®) = E(u*u*") = E(Puu/P') = PE(uu')P' = o*I,,.
Adicionalmente, a suposicao S2 é valida, pois
E(u*) = PE(u) = 0.

Nesse modelo transformado, podemos estimar 3 pelo método de minimos quadrados obtendo

o estimador de minimos quadrados generalizado (EMQG):
BG _ (X*/X*)_l X*’y*
= (X'P'PX)'X'P'Py
= (X' 'x)"'x'aly.
Sobre o estimador Bg, sabemos que:
(i) E linear, isto ¢, 3g = Sy, onde S = (X’Q71X)~1X'Q1.
(ii) E ndo-viesado, pois
E(fe) = (X'Q7X)7X'Q7E(y)
= X'o'x)'x'oalxp
= 8.

(iii) Sua matriz de covariancias é dada por

cov(fe) = E[(Be - 8)(Ba - 8]
= o2 (xVx*)7!
= o}(X'P'PX)7!
= oA(x'Qatx)L

Note que
cov(3) — cov(fa) = 2 AQA’,



onde A = (X'X)1X/ — (X’Q"1X)"1X'Q1. Sendo a diferenca cov(f) — cov(Bg) uma matriz
positiva semi-definida, podemos concluir que BG ¢ um estimador melhor do que B, em sintonia
com o Teorema de Gauss-Markov. Vale observar que, sob homoscedasticidade, o EMQG coincide
com o EMQO, isto &, sob a suposi¢ao S3' temos B = Bg. Para verificar este fato, basta substituir
a matriz = 02I,, na expressio de Bg.

Ao considerarmos o EMQG como uma solucao para a ineficiéncia do EMQO sob heteroscedas-
ticidade nos deparamos com o incoveniente de que para encontrar o EMQG precisamos da matriz
P e, conseqiientemente, da matriz §2, ou seja, para usar o EMQG precisariamos conhecer a matriz
), 0 que em geral nao acontece. Uma alternativa para solucionar esse problema é substituir a
matriz {2 por um estimador consistente (AZ, obtendo-se assim o estimador de minimos quadrados

generalizado viavel (EMQGV):
By = (X'Q7 X)X 1y, (1.5)

Sob heteroscedasticidade, em geral supomos que os elementos da matriz € sdo funcoes de uma
pequena quantidade de pardmetros desconhecidos e fazemos a estimacao destes pardmetros.

Sobre o EMQGYV sabemos que:

(i) E ndo-linear. Note que a matriz 0 depende do vetor de observacoes y, indicando assim que
Qe y sao correlacionados. Portanto, o Teorema de Gauss-Markov ndo se aplica a esse estimador.

(ii) Nao é possivel mostrar, em geral, que By & nao-viesado.

(iii) Dada a consisténcia de ﬁ, em grandes amostras o EMQGYV comporta-se de forma seme-
lhante ao EMQG.

Uma desvantagem do EMQGYV é que ele requer do usudrio uma suposicao sobre a forma
funcional da matriz . Uma forma de evitar tal suposi¢ao é usar o EMQO que, mesmo sendo
ineficiente sob heteroscedasticidade, é consistente, ndo-viesado e assintoticamente normal, e es-
timar consistentemente sua matriz de covaridncias a fim de obter erros-padrao assintoticamente
validos. Lembremos que, sob homoscedasticidade, cov(3) = 62(X'X)"!, que pode ser facilmente
estimada por 62(X'X)~!, onde 62 = @'4/(n — p), em que @ & o vetor de residuos de minimos

quadrados ordinarios. Sob heteroscedasticidade, é necessario obter estimadores consistentes para,



cov(f3).

Em 1980, Halbert White mostrou que para estimar COV(B) consistentemente sob heteroscedas-
ticidade de forma desconhecida é preciso apenas estimar X'QX (p X p) consistentemente, ou seja,
nao é necessario estimar 2 (nxn) de forma consistente. Adicionalmente, ele propos um estimador

consistente para a matriz cov(f).
1.2 Estimadores Consistentes para a Covaridncia do EMQO

Sob suspeita de heteroscedasticidade, € comum estimar o vetor de pardmetros G usando
o EMQO e utilizar algum estimador consistente para sua matriz de covaridncias. Em 1980,
Halbert White prop6s um estimador consistente baseando-se no fato de que para estimar COV(B),
ao invés de estimar consistentemente 2, que possui n elementos, basta estimar X'QX, cuja

dimensao independe do tamanho amostral, de forma consistente. O estimador de White tem a

seguinte forma:

HCO = (X'X)"'X'QX (X'X)™" = BQyB' = BESB,

onde Q = diag{a2,...,42}, By =1I, e B= (X'X)"1X.

O estimador HCO & consistente para COV(B) independentemente da validade da suposigao
53, mas tende a ser demasiadamente otimista em amostras de tamanho pequeno a moderado,
isto é, tende a subestimar a matriz COV(B) podendo apresentar alto viés em pequenas amostras
e, sob alta alavancagem, vieses consideraveis. Long e Ervin (2000), por meio de simulagoes de
Monte Carlo, concluiram que o estimador HCO0 nfo é recomendével em amostras de tamanho
inferior a 250. Cribari-Neto e Zarkos (1999) e MacKinnon e White (1985), também por meio de
simulagoes, evidenciaram que em amostras pequenas esse estimador pode apresentar viés muito
alto. A presenca de observacoes de alta alavancagem pode tornar o viés do estimador ainda mais
severo; ver Chesher e Jewitt (1987). Conseqiientemente, testes cujas estatisticas empregam o
estimador HCO tendem a ser liberais, isto é, os tamanhos efetivos desses testes tendem a ser

maiores do que a probabilidade do erro tipo I especificada (nivel nominal do teste).

Ao longo dos anos surgiram algumas variantes do estimador de White que procuraram atenuar



o efeito de pontos de alavanca sobre as inferéncias resultantes. Seja h; o t-ésimo elemento diagonal
da matriz H = X (X'X)~'X’. Alguns estimadores propostos na literatura sdo os seguintes:

1- Estimador HC1 (Hinkley, 1977):

HC1 = BO,B = BE,OB, onde E; = (n%p) I.

Esse estimador tenta corrigir a tendéncia do estimador HCO de subestimar a variancia do
EMQO em amostras finitas trocando a matriz Ey (matriz identidade) pelo fator corretivo %ﬁp.

2- Estimador HC?2 (Horn, Horn e Duncan, 1975):

HC2 = BQyB' = BEQB', onde By = diag{1/(1 — hy)}.

A proposta do estimador HC2 é incorporar um ajuste baseado nas medidas de alavancagem
na estimativa da matriz de covariancias. Como observado por Chesher e Jewitt (1987), a possivel
existéncia de um viés severo no estimador de White ocorre quando hé alavancagens elevadas,
o que se deve ao fato de que os residuos de minimos quadrados associados possuem magnitude
reduzida (em valor absoluto) em média e o estimador interpreta pequenos residuos como indicagao
de variancias pequenas. Sob homoscedasticidade, o estimador HC?2 é n#o-viesado.

3- Estimador HC3 (Davidson e MacKinnon, 1993):

HC3 = BQ3B' = BEsQB', onde Es = diag{1/(1 — h;)2}.

Um estudo numérico detalhado dos comportamentos em pequenas amostras de diferentes
estimadores foi feito por Long e Ervin (2000), que concluiram que o estimador HC3 possui o
melhor desempenho dentre os estimadores apresentados até o momento em pequenas amostras
no que tange ao desempenho de testes associados. Tal estimador incorpora uma corregao mais
acentuada dos graus de alavancagem a fim de atenuar o fato de que os residuos tedem a flutuar
menos que os verdadeiros erros. Os testes que usam o estimador HC3 tendem a funcionar
consideravelmente melhor do que aqueles que usam HCO0. O estimador H(C3 é uma aproximacao
ao obtido através da técnica de jackknife.*

4- Estimador HC4 (Cribari-Neto, 2004):

HC4 = BB = BEQB', onde B, = diag{1/(1 — hy)®} com &, = min{4, (nh;)/p}.

“Essa técnica baseia-se em recalcular n vezes as estimativas de minimos quadrados ordinarios para o vetor
[ retirando em cada vez uma das observagoes e utilizar a variancia das estimativas obtidas como estimativa da
variancia do EMQO original.



A proposta do estimador HC'4 é acentuar a intensidade do ajuste por alavancagens feito no
estimador HC3 elevando o termo de ajuste (1 — h;) a poténcia ¢&;, conforme explicitado acima.
Desta forma, os residuos ao quadrado serao mais inflacionados quando as observacoes correspon-
dentes apresentarem maior grau de alavancagem. A motivagdo para considerar a influéncia da
alta alavancagem de algumas observagoes pode ser encontrada nos resultados de Cribari-Neto e
Zarkos (2001). Segundo esses autores, a presenca de pontos de alta alavancagem na matriz de
regressores é mais decisiva para o comportamento de estimadores consistentes para a matriz de
covariancias de § em amostras finitas do que o grau de heteroscedasticidade.

5- Estimador HC'5 (Cribari-Neto, Souza e Vasconcellos, 2007):

HC5 = BOs;B' = BEsQB', onde E; = diag{1/\/(1 — hy)%}, sendo o expoente & =
min{(nh¢)/p, max{4, (nkhmax)/p}}, em que hmax = max{hi,...,hn} e k é uma constante pré-
definida pertencente ao intervalo [0, 1].

O estimador HC5 foi desenvolvido no intuito de melhorar a confiabilidade de inferéncias
realizadas a partir do estimador HC4. O estimador HC5 leva em consideragdo nao apenas
a razdo entre a t-ésima alavancagem e o grau médio de alavancagem, mas também o grau de
influéncia exercido pelo nivel mdzimo de alavancagem sobre a inferéncia resultante. Tal estimador
foi o primeiro a considerar o nivel maximo de alavancagem nos fatores de desconto dentre todos
os estimadores consistentes da matriz de covaridncias de B Avalia¢bes numeéricas no desconto
de todos os residuos ao quadrado (ver Cribari-Neto, Souza e Vasconcelos, 2007) sugerem que
com k = 0.7 o estimador HC5 se comporta de forma superior a todos os anteriores em amostras

finitas no que tange a testes quase-t associados.
1.3 Inferéncia sob Heteroscedasticidade de Forma Desconhecida

Sob as suposigoes S1, 52, S3’ (homoscedasticidade) e S6, a estatistica ¢ usada para testar a
hipotese nula Hy : ¢3 = m versus H; : 3 # m, onde ¢ & um dado vetor p x 1 e m é uma dada
constante real, é

t= M (1.6)
@)
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onde var(¢'3) é obtido de 62(X'X)1.

Essa estatistica tem, sob Hy, distribuigdo ¢ de Student com n—p graus de liberdade e converge
em distribui¢ao para A (0,1). Em particular, quando 3 = Bk, onde () é o k-ésimo elemento do
vetor de parametros 3, pode-se testar a hipotese Hy : O = BI(CO) = m versus H; : B # ﬁ,(co) =m.
A estatistica t nesse caso passa a ser
ﬂ 5(0)

V&I‘(,Bk).

As duas expressoes da estatistica t acima contém em seus denominadores a estimativa de mi-
nimos quadrados ordinérios da variancia da combinacao linear do EMQO do vetor de parametros
0 determinada pelo vetor ¢. O fato importante a ser observado é que, quando hé violagdo da
suposicao S3'; a estatistica ¢ dada na equacao (1.6) nao possui distribuigao ¢ de Student sob Hy.

Como sabemos, B é consistente para 8 e é também assintoticamente normal mesmo sob he-
teroscedasticidade. Desta forma, podemos basear nossas inferéncias nesse estimador. Quando
modificamos a estatistica ¢t dada em (1.6) substituindo a variancia estimada usada no denomi-
nador por uma estimativa obtida de um estimador consistente (por exemplo, um dos estimadores
HCi, i=0,...,5), obtemos o que é conhecido como ‘estatistica quase-t’, que serd denotada por
7. Testes baseados em estatisticas quase-t sao chamados de testes quase-t.

\/var(c'B)

Uma vez que 2) 2,1, temos que
var(c'3)

dB—m

var(c'B)

dB—m var(c'f3)
V7E(eR) \Jvar(¢B)
dB—m var(c'f3)
\var(@B) /(')

\var(¢/8) P

Dado que Y=—=== — 1, é facil estabelecer que, sob a hipétese nula em teste
/Ja\r(c/ﬁ) ’ ’ ’

_ B —m 1/ var( /5)
Vvar(eB) \/vai(e )

4 N(0,1).
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Assim, sob Hy,

2 como razdo de formas quadraticas de

Nosso préoximo passo serd escrever a estatistica 7
variaveis aleatérias normais a fim de avaliar, de forma exata, a funcdo de distribuicdo desta

estatistica usando o algoritmo de Imhof (1961). Para tanto, assumiremos que a suposi¢ao S6

(normalidade) ¢é valida.

~

1.3.1 Variancia de combinacoes lineares do vetor [

Seja ¢ um vetor p x 1 de constantes. Consideremos a combinagao linear ¢/ 3 dos elementos de

(. Desta forma,
U =var(d3) =¢ [COV(,@)} c. (1.7)
Nosso objetivo aqui reside em estimar ¥ de forma consistente. Para tanto, podemos usar a

equacao (1.7) e um estimador consistente para a matriz cov(ﬁ):

U, = /BEQB'c, i=0,...

ot

Seja v; = Eil/QB’c, 1=0,...,5, e defina

Desta forma, podemos escrever

E facil verificar que
U, =dVia, i=0,...,5.

Sendo assim, supondo que S6 é valida, V; pode ser escrito como uma forma quadratica em um
vetor normal (o vetor de residuos) de média zero e cujos elementos sdo correlacionados. E ainda
possivel escrever ¥; como uma forma quadrética em um vetor normal de média zero e matriz
de covariancias I,,. Seguindo os desenvolvimentos em Cribari-Neto, Ferrari e Cordeiro (2000), é
possivel escrever

I /
v, = w Gw,
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onde w ~ N(0,1) e G; = QV2(I — H)V;(I — H)Q'/2.
1.3.2 Estatisticas quase-t
No inicio da presente se¢do vimos que, mesmo sob heteroscedasticidade, a distribuicao da
estatistica 7 sob Hy converge para N(0,1) se considerarmos um estimador consistente para
var(¢'3), o que implica que, sob H,
2 5 3. (1.9)
Sendo assim, nos casos em que S3’ é violada pode-se testar Hy versus Hp via testes quase-t.

Considerando o numerador de 72 e sendo w ~ N(0, I,,), temos que
(dB—m)? = {8+ (X'X) ' X'QYV2w —mV {3+ (X' X)) X'QV 20w — m}
= {(dB—m)+ X' X)X 20} {(df —m) + (X' X)L X' QY 2w}
= (dB—m)(dB—m)+2(dB—m)d (X' X)L X' QY 2w
' QY2 X (X' X)) ed (X' X)L X'QY 2w,
Desta forma, 72 pode ser escrita como

5  wWRw N (B —m) (B —m)+2(dB—m)d (X' X)L X'QY 2w

T =

w'Giw w'Gw ’

onde R = QV2X(X'X) led (X' X)"1X'QY2, Gy = QY2(I — H)V;(I — H)QY? e w ~ N(0,1,,).

2

Sob Hy, o segundo termo da estatistica 7° se anula e, assim,

w' Rw
Pr(r? < Clt) = Pro ( 1 < ). (1.10)

onde Pry denota probabilidade sob a hip6tese nula e ¢ > 0.
E possivel avaliar numericamente a probabilidade Pr(7? < (|Hp) com ( real positivo uti-
lizando o algoritmo de Imhof (1961) e compara-la com Pr(x? < () por meio de variagdes na

constante (.
1.4 O Algoritmo de Imhof

Seja a forma quadrética Q(z) = 2’Ax, em que A ¢ uma matriz simétrica e x é um vetor

normal n X 1 com vetor de médias p e matriz de covariancias ). Inicialmente consideramos
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u=20. Se Q é positiva definida e simétrica, entdo {2 possui decomposicao de Choleski e pode ser
escrita como ) = I'T’, onde I' ¢ uma matriz triangular inferior nao-singular. Segue que VAT ¢
simétrica e, portanto, seus autovalores sdo reais, o que garante a existéncia de uma transformagao
linear ortogonal ndo-singular de z tal que Q(z) tem a mesma distribuigdo de Q(y) = Y.1*; \iy?,
em que os ¥;’s sa0 variaveis normais padrao e \; > - -+ > \,, representam os autovalores de IV AT’
(ver Scheffé, 1959, Apéndice II). Para o caso nao-central (u # 0), a forma quadratica Q(z) tera

a mesma distribui¢do de (Imhof, 1961)

Qy) =D _Aix e
r=1

onde os h,’s sdo as ordens de multiplicidade dos A,.’s e XlQLT;JE sdo varidveis aleatérias qui-quadrado
independentes com h,. graus de liberdade e parametro de ndo-centralidade o2.
A funcao caracteristica de @ € dada por
1 4 ~1/2h, N~ toRA,
0 _TH1(1—2ztATt) exp {Zzll—zm} (1.11)
onde ¢ representa a unidade imaginéria.
Podemos escrever a fun¢ao de distribuigao acumulada de Q(z) (Imhof, 1961; Gil-Pelaes, 1951)

como

1 1

PO =5 -7 [ Im{exp(=itOo(t)at.

onde Im(s) denota a parte imaginaria do ntimero complexo s, ¢ ¢ a unidade imaginéria e ¢(t) &
a funcao caracteristica de Q(z) dada pela equacao (1.10).

Apo6s algumas manipulagoes algébricas é possivel reescrever a funcao F'({) como

B _ 1 1 [ sinf(u)
F(Q) = Pr(Q(z) < () = 5 — — /O i, (1.12)
onde
w=2,
O(u) = % [hrarctan(Ayu) + o2 Au(l + Au?) 7] — %Cu
r=1
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i 1 m T AU 2
p(u)—Hu+Azuz>4hrexp{1/2(21ﬁ<%ug ) }

r=1

1.4.1 A Funcao ProbImhof

A fungao ProbImhof, disponivel para a linguagem de programacao 0x (Doornik, 2001), avalia
numericamente a probabilidade de um quociente de formas quadraticas de varidveis normais
ser menor ou igual a um dado valor ( > 0. Sendo assim, considerando a razdo de formas

. / L e . .« A . ~
quadraticas Rq = j,g; no vetor normal z de média m e matriz de covariancias S, onde A e B sao

matrizes quadradas cuja ordem é o niimero de linhas de z, a fun¢do ProbImhof (x,A,B,m,S) avalia
numericamente a probabilidade Pr(Rqg < (), ¢ > 0. Quando B = 0 calcula-se a probabilidade
Pr(z/Az < ().

A func¢do QuanImhof (p,A,B,m,S) toma como primeiro argumento uma probabilidade e cal-
cula o quantil associado.

Na presente dissertagdo, utilizamos a funcdo ProbImhof a fim de calcular a probabilidade

w' Rw
Pr(r® < i) = Pro (% <),

onde R = QY2X(X'X) ted (X' X)) 1X'QV2, Gy = QYV2(I — H)YVi(I — H)QY? e w ~ N(0,1,,).
O codigo fonte localizado no Apéndice B implementa na linguagem de programacdo 0x a
funcdo ProbImhof.
Nele, destacamos as funcoes imhofmgf(u) e QAGI(imhofmgf,0,1,&result,&abserr). A
primeira calcula o integrando da expressdo (1.12) e a segunda calcula a integral da expressido

(1.12).
1.5 A Plataforma Computacional

Para a realizacao das avaliacGes numéricas presentes neste texto, foi usada a linguagem de
programacao 0x criada por Jurgen Doornik em 1994. A linguagem 0x permite a implementacao

de técnicas estatisticas com facilidade, precisdo e eficiéncia e é distribuida gratuitamente para
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uso académico em http://www.doornik.com (para mais detalhes sobre a linguagem de progra-
macao 0x (ver Doornik, 2001). Todos os graficos apresentados foram produzidos no ambiente
de programagio, andlise de dados e graficos R, que se encontra disponivel gratuitamente em
http://www.r-project.org. O presente texto foi digitado usando o sistema tipografico INIEX,

também distribuido gratuitamente.
1.6 Organizagao da Dissertacao

Como objetivo inicial, no Capitulo 2 faremos uma avaliacdo numérica exata utilizando o
estimador HC4 que foi proposto por F. Cribari-Neto em 2004. A avaliaco focara no estudo da
constante de truncamento deste estimador, que usualmente assume valor 4.

No capitulo seguinte, proporemos um estimador alternativo (denotado por HC4m) que tenta
corrigir o fato de que, embora as distribui¢oes nulas exatas de estatisticas quase-t baseadas no
estimador HC4 sejam em geral bem aproximadas na cauda pela distribuigio nula limite (x3), elas
sdao muitas vezes mal aproximadas no restante do suporte da distribui¢do. Por fim, no Capitulo 4,
baseando-se na construgao da nova versao proposta para o estimador H(C4, proporemos também

uma versao alternativa para o estimador HC5 (denotada por HCb5m).
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CAPITULO 2

Avaliacdo Numérica Exata do Teste H(C'4

2.1 Introducao

Conforme visto no capitulo anterior, o estimador HC4 proposto por Cribari-Neto (2004)
possui truncamento de desconto em v = 4, o qual impede que o termo de ajuste (1 — h¢) seja
elevado a poténcias que excedem esse valor, ou seja, o estimador é dado por HC4 = B§4B’ , onde
B=(X'X)"'X"e Q4 = diag{1/(1 — hy)®} com & = min{y, nhy/p}. A proposta do autor usou
v = 4. O presente capitulo tem por objetivo avaliar numericamente de forma exata o impacto do
valor dessa constante () sobre a aproximagao da distribuigao nula exata de estatisticas de testes
baseadas nesse estimador pela distribuicio nula limite (x?). Nosso interesse residira em identificar
os valores de v que conduzem a testes quase-t associados confidveis. Para isto, consideraremos
apenas casos em que a varidvel resposta é normalmente distribuida e utilizaremos o algoritmo
de integragdo numérica proposto por Imhof (1961). Os resultados que seguem sugerem o uso
estimador HC4 com «v = 4 como uma escolha pertinente em situagoes de heteroscedasticidade e
homoscedasticidade quando os quantis de interesse da distribuicao nula limite (x?) sdo os quantis

0.90 e 0.95.
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2.2 Avaliacao Numérica Inicial
O modelo de regressao escolhido para a anéalise inicial é

yt:ﬁO‘i‘ﬁlxt‘f‘Ut, t:17"'7n7 (2]—)

onde u; é normalmente distribuido com meédia zero e variancia at2 = exp(a] + aoxy), a1 € ag

sendo constantes reais. Aqui, cov(us, us) =0 Vt # s (i.e., os erros sdo nao-correlacionados). Foi
usada a seguinte medida do grau de heteroscedasticidade:

max o7

A= L

min o

Para erros homoscedasticos, teremos A = 1; no caso de erros heteroscedéasticos, quanto maior o
grau de heteroscedasticidade maior o valor de A.

Nosso interesse residira no teste da hipétese nula Hy : ¢/3 = m versus Hy : ¢8 # m, onde ¢

¢ um vetor p X 1 e m é um valor real. Nas anélises a seguir, consideraremos m =0 e ¢ = (0,1)".

Sendo assim, estaremos interessados em testar Hy : 81 = 0 versus Hiy : §1 # 0. A estatistica de

teste é
. B
var(531)

onde vﬁ\r(ﬁl) ¢ baseado no estimador HC4 com alteragoes em sua constante de truncamento .
2.2.1 Resultados numéricos

Variacoes feitas no valor de v nos permitiram realizar uma avaliacfo inicial do impacto dessa,
constante sobre as aproximacoes assintéticas para as probabilidades Pr(7% < (|Hy) para os va-
lores ¢ = 2.706, 3.841 e 6.635, que correspondem aos quantis 0.90, 0.95 e 0.99 da distribuicao

2 e sdo os valores criticos do teste mais usados em aplicacoes

nula assintética (x?) da estatistica 7
praticas. As probabilidades calculadas usando os valores ( = 2.706, 3.841 e 6.635 estao denotadas
nas tabelas pelas siglas pcalcl, pcalc2 e pcalc3, respectivamente.

Os resultados que seguem foram obtidos comparando-se a distribui¢do nula exata da estatis-

tica 72 dada acima com sua distribuicdo nula limite (x?), da qual sdo tipicamente obtidos valores
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criticos aproximados. O calculo da distribuicdo exata de 72 foi feito com base no algoritmo de
Imhof (1961) a partir do resultado apresentado na Secdo 1.4.1.

O tamanho da amostra considerado foi n = 25; nés replicamos os valores das covaridveis
para obter amostras de 50 observagoes. O desenho de regressao considerado foi com pontos de
alavancagem, tendo sido os valores dos regressores escolhidos como realizacoes das distribui¢des
lognormal padrdo (LA(0,1)) e t de Student com trés graus de liberdade (t3). E importante
ressaltar que, nas mesmas anélises numéricas feitas considerando-se desenhos de regressao sem
pontos de alavancagem, as alteragtes na constante de truncamento y ndo resultaram em impacto
notavel nas aproximagoes obtidas, o que nos levou a considerar apenas desenhos de regressao
com pontos de alavancagem.

Seja hy o t-ésimo elemento diagonal da matriz H = X(X'X)"1X’. Note que Y., ht = p,
onde p é o numero de parametros de regressdo. Desta forma, a média dos h;’s é igual a p/n. Uma
regra ad hoc usual é considerar como pontos de alavanca observacoes cujos h:’s excedem o dobro
ou o triplo da média, isto é, excedem 2p/n ou 3p/n (ver Judge et al., 1988, p. 893). A Tabela
2.1 mostra os niveis maximos de alavancagem considerados para os dois cenarios analisados,
incluindo também os valores limiares 2p/n e 3p/n. Observa-se a nitida presenga de pontos de

alavanca nos dois cenarios considerados.

Tabela 2.1: Analise de observacgoes influentes, valores limiares para detectar pontos de ala-
vancagem.

LN(0,1) | t3 | valor limiar
n hmax hmax 229/” 3p/n
25 0.418 0.472 | 0.16 | 0.24
50 0.209 0.236 | 0.08 | 0.12

As Tabelas 2.5 e 2.6 mostram as probabilidades Pr(72 < (|Hp) calculadas para os valores
de ¢ anteriormente citados com os valores da constante de truncamento ~ variando de 1.5 a
5.5, sendo n = 25 e os regressores escolhidos como realizacoes da distribuigao t3 (Tabela 2.5) e
LN(0,1) (Tabela 2.6). As Tabelas 2.7 e 2.8 apresentam as mesmas probabilidades calculadas

tomando n = 50 com regressores t3 (Tabela 2.7) e LN(0,1) (Tabela 2.8). Em ambos os casos
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(n = 25 e n = 50), foram consideradas situacoes em que A = 1 (homoscedasticidade) e A\ = 100
(heteroscedasticidade). Foram usados a1 = as = 0 para se obter A = 1 e, para obter A ~ 100,
foram escolhidos a1 = ag = 0.57 no caso de regressores t3 e a1 = ag = 0.635 no caso de
regressores lognormais.

Quando n = 50 (Tabelas 2.7 e 2.8), nota-se que as melhores aproximagoes assintoticas para
as probabilidades Pr(7? < (|Hy), considerando-se ( = 2.706 e 3.841, ocorreram para valores
de ~ variando de 2.9 a 4. Quando n = 25 (Tabelas 2.5 e 2.6), as melhores aproximagoes
corresponderam a valores de v variando de 2.8 a 4, exceto o caso em que os regressores foram
gerados da distribuicao t3 com A\ = 100, situacdo em que as melhores aproximagoes assintoticas
com ¢ = 2.706 corresponderam a valores de ~ variando de 2.5 a 2.9.

Observando todas as tabelas conjuntamente, percebe-se que em todos os casos os valores das
probabilidades calculadas crescem & medida que v aumenta e que valores de 7y superiores a 5 €
inferiores a 2 conduzem as piores aproximagoes, considerando-se apenas os valores ( = 2.706 e
3.841, os quais representam os quantis 0.90 e 0.95 da distribuigdo nula assintética da estatistica
72. Nota-se também que, para todos os casos, em linhas gerais, valores de 7 no intervalo [3, 4]
conduziram a boas aproximacoes levando em consideracao apenas ¢ = 3.841, quantil comumente
usado como valor critico do teste ao nivel de significancia 5%.

Seguiremos as anélises numéricas considerando valores de 7y iguais a 3, 4 e 5, uma vez que,
em geral, os valores 3 e 4 conduziram a boas aproximacoes, tendo sido o valor 4 proposto por
Cribari-Neto (2004) como valor para a constante de truncamento v do estimador HC4. O valor
5 foi escolhido como limite superior para 7.

As Figuras 2.1 e 2.2 apresentam graficamente as discrepéncias relativas de probabilidade
versus as correspondentes probabilidades assintoticas para os casos em que n = 25 (Figura 2.1)
e n = 50 (Figura 2.2). Discrepéncias relativas de probabilidade sado definidas como diferencas
entre probabilidades exatas (calculadas numericamente) e as respectivas probabilidades assin-
toticas divididas pelas probabilidades assintéticas. Quanto mais proximas de zero estiverem as
discrepancias relativas de probabilidade, melhor sera a aproximacao da distribuicao nula exata da

estatistica 72 pela distribuicao nula limite (X%) Todos os painéis incluem uma linha de referéncia
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horizontal indicando discrepéncia relativa de probabilidade nula.

Nos resultados apresentados, as estatisticas de teste usaram erros-padrao baseados no esti-
mador HC4 com os valores de « indicados acima. Foram considerados erros homoscedasticos
(A =1) e heteroscedasticos (A = 100) e desenhos de regressdo com pontos de alavancagem.

Notamos ao analisar as Figuras 2.1 e 2.2 que, nos casos homoscedésticos, o valor v = 3
conduziu ao melhor desempenho ao longo da distribuicio nula assintética (x?); ja nos casos
heteroscedasticos (A =~ 100), com n = 25 o valor v = 3 conduziu as melhores aproximagoes para
probabilidades assintoticas entre 0.60 e 0.90. Andlise visual da Figura 2.2 revela que, para n = 50
e A ~ 100, o valor v = 4 conduz as melhores aproximacoes.

A Tabela 2.2 apresenta as probabilidades Pr (72 <( } Hy) calculadas para testes baseados no
estimador HC4 considerando-se trés valores de -y, a saber, 3, 4 e 5, e para valores de ( referentes
aos quantis 0.90 e 0.95 da distribui¢do nula limite (x?). Foram considerados regressores cujos

valores foram obtidos como realizagoes das variaveis aleatorias t3 e LN(0,1) com n = 50.

Tabela 2.2: Pr(r? < (|Hp) para n = 50; ¢ igual aos quantis 0.90 e 0.95 da distribuicdo x?;
estatisticas de teste baseadas no estimador HC4.

ts LN(0,1)

A Pr |v=3|v=4|v=5|yvy=3|vy=4|v=5
0.90 | 0.902 | 0.916 | 0.929 || 0.899 | 0.911 | 0.922
0.95 | 0.944 | 0.953 | 0.961 || 0.944 | 0.951 | 0.958
0.90 | 0.883 | 0.921 | 0.949 || 0.879 | 0.911 | 0.937
0.95 | 0.941 | 0.962 | 0.975 || 0.935 | 0.954 | 0.968

~ 100

Percebe-se que o estimador HC4 com o valor v = 3 conduziu a melhor aproximacao tomando-
se o quantil 0.90 nos casos homoscedasticos (A = 1), enquanto que nos casos heteroscedasticos
(A = 100) os valores v = 3 e 7 = 4 conduziram a resultados muito parecidos. O estimador
HC4 com sua constante usual (7 = 4) conduziu ao melhor resultado para o quantil 0.95, exceto
quando A = 100 com os valores dos regressores obtidos como realiza¢Ges da varidvel 3, situacao
em que o valor v = 3 conduziu a melhor aproximacao, mas que foi bem préxima da obtida com

v =4.
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2.3 Avaliacao Numérica com Dados Reais

Seguiremos com uma avalia¢do numeérica usando dados reais (ndo simulados) para os regres-
sores do modelo. Os dados utilizados podem ser encontrados em Greene (1997, Tabela 12.1, p.
541). Aqui, a variavel de interesse (y) € o gasto per capita em escolas publicas e as varidveis

2 s80 a renda per capita por estado em 1979 nos Estados Unidos e seu

independentes, = e z
quadrado.

O modelo de regressao considerado foi
gt = Bo + By + Boa +up, t=1,...,50. (2.2)

Os erros sao nao-correlacionados, cada u; sendo normalmente distribuido com média zero e
variancia 07 = exp(aiz; + agr?). Quando a3 = as = 0 tem-se A\ = 1 (homoscedasticidade);
quando a1 = 0 e ag = 4.6, tem-se A ~ 50 (heteroscedasticidade). Replicamos os valores das
covaridveis para obter uma amostra de tamanho 100.

Nosso interesse reside em testar Hy : ¢3 = m contra Hy : 3 # m. Em particular, conside-

_ _ / . . ~ . P

raremos m = 0 e ¢ = (0,0,1)’, ou seja, testamos uma especificacdo linear contra uma quadratica.
A estatistica de teste é dada por

22
7_2 _ 52

- war(y)

onde \751”([?2) é obtido do estimador HC4 com alteragoes em sua constante de truncamento ~.

A Tabela 2.3 apresenta os niveis de alavancagem para dois casos considerados, a saber, com
dados completos (caso 1) e sem a observa¢ao de maior alavancagem, o Alasca (caso 2). Nao
consideramos o caso com a remocao das trés observagoes de maior alavancagem, pois este seria
um caso praticamente sem alavancagem.

A Figura 2.3 contém os graficos das discrepéncias relativas de probabilidade para os tamanhos
de amostra n = 50 e n = 100. Foram considerados os casos em que as varidncias dos erros
sao iguais (A = 1) e diferentes (A ~ 50). Novamente, as estatisticas de teste basearam-se

no estimador HC4 com alteracoes na constante de truncamento . Os valores de vy foram os

mesmos considerados anteriormente.
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Tabela 2.3: Niveis de alavancagem, valores limiares para detectar pontos de alavancagem e razao
entre hmax € 3p/n; avaliacdo com dados reais.

caso | n hy 2p/n | 3p/n | hmax/(3p/1)

T 50 | 0.651(Fmae) | 0.12 | 0.18 3.61
0.208
0.200

2 |49 ] 0.562(hmax) | 0.122 | 0.184 3.06
0.249

Observando-se a Figura 2.3, percebe-se que tanto quando A = 1 (homoscedasticidade) quanto
com A =~ 50 (heteroscedasticidade), as distribuigoes nulas exatas de estatisticas de teste baseadas
no estimador HC4 com constante v = 3 foram melhores aproximadas pela distribuicdo nula
assintotica (x?) relativamente a todas as demais distribuicdes nulas consideradas.

A Tabela 2.4 contém as probabilidades calculadas Pr (7'2 < C\Ho) com ¢ = 3.841, que re-
presenta o quantil 0.95 da distribuicao nula assintética (X%), para estatisticas de teste baseadas
no estimador HC4 com diferentes valores de . Aqui, n = 50 e n = 100 (dados replicados) com

A =1 (homoscedasticidade) e A = 50 (heteroscedasticidade).

Tabela 2.4: Pr(72 < (|Hp) para n = 50 e 100 (dados replicados); ¢ igual aos quantis 0.90 e
0.95 da distribuicao x%; estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC4 com variacées na
contante .

HC4 A=1 A~ 50
ol n=2950|n=100 || n =150 | n =100
3 0.964 0.953 0.917 0.913
4 0.978 0.965 0.952 0.940
5 0.987 0.974 0.972 0.959

Percebe-se que os valores de v = 3 e 4 conduziram aos melhores resultados. Quando A =1
(homoscedasticidade), as melhores aproximagoes foram obtidas considerando-se 7 = 3; ja quando

A = 50 (heteroscedasticidade), as melhores aproximagoes ocorreram tomando-se v = 4.
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2.4 Analise Numérica com os Quantis 0.90 e 0.95 da Distribuicao
Nula Limite

Como préximo objetivo, nés utilizaremos integracao numeérica a fim de avaliar o impacto do
valor da constante de truncamento v (usualmente fixada em 7 = 4) sobre a aproximagao nula
limite de testes baseados no estimador HC4. A avaliacdo baseia-se em modelos de regressao
com 2, 4, 6 e 8 parametros de regressao. Os erros sdo nao-correlacionados, cada erro tendo
média zero e variancia o? = exp(zg?;i QjTy(j4+1)), €m que p é o nimero de parametros de
regressao e Ty ¢ o elemento da matriz de regressores na linha ¢ e coluna j. O tamanho da
amostra é n = 50 tendo sido os dados replicados de uma amostra de tamanho n = 25 e os
valores das covaridveis obtidos como realizacGes da distribui¢do lognormal padrdo. Os desenhos
de regressao considerados foram pontos de alavancagem: hpyax/(3p/n) ~ 1.4 quando p =2, 4 e
6, € hmax/(3p/n) =~ 1 quando p = 8, em que hyax representa o nivel méximo de alavancagem.
Os resultados da avaliacdo numérica sao mostrados graficamente na Figura 2.4, que contém os
graficos das diferencas entre Pr(72 < (|Hp), ¢ sendo o quantil 0.95 da distribuicdo nula limite
(x2), e 0.95, a probabilidade nominal (assint6tica), para os casos homoscedasticos (A = 1) e
com diferentes niveis de heteroscedasticidade, a saber, A ~ 2, 5, 20 e 50. As discrepancias de
probabilidade sao plotadas contra os valores de v variando de 0 a 6. Notamos que o valor v =4 é
uma escolha bastante atraente quando o quantil 0.95 da distribuicao nula limite é o de interesse.

A mesma analise numérica foi realizada considerando-se o quantil 0.90 da distribuicao nula
limite (x?). A avaliacdo pode ser vista na Figura 2.5, que contém os graficos das diferencas entre
Pr(72 < ¢|Hyp), ¢ sendo o quantil 0.90 da distribuicio nula limite (x?), e 0.90, a probabilidade
nominal (assintotica), para os casos homoscedasticos (A = 1) e com diferentes niveis de he-
teroscedasticidade, a saber, A = 2, 5, 20 e 50. Novamente, as discrepancias de probabilidade sao
plotadas contra os valores de v variando de 0 a 6. Embora em casos homoscedasticos o valor
v = 3 tenha conduzido as melhores aproximacoes, ha evidéncia numérica de que o valor v = 4
continua sendo uma alternativa atraente quando o quantil 0.90 da distribuigao nula limite é o de

interesse.
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2.5 Conclusao

A partir das analises realizadas, notamos que, em geral, o valor v = 4 da constante de trun-
camento do estimador HC4 conduziu aos melhores resultados quando o grau de heteroscedasti-
cidade foi elevado (A = 100 e A = 50). O valor v = 3, sob homoscedasticidade (A = 1), as vezes
conduziu a resultados melhores do que os obtidos com v = 4 e, sendo considerado o quantil 0.90
da distribuicdo nula assintética (x3), os melhores resultados corresponderam a testes baseados
no estimador HC4 com «v = 3. Evidéncias numéricas nos levam a concluir que, embora algumas
vezes o valor v = 3 tenha conduzido aos melhores resultados, a escolha v = 4 para constante de

truncamento do estimador HC4 parece ser bastante adequada.
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Tabela 2.5: Probabilidades Pr(72 < ¢|Hp) para n = 25; ¢ igual aos quantis 0.90, 0.95 e 0.99 da

distribuicdo x?%; valores dos regressores obtidos como realizagdes da distribuicdo t3; estatisticas

HC(C4 com variacGes na constante de truncamento 7.

A=1 A~ 100

¢ 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01
Pr  0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99
v pecalcl pcalc2 pcale3 pcalcl pcale2  pcalc3
1.5 0.855 0906 0.960 0.830 0.897 0.958
1.6 0.859 0909 0.961 0.840 0.902 0.960
1.8 0866 0.914 0.964 0.857 0.912 0.964
1.9 0870 0917 0.965 0.865 0.917 0.966
2.0 0874 0919 0.966 0.873 0.921 0.968
2.1 0.877 0922 0.967 0.879 0.925 0.969
2.2 0881 0.924 0968 0.886 0.929 0.971
23 0884 0.927 0970 0.892 0.933 0.972
24 0888 0.929 0971 0.897 0.936 0.973
2.5 0891 0.931 0972 0.902 0.939 0.975
2.6 0895 0.933 0973 0.907 0.942 0.976
2.7 0.898 0936 0974 0.912 0.945 0.977
2.8 0901 0938 0975 0.916 0.947 0.978
29 0904 0940 0.976  0.920 0.950 0.979
3.0 0.907 0942 0976 0.924 0.952 0.980
3.1 0910 0.943 0977 0.927 0.954 0.981
3.2 0912 0945 0978 0.930 0.956 0.981
3.3 0914 0946 0978 0.933 0.957 0.982
3.4 0917 0948 0979 0.935 0.959 0.983
3.5 0919 0949 0.980 0.938 0.960 0.983
3.6 0921 0951 0.980 0.940 0.962 0.984
3.7 0923 0952 0.981 0.943 0.963 0.984
3.8 0925 0954 0981 0.945 0.965 0.985
3.9 0.927 0955 0.982 0.947 0.966 0.985
4.0 0929 0956 0.982 0.949 0.967 0.986
4.1 0931 0.957 0983 0.951 0.968 0.986
4.2 0933 0.959 0.983 0.952 0.969 0.987
4.3 0.935 0.960 0.984 0.954 0.970 0.987
4.4 0937 0961 0.984 0.956 0.971 0.988
4.5 0939 0962 0985 0.957 0.972 0.988
4.6 0941 0963 0.985 0.959 0.973 0.988
4.7 0942 0964 0.986  0.960 0.974 0.989
4.8 0944 0.965 0.98  0.962 0.975 0.989
49 0946 0.966 0.986 0.963 0.976 0.989
5.0 0947 0.967 0987 0.964 0.977 0.990
5.1 0949 0.968 0.987 0.966 0.977 0.990
5.2 0950 0.969 0988  0.967 0.978 0.990
2.3 0952 0970 0.988 0.968 0.979 0.991
5.4 0953 0971 0.988  0.969 0.980 0.991
2.5 0955 0972  0.989 0.970 0.980 0.991
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Tabela 2.6: Probabilidades Pr(7? < (|Hp) para n = 25; ¢ igual aos quantis 0.90, 0.95 e 0.99

da distribuicao X%; valores dos regressores obtidos como realizagoes da distribuigao LN(0,1);

estatisticas HC4 com variagoes na constante de truncamento 7.

A=1 A~ 100

¢ 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01
Pr  0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99
v pcalcl pcalc2 pcale3 pcalcl pcalc2  pcalc3
1.5 0.869 0.920 0971 0.819 0.885 0.949
1.6 0.871 0922 0972 0.827 0.890 0.951
1.8 0.875 0924 0973 0.841 0.898 0.954
1.9 0.878 0926 0.974 0.847 0.902 0.956
2.0 0.880 0.927 0974 0.854 0.906 0.957
2.1 0.882 0.929 0.975 0.860 0.910 0.959
2.2 0.884 0930 0975 0.865 0.913 0.960
2.3 088 0932 0976 0.871 0.917 0.962
2.4 0.888 0933 0976 0.876 0.920 0.963
2.5 0.891 0934 0.977 0.881 0.923 0.964
26 0.893 0936 0977 0.885 0.925 0.966
2.7 0.895 0937 0.978 0.890 0.928 0.967
2.8 0.897 0.939 0978 0.894 0.931 0.968
29 0.899 0940 0.979 0.898 0.933 0.969
3.0 0901 0941 0.979 0.901 0.935 0.970
3.1 0903 0942 0.980 0.905 0.938 0.971
3.2 0905 0944 0.980 0.908 0.940 0.972
3.3 0907 0945 0.981 0.912 0.942 0.973
3.4 0909 0946 0.981 0.915 0.944 0.973
3.5 0911 0947 0982 0.918 0.946 0.974
3.6 0913 0949 0982 0.921 0.947 0.975
3.7 0915 0.950 0982 0.923 0.949 0.976
3.8 0917 0.951 0983 0.926 0.951 0.977
3.9 0919 0952 0.983 0.928 0.952 0.977
4.0 0921 0953 0.984 0.931 0.954 0.978
4.1 0923 0954 0.984 0.933 0.955 0.979
4.2 0924 0956 0.984 0.935 0.957 0.979
4.3 0926 0.957 0985 0.937 0.958 0.980
4.4 0928 0.958 0.985 0.939 0.959 0.980
4.5 0930 0.959 0986 0.941 0.960 0.981
4.6 0931 0.960 0.98 0.943 0.962 0.981
4.7 0933 0.961 0986 0.945 0.963 0.982
4.8 0935 0962 0.987 0.946 0.964 0.983
49 0936 0963 0.987 0.948 0.965 0.983
5.0 0.938 0963 0.987 0.950 0.966 0.983
5.1 0.939 0964 0.988 0.951 0.967 0.984
5.2 0941 0965 0.988 0.953 0.968 0.984
5.4 0941 0.966 0.988 0.953 0.968 0.985
5.5 0941 0.966 0.988 0.953 0.968 0.985
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Tabela 2.7: Probabilidades Pr(72 < ¢|Hp) para n = 50; ¢ igual aos quantis 0.90, 0.95 e 0.99 da

distribuicdo x?; valores dos regressores obtidos como realizagdes da distribuicdo t3; estatisticas

HC4 com variacGes na constante de truncamento 7.

A=1 A~ 100

¢ 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01
Pr  0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99
v pcalcl pcalc2 pcale3 pcalcl pcalc2  pcalc3
1.5 0.874 0925 0.974  0.805 0.887 0.967
1.6 0876 0926 0975 0.811 0.891 0.968
1.8 0880 0.929 0.976 0.822 0.900 0.971
1.9 0882 0930 0976 0.827 0.904 0.973
20 0884 0932 0977 0.833 0.908 0.974
21 088 0933 0.977 0.838 0.912 0.975
22 0887 0934 0978 0.843 0.915 0.976
23 0.889 0.935 0.979 0.848 0.919 0.978
24 0.891 0.937 0.979 0.854 0.922 0.979
25 0.893 0.938 0.979 0.859 0.926 0.980
26 0895 0939 0.980 0.864 0.929 0.981
2.7 0897 0940 0.980 0.868 0.932 0.981
2.8 0.898 0942 0.981 0.873 0.935 0.982
29 0900 0943 0.981 0.878 0.938 0.983
3.0 0902 0944 0982 0.883 0.941 0.984
3.1 0903 0.945 0982 0.887 0.943 0.985
3.2 0905 0946 0982 0.891 0.946 0.985
3.3 0906 0.947 0983 0.895 0.948 0.986
3.4 0908 0.947 0983 0.899 0.950 0.986
3.5 0909 0948 0.983 0.903 0.953 0.987
3.6 0910 0949 0.984 0.907 0.955 0.987
3.7 0912 0950 0.984 0911 0.957 0.988
3.8 0913 0951 0.984 0.915 0.958 0.988
3.9 0914 0952 0985 0.918 0.960 0.989
4.0 0916 0.953 0985 0.921 0.962 0.989
4.1 0917 0.954 0985 0.925 0.964 0.990
4.2 0918 0.954 0986 0.928 0.965 0.990
4.3 0920 0955 0.98 0.931 0.967 0.991
4.4 0921 0956 0.986 0.934 0.968 0.991
4.5 0.922 0957 0.986 0.937 0.969 0.991
4.6 0924 0958 0.987 0.939 0.971 0.992
4.7 0.925 0958 0.987 0.942 0.972 0.992
4.8 0926 0.959 0987 0.944 0.973 0.992
4.9 0928 0.960 0987 0.947 0.974 0.992
5.0 0.929 0.961 0.988 0.949 0.975 0.993
5.1 0.930 0.961 0.988 0.951 0.976 0.993
5.2 0931 0962 0.988 0.953 0.977 0.993
54 0934 0964 0.989 0.957 0.979 0.994
5.5 0935 0964 0.989 0.959 0.980 0.994
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Tabela 2.8: Probabilidades Pr(7? < (|Ho) para n = 50; ¢ igual aos quantis 0.90, 0.95 e 0.99

da distribuicao X%; valores dos regressores obtidos como realizagoes da distribuigao LN(0,1);

estatisticas HC4 com variagoes na constante de truncamento 7.

A=1 A~ 100

¢ 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01
Pr  0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99
v pcalcl pcalc2 pcale3 pcalcl pcalc2  pcalc3
1.5 0.882 0.933 0.980 0.820 0.895 0.966
1.6 0.883 0934 0.980 0.825 0.898 0.967
1.8 0.885 0.935 0981 0.833 0.904 0.970
1.9 0.886 0936 0.981 0.837 0.907 0.971
2.0 0.888 0.937 0.981 0.841 0.910 0.972
2.1 0.889 0.937 0.981 0.845 0.913 0.973
2.2 0.890 0938 0.982 0.849 0.915 0.974
2.3 0.891 0939 0982 0.853 0.918 0.975
2.4 0.892 0940 0.982 0.857 0.921 0.976
2.5 0.893 0940 0.982 0.861 0.923 0.976
26 0.895 0941 0.983 0.865 0.926 0.977
2.7 0.896 0942 0.983 0.868 0.928 0.978
2.8 0.897 0.943 0.983 0.872 0.931 0.979
29 0.898 0943 0.984 0.876 0.933 0.980
3.0 0.899 0944 0.984 0.879 0.935 0.980
3.1 0900 0945 0.984 0.883 0.937 0.981
3.2 0902 0946 0.984 0.886 0.940 0.982
3.3 0903 0946 0.985 0.890 0.942 0.982
3.4 0904 0947 0.985 0.893 0.944 0.983
3.5 0905 0948 0.985 0.896 0.945 0.983
3.6 0906 0.949 0985 0.899 0.947 0.984
3.7 0907 0.949 0985 0.903 0.949 0.984
3.8 0908 0950 0.986 0.906 0.951 0.985
3.9 0910 0951 0.986 0.909 0.953 0.986
4.0 0911 0951 0.986 0.911 0.954 0.986
4.1 0912 0952 0.986 0.914 0.956 0.986
4.2 0913 0953 0.987 0.917 0.957 0.987
4.3 0914 0.953 0987 0.920 0.959 0.987
4.4 0915 0954 0987 0.922 0.960 0.988
4.5 0916 0.955 0987 0.925 0.961 0.988
4.6 0918 0.955 0.987 0.927 0.963 0.988
4.7 0919 0.956 0.988 0.930 0.964 0.989
4.8 0920 0957 0.988 0.932 0.965 0.989
49 0921 0958 0.988 0.934 0.966 0.990
5.0 0.922 0958 0.988 0.937 0.968 0.990
5.1 0.923 0959 0.989 0.939 0.969 0.990
5.2 0924 0959 0.989 0.941 0.970 0.990
5.4 0925 0.960 0.989 0.941 0.970 0.991
5.5 0925 0.960 0.989 0.941 0.970 0.991
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Figura 2.1: Graficos das discrepancias relativas de probabilidade; caso n = 25: valores dos
regressores obtidos como realizagoes das distribuigoes t3 (painéis superiores) e LN (0,1) (painéis

inferiores).
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Figura 2.3: Graficos das discrepancias relativas de probabilidade para dados de educacao; nos
painéis superiores, o caso n = 50, nos painéis inferiores, o caso n = 100.
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Figura 2.4: Discrepancias de probabilidade utilizando o quantil 0.95 da distribui¢do nula limite
(x?) de estatisticas quase-t baseadas no estimador HC4.
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Figura 2.5: Discrepancias de probabilidade utilizando o quantil 0.90 da distribui¢do nula limite
(x?) de estatisticas quase-t baseadas no estimador HC4.
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CAPITULO 3

Um Novo Estimador HC4

3.1 Introducao

O presente capitulo tem por objetivo apresentar e avaliar numericamente uma versao modi-
ficada do estimador HC4. Esta nova versao serd denotada por HC4m. A motivacdo em propor
esta nova versao veio do fato de que as distribuicGes nulas exatas de estatisticas quase-t HC4, em-
bora sejam em geral bem aproximadas pela distribuicdo nula limite (x?) nas caudas, sdo muitas
vezes pobremente aproximadas no restante do suporte da distribuicao. O estimador proposto,
segundo avaliacOes numéricas realizadas, torna-se bastante competitivo com o estimador HC3 no
que tange aos desempenhos de testes associados. As avaliagdoes numéricas realizadas basearam-se
no comportamento em amostras finitas de estatisticas quase-t ao quadrado construidas a partir
de diferentes estimadores da matriz de covariancias COV(B), e mais uma vez foram realizadas com
base no algoritmo de Imhof (1961). Os estimadores aqui considerados foram HC3, HC4 e o
estimador proposto (HC4m).

Nas avaliagbes, comparamos probabilidades nominais (assintoticas) com probabilidades nu-
las exatas calculadas por integracdao numérica. Consideramos diversos cendrios de regressao com
pontos de alavancagem. Na préxima secdo deste capitulo motivamos a nossa proposta de al-

teracao no estimador HC4; em seguida, mostramos a forma do novo estimador e comentamos

sobre o porqué desta forma. Por fim, andlises numéricas foram feitas usando dados simulados
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e nao-simulados (dados reais). Os dados reais escolhidos sdo dados sobre despesas per capita
em escolas publicas e renda per capita por estado nos Estados Unidos em 1979, dados esses que

foram extraidos de Greene (1997).
3.2 Uma Motivacao para a Nossa Proposta

O estimador HC4, proposto por Cribari-Neto (2004), tem tido boa aceita¢do no que tange
A estimacao consistente da matriz COV(B) quando em presenca de pontos de alta alavancagem.
Nosso interesse aqui reside em evidenciar numericamente que as distribui¢oes nulas exatas de
estatisticas quase-t HC4, embora sejam em geral bem aproximadas na cauda pela distribuicao
nula limite (x?), confome pudemos notar nas analises numéricas realizadas no capitulo anterior,
parecem ser pobremente aproximadas ao longo do restante do suporte da distribuicao. Com o
aumento do nimero de parimetros, essa deterioracao parece ocorrer também na cauda da dis-
tribuicao. As avaliacOes numéricas aqui realizadas utilizaram o algoritmo de integragao numérica

de Imhof (1961).

O modelo aqui escolhido para analise foi 0 modelo de regressao

yr = Bo + Brxe + Boxiz + B3Tia + Bays +ug, t=1,...,n, (3.1)

em que 4 representa o elemento da matriz de regressores na linha t e coluna j. Aqui, u; &

normalmente distribuido com média zero e varidncia af = exp(a1T2 + aoxs + 3T + Tys),

a;, i =1,...,4, sendo uma constante real. Assumimos também que cov(u;, us) = 0Vt # s (erros
nao-correlacionados). Novamente, foi usada como medida de heteroscedasticidade a razao

max o7

A= L

(3.2)

min o
Nosso interesse residira no teste da hipotese nula Hy : 3 = m versus Hy : 3 # m, onde ¢ é
um vetor p X 1 e m é um valor real. Na analise a seguir, consideramos m = 0 e ¢ = (0,1,0,0)".

Sendo assim, estaremos interessados em testar Hy : §1 = 0 versus Hy : #1 # 0. Ressaltamos que

nas analises apresentadas nas secGes seguintes consideraremos o mesmo teste, alterando apenas
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a dimensao do vetor 8. A estatistica de teste é
32
2 /\ﬂ{ :
var ()

onde var((31) ¢ baseado no estimador HC4. Os valores dos regressores foram escolhidos como

(3.3)

realizacoes da distribuicao t3 e o tamanho da amostra foi n = 25. Aqui, hmax/(3p/n) ~ 1.4.

A Figura 3.1 apresenta um grafico das discrepancias relativas de probabilidade sendo a es-
tatistica de teste considerada baseada no estimador HC4 com sua constante de truncamento
usual (7 = 4), sob heteroscedasticidade (A ~ 100) e com desenho de regressdo com pontos de

alavancagem. Percebe-se a pobre aproximacao pela distribuicao nula limite longe da cauda.
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Figura 3.1: Discrepancias relativas de probabilidade, n = 25: valores dos regressores obtidos
como realizagOes da variavel aleatoria t3 e estatistica HC4.

A Tabela 3.1 mostra as probabilidades calculadas considerando-se os quantis 0.90 e 0.95 da
distribuicao nula limite (X%) para o caso discutido nessa secdo. Percebe-se neste caso que as
aproximacoes obtidas a partir da distribui¢ao nula limite foram pobres.

Conforme podemos observar na Figura 3.1 e na Tabela 3.1, tanto na cauda como ao longo
da distribuicdo as aproximacoes obtidas da distribuigao nula limite foram pobres, mas longe da

cauda da distribuicao as aproximacoes se deterioraram mais marcadamente.
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Tabela 3.1: Pr(r% < (|Hp) para n = 25; ¢ igual aos quantis 0.90 e 0.95 da distribuicdo x?;
estatisticas de teste baseadas no estimador HC4.

Pr | HC4
0.90 | 0.989
0.95 | 0.994

Seguiremos com uma proposta de alteragao no estimador HC4 a fim de obter resultados mais

confidveis ao longo de todo o suporte da distribuicao nula limite de estatisticas quase-t.
3.3 Uma Nova Proposta de Estimador

Com o intuido de melhorar a confiabilidade de inferéncias realizadas a partir do estimador
HC(C4, propomos a seguir uma nova versao deste estimador, denotada por HC4m. A modificagdo
foi feita apenas na estrutura do expoente do termo (1 — hy), utilizado como fator de inflagdo dos

residuos ao quadrado no estimador H(C4. No estimador aqui proposto usa-se a estrutura

0¢ = min{~y, nhy/p} + min{~y2, nh:/p}, (3.4)

onde y; e 72 sdo constantes reais positivas pré-especificadas. Sendo assim, o novo estimador é

dado por

HC4m = BQumB' = BEsm OB/,

em que By = diag{1/(1 — hy)*}, sendo &; conforme estabelecido em (3.4), B = (X'X)"'X' e
Q= diag{a?,...,42}.

E importante lembrar que, sendo h a média dos h}s, temos h = p/n. O expoente §; controla o
nivel de desconto aplicado ao quadrado do t-ésimo residuo. Como no estimador HC4, o desconto
aplicado dependera do valor de cada hy relativamente & meédia (h). Considerando os casos em que
Y1 # 7o, 0s valores possiveis para & sdo: 2hy/h, se 0 < hy/h < min{vi,v2}; min{v1,v2} + h¢/h,
se min{vyy,v2} < hi/h < max{vy,v2} e 71 + 72 se hy/h > max{y1,72}. Se 71 = 7o, entdo

¢ = 2min{~1, hy/h}. Sao de maior interesse os casos em que 0s 7;’s sdo distintos, pois nesses
) ?
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casos ha uma alteraciio nos descontos para valores de h;/h em um dado intervalo, conforme
podemos observar com os possiveis valores que §; pode assumir.

Anélises numéricas realizadas a partir de diversos desenhos de regressao com pontos de ala-
vancagem indicaram os valores y; = 1.0 e 72 = 1.5 como escolhas atraentes. Para o referido caso,
os valores dos d;’s sao truncados em 2.5, o que representa uma ‘tolerancia’ de 25% em relagio
ao valor 2, usado no estimador HC3, e uma reducao de aproximadamente 40% na constante de
truncamento usada no estimador HC4. A Figura 3.2 apresenta o grafico de §; versus a razéo
entre a {-ésima medida de alavancagem (h;) e o nivel médio de alavancagem para os estimadores
HC3, HC4 e HC4m, quando 73 = 1.0 e 72 = 1.5. Percebe-se uma inclinacdo de reta mais in-
greme que a inclinacdo usada para o estimador HC4 para valores de hy/h inferiores a 1.0, o que
resulta em maiores valores para os expoentes de cada termo (1 — h¢), visto que nesses casos tem-
se 8; = 2hs/h. Observando a Figura 3.2, podemos justificar a escolha adotada para a estrutura
dos d;’s, dada na equacao (3.4): essa estrutura possibilita um aumento nos niveis de desconto
dos quadrados dos residuos na regido de alavancagens menos elevadas; em compensagdo hé uma
reduc¢ao nos niveis de desconto na regiao de alavancagens mais elevadas. Adicionalmente, a fim
de tentamos ‘equilibrar’ os niveis de desconto presentes nas estruturas dos estimadores HC3 e
HC(C4, ¢ interessante que os valores dos d;’s sejam truncados em um valor superior ao usado no

estimador HC3 e inferior ao usado no estimador HC4, o que de fato ocorre.
3.4 Avaliacao Numeérica

Seguiremos com uma avaliagdo numérica baseada em diversos desenhos de regressao com
pontos de alavancagem. Nosso objetivo é evidenciar numericamente que a nossa proposta de
modificacdo no estimador HC4 é atraente no sentido de que as distribuicoes nulas exatas de
estatisticas de teste baseadas nesse novo estimador sao melhores aproximadas pela distribuigdo
nula limite (x?) ao longo de todo o seu suporte relativamente a estatisticas HC4. Além disso,
quando aumentamos o numero de regressores, percebemos que o teste baseado no novo estimador
torna-se competitivo ao baseado no estimador HC'3.

Na avaliacdo numeérica realizada utilizamos o algoritmo de Imhof (1961) e comparamos as
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Figura 3.2: Grafico de d; versus a razao entre a t-ésima medida de alavancagem (h;) e o nivel
médio de alavancagem para os estimadores HC3, HC4 e HC'4m, quando v; = 1.0 ¢ 79 = 1.5.
probabilidades nominais (referentes a distribuigao assintética) e as probabilidades exatas calcu-
ladas. As comparagoes foram feitas observando-se as discrepancias relativas de probabilidades,
como definidas na Segdo 2.2.1.

Inicialmente, consideraremos o modelo de regressao

yt:ﬁﬂ—i_ﬁlxt_'_uta t:]-aza"'un‘ (35)

Os erros u; s3o normalmente distribuidos com média zero e variancia o7 = exp(ax;), @ sendo

uma constante real. Novamente, os erros ndo-correlacionados (i.e., cov(ug,us) = 0 Vt # s).
Como medida do grau de heteroscedasticidade usaremos a medida A dada em (3.2). Usamos
a =0 e a = 0.68 para obter A =1 e A = 100, respectivamente. Os valores dos regressores
foram escolhidos como realizacoes da distribui¢ao lognormal padrao e o tamanho de amostra
considerado foi n = 25; replicamos os dados a fim de obter amostras de tamanho 50. Em nossa
avaliacao, hmax/(3p/n) =~ 2.4, onde hpax representa o nivel méximo de alavancagem.

A Figura 3.3 contém gréficos de discrepancias relativas de probabilidade. As discrepancias

relativas foram obtidas a partir de estatisticas quase-t ao quadrado baseadas nos estimadores
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HC3, HC4 e HC4m. Percebe-se que quando n = 25 as aproximacoes obtidas a partir do
estimador HC4 foram as mais pobres ao longo da distribuicdo nula limite (x}), o problema
sendo mais severo no caso homoscedastico (A = 1).

A Tabela 3.2 contém as probabilidades calculadas Pr(72 < (|Hp) com ¢ = 2.706 e 3.841,
quantis 0.90 e 0.95 da distribuicao nula limite (X%), considerando-se estatisticas de teste baseadas
nos estimadores HC3, HC4 e HC4m. Aqui, consideramos n = 25 e n = 50 (dados replicados)

com A = 1 (homoscedasticidade) e A =~ 100 (heteroscedasticidade).

Tabela 3.2: Pr(72 < (|Hp) para n = 25 e 50 com p = 2; ( igual aos quantis 0.90 e 0.95 da
distribuicdo x?; estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC3 e HC4, HC4m.

n =25 n =50

A Pr | HC3 | HC4 | HC4m | HC3 | HC4 | HC4m
0.90 || 0.875 | 0.941 | 0.897 | 0.880 | 0.920 | 0.892

0.95 || 0.917 | 0.961 | 0.932 | 0.927 | 0.953 | 0.935

0.90 || 0.818 | 0.936 | 0.866 | 0.805 | 0.905 | 0.834

0.95 || 0.869 | 0.952 | 0.902 | 0.872 | 0.944 | 0.895

~ 100

Percebe-se que quando A = 1 o estimador HC4m conduziu a resultados atraentes para os
dois quantis considerados. J4 quando A = 100, os melhores resultados foram obtidos utilizando
o estimador HC4. E importante frisar que em todos os casos o novo estimador foi superior
ao estimador HC3 no que tange & precisio da aproximacgio da distribui¢do nula exata pela
distribuicao limite nos quantis considerados.

Seguiremos com nossas andlises agora considerando modelos de trés e cinco parametros associ-
ados ao modelo incialmente considerado dado na equagao (3.5). Novamente, os valores dos regres-
sores foram escolhidos como realizaces da distribuicao lognormal padrdo. Sendo p o ntimero de
parametros do modelo, a variancia de u; é dada por o7 = exp(zg;i ajxt(jH)), em que Ty; repre-
senta o elemento da matriz dos regressores na linha ¢ e coluna j. Quando p = 3, foram escolhidos
os valores a1 = g = 0 para os casos homoscedasticos (A = 1) e a1 = ag = 0.198 para os casos
heteroscedasticos (A ~ 100); ja quando p = 5, foram escolhidos os valores a1 = ag = a3 = a4 =0

para os casos homoscedasticos e a3 = as = ag = a4 = 0.36 para os casos heteroscedasticos. As

Figuras 3.4 e 3.5 mostram graficos similares aos apresentados na Figura 3.3 para os casos agora
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sendo considerados com trés (Figura 3.4) e cinco (Figura 3.5) parametros de regressao. Na
Figura 3.4 mostramos resultados relativos a n = 25 e n = 50 enquanto que na Figura 3.5 a-
presentamos apenas resultados obtidos com n = 25. Aqui, hpax/(3p/n) = 2 quando p = 3 e
hmax/(3p/n) = 1.4 quando p = 5.

E importante observar como as aproximacoes para as distribuicoes nulas exatas de estatisticas
HC(C4 deterioram ao longo do suporte da distribuigdo, enquanto que estatisticas baseadas nos
estimadores HC3 e HC'4m se mostraram mais confiiveis nesse aspecto.

A Tabela 3.3 apresenta as probabilidades calculadas Pr(72 < (|Hp) com ¢ = 2.706 e 3.841,
quantis assintéticos mais usados como valores criticos do teste, sendo p = 3,5 e n = 25.

Tabela 3.3: Pr(r? < (|Hy) para n = 25 com p = 3 e 5; ( igual aos quantis 0.90 e 0.95 da
distribuicdo x?; estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC3 e HC4, HC4m.

p=3 p=>5

A Pr | HC3 | HC4 | HC4m | HC3 | HC4 | HC4m
0.90 || 0.890 | 0.973 | 0.918 | 0.908 | 0.971 | 0.921

0.95 | 0.930 | 0.984 | 0.949 | 0.948 | 0.985 | 0.957

0.90 | 0.882 | 0.985 | 0.928 | 0.940 | 0.989 | 0.960
0.95{ 0.925 | 0.991 | 0.956 | 0.972 | 0.995 | 0.982

~ 100

Observamos o fraco desempenho do teste HC4 e uma competitividade atraente entre os
resultados obtidos atraves do uso dos estimadores HC3 e HC4m; neste caso, ambos 0s esti-
madores conduziram a resultados muito parecidos. Nos cenarios aqui analisados, observamos
como o aumento no numero de regressores parece deteriorar a confiabilidade de testes baseados
no estimador HC4.

Proseguiremos com uma ultima andlise utilizando dados simulados (gerados computacional-
mente). Desta vez obtemos os valores dos regressores como realizagoes da distribuicao X% eo
namero de parametros de regressdo (p) é igual a 3 e 5. Quando p = 3, foram escolhidos os valores
a1 = ag = 0 para os casos homoscedésticos (A = 1) e a; = ag = 0.63 para os casos heteroscedas-
ticos (A ~ 100); ja quando p = 5, foram escolhidos os valores a1 = ag = ag = ay = 0 para os
casos homoscedasticos e a; = ag = as = ay = 0.206 para os casos heteroscedésticos. A Figura

3.6 contém graficos das discrepéancias relativas de probabilidade para os casos agora analisados
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com tamanho amostral n = 25. Novamente, nota-se um pobre desempenho do teste HC4 ao
longo do suporte da distribuicao nula limite (x?). Esse pobre desempenho foi mais severo quando
p = 3. Vale destacar a boa atuagdo do teste HC4m no caso heteroscedastico (A &~ 100) com
p=3.

Tabela 3.4: Pr(7? < (|Hp) para n = 25 com p = 3 e 5; ( igual aos quantis 0.90 e 0.95 da
distribuicdo x?; estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC3 e HC4, HC4m.

p=3 p=>5

A Pr || HC3 | HC4 | HC4m || HC3 | HC4 | HC4m
0.90 || 0.889 | 0.955 | 0.911 | 0.897 | 0.939 | 0.916
0.95 | 0.929 | 0.971 | 0.943 | 0.937 | 0.964 | 0.949
0.90 || 0.811 | 0.937 | 0.861 | 0.876 | 0.947 | 0.904
0.95 | 0.863 | 0.953 | 0.899 | 0.918 | 0.967 | 0.938

~ 100

A Tabela 3.4 mostra as probabilidades calculadas para os quantis 0.90 e 0.95 da distribui¢ao
nula limite (x?) para as estatisticas de teste consideradas. Nesses casos, em linhas gerais, o
estimador aqui proposto conduziu aos melhores resultados para os dois quantis considerados,
exceto no caso heteroscedastico (A ~ 100) com p = 3, em que o estimador HC4 conduziu as

melhores aproximacgoes.
3.5 Analise Numérica com Dados Reais

Proseguiremos nossa andlise utilizando dados reais (ndo simulados). O conjunto de dados
utilizado é o mesmo do capitulo anterior e consiste de dados sobre despesas per capita em escolas
publicas e renda per capita por estado nos Estados Unidos em 1979; esses dados foram extraidos
de Greene (1997). O modelo de regressao ¢ dado na equacao (2.2) da Secao 2.3. Levaremos em
consideracdo o mesmo teste abordado na referida secao e consideraremos também estatisticas de
teste baseadas nos estimadores HC3 e H(C4m. Na analise aqui realizada utilizaremos o estimador
H(C4 com sua constante de truncamento usual (y = 4).

A Figura 3.7 contém os graficos das discrepéncias relativas de probabilidade sendo conside-
radas estatisticas de teste baseadas nos estimadores indicados acima. Nos painéis inferiores

tem-se o caso com os dados replicados (n = 100). Notamos que nos casos heteroscedésticos
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(A =~ 50) o estimador proposto (HC4m) conduziu aos melhores resultados ao longo do suporte
da distribui¢io nula limite (x?) enquanto que o estimador HC4 conduziu a resultados pobres
quando n = 50 (dados nao replicados).

A Tabela 3.5 contém probabilidades calculadas considerando-se os quantis 0.90 ¢ 0.95 da
distribuicao nula limite. Percebe-se, em linhas gerais, que estatisticas de teste baseadas no esti-
mador HC4m conduziram aos melhores resultados nos casos homoscedasticos (A = 1) enquanto
que estatisticas de teste baseadas no estimador HC4 conduziram aos melhores resultados nos
casos heteroscedasticos (A = 50).

Tabela 3.5: Pr(7? < (|Hp) usando dados sobre gastos em educacio, n = 50, 100 (dados repli-

cados); ¢ igual aos quantis 0.90 e 0.95 da distribuicio x?; estatisticas de teste baseadas nos
estimadores HC3 e HC4, HC4m.

n = 50 n = 100

A Pr | HC3 | HC4 | HC4m | HC3 | HC4 | HC4m
0.90 || 0.901 | 0.963 | 0.922 | 0.894 | 0.934 | 0.905

0.95 || 0.941 | 0.978 | 0.954 || 0.940 | 0.965 | 0.947

0.90 || 0.805 | 0.936 | 0.852 | 0.822 | 0.906 | 0.846
0.95 | 0.854 | 0.952 | 0.890 | 0.877 | 0.940 | 0.896

3.6 Conclusao

Os resultados numéricos apresentados nesse capitulo evidenciam como o aumento no nimero
de regressores do modelo de regressao pode deteriorar as aproximagées usadas no teste HC4,
especialmente longe da regiao caudal em se tratando de dados com pontos de alavancagem.
Destacamos também que o novo estimador proposto, HC4m, procura corrigir tal deterioragdo

tornando-se competitivo com os estimadores HC4 e HC3 na regidao caudal.
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Figura 3.3: Graficos de discrepancias relativas de probabilidade quando os valores dos regressores
vém de realizagoes da distribui¢ao LN (0,1) com p = 2, n = 25 (painéis superiores) e n = 50
(painéis inferiores).
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discrepancia relativa de probabilidade

Figura 3.5: Graficos de discrepancias relativas de probabilidade quando os valores dos regressores
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Figura 3.7: Graficos de discrepéncias relativas de probabilidade usando dados de gastos em
educagao para os regressores: n = 50 (painéis superiores) e n = 100 (painéis inferiores).
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cAPITULO 4

Um Novo Estimador HC'5

4.1 Introducao

O presente capitulo tem por objetivo propor uma modifica¢do do estimador HC5 (Cribari-
Neto, Souza e Vasconcellos, 2007), a luz do que foi proposto com base no estimador HC4
no capitulo anterior. Objetivamos, ainda, realizar uma avaliagdo numérica exata dos testes
associados. As avaliagbes numeéricas mostram que o problema que atinge o estimador HC4
também pode atingir o estimador HCH, porém com menor intensidade, ou seja, distribuicées
nulas exatas de estatisticas quase-t HCS5 podem ser pobremente aproximadas pela distribuicao
nula assintotica (x?) fora da cauda da distribuicdo. A versio modificada do etimador HC5

procura atenuar tal deficiéncia.
4.2 Uma Versao Modificada do Estimador HC5

Para a vers@ao modificada do estimador HC5, denotada por HCbm, usaremos uma estrutura
semelhante & adotada para o estimador HC4m (versao modificada do estimador HC4). Nova-
mente, a modifica¢do foi feita apenas na estrutura do expoente do termo (1 — hy), utilizada como

fator de inflagdo dos residuos ao quadrado no estimador HC5. A estrutura do estimador HC5m
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é determinada por

0 = min{(nh¢)/p, max{y1, nk1hmax/p}} + min{(nh;)/p, max{~ye, nkahmax/p}}, (4.1)

onde 1 e 2 880 constantes reais positivas pré-especificadas, k1 e ko sendo constantes pré-definidas

pertencentes ao intervalo [0,1]. O novo estimador ¢ dado por
HC5m = BQsB' = BE5n OB/,

em que Fjy, = diag{1/+/(1 — h;)%}, sendo §; conforme estabelecido em (4.1), B = (X'X)71X’
e Q = diag{a2,...,a2}.

Consideramos os valores 71 = 1 e 9 = 1.5, os mesmos valores considerados na obtencao do
estimador HC4m. Resultados numéricos obtidos e ndo apresentados no texto sugerem k; = 0.1
e ko = 0.5 como escolhas atraentes para os valores de 71 e y2 considerados. Vale observar que
com k1 = ko = 0 o estimador HCbm reduz-se ao estimador HC4m, proposto na Secao 3.3.

E importante notar a semelhanca entre os estimadores HC4m e HC5m e os estimadores
HC4 e HC5. A diferenca marcante entre os estimadores HC4m e HCb5m é a mesma, encontrada
quando comparamos os estimadores HC4 e HC5. Os estimadores HC5 e HC5m levam em
consideragao ndo apenas a razio entre a t-ésima alavancagem (h:) e o nivel médio de alavancagem
(B), mas também o impacto que o nivel mdzimo de alavancagem (hmax) exerce sobre a inferéncia
resultante.

As Figuras 4.1 e 4.2 apresentam graficos de §; versus a razdo entre a t-ésima medida de
alavancagem (h;) e nivel médio de alavancagem (h) para os estimadores HC4m e HC5m. Na
Figura 4.1 mostramos um caso em que os expoentes que compoem a estrutura dos estimadores
HC4m e HC5m coincidem fazendo kihmax/h = 0.3 € kahmax/h = 1.5, enquanto que na Figura,
4.2 consideramos um caso em que hmax/ﬁ > 3 fazendo klhmax/ﬁ =097 ¢ kghmax/ﬁ = 4.85.
Sendo k1, ko # 0, se considerarmos um nivel de alavancagem méaxima (hmax) nao-acentuado com
hmax/h < 3 notamos que os expoentes d;’s que compdem a estrutura dos estimadores HC4m

e HCbm coincidem; caso contrério, isso nao acontece. Note que, diferentemente do estimador

HC5, onde para niveis de alavancagem méxima tais que hmax/h < 5 o0s valores dos expoentes
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0¢’s coincidem com os do estimador HC4, para o estimador HC5m tais expoentes concidem com

os do estimador HC4m se e somente se hmax/ﬁ < 3.

q— p—
— HC4m
--- HC5m
0’) —
K N
-
O —
I I I I I
0 2 4 6 8

Figura 4.1: Gréfico de d; versus a razao entre a t-ésima medida de alavancagem (h;) e o nivel
médio de alavancagem para os estimadores HC4m e HC5m, quandoy1 = 1.0e vy, = 1.5, k1 = 0.1
e ky = 0.5 com hApax/h < 3.
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Figura 4.2: Grafico de &; versus a razao entre a t-ésima medida de alavancagem (h:) e o nivel
médio de alavancagem para os estimadores HC4m e HC5m, quandoy1 = 1.0ey2 = 1.5, k1 = 0.1
e ka = 0.5 com kihmax/h = 0.97 e kahmax/h = 4.85.
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4.3 Avaliagcao Numérica

Na presente secdo, nosso interesse residird em avaliar numericamente o impacto das alte-
racoes feitas nos estimadores HC4 e HC5. Adicionalmente, estaremos interessados em avaliar
numericamente o estimador proposto no presente capitulo: HCbm.

Inicialmente consideraremos o modelo de regressao linear simples

ytzﬁo‘f‘ﬁlfﬂt‘f‘uh t:17"‘7n7 (42)

em que u; ¢ normalmente distribuido com média zero e variancia o? = exp(ax;), o sendo uma,

constante real. Novamente, assumiremos erros nao-correlacionados e normais. A medida de
heteroscedasticidade utilizada é a mesma dada em (3.2). A estatistica de teste considerada ¢ a
mesma dada em (3.3), onde var(f;) é baseado nos estimadores HC4, HC4m, HC5 e HC5m.
Ao longo da avaliacdo numérica em foco utilizamos o algoritmo de Imhof (1961), discutido na
Secao 1.4.

Os valores dos regressores foram escolhidos como realizagoes da distribuigdo lognormal padrao
ao quadrado (cenario 1), da distribuicio lognormal padrdo (cenario 2) e da distribuicdo x?

(cenario 3). A Tabela 4.1 contém os valores da razdo hmax/(3p/n) nos cenarios considerados.

Tabela 4.1: Valores de hpmax/(3p/n) para os cenérios considerados.

desenho || hmax/(3p/n)
cenéario 1 3.49
cenéario 2 3.23
cenario 3 3.28

A Figura 4.3 apresenta os graficos das discrepancias relativas de probabilidade sendo consi-
derados os estimadores HC4, HCb5 e as suas versées modificadas para os trés cenarios iden-
tificados acima. O tamanho da amostra considerado foi n = 25 com A = 100 e os desenhos
de regressao foram com pontos de alavancagem. Os valores tomados para a constante a 1nos
cenarios 1, 2 e 3 foram 0.096, 0.39 e 0.476, respectivamente. Percebe-se a pobre aproximacgao
dada pela distribuicao nula limite longe da cauda quando as estatisticas de teste sdo baseadas

nos estimadores HC4 e HC5, o problema sendo mais severo para estatisticas HC4. Podemos
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observar, com maior destaque para o cendrio 1, como a utilizacdo dos estimadores HC4 e HCS
conduziu a pobres aproximagoes longe da regido caudal.

Fato interessante é que as versdes modificadas dos estimadores HC4 e HC5 procuram atenuar
o problema das aproximacoes pobres ao longo do restante do suporte da distribuigdo nula exata
de estatisticas quase-t HC4 e HC5. A Tabela 4.2 contém as probabilidades calculadas Pr(72 <
C|Hp) com ¢ = 2.706 e 3.841, quantis 0.90 e 0.95 da distribui¢io nula limite (x?), considerando-se

estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC4, HC4m, HC5 e HC5m.

cenario 1 cenario 2 cenario 3

discrepancia relativa de probabilidade
discrepancia relativa de probabilidade
discrepancia relativa de probabilidade

probabilidade assintética probabilidade assintética probabilidade assintética

Figura 4.3: Graficos de discrepancias relativas de probabilidade para os cenarios 1, 2 e 3.

Tabela 4.2: Pr(7% < (|Hy) para n = 25; ¢ igual aos quantis 0.90 e 0.95 da distribuicio x?;
estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC4, HC4m, HC5 e HCb5m considerando-se os
cenérios 1, 2 e 3.

| desenho || Pr | HC4 | HC4m | HC5 | HC5m |

cendrio 1 0.90 | 0.974 | 0.892 | 0.965 | 0.944
0.950.979 | 0.914 | 0.972 | 0.954
cenirio 2 0.90 | 0.969 | 0.895 | 0.951 | 0.928
0.951{0.975| 0919 | 0.961 | 0.943
cenério 3 0.90 { 0.974 | 0.907 | 0.960 | 0.939
0.95 {0979 | 0.928 | 0.968 | 0.952

Percebe-se na Tabela 4.2 que as novas versées modificadas dos estimadores conduziram a,
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resultados bastante atraentes, sendo os melhores resultados para o quantil 0.90 obtidos através
de estatisticas HC4m e para o quantil 0.95 obtidos através de estatisticas HC5m. Notamos que
nesses casos 0 nivel maximo de alavancagem foi bastante elevado.

Seguiremos a anélise numérica usando dados reais. O primeiro conjunto de dados consiste
de dados sobre a variacao percentual anual dos precos das acoes (y) e precos ao consumidor (z)
para um corte de 20 paises no periodos pos-Segunda Guerra (até 1969) (ver Gujarati 2000, p.
398). O modelo de regressao considerado é o mesmo dado em (4.2) e deseja-se testar Hy : 1 = 0.
Os dados foram extraidos de Gujarati (2000). O segundo conjunto de dados utilizado consiste
de dados sobre despesas per capita em escolas piiblicas por estado nos Estados Unidos em 1979;
esses dados foram utilizados no capitulo anterior e foram extraidos de Greene (1997). O modelo
e teste considerados sdo os mesmos dados na Secao 3.5. Em ambos os casos, A = 50, onde para
o primeiro conjunto de dados escolhemos o = 0.161.

A Figura 4.4 apresenta graficos de discrepancias relativas de probabilidade para os dois casos
analisados, a saber: o caso 1 (referente ao primeiro conjunto de dados) e o caso 2 (referente ao
segundo conjunto de dados). Percebe-se que as distribuigdes nulas exatas de estatisticas baseadas
nos estimadores HC4m e HC5m foram melhores aproximadas pela distribui¢io nula limite (x?)
ao longo de todo seu suporte relativamente a estatisticas HC4 e HCS, respectivamente. Note que
as distribuicoes nulas exatas de estatisticas quase-t HC4 e HC'5 foram pobremente aproximadas
pela distribuicao nula limite (X%) ao longo de todo o seu suporte, o problema sendo mais severo
no caso 1.

A Tabela 4.3 contém as probabilidades calculadas Pr(72 < ¢|Hp) com ( = 2.706 ¢ 3.841,
quantis 0.90 e 0.95 da distribuicao nula limite (x?), considerando-se estatisticas de teste baseadas
nos estimadores HC5 e HCbm para os casos agora analisados. No caso 1, observa-se que o
estimador HCb5m conduziu a resultados melhores do que os obtidos com o estimador HC5H
enquanto que no caso 2 este fato ocorreu apenas para o quantil 0.90 da distribuicdo nula limite
(x)-

Com base nas analises numéricas aqui realizadas podemos concluir que ndo apenas o aumento

no nimero de regressores do modelo de regressdao, mas também o nivel extremo de alavancagem
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maxima pode deteriorar as aproximacoes usadas no teste HC4. Esse fato parece ocorrer com

menor intensidade com a utilizacdo do estimador HC'5.
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Figura 4.4: Gréaficos das discrepancias relativas de probabilidade para os casos 1 (painel a es-
querda) e 2 (painel a direita).

Tabela 4.3: Pr(72 < (|Hp) usando dados reais (casos 1 e 2); ¢ igual aos quantis 0.90 e 0.95 da
distribuicao X%; estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC5 e HC5m.

| caso || Pr [ HC5 | HChm |

1 0.90 | 0.964 | 0.935
0.95 | 0.970 | 0.946
9 0.90 | 0.924 | 0.900
0.95 | 0.943 | 0.925

Seguiremos com nossa analise numérica agora considerando o modelo de cinco parametros
na equacao (4.2). Desta vez, os valores dos regressores foram escolhidos como realizacoes das
distribui¢es lognormal padrao (caso 1) e t3 (caso 2). Aqui, consideramos apenas estatisticas
HC5 e HCbm e modelos heteroscedésticos com A = 100 e com pontos de alavancagem. Para
obtermos A = 100 tomamos a1 = as = a3 =a4 =0.36 nocasole ag = as = az = ag = 0.235

no caso 2, com hpax/(3p/n) ~ 1.5 para ambos os casos.
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A Figura 4.5 contém os graficos das discrepancias relativas de probabilidade para os casos 1 e

2 com n = 25. Observa-se a superioridade do estimador HC5m relativamente ao estimador HC5

no que tange & precisdao da aproximacao da distribuicao nula exata pela distribuicao nula limite

ao longo de todo o seu suporte. Podemos observar na Tabela 4.4, a qual contém as probabilidades

calculadas Pr(72 < (|Hp) com ¢ = 2.706 e 3.841, quantis 0.90 e 0.95 da distribuicio nula limite
2

(x7) sendo n = 25 e n = 50 (dados replicados), que tal superioridade também ocorreu nos quantis

considerados.
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Figura 4.5: Gréaficos das discrepancias relativas de probabilidade para os casos 1 (painel & es-
querda) e 2 (painel & direita).

Tabela 4.4: Pr(72? < (|Hyp) para n = 25 e 50; ¢ igual aos quantis 0.90 e 0.95 da distribuicdo x?;
estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC5 ¢ HC5m considerando-se os casos 1 e 2.

casol caso 2
n \ Pr | HCH \ HC5m | HC5 \ HCb5m

0.90 || 0.877 | 0.907 | 0.920 | 0.910
0.95 || 0.935 | 0.953 | 0.954 | 0.948
0.90 || 0.874 | 0.889 | 0.877 | 0.885
0.95 || 0.934 | 0.944 | 0.929 | 0.935
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Para uma tltima andalise numérica consideramos o modelo de regressao linear dado em (4.2).
Os valores do regressor foram escolhidos como pontos igualmente espagados em [0, 1]. Em seguida,
substituimos o ultimo ponto da sequéncia (que é igual a um) pelos valores a = 1.5,2,3,4 (casos
a, b, ¢ e d, respectivamente), de forma a induzir alavancagem. Em todos os casos, A ~ 100 e

n = 25. A Tabela 4.5 contém os valores da razao hmax/(3p/n) nos casos considerados.

Tabela 4.5: Valores de hpax/(3p/n) para os casos considerados.

caso || hmax/(3p/n)
a 1.50
b 2.27
c 3.18
d 3.59

A Figura 4.6 contém os graficos das discrepancias relativas de probabilidade considerando-se
estatisticas baseadas nos estimadores HC3, HC4, HC4m, HC5 ¢ HC5m. Percebe-se como fortes
alavancagens deterioram a aproximagcao da distribui¢ao nula exata pela distribuicao nula assin-
totica fora da regido caudal, especialmente para as estatisticas HC4 e HC5. Nota-se também
como estatisticas baseadas nos estimadores HC4m e H(Cb5m atenuam esse comportamento.

A Tabela 4.6 contém as probabilidades calculadas Pr(72 < (|Hp) com ¢ = 2.706 e 3.841
considerando-se estatisticas baseadas nos estimadores aqui analisados. Nota-se que a deterioracao
ocorre também na regido caudal, este problema sendo atenuado com o uso dos estimadores
propostos no presente texto. Vale ressaltar o fraco desempenho do teste HC3 na regido caudal

relativamente aos testes HC4m e HCbm.
4.4 Analise de poder

A seguir realizaremos uma analise dos poderes dos testes aqui considerados usando simulagao
de Monte Carlo. Foram realizadas 10,000 réplicas de Monte Carlo. O modelo de regressao
utilizado foi o que esta apresentado na equacao (4.2). Os valores dos regressores foram obtidos
como realizagoes da distribui¢do lognormal padrao ao quadrado. Aqui, A =~ 100 e hpnaq/(3p/n) ~

1.6. Nosso interesse reside em testar Hp : 81 = 0 contra Hy : 81 # 0. A geracdo de dados foi

59



Tabela 4.6: Pr(r2 < (|Hp) para n = 25; ¢ igual aos quantis 0.90 e 0.95 da distribuicao x?;
estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC3, HC4, HC4m, HC5 ¢ HC5m considerando-
se os diferentes niveis de alavancagem dados nos casos a, b, c e d.

| caso | Pr [ HC3 [ HC4 | HC4m | HC5 | HCbm |

4 0.90 | 0.866 | 0.925 | 0.887 | 0.856 | 0.840
0.95 1 0.919 | 0.953 | 0.931 | 0.910 | 0.902
b 0.90 | 0.859 | 0.951 | 0.897 | 0.886 | 0.874
0.95 | 0.907 | 0.965 | 0.930 | 0.922 | 0.915
. 0.90 | 0.843 | 0.972 | 0.908 | 0.955 | 0.935
0.95 | 0.887 | 0.978 | 0.930 | 0.964 | 0.949
d 0.90 | 0.829 | 0.982 | 0.913 | 0.977 | 0.961
0.95]0.872 | 0.985 | 0.931 | 0.981 | 0.968

realizada usando 61 = 04 e G6; = 1,1 = 0,2,3,4. As estatisticas de teste foram baseadas nos
estimadores HC3, HC4, HC4m, HC5 e HCbm.

A Tabela 4.7 contém as taxas de rejeicao da hipotese nula (poderes dos testes) consideran-
do-se os quantis 0.90, 0.95 e 0.99 da distribuicdo nula exata. Os niveis de significAncia estao
denotados por a. O tamanho da amostra considerado foi n = 25; replicamos os dados a fim de
obtermos amostras de tamanho 50 e 75. Todas as entradas da tabela sao percentagens. Nota-se
que os poderes do teste HC3 foram os maiores dentre todos os testes considerados. Destacamos
também que os poderes do teste HC4m foram superiores aos do teste HC4.

Tabela 4.7: Poder dos testes HC3, HC4, HC4m, HC5 e HC5m para valores de n = 25, 50 e
75; A =~ 100 e hpas/(3p/n) =~ 1.6.

n =25 n = 50 n="75

« 0.10 | 0.05 | 0.01 | 0.10 | 0.05 | 0.01 | 0.10 | 0.05 | 0.01
HC3 76.43 | 56.16 | 29.59 | 85.24 | 70.53 | 44.60 | 99.44 | 95.65 | 69.23
HC4 67.35 | 41.33 | 11.34 | 80.56 | 63.11 | 35.22 | 99.31 | 94.45 | 62.23
HC4m | 70.67 | 47.12 | 20.43 | 83.57 | 67.97 | 41.46 | 99.37 | 95.27 | 67.07
HC5 75.56 | 54.71 | 28.07 | 84.77 | 69.87 | 43.85 | 99.42 | 95.55 | 68.70
HC5Hm || 70.54 | 46.89 | 20.25 | 83.48 | 67.83 | 41.23 | 99.37 | 95.26 | 66.90
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4.5 Conclusao

Com base nos resultados apresentados no presente capitulo, notamos como nao apenas o
aumento no ntmero de parametros mas também o nivel extremo de alavancagem méaxima pode
deteriorar as aproximagoes usadas, o que ocorre com menor intensidade quando usamos o es-
timador HC5. As versdes modificadas dos estimadores HC4 e HC5 procuram atenuar esse
problema.

Em linhas gerais, os resultados numéricos apresentados aqui e no capitulo anterior eviden-
cilaram como os estimadores HC4m e H(C5m se mostraram superiores aos correspondentes es-
timadores HC4 e HC5 em modelos com muitos pardmetros ou em situacoes de alavancagem
maxima elevada sob forte heteroscedasticidade uma vez que as distribui¢oes nulas exatas de
estatisticas quase-t baseadas nesses estimadores foram melhores aproximadas pela distribuicao
nula assintética ao longo de todo o seu suporte. Em muitos casos esse fato se deu também nas

caudas da distribuicao.
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Figura 4.6: Discrepancias relativas de probabilidade para os casos a, b, c e d; n = 25, A = 100;
estatisticas HC3, HC4, HC4m, HC5 ¢ HC5m.
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CAPITULO b

Conclusdes finais e sugestdes para trabalhos futuros

E comum haver padroes heteroscedasticos em dados de regressao de corte transversal. Uma
estratégia comumente utilizada em trabalhos aplicados que empregam o modelo linear de re-
gressdo é a estimagdo pontual dos parametros através do método de minimos quadrados or-
dinérios, j4 que o estimador resultante é consistente, nao-viesado e assintoticamente normal
mesmo quando a suposi¢ao de igualdade de variancias é violada. H& varios estimadores consis-
tentes para a estrutura de covaridncias desse estimador. Eles tém a propriedade de serem con-
sistentes tanto sob homoscedasticidade quanto sob heteroscedasticidade de forma desconhecida
e sao comumente usados em estatisticas de teste, conduzindo a testes que se baseiam em aprox-
imacoes assintdticas. Na presente dissertacdo, nés usamos um algoritmo de integracdo numeérica
para avaliar, de forma exata, a qualidade de tais aproximacoes. Consideramos diferentes esti-
madores consistentes (HC0, HC3, HC4 e HC5) e mostramos que muitas vezes a aproximagao
se deteriora sobremaneira & medida em que nos distanciamos da regiao caudal das distribui¢des
nulas das estatisticas de teste correspondentes. Para minorar esse problema, propusemos dois
estimadores consistentes que sdo variacoes dos estimadores HC4 e HC5. Avaliacbes numéri-
cas realizadas mostraram que o uso desses novos estimadores pode conduzir a aproximacoes
assintoticas mais precisas, inclusive fora da regiao caudal. Pesquisas futuras devem avaliar o

comportamento desses estimadores quando usados para estimacgdo intervalar, ji que na pre-
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sente dissertacdao o nosso foco residiu exclusivamente em testes de hipoteses. Adicionalmente,
¢ importante desenvolver inferéncias robustas & presenca de heteroscedasticidade em modelos

nao-lineares de regressao.
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Apéndice A

Abaixo se encontra um dos programas utilizados na obtenc¢do dos resultados apresentados.

#include <oxstd.h>

#include "probimhof.ox"

#include <oxprob.h>

main()

{

decl F4,F5,F4m,F5m,i,n,p,c,alphal,alpha2,alpha3,alpha4d;

decl X1,X,X2,X3,X4,invx,P,H,I,sigma2,0mega,Pc,R;

/*Etapa 1- Calculo das matrizes H, X e R */

n=25;//tamanho da amostra;

p=5;//numero de parametros
c=(011101010);//vetor ¢
alphal=alpha2=alpha3=alphad4=0.36;
ranseed("GM");// gerador GM
ranseed({1510,2030}) ;//semente escolhida

Xi=ranlogn(n,1);//coluna 1 de regressores

65



X2=ranlogn(n,1);//coluna 2 de regressores
X3=ranlogn(n,1);//coluna 3 de regressores
X4=ranlogn(n,1);//coluna 4 de regressores

X1=X11X1; X2=X2|X2; X3=X3|X3; X4=X4|X4;//replicando os dados
n=2*n;//dobrando o tamanho amostral

X=1"X1"X2"X37X4;//matriz X do modelo
invx=invertsym(X’*X);//inversa da matriz x’x

P=invx*X?’;

H=X+P;//matriz H das alavancagens

I=unit(n);
sigma2=exp(alphal*(X[][1])+alpha2*(X[][2])+alpha3*(X[][3])+alphas4*(X[1[41));//
fungdo cedéstica

Omega=diag(sigma?2);//matrix Omega

Pc=P’*c*c’#P;//matriz usada para computar as matrizes V_i

R=sqrt (Omega) *X*invx*c*c’*invx*X’*sqrt(Omega) ; //matriz R

/* Etapa 2- computando as matrizes $G_i$ */

decl w,m,mx1,mx2,mx3,g,gl,g2,g3,gnew,gnew?2,weight4,weightb,weight4m,weightbm,

gnewb,gnew6,gnew’,gnews,D4,D4m,D5,D5m, G4m,G4,G5,G5m, V4m,V4,V5,V5m;

w=diagonal(H);//vetor das alavancagens
m= max(diagonal(H));//h_max
mxl=max (1, (n*0.1*m)/p);
mx2=max (1.5, (n*0.5%m) /p);

mx3=max (4, (n*0.7*m)/p);

I
-
-

g=(n.*w)./(p);//computando (h_t)/(p/n), t ., e armazeando em g

gl=g.>mx1 .7mx1 .:g;
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g2=g.>mx2 .7mx2 .:g;

g3=g.>mx3 .7mx3 .:g;

gnew=g.>4 .7 4 .:g;//em gnew armazenando os min{4, (h_t)/(p/n)}
gnew2=g.>1 .7 1 .: g;//em gnew2 armazenando os min{1.0, (h_t)/(p/n)}
gnewb=gl./2+g2./2;

gnew6=g.>1.5 .? 1.5 .: g;//em gnew6 armazenando os min{1.5, (h_t)/(p/n)}
gnew/=gnew2+gnewt;

gnewd8=g3./2;

weight4=sqrt(1.0./((1.0-w’) . gnew’));//usado para o HC4
weightd4m=sqrt(1.0./((1.0-w’) . gnew7’));//usado para o HC4m
weight5=sqrt(1.0./((1.0-w’). gnew8’));//usado para o HC5

weightbm=sqrt(1.0./((1.0-w’) . gnewb’));//usado para o HCbm

/* computando as matrizes V_i e G_i */

D4=diag(weight4);//usada para o HC4
D4m=diag(weight4m) ;//usada para o HC4m
D5=diag(weightb);//usada para o HC5
Dbm=diag(weightbm) ;//usada para o HCbm
V4=diagonalize (D4*Pc*D4) ;

V4m=diagonalize (D4m*Pc*D4m) ;
Vb=diagonalize (D5*Pc*D5) ;

Vbm=diagonalize (D5m*Pc*Dbm) ;

G4=sqrt (Omega) * (I-H)*V4*(I-H)*sqrt (Omega) ;
G4m=sqrt (Omega) * (I-H) *V4m= (I-H) *sqrt (Omega) ;
Gb=sqrt (Omega) * (I-H)*V5*(I-H)*sqrt (Omega) ;

Gom=sqrt (Omega) * (I-H) *V5m+* (I-H) *sqrt (Omega) ;
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/*Laco para calculo das probabiliades exatas */

F4=(ProbImhof (0, R, G4, 0, I));
F4m=(ProbImhof (0, R, G4m, 0, I));
F5=(ProbImhof (0, R, G5, 0, I));
Fbm=(ProbImhof (0, R, Gbm, 0O, I));
for(i=0;i<6;i=1+0.001)
{
F4=(ProbImhof(i, R, G4, 0, I));
F4m=(ProbImhof (i, R, G4m, O, I));
F5=(ProbImhof(i, R, G5, 0, I));
Fbm=(ProbImhof (i, R, Gbm, O, I));
println(probchi(i,1)“F4~“F4m~F5~Fbm);// probabilidades
computadas para HC4, HC4m, HC5 e HC5

}

/*imprimindo dados importantes*/

println("\t 0X PROGRAM: ", oxfilename(0));
println("\t OX VERSION: ", oxversion());
println("\t DATE: ", date());

println("\t TIME: ", time());

println("\t SAMPLE SIZE: ", n);

println("\t LAMBDA: ", max(sigma2)/min(sigma2));
println("\t MAXIMAL LEVERAGE: ", max(diagonal(H)));
println("\t LEVERAGE LIMIT 1: ", 2x(p/n));
println("\t LEVERAGE LIMIT 2: ", 3%(p/n));

¥
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Apéndice B

macao 0x.

Abaixo segue o codigo fonte que implementa a funcdo ProbImhof na linguagem de progra-

// The function ProbImhof(x, A, B, m, S) calculates the cumulative

// distribution function, evaluated at x, of the ratio of quadratic

// forms,

(z’Az)/(z’Bz), in a normal random vector z with mean vector

// m and variance matrix S.

// If B=0, then the distribution of z’Az is computed.

//

// ProbImhof(x, A, B, m, S)

//
//
//
//
//
//

X in:

A in:

B in:

m in:

S in:

scalar, x-value at which distribution is evaluated;

nxn matrix (is transformed into symmetric (A+A’)/2);

nxn matrix (is transformed into symmetric (B+B’)/2) or O;
nxl mean vector;

nxn positive definite variance matrix (pd is not checked).

// Return value

//

Returns the probability
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// P [ (z°Az) <= x ] if B == 0,

// P [ (z’Az)/(z’Bz) <= x ] if B <> 0,

// with z ~ N[m,S].

//

// QuanImhof(p, A, B, m, S)

// p in: scalar, probability at which quantile is evaluated;

// returns x;

#include <oxstd.h>
#tinclude <oxfloat.h>

#include <quadpack.h>

static decl s_1, s_d, s_c;

const decl QUANT_MAXIT

200;

const decl QUANT_EPS

1e-8;

static imhof_mgf (const u)

{
decl eps = 0.5*(sumc(atan(s_l*u)+(s_d.~2).*s_l#u./(1+((s_1*u)."2)))-s_c*u);
decl gam = prodc(((1+((s_1*u)."~2)).70.25) .%exp(0.5*%((s_d.*s_1*u)."2)./(1+(s_1*u)."2)));

return (sin(eps)/(u*gam));

¥

ProbImhof (const x, const A, const B, const m, const S)
{

decl Q, V, result, abserr;

decl P = choleski(S);

if (B == 0)
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{
Q = P’ ((A+A?)/2)*P;

eigensym(Q,&s_1,&V);

S_C = X;
¥
else
{
Q = A - Bxx;

Q = (P2((Q+Q?)/2)*P);

eigensym(Q,&s_1,&V);

s_c = 0;

+

s_d = V’solvelu(P, 0, 0, unit(rows(P))) *m;
s_1 =1s_17;

s_d = selectifr(s_d,s_1);

IU)
=
1]

selectifr(s_1,s_1);
QAGI (imhof_mgf,0,1,&result,&abserr);
return (0.5 - result/M_PI);

b

QuanImhof (const p, const A, const B, const m, const S)
{
// not very efficient, but it works
decl i, pa, pb, xa, xb, w, diff, pn, xn;
if (p <= 0)
return O;
// find an initial bracket

pb = xb = 0.0;
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do

{
pa = pb; xa = xb;
xb = (xb + 1) * 2;
pb = ProbImhof (xb, A, B, m, S);

} while (pb < p);

// now narrow bracket
for (i = 0; ; ++i)
{

diff = pb - pa;

w = diff > 0.01 ? 0.5 : (pb - p) / diff;

xn = xa * w+ xb * (1 - w);

pn = ProbImhof(xn, A, B, m, S);
if (pn < p)
Xa = xn, pa = pn;
else
xb = xn, pb = pn;
if (pb - p < QUANT_EPS)
return xb;
else if (p - pa < QUANT_EPS)
return xa;

if (i >= QUANT_MAXIT)

return .NalN;
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