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Resumo

O objetivo desta dissertacdo é avaliar e aplicar métodos de anilise de influéncia na andlise estatistica
de formas. A partir do modelo de delecio de casos (CDM) obtem-se uma medida da distancia de Cook
quando o conjunto de dados tem distribuicdo Bingham complexa. Mediante simula¢des de Monte
Carlo e 0 método bootstrap tem-se a estimacdo da regido de confianca para a distadncia de Cook em
diferentes conjuntos de dados com distribuicdo Bingham complexa. Além disso, é mostrado nesta
dissertacdo que outros métodos para andlise de influéncia podem funcionar em anilise de formas. A
eficacia da distancia de Cook frente aos métodos apresentados ¢ avaliada.

Palavras-chave: Bingham complexa; distancia de Cook; bootstrap; andlise de formas.



Abstract

The objective of this dissertation is the evaluation and application of influence analysis methods in
statistical shape analysis. Through the model of deleting cases (CDM) is obtained a measure of the
Cook distance when the data set has the complex Bingham distribution. Through simulations of
Monte Carlo and the bootstrap method the estimation of region of confidence for the distance of
Cook is gotten. By the Monte Carlo simulation and the Bootstrap methods the confidence interval
is estimated for the Cook distance in different data sets with complex Bingham distribution. Beyond
that, it is shown that other influence analysis methods can work on shape analysis. The efficacy of
the Cook distance in the presented methods is evaluated.

Keywords: Bingham complex; Cook distance; bootstrap; shape analysis.
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cAPiTuLO 1

Introducao

1.1 Introducao

A anilise estatistica de formas tem sido requerida em varios campos de investigacdo. Atualmente
técnicas cientificas e tecnoldgicas sdo desenvolvidas com o fim de estudar mais a fundo as formas dos
objetos. O uso do computador e os avancos da tecnologia proporcionaram ferramentas (teis para a
manipulacdo e captura de imagens de objetos em 2 e 3 dimensdes. Medir, descrever e comparar as
formas dos objetos é de grande importancia pratica em muitas aréas, tais como: biologia, medicina,
computacao visual, antropologia e arqueologia.

A anélise estatistica de formas centra-se na metodologia para a andlise de formas na presenca
de aleatoridade. Portanto, um dos objetivos principais da andlise de formas é estimar a forma média
populacional utilizando amostras e, assim, estudar a estrutura da populagdo, sua variabilidade e
realizar inferéncias. O campo de anilise de formas envolve métodos para o estudo das formas de
objetos, nos quais informag¢3o de locacdo, rotacio e escala podem ser removidos.

A forma mais eficaz para analisar formas de objetos é por meio da obtencdo de locacdes
geométricas ou pontos chaves, chamados de landmarks (marcos anatdmicos). As coordenadas
numéricas dos marcos anatdmicos s3o usadas para representar um objeto e estas pertencem a um
espaco chamado de espa¢o de marcos anatdmicos.

A partir das coordenadas de um objeto no espago de marcos anatdémicos, um novo conjunto de
coordenadas de objetos, que serd chamado de coordenadas de pré-forma, pode ser obtido. Com o
fim de remover os efeitos de escala e locacdo, transformacdes apropriadas sdo utilizadas. Apds a

remocao dos efeitos de locac3o e escala, um novo sistema de coordenadas é considerado, em um novo



espaco que serd chamado de espago de pré-formas. Baseado nas coordenadas pré-forma, a matriz
produto (SSP) pode ser calculada conjuntamente com a forma média de uma amostra aleatéria. A
matriz produto representa a variacdo das coordenadas pré-forma e a forma média é definida como o
autovetor associado ao maior autovalor dessa matriz.

Com o objetivo de que a informacdo de rotacido das coordenadas pré-forma de um objeto sejam
removidas, o objeto é rotacionado até ele ficar t3o préximo quanto possivel do "objeto médio”.

Considerando que o espaco de pré-formas e o espaco de formas sdo espacos ndo-euclideanos,
¢ dificil desenvolver uma andlise padrdo nesses espacos. E possivel definir uma aproximacio linear
ao espac¢o euclideano, para evitar dificuldades nos espacos ndo-euclideanos. O espaco tangente é a
versdo linear do espaco de formas na proximidade de um ponto particular de espaco de formas. Para
uma amostra aleatéria de objetos, as coordenadas pré-formas desses objetos podem ser projetadas
no espaco tangente da forma média amostral. As novas coordenadas sio chamadas coordenadas
tangentes.

Métodos inferenciais em andlise de formas sdo freqlientemente realizados no espago tangente.
Tais métodos funcionam melhor quando os dados estdo muito concentrados. No espago tangente,
dispGem-se de muitos procedimentos comumente usados em andlise multivariada padrdo.

E comum encontrar em um conjunto de dados observacdes que se afastam demasiado das
restantes, parecendo que foram geradas por mecanismos diferentes. O estudo destas observacdes
é importante dado que uma etapa importante em qualquer andlise estatistica de dados é estudar
a qualidade das observacdes. Uma medida importante para a deteccdo de observacdes influentes é
a proposta por Cook (1977). Nesta dissertacdo esta medida serd aplicada na andlise estatistica de
formas, quando o conjunto de dados tém distribuicdo Bingham complexa, e esta serd comparada

com outros métodos utilizados para detectar observacSes influentes em um conjunto de dados.

1.2 Revisao da Literatura

Em 1977 David Kendall publica “The diffusion of shape”, um breve resumo no qual introduz uma
nova representacdo de formas de objetos em espacos complexos projetados. Neste resumo Kendall
introduz a difusdo da forma como uma evolu¢do aleatdria de drbitas (sob a agdo de grupos gerados
por rotagdo, translagdo e escalonamento) de um conjunto de particulas de difusdo independentes de
acordo com um movimento Browniano no espag¢o complexo projetado ou espaco euclidiano. Kendall
(1984) introduz um sistemas de coordenadas o que se conhece por sistema de coordenadas de
Kendall. Neste sistema de coordenadas a loca¢do de um conjunto de formas é removida usando uma
matriz especial, a matriz de Helmert. Muitos estatisticos que sabiam pouco sobre espagos complexos

projetados e que n3o trabalhavam em processos de difusdo ndo viram aplicagdes imediatas para os



seus proprios trabalhos. No entanto, Kendall em uma seqiiéncia de palestras continuo explicando
sobre a sua teoria, apresentando conjuntamente aplica¢Ges e problemas na arqueologia, desta forma,
as teorias de Kendall foram ganhando seguidores.

Em Kendall (1984) um sistema de coordenadas é introduzido: mais tarde, chamaremos isso de
sistema de coordenadas de Kendall. Uma contribui¢do importante de Kendall (1984) foi a defini¢do
matematica de forma, onde ele define um espago matematico para representar a forma de um conjunto
rotulado de k£ pontos em m dimensdes.

Por outro lado, em Bookstein (1984) e Bookstein (1986) uma base matemdtica para o estudo
de formas bioldgicas é apresentado. Introduz também o sistema de coordenadas de Bookstein, que
remove os efeitos de translacdo, rotacdo e escala manipulando dois dos marcos anatémicos de tal
maneira que eles estejam em posigoes fixas.

Quando Kendall foi convidado para debater o artigo de Bookstein (1986) estabeleceu uma
conexdo entre as duas teorias. Kendall e Bookstein se basearam no mesmo sentido: as formas
poderiam ser representadas como variedades. O sistema de coordenada utilizado por Bookstein é
diferente do sistema de coordenada tratado por Kendall. Os marcos anatémicos de Bookstein corres-
pondem ao conjunto de etiquetas de k pontos em m dimensoes de Kendall. Uma das diferencas mais
importantes foi na aplicacdo que cada um deles fez. As aplicaces de Kendall foram na arqueologia
incluindo problemas na organizacdo de antigos timulos egipcios em ordem cronolégica, com base
na variacdo de estilo de artefatos que continham. Enquanto que as aplicacdes de Bookstein foram
na ciéncias biolégicas e medicina. Bookstein reuniu pesquisadores tradicionais tais como D “Arcy
Wentworth Thompson, Julian Huxley, e mais tarde reline pesquisadores em alometria e morfometria
multivariada.

D “Arcy Wentworth Thompson pioneiro da matemadtica bioldgica e lembrado principalmente como
o autor do livro On Growth and Form (1917), o livro foi qualificado como uns dos melhores traba-
lhos da literatura cientifica que tenha sido registrado na lingua Inglesa. Thompson encontrou uma
correlacdo entre formas e fendmenos mecanicos ou forma de uma estrutura biolégica e sua fungao.
Suas observagdes da filotaxia (relagdes numéricas entre estruturas espirais das plantas) e sua relagdo
com a seqiiéncia de Fibonacci foram bdsicas com o tempo.

Muito da teoria estatistica tem sido dedicada a estimacao dos parametros de locagdo e escala. A
teoria estatistica de formas concentra-se em aspectos relacionados com dados nos quais informac3o
de locacdo e escala foram removidos. Em 1934 Fisher, R. A. introduz o conceito de configuracdo
em amostras univariadas.

O principio da analise de Procrustes pode ser devido a Mosier e, em seguida, ao trabalho de Sibson
e Gower. Na comparacdo de diferencas de forma entre dois conjuntos de dados, a andlise Procrustes

procede transformando um conjunto de dados para tentar encaixar em outro. As transformacdes



nos permitem uma andlise padrdo incluindo mudancas na locacdo, escala e rotacdo. Quando uma
transformacdo de um dos conjuntos de dados foi encontrada para ficar o mais préximo do outro
conjunto, a soma das diferencas ao quadrado das coordenadas entre eles é chamada de distancia
Procrustes entre os dois conjuntos de dados.

Um modelo probabilistico importante para anilise estatistica de formas foi apresentado por Kent
(1994). Este modelo é a distribuicdo Bingham complexa, uma versdo complexa da distribui¢do
Bingham real. Uma propriedade importante da distribuicao Bingham complexa é a simetria complexa.
Esta simetria complexa significa que um vetor e qualquer versdo rotacionada desse vetor terdo a
mesma distribuicdo. Esta propriedade é dtil porque a andlise de formas pode ser desenvolvida
enquanto se trabalha com pré-formas. A distribuicdo Bingham complexa na esfera é tdo importante
quanto a distribuicao normal na reta.

Mardia e Dryden (1998) aproveitaram as observagdes de Kendall e comegaram a trabalhar para
enfocar as idéias na pratica estatistica. O modelo probabilistico apresentado por Kent resultou estar
estreitamente relacionado com Mardia e o labor de décadas anteriores relacionado com a distribuicdo
de dados direcionais. Dryden e Mardia a partir do final da década de 1980 publicaram uma grande
série de trabalhos originais. Por exemplo, a andlise estatistica de landmarks usando a teoria da
distribuicdo conjunta do tamanho e da forma de configuracdes planas gaussianas. Este trabalho foi
uma extensdo de trabalhos anteriores que consideraram andlise de forma marginal. Casos especiais

da distribuicdo de tamanho e forma sdo examinados e o0 modelo gaussiano isotrépico também.

1.3 Organizacao da Dissertacao

No Capitulo 2 se apresentam conceitos basicos da andlise estatistica de formas. Ser3o revisados
conceitos relacionados a representacdo matematica de formas, tais como matrizes de configuragdo e
espaco de formas, diferentes sistemas de coordenadas e andlise de Procrustes. DistribuicGes comu-
mente utilizadas na andlise estatistica de formas, e o algoritmo para gerar a distribuicdo Bingham
complexa serdo apresentadas neste capitulo. No Capitulo 3, serdo apresentados conceitos de in-
fluéncia tais como distancia de Cook, influéncia local e influéncia em dados normais multivariados.
No Capitulo 4 serdo vistos o teste de discordancia para dados distribuidos na esfera, os conceitos de
influéncia sdo aplicados na teoria da anilise estatistica de formas, e serd apresentada a distancia de
Cook para formas com distribuicdo Bingham complexa. No Capitulo 5 apresenta-se um exemplo dos
diferentes métodos para avaliar influéncia em um conjunto de dados com distribuicdo Bingham com-
plexa. S3o apresentados resultados numéricos, onde a eficiéncia da distincia de Cook para formas
com distribuicdo Bingham complexa serd comparado com outros testes de influéncia. No Capitulo

6 sdo apresentadas as conclusGes obtidas na dissertacdo. Finalmete no Capitulo 7 sdo apresentadas



algumas sugestdes para trabalhos futuros.

1.4 Plataforma Computacional

Os resultados numéricos apresentados nesta dissertacdo foram obtidos utilizando o ambiente de pro-
gramacao e andlise de dados R em sua vers3o 2.6.0 para os sistemas operacionais Microsoft Windows
e Linux. O R se encontra disponivel gratuitamente através do site http://www.R-project.org.

A presente dissertacdo de mestrado foi digitada utilizando o sistema de tipografia IKTEX, que
consiste em uma série de macros ou rotinas do sistema TEX que facilitam o desenvolvimento da
edicdo de texto. Detalhes sobre o sistema de tipografia BXTEX podem ser encontrados em De Castro
Korgi (2003).



CAPITULO 2

Analise Estatistica de Formas

2.1 Conceitos Basicos

Os avancos da tecnologia tém conduzido a uma obten¢3o sistemética de imagens em 2 ou 3 dimensdes
e o estudo da forma dos objetos é cada vez mais utilizado na solu¢ao de problemas reais.

Neste trabalho, o conceito de forma representa toda a informacdo geométrica que se mantém
quando efeitos de localizagdo, dimensdo e rotagdo sdo retirados de um objeto. Portanto, a forma
de um objeto é invariante sob os efeitos de translacdo, rotacdo e escala. Dois objetos tém a mesma
forma se eles podem ser transladados, redimensionados e rotacionados uns aos outros para que eles
correspondam exatamente, isto é, se os objetos sdo semelhantes.

Descreve-se a forma por um nimero finito de pontos de localizacdo em cada espécime que serdo
chamados de landmark. Um landmark (marco anatémico) é um ponto de correspondéncia em cada
objeto. O marco anatémico pode ser fixado pelo conhecimento do pesquisador e/ou por questdes

geométricas.

2.1.1 Representacao Matematica de Formas

Uma configuragdo é um conjunto de marcas coordenadas sobre um determinado objeto. A matriz
de configuracdo Y é uma matriz de dimens3o k x m de coordenadas Cartesianas de k marcas em

m dimensdes. A matriz de configuracdes é dada por



Yyl o Yim
(2.1)
Ye1 - Ykm

O espacgo de configuracdo é o espaco de todas as possiveis marcas coordenadas. Removendo-se
a informac3o sobre escala, locacdo e rotacdo a forma da matriz de configuragdo é obtida.

O espaco de marcos anatomicos é um espaco real R onde s3o representadas as coordenadas
cartesianas de um marco. Por exemplo, para objetos bidimensionais (m = 2), o espago de marcos
anatémicos é R?. Nesta dissertac3o, s6 sera tratado o caso m = 2.

Algumas operagdes precisam ser feitas na matriz Y para eliminar os efeitos de locagdo, escala e
rotacdo. A matriz de configuragao pode ser escrita como um vetor complexo quando m = 2. Defina

um vetor complexo k x 1

2= (o +iyre o yen +iyk2)” = (2 2) (2.2)

cujos elementos correspondem as coordenadas complexas dos marcos anatémicos. Quando a con-
figuracdo conserva os efeitos de locac3o, escala e rotacdo, o super indice  é usado. Os detalhes de
cada transformac3do para o caso m = 2 serdo dados a seguir.

O primeiro passo é remover a locacdo. Isso pode ser feito de varias maneiras, dependendo
do sistema de coordenadas. Aqui serdo usadas as coordenadas de Kendall. Para o sistema de
coordenadas de Kendall, serdo necessdrios detalhes sobre a matriz de Helmert e sobre a sub-matriz
de Helmert. A sub-matriz de Helmert proporciona uma transformacio linear particular que remove
a locagdo pré-multiplicando 2° [veja Small (1996, p. 130 ) e Dryden & Mardia (1998, p. 34)].

A sub-matriz de Helmert H é uma matriz de dimensdo (k — 1) x k, que é a matriz de Helmert
HY com a primeira linha removida. A matriz de Helmert completa HY é uma matriz ortogonal
k x k, cuja primeira linha tem todos os elementos iguais a 1/\/% e tem a (j + 1)-ésima linha, para

7 > 1, dada por
(h]77hja_]h]707a0>r hj:_]{](]—i_l}il/%

com j =1,...,k — 1, onde o nimero de zeros na (j + 1)-ésima linha é igual a k — j — 1. Por

exemplo, se o niimero de marcos anatomicos é 4, a matriz de Helmert completa é dada por

1/V4 1/V4 1/vV4  1/V4
HE ~1/vV/2 1/V2 0 0

—1/v6  —1/v6  2/V6 0 ’

-1/V12 —1/V12 —1/V/12 3/V/12



e a sub-matriz de Helmert é

—1/vV2  1/V2 0 0
H=| -1/V6 -1/v6 2/V6 0
—1/V/12 —1/V/12 —1/V12 3/V12

A configura¢do helmertizada é dada por
w=H2" (2.3)

Diz-se que uma configuracdo é centrada se lfzo = 0, onde 1; é um vetor de uns de dimens3o kx 1.
Configura¢Bes helmertizadas estdo conectadas a configuragdes centradas pela seguinte propriedade
da matriz de Helmert [veja Dryden & Mardia (1998, p. 54)]:

1
H'H =1, — %1k1{,

onde Ij, é a matriz identidade de ordem k x k. Além disso, uma vez que H' é ortogonal, tem-se
HTH = I),_,. Desse modo, sendo o vetor z° = (z?l), e z?k))T uma configuragao complexa, temos
1

k1k1{)z0 =20 301,

(I —

0_ 201, é uma configuracdo centrada, tem-se que

20 _ .15k .0
onde z' =k Zi:1 2G)- Portanto, uma vez que z
as configuracdes centradas sdo iguais as configuracdes helmertizadas multiplicadas por HT. Aplicar
a matriz de Helmert é equivalente a centrar as configuragdes.

O efeito escala pode ser removido da configuracdo helmertizada w usando

w HZY
B Vw*w - V(HZ0)*H20 (24)

z

onde w* é o transposto conjugado complexo de w. O vetor z é chamado de pré-forma da configuracdo
complexa 2. Este nome foi usado por Kendall (1984). Note que a pré-forma é uma forma com a
informac3o de rotacdo conservada.

O conceito de espaco de pré-formas serd apresentado porque tem um papel muito importante no
dominio da andlise de formas [veja Dryden & Mardia (1998, p. 59) e Small (1996, p. 9)]. O espago
de todos os possiveis vetores complexos (k — 1) x 1 que ndo possuem informacdo de translagdo nem
escala, é chamado espaco de pré-formas. Desse modo, o espaco das pré-formas (Sé“) consiste em

uma hiperesfera unitdria complexa em (k — 1) dimensdes; isto é
CSF2={z:22=1,2eCF 1}, (2.5)

onde CF~1 ¢ o espaco complexo (k — 1)-dimensional, e CS*~2 é igual a esfera real de raio um na

dimensio 2k — 2, §2k—3,



O espaco de formas pode ser pensado como o espaco de pré-formas com a informac3o de rotagdo
removida. O espago de formas é o conjunto de todas as possiveis formas. A dimens3o do espago de
formas associado a objetos com k& marcos anatémicos em m dimensdes é dada por

m(m — 1)
2

km—m-—1-—

O termo km é a dimens&o total da matriz de configuragdo Y e se subtrai m, 1 e m(m —1)/2
como conseqiiéncia da remog¢do de locagdo, escala e rotagdo, respectivamente [Dryden & Mardia
(1998, p.56)]. A seguinte classe de equivaléncia pode eliminar a informag3o de rotagcdo no vetor de
pré-forma z:

(2] = {e?2: 0 € [0,2m)}, (2.6)

onde por [2°] se identifica qualquer uma de suas versdes rotacionadas. Kendall (1984) ressalta que
o espaco de formas quando m = 2 é o espaco complexo projetado CP*~2 o espaco de linhas

complexas passando pela origem. Assim, o espaco para k pontos em duas dimensdes é definido por:

vk = cpr2

2.1.2 Forma Média

Na anélise de formas enfrentamos muitas situacdes em que precisamos obter uma estimativa de

uma forma média. Considera-se agora um método para estimar a forma média de uma determinada

0

n uma amostra

populagdo, o que proporciona uma adequada nog3o da forma média. Seja 2{,...,z
aleatéria de configuragdes complexas originaria de uma populacdo de objetos II, onde cada ZZQ esta
definido em (2.2).

Seja 21,...,2, as pré-formas de 2¥,... 20, onde z; estd defina em (2.4) e z; € CSk2. 0

autovetor correspondente ao maior autovalor da matriz complexa de somas de quadrados e produtos

SSP, equivale a forma média Procrustes completa i e é definida por [veja Kent(1994)]

n
S=) zz. (2.7)
i=1
A matriz complexa S é hermitiana, pois satisfaz a condicio S = S* [Axler (1997, p. 128)].
A matrix complexa de somas de quadrados e produtos S tem posto completo com probabilidade 1
se a distribuicdo das pré-formas tem densidade com respeito a distribuicdo uniforme na esfera das
pré-formas e n > k — 1. Aplicando o teorema da decomposicio espectral para matrizes hermitianas,
dado em Mirsky (1955, p. 388), S é escrito como

nn
I
>

S, (2.8)



onde 5\1 > 5\2 > ... > j\k_l > 0 sdo os autovalores e fi1, ..., fix_1 S30 os autovetores correspon-
dentes de 5.

Dado que 5\1 > 5\2 > ... > 5\;4,1 > 0, que serd comumente o caso na pratica, a forma média [
é definida por
(2.9)

=
I
=

2.2 Sistemas de Cooordenadas

A fim de descrever a forma de um objeto € (til especificar um sistema de coordenadas. Considera-se
neste trabalho alguns dos sistemas de coordenadas mais usados e importantes em andlise estatistica
de formas. A escolha adequada do sistema de coordenadas para formas serd invariante sob locagao,
escala e rotacdo da configuracdo. Serdo considerados aqui: coordenadas Procrustes completas,

coordenadas tangentes e coordenadas polares de Kent.

2.2.1 Coordenadas Procrustes Completas

A andlise de Procrustes é uma metodologia utilizada para encaixar dois ou mais objetos. O objetivo
é fazer transformacdes tais que duas configuracdes complexas sejam t3o préximos uma da outra
quanto possivel em termos da norma Euclidiana. Isto é feito usando as pré-formas desses objetos
porque estas tém a mesma translagdo e escala.

Considere-se duas configuracdes complexas y = (y1,...... ,Uk) € w = (wy,...,wg), tais que
y,w € Cg, com y*1 = 0 = w*1y, onde y* denota o transposto do complexo conjugado de y e
w* denota o transposto do complexo conjugado de w. A fim de comparar configuracdes precisamos
estabelecer uma medida de distancia entre as duas formas.

Um procedimento adequado para encaixar w em y é usando transformacdes de similaridade. As
diferencas observadas entre ¥y ajustado e y observado, indicam a magnitude das diferencas de forma

entre w e y. Considere o modelo de regressdo complexo

y = (a+ib)1y + Bew + ¢
= [1k7w]A + €
= XpA+e (2.10)

onde A = (A1, A2)T = (a + ib, Be?) s3o pardmetros complexos 2 x 1 com translacdo a + ib, escala
B > 0 e rotagdo 0 < 6 < 27; € é um vetor complexo de erros; e Xp = [1i, w] é a matriz de

planejamento k x 2.
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Para obter as estimativas dos parametros desta regressdo complexa, é necessario minimizar a

soma de quadrados dos erros que é dada por

D?*(y,w) = €'e = (y — XpA)*(y — XpA).
A superimposicao Procrustes completa de w em y é obtida por estimar A com A, onde

A = (a+ib, ﬁeié)T = arginf €*e = arginf (y — XpA)*(y — XpA).
O ajuste Procrustes completo (superimposicdo) de w em y é dado por
w’ = XpA = (a+ib)1;, + Beiéw,
onde o vetor (3,0, a,b) é escolhido de tal maneira que minimize
D*(y,w) = |ly — wBe” — (a + ib) 15|

A soma de quadrados D?(y,w) serd minimizada ao escolher os seguintes valores

a+ib=0, (2.11)
0= arg(w*y) = —arg(y*w), (2.12)
* * 2
w*w

Detalhes sobre a prova destes resultados podem ser encontrados em Dryden & Mardia (1998).
Esta é a solucdo de minimos quadrados ordindrios, mas com varidveis complexas. A solucdo pode

ser escrita da seguinte maneira:

R P . 1 os N A w*
A= (A, A)T = (X5 Xp) 'Xhy = A1 =0, A= (w*i). (2.14)

Note que o ajuste Procrustes completo de w em y é dado explicitamente por

wl = XpA = Beiéw = L (2.15)

O vetor de residuos 7 =y — XpA é dado por
r= I, — Xp(XpXp) ' Xply = (Ir — He)y,
onde H,. é a matriz chapéu de Xp. Isto é
H, = Xp(XpXp) 1X5.
O valor minimizado da funcdo D? é

D2(r,0) = r*r = y*y — w (2.16)

11



A expressdo (2.16) n3o é simétrica em y e w a menos que y*y = w*w. Uma padronizagdo conveniente

é tomar as configura¢des como unitarias, ou seja,
Vyty = vwrw = 1.

Se a padronizacdo for considerada, entdo temos uma medida adequada de distancia entre formas.

A distancia Procrustes completa entre duas configuragdes complexas w e y é definida por:

. Yy w i0 .
drp(w,y) = inf ||—— — ——fe"” —a —ib
’ soab |||yl [lwl]
0w 1/2
— vyt (2.17)
wrwy*y
Seja z1,...,2, uma amostra aleatéria de pré-formas e sejam wq,...,w, as correspondentes

configuracdes helmertizadas.
As configuragdes tém uma rotagdo arbitraria [veja Dryden & Mardia (1998, pp. 44 —45)]. Assim,
antes de proceder com a anilise estatistica de formas, é necessario rotacionar todas as configuracdes

de tal maneira que estejam o mais préximo possivel da forma media amostral. O célculo é o mesmo
de (2.15):

P ' ;
wi =——, i=1,...,n, (2.18)
wiwi
desta forma w?. ... . w! s3o0 as coordenadas Procrustes completas.Quando as pré-formas s3o escritas
1> »n

como z; = Hz) /[ (H2)*Hz? = w;/||wi||, onde ||lw;|| = \/w}w;, as coordenadas Procrustes também

podem ser calculadas assim:

P _ _x~ .
w; =2z flz;, t=1,...,n.

2.2.2 Coordenadas Tangentes

O espaco tangente é a versao linear do espago de formas na proximidade de um ponto particular do
espa¢o de formas (o pdlo da projecdo tangente). O pdlo é habitualmente escolhido para ser a forma
média, obtida a partir do conjunto de dados de interesse, e dai a escolha das coordenadas depende do
conjunto de dados em estudo. Suponha uma projecdo tangente para a esfera de pré-formas que nao
depende da rotac3o da figura original e portanto, um sistema adequado de coordenadas tangentes
para formas.

A distancia Euclidiana no espago tangente ao espaco de formas é uma boa aproximacdo para
a distancia Procrustes (2.17) no espag¢o de formas nas imediagdes do pdlo. Na anélise de formas
VEemos que o0 espaco tangente é extremamente importante e Gtil.

Existem diferentes tipos de coordenadas no espago tangente. Aqui, usaremos as coordenadas

Procrustes parciais, que sao dadas por

ti = ePLy — i)z, i=1,...,n, (2.19)
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onde z; é um vetor pré-forma definido em (2.4) e 6 = arg(—/i*z;) minimiza ||i—zei? |2 e 2| = Vz" 2.
Coordenadas tangentes Procrustes parciais envolvem apenas rota¢do (e ndo escalonamento) para
encaixar com a pré-forma.

Suponha que z1, ..., z, é uma amostra aleatéria de pré-formas e t1, ..., t, sdo suas coordenadas
tangentes, onde cada z; e t; sdo calculadas usando (2.4) e (2.19), respectivamente. Seja v; um vetor
de tamanho (2k — 2) x 1 obtido empilhando as partes real e imagindria das coordenadas da cada t;.

Se t; = x; + 1y;, essa operacdo é representada por cvec e define-se
v = evee(ty) = (T, ), (2.20)

onde z; = R(t;) é a parte real de t; e y; = J(¢;) é a parte imagindria de ¢;. Se o ndmero de
marcos anatdémicos é k, um vetor pré-forma z; tem dimens3o (k — 1) e seu correspondente vetor de
coordenadas tangentes v;, onde v; é dado em (2.20), tem dimens3o (2k — 2).

Métodos padrao de andlise multivariada podem ser aplicados a coordenadas tangentes reais v;.
Quando os dados estdo altamente concentrados, métodos baseados na distribuicdo normal multi-
variada podem ser aplicados as coordenadas reais tangentes v; [veja Dryden & Mardia (1998, p.
151)].

2.2.3 Coordenadas Polares de Kent

Kent (1994) propde um sistema de coordenadas polares na esfera. Seja (z1,...,2,_1) um ponto

em CS*=2. Este é transformado em (s, ..., s5_2,01,...,0;_1) onde

Y2 sin(0;), (2.21)

R(z;) = si/? cos(8;), S(zj) = 5

J

paraj=1,...,k—1,5;>0,0<0; <2mes;,_1=1—51 —...—5,_2. Mais detalhes sobre este
sistema de coordenadas podem ser encontrados em Shelupshy (1962). As coordenadas s, ..., Sk_2
pertencem ao simplex unitdrio de dimensdo k£ — 2, S;_o. Ao identificar a esfera complexa de pré-

formas com o produto cartesiano Si_o x [0,27)*~!, temos a medida de volume de CS*~2 por
227k dsy ... dsp_od0; ...dOk_;. (2.22)

O volume total é
27Tk—1

(k—2)
uma vez que o volume do j-ésimo simplex é 1/j!, para j =1,2,....
Rotacionando z a um eixo fixado, coordenadas de forma podem ser obtidas. Considere a in-
formagdo de rotagdo da figura original em 6;_1; entdo, as coordenadas de forma (de dimens3o
2k — 4) s&o

(Sla"'7Sk*27¢17"‘7¢k*2)7 (223)
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onde ¢; =0; — 01, j=1,...,k — 2. Entdo a medida de volume no espago de formas é
227Fds; ... dsp_odd1 . .. dop_o, (2.24)

e o volume total é
k=2

(k—2)!"
2.3 Algumas Distribuicoes de Probabilidade em Andlise de Formas

S3o de fundamental interesse as distribuicdes de probabilidade no espaco de formas, pois estas
fornecem modelos para a andlise estatistica de formas. Considerando que o espaco de formas é n3o-
euclidiano, as distribuigdes tém que ser tratadas com um cuidado especial. Neste trabalho trataremos
com quatro importantes distribuicdes de probabilidade: a distribuicdo uniforme, a distribuicdo Bin-

gham complexa, distribuicdo a normal complexa e distribuicdo Watson complexa.

2.3.1 Distribuicao Uniforme

Usando coordenadas polares de Kent, foi mostrada uma medida de volume no espago de pré-formas
na equa¢do (2.22) e uma medida de volume no espaco de formas na equagdo (2.24). Neste mesmo
espaco, ao normalizar a medida de volume no espaco de formas, obtém-se a medida uniforme d~.
0.

Considere a configuragdo z"; as coordenadas polares de Kent (2.21) na esfera de pré-formas sdo

obtidas da pré-forma z = (z1,...,2,_1)" = H2"/|HZ°|| por
Re(z) = s;/Q cos(0;), S(z) = S}/Q sin(6;)

paraj=1,...,k—1,5;>0,0<0; <27

A medida de forma uniforme é dada por

k—2)!
d’y = E27T)k)2d81 e dSk_ngf)l e dqbk_g,
com [d¢ =1.
Transformando UX = (U3K, ey U,f(, V})K, ey VkK)T para coordenadas de Kendall, temos a me-

dida uniforme sobre o espaco de formas dada por
dy = foo(u)dUE .. dUEAVE . dVE

onde
(k—2)lr

~ {r(1+ uTu) T
Para prova deste resutado veja Dryden & Mardia (1998).

foo(u)
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2.3.2 Distribuicao Bingham Complexa

Vamos considerar o caso de uma distribuicio de probabilidade na esfera de pré-formas CS*~2, onde
CS*2 ¢ a esfera unitaria complexa em k& — 1 dimensdes definida em (2.5). No caso de anilise de
formas, considere k£ marcos anatdémicos em m = 2 dimensdes com coordenadas complexas escritas
20 (2.2), isto é, vetores complexos k x 1. Pré-multiplicando z° pela sub-matriz de Helmert (de
dimens&o (k —1) x k), obtém-se k — 1 configuragdes helmertizadas w (2.3). Normalizando por ||w||,

segue que a pré-forma é dada por
z=(21,...,2.1) = — € CS"? (2.25)

A distribuicio de Bingham complexa em CS*~2, denotada CB},_5(A), tem funcio de probabili-
dade
f(2) = c(A)lexp(z*Az), ze€CS*2 (2.26)

onde z* denota o transposto conjugado complexo de z, A é uma matriz hermitiana (A = A*) de

tamanho (k — 1) x (k— 1) e ¢(A) é uma constante normalizadora dada por:

k—1
c(A) =271 Cajexp(y),  ait =Ty - M), (2.27)
j=1 i#j
em que A\ < A2 < ... < Ag_1 = O representam os autovalores de A. Note que ¢(A) = ¢(A)
depende apenas dos autovalores de A e A = diag(A1,...,Ax—1). A prova deste resultado pode ser
encontrada em Dryden & Mardia (1998, p. 113).
A distribuicdo de Bingham complexa foi obtida a partir da distribuicdo Bingham real, que é
utilizada em dados esféricos.

A distribuicdo tem a seguinte propriedade:

F(e%2) = f(z)

e, portanto, é invariante em relacdo a rotagdes da pré-forma z. Entdo, se um objeto é rotacionado,
ele tem a mesma densidade e tanto este quanto o objeto original participarao identicamente da
inferéncia. Esta propriedade faz da Bingham complexa uma distribuicdo adequada para anilise de
formas.

Uma vez que z*z = 1 para z € CS*2 pode-se ver que as matrizes pardmetro A e A + ol
definem a mesma distribui¢do de Bingham complexa, com ¢(A+al) = ¢(A)e®, onde o é um niimero
complexo. Para mais detalhes sobre as propriedades da distribuicao de Bingham complexa veja Kent
(1994).
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Relacao com a Distribuicao Bingham Real

A distribuicdo Bingham complexa de dimensao k — 2 pode ser considerada um caso especial da
distribuicdo Bingham real de dimensdo 2k — 3 da seguinte forma. Se o j—ésimo elemento de
z é (2); = zj + iy;, define u = (z1,91,...,Tk_1,Yk—1)7 um vetor de dimensio (2k — 2), ou
seja, dividir cada nimero em suas partes real e imaginaria. Além disso, se A = (ay;) possui
entradas ap; = ap;exp(iby;) com 0;, = —0p;, —m < 0, < 7, defina-se a matriz B de dimenséo
(2k — 2) x (2k — 2) composta por (k — 1)? blocos de tamanho (2 x 2) dada por

cosOp; —sinby;
Bpj = anj |
sinfp;  cosOy;

Entdo 2*Az = uT Bu de modo que a distribuicio Bingham complexa para z é equivalente a dis-

tribuicdo Bingham real para wu.

Propriedades

Considere ~1,...,7v_1 denotam os autovetores padronizados de A tais que fyj’-*’yj =1, viv; =0,
i#jeAy; =N, j=1,...,k—1. Cada v, é definido apenas devido a rotagdo por um escalar
complexo unitdrio. Se os A1, ..., \p_o estdo afastados de 0 (zero), a distribuicdo das pré-formas tem

alta concentragdo, ou seja, a variabilidade das pré-formas na esfera complexa é baixa. Entretanto
quando os \; para todo j, a distribuicdo Bingham tera baixa concentracdo, isto é, a variabilidade
das pré-formas na esfera complexa é alta, neste caso a distribuicdo das pré-formas tenderd para a

distribuicio uniforme em CS*~2,

Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Seja z1,..., 2, uma amostra de uma populacdo modelada pela distribuicdo Bingham complexa, com
n >k —1. Seja

n

*

S = E 2iZ;
i=1

a matriz complexa de somas de quadrados e produtos de tamanho (k — 1) x (k — 1). Suponha
que os autovalores de S sdo positivos e distintos, 0 < I1 < ... < lx_1 e seja ¢g1,...,gk_1 Seus
correspondentes autovetores. Note que Zj l; =n.

Assim, sob a distribuicdo Bingham complexa os estimadores de maxima verossimilhan¢a (MLE)

para vi,...,7k—1, € A = diag(\1,..., Ax—1) sdo dados por

,A}/j:g]7 j:17"‘7k_]-7
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e a solugdo de
dlogc(A) 1

= —;
8/\j n]’

sob alta concentracdo das pré-formas

j=1,....k—2,

A2 -n/l, j=1,....k—2.

A prova destes resultados serd apresentada agora e pode ser encontrada em Dryden & Mardia (1998).

Para os dados a log-verossimilhanc¢a reduz a

L= Z 2f Az —nlogc(A) = trago (Z ziz;‘A> —logc(A)

i=1 i=1
= trago(SA) —nlogc(A) = Z Ajv; 87 — nlogc(A).
J

Considerando A1 < ... < Ap_9 < Ap_1 = 0 constantes, pode-se constatar que

’?j:gm j:17"'7k_17

e entao
k—1

L= le)\j —nloge(A). (2.28)
j=1

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos autovalores s3o encontrados através da resolucido de

dlogc(A) 1

=—l;, j=1,...,k—2.
a)\j n]) .7 9 )

Sob alta concentracdo

k—2
log ¢(A) ~ const — Z log(—A;)
j=1

dando \; = —n/l;, j=1,...,k—2.
O autovetor dominante #4;_1 pode ser considerado como o eixo médio dos dados, ou seja, uma
estimativa da forma média.

2.3.3 Distribuicao Normal Complexa

Seja zj = xj + iy; uma varidvel aleatéria com distribuicdo conjunta normal complexa com media

& =pj+ivj, g =1,...,peX = X1 + X é uma matriz de covaridncia p X p hermitiana. Se
T = (Tl Tpy Yy ooy Yp) L € b= U1y oy fipy V1, .., 1) ], tem-se que
1 X X
z~ Ny oo | L (2.29)
2] =% %

17



onde Yo = —XT & anti-simétrica e 3 é simétrica positiva definida. Em particular, var(z;) = var(y;)

e cov(z;,y;) = 0, e em cada ponto a estrutura de covariancia é isotrépica. Dados z = (z1, ..., 2p)T
el =(&,...,&), afuncdo densidade de probabilidade da distribuicdo normal complexa é
1 xg1—1
_ —(z=)" 271 (z=¢) 2.30
F6) = sy (2:30)

A notagdo z ~ CN(&,X) denota que z tem distribuicdo normal complexa com vetor de médias & e
matriz de covariancia X.
A distribuicdo de Bingham complexa pode ser obtida condicionando uma distribuicdo normal

complexa multivariada com média zero a ter norma 1. Ou seja, se w ~ CN;_1(0,%), tem-se
w{||lw]| =1} ~ CBj—2(-27").

Ent3o, uma interpretacdo da matriz hermitiana —A é que esta € a inversa da matriz de covariancia
de uma varidvel aleatéria normal complexa com média zero, que é condicionada a ter norma 1 para
se obter a distribuicdo de Bingham complexa. Ora, a distribuicdo Bingham complexa é um exemplo

de aproximacdo condicionada.

Distribuicao Watson Real

Dados relacionados a posi¢cao angular de linhas aleatérias que n3o tém uma orientacdo natural
associada a elas, ou em que nenhum final pode ser identificado como o ponto de partida, sdo
medidos em termos de angulos, em radianos (graus), com um intervalo de valores possiveis [0, 7).
Serdo chamados de dados axiais.

Um dos mais simples modelos de dados axiais é o modelo (Dimroh-Scheidegger-Watson), que

tem densidade
f(x) = Cw exp{r(px)’}, (2.31)

1
Cw = 1/ <47T/ exp ﬁquu) . (2.32)
0

A distribuicdo W (u, ), definida pela equagdo (2.31) é rotacionalmente simétrica ao redor de p.

onde

Para k > 0, a densidade apresenta maximo em 4, e por isso a distribuicdo é bipolar. Quando k

aumenta, a distribuicdo torna-se mais concentrada sobre +p.

2.3.4 Distribuicao Watson Complexa

A funcido de distribuicio Watson complexa definida na esfera de pré-formas CS¥~2, denotada por

CWi_2(u, ), tem fungdo de probabilidade dada por
f(2) = c1(&)exp{elz pl*Y, (2.33)
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onde ¢;(§) é a constante de integragdo, e se define

ci(€) = 2" (> F {65 -

onde

azx a+1)z 1)(a
Flaba) - 14 02 a? LA 234
) = L ) ol T bt Db+ 2) 3 (234

é a funcdo hipergeométrica confluente.

O pardmetro de concentragdo £ pode ser tomado como negativo, embora em andlise de formas
o interesse principal é £ > 0. A distribuicdo Watson complexa é um importante caso particular da
distribuicdo Bingham complexa, quando ha apenas dois autovalores distintos na matriz A (o maior

autovalor é diferentes dos outros autovalores que serdo todos iguais).

2.4 Gerador de Amostras com Distribuicao Bingham Complexa

A distribuicdo Bingham complexa é relevante na analise de formas de objetos. O problema de simular
dados a partir desta distribuicdo reduz-se a simulacdo de uma distribuicdo exponencial truncada
multivariada [Kent, Constable & Er (2004, p. 53)].

Para k > 3, seja CS*2 = {2 : 2*z = 1,z € C*!} denotando a esfera unitdria em CF~1. A
distribuicdo Bingham complexa é definida pela funcdo de probabilidade pela equagdo (2.26). Sem
perda de generalidade, podemos mudar os autovalores de A de modo que eles sejam n3o positivos
com o maior deles igual a 0. Seja A\; > Ay > ... > Ap_1 = 0 os autovalores de —A. Considere-se os
autovetores padronizados pelas colunas da matriz unitaria I' = (y1,72,...,Y%k—1), com I'*T"' = I,_4.
Escreva A = (Aq,...,A\;,_2) como o vetor dos primeiros k — 2 autovalores. Os {)\;} podem ser
pensados como parametros de concentragdo.

Para simular a partir de CBj_5(A), é conveniente rotacionar o eixo principal, com componentes
w; = 7,2, j=1,...,k — 1. Usando coordenadas polares, as componentes de w = (w1, ..., W;_1)
podem ser expressas como w; = s'/2¢", paraj =1,....k—1,5 >0,0<0 <21 es; 1 =
1—s1—...—8r_o. As coordenadas s, ..., Si_o pertencem ao simplex unitdrio de dimensdo k — 2,
Sk_a.

Sob a distribuicdo Bingham complexa 61,...,0;_1 sdo uniformemente distribuidos em [0, 27]
independentemente uns dos outros e 0s s = (s1,...,5;_2)7 tém “distribuicdo exponencial truncada

multivariada”, com func3o de probabilidade
k—2
f(s)=dN)rexp(d_—Xjs;), s € Spa, (2.35)
j=1

onde as constantes normalizadoras em (2.26) e (2.35) estdo relacionadas por c(A) = 27F~1d(\).
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Seja y = Zf;f s; e escreva s; = yrj, j = 1,...,k — 3 de modo que y € [0,1] representa o
“tamanho”de s e r = (r1,...,rp_3) € Sip_3 representa o “perfil’de s. Note que a dimensdo de r é

menor que a de s em uma unidade. Apds da mudanc¢a de varidveis, (2.35) torna-se
fly,r) oy 2N, re Sy, 0<y <1 (2.36)

correspondendo a distribuicdo uniforme sobre o simplex Si_3 para r, independente de uma dis-
tribuicdo gama truncada I'(k — 1,\) para 0 <y < 1.
Uma vez w é simulado, podemos definir z = I'w para obter os valores simulados de z. Assim, a

simulacdo de z essencialmente vem da simulacdo de s.

2.4.1 Método de Simulacao

Suponha uma varidvel aleatéria continua X € R com fungdo de distribuicdo acumulada F(z). Quere-
mos gerar uma amostra da varidvel aleatéria X a partir de uma amostra com distribuicdo uniforme em
[0, 1]. Uma alternativa é simular mediante o método da inversdo. Se U tem distribui¢do uniforme no
intervalo [0, 1], entdo X = F~1(U) tem a distribuic3o requerida. Considere a distribuicio exponencial
truncada no intervalo [0, 1]. Esta distribui¢do, denotada TExp(\), tem func3o de densidade f(x) =
(Ae™) /(1 — =) e fungdo de distribuicio F'(z) = (1 — e /(1 —e™)), 0 <z < 1. O método
de invers3o retorna
X = —%log(l U =),

2.4.2 Algoritmo

1. Simular varidveis aleatérias uniformes U; ~ U[0,1], j =1...,k — 2.

2. Caleular S% = —(1/A;)log(1 — U;(1 — e M), S"=(S4,...,S;_,), tais que S’ sdo varidveis
aleatdrias independentes TExp(\;).
Este método usa (k — 2) exponenciais truncadas para gerar (k — 1) vetores com distribui¢do
Bingham complexa. Suponha que os autovalores da matriz A sdo M <o <Moo < Apoq =

0, e escreva \; = Ne_1 — 5\]-, j=1,...,k—2. O vetor de entrada é
A= (Ao Aea).
3. Se 25;12 S% <1, escreva S;_; =1~ Zf;f S%. Caso contrério, volte ao passo 1.
4. Gerar angulos independentes 6; ~ U[0,27), j =1,...,k—1.
5. Calcular zj = S’;/gewi, j=1,...,k—1.

O algoritmo fornece um vetor z = (z1,...,2x—1)", que possui uma distribuicio Bingham complexa.
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CAPITULO 3

Influéncia

Os métodos diagndsticos sdo Gteis para encontrar inadequag¢bes em um modelo geral. A deteccdo
de observagles influentes é um objetivo importante na andlise de diagndstico, pois, pontos que
apresentam um peso significativo na estimava dos pardmetros, proporcionam inferéncias erradas sob
um modelo ajustado de forma incorreta.

Cook (1977) propde uma medida para modelos de regressdo linear de resposta normal, que
avalia o impacto de retirar uma observagdo particular nas estimativas da regressdo. Esta técnica
foi desenvolvida para outros tipos de modelos. Roos (1987) discute a geometria da delegdo em
regressao nao-linear, em quanto que, Cook, Pefia e Weisberg (1988) comparam o afastamento da
verossimilhanca com medidas tradicionais de delecdo de observacdes tais como Cook e o DFFITS;.

Deixar de detectar pontos conjuntamente discordantes é um problema que pode surgir na delecao
individual de observagdes. Neste caso, Cook (1986) sugere avaliar a influéncia conjunta das ob-
servacoes introduzindo uma pequena perturbacdo no modelo, ao invés de avaliar pela retirada de
uma observagdo do conjunto de dados.

No caso de anilise de formas o célculo da forma média é de grande importancia. Individuos
influentes no conjunto de dados podem levar a estimativas inadequadas da forma média, e assim,
testes utilizados na anilise estatistica de formas tais como 72 de Hotelling e Goodall podem apre-
sentar resultados errados [veja Dryden & Mardia (1998)]. Neste capitulo iremos introduzir medidas

de influéncia relevantes para esta dissertacio.
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3.1 Modelo de Delecao de Casos

Detectar uma observacdo influente, é um passo natural o exame dos efeitos da exclusao da ob-
servacdo, no entanto, o problema de determinar qual é o ponto ou pontos para excluir pode ser uma
tarefa dificil. A metodologia proposta por Cook (1977) para modelos lineares de resposta normal,
avalia por meio de uma medida apropriada o efeito da exclusdo de uma observagdo da andlise nas
estimativas dos pardmetros do modelo. Esta medida envolve a diferenca do vetor (6 — BA(Z-)), sendo
é(i) a estimativa de maxima verossimilhanca de @ quando a i-ésima observacao é excluida do modelo.

Assuma que a i-ésima resposta y; é uma funcdo conhecida g; com vetor de parametros desco-

nhecidos @ e um erro n3o observavel ¢;

Mediante a medida chamada afastamento da verossimilhanca, se estuda a influencia da i-ésima

observacdo na estimativa de 8. O afastamento da verossimilhanca é definido da seguinte maneira:

LD(8;)) = 2[L(6) — L(6;))], (32)
onde L(0) é o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca de 0. Considerando que para um n grande,
este simples célculo pode ser computacionalmente caro. Pode-se obter uma aproximac¢do quadratica
de L(i)(O), sendo esta dltima a log verossimilhanca obtida apds da exclusdo da i-ésima observacao.

Desenvolvendo L;)(6) em Taylor até segunda ordem em torno de 6, obtemos
. e 1 N .
Ly(8) = L) (0) + (6 — 6)"L;(6) — 50~ 0)"L;(0)(6 - 0) (33)

em que L(i)(O) = 0L(;(0)/00 e i(i) = 82L(i)(0)/8080T. Se —L(i)(e) é positiva definida, a
aproximacdo quadratica é maximizada em

~1

i) =6 — |(L;(0)'L; (0) (3.4)

A1 . - N . A - . . A
O célculo 6;) refere-se aproximagdo a um passo de 6(;), assim, se ;) ndo é muito diferente de 6
e L(Z-)(O) é localmente quadratica, a aproximacdo a um passo deveria estar proxima do valor de ]
[Cook & Weisberg (1982, p. 183)].

3.1.1 Distancia de Cook

Considere-se L(6) a log verossimilhanca baseada nos dados completos. O afastamento da verossi-

milhanca LD(é(i)) é definido como em (3.2) ou utilizando o estimador a um passo



As medidas LD(é(i)) e LD(OA?Z»)) também podem ser interpretadas em termos da regido de confianca

assintotica
{6:2[L(0) — L(6)] < X*(p, )}

Esta é regido de confianga de 100(1 — «)% para 6, onde p é a dimens3o do vetor de pardmetros 6.
Portanto, LD(é(i)) pode ser ajustado por comparagdo com a distribuicdo y?().
Supondo que LD(OA(i)) pode ser bem representada por uma fun¢do quadratica, LD(é(Z»)) usual-

mente pode ser aproximada pela expansdo de Taylor até segunda ordem de L(O(i)) ao redor de

6,
~ ~ A a1 oa R .
L(B;)) = L(6) + (8 — 0)"L(6) + 500 — 6)"[L(6)](6(;) — ). (3-5)
Deste modo, substituindo (3.5) na equac3o (3.2) e, desde que L(#) = 0, pode-se obter uma aproxi-

~ ~

magdo de LD(6;)). Esta aproximagdo, denominada DG(6);)), assume a seguinte expressdo
DG(0;)) = (B — 6)"[-1L(6)](8;) — 6).
A expressdo acima pode ser enunciada de uma maneira mais geral, a qual tem sido chamada de

Distancia de Cook generalizada
DG(u) = (64 —6)TC(b,) - 0), (3.6)

onde C é uma matriz positiva definida e assintoticamente equivalente a matriz de informacao espe-
rada de 0. Se consideram dois casos para C, —L(0) e K (), as matrizes de informacio observada
e esperada de Fisher, respectivamente.

Da forma similar a Cook (1977), notamos que é possivel avaliar a magnitude de DG((é(i)))

observando que, assintoticamente
{6: (04, —0)"CHy—0) <X} (3.7)

é a region de confianga de 100(1 — )% para 6, em que p é a dimensio do vetor de pardmetros
0. A estatistica DG(é(i)) pode ser vista como uma base (til para a deteccao de casos que devem
ser cuidadosamente examinados para grande erros. A procura de um grande erro deve necessa-
riamente forcar a remog¢3do ou correcdo do processo correspondente, e estas agcdes podem provocar

uma mudanca substancial nos resultados de uma andlise caso DG(6;)) seja grande [Cook (1986, p.
135)].

3.2 Influéncia Local

O método de influéncia local proposto por Cook (1986) consiste em estudar o comportamento de

alguma medida particular de influéncia segundo pequenas perturbacdes nos dados ou no modelo. A
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existéncia de pontos que sob pequenas modificacdes no modelo causam variagdes desproporcionais
nos resultados [Paula (2004, p . 40)].

Para um conjunto de dados observados, seja L(8) o logaritmo da fun¢do de verossimilhanga de
0. Seja L(0|w) o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca perturbada, em que w é um vetor ¢ x 1,
w € ) C RY. Existe wq (vetor de ndo perturbacdo) tal que L(6|w,) = L(@). Geralmente, wy pode
ser considerado como qualquer esquema de perturbacdo bem definido, e portanto, n3o esta restrito

a ser uma colecdo de pesos. Algumas das formas mas comuns de perturbacdo s3o:

1. Perturbagdo de casos: L(O|w) = > """ ; w;L(0), 0 < w; < 1.

N

. Perturbagdo na resposta (alavancagem): yi, = yioy,w;, w; € R.
3. Perturbagdo em z; (continua): =iy, = z; + o, w;, w € R.
4. Perturbacdo na matriz de variancia-covariancia: X;, = w;lZi, w; € R —{0}.

Sejam 6 e é(w) denotando os estimadores de maxima verossimilhanga sob L(0) e L(0|w),
respectivamente, e assuma que L(@|w) é duas vezes diferencidvel em (87, w”). Para avaliar o
efeito das perturbacdes nas estimativas fornecidas pelo modelo o afastamento da verossimilhanca é
definido por

LD(0)) = 2[L(8) — L(8(,)].

Note que LD(é(wO)) = 0. Aidéia de influéncia local é estudar o comportamento da fun¢o LD(é(w))

numa vizinhanca de wg. Considere a superficie geométrica formada pelos valores do vetor

atw) = ( LD(6w)) )

O processo consiste em escolher um dire¢do unitdria d, ||d|| = 1, e assim, considerar o grafico de
LD(é(w0+td)) et, t € R. Este grifico é chamado linha projetada. A curvatura normal da linha

~

projetada, denotada por Cq é definida como sendo a curvatura de (¢, LD(0(yy4¢q)), em t = 0.

Denomina-se Cq a curvatura normal da superficie a(w) em wq e na direcdo d. Considere

5 0LD (6 wy+1a))
Ca= LD(O(wo+td)) t:OZ o2 0 (38)
Cook (1986) mostra que a curvatura normal na direcdo unitaria d é dada por
Cq(0) = 2|dTATL(G) A, (3.9)

em que —L(0) é a matriz observada de Fisher e A é uma matriz r x g com elementos

9?L(8|w)
A=
J 892‘81%‘
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avaliadaem 6 = 0 e w = wy.
O objetivo estd em achar as direcdes que produzem a maior influéncia local. A direcdo de maior
curvatura normal, denotada por dmax, é 0 autovetor normalizado correspondente ao maior autovalor

C4q,,,, da matriz

A= AT(L(§)A.

Os valores de dpax contem a influéncia local das observagdes nessa direcdo particular. Logo, o grafico
de |dmax| contra a ordem das observagcdes pode revelar aqueles pontos com maior influéncia. Tais
observacdes podem ser responsaveis por mudancas nas estimativas dos pardmetros sob pequenas

perturbacdes no modelo.
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cAPITULO 4

Influéncia em Andlise Estatistica de Formas

Na anilise estatistica de formas, as formas dos objetos s3o descritos por um nimero finito de pontos
que sdo chamados de marcos anatémicos. Os marcos anatémicos sdo pontos de correspondéncia
em cada objeto. O espa¢o de marcos anatémicos é um espaco no conjunto dos reais R™ onde sdo
representadas as coordenadas cartesianas de um marco. Nesta dissertacdo se consideram objetos
bidimensionais (m = 2), assim o espaco de marcos anatémicos é definido em R?. Quando m = 2 as
coordenadas cartesianas podem ser escritas como vetores complexos, que chamamos de configuracdes
complexas ou coordenadas complexas dos marcos anatémicos .

Transformacdes apropriadas sao usadas para remover os efeitos de escala e rotagdo de um objeto.
O primeiro passo é remover a locacdo. Para o sistema de coordenadas de Kendall, a locacdo das
configuragdes complexas é removida multiplicando pela sub-matriz de Helmert. Ao produto das
configuragdes complexas com a sub-matriz de Helmert chamaremos de configuragdes helmertizadas.
A escala é removida da configuragdo helmertizada dividindo esta pela do mesmo. O vetor resultante
é chamado de pré-forma da configuracdo complexa. Aqui a pré-forma é uma forma com a informacao
de rotacdo conservada. As pré-formas pertencem a um novo espaco chamado de espaco de pré-formas
mostrado em CS*~2 definido em (2.5).

O espaco tangente é a vers3do linear do espaco de formas na proximidade de um ponto particular
do espaco de formas. Suponha uma projec3o tangente para a esfera de pré-formas que n3o depende
da rotacdo da figura original e portanto, um sistema adequado de coordenadas tangentes para formas.
Aqui, consideraremos as coordenadas tangentes Procrustes. Estas coordenadas tangentes da esfera

de pré-formas pertencem ao espaco tangente R?*~2,
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Serdo indicadas trés medidas de influéncia neste capitulo. Duas medidas no espaco de pré-formas
CS* =2, na primeira medida, a distancia de Cook é adaptada ao espaco de pré-formas, na segunda
o teste de discordancia é adaptado ao espaco de pré-formas, estas duas medidas s3o definidas para
dados con distribuicado Bingham complexa. A ultima medida é utilizada no espa¢o tangente, que é

a medida de influéncia local em dados normais multivariados.

4.1 Estimacao da Distancia de Cook para a Distribuicao Bingham

Complexa

Seja a func¢do de log verossimilhanca da distribuicdo Bingham complexa como

k-1
L= le)\j —nloge(A),
j=1
onde ¢(A) = 277’“_12?;11 ajed e aj_1 = [Liz;(Aj — Ai). A primeira derivada da funcdo de log
verossimilhanga com respeito a A, é dada por:

oL n dc(A)
mzizm_imAa m —
u C(A)C (A), onde ¢ .

assim

= kL9 eN
cm(A) = Octd) = 9 27kt Zaje)‘f = o7rk-1 Z [6%67} )

Agora precisamos calcular da;/O\y,, vamos dividir em dois casos, caso m # j
Oa; 1 1 a;
— A=) = — J
Mo 2H(J v i — A =N\ N — Am’ 4.1
0 [Hz‘yéj()‘j - Ai)} i#jm g = Am) [Tz =2 AJ = Am #.1)

ecasom =]

Oap, 1
ai —— s TT Q=20+ JT Q=)+t ] =)
m itmAm — X)) | i#Em1 i#£m,2 i#m,k—1
Mo ) (4.2)
= L L = —apb
onde b; = Z#j ﬁ
Logo
k—1 k— Y
em(A) = 2781 [8%6 J} = ork-t ae” + A€ — by (4.3)
| o 2= (g =)



Os termos da segunda derivada da log verossimilhanca sdo dados por

n o
Um,s = W {Cm(A)CS(A) - CmaS(A)C(Aﬂ” onde cm’S(A) - g)\ma(;:)7

as derivadas ¢, (A) e ¢s(A) sdo calculadas em (4.3), para as segundas derivadas é necessario sé

calcular a derivada ¢, s(A). Primeiro vamos calcular a derivada ¢, s(A) para o caso s # m.

9 b1 | N aged A A
Cm,S(A) = 8)\8 2 J;n m + ame — ambme
_ g k1 sz 0 aje’\j n damerm B Dambme™™
i OXs [(Aj — Am) O O

Aqui a derivada ¢, s(A) é divida em trés partes. Primeiro 9(a;e?i)/O(\; — Ap), € esta na vez serd

dividida em dois caso,

caso s # j
0 a;eli e Ja; etm a; .
= = devid 4.1
e [0 3] = T o~ T Ay (devido 2 (4:1)
_ a e
(A = Am)(Aj = As)’
€ Ccaso s =7
0 ase™s ers dag \, O 1 Qs ders
JRE— — = + ase s____ +
OAs | (As — A\m) (As — Am) OAs s | (As — A\m) (As — A\m) OAs
ets 1 ases
= (—ashy) + ase™ | — s devido a (4.2
()\S_Am)( asbs) + ase [ ()\s_/\m)2]+()\8_)\m) (devido a (4.2))
. asbges _ age™s n ases
()‘s - )‘M) (>‘s - )‘m)z ()‘s - )‘M)'
A segunda parte da derivada de ¢, s(A), é dada por
O, e’n v, Oam, ame ™ :
. _ . devido a (4.1
) V.3 VR O W W (devido a (4.1))
E por ultimo a terceira parte da derivada de ¢, s(A) é
by e oa ob Ambme™™ 0 1
mYm :bm)\m m m)\m m _ 4mYm m/\mi
s N W Wl s W v R )Y %(Am—Ai)
(devido a (4.1))
s Coan 1 B s n A€
(A — As) " A =22 A —As) (A — Ao)2



Assim temos que para s # m:

TV PR | U S
Cm,s = e —— t ame’" — Ay b e”
OAs ol (Aj —Am)
" a;eN ashge™s ase™s ase™s
_ 27Tk_1 Z 9 . sUs + S _ S
jAms (/\j - )‘m)()‘j - )‘S) ()‘s - /\m) ()‘s - Am) ()‘s - )‘m)Q
_ ambmeﬁl e e
(Am - )\s) (/\m - )\s) ()\m - )\5)2
_ 27.[./6—1 — a;ew B asbse)\s ambmem
Pl (Aj = Am)(Aj — Ag) As =) (Am — As)
A A A A
ase’s Q€7 ase’s Q€™
- . 4.4
Tl m-m] [(AS—AmV i (Am—w” “4
A derivada ¢;;, s(A) para o caso m = s (denotado ¢y, ., (A)) é dada por:
k—1 )
0 b1 aje)‘f A A
Cm,m(A) = % 2 Z m + ame — ambme
JFm
k—1 a j >\7n /\7n
_ gkl Z aje’ n Oame _ dapmbme
j£m [ ()‘j - >\m) O, 0Am

A derivada ¢, (A) também serd dividida em trés partes. A primeira parte daje? /O(\j — Ap,) é

0 [( ajeti }:( e Oa; +aye 0 [( 1 ]

j
O [ (Aj — Am) Aj —Am) O\, O [ (Aj — Am)
A A A
a;e a;e’ a;e’ .
= =24 —— devido a 4.1
Oy =2 T Oy = A)? {(/\j = Am)? } ’ (devido 2 4.1)
a segunda parte é dada por
damern \. Oaj derm
="MV +a;—
M, O OAm
= —ambpme™™ + ape, (devido a (4.2))
e finalmente a terceira parte é
Dambme™ da ob derm
o = bm Am T m Am 0 mbm
o e T B T oA,
-1
= —ambzne)‘m + ameAm Z [W] + ambme)‘m (devido a (42))
Jj#Em
1
_ 2 Am Am Am
= —ambme + ape - j;ézm m + ambme

- —ambfneAm — amgme)‘m + ambme)‘m,
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1
onde gm = Z]#m W
Assim temos

9 k-1 - aeh A A
Emm(A) = B 27T ‘ m + ame™™ — ambme™™
JjFEmM
k-1 — aje A A 2 A A A
=27 2 Z 7( )2 — ambme™™ + ame™™ + amb, "™ + amGme ™ — ambme™™
jAm NI
k-1 = ajet A A 2 A A
=27 2 Z (_7)\)2 — 2ambme™™ + ame™ + ambme ™ 4 G dyme’™
j#Em T
(4.5)

Assim a matriz de informacdo de Fisher L para distancia de Cook quando os dados tem distribuicdo

Bingham complexa é dado por:

Up,s = W {em(A)es(A) — ems(A)c(A)}  sem #s

£b = (4.6)
Upn,s = W {(em(A))? = cmm(A)e(A)} sem = s,
onde ¢, (A), ¢ s(A) € ¢y m(A) estdo definidas em (4.3), (4.4) e (4.5) respectivamente.
O célculo da distancia de Cook para dados com distribuicdo Bingham complexa sera
DG(0:)) = (B — 0)"[-£6(9)](0(;) - 0). (4.7)

onde é(i) é o vetor estimado de pardmetros de tamanho (k—1) x 1 da distribuicdo Bingham complexa

obtido apds da exclusido da ¢—ésima observacao.

4.2 Método de Bootstrap para ldentificar Pontos Influentes Usando

a Distancia de Cook

O termo bootstrap refere-se a uma classe de procedimentos para estimacdo de pardmetros em geral
e taxas de erro em particular. Foi introduzido por Efron (1979) e desde entdo tem recebido bastante
atengdo dos estatisticos [Efron & Tibshirani (1993) e Davison & Hinkley (1997)]. Suponha que
dispomos de uma amostra de treinamento z = (z1,...,2,). A idéia bésica é retirar aleatoriamente
amostras com reposicdo, cada amostra com tamanho igual ao do conjunto de treinamento. Este
procedimento é repetido B vezes (B suficientemente grande, isto é, B maior a 200), produzindo B
amostras bootstrap.

Desejamos encontrar o percentil 100(1 — «) da distdncia de Cook DG(6(;)) calculada em

nosso conjunto padrao. Retiramos B amostras bootstrap z2*Q) . 7*B) cada uma com o mesmo
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tamanho do conjunto de treinamento original e calculamos o valor da distdncia de Cook em cada
uma das B amostras. Os valores da distancia de Cook para DG(8;,)), - -, DG(0 ;) sdo utiliza-
dos para encontrar o percentil 100(1 — «)% da distancia de Cook DG(6(;)), sendo a media dos
percentiles 100(1 — )% de DG(8(3y)), - -, DG(Oip))-

4.3 Teste para Discordancia

As observacdes que na opinido do investigador, encontra-se afastadas da maior parte dos dados sdo
chamados de outliers. A identificacdo de outliers consiste na deteccdo, com métodos subjetivos, das
observacdes potencialmente anormais. A identificacdo é feita, geralmente, por anilise grafica ou, no
caso de o nimero de dados ser pequeno, por observacdo direta dos mesmos.

Em muitos casos as razbes da existéncia de outliers determinam as formas como devem ser
tratadas. Assim, as principais causas que levam ao aparecimento de outliers sdo: erros de medic3o,
erros de execucdo e variabilidade inerente dos elementos da populacdo. Na literatura é comum
encontrar a palavra discordante como um sinénimo de outlier. Um método apropriado para identificar
outliers é fazendo um teste de discordancia.

Métodos utilizados para eixos reais podem ser adaptados para eixos complexos em pré-formas.
Uma referéncia importante para este fato é Amaral, G., Dryden, |. & Wood, A., (2007). Aqui o teste
para discordancia em dados com distribuicdo Watson real é adaptado ser um teste para discordancia
em dados com distribuigdo Bingham complexa [Fisher, N. I., Lewis, T. & Embleton, B. J. (2004)].

Seja 21,..., 2, as pré-formas de 2¥,..., 20 com distribuigdo Bingham complexa, onde z; esta
definida em (2.4) e z; € CBy_3(A). Denota-se S,, a matriz complexa de somas de quadrado e
produtos SSP definida em (2.7) calculada usando a amostra de pré-formas completa, e S,,— a

matriz SSP calculada omitindo a pré-forma z,,, assim
*
Sm— = Sn — Zm2,,-

Seja 71,(n) € T1,(m—) OS menores autovalores de S(,) e S(,,,_) respectivamente, e calcula-se:

Jm = (n— (k — 1)) (i) = P, (m-) (4.8)

Tl:(mf)

onde k é o nimero de marcos anatémicos. Assim, o individuo é julgado como discordante se J,,, é

muito grande.

4.4 Influéncia Local em Dados Normais Multivariados

Um outlier é uma observacdo que é numericamente distante do restante dos dados. Inferéncias

derivadas de conjuntos de dados que incluem outliers podem levar a conclusdes erradas sobre os
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dados. A distancia de Mahalanobis definida como
(z: — T(X))" C(X) Nz — T(X))

é calculada para cada observagdo x; e é utilizada para detec¢do de outliers. Aqui, T'(X) é vetor
de médias amostral, e C'(X) é a matriz de covaridncia amostral. O método baseado na distancia
de Mahalanobis funciona bem na deteccdo de um Unico outlier, mas existem casos nos quais alguns
outliers ndo tém necessariamente uma grande distdncia de Mahalanobis. O método de influéncia local
(veja sessdo 3.2) introduzido por Cook (1986) funciona como um método para avaliar a influéncia de
uma minima perturbagdo em um modelo. Kim (1996), adapta este método de influéncia local para
dados com distribuicdo normal multivariada. O método de influéncia local permite fazer perturbacdes
simultdneas que afetam todas as observaces. Sabe-se que a matriz de covaridncia é mais sensivel
a outliers, portanto, a perturbacdo é escolhida para colocar peso sobre a matriz de covariancia para

cada observacao.

4.4.1 Influéncia Local

Considere {x1,...,x,} uma amostra aleatdria de tamanho n extraida de uma distribuigdo normal p-
variada N (p, X) (modelo ndo perturbado), onde p é o vetor de médias, e X é a matriz de covariancia
desconhecida. Seja w = {wy,...,w,} o vetor de pertubagdes de tamanho n x 1. Considera-se o

modelo perturbado em que a j-ésima observagcao x; é perturbada de acordo com
x;j~ N(p,2/w;)

para cada j. Quando o termo w; é igual a 1, o modelo perturbado se reduz ao modelo ndo perturbado.

A matriz X serd reparametrizada tal que 3 = AA”, onde A = a;; € uma matriz triangular
inferior com os elementos da diagonal positivos. Seja BT = A~!, entdo, B = (b;;) é uma matriz
triangular superior e X~1 = BB”. Defina-se 6 o vetor [p(p + 3)/2] x 1 de pardmetros formados
pelo empilhamento de p e os elementos diferentes de zero das colunas b; de B desde a primeira
coluna até a p-ésima coluna. Sob o modelo n3o perturbado, o MLE de i1 é &, e o MLE de X é a
matriz de covaridncias amostral S. O principio de invaridncia de MLE garante que o MLE de A ¢
a raiz de Cholesky de S, ou seja, S = AAT. Além disso, tém-se que S~ = BB e BT = A1,

A log-verossimilhanga para os modelos n3o perturbado e perturbado sdo L(0) e L(0|w) respec-
tivamente. O afastamento da verossimilhanca LD(6,,) é definido como 2[L(8) — L(8,,)], onde 8
e 6, s30 os MLEs de 0 sob os modelos n3o perturbado e perturbado respectivamente. Seja 1,, o
vetor m X 1 com todos os elementos iguais a 1. Defina a matriz de dimens3o [p(p + 3)/2] x n
A 0?L(6|w)

000wT
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avaliadaem @ =60 e w = 1,,, e a matriz [p(p + 3)/2] x [p(p + 3)/2]

. 9’L(0)
L= 0006 (4.9)
avaliada em 6 = 6. Seja
F=ATL) A, (4.10)

uma matriz de tamanho n x n.

Para um vetor q, denotamos por q(; ) ao vetor que consiste nos primeiros i elementos do vetor q.
A matriz de dados de tamanho p x n é denotada como X = (x1,...,®y), com x; com distribuicdo
normal p-variada N(u,X). Seja D; uma matriz diagonal tal que os elementos da diagonal sdo os

elementos de BlT(X — f11,). A matriz F pode ser calculada da seguinte maneira

p
F=—— [(X — p1) BB (X — 1]) + > Di(X — 1)) Qi(X - ﬂlZ)Di] (4.11)
=1

onde Q; é uma matriz p x p dada por

0 0 2 0 0

Aqui, B;BT ¢ a inversa da submatriz principal de S de ordem i. Seja e, = =, — fi, a (7, s)—ésimo
elemento do primeiro termo na matriz F' pode-se escrever

p
e/ BB"e, = > (b]e,)(b]e,),
=1

e o segundo termo em F pode ser expresso

> {86l

i=1

> (bie)(by es>] } - %Z(B,-TeTV(BiTeS)? - %

k=1 i=1

Assim, o (r, s)—ésimo elemento da matriz F é equivalente a

1 1
- [egS_leS + 2(e?S_1es)2] : (4.12)

Denota-se p1 e p2 os autovetores associados ao menor e segundo menor autovalor da matriz F
respectivamente, e seja 1(;) um vetor i X 1 com o i—ésimo elemento igual a 1 e os outros iguais
a 0. Entdo, o menor autovalor em valor absoluto é a maxima curvatura da curva que equivale a
porgdo da superficie cortada pelo plano compreendido pelos vetores 1(,,,1) e (pT,0) [Cook (1986, p.
138 — 139)]. Aqui, os vetores p; e p2 fornecem indica¢des sobre possiveis outliers. Assim, o grafico

de p;1 versus po € til para obter informagdes sobre outliers [Kim (1996)].
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CAPITULO B

Avaliacao Numérica

5.1 Introducao

A andlise de influéncia é uma metodologia freqlientemente utilizada em modelos de regressdao. A
deteccdo de observagdes influentes em um conjunto de dados é de grande importancia na andlise de
diagnéstico, pois observacoes que apresentam peso importante na estimativa dos pardmetros podem
levar a inferéncias erradas. Do mesmo modo acontece na andlise de formas, observacoes influentes
no conjunto de dados podem proporcionar, por exemplo, estimativas erradas da forma média e, desta
forma, concluses incorretas referentes ao conjunto de dados. Uma possivel solugdo neste caso é
usar métodos que ajudem na detec¢do de observagdes influentes ou/e outliers no conjunto de dados.

Para a distribuicdo Bingham complexa (veja Se¢do 2.3.2), estimar corretamente os pardmetros é
de grande importancia na pratica. Observacdes influentes no conjunto de dados de interesse influem
nas estimativas dos parametros, pois na distribuicio Bingham complexa os pardmetros estimados

dependem diretamente da forma média, quando o conjunto de dados possui alta concentragdo.

5.2 Metodologia

Através de simulacdes de Monte Carlo foram avaliados os desempenhos de diferentes métodos para
deteccdo de observacbes aberrantes em conjuntos de dados com distribuicdo Bingham complexa.
No estudo de simulacdo, foram comparados o nimero de vezes que a distdncia de Cook, influéncia
local para dados normais multivariados e o teste de discordancia, métodos descritos no Capitulo 3,

identificaram uma observac3do influente sob diferentes cenarios.
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Os dados foram gerados da distribuicdo Bingham complexa CBj_5(A), com vetor de pardmetros
A < A9 < ...< Ap_1 = 0 os quais representam os autovalores de A. O parametro k que representa
o nimero de marcos anatémicos em cada forma permaneceu constante ao longo do experimento.

Os valores considerados para os vetores de parametros sdo A1) = (—21,-20,0), A2y =
(—=51,-50,0), A3y = (—101,-100,0) e A¢g)y = (—1.5,—1,0), o valor do nimero de marcos
anatémicos foi fixado em £ = 4 e os tamanhos amostrais utilizados foram n = 15,20,30 e 50.
As amostras da distribuicdo Bingham complexa foram obtidas mediante o algoritmo descrito na
Secdo 2.4.

O processo de simulacdo é divido em trés partes, a seguir:

Na primeira parte do processo de simulacdo um breve exemplo é apresentado. Neste exemplo, 29
observagdes da distribuicdo Bingham complexa com vetor de pardmetros A3y = (—101, 100, 0),
uma observagdo da distribuicdo Bingham complexa com vetor de pardmetros A(4) = (—1.5,—1,0),
sao geradas. Finalmente obtém-se uma amostra de tamanho 30, onde a Ultima observacdo gerada
é considerada como influente. Para esta dltima amostra os métodos para detec¢do de observacdes
influentes sdo implementados.

Na segunda parte, uma amostra da distribuicdo Bingham complexa de tamanho n e vetor de
parametros A(;), @ = 1,2,3, é gerada e o desempenho da distancia de Cook é avaliado, quando
a amostra gerada provem da mesma populacdo. Pelo fato de n3o ter um conhecimento adequado
da distribuicdo para distancia de Cook (3.6), no caso das amostras distribuidas na esfera, e em
particular em amostras com distribuicio Bingham complexa, utilizamos o método de bootstrap para
encontrar a regido de confiangca. O niimero de amostras bootstrap foi fixado em 200. Os resultados
da simulacdo também s3o interpretados em termos da regido de confianca para a distdncia de Cook
descrita em (3.7).

Na terceira parte, para cada réplica de Monte Carlo é gerada uma amostra de tamanho n — 1
origindria da distribuicdo Bingham complexa com vetor de parametros A(;), © = 1,2, 3, e adicional-
mente é gerada uma observacdo da distribuicdo Bingham complexa com vetor de parametros igual
a A(g). Considera-se a (ltima observagdo na amostra como uma observagdo influente, pois esta
foi gerada de uma distribuicdo diferente as primeiras n — 1 observa¢des. Como base nesta amostra
final de tamanho n, o desempenho dos diferentes métodos para identificagdo de dados influentes é

avaliado.

5.3 Exemplo

Na Tabela 5.1 é apresentado o resultado de um experimento de simulacdo que tem como objetivo

ilustrar a identificagdo de um ponto influente. O experimento é feito com a geracdo de 29 observagdes
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da distribuicdo Bingham complexa com vetor de pardmetros A3y = (—101,100,0), este vetor de
parametros produz uma amostra com alta concentracdo. Uma (nica observacdo com distribuicdo
Bingham complexa com vetor de pardmetros Ay) = (—=1.5,1,0) é gerada, sendo esta a dltima
observacdo da amostra. Assim, obtemos uma amostra final de tamanho 30. Os métodos distancia
de Cook definido em (4.7) e o teste para discordancia definido em (4.8) sdo utilizados na amostra
obtida por simulagdo. A primeira e segunda coluna da Tabela (5.1) indicam os resultados da distancia
de Cook (DG(6(;))) e o teste para discordancia (Jy,), respectivamente. Cada uma destas medidas
é calculada para cada uma das observacdes na amostra. Considerando que a amostra se encontra
definida no espaco de pré-formas, ela foi projetada no espago tangente, e o método de influéncia
local para dados normais multivariados foi implementado. E perceptivel que a observacdo de ordem
30 apresenta os valores da distancia de Cook e da estatistica J,,, muito superiores aqueles das demais
observacdes. Finalmente, as duas dltimas colunas representam os dois menores autovetores da matriz
F mencionada na equagdo (4.12). Pode-se observar que na coluna p; o maior valor em valor absoluto
se encontra na observacdo 30. Porém, neste método, o critério para avaliar uma observacdo como
influente depende dos dois valores dos autovetores. Portanto, é melhor utilizar o método grafico para
identificar com precisao as observagdes influentes.

Na Figura 5.1 mostra-se o gréifico de p1 versus ps para os dados simulados. Esta figura pro-
porciona uma informacdo mais clara que os resultados apresentados na Tabela 5.1. Nota-se que a
observacdo 30 é influente ao longo da direcdo do vetor p;. Esta observacdo encontra-se significativa-
mente afastada do resto do grupo de observagdes, e pode ser considerado como uma dado influente
dentro da populagdo observada.

Na Figura 5.2 apresentam-se os valores da distancia de Cook para cada uma das observacdes.
Claramente podemos perceber um alto valor da distdncia de Cook para a observacdo 30, enquanto
que os valores da distdncia de Cook no restante das observacio estd perto de 0.

Os valores do teste para discordancia s3o observados na Figura 5.3. Neste grafico percebe-se que
o valor do teste para discordancia na observacdo 30 é alto com respeito ao restante das observagoes.
Observamos que tanto a distancia de Cook como o teste de discordancia apresentam resultados
similares e de facil interpretacdo. Aqui a informacdo fornecida pela distancia de Cook e o teste de

discordancia podem ser equivalentes.

5.4 Estudo de Simulacao

Na Tabela 5.2 apresentamos os resultados de um estudo de simulacdo com a finalidade de comparar
o desempenho através da porcentagem de vezes que a distdncia de Cook identifica observacdes

influentes em distintas regides de confianca:
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Tabela 5.1: Resultados da distdncia de Cook, influéncia local e teste para discordancia para uma

amostra da distribuicdao Bingham complexa.

Obs | DG(0(z)) | Jm p1 P2
1 0.04 0.33 | —0.00 0.08
2 0.02 0.66 0.01 0.20
3 0.05 0.18 | —0.00 0.01
4 0.02 1.21 0.00 0.13
) 0.05 1.62 0.01 0.08
6 0.03 0.35 0.01 0.07
7 0.04 1.44 0.01 0.11
8 0.11 2.59 0.04 0.17
9 0.05 0.04 0.00 0.02

10 0.08 | 2.04 | —0.00 0.13
11 0.03 0.28 0.02 0.02
12 0.04 1.42 | —0.00 0.12
13 0.02 0.17 0.00 0.20
14 0.01 0.53 0.05 0.02
15 0.06 1.78 0.00 0.14
16 0.03 0.34 0.02 0.02
17 0.01 1.45 0.00 0.29
18 0.37 | 3.92 0.00 0.37
19 0.02 0.21 0.02 0.10
20 0.05 | 0.06 0.00 0.05
21 0.44 4.36 0.00 0.48
22 0.06 0.12 | —0.00 0.00
23 0.04 | 0.73 0.00 0.03
24 0.03 0.67 0.00 0.04
25 0.02 1.42 0.02 0.40
26 0.02 0.56 0.00 0.14
27 0.03 0.87 0.01 0.06
28 0.04 | 0.09 0.01 0.03
29 0.02 1.57 0.00 0.37
30 24.04 | 15.08 1.00 —0.03
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Figura 5.1: Gréfico de p1 versus p2 para a amostra da distribuicdo Bingham complexa.
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Figura 5.2: Grafico da Distancia de Cook para a amostra da distribuicio Bingham complexa.

Figura 5.3: Gréfico do Teste para Discordancia para a amostra da distribuicdo Bingham complexa.
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o {0:(6;)—0)"C(0;) — ) < X2} (veja Vanegas, L., H. (2005)).
e Regido de confianga bootstrap (veja Se¢do 4.2).

O desempenho da distincia de Cook nas duas regides de confianca mencionadas anteriormente foi
avaliado em 12 cendrios de simula¢do distintos, baseados em observagoes da distribuicio Bingham
complexa, onde uma amostra de tamanho n € gerada com vetor de parametros A i = 1,2,3.
Foram utilizadas 1000 réplicas de Monte Carlo, amostras de treinamento de tamanhos 15, 20, 30 e
50 e o niimero de amostras bootstrap em cada réplica de Monte Carlo foi de tamanho 200. Em cada
cendrio calcula-se a porcentagem de vezes que a distdncia de Cook identifica observacdes influentes
em cada réplica de Monte Carlo com um nivel significincia a = 0.05. Podemos observar que para a
regido de confianga em DG/(0(;)) o tamanho do teste estd muito longe do nivel nominal (a = 0.05),
ou seja, as porcentagem de identificacdo de observacdes influentes s3o significativamente menores
que o nivel nominal. Este resultado parece ser independente do tamanho de amostra n e do valor
do vetor de pardmetros A. Entretanto, para a regido de confianga DG(0(;,)) podemos observar
que para este caso o tamanho do teste estd proximo do nivel nominal. Notamos que na maioria dos
casos quando o tamanho de amostra vai aumentando o tamanho do teste vai ficando mais préximo
do nivel nominal. Este comportamento também é observado quando a concentracdo das observacgdes
aumenta. A conclusdo principal deste estudo de simulagdo é que a regido de confianga DG(0;))
ndao é a mais adequado para este tipo de estudo, este fato pode atribuir-se a que a distribuicdo
das observacdes é na esfera complexa CS¥~2. Propomos usar a regi3o de confianca DG(0(ip))
(regido de confianga bootstrap), pois esta mostrou possuir um bom desempenho apesar de ter um
alto “custo” computacional.

Considere-se agora uma amostra de tamanho n, onde n — 1 das observacdes sdo geradas a partir
da distribuicdo Bingham com vetor de parametros A(;), e a Gltima observagdo € gerada a partir
da distribuicdo Bingham complexa com vetor de pardmetros A(y4). Assim, a dltima observagdo do
conjunto de dados foi gerada para ser influente.

O objetivo desta simulacio é avaliar e comparar o desempenho da distancia de Cook frente aos
métodos teste para discordancia e influéncia local em dados normais multivariados, na deteccdo da
observacdo aberrante no conjunto de dados. Cada um dos métodos foi avaliado em 12 cendrios.

A distancia de Cook serd avaliada nas regides de confianca descritas anteriormente. A regido de
confianca para o teste para discordancia J,, também foi originada mediante o método bootstrap. No
método de influéncia local em dados normais multivariados, considera-se pgi) e pg) como a i—ésima
componente do vetor p; e a i—ésima componente do vetor ps, respectivamente, e assim o vetor
pl) = (pgi),pgi)) é definido. Aqui a norma do vetor p(V é calculada, e se considera a i—ésima
observacio como aberrante quando a norma do vetor p() é a maior no conjunto de normas dos

vetores.
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Tabela 5.2: Comparagdo do tamanho do teste nas regiGes de confianca da Distancia de Cook.

n A DG(8(;)) DG(8(ip))
15| —21 —20 0| 0.001 0.084
~51 =50 0| 0.001 0.072
~101 —100 0| 0.001 0.062
20| —21 20 0| 0.002 0.080
~51 =50 0| 0.002 0.075
~101 —100 0| 0.002 0.058
30| 21 —20 0| 0.002 0.067
~51 50 0| 0.002 0.060
~101 —100 0| 0.003 0.053
50 | —21 —20 0| 0.001 0.063
~51  —50 0| 0.001 0.058
~101 —100 0| 0.001 0.051

Na Tabela 5.3 se ilustra o nimero de vezes que cada um dos métodos identificou a dltima
observacdo no conjunto de dados como influente. Para a distdncia de Cook na regido de confianga
{6 : (9(i) — é)TC(é(i) -0) < X2 .}, podemos observar uma estreita relagdo entre o tamanho de
amostra n e o vetor de parametros A. Notamos que quando A = (—101, —100,0), o poder do teste
cresce a medida que o tamanho de amostra aumenta.

Para a distancia de Cook (bootstrap), o teste .J,,, e o método de influéncia local para dados
normais multivariados, podemos observar resultados similares. Na medida que o tamanho de amostra
aumenta o poder do teste cresce. Da mesma forma acontece quando as amostras sdo geradas com
alta concentracdo. Ou seja, quando a concentragdo dos dados aumenta o poder do teste cresce. A
distancia de Cook (bootstrap) e o método de influéncia local apresentardo resultados satisfatérios
com respeito ao poder do teste, no entanto o método da distincia de Cook (botstrap) é mais

b ” -
custoso” computacionalmente.
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Tabela 5.3: Poder do teste para cada um dos métodos de indentificacdo de observacSes influentes.

n A DG(0@y) DG(Oggy)  Jm p1p2
15 =21 =20 O 0.371 0.889 0.518 0.753
-51 =50 O 0.871 0.993 0.597  0.949
—101 —-100 O 0.925 0.997 0.662 0.988
20 =21 =20 O 0.263 0.895 0.484 0.815
-51 =50 O 0.816 0.964 0.577 0.952
—101 —-100 O 0.950 0.992 0.614 0.987
30| =21 =20 O 0.097 0.920 0.586 0.800
-5l =50 O 0.762 0.989 0.678 0.957
—-101 —100 O 0.935 0.996 0.714 0.991
50| =21 =20 O 0.011 0.883 0.545 0.829
-51 =50 O 0.641 0.987 0.670 0.966
—-101 —-100 O 0.939 0.995 0.714  0.993
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CAPITULO O

Conclusodes

No presente trabalho se implementou e avaliou a Distancia de Cook na deteccdo de observacdes
influentes na andlise estatistica de formas. Através do modelo de dele¢do de casos (CDM) obtive-
mos a medida da distdncia Cook quando o conjunto de dados tem distribuicdo Bingham complexa.
Considerando os resultados obtidos através das simulagdes de Monte Carlo realizadas, pode-se con-
cluir que a medida distancia de Cook n3o tem um bom desempenho quando a regido de confianca
é definida como {0 : (é(i) - BA)TC(OA(Z') -0) < X[ia}, entretanto, quando a regido de confianga
calculada pelo método bootstrap o desempenho obtido é bem melhor.

Considerando-se que na andlise estatistica de formas o tdpico de influéncia é pouco estudado,
varias técnicas utilizadas em outros ambitos da estatistica adptadas nesta dissertacdo. Neste trabalho
adaptamos trés métodos de andlise de influéncia para a andlise estatistica de formas. Levando-se
em conta o poder do teste, verificamos que a distancia de Cook (bootstrap) apresentou resultados
satisfatdrios, onde ao aumentar o tamanho de amostra e a concentracdo das observacdes o poder do
teste melhorava. Observamos que o teste para discordancia apresentou um comportamento similar
a distancia de Cook, no entanto o poder do teste neste método apresenta valores baixos.

Uma boa alternativa para andlise de influéncia em andlise de formas é trabalhar no plano tan-
gente. Aqui o método de influéncia local para dados normais multivariados apresenta um &timo
desempenho quando as pré-formas s3o altamente concentradas, o que era esperado de acordo com
a literatura sobre andlise estatistica de formas. Este método apresentou resultados igualmente efi-
cientes a distancia de Cook, mas quando a concentracdo dos dados for baixa, a distdncia de Cook

ird apresentar resultados superiores.

42



A distancia de Cook e o teste para discordancia sdo de facil interpretacdo, enquanto que para
o método de influéncia local é necessario fazer uma anilise grafica dos resultados para n3o obter

concluses incorretas.
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CAPITULO [

Trabalhos Futuros

Considerando que os resultados do teste de discordancia .J,;, ndo foram bons, pois este é apropriada
para a dados com distribuicdo de Watron Real, é necessario formular uma estatistica para identificar
pontos aberrantes da distribuicao de Bingham complexa.

Considerando que a forma média é um autovetor, as medidas de influéncia que sdo utilizadas
em componentes principais podem ser relevantes para andlise estatistica de formas. Como em
Brooks (1994) que apresenta fun¢des de influéncia para componentes principais, estas fungdes podem
produzir resultados importantes na andlise estatistica de formas. Comparar estas funcdes com as
medidas apresentadas nesta dissertacdo pode ser um tépico importante para pesquisas futuras.

Método de bootsrtap é pouco abordado na literatura sobre a identificacdo de pontos influentes
e pontos aberrantes. Dessa forma, é necessdrio comparar a proposta desta dissertacdo com outros
métodos disponiveis na literatura como por exemplo o método apresentado em Azzalini, A., Bowman.
A., W. & Handle, W. (1989).
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APENDICE A

Programas

Neste Apéndice apresentamos o cédigo na linguagem R utilizado nas simula¢es de Monte Carlo.

O seguinte programa gera amostras com distribuicdo Bingham complexa.

bingham<-function(bnsam,bk,blambda)
{
expo<-array (dim=c (bk-2))
bing<-array(dim=c (bk-1))
out<-array(dim=c (bk-1))
bingsam<-array(dim=c((bk-1) ,bnsam))
expos<-array(dim=c ((bk-2) ,bnsam))
uni<-array(dim=c (bk-1))
for(is in 1:(bnsam))
{
flag<-0
while(flag==0)
{
uni<-runif (bk-2,0,1)
for(i in 1:(bk-2))

{
expo[i]<--(1/blambdalil)*log(1-uni[i]*(1-exp(-blambdali])))
}
if (sum(expo)<1)
{

flag<-1

45



}
flag<-0
for( i in 1:(bk-2))
{

bing[i]<-expo[i]
}

bing [bk-1]<-1-sum(expo)
theta<-runif (bk-1,0,1)*2xpi
for(i in 1:(bk-1))

{
out [1]<-(bing[i] ~(1/2))*exp(li*thetal[i])
}
bingsam[,is]<-out
}
bingsam
}
Programa para calcular a matriz de informag¢do quando os dados tem distribuicao Bingham
complexa.

a<-function(x)

# x vetor de lambdas

{
v=matrix(0,k-1,1)
for(j in 1:(k-1)) v[jl=(prod((x[jl-x)[-j1))~(-1)
return (v)
}
b<-function(x)
{
v=matrix(0,k-1,1)
for(j in 1:(k-1)) v[jl= sum(((x[j1-x) [-j1)~(-1))
return (v)
}
d<-function(x)
{
v=matrix(0,k-1,1)
for(j in 1:(k-1)) v[jl= sum(((x[jl1-x) [-j1)"(-2))
return (v)
}

HHRBHAHHHHH R R R R R
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# Primeiras e segundas derivadas #
HASHHBHHHBHFHBHHHHBHHH RS HHASHH B H R RS R RS
CA<-function(x)
{
ca = (2xpi~(k-1))*sum(a(x)*exp(x))
return (ca)
}
CmA<-function(x)
{
v = matrix(0,k-1,1)
for(m in 1:(k-1)) vlml= (2% (pi)~(k-1))*(sum(((a(x)*exp(x)) [-m])*
(((x=x[m]) [c(-m) 1)~ (-1)))+((a(x)*exp(x)) [m]) -((a(x)*b(x)*exp(x)) [m]))
return (v)
}
CmsA<-function(x) {
v<-array (0, c((k-1), (k-1)))
for(i in 1:(k-1))

{
for(j in 1:(k-1))
{
if (i 1=5)
{

v[i,jl= (2%(pi)~(k-1))*
(sum(((a(x)*exp(x)) [c(-i,-) D *(((x-x[1]1) [c(-1,-101) " (-1 *(((x-x[j1) [c(-1i,-7)1)"(-1)))-
(((ax)*b(x)*exp(x)) [c (L)1) * ((x[i]1-x[j1)~(-1)))-
(((a(x)*b(x) *exp(x)) [c (1) *((x[jI-x[1]1)~(-1)))-
(((a(x)*exp(x)) [c (D) D *((x[i]-x[j1)~(-2)))-
(((ax)*exp(x)) [c () *((x[jI1-x[1]1)"(-2)))+
(((ax)*exp(x)) [c(D) 1) * ((x[i]-x[j1)~(-1)))+
(((a(x)*exp(x)) [c (D) *((x[jT1-x[11)~(-1))))
}
else
{
vli,jl= (2%(pi)~ (k-1))*(2*sum(((a(x)*exp(x)) [c(-1) 1) *(((x-x[i]) [c(-1)1)~(-2)))-
2% ((a(x)*¥b(x)*xexp(x)) [c(1)])+
((a(x)*exp(x)) [c(1)])+
((a(x)*((b(x)) " (2))*exp(x)) [c(i)])+
((a(x)*d(x)*exp(x)) [c(1)]1))
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}
return (v) }
HEHBHHAH B HBHHAH B R RS HAFHEH B HAH R R RS
# Matriz de informacgao #
g G e
He<- function (x) {
v<-array(0, c((k-1),(k-1)))
for(i in 1:(k-1))

{
for(j in 1:(k-1))
{
if (il=j)
{
vI[i,jl= (o /((CA(x))"2))*((CmA(x) [i]1*CmA(x) [j1)-((CmsA(x) [1,j1)*CA(x)))
}
else
{
vli,jl= (n/((CA(x))"2))*(((CmA(x) [i])~2)-(((CmsA(x))[i,j1)* CA(x)))
}
¥
}

return (v)}

B S S s T T
# #
# Calculo pre-formas e autovalores da matriz S #
# #
B S S s s

zal<-function(z0,nzal)

{

star<-function(vl)

{
return(t(Conj(v1)))

}

norma<-function(u)

{
nor<-sqrt (sum(diag(Conj (t(u))*u )))
return (nor)

}

#pre-shape

z<-array(0,c(k-1,nzal))
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for(i in 1:nzal)
{
z[,1]<-z0[,1]
¥
zz<-array(0,c(k-1,k-1,nzal))
for(i in 1:nzal)
{
zz[,,il<-z[,i]l*star(z[,i])
}
#Matriz complexa de somas de quadrados e produtos.
s<-array(0,c(k-1,k-1))
for(i in 1:nzal)
{
s<-s+zz[,,i]
+
#parte da versimilanza
v = eigen(s)

1

v$values

m = v$vectors

return(l)

}

Processo de Monte Carlo.

NREPM = 1000
NREPBoo = 200
n = 30

k=4
H<-defh(k-1)

lambda<-array (k-1)

lambda[1]=-51

lambda[2]=-50

lambda[3]=0

lambda

lambda.1<-array(0,c(k-2))
lambda.1[1]<- lambda[3]-lambdal[1]
lambda.1[2]<- lambda[3]-lambda[2]
lambda.1
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lambda.in<-array(k-1)

lambda.in[1]=-1

lambda.in[2]=-0.5

lambda.in[3]=0

lambda.in

lambda.inl<-array(0,c(k-2))
lambda.inl[1]<- lambda.in[3]-lambda.in[1]
lambda.inl[2]<- lambda.in[3]-lambda.in[2]

lambda.inl

loglik = function(lambda)

{
return (sum(l*lambda)-n*log(2*(pi)~(k-1))-n*log(sum(a(lambda)*exp(lambda))))
}

loglik.i = function(lambda)

{
return (sum(l*lambda)-(n-1)*log(2*(pi)~(k-1))-(n-1)*log(sum(a(lambda)*exp(lambda))))

norma<-function(u)

{
nor<-sqrt (sum(diag(Conj (t (w))%*%u)))
return (nor)

}

star<-function(vl)

{
return(t(Conj(vi)))

Quantil=array(0,c(NREPM, 1))

cont=0
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cont.1=0
cont.2=0
for(j in 1:NREPM){

am = bingham(n-1,k,lambda.1)
influ = bingham(1,k,lambda.inl)

amostra = matrix(c(am,influ), nrow=(k-1), ncol=n)

rho=zal (amostra,n) [k-1]
rho.i=array(0,c(n,1))

for(i in 1:n){
rho.i[i,]=zal(amostral,-i],n-1) [k-1]
}

Jn=array(0,c(n,1))
for(i in 1:n){
Jn[i,]=(n-3)*((rho-rho.i[i,])/rho.i[i,])

#Chute inicial
chi=lambda

#Calculo parametro 1 com base na amostra Original

1= zal(amostra,n)

#Estimacao de lambda
bfgs= optim(chi, loglik, hessian = FALSE,control=list(fnscale=-1))
thetas=bfgs$par

#—m BFGS sin obseravcao i---——-———-——-——————————- #
thetas.i=array (0, c(k-1,n))

for(i in 1:n)

{

#Calculo parametro i
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1= zal(amostral,-i], (n-1))

#Estimacao de lambdas
bfgs.i=optim(chi, loglik.i, hessian = FALSE,control=list(fnscale=-1))
thetas.i[,i]=bfgs.i$par

Dg<- array(0,c(n,1))

for(i in 1:n)

{

Dgl[i,]=t(thetas.i[,i]-thetas)¥*},(-He(thetas))%*%(thetas.i[,i]-thetas)
¥
#-————— Proceso Boostrap--------———————————————————— #
Ho—m— Amostras Boostrap-------------——---———-—---——- #

indice<-1:n

amboo<-array (0, c(k-1,n,NREPBoo))

for(i in 1:NREPBoo)
{
ordem<-sample(indice,n,replace="TRUE")

amboo[, ,i]=amostral,ordem]

thetas.boo=array (0, c(k-1,NREPBoo))
for(i in 1:NREPBoo){

#Chute inicial

chi=lambda

#Caluclo parametro 1 com base na amostra Bootstrap

1=zal (ambool[, ,i],n)

#BFGS
bfgs.boo = optim(chi, loglik, hessian = FALSE,control=list(fnscale=-1))
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#Estimacao dos lambdas
thetas.boo[,i]=bfgs.boo$par

conver = bfgs$convergence

thetas.booi=array(0,c(k-1,n,NREPBoo))
for(w in 1:NREPBoo){

for(i in 1:n){

# Chute inicial

chi = lambda

# Calculo do parametro 1 sim o idividuo w da amostra

1 = zal(amboo[,-i,w],n-1)

# BFGS
bfgs.booi = optim(chi, loglik.i, hessian = FALSE,control=list(fnscale=-1))

# Parametros
thetas.booil,i,w] = bfgs.booi$par
i3

Dg.boo<- array(0,c(n,NREPBo00))
for(w in 1:NREPBoo){

for(i in 1:n){

Dg.boo[i,w]=t(thetas.booil,i,w]-thetas.bool[,w])%*Y%
(-He(thetas.boo[,w]))%*%(thetas.booi[,i,w]-thetas.boo[,w])

Dg.ordem=array (0, c(n,NREPBoo))
for(i in 1:NREPBoo){
Dg.ordem[,i]l=sort(Dg.bool[,i])
}
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Dboot=array (0, c(NREPBoo,1))

for(i in 1:NREPBoo){

Dboot [i,]= Dg.ordem[round(n*0.95),i]
}

Quantil[j,]= mean(Dboot)

if (Dg[n,]>=7.814728){cont=cont+1}
if (Dg[n,]>=Quantil[j,]){cont.1=cont.1+1}

print(j)
}
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