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Resumo

As distribui¢des de probabilidade geralmente utilizadas para modelagem de dados quando ha sime-
tria no comportamento dos erros do modelo sdo as pertencentes a familia eliptica, sendo a distribuicao
normal a mais utilizada na literatura dentre todas as distribuicdes elipticas. Neste trabalho abordare-
mos uma outra classe de distribui¢des que apresenta a propriedade de simetria proposta recentemente
por Gomez, Quintana e Torres (2007), denominada de distribui¢do slash-eliptica. A distribuicdo slash-
eliptica apresenta como principal caracteristica uma maior flexibilidade quanto ao grau da curtose frente
a distribuicdo eliptica, além de conter a familia eliptica como um caso limite. Propomos uma metodolo-
gia de estimacdo, testes de hipdteses, andlise de residuos e diagndstico para a classe de modelos lineares
com erros slash-elipticos com pardmetro ¢ conhecido. Apresentamos duas aplicacdes para exemplificar
a metodologia proposta. O primeiro conjunto de dados analisados refere-se aos dados de salinidade do
rio Pamlico Sound na Carolina do Norte - EUA apresentado por Rupppert e Carroll (1980). O segundo
conjunto de dados analisados refere-se a um experimento de 21 dias de observacdes de um planta su-
jeita a oxidacdo de amdnia a 4cido nitrico. Para os dois conjuntos de dados, consideramos os modelos
elipticos normal e #-Student, e os modelos slash-normal e slash-t-Student, com o objetivo de realizar uma
comparacao empirica entre 0s mesmos.



Abstract

We propose a linear regression model with distribution of errors slash-elliptical. The slash-elliptical
distribution was recently proposed by Gémez, Quintana and Torres (2007). The main feature of the slash-
elliptical distribution is to have greater flexibility in the degree of kurtosis front the elliptical distributions,
and include the elliptical family as a limit case. We developed the methodology of estimation, hypothesis
testing and analysis of residuals. Some diagnostic measures are introduced. Finally, practical applications
that employ real data are presented to illustrate the proposed methodology.
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CAPiTULO 1

Introducao

1.1 Formulacao do problema e definicao dos objetivos

A regressao linear ¢ comumente utilizada como ferramenta estatistica para modelagem de dados.
Em geral, assume-se que os erros do modelo seguem distribuicao normal. Mesmo quando essa suposicao
ndo € verificada, costuma-se realizar transformacdes, tal como a proposta por Box e Cox (1964), sobre
a varidvel resposta para atingir a normalidade. Nem sempre a transformacgao de Box e Cox garante essa
suposi¢do, resultando ainda que esse tipo de modelagem pode ser altamente influenciada por observagdes
extremas produzindo modelos inadequados, como € bem conhecido. Uma solucdo € utilizar modelos
robustos supondo uma distribuicdo de probabilidade mais adequada para os erros do modelo. Quando ha
simetria no comportamento dos erros, as distribui¢cdes mais utilizadas numa abordagem robusta sdo as
pertencentes a familia de distribuicdo com contorno eliptico, também denominada de simétrica no caso
univariado. Neste trabalho abordaremos uma classe de distribui¢des, mais geral, que também apresenta
a propriedade de simetria denominada de distribuigdo slash-eliptica (GOMEZ; QUINTANA; TORRES,
2007; GOMEZ; VENEGAS, 2008).

Segundo Gémez, Quintana e Torres (2007), a distribuicao slash-eliptica pode ser considerada como
um caso particular de modelos de mistura-escala da distribuicdo eliptica com a distribuicdo U(0,1),
modificando a distribuicao eliptica para flexibilizar o grau da curtose. Desta forma, a distribuicao slash-
eliptica apresenta uma maior flexibilidade quanto ao grau de curtose quando comparado a distribui¢ao
eliptica, como foi observado por Genc (2007). Outra vantagem da classe de distribui¢des slash-eliptica é

que esta contém a familia eliptica como um caso limite.



12

Frente a essa nova familia de distribui¢cdes, o objetivo geral deste estudo é o desenvolvimento do
modelo de regressdo linear com erros slash-eliptico, propondo uma metodologia de estimagdo e andlise
de diagnéstico sob o enfoque de influéncia local e alavancagem generalizada. A seguir relacionamos os
objetivos especificos:

1. desenvolvimento da metodologia de estimacao e testes assintéticos da significancia dos parametros
para a classe de modelos lineares com erros slash-eliptico;

2. propor residuos e medidas de diagndstico sob o enfoque de alavancagem generalizada e influéncia
local sob vérios esquemas de perturbacao.

1.2 Apresentacao dos capitulos

Nossa principal contribui¢do encontra-se nos capitulos 2 e 3. No capitulo 2 apresentamos o desenvol-
vimento do processo iterativo de estimag@o via método de mdxima verossimilhanca dos pardmetros no
modelo de regressado linear com erros slash-eliptico. Testes da razao de verossimilhangas, Wald e escore
para testar a significancia dos parametros foram propostos. Um residuo empirico e o residuo componente
de desvio foram propostos e um estudo de simulagdo sobre estes residuos foi realizado com o objetivo de
verificar as suas propriedades empiricas.

No capitulo 3 encontra-se o desenvolvimento da metodologia de andlise de diagndstico sobre o enfo-
que a medida de alavancagem proposta por Wei, Hu e Fung (1998) e influéncia local para a classe de mo-
delos lineares com erros slash-elipticos. Consideramos duas medidas de influéncia local: uma baseado no
afastamento da verossimilhanga proposto por Cook (1986) e uma segunda distancia baseada no residuo de
Pearson proposta por Thomas e Cook (1990). A anélise de influéncia local baseada nesta tltima medida
¢ denominada de influéncia local na predi¢ado e consideramos dois esquemas de perturbagdes: na resposta
e nos regressores. Para andlise de influéncia local pelo afastamento da verossimilhanga, consideramos as
perturbacdes na escala e nos casos.

No capitulo 4 apresentamos duas aplicacdes a conjunto de dados reais, para exemplificar a metodo-
logia proposta. O primeiro conjunto de dados analisados refere-se aos dados de salinidade do rio Pamlico
Sound na Carolina do Norte - EUA apresentado por Rupppert e Carroll (1980). O segundo conjunto de
dados analisados refere-se a um experimento de 21 dias de observacdes de um planta sujeita a oxidacao
de amonia a dcido nitrico. Para os dois conjuntos de dados, consideramos os modelos elipticos normal e
t-Student, e os modelos slash-normal e slash-z-Student, a fim de fazer uma comparacao empirica entre os
mesmos.
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1.3 Alguns resultados da familia de distribuicoes eliptica

A familia de distribuicdes eliptica pode ser considerada como uma generalizacdo da distribui¢ao
normal, tanto no caso univariado como no multivariado. No caso univariado, estd familia de distribuicao
também é denominada de classe simétrica de distribui¢cdes. Neste estudo enfocaremos duas distribuicdes
simétricas: normal e z-Student. O modelo de regressao linear, no qual a distribui¢ao dos erros é normal,
sdo os mais conhecidos na literatura de modelagem. J4 o modelo de regressdo linear com distribui¢ao
dos erros ¢-Student foi proposto por Lange, Little e Taylor (1989) e se enquadram na 4rea de modelagem
robusta. Mais detalhes sobre as distribuicdes simétricas podem ser encontradas em Fang e Zhang (1990)
e sobre modelos de regressao linear com erros simétricos podem ser encontrados em Cysneiros (2004) e
Cysneiros, Paula e Galea (2005), por exemplo.

Definicao 1:  Uma variavel aleatéria W com suporte em R é denominada de varidvel aleatdria simétrica
com parametros de posi¢do p € R e escala ¢ > 0, denotada por W ~ El(u, ¢;g(+)), se sua densidade é

. 1 ((w—p)?
fiv (wii1,0) = ﬁg(—q) ) (1)

para alguma fungdo geradora de densidade g(-), com g(u) > 0 para u > 0, / u’l/zg(u)du =1le
0

da forma

_ (w—p)?
u = ¢ .

Considere a varidvel aleatéria W ~ El(u,¢;g(+)), entdo os principais resultados da classe simétrica
de distribui¢des sdo:

1. A distribuic@o de qualquer combinag¢ao linear de uma varidvel aleatdria simétrica também € simétrica,
isto é, se W ~ El(u,9;g(+)) entdo a +bW ~ El(a+bu,b*d;g(-)), em que a,b € R com b # 0.
Fazendoa = —t- e b = \/%75 temos que V = a+ bW tem distribui¢do simétrica padrao denotada
por E1(0,1: g(+));

2. A funcio caracteristica da distribuicao simétrica é
Gy (1) = E(e™) = ™oV (9),

em que ¢ € R para alguma fungdo ¢, com @(u) € R parau >0, e (p(m) ¢ a m-ésima derivada da
funcdo @;

3. O k-ésimo momento central da distribuicdo EI(, 9;8(-)) € My () = E(Wk) = rkgé’() (0), em que
C‘Sk) (0) denota a k-ésima derivada de {y () avaliada em ¢ = 0. Segundo Berkame e Bentler (1986),

My (k) =0 se k for irnpa(r )e My (2m) = gzm—";szW(Z)”’(h(m) + 1) se k for par, em que k = 2m para
— — ™o _
m=1,2,...eh(m)= o0 1.

4. Pelo item 3, quando existem, tem-se que o valor esperado, variancia e curtose de W sao dados



14

respectivamente pOI’Z
EW) = pu,
Var(W) = —2¢(0)9,
Y = 3(h(2)+1).

Na Tabela 1.1, tem-se a funcdo geradora de densidade g(u), a fungdo —2¢(")(0) e o coeficiente de
curtose das distribui¢des normal e #-Student, que serdo consideradas neste estudo.

Tabela 1.1: Fungdes geradoras de densidade, funcdo —2¢(!) (0) e Curtose

das distribui¢cdes normal e ¢-Student

Distribui¢do g(u) —2¢1)(0) y
Normal \/szn exp (—%) 1 3
¢-Student B(l%/zz)(v—ku)’%l ﬁ,parav >2 3+&,parav >4

Nota: u >0, v > 0 e com B(a,b) denotando a funcio beta.

1.4 Alguns resultados da familia de distribuicoes slash-eliptica

Definicdo 2:  Uma varidvel aleatéria, Y, tem distribui¢do slash-eliptica com parametro de posi¢ao
ueNReescalag >0seY =u++/o # em que V e U sido varidveis aleatérias independentes, V
tem distribui¢do simétrica padrdo, U tem distribui¢do uniforme no intervalo (0,1), e g é o parimetro
especifico da distribuicdo slash-eliptica.

Definicao 3: Uma varidvel aleatéria Y com suporte nos R é denominada de varidvel slash-eliptica
com parametro de posi¢do 1 € R e escala ¢ > 0, denotada por Y ~ SEI(u;,9,q;g(+)), se sua densidade
¢ da forma

q 2
f(y;,u,(f),q)zi 2|z|q+1H(Z ) ,2#0

(1.2)
Vo 78(0)  ,z=0

2

Z
emque z=(y—u)/\/eH(?) = / 19=1)/2¢(1)dr, para alguma fungdo geradora de densidade g(-),
0
com g(t) >0parat >0e¢ / 11 2g(1)dt = 1.
0

Qualquer uma das definicdes 2 e 3 determinam uma varidvel aleatdria slash-eliptica, no entanto,
a partir da definicdo 2 temos um método para gerar varidveis aleatdrias slash-eliptica com base nas
distribui¢des simétrica e uniforme. Ja a defini¢@o 3 caracteriza uma varidvel aleatdria slash-eliptica pela
sua densidade.
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Considere a varidvel aleatéria Y ~ SEI(u,¢,q;g(-)), entdo os principais resultados da familia de

distribuicoes slash-eliptica sdo:

1. A distribuicdo de qualquer combinacdo linear de uma varidvel aleatoria slash-eliptica também ¢é
slash-eliptica, isto é,

seY ~ SEI(u,¢,q:¢(+)) entdo a+bY ~ SEl(a+bu,b*¢,q:5(-)), (1.3)

em que a,b € R com b # 0. Fazendo a = — , temos que Z = a+ bY tem distribuicao

1
Vo

Sl=

eb=
().

2. Caso o k-ésimo momento central da distribui¢do slash-eliptica padrdao é dado por

slash-eliptica padrao denotada por SEI(0,1,q;

oQ

ﬁak/z , se k é par

Mz(k):E(Zk):{ L k=1,2,... (1.4)

0 , se k é impar

emqueak/zz/ t*g(t?)dt < oo, k=1,2,....

3. O k-ésimo momento central da distribui¢do SEI(u, ¢, q;g(+)) é dado por (1.5)

k

My(k)=EY* =Y (’;) o UMy (r) (1.5)

r=0

4. De (1.4) e (1.5), temos que, quando existem, o valor esperado, a variancia e a curtose de ¥ sao
dados respectivamente por:

EY) = u, (1.6)
Var(Y) = qizal(p, q>2, (1.7)
(g—2)%a
Y, = —m—=, g>4 (1.8)
! q(q—4)ai
em que
alz/ *g(1*)dr (1.9)
e o0
agz/ r*g(1?)dt; (1.10)

5. Segundo G6émez, Quintana e Torres (2007), Gémez e Venegas (2008), um estimador para g obtido
pelo método dos momentos é dado por

g=2|1+a/=—5— |, parag>2eTF,a;—ay>0 (1.11)
}/yal_aZ
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em que %, € o estimador da curtose pelo método dos momentos. Logo ¢ é uma fungdo ndo linear

da curtose e das constantes aj e as.

1.5 Comparacao das densidades eliptica e slash-eliptica (caso uni-
variado)

Para ilustrar a comparagdo entre as distribuicdes eliptica e slash-eliptica, considere as Figuras 1.1
(normal e slash-normal) e 1.2 (¢#-Student e slash-z-Student), todas com parametro de posi¢ao igual a zero
e escala igual a um. Ao comparar as densidades eliptica e slash-eliptica para um mesmo ntcleo, isto &,
normal com slash-normal e 7-Student com slash-z-Student, verifica-se que ambas possuem 0s mesmos
parametros de posicdo e escala, que a forma das curvas s@o semelhantes, mas que a densidade slash-
eliptica é sempre mais platicirtica (achatada) que a densidade eliptica. Essa diferenca no achatamento
das densidades, que é caracterizada pela curtose, diminui a medida que o pardmetro g da slash-eliptica
tende a infinito. Gémez, Quintana e Torres (2007), Gémez e Venegas (2008) afirma que a classe de
distribui¢des slash-eliptica contém a familia eliptica como um caso limite quando g — oo. Portanto,
o parametro g da slash-eliptica é responsdvel pela diferenca na curtose entre as distribui¢des eliptica
e slash-eliptica e o modelo slash-eliptico permite uma maior flexibilidade no grau da curtose quando
comparado ao modelo eliptico.

0.5

SR
=B

04

VAN

f(x)

0.2
1

0.1

0.0
/

Figura 1.1: Distribui¢des normal (linha cheia preta) e slash-normal (linhas tracejadas laranja g = 1,

vermelho g = 5, verde g = 20)
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(b) Com 5 graus de liberdade

Figura 1.2: Distribui¢des normal (linha cheia preta), 7-Student (linha cheia azul) e slash-z-Student

1.6 Suporte Computacional

(linhas tracejadas laranja ¢ = 1, vermelho g = 5, verde g = 20)

Todas as fungdes para estimacao, testes de hipoteses, andlise de residuos e diagndstico para a classe

de modelos lineares com erros slash-elipticos, bem como as simulacdes e aplicacdes, foram desenvolvidas

a partir de programas construidos usando a linguagem de programacao matricial Ox em sua versao 4.1

para sistema operacional Ubuntu GNU/Linux versdo 8.10. O Ox foi desenvolvido por Jurgen Doornik

em 1994 na Universidade de Oxford, Inglaterra e € distribuido gratuitamente para uso académico em

http://www.doornik.com (DOORNIK, 1999). Os grificos apresentados foram produzidos utilizando o

ambiente de programagdo R em sua versdo 2.7.1 para o sistema operacional Ubuntu GNU/Linux versao

8.10. Esta linguagem foi criada por Ross Ihaka e Robert Gentleman na Universidade de Auckland (R

Development Core Team, 2008). O R se encontra disponivel gratuitamente em http://www.r-project.org.
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CAPITULO 2

Modelo slash-eliptico

2.1 Introducao

A érea de modelagem robusta para familia de distribuicdes slash-eliptica estd atualmente em desen-
volvimento. Estimadores de mdxima verossimilhanga para os parametros de posicao, escala e curtose da
distribuicdo slash-exponencial poténcia foram propostos por Genc (2007). Apresentamos neste capitulo
a metodologia de estimagdo e andlise dos residuos para a classe de modelos de regressao linear com
distribui¢@o dos erros pertencentes a familia slash-eliptica com g conhecido ou fixado.

Sejam €1, &, ...,¢&, varidveis aleatérias independentes, em que & ~ SEI(0,¢,¢;g(-)). O modelo de
regressdo linear com erros slash-eliptico € definido por

yi:X;ﬁ—i—Ei i=1,2,...,n, 2.1)

em que para cada i-ésima observagdo, y; é a varidvel resposta, x; = (1,x;,...,xjp) é um vetor (p x 1) de
regressores ¢ B = (Bi,...,Bp)" é o vetor (p x 1) de pardmetros desconhecidos.

Outra forma de representar o modelo (2.1) € através da notacdo matricial

y=XB +¢,
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em que
Vi I xi2 - x1p £
2 I xo -0 xpp &
y=| |, x=_ T . 7| e=
Yn I X oo Xnp &n

Pelo resultado (1.3), y; tem sua fun¢do densidade de probabilidade expressa por

1 (] H(Z2> y Zi 7é 0
fOisui,¢) =— 2ga T

(2.2)
VO | e(0) L z=0

2
4
emque (; =x:B,zi= (yi— ) //P e H(z?) = /o 10=1/2g(1)dr. Como as varidveis aleatorias yi, y2, .. ., yn

sao independentes, temos que a sua funcao de densidade conjunta é dada por:

[y, 0) = [1/0imi o)
i=1

= ¢ 2 (Hq;jrlg(o)> (gﬁfl(zgo

i¢A

<o (geo) " 0" ()

emque A = {i:z; # 0} e ng é o nimero de elementos do conjunto A.

2.2 Estimacao dos parametros

Para estimar o vetor de parametros 60 = ([3’, ¢)', pode-se utilizar o método de méaxima verossimi-
lhanga, que consiste em maximizar a func¢do de verossimilhanca do modelo slash-eliptico com respeito
a 0. Trabalhamos com o logaritmo da funcdo de verossimilhanga, pois maximizar o logaritmo de uma
funcdo € em geral mais simples e produz os mesmos resultados da maximizagao da funcao original. A
funcao de verossimilhanca de 6 ¢ dada por

o) = o7 (La0) (4" (H |Zl|q+1> 3

Aplicando o logaritmo a equagao (2.3), obtemos a fun¢do de log-verossimilhanca de 6 para o modelo




20

slash-eliptico

L(6) = log(I(6))

— —glog((])) + (n—ny)log (qquml)) +ny log(g) —I—i;‘ [log(H(z,Z)) — (g+1)log|z]]
- —glog(q)) +Y blziq)+C, (2.4)

icA

em que b(z,q) = log(H(z?)) — (¢ + 1)log|zi| é uma fungdo que depende de 6 e
C = (n—ny)log (#g(O)) +nylog(4) é constante em relagéo a 6.

Para encontrar o valor que maximiza (2.4), temos que resolver as equagdes Uﬁ = ag(g) =0e
Uy = (¢ ) = =0, em que U B Uy sdo as fungdes escore de 3 e ¢, respectivamente. A fungdo escore de
B ¢é dada por:

Up = — ——log ¢)+ ) b(ziq)
B aﬁ ( i€cA

B Z ab(z, )azl

= du B

X;

- g3

Lo~

1

- X', @5)

Vo

q 2
em que b'(z;,q) = _(qzl) 4 2ngi)

funcdo escore de ¢ € dada por:

€ b/(z,q) = (b<zl7q)7b(Z27q)7--~7b(zn7Q>)t ¢ um vetor (n X l) A

0 n
Us = %<—zlog<¢>+§b<z,-,q>+c>
. _i 8b(zlaQ>aZl
N 2¢+i§" dzi 09
= Tt L) <2¢>)
leA
_ _ﬁ_m ¥t/ 2.6)

Como para a fun¢do de log-verossimilhanga (2.4) ndo € possivel encontrar expressoes analiticas para
solucdo das equacdes Uﬁ =0 e Uy = 0, podemos usar métodos iterativos de otimizagdo nao-linear tal
como Newton-Raphson, Escore de Fisher, BFGS entre outros. Neste estudo usaremos o método quase-
Newton BFGS, que ¢ um dos mais conhecidos métodos quase-Newton e que foi proposto independente-
mente pelos autores Broyden (1970), Fletcher (1970), Goldfarb (1970) e Shanno (1970). A metodologia
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do método BFGS, bem como de outros métodos de otimizacao pode ser encontrada em Press, Vetterling
e Flannery (1992), por exemplo.

Os métodos quase-Newton de otimizac¢do sdao um conjunto de procedimentos numéricos que visam
minimizar uma fungo f(x) em relagdo a x, em que f(x) é uma fungdo real nio-linear e x € R". Caso o
objetivo seja maximizar a fungdo f(x), basta multiplica-la por (—1), pois o problema de maximizar f(x)
¢ equivalente ao problema de minimizar — f(x). Os métodos quase-Newton baseiam-se em algoritmos
iterativos, no qual, em cada k-ésima iteracdo, uma aproximacgdo de x; e de uma matriz Hy de dimensao
(n x n) sdo calculadas. Estes métodos requerem que Hy, seja positiva definida e que satisfaga a equacéo:

Hj+1A8k = Ak (Xpr1 — Xk)

em que Agy = &r1 — 8k, 8k = 8£ix) |x=x, € A € escolhido para satisfazer determinadas condi¢des de busca

em linha do método quase-Newton considerado. A seguir temos os procedimentos do algoritmo BFGS:

1. Faca k = 0 e atribua valores inciais para o vetor X( e para matriz Hy;
2. Se gr = 0, o processo iterativo termina e X; € 0 minimo, sendo d;, = —Hg;;

3. Calcule:

Ay = argmin f(x; + Ady)
A>0

Xir1 = Xp+Adagdy

4. Atualize a matriz H:

Ag Hi A AX;AX, HiAg AX, + (HiAgrAX: )
Hot = Hy + (1+ A gk) ( ~ X") _ Hilmdvi + (Hedgdny) 27
Ag Ax; Ax; Agy Ag Ax;
em que Ax; = A dy;
5. Faca k =k+1 e volte ao passo 2.
2.3 Matriz de Informacao de Fisher Observada
Para obter a matriz de informagdo de Fisher observada de 6 como definida em
! Jag Ja. )\ Las L
. °L(0)\ 30 Bé
Lo =" (aea<gt>> lo_6= J[fﬁ JM o-o= | P zﬁ‘” : (2.8)
Bo 00 op Toé



22

9L azL(G) 2L(6)
calculamos as matrizes hessianas de segunda derivadas Jﬁ B= aﬁaﬁ” Jop = e Jﬁq& 240,
dadas a seguir.
8
B = ( —= Y xit! zl,q>>
IEA
Z ab/ Zl7q aZl
i€A BEEE 33
= bll Zl, ( i)
ZA o
= —— ZX b” (zirq
IGA
— 1 t p!!
N aX By X (2.9)

L 2 le(@) | 4T eE)  de()’ .
em que b (z;, ):qu 4 ZH(Z;_Zg)(Z )+ ZH(ing)_ ZHéfZZ)Z) elez’q) —diag(b"(z21,9),6"(22,q), -, b (z0,q))

na diagonal.

a /
e o %( 3 L e )

i€A
! s oo 4
- 2¢2 2¢2§4Z1b (zi,q) 2¢§4(Zzb (z,,q)+b(z,,q))( 2¢>
- i |<i isq +3b( iq
2¢2 4(1)21§44Z zb"(z zi,q)]
1
= W (2n+7'c ) (2.10)

em que C(Lq) = (C(Zl ’ Q), C(Z27 q)7 cee 7C(Zn7 q))t € C(ZiaQ) = Zib”<zia Q) + 3bI<Zi7 (1)

JB‘P - a ( ZXb/ Zisq )

tGA
1
= — Xib’ Zi,é] b// Z,,q ( >
2¢3/2i€ZA g 2
1
= 2432 in (b/(ziaQ)‘FbU(Zi,Q)zi)
(p i€cA
1
- 2¢3/2le(1,4) 2.11)

em que m(, ) = (m(z1,9),m(22,9),- ., m(2n,q))" € My, ) = b'(zi,q) + V" (zi,q)zi.
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Substituindo as equagdes (2.9)-(2.11) em (2.8) e avaliando em 6 = 6, temos que

-1

. letB//A X

Lop = [ e mmX
— M X —ig (2nt2cp)
_ [ i met)
a —2(131—3/2dt —ﬁe
~3(p—taa)”! T (0 D—1aa)'a

-\ Za(p-laa)" -4 (14 La (- lad) a)

_ _%(Xtv(i-,q)x)_ \/—e (X'Viag)X) 'X'm M(z.4)

- — 72
Tl X (ViagX) ™ =2 (1 Gl X (XViu X)X )

(2.12)

em que D =X'Bj, (X, d' =d=Xmg,), e= (2n+1i'cpy) € Vg = Bl g~ Im, m/, . Desta

forma, as matrizes parciais de informacao de Fisher observadas sao:

. 1 .
Log = —5 (XVagX 213
§ i} 2 |
Ly, = Lig= (XViegX)  X'mgy (2.14)
Bé $p \/$e
. 44?2 1 |
Lys = e (1 * eézm( 2.9)% (X'Vag)X) Xtm(iq)) (2.15)

2.4 Qualidade do Ajuste e Testes de Hipoteses

Uma vez estimado o modelo slash-eliptico para um ¢ fixado ou conhecido, pode-se verificar a qua-
lidade do ajuste através de critérios de informacao, tais como o Critério de Informacdo de Akaike - AIC
(AKAIKE, 1974) e o Critério de Informagao Bayesiano - BIC (SCHWARZ, 1978), que sdao definidos
pelas equacdes (2.16) e (2.17) respectivamente. Segundo (KUHA, 2004), o critério BIC apresenta uma
melhor performace que o AIC, sendo o BIC o mais indicado em caso de discordancia entre estes critérios.
No caso do parametro g ndo ser conhecido, uma solu¢do € estimar o modelo para um conjunto de valores
de g > 0 e utilizar um dos critérios AIC ou BIC para selecionar o modelo com o g que possui 0 menor
valor do critério selecionado.

AIC = —2In(L(0))+2(p+1) (2.16)
BIC = —2In(L(0))+ (p+1)In(n) (2.17)

Além das medidas de qualidade do ajuste, o teste de significAncia dos parametros também pode
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ser utilizado como uma forma de avaliar a inclusdo ou exclusdo de varidveis explicativas, o que pode
refletir na qualidade do ajuste do modelo. Aplicamos os testes da razao de verossimilhangas, Wald e
escore como apresentado em Li (2001). As hipéteses consideradas foram: Hy : f = BO contra Hy : B #
B° para um determinado vetor B° conhecido de dimensdo (s x 1). As estatisticas dos testes razdo de
verossimilhancas, Wald e escore sdao dadas pelas equagdes (2.18), (2.19) e (2.20) respectivamente.

v = 2{L(B.#)—-L(B°.¢)} (2.18)
Gv = [B—BYvar(B)'[B B (2.19)
Ep = UfB Var(B)U 5 (2.20)
em que Var( fi) = —% (Xr V(Zq)X) e [30 € o estimador de maxima verossimilhanca de 3 sob Hy. Para n

grande e sob a hipétese nula Hy, temos que as estatisticas gy, Ew e Egg seguem distribui¢do qui-quadrado
com s graus de liberdade.

2.5 Residuos

2.5.1 Definicao

Na andlise de residuos buscamos verificar se a discrepancia entre os valores observados y;’s € os
ajustados y;’s € estatisticamente relevante. Para isto, utilizamos medidas de discrepancia denominadas
de residuos. Uma metodologia de andlise de residuos mais geral foi proposta por Cox e Snell (1968).
Em Cysneiros (2004) e Cysneiros, Paula e Galea (2005) podemos encontrar a metodologia de andlise de
residuos para classe de modelos simétricos. Detalhes tedricos sobre residuos para classe de modelo de
regressao simétrica ndo-lineares podem ser encontrados em Cysneiros e Vanegas (2008).

Propomos dois residuos para a classe de modelos lineares com erros slash-elipticos. O primeiro é um
residuo empirico definido por

po— (i —xiB)
Var(y)
= (yi—xiB) (q—%)’ parag > 2 (2.21)
qar¢

em que Ver(y) ¢é a variancia de y obtida pelo método dos momentos, dada pela equacéo (1.7), substituindo
o parametro ¢ pela seu estimador de maxima verossimilhanga e a; € calculado pela equacao (1.9).

O segundo € o residuo componente de desvio proposto por Pregibon (1981). Este residuo baseia-se
na estatistica da razdo de verossimilhancas generalizada denotada por LR; e expressa por

LR; =2[I(yi; i, ) — L(yis i §)] (2.22)



25

em que [; € o valor de U; que maximiza [(y;; Wi, ) € I(y;; i, ¢ ) é obtida aplicando o logaritmos na fungdo
dada em (2.2), isto é,

I(yis i @) = %log (¢) + I(Yi:ﬂi) log (#g(@) + I()’i#.ui) log(%) + I(Yﬁéﬂi) [log (H(Zzz)) —(g+1)log ‘Zlﬂ‘
Pode-se mostrar que o valor de u; que maximiza [(y;; i4;,¢) € y;. Assim sendo, substituindo fI; = y;
em (2.22) obtemos

q q A
LR; =21y, 2, {log (mg(())) - 10g(§) - b(Zt,fI)}
Pregibon (1981) define o residuo componente de desvio como sendo
l‘D(fl') = sinaI(Zi) LR;

em que sinal(x) é uma fungdo que retorna o sinal de x.

2.5.2 Simulacao

Com o objetivo de verificar as propriedades empiricas dos residuos 7; e tp(Z;), realizamos um estudo
de simulacdo, no qual, foram gerados 10.000 modelos da forma:

yi:BO+/31xi+8i7 lzl,,ZO (2.23)

em que x; tem distribuicdo normal padrdo, By = 1, B; = 1 e para g foram consideradas as seguintes

distribuicoes:

1. & ~ slash-normal(u =0, =4,¢g =15);
2. g ~ slash-normal(pt = 0,¢ =4,q = 10);
3. & ~ slash-¢-Student(u = 0,¢ =4,g=5,v = 3);

4. g ~ slash--Student(u = 0,90 =4, = 10,v = 3);

Para cada um dos 10.000 ajustes e cada um dos quatro modelos considerados acima foram calculados
os residuos 7; e tp(%;). Por fim, medidas descritivas foram calculadas para as 10.000 réplicas do i-
ésimo residuo 7;, com i = 1,...,20, e podem ser visualizadas nas Tabelas 2.1 e 2.2, enquanto que para o
residuo 7p(Z;), com i = 1,...,20 podem ser visualizadas nas Tabelas 2.3 e 2.4. Para todas as amostras e
modelos, o teste de normalidade de Kolmogorov-Smirnov também foi realizado e em todos os casos, 0s
valores-p foram inferiores a 0,001 e conseqiientemente, nenhum dos residuos possuem a propriedade de
normalidade.

Nas Tabelas 2.1 e 2.2 podemos verificar que as médias do residuo 7; ndo estam proximas de zero,
indicando uma possivel existéncia de viés no ajuste dos modelos slash-normal e slash-#-Student. Quanto
aos erros-padrao dos residuos 7;, observamos que estdo bem proximos de um, tanto nos modelos slash-

normal quanto nos modelos slash-z-Student. Os residuos 7; dos modelos slash-normal sdo mais simétricos
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que os dos modelos #-Student e a assimetria diminui com o aumento de ¢ em todos os modelos. Nos
modelos slash-normal, a curtose dos residuos 7; se aproxima de 3 a medida que g cresce. J4 para os

modelos slash-z-Student, a curtose dos residuos sdo bem altas, mas também diminui com o aumento de
q.

Tabela 2.1: Medidas descritivas para as simulagdes dos residuos 7; para o modelo slash-normal

slash-normal(qg = 5) slash-normal(g = 10)

Observacdes | Média EP Assimetria Curtose | Média EP Assimetria Curtose
1] 0481 1,029 -0,04751 4,726 | 0,551 1,012  -0,00092 3,126
2| 1,086 1,012  -0,06357 4,565 | 1,233 1,010  -0,00742 3,161
31 0316 1,020 0,21750 8,640 | 0,359 1,011 0,02911 3,130
41 0,038 1,031  -0,01789 4,118 | 0,047 1,015  -0,03577 3,388
51 0,125 1,027 0,05690 5,880 | 0,143 1,015  -0,01962 3,091
6| 0274 1,012 0,03095 4,136 | 0,303 1,009  -0,01899 3,093
7| 0468 1,010 -0,01544 4,137 | 0,531 1,019  -0,00361 3,108
81 0,327 1,010 0,01020 3,929 | 0,383 1,018 0,01168 3,195
91 0322 1,044 0,04879 5,584 | 0,352 1,016  -0,05356 3,070
10| 0,661 1,043  -0,12964 6,784 | 0,742 1,015  -0,03854 3,244
11| 0,439 1,020 -0,01835 4,100 | 0,497 1,013  -0,00645 3,186
12| 0,069 1,035  -0,05493 4,926 | 0,060 1,007 0,06384 3,190
13| 0,735 1,013 0,03764 4,375 | 0,827 1,008  -0,04032 3,143
14| 0,847 1,035 -0,02171 4,372 | 0,978 1,020 0,03255 3,079
15| 0,523 1,012 -0,17006 4,113 | 0,600 1,010  -0,00820 3,222
16 | 0,201 1,039  -0,01521 4,182 | 0,228 1,015 0,01423 3,256
17 | -0,238 1,032 0,10323 5,012 | -0,278 1,012 -0,02746 3,163
18 | 0,641 1,007 0,02983 4,263 | 0,736 1,007 0,01551 3,235
19 | -0,188 1,014  -0,03367 3,902 | -0,221 0,996  -0,01652 3,152
20 | -0,319 1,027  -0,06902 4,404 | -0,373 1,014  -0,02976 3,263
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Tabela 2.2: Medidas descritivas para as simulagdes dos residuos 7; para o modelo slash-7-Student
slash-¢-Student(v = 3,¢ = 5) slash-¢-Student(v = 3,4 = 10)
Observacoes | Média EP Assimetria  Curtose | Média EP Assimetria Curtose
0,376 1,424  -3,59748 128,899 | 0,428 1,269  -0,65421 14,929
0,849 1,391 0,46573 43,107 | 0,982 1,373 3,10865 90,456
0,257 1,483  -0,47242 93,140 | 0,292 1,307 0,00957 20,271
-0,012 1,386 0,64800 86,848 | 0,063 1,350 5,16903 174,919
0,141 2,003  40,19570 3045,796 | 0,101 1,261 -0,22670 21,017
0,218 1,355 1,78609 49,288 | 0,217 1,435  -4,02657 200,122
0,375 1,315 0,35983 20,614 | 0,417 1,338 0,22896 32,816
0,260 1,346  -3,45709 122,853 | 0,335 1,307 0,93206 23,098
91 0253 1,393  -3,08111 123,539 | 0,302 1,304 0,19577 15,717
10| 0,524 1,383 1,30447 68,649 | 0,595 1,256  -0,05539 14,133
11| 0,314 1,352 1,65776 58,175 | 0,382 1,303  -1,07804 30,502
12 | 0,053 1,351 0,34430 28,099 | 0,052 1,368 1,52780 51,826
13| 0,543 1,362 2,03126 63,288 | 0,634 1,306 0,15366 24,465
14| 0,621 1,490 -10,47648 424,191 | 0,730 1,402 1,96766 82,587
15| 0,393 1,349  -0,06683 29,983 | 0,464 1424  -1,22759 117,483
16 | 0,155 1,355 -0,77914 45,658 | 0,172 1,308 1,32807 63,619
17 | -0,186 1,371 1,27244 36,203 | -0,217 1,388 0,45394 39,619
18 | 0,494 1,382 2,58678 129,013 | 0,581 1,437 3,78277 105,357
19 | -0,115 1,333 1,69535 67,596 | -0,151 1,340  -0,40683 23,844
20 | -0,263 1,371 -0,50659 40,330 | -0,297 1,327  -1,58376 36,385

[c <IN e NNV, IR NS I N

Nas Tabelas 2.3 e 2.4 temos as medidas descritivas dos residuos 7p(Z;) para os modelos slash-normal
e slash-z-Student respectivamente. Para este residuo também observamos que as médias dos #p(Z;) ndo
estdo satisfatoriamente proximas de zero, mas que os erros-padrdo estdo proximos de um em todos os
modelos slash-normal e slash-z-Student. Os residuos 7p(Z;) parecem ser mais simétricos que os residuos
7; em todos os modelos, mas no caso dos modelos slash-normal, os coeficientes de assimetria estdo mais
proximos de zero para os modelos com g = 10, que para os com ¢ = 5. Os residuos #p(Z;) também
apresentam o coeficiente de curtose mais proximos de 3 que os residuos 7; em todos os modelos.



Tabela 2.3: Medidas descritivas para as simula¢des dos residuos 7p(Z;) para o modelo slash-normal

slash-normal(q = 5) slash-normal(g = 10)

Observacoes | Média EP Assimetria Curtose | Média EP Assimetria Curtose
1| 0515 1,074 -0,180 3,236 | 0,559 1,024 -0,055 2,981
2| 1,148 1,018 -0,407 3,524 | 1,243 1,002 -0,133 3,009
31 0,339 1,065 -0,127 3,212 | 0,365 1,024 -0,008 2,982
4| 0,041 1,090 -0,036 3,107 | 0,048 1,029 -0,015 3,062
51 0,135 1,081 -0,068 3,104 | 0,145 1,031 -0,030 2,972
6| 0,293 1,069 -0,069 3,107 | 0,308 1,024 -0,045 2,963
71 0,501 1,062 -0,153 3,121 | 0,538 1,031 -0,048 2,973
8| 0,351 1,068 -0,102 3,057 | 0,389 1,031 -0,029 3,037
91 0,344 1,086 -0,089 3,255 | 0,358 1,031 -0,078 2,941
10 | 0,704 1,072 -0,218 3,271 | 0,752 1,022 -0,106 3,078
11| 0,470 1,071 -0,142 3,159 | 0,504 1,025 -0,050 3,057
12 | 0,075 1,087 -0,046 3,198 | 0,061 1,022 0,048 3,018
13 | 0,783 1,048 -0,237 3,246 | 0,838 1,014 -0,117 2,996
14 | 0,899 1,060 -0,302 3,276 | 0,989 1,021 -0,066 2,893
15| 0,562 1,064 -0,252 3,169 | 0,609 1,020 -0,063 3,048
16 | 0,216 1,095 -0,057 3,086 | 0,232 1,029 -0,014 3,070
17 | -0,257 1,081 0,115 3,258 | -0,282 1,026 0,003 3,026
18 | 0,684 1,051 -0,189 3,075 | 0,746 1,014 -0,061 3,061
19 | -0,201 1,074 0,053 3,102 | -0,224 1,011 0,004 3,002
20 | -0,341 1,079 0,069 3,124 | -0,379 1,027 0,011 3,067
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Tabela 2.4: Medidas descritivas para as simulagdes dos residuos #p(Z;) para o modelo slash-z-Student

slash-z-Student(v = 3,¢ = 5)

slash-z-Student(v = 3,4 = 10)

Observacoes | Média EP Assimetria Curtose | Média EP Assimetria Curtose
1| 0475 1,270 -0,420 3,164 | 0,519 1,242 -0,490 3,168
2| 1,020 1,205 -0,971 4,315 | 1,106 1,145 -0,949 4,389
31 0317 1,297 -0,269 3,056 | 0,340 1,260 -0,246 2,919
4 -0,011 1,282 -0,011 2,887 | 0,058 1,257 0,002 2,872
51 0,148 1,287 -0,068 2908 | 0,123 1,254 -0,112 2,808
6| 0271 1,284 -0,244 2,900 | 0,275 1,255 -0,281 2,995
71 0471 1,277 -0,436 3,078 | 0,501 1,241 -0,458 3,208
8| 0,339 1,271 -0,328 2,996 | 0,380 1,248 -0,295 3,041
91 0316 1,283 -0,252 2,958 | 0,355 1,252 -0,277 3,014

10 | 0,654 1,237 -0,611 3,496 | 0,705 1,205 -0,640 3,496
11| 0,403 1,284 -0,405 3,021 | 0,456 1,245 -0,385 3,078
12 | 0,071 1,293 -0,085 2,897 | 0,058 1,265 -0,056 2,926
13 | 0,673 1,249 -0,633 3,397 | 0,739 1,216 -0,618 3,451
14| 0,791 1,232 -0,792 3,775 | 0,856 1,214 -0,835 3,938
15| 0,496 1,279 -0,465 3,170 | 0,555 1,226 -0,484 3,364
16 | 0,195 1,294 -0,171 2,873 | 0,208 1,254 -0,190 2,869
17 | -0,248 1,291 0,259 2,984 | -0,266 1,264 0,255 3,043
18 | 0,615 1,252 -0,563 3,306 | 0,675 1,218 -0,581 3,513
19 | -0,153 1,288 0,159 2,843 | -0,178 1,267 0,141 2,934
20 | -0,330 1,287 0,292 3,005 | -0,340 1,248 0,235 2,987
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CAPITULO 3

Analise de Diagnostico no modelo slash-eliptico

A metodologia para andlise de diagnéstico sobre enfoque de influéncia local para familia de modelos
lineares com erros elipticos pode ser encontrada nos trabalhos de Galea, Paula e Bolfarine (1997), Galea,
Bolfarine e Vilca-Labra (2002) e Galea, Paula e Uribe-Opazo (2003). Galea, Paula e Cysneiros (2005)
apresentam métodos de diagndsticos para classe de modelos ndo-lineares simétricos. Apresentaremos
aqui a metodologia de andlise de diagndstico sobre o enfoque de alavancagem generalizada e influéncia
local para classe de modelos slash-elipticos.

Assumindo que o modelo ajustado estd correto, a andlise de diagndstico visa investigar se existem
observagdes que exercem forte influéncia no ajuste do modelo ou com valores atipicos nos regressores.
Uma observacdo do conjunto de dados é dita ser influente se sob sua presenca ou pequena perturbacao
ocorrer variagdes desproporcionais nas estimativas dos parametros sob o modelo ajustado.

A medida de alavancagem generalizada GL;;, definida por

¥

reflete a taxa de mudanga instantanea no i-€simo valor predito ¥;, quando a j-€sima variavel resposta y; €
acrescida por um infinitésimo. A alavancagem generalizada GL;; é proposta por Wei, Hu e Fung (1998)
como a medida de maior influéncia de y; no seu proprio valor ajustado. Alta alavancagem sugere que a
i-ésima observacgao pode ter valores atipicos dos regressores.

A andlise de influéncia local € um método de diagndstico proposto por Cook (1986) que visa avaliar
o efeito de pequenas perturbacdes nos dados ou modelo segundo uma medida de influéncia. Seja @ =
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(w1, @, ...,m,) um vetor (n x 1) de perturbagdes restrito a algum conjunto aberto Q e @y o vetor de ndo-
perturbacdo. Na prética, deseja-se comparar Oe 5w segundo uma medida de influéncia quando @ varia
em Q. Considerdveis distancias entre estas medidas podem indicar a presenca de pontos influentes. Entre
as medidas de influéncia local destaca-se o afastamento da verossimilhanga proposta por Cook (1986) e
uma medida de distincia baseada no residuo de Pearson proposta por Thomas e Cook (1990).

3.1 Alavancagem Generalizada

Denotemos o estimador de mdxima verossimilhanca de 6 por 8(y) e o de u por ft = X[, entdo Wei,

Hu e Fung (1998) mostraram que a matriz GL(@) = g—§ = (%) (<) de alavancagem generalizada pode
ser expressa na forma

GL(6) = DgLggJp,; 3.1

afl X ( .
em que Dg = %|9:é(y) = 8_9[’3|99(y) = [X,0] é uma matriz de ordem (n x (p+ 1)) e

.79y 8;5 oy |6 by) ¢ uma matriz de ordem ((p+ 1) x n). Entdo, podemos simplificar (3.1) e expressar

da seguinte forma

GL(®) = (X 0) Lgp Lp, Jﬁy
Lyg Lo Joy
= XLﬁBJﬁy —I—XZ;ﬁ(PJq)y. 3.2)

Aplicando essa metodologia a classe de modelo lineares com erros slash-eliptico, temos que a matriz

J By = Xt B/(’ q) € O vetor Joy = ——2(513 7 m’(2 g € desta forma, a matriz de alavancagem generalizada €
dada por
-1 tpt -1 -
GL(é) - X B (le(i-,Q)X) —-X B(z,q) X 2 (XIV(Zq)X) Xtm(i,q) m(i,q)
’ ’ Joe 2§72
1 t t ! 1 t =1t ¢
= 72t (XVayX)  XBly, PR (XVa)X)  X'mggmi;
1 ; oy
= @X (XVia)X) X Vizg). (3.3)
Podemos re-escrever a equacao (3.3) como expresso abaixo
0 1 12 1/2
GL(B) = X' —=V,/} (X'V4y) Vil X
Vo f
_ 1/2 1/2
= X'V*50 (XV*0.0X) v*(m)x, (3.4)
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vl 1yl
Zaq)  \/§ (24)

de um modelo de regressdo normal ponderado pela matriz V*(; ;).

em que . Desta forma, o GL(@) pode ser interpretado como a matriz H de alavancagem

Um gréfico dos elementos da diagonal de GL(@) versus indices pode revelar pontos com alta in-
fluéncia no seu prépio valor predito.

3.2 Influéncia local baseada no afastamento da verossimilhanca

Seja L(6) e L(6) as fungdes de log-verossimilhanga dos modelos postulado e perturbado respecti-
vamente, entdo a medida de afastamento da verossimilhanca é definida por

LD(w) = 2{L(8) — L(8)}

Pode-se notar que se @ = @y, entdo LD(w) =0 e se @ # @y, entdo LD(®) > 0, isto é, @y é um ponto
de minimo local de LD(®).

A andlise de influéncia local baseada no afastamento da verossimilhanca consiste em estudar como a
superficie o(®) = (o', LD(w))", para o € Q, desvia-se de seu plano tangente em torno de ay através da
andlise da curvatura normal da superficie a(®) em alguma diregdo arbitrdria d, com ||d|| = 1 (COOK;

WEISBERG, 1982). Pode-se mostrar que essa curvatura normal na direcdo d pode ser expressa por

C,=2|d'Fd|

9’L(0 ) - _ 3
T00e 2valiadaem @ =ampe 6 = 6.

emque F =A'LggAe A=

Se o interesse for realizar a andlise de influéncia para os parimetros f3 e ¢ separadamente, a matriz
F pode ser adaptada para excluir de Z"QG a influéncia dos outros parametros. Desta forma, a curvatura
normal na dire¢@o d para os pardmetros 3 e ¢ sdo respectivamente:

Ca(B)=2|d'A(Lgg —Li)Ad |

Ca(¢) =2 |d'N(Lgg —Lr)Ad |,

0 0 Lgg 0
emque L = . el, = BB
0 Ly 0 O

O grifico de indices dpax, 0 auto-vetor correspondente ao maior auto=valor absoluto de F, pode
revelar as observacdes mais influentes em 6. Outra possibilidade de anlise foi proposta por Lesaffre e
Verbeke (1998), que consiste na construcdo do grafico dos C;’s, obtidos a partir do célculo de Cy, para o

vetor d; formado por zeros com um na i-ésima posicdo para cadai=1,2,...,n. Lesaffre e Verbeke (1998)

também sugere que as observacdes tais que C; > 2C, em que C = ~—, podem ser pontos influentes.
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3.2.1 Perturbacao na escala

Considere que y; ~ SEL(x;B,0/®;,q;g(-)), isto é, que o modelo linear y; = x; 8 + €; € heterosceddstico
com perturbagdo no parametro de escala ¢; = ¢ /w;, para w; >0ei=1,2,...,n. Quando w; =1, §; = ¢
e o modelo perturbado se reduz ao postulado; para 0 < @; < 1, hd um inflacionamento de ¢ e quando
®; > 1, hd uma reducdo de ¢. A log-verossimilhanca do modelo perturbado é dada por

L(6,0) = ~10g(9) + ¥ b(zia.q) +C,
icA

(vi —xiB)

em que Zjp = 0j——— = W;z;- A matriz de perturbacdo A com perturbacio na escala é expressa por

Vo

1 t
XM
A — 2\/5 (Z7Q)
Lotag ’
Iy M.q)
em que My, ¢ uma matriz de zeros com os elementos m(Z;,q) = —b'(zi,q) — zib" (Zi,q), para i =

1,2,...,n, na diagonal.

3.2.2 Perturbacao nos casos

Considere um esquema de perturbag@o do i-ésimo caso no qual a fun¢do de log-verossimilhanga de
6 do modelo perturbado seja expressa na forma

n
L(97 CO) = Z wilog(in(yi>)7
i=1
em que 0 < @; < 1. Para esse esquema de perturbacdo, a matriz A € dada por

1 xip
il [ Ve Paw
o 1 .t
—=I ~
20 (z,9)

em que r; ;) € um vetor (n x 1) com os elementos {—Z;b'(Zi,q) — 1}, parai =1,2,...,n.

q)

3.3 Influéncia local na predicao

Considere o estudo do efeito de pequenas perturbagdes na predi¢do de um particular vetor v de ordem
(p x 1) de valores dos regressores, para o qual ndo se tem uma resposta observada. Sejam U (v) = vtﬁ e
n(v,m)=v E o as predi¢oes nos modelos postulado e perturbado respectivamente, onde B o € 0 vetor de
estimativas de mdxima verossimilhanca de 6 do modelo perturbado. Uma medida de influéncia local na
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predi¢cdo proposta por Thomas e Cook (1990) baseada no residuo de Pearson € definida por

fv,0) = {i(v) —fi(v,0)}. (3.5)

A partir do estudo do comportamento da superficie 6(®) = (@', f(v,®))" em torno de @y, pode-se
mostrar que a curvatura normal desta superficie na dire¢do d é Cy(v) =2 | d'F'd

, em que

. IXf(v,0) e
b= W'ME =A(Lgpilpp)a.

Neste caso, 0 vetor dmax (V) para um dado vetor de valores dos regressores v se resume na expressao

dmax (V) = Atiﬁﬁ A\ (36)

Uma proposta de andlise € considerar v = x; para cada observagdo i, com i = 1,2,...,n, e calcular
o maior valor do i-ésimo vetor dmax (X;), que serd denotado por dmax; (X;). A partir do grafico de indices
do vetor (dmax, (X1),dmax,(X2), - - - ,dmax, (Xx))" pode-se identificar quais observacdes tem substancial in-
fluéncia sobre y.

3.3.1 Perturbacao na variavel resposta

Suponha que a i-ésima resposta seja perturbada aditivamente com a perturbacio y;, = y; + s@;, em
que s € o desvio-padrao estimado de y, de modo que quando @; = 0, o modelo perturbado € igual ao
postulado. A func¢do de log-verossimilhanga para o modelo perturbado aditivamente na resposta é dado
por

L(8,) =~ log(¢) + ¥ b(zi0.:4) +C,
i€A
Oitso—xp) _ 5o
Vo Ve

Para o esquema de perturbagdo aditiva na resposta, a matriz A obtida é dada por

em que Zip =

A Serpn

3.3.2 Perturbacao nos regressores

Suponha agora que a i-ésima observacdo de uma particular varidvel explicativa ¢, t = 2,3,...,p,
seja perturbada de forma aditiva pelo esquema x;; = Xj; + @;, que também pode ser expresso em forma
vetorial por X;q = X; + @;S;, onde s, € um vetor (p x 1) de zeros com um na 7-ésima posigdo. Neste caso
também, quando ®; = 0, o modelo perturbado € igual ao postulado. A funcdo de log-verossimilhanca
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para o modelo com perturbacio aditiva na 7-ésima variavel explicativa € expressa por

L(6,0) = ~310g(9) + ¥ b(zia.q) +C,
icA

em que Zjp = O _X[\i/% oip,) =zi— a\);%'

Para o esquema de perturbagdo aditiva na 7-ésima variavel explicativa, a matriz A obtida € dada por

. B 1 R
A= —B—,-fX[ ,(,/Z\,q)—l_ _/\Zb/(zi’q> St.
ﬁieA
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CAPiTULO 4

Aplicagoes

4.1 Salinidade

Considere o conjunto de dados, com n = 28 observagdes, sobre a salinidade do rio Pamlico Sound na
Carolina do Norte - EUA apresentado por Rupppert e Carroll (1980). Estamos interessados em modelar a
média quinzenal da salinidade do rio (varidvel resposta y) segundo a salinidade defasada de duas semanas
(varidvel explicativa X1) e vazao de dgua do rio (varidvel explicativa x3). Como ndo conhecemos o
valor do pardmetro g da slash-eliptica e dos graus de liberdade da ¢-Student e slash-#-Student, denotado
por v, escolhemos os modelos com os pardmetros g € vV correspondente ao modelo com menor AIC e
BIC. O parametro g foi selecionado na seqiiéncia 3; 3,5; 4; 4,5;... 50 e o parametro v na seqii€ncia
2,1; 2,5; 3; 3,5; 4. Os modelos escolhidos foram

yi=Bo+Bixii + Poxip+€, i=1,...,28 4.1

em que

e & ~normal(u,9);
o & ~t-Student(u,d,v=2,1);
e & ~ slash-normal(u,¢,q =3);

o & ~ slash-z-Student(u,¢,g=3,v=2,1);
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Podemos ver na Tabela 4.1 os valores dos critérios AIC e BIC dos modelos selecionados para
andlise. Na Tabela 4.2, podemos observar que os erros-padrdo dos modelos slash-normal(g = 3) e slash-
t-Student(qg = 3,v = 2.1) sdo bem menores que os dos modelos normal e 7-Student(v = 2.1), sendo o
modelo slash-z-Student(¢q = 3,v = 2.1) o com os menores erros-padrio para todos os parimetros. As
estatisticas de testes marginais de razdo de verossimilhancas, Wald e escore e seus respectivos valores
p, omitidos aqui, foram calculados para todos os modelos considerados. Todos os valores p foram infe-
riores a 0,001 em todos os casos, isto €, todos os coeficientes foram significativos ao nivel de 0,1% de
significancia.

Tabela 4.1: Qualidade do ajuste dos modelos para os dados de salinidade

Distribui¢des AIC BIC
normal 99,16 104,49
t-Student(v =2.1) 97,44 102,77
slash-normal(g = 3) 98,84 104,17

slash-7-Student(¢ =3,v=2.1) 97,23 102,55

Tabela 4.2: Estimativas e seus erros padrao (em paréntesis) para os modelos ajustados dos dados de

salinidade
Distribui¢des Bo B1 Bz i)
normal 9,32 (2,4900) 0,78 (0,0800) -0,29 (0,0900) 1,52 (0,4058)
t-Student(v =2, 1) 14,12 (1,8100) 0,74 (0,0600) -0,47 (0,0600) 0,51 (0,2115)
slash-normal(g = 3) 13,13 (0,0439) 0,75 (0,0004) -0,44 (0,0001) 0,59 (0,0448)

slash-z-Student(g = 3,v =2,1) 14,24 (0,0239) 0,73 (0,0002) -0,47 (0,0001) 0,24 (0,0122)

Analisamos os residuos 7; e p(2;) para os modelos selecionados, com excecdo do residuo 7#; para o
modelo ¢-Student(v = 2.1), uma vez que para calcular o estimador da varidncia de y pelo método dos
momentos, vV tem que ser maior que 4. As medidas descritivas e o teste de hipdtese de Kolmogorov
Smirnov para o residuo 7; e tp(2;) podem ser vistos nas Tabelas 4.3 e Tabela 4.4 respectivamente.

Considerando o residuo 7;, vemos que as médias dos residuos dos modelos slash-elipticos ndo estao
tao proximas de zero quanto as do modelo normal e o desvio padrao dos residuos do modelo slash-z-
Student(g = 3,v = 2.1) é bem menor que nos demais modelos, que estdo préximos de um. As curtoses
dos residuos #; nos modelos slash-elipticos s@o maires que no modelo normal, que também é o que
apresenta coeficiente de assimetria mais proximo de zero. A partir do teste de Kolmogorov-Smirnov,
vemos que os residuos #; do modelo slash-z-Student(q = 3, v = 2.1) ndo seguem distribui¢do normal.

Quanto aos residuos 7p(Z;), vemos que o desvio padrdo do modelo ¢-Student(v = 2.1) é bem menor
que nos demais modelos, que estdo préximos de um. Somente a curtose dos residuos 7p(Z;) do modelo
normal estd préxima de 3. Quanto a assimetria dos residuos, os modelos normal e slash-z-Student(q =
3,v =2.1) sdo os mais simétricos. Segundo os testes de Kolmogorov-Smirnov, podemos observar que
apenas os residuos 7p(2;) do modelo normal segue distribui¢do normal.



Tabela 4.3: Medidas descritivas dos residuos 7; para os dados de salinidade

Tabela 4.4: Medidas descritivas dos residuos 7p(Z;) para os dados de salinidade

normal slash-normal  slash-z-Student

(g=3) (¢g=3,v=2.1)

Média <0,001 0,048 -0,020
Desvio padrao 1,018 0,993 0,346
Assimetria -0,053 0,741 0,961
Curtose 3,024 5,150 5,844
ks-valor 0,106 0,146 0,322
p-valor 0,879 0,545 0,004

normal slash-normal ¢-Student  slash-#-Student

(¢=3) (v=2,1) (¢g=3,v=21)

<0,001 0,187 -0,020 -0,105

Desvio padrao 1,018 1,489 0,461 1,693
Assimetria -0,053 -0,209 0,662 0,042
Curtose 3,024 2,046 4,816 1,718
ks-valor 0,106 0,423 0,285 0,316
p-valor 0,879 <0,001 0,016 0,005

38

Os graficos de alavancagens generalizadas para os quatro modelos selecionados podem ser vistos

na Figura 4.1. Observamos que o modelo slash-normal(g = 3) apresentou as mais baixas alavancagens

(Figura 4.1(b)), em relagdo aos demais modelos. Mesmo assim, nao hd indicios de ponto de alavanca nos

quatro modelos.
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Figura 4.1: Graficos de indices da alavancagem generalizada para os modelos ajustados aos dados de

salinidade

Os gréficos C; para os dados de salinidade sob perturbagdo na escala podem ser visto na Figura 4.2.
Observamos que o modelo slash-7-Student(q = 3,v = 2,1) é o tnico dos quatros modelos considerados
que ndo apresentou pontos influentes quanto a perturbacdo na escala.
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Figura 4.2: Gréficos de indices C; para os modelos ajustados aos dados de salinidade sob perturbacao na

escala

Considere agora a andlise de influéncia local com o esquema de perturbagdo nos casos. Os graficos
C; podem ser visto na Figura 4.3. Podemos observar que a observacdo 16 é um ponto influente princi-
palmente no modelo normal, mais também nos modelos slash-normal(g = 3) e ¢-Student(v = 2,1). O
modelo slash-z-Student(g = 3,v = 2, 1) néo possue pontos influentes quanto a perturba¢ao nos casos.
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Figura 4.3: Gréficos de indices C; para os modelos ajustados aos dados de salinidade sob perturbagcao

nos casos

Na Figura 4.4 t€m-se os graficos L, para os dados de salinidade sob perturbac¢io na resposta, no
qual, podemos observar que os modelos slash-elipticos ndo apresentam pontos influentes. O modelo
normal apresenta um ponto influente, a observagdo 16, e o modelo 7-Student(v = 2,1) apresenta alguns
pontos influentes.
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Figura 4.4: Gréficos de indices L, para os modelos ajustados aos dados de salinidade sob perturbacao

na resposta

Na Figura 4.5 tém-se os graficos Cy,,, das varidvel x| e x; para os dados de salinidade sob perturbagao

nos regressores, nos quais, podemos observar que os modelos slash-elipticos ndo apresentam pontos

influentes quanto a perturbacgdo nas varidveis explicativas x; e xo. Os modelos normal e ¢-Student(v =

2, 1) apresentam pontos influentes, que sdo as observagdes 5 e 16 para varidvel x, e a observagio 16 para

variavel xj.
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Para os dados de salinidade, podemos concluir que o modelo slash-z-Student apresentou o melhor
ajuste dentre os modelos considerados. Além disso, ndo apresentou pontos de alavanca e pontos de
influéncia quanto aos esquemas de perturbagcdes considerados. No entanto, para os modelos elipticos, a
observacdo 16 € influente.

4.2 Perda de amonia

Considere agora o conjunto de dados stack-loss apresentado por Becker, Chambers e Wilks (1988),
que descreve um experimento de 21 dias de observacdes de um planta sujeita a oxidagdo de amonia a
acido nitrico. Estamos interessados em modelar a perda de amonia (variavel resposta y), que corresponde
a 10 vezes o percentual de amonia perdida ndo convertida, em funcdo do fluxo de ar (varidvel explicativa
x1) e da temperatura da dgua (varidvel explicativa x;). Como ndo conhecemos o valor dos parametros
q e v, escolhemos os modelos com os pardmetros g € vV correspondente a0 modelo com menor AIC e
BIC. O parametro g foi selecionado na seqiiéncia 3; 3,5; 4; 4,5;... 50 e o parametro v na seqii€ncia
2,1; 2,5; 3; 3,5; 4. Os modelos escolhidos foram

yi=Bo+Bixii + Poxip+€, i=1,...,28 4.2)

em que

& ~ normal(i,9);

g ~ t-Student(u, 9, v =2,1);
o & ~ slash-normal(u,¢,q =3);

o & ~ slash-z-Student(u,¢,g =3,v=2,5);

Na Tabela 4.5 podemos observar os valores dos critérios AIC e BIC dos modelos selecionados para
andlise. As estimativas e erros-padrdo dos parametros estimados podem ser vistos na Tabela 4.6. Ob-
servamos que os erros-padrdo dos modelos slash-normal(g = 3) e slash-z-Student(q = 3,v = 2,5) s@o
bem menores que os dos modelos normal e ¢-Student(v = 2,1), com excegdo do erro-padrdo de (f) no
modelo slash-normal(g = 3) que é superior ao do modelo ¢-Student(v = 2,1). De qualquer modo, o
modelo slash-#-Student(q = 3,v = 2,5) apresentou os menores erros-padrao para todos os parametros.
As estatisticas de testes marginais de razao de verossimilhangas, Wald e escore e seus respectivos valores
p, omitidos aqui, foram calculados para todos os modelos considerados. Todos os valores p foram infe-
riores a 0,001 em todos os casos, isto €, todos os coeficientes foram significativos ao nivel de 0,1% de

significancia



Tabela 4.5: Qualidade do ajuste dos modelos para os dados de perda de amonia

Distribui¢des
normal

t-Student(v =2, 1)
slash-normal(q = 3)

slash-z-Student(q = 3,v = 2,5)

AIC BIC
113,72 117,89
110,50 114,68
112,59 116,77
109,19 113,37

Tabela 4.6: Estimativas e seus erros padrao (em paréntesis) para os modelos ajustados dos dados de

perda de amonia

Distribui¢des Bo B B2 i)
normal -50,36 (4,7600) 0,67 (0,1200) 1,30 (0,3400) 8,99 (2,7744)
t-Student(v = 2, 1) -44,06 (3,0100) 0,82 (0,0700) 0,57 (0,2200) 2,19 (1,0551)
slash-sormal(q = 3) -49,51 (0,3100) 0,83 (0,0004) 0,81 (0,0035) 3,13 (1,6800)
slash-r-Student(q = 3,v =2,5) -43,81 (0,1500) 0,82 (0,0001) 0,56 (0,0004) 1,21 (0,4077)

45

Na Tabela 4.7 temos as medidas descritivas quanto ao residuo 7;, onde podemos observar, baseado no
teste de normalidade de Kolmogorov-Smirnov, que os residuos dos modelos normal, slash-sormal(g = 3)
e slash-z-Student(qg = 3,v = 2,5) seguem distribuicdo normal. As curtoses dos residuos dos modelos
slash-elipticos sdo maiores que o da normal, que foi aproximadamente 3.

Na Tabela 4.8, podemos observar que apenas os residuos 7p(Z;) do modelo normal seguem distri-
buicao normal. A curtose dos residuos 7p(Z;) para os modelos slash-elipticos sdo mais baixas que as dos
modelos elipticos.

Tabela 4.7: Medidas descritivas dos residuos 7; para os dados de perda de amodnia

normal slash-sormal  slash-z-Student

(q:3> (q:3,V:2,5)

Média <0,001 -0,048 0,053
Desvio padrao 1,025 1,053 0,808
Assimetria -0,316 -0,732 -0,296
Curtose 3,159 5,409 5,270
ks-valor 0,084 0,158 0,224
p-valor 0,998 0,668 0,245
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Tabela 4.8: Medidas descritivas dos residuos 7p(Z;) para os dados de perda de aménia
normal  7-Student slash-sormal  slash-z-Student

(v=2,1) (q=3) (¢g=3,v=2)5)
Média <0,001 0,040 0,098 0,097
Desvio padrao 1,025 0,546 1,529 1,736
Assimetria -0,316 -0,129 -0,312 0,017
Curtose 3,159 4,676 2,127 1,950
ks-valor 0,084 0,279 0,395 0,355
p-valor 0,998 0,075 0,003 0,010

Os gréficos de alavancagens generalizadas para os quatro modelos selecionados podem ser vistos
na Figura 4.6. O modelo z-Student(v = 2, 1) foi o tnico dentre os quatros modelos considerados que
apresentou um possivel ponto de alavanca, a observagao 2.
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Figura 4.6: Graficos de indices da alavancagem generalizada para os modelos ajustados aos dados de

perda de amonia

Na Figura 4.7(c) observamos que no modelo 7-Student(v = 2, 1) a observagao 2 ¢ um ponto influente
quanto perturbacdo na escala, assim como foi observado na Figura 4.6(c), que esta observacdo ¢ um
possivel ponto de alavanca. Ha indicios que as observagdes 1 e 3 do modelo slash-normal(g = 3) e 21 do
modelo normal sejam pontos influentes. O modelo slash-z-Student(q = 3, v = 2,5) ndo apresenta pontos
influentes.
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Figura 4.7: Gréficos de indices C; para os modelos ajustados aos dados de perda de amdnia sob

perturbacdo na escala

Na Figura 4.8 tém-se os graficos C; para os dados de perda de amoOnia sob perturbacdo nos casos.

Podemos notar que as observagdes 4 e 21 sdo pontos influentes nos modelos normal e slash-normal(qg =

3). Hd indicios que os modelos z-Student(v = 2, 1) e slash-z-Student(¢g = 3, v = 2, 5) néo possuam pontos

influentes sob perturbacdes nos casos.
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Figura 4.8: Gréficos de indices C; para os modelos ajustados aos dados de perda de amonia sob

perturbacio nos casos

Na Figura 4.9 tém-se os gréficos de indices L,y para os dados de perda de amonia sob perturbagdao
na resposta, nos quais, observamos que os modelos slash-elipticos e o modelo normal ndo apresentam
pontos influentes quanto a perturbagio na resposta. O modelo 7-Student(v = 2, 1), no entanto, apresenta
pelo menos um ponto influente, a observagdo 2. Estes graficos estdo de acordo com os graficos de indices
de alavancagem generalizada.
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Figura 4.9: Gréficos de indices L, para os modelos ajustados aos dados de perda de amonia sob

perturbacio na resposta

Na Figura 4.10 tém-se os graficos Gy, das varidvel x| e x; para os dados de perda de amodnia
sob perturbac@o nos regressores, nos quais, podemos observar que os modelos slash-elipticos ndo apre-
sentam pontos influentes quanto a perturbacdo nas varidveis explicativas x; e xp. Ha indicios que as
observagdes 1, 2, 3, 12 e 21 sdo influentes para as perturbagdes nas varidveis x| € xp nos modelos normal
e -Student(v =2,1).

Para os dados de perda de amonia, podemos observar que os modelos slash-elipticos apresenta-
ram melhores resultados frente aos modelos elipticos. No entanto, o0 modelo slash-normal apresentou
possiveis pontos influentes sob perturbacdes na escala e nos casos, enquanto que o modelo slash-7-Student
ndo apresenta pontos influentes para os quatros esquemas de perturbag¢des considerados.
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CAPITULO 5

Conclusoes

Neste estudo propomos uma metodologia de estimacao, testes de hipéteses, andlise de residuos e di-
agnostico, sob o enfoque de alavancagem generalizada e influéncia local, para classe de modelos lineares
com erros slash-elipticos com parametro g conhecido ou fixado. Utilizamos o algoritmo iterativo BFGS
para obter as estimativas de maxima verossimilhanca do vetor de pardmetros 6 = ( B, ¢)". Propomos um
residuo empirico (#;) e o residuo componente de desvio (7p(Z;)) para classe de modelos lineares com erros
slash-elipticos e realizamos um estudo de simulacdo sobre estes residuos para verificar as propriedades
empiricas dos mesmos. Concluimos que estes residuos ndo apresentam a propriedade de normalidade,
mas os erros padrdo estdo proximos de um. O residuo 7p(Z;) é mais simétrico e seu coeficiente de curtose
esta mais perto de 3 que o residuo 7;. O fato mais curioso para estes residuos € que a média de ambos ndo
estd satisfatoriamente préxima de zero, o que sugere a existéncia de viés nos ajustes para esta classe de
modelos. Apresentamos duas aplicacdes para exemplificar a metodologia proposta. O primeiro conjunto
de dados analisados refere-se aos dados de salinidade do rio Pamlico Sound e o segundo conjunto de da-
dos analisados refere-se aos dados de perda de amonia. Nas duas aplicacdes observamos que os modelos
slash-7-Student apresentam melhores resultados quanto ao ajuste do modelo quando comparado com os
modelos slash-normal e os modelos elipticos: normal e ¢-Student. Concluimos também que o modelo
slash-#-Student nao apresentou problemas de alavancagem ou pontos influentes nas duas aplicagdes.
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