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RESUMO

Problemas de escalonamento sdo muito comuns nasraggde producédo de bens e
prestacdo de servicos. Referem-se a alocacdo deswscescassos a tarefas ao longo de
determinados periodos de tempo. A meta consisteo@mzar um ou mais objetivos,
traduzindo-se na melhor ordem que as tarefas desesnprocessadas por cada uma das
maquinas. Muito dos problemas de escalonamentoadn@m-se na categori&P - dificil,
sendo o caso do problema desta pesquisa. Est® eéstngor objetivo propor formulagdes de
programacao inteira para o problema de escalonanuatérministicd-low shopcom duas
maquinas onde existem penalidades por atraso reiagaNa notacao de trés campos tem-se:
F2 | | X w;T;. O fato de buscar a minimizagdo do somatorio pa@utedos atrasos das tarefas,
faz com que o problema apresente complexidade dawcipnal superior quando comparado
ao famoso problema de minimizacdo do tempo deiZegdo da Ultima tarefa a deixar o
sistema:F, | | Gnax (sendo este ultimo resolvido em tempo polinomigbpalgoritmo de
Johnson). Foram testadas formulacGes com varidveidrias x;;; (que assumem valor
unitario se a tarefpfinaliza seu processamento na maquina tempa) e variaveis binarias
xj; (Que assumem valor unitario se a tajefam seu processamento finalizado na segunda
maquina no tempt). Em testes elaborados com instancias de atéantgiarefas, observou-
se que a formulacdo com a variavg} obteve limites duais iniciais mais proximos dooval
otimo da funcéo objetivo. Por dltimo, foi tambénoposta uma formulacdo mais compacta
para o problema, ndo utilizando o indiceas varidveis de decisdo, além de uma heuristica d
busca local para solucédo do problema e heuristjaasapdiam o algoritmo d&ranch and
bounda encontrar uma solucéo viavel inicial.

Palavras-chave Problemas de Escalonamento. Formulagdes. Progénateira.



ABSTRACT

Scheduling problems are very common in manufaacguand services industries.
Scheduling deals with the allocation of scarce ueses to jobs over time. The goal is
optimizing one or more objectives, translating inte best order in with jobs must be
processed by each machine. Many of scheduling @nublbelong to théNP-hard class of
problems, this being the case of the problem stutiere. The goal is to propose integer
programming formulations for the deterministic tweachine flow shop problem, with
penalties on the jobs tardiness. In the three-fiethtion this problem is denoted as F2 | |
2 w;Tj. The fact of seeking to minimize the weighted sofm jobs tardiness makes the
problem much more difficult when compared to thendas problem of minimizing the
completion time of the last job to leave the sys{éme makespan), denoted as F2 | ,{c@t
can be solved in polynomial time by Johnson’s digaor). Formulations were tested with
binary variables;;;; (that assume value one when jatbmpletes at machineat timet) and a
formulation with binary variables;; (that assume value one when joleaves the system at
time t). Computational experiments with instances withtob0 jobs have shown that the
formulation with variables;;, obtained initial dual limits closer to the optimadlue of the
objective function. Finally, it is also proposednare compact formulation for the problem,
not using the index in the decision variables and a local search kgarfor solving the
problem and heuristics that support the brancheamdd algorithms to find a good primal
bounds.

Key-words: Scheduling Problems. Formulations. Integer Prognang.
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1 INTRODUCAO

1.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

Denominam-se “problemas de escalonamento” uma dérigroblemas classicos da
area de pesquisa operacional que vém sendo pedogliba@ aproximadamente cingienta
anos. Possuem elevado numero de aplicacdes netadés de producédo de bens e prestagdo
de servicos, em situacdes onde uma série de recuesessita ser alocado a tarefas ao longo
de periodos de tempos. A meta € otimizar um ou mljstivos (PINEDO, 2008, p. 1).
Resolver um problema de escalonamento €, de fanpiata, determinar a sequéncia 6tima de
execucdo das tarefas. O estudo de um caso espetéfita série de problemas € o objeto
principal deste trabalho. A seguir sdo expostosurelgexemplos hipotéticos onde a
formulacdo e a resolucdo de um problema de escakmia tém como resultado uma
sequéncia de execucao das tarefas que otimizatwvabgscolhido pelo tomador de decisao.

Exemplo 1: Uma fabrica engarrafadora de refrigesupiossui uma variada gama de
produtos. Tais produtos diferenciam-se pelo voldamembalagem (um litro, um litro e meio,
dois litros, entre outros) e pelo sabor (uva, l@anola, limdo, etc). Para as linhas de
producdo das embalagens tipo PET, existe uma umidadsopro (onde as garrafas séo
produzidas) e uma unidade de envase (onde o nefnigeé colocado no interior da garrafa).
A producéo de qualquer refrigerante € iniciada mdade de sopro, seguida pela unidade de
envase. Para cada refrigerante, existem temposiBspe de processamento na unidade de
sopro e na unidade de envase. E necessario elalborgiano de producdo semanal que
consiste numa lista dos produtos que se desejazirpdom as datas de inicio e concluséo da
producdo de cada um deles no periodo. Note queeexidois recursos (representado pelas

unidades de sopro e envase) que devem ser alogddafas (que, no caso, é a producao dos
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diferentes tipos de refrigerantes). A montagem mheplano de produgdo com os produtos
necessarios em determinada semana, levando ende@tsio a otimizacdo de um critério
selecionado (que pode ser, por exemplo, a minirfazalp tempo de conclusdo do ultimo
produto ou o somatorio ponderado dos atrasos ema@la uma data de término prometida)
pode ser modelado como um problema de escalonamento

Exemplo 2: A administracdo de um aeroporto preeighorar um plano de utilizagéo
das pontes de desembarque dos avifiegefs como sdo chamados) que minimize o tempo
total gasto por todas as aeronaves aguardadasomoee, em um determinado periodo de
tempo (um dia, uma semana ou um més). Cada aeromaessita de um tempo para ser
processada (periodo necessario para que 0s passadgeixem 0 avido). Por exemplo,
aeronaves de grande porte, tais como 0 BOEING rita 3€7-400, necessitam usualmente de
um tempo superior ao utilizado pelo AIRBUS da sé&820-200. E necessario manter uma
boa utilizacdo do sistema, visto que atrasos deaillora podem ter impactos no consumo de
combustivel dos avibes, nas conexdes dos passagmra outros destinos, no tempo de
reabastecimento dos suprimentos, entre outroxosflé\s pontes de desembarque dos avides
no aeroporto podem ter a mesma capacidade ou rém Aisso, podem ser aceitaveis
pequenos atrasos para alguns tipos de vbos (tais ¢60s domésticos que tem como destino
final a cidade do aeroporto). Em véos internacisnaiém de conexdes ou escalas, o0 atraso é
penalizado. Tomadas as pontes de desembarque eonrsas e as aeronaves como tarefas,
pode-se dizer que ha um problema de escalonamesgo r@solvido. A meta poderia ser a
minimizacdo do maior atraso possivel.

Exemplo 3: Determinada fébrica produz trés tiposmddores. Esta fabrica possui
cinco maquinas principais, enumeradas genericampotemaquina um, maquina dois,
maquina trés, maquina quatro e maquina cinco. ¢zata tipo de motor, existe uma seqiéncia
pré-definida de passagem através das maquinasodugio do motor de menor poténcia
inicia pela maquina dois, passa em seguida pelaliim@aguatro e por ultimo na maquina
cinco. Para o motor de maior poténcia, a sequénsix observada €: maquina um, maquina
cinco, magquina quatro e maquina trés. Existe unptede processamento em cada maquina,
que é funcéo do tipo de motor a ser processadoadama producdo de um determinado
motor como uma tarefa e as maquinas da fabrica ceouwrsos, a necessidade de elaborar um
plano de producéo periddico, que aloque de manéire (segundo um critério escolhido) os
recursos (maquinas da fabrica) as tarefas (prodde&motores) configura um problema de
escalonamento. Pode ser observado que o ambieptedig;do deste exemplo é diferente do

ambiente mencionando no exemplo da producdo dmeeintes. Naquele caso, todas as
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tarefas inicialmente eram processadas no recuriddde de sopro” e depois seguiam para o
recurso “unidade de envase”. J4 no exemplo acirsag@éncia entre as maquinas é diferente
para cada tipo de motor a ser produzido na fabrica.

Exemplo 4: O ultimo exemplo leva em considerac@jfeata de servigcos financeiros
por uma agéncia bancéria. Uma série de servicderécala nestes estabelecimentos, tais
como: servicos de seguro, assessoria para investmditulos de capitalizacdo, pagamento
de contas, descontos de cheques. Um cliente necessitratar o servico de seguro e um
titulo de capitalizacdo. Outro cliente necessitecdstar um cheque e tomar conhecimento
dos fundos de investimentos oferecidos pela ingfitu Nao existe uma ordem pré-definida
para que um cliente solicite estes servigos. Etee@ose dirigir inicialmente ao atendimento
dos caixas, descontar seu cheque, depois procuyaremte da sua conta para conhecer as
oportunidades de investimentos. O cliente poderexwgar esta tarefa de maneira inversa,
dirigindo-se primeiro ao seu gerente, para s6 dejpohos caixas. Este problema pode ser
tomado como um problema de escalonamento, senddaragas representadas pelo
“processamento” dos clientes e os recursos sendaidades de atendimento no interior do
banco. O fato de ndo existir uma ordem pré-defipai@ execucdo das tarefas ilustra o caso
de um ambiente de recursos diferente dos ambiextiesa descritos. O objetivo a ser
perseguido pela administracdo da agéncia pode guatorno da minimizagcédo do tempo de
processamento dos clientes, priorizando ou néotekeconsiderados especiais.

Os quatro exemplos acima descrevem situacdes coduaéa a dia. Além destes,
exemplos de determinacdo de sequéncias Otimasedei@@o de tarefas possuem aplicacdes
em muitos outros campos. Como exemplo, conformealmatho de Butchers et.gR001),
pode se desejar otimizar o escalonamento daséacgpes de uma companhia aérea. Aubin
(1992) propés um problema de escalonamento de ambat para a cidade de Montreal, no
Canada. Outro exemplo de aplicacao real pode senado no trabalho de Portougal (1997).

Dada a variedade de situacdes praticas, existetosnifppos diferentes de problemas
de escalonamento. Convencionou-se representartanatra os recursos por “maquinas”,
mesmo quando estes sdo pessoas ou entidades.nrsgutambém como “maquinas” 0s
estagios de producao necessarios para efetivagdecle uma tarefa. Por sua vez, o termo
“tarefa” é associado tanto aos produtos quantossanscos a serem produzidos e ofertados.
Assim, a partir deste ponto, 0s recursos serdongi@ados por maquinas e os produtos e
servigos por tarefas.

Problemas de escalonamento podem ser inicialmemntaidds levando em

consideragao o carater deterministico ou probébdisias informacdes a respeito das tarefas.
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Denominam-se problema de escalonamento deterromissi problemas onde as informacdes
a respeito das tarefas sdo exatas e conhecidascoBtrapartida, nos casos onde sé&o
conhecidas de antemao apenas as distribuicdes abmhilidade dos dados das tarefas,
aplicam-se os problemas de escalonamento proliadoil(®INEDO, 2008, p. 7). No exemplo
do aeroporto, 0 tempo que duas aeronaves idénlgs@sn para que Seus passageiros
desembarquem numa mesma ponte pode ser difergdega variar, por exemplo, tanto em
funcdo do nimero de passageiros que 0 aviao trdaogpoum vOo quanto pelo sucesso ou
falha do acoplamento inicial do avido a ponte. Esi®, bem como o exemplo da agéncia
bancaria, seria melhor enquadrado a partir da ragdel como um problema de
escalonamento probabilistico.

O problema de escalonamento selecionado como otgsttie estudo enquadra-se na
categoria dos problemas de escalonamento detetitiisis

A notacdo convencional dos problemas de escalortantterministicos utiliza as
letrasn para representar o nimero de tarefagpara o numero de maquingspara uma
determinada tarefa,para uma determinada maquipg; para o tempo de processamento de
uma determinada tarefaem uma maquing, r; para o tempo que a tarefeencontra-se
disponivel para iniciar seu processamengteésedate), d; para a data de término prometida
da tarefg (duedate ew; que representa uma medida de prioridagggh) associada a tarefa
j. As palavras “término”, “conclusdo” e “finaliza¢dsdo usadas neste trabalho como
sinbnimos e dizem respeito a um instante de tempe am dado processamento foi ou sera
finalizado. Apenas a titulo de esclarecimento, a@agéw utilizada nos problemas de
escalonamento probabilisticos ndo €& exatamentel iguanterior, sofrendo algumas
modificacdes (por exemplo, a data que uma tgrefacontra-se disponivel para inicio do
processamento € representadofy@ a data de término prometida jg).

Ao se propor e resolver problemas de escalonamemixistem caracteristicas
intrinsecas as situacdes reais que necessitamewadas em consideracdo para a exata
definicdo do problema. Tais caracteristicas podenatar o ambiente de maquinas, eventuais
restricbes de processamento e 0 objetivo que seqer. Neste sentido, a literatura sobre o
tema (LAWLER; LENSTRA; RINNOOY KAN, 1982 apud PINED 2008, p. 14), define um
problema de escalonamento utilizando trés campd$ | y, ondea define o ambiente de
maquinasf informa as restricbes de processamengoegpde 0 objetivo a ser minimizado.
Esta maneira possibilita, com poucos caracterassitnitir as informac¢des fundamentais da

situacdo real, bem como o objetivo perseguido. fuise serdo expostos exemplos de
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possiveis entradas para cada um dos trés campomtagdo utilizada encontra-se em
parénteses. Notar a diversidade de aplicacdesvpassi

Exemplos de possiveis entradas para o ambienté&deimas, campa:

Single Machine (1): Consiste no ambiente de maquinas mais simptesivel,
caracterizado pela existéncia de uma maquina apenas

Identicalmachinesn parallel (Pm): Ambiente dem maquinas iguais e paralelas. Uma
variacdo deste ambiente pode acontecer quando gsirmag nao possuem a mesma
velocidade hachines in parallel with diferent spegdsuja notacdo @m Outra variacao é
aguela onde existerm maquinas diferentes em paralelo (0o tempo de psaoesnto das
tarefas dependem das maquinas). O ambiente é ¢dalpar unrelated machines in parallel
sendo a notacao para este caso igkaha

Flow shop(Fm): Ambiente conm maquinas em série. Para ser concluida, cada farefa
precisa ser processada em cada umardasiquinas do ambiente. Todas as tarefas precisam
seguir a mesma sequéncia através das maquinas, peregssadas inicialmente na maquina
1, em seguida na maquina 2, e assim sucessivaatéraemaquina.

Usualmente, a sequéncia de execucao das tarefgmsesentada na literatura atraves
de um gréfico dé&Gantt Um exemplo de escalonamento num ambiéote shop pode ser
visto no Gréfico deGantt abaixo, onde os tempos de processamento, em mjns&o:

P11 = 10,p,1 = 15,p15 = 10,p3, = 10,p13 = 20 e py3 = 5:

Mag. 1

Mag. 2

5 10 15 20 25 30 35 40 45

E Tarefal [I]]]II]II] Tarefa 2 m Tarefa 3

Figura 1 - Exemplo de escalonamento num ambienteddgiinas do tipllow shop
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Nota-se qug = 1,] = 2 ej = 3 iniciam suas opera¢cdes na maquina 1 e, apds o
processamento nesta maquina, seguem para a maquina

Job shop(Jm): Ambiente comm maquinas onde cada targfgpossui uma seqiéncia
pré-determinada ao longo dasmaquinas do sistema. Neste sentido, 0 ambierflewlshop
pode ser encarado como um caso especial de amlppnghop onde todas as tarefas
possuem a mesma sequéncia entma agquinas. Uma representacdo de escalonamento para
0 ambiente d@b shoppode ser visto Figura 2. Os tempos de processasséb 0s mesmos

utilizados no exemplo do ambieritew shop

Maq .1 E|

Mag. 2

10 15 20 25 30 35 40 45

5
E Tarefa l I]]]]]]]]] Tarefa 2

Tarefa 3

Figura 2 - Exemplo de escalonamento num ambienteddgiinas do tipb shop

Nota-se qué¢ = 1 ej = 3 iniciam suas operac¢des na maquina 1 e, aptscessamento
nesta, seguem para a maquina 2. Por sug we2,inicia seu processamento no sistema pela
maquina 2 e logo apds segue para a maquina 1.

Open shogOm): O ambiente de maquinas tipicoa®enshopcaracteriza-se pelo fato
de ndo existir uma sequéncia pré-definida a sewidagor cada tarefp Posto de outra
forma, é fornecido ao planejador liberdade na éscdh seqiéncia a ser seguida por cada
tarefaj ao longo do sistema.

Exemplos de possiveis entradas para as restrigd@®dessamento, campo

Release date§;): Conforme exposto anteriormente, informa querefdg ndo pode
ser iniciada no ambiente de maquinas antes daedaicificada em;. Se o camp@ néo

contiver a informacaag; para determinada tarefaisto quer dizer que a tarefa pode ser
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iniciada a qualguer momento. Esta restricdo degssamento pode acontecer em qualquer
ambiente de maquinas.

No caso de haver datas de términos prometidasfipatezacdo das tarefas (definida
anteriormente comdue date e representado pak), esta entrada n&o aparece no cafpo
Como sera visto, o tipo de fungéo objetivo usadaefte informagdes suficientes a respeito da
existéncia ou ndo de datas prometidas.

Permutation(prmu): Informa que a fila de tarefas em frente as m@giopera sob o
regime de primeiro que entra é o primeiro que Qaiseja, ndo € permitido que determinada
tarefa que tenha sido processada ap0Os outra endetmaminada maquina, seja processada
antes desta na maquina seguinte. E uma restrjziéa tio ambiente de maquirfésy shop

Blocking (block: Em ambientes de maquinas onde ha limitacdo @acesentre
sucessivas maquinas, pode acontecer que o0 espa@ @snpletamente utilizado e, dessa
forma, a maquina imediatamente anterior ao espagosa encontra autorizada a completar
seu atual processamento, até que haja espago @argcoda tarefa & maquina seguinte. E
uma restricdo caracteristica dos ambiefites shop

Preemptiongprmp): Informa que n&o é necessario o fato de, inicm@oocessamento
de uma taref§ numa dada maquina este seja executado até a sua finalizacdo. @Qu ®ej
processamento de uma tar¢faor uma determinada maquingodera ser interrompido a
qualquer momento. Esta mesma maquipadera entdo executar o processamento de outra
tarefa, exemplgt+1l, e depois finalizar o processamento da tgrefa

No-wait (nwt): Informa que as tarefas ndo podem aguardar pelo processamen® entr
duas maquinas sucessivas. Ou seja, apds o proezgsade uma dada targfana primeira
maquina do sistema, a maquina seguinte deve dsfanivel para que esta targfanicie
imediatamente seu processamento, sendo assimeagsgutarefa deixe o sistema.

Outros exemplos de restricbes de processamentdemxiguando ha relacdes
obrigatérias de precedéncia entre as targfascédenceconstrainty, quando no caso do
ambiente tipgob shopuma dada tarefanecessita passar por uma maquina mais de uma vez
(recirculation) ou quando uma dada maquina nao esta continuameisigonivel
(breakdowns Nestes casos, a entrada no cafipd representada p@rec rcrc e brkdwn
respectivamente.

O dultimo, campoy, informa o objetivo que se deseja minimizar. SelguRinedo
(2008, p. 18), nesta notacéo, o objetivo a sermaaido € sempre uma funcao dos tempos de

término das tarefas o que, obviamente, dependeqigscia das tarefas.



19

Antes de expor exemplos de possiveis entradasegaecampo, € necessario definir
alguns elementos: o tempo de finalizacdo de uma datefaj em uma maquina,
representado pdZ;;, consiste no tempo que a tarefa foi finalizadanaguina. Ja o tempo de
finalizagdo da tarefg representado pdz;, define o tempo que a tarefa deixou o sistema ou
seja, € o tempo decorrido ap0s o processamenthima indquina. Para um ambiente do tipo
flow shop é imediato que:

Define-se ainda:

LatenesgL;) de uma determinada targfeomo sendo a diferenca entre o tempo que a

tarefaj incorre até deixar o sisten@éfj) e a data de término prometidg ) Algebricamente

tem-se:

Tardiness(T;): quando oLatenessde uma tarefa nunca assume valores negativos,

tem-se oTardiness Trata-se do atraso de uma targfaAlgebricamente apresenta-se da

seguinte forma:
T, = Max(Cj —d;, O) = Max(Lj, O)

De posse das informacdes acima, seguem 0 nomeegcHQ@o de possiveis funcdes
objetivos a serem minimizadas. Seguindo o moddiaado para os campase 3 , a notagéo
para 0 campg segue em parénteses:

Makespan(C,,q): € definido como o tempo de término da ultimaftaee deixar o
sistema. Segundo Pinedo (2008, p. 18), um mimrakespanmplica usualmente numa boa
utilizagéo do sistema.

Maximum Latenesd.,,,,): ou pior violacao da data de término prometutize¢daté.

Total weighted completion tin{@ w;C;) ou soma ponderada dos tempos de conclusdo
de todas as tarefas. E um indicador de perda total do sistema.

Total weighted tardines§ w;T;) ou soma ponderada da diferenca entre o tempo de

conclusdo e a data de término prometida. Represeméafuncdo de custo mais genérica do
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que a soma ponderada dos tempos de conclusdo,gdadeva em considerac@em dos
pesos, a data de entrega prometitlge(late).

Uma maneira de resolver problemas de escalonamesto,como outros problemas
de otimizacéo, seria enumerando todas as solug®ssvpis e logo apds selecionar a melhor
destas segundo o critério eleito pelo tomador desd@e. Por exemplo, 0 nimero de solugdes
(sequiéncias) possiveis e viaveis para um problema esicalonamentdlow shop,
permutacionalcom duas maquinasretarefas é igual a&!. A Tabela 1 exemplifica para um

dado numero de tarefaso niumero de sequéncias a serem comparadas

Problema de escalonamento  Numero de seqUéncias possiveis e viaveis a serem
com numero “n” de tarefas comparadas
5 1,2 x 102
10 3,63x10%°
20 2,43 x 1018
30 2,65 x 1032
40 8,16 x 107
50 3,04 x 1054
100 9,33 x 10157
1000 4,02 x 102567

Tabela 1 - Numero de soluc¢@es utilizando o méta@derdimeracao, para um numarde tarefas.

Uma das conclusdes que podem ser retiradas daaThléeh de que apenas problemas
com reduzido numero de tarefas podem ser resolvidosputacionalmente a partir da
enumeracdo completa das solugdes. Entretanto, ilédiagnosticar que aplicacdes reais
podem facilmente envolver mais de vinte tarefatm €ue torna impraticavel o método de
enumeracgao completa.

Outra maneira de encontrar a melhor sequénciadesenvolver algoritmos para cada
tipo de problema. Como exemplo, para solucionarablpma de escalonameny||C,,qx
(ambiente tipdlow shopcom duas maquinas, tendo como objetivo a minirdizaip tempo
de finalizacdo da ultima tarefa) pode ser empregadegra de Johnson (1954), que consiste

num algoritmo de tempo polinomial. Cormen et aD0@), define um algoritmo de tempo
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polinomial como sendo aqueles em que, sobre estd@lamanha, seu tempo de execugéo
no pior caso ®(n*) para alguma constarie

Infelizmente, nem todos os problemas de escalonameossuem algoritmos de
tempo polinomial para serem empregados na suaugésplEste fato, sem duvida, influencia
diretamente no tempo necessario para o encontsmldgdo o6tima. Os problemas que nao
podem ser resolvidos em tempo polinomial, porém wsénficaveis neste tempo sé&o

conhecidos como problemas da clags®. A questdo de ser “resolvido” ou “verificavel”
pode ser ilustrada por meio de um simples exenspleonha o niumero 6.760.203. Provar que
este numero pode ser obtido a partir do produtalale outros ndameros inteiros podera
demandar tempo consideravel. Contudo, se for irddomue o produto entre 2.501 e 2.703
da origem ao numero 6.760.203, verificar esta afilva € simples, e pode ser feita numa
simples operacéo de multiplicagéo.

Por ultimo, diz-se que determinado problema estdasse dosNP-completos se ele
pertence aNP e é tao dificil quanto qualquer outro problema &P (este assunto sera
abordado com maior profundidade adiante, quand feeia uma revisdo dos conceitos de
complexidade computacional).

Muitos dos problemas de escalonamento estdo naecldes problemasNZP-
completos. Um deles éR|| Y w;T;. Se nédo e eficiente empregar o método da enunteraca
para resolver o problems|| Y w;T; com, por exemplo, n = 20, e também ndo existem
algoritmos de tempo polinomial disponiveis, de quameira este problema pode ser resolvido
num tempo razoavel? A definicdo do objetivo desébalho ajudard a responder a esta

guestao.

1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

Para Marconi e Lakatos (2007, p. 158), “toda pesguileve ter um objetivo
determinado para saber o que se vai procurar & aepretende alcancar’. Segundo Ander-
Egg (1978, p. 62, apud MARCONI; LAKATOS, 2007, pb9), deve-se partir “de um
objetivo limitado e claramente definido, sejam deti formulativos, descritivos ou de

verificacdo de hipoteses”.
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O objetivo principal deste trabalho é elaborar folagdes de programacéo inteira para
0 problema, || ¥ w;T; que possibilitem resolver geralmente problemasrdam de quarenta
ou cinguenta tarefas dentro de um tempo computalcameitavel.

A qualidade da formulacao proposta é fundamental gae a resposta seja encontrada
dentro de um tempo razoavel. A razéo para esteséatojustificada ao longo deste trabalho.

S&o propostos dois grupos de formulagdes.

* O primeiro grupo contéem uma formulagdo com vargveinariasx;;; (que
assumem valor unitario se a targfnaliza seu processamento na maquina
tempot) e outra formulagdo com variaveis binarigs (que assumem valor
unitario se a tarefa tem seu processamento finalizado na Udltima magonna
tempot). Uma terceira formulacéo, bastante semelhantdesiar, emprega além
das variaveisx;, variaveis auxiliaresy;. que representam o0 quanto uma
determinada tarefigja foi processada na primeira maquina até o mamtent

e O segundo grupo nao utilizar4 o indice de terhpBor sua vez, utilizara um
indice de posicdo que representa a ordem que fa tanérou no sistema em
relagdo as demais. Esta mudanca tem como metapatimeduzir o numero de
variaveis empregadas na formulacdo, sendo necmsedari casos em que a

discretizacdo nos tempos de execucao das taréfes €

Uma tabela de resultados ira registrar o desempeéaltada formulacdo em termos do
valor da relaxacdo linear, tempo utilizado e dig@maxima em relacdo ao valor 6timo nas
instancias selecionadas.

Além das formulagBes de programacdo inteira, Semgmostos algoritmos heuristicos,
alguns dos quais para auxiliar o algoritmohkatanch and boundh encontrar uma solucéo
viavel inicial (limite primal).

O objetivo secundario é o aprofundamento de confestios em programacao inteira,
uma sub-area da programacdo matematica, sendajlsta, um dos métodos da pesquisa
operacional. Buscou-se desenvolver a habilidaddodaular problemas de programacéao
inteira.

Para realizagéo dos testes nas formulacdes prepéstatilizado o software CPLEX,
versdao 11.0 (solucionador de problemas de prog@mdipear, programacao inteira e

programacao mista, desenvolvido pela empresa ILQGEPLEX foi utilizado juntamente
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com o UFFLP, que consiste numa ARpplication Program Interfagedesenvolvido na
Universidade Federal Fluminense.

1.3 METODOLOGIA DA PESQUISA

Segundo Ander-Egg (1978, p. 28, apud MARCONI; LAKAS 2007, p. 157), o
trabalho de pesquisa consiste em um “procedimesfiexivo sistematico, controlado e
critico, que permite descobrir novos fatos ou dadelagdes ou leis, em qualquer campo do
conhecimento”. Com base nisso, Marconi e Lakatd842p. 157) relatam que “a pesquisa,
portanto, € um procedimento formal, com método elesamento reflexivo, que requer um
tratamento cientifico e se constitui no caminhcapaonhecer a realidade ou para descobrir
verdades parciais”.

Para Booth et al(2005, p. 7), “pesquisar € simplesmente reuniormbcdes
necessarias para encontrar resposta para uma feerguassim chegar a solucdo de um
problema”. No tocante ao relatdério de pesquisagseatitores asseveram que, “redigir um
relatorio de pesquisa, enfim, é simplesmente uneatg§a de pensar por escrito”, e defendem
que “pensar por escrito pode ser mais meticuldstensatico, abrangente, completo e mais
adequado aqueles que tém pontos de vistas diferemtmis ponderado — do que quase todas
as outras formas de pensar”.

Para o desenvolvimento desta pesquisa, foram addg 0s passos expostos por
Marconi e Lakatos (2007, p. 157), descritos a seguordem de sua execugao:

Selecédo do problema para investigacao;
Definicdo do problema;

Levantamento de hip6teses de trabalho;

Coleta, sistematizacéo e classificacdo dos dados;

Andlise e interpretacdo dos dados; e

S o

Relatorio do resultado da pesquisa

Neste sentido, o Capitulo 2 expde a revisdo daalitea sobre as classes de
complexidade computacional, bem como discorre sabrcnicas de programacéao linear e
programacdao inteira. Além do objetivo de expor eitios fundamentais para a elaboragéo
deste trabalho, preocupa-se em demonstrar a inmp@t& a evolugdo historica de topicos
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relativos & programacdo matematica e a teoria ofgplexidade computacional. O Capitulo 3
introduzira as formulagBes desenvolvidas e anasam trabalho, bem como os testes de
desempenho empregados. O Capitulo 4 traz uma esidses conclusdes do trabalho, bem

como sugestdes para futuros trabalhos de pescuisea.



2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 A CLASSE DE PROBLEMASNP-COMPLETOS

Na introducédo deste trabalho, definiu-se como uoblpma da classe dos problemas

NP-completos como sendo todos aqueles que pertencP & sao tdo dificeis quanto

7

qualquer outro problema edWP. Afirmou-se também qug|| X w;T; € um problema da

classe dos problema®d/P-completos. Neste momento, sera feita a prova ddstaacao.

Porém, antes disso, faz-se necessario revisar salgurceitos, comecando pelo conceito de

algoritmo, exposto por Cormen et @002, p. 3):

Informalmente, umalgoritmo € qualquer procedimento computacional bem
definido que toma algum valor ou conjunto de valocemoentrada e produz
algum valor ou conjunto de valores comsaida Portanto, um algoritmo é uma
seqgliéncia de passos computacionais que transfoanesatnada na saida.

Os algoritmos séo utilizados para resolver umeae s#gi problemas computacionais.
Tais problemas podem estar relacionados a divepsestoes praticas, que variam desde o
projeto genoma humano até os problemas de tomadadedtsdo empresariais e
governamentais.

Fundamental também é o conceito de “instancia” ohe pmoblema que, segundo
Cormen et al(2002, p. 3) “uma instancia de um problema coasist entrada (que satisfaz a
quaisquer restricbes impostas no enunciado do g@)l necessaria para se calcular uma
solucéo para o problema”.

Uma medida de eficiéncia dos algoritmos € a velmgdde execucao, ou seja, quanto
tempo um algoritmo demora para produzir seu redaoltBor sua vez, existem problemas para
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0S quais ndao se conhece nenhum algoritmo eficidhte.subconjunto interessante desses
problemas é conhecido por problemas”P-completos” (CORMEN et al., 2002, p. 6). Uma

lista de razbes fazem com que estes tipos de pnaklsejam importantes:

Por que os problemad’P-completos sdo interessantes? Primeiro, embora aifid

tenha sido encontrado nenhum algoritmo eficienta pen problemaN7P-completo,
ninguém jamais provou que ndo é possivel existiralgoritmo eficiente para este
fim. Em outras palavras, desconhecemos se existemao algoritmos eficientes
para problemasNP-completos. Em segundo lugar, o conjunto de proateNP-
completos tem a propriedade notavel de que, séeeis algoritmo eficiente para
qualgquer um deles, entdo existem algoritmos efieenpara todos. Esse
relacionamento entre problem&¢P-completos torna a falta de solugbes eficientes
ainda mais torturante. Em terceiro lugar, variosbf@mas NP-completos sao
semelhantes, mas ndo idénticos, a problemas pajaais conhecemos algoritmos
eficientes. Uma pequena mudanca no enunciado dilepna pode provocar uma
grande alteracao na eficiéncia do melhor algoritnohecido (CORMEN et al.,
2002, p. 6).

E valioso conhecer os problem@¢P-completos, porque alguns deles surgem com
frequéncia surpreendente em aplicacdes reais. Sehmmado a produzir um
algoritmo eficiente para um probleni&P-completo, é possivel que vocé perca
muito tempo em uma busca infrutifera. Por outrm/ak conseguir mostrar que o
problema éNP-completo, vocé poder4d em vez disso dedicar seipdean
desenvolvimento de um algoritmo eficiente que aferema boa solucdo, embora
néo seja a melhor possivel (CORMEN et al., 2008).p.

Nota-se acima o0 emprego acentuado da palavraérfei associada a algoritmo. A
area de conhecimento da complexidade computaciealita uma distincdo entre problemas
de “otimizacdo” e problemas de “decisdo”. Isso gBd&mmum nas bibliografias de pesquisa
operacional, onde muitas vezes trata-se um probbBnatimizacdo como sinbnimo a um
problema de “tomada de decisdo”, etc. De qualgomend, esta distincdo € importante para
que se possa definir a complexidade de um detedmipeoblema de otimizagéao.

Seja o problema de otimizagcédo a seguir (0s proldeseaotimizacdo serdo definidos

com maior formalidade no proximo item):

max{cx : x € S}

Seja uma instancia do problema, tal queesteja associado aos custos de uma
representacdo linear padrdao das solugbesn S. Tem-se o0 seguinte problema de decisao
associado ao problema de otimizagao:

7

Existe algumx € S com valorcx > k ? A resposta é “sim” ou “nao”.
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A relacao entre um problema de otimizacdo e seblgra de decisdo torna-se muito
atil quando se tem por objetivo mostrar que o ot de otimizagdo é “dificil”. Isso
acontece porque o problema de decisédo é de cedo fnamais facil” ou, pelo menos, “nédo
mais dificil” que o problema de otimizacéo rela@da (CORMEN et al., 2002, p. 765).

E necesséario definir de maneira mais formal as selsde complexidade
computacional de um problema. As definicbes abdotam retiradas de Wolsey (1998,
p. 83):

Definicdo 1: SejaX a instancia de um problema. O comprimento de @afra= L(X)

é o tamanho da representacao binaria da instancia.

Definicdo 2: Dado um problem®&, um algoritmoA para o problema e uma instancia
X sejaf,(X) o numero de calculos elementares (adicdo, subtrdgaséo, comparagoes, etc)
requeridos para que o algoritrdoresolva a instancid. f; (1) = maxx{f,(X):L(X) =1} é 0
tempo de execucdo do algoritrab O algoritmoA é polinomial para o problemA se
f4 (D) = 0(IP) para algum inteiro positivp.

Definicdo 3 /NP é a classe dos problemas de decisdo que possusgguante
propriedade: para toda a instancia onde a respobstam, existe uma “curta” (leia-se
polinomial) prova do “sim”.

Definicdo 4 P é a classe de problemas de decisdo que esta’Bra que para estes
existe um algoritmo de tempo polinomial.

Para definir formalmente outras classes de conydeld, € necessario expor o
conceito de reducao polinomial:

Definicdo 5: Se os problemaB e Q € /NP, e uma instancia do problemRapode ser

convertida em tempo polinomial numa instancia dablgmaq, entdoP pode ser reduzido
polinomialmente &. Representa-se da seguinte forfh& Q e diz-se qué reduz &.

O conceito de reducédo polinomial € importante notide de que se existe um
algoritmo eficiente que solucione um dado proble@aeste logicamente poderia ser
empregado na resolugéo de um problémseP reduz &).

Definem-se agora as ultimas duas classes de cowgdiex As definicbes abaixo
também foram extraidas de Wolsey (1998, p. 84 e 88)

Definicdo 6: NPC, a classe dos problemdsP-completos, € um subconjunto de

problemas? € NP, que, para todd € NP, Q é polinomialmente reduzidofa
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Conforme exposto na introducao, diz-se que um pmalesti na classe de problemas
NP-completos se ele estd eMP e é tao “dificil” quanto qualquer outro problenma &\V7P.
Mostrar que um problema esta na classe de problg¥¥agompletos consiste em mostrar o

qguanto ele é dificil e ndo o quanto ele é facil RMEN et al., 2002, p. 764-766).

Definicdo 7: Um problema de otimizacdo cuja sua versdo de @mc#ssociada
encontra-se na classe dos problethdB-completos é denominadd/P-dificil.

Definidas as classes de complexidade, € chegadmento de provar qu || X w;T;
é NP-dificil. Pinedo (2008, p. 26) assevera que “unoatgo utilizado num problema de

escalonamento pode, muitas vezes, ser aplicadouémm roblema deste tipo, quando este
altimo é encarado como um caso especial do prirhdifota-se que o autor esta baseado no

conceito de reducéo polinomial. Por exemplo, o lermh1|| X w;T; € um caso especial do
problemaF,|| ¥ w;T;, dado que os tempos de processamento na segugdénenfgodem ser
nulos. Assiml|| X w;T; se reduzaF,|| X w;T;. Um algoritmo que resolva o problema

F,|| X w;T; podera ser utilizado para resolver, por exemplg w;T; , 1|| X Tj ouF,|| X T;,

Teorema 1 F,|| X w;T; € NP-dificil.

A prova do Teorema 1, segundo o od| X w;T; € NP-dificil sera feita em duas
etapas:
1°: Analisar o problema|| . w;T; e provar que esteZ&/P-dificil
2°: Verificar quel|| X w;T; o F|| X w;T;. Assim, sel|| X w;T; € NP-dificil
entaoF, || X w;T; também sera.
A prova de qudl|| ¥ w;T; € NP-dificil foi estabelecida por Lawler (1977) bem awm
por Lenstra, Rinnoy Kan e Brucker (1977). Apoiarsgonestes trabalhos, Pinedo (2008, p.

58) apresenta e justifica o teorema 2 a seguir:

Teorema 2 O problemal || ¥ w;T; € NP-dificil.

Para provar o Teorema 2, sera utilizada a definigéiom problema sabidameihP-

dificil (GAREY; JOHNSON, 1979), denominado probleaa 3-PARTICAO. A prova sera
feita a partir do fato de que o problema de 3-PARND reduz a || Y w;T;.



29

O problema de 3-PARTICAO é definido da seguinte @ran seja um conjunto A de

3t numero inteirosg,, a,, ..., ass, tais que:

3t

Zaj = tb;

t=1

b b
Z < aj < E V]:1,2,...,3t

A questdo que se coloca é: “E possivel particianaonjunto A em t subconjuntos

disjuntos4,, 4,, ... A;, tais que pard <i <t tem-se:

:E: a=»b
aEA]

A reducédo do problema de 3-PARTI(;A01HZW]-T]- € baseada na transformacao a

seguir. Notar os valores assumidos pelos parametvgsed,; .
n=4t—-1

d] =0, p]= a]',W]'= aj, A _]=1, ...... 3t,

di=(0G-30b+1),pj=Lwj=2V j=3t+1,....,4t—1

Tomando:

1
= E a, + = (t—Dty.
Z a]ak 2( )b

1<j<ks<3t

Pode ser demonstrado que existe um escalonamemtovalor da fungédo objetivo
igual az se e somente se existe uma solucdo para o prode®®ARTICAO. As primeiras
3t tarefas apresentam quociemtg/p; igual a 1 (pois, conforme a transformacao aciraga p
as primeiras3t tarefas tem-se que;= a; ew; = a;) e d; = 0. Existemt — 1 tarefas com

quocientew; /p; igual a 2 (pois, no segundo caso, para-asl tarefas restantes tem-se que
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p;= 1 ew; = 2), estando suas datas de término prometida§j enst). (b + 1). A solucéo
com valorz pode ser obtida se as- 1 tarefas podem ser processadas exatamente dusante o

t — 1 intervalos:

[b, b+1],[2b+1,2b+2],....[t—1Db+t—-2,(t —1)b+t—1]

De forma a adaptar as- 1 tarefas nog — 1 intervalos, as primeiray tarefas devem
ser particionados dentro desubconjuntos, que possuem trés tarefas cada umacsoma
dos trés tempos de processamento em cada subaspmdo igual &. Neste caso a soma
ponderada dos atrasos € igual a

Se esta particdo ndo é possivel, entdo existe monmium subconjunto onde a soma
dos trés tempos de processamento € maior dé gueum subconjunto onde a soma dos trés
tempos de processamento € inferiorba Neste caso, prova-se que 0 custo obtido €&
necessariamente maior do que

Por dltimo, como uma instancia do problema) w;T; pode ser transformada em
tempo polinomial por redugdo numa instancia do lprob F,|| ¥ w;T;, onde esta Ultima
apresentg, ;= 0 para toda tarefatem-se qué,|| X w;T; € NP-dificil.

Permanece em aberto a questdo de como obter astegpara um problema de

escalonamentoF, || X w;T;. Como demonstrado, este problema situa-se naecldss
problemasNP-completos e sua resolucdo, por si s, ja estabelacdesafio (para instancias
comn = 20 por exemplo), independentemente do tempo empregado

Wolsey (1998, p. 87 e 88) fornece uma explicacaespeito das consequénciasZde

= NP ou?P # NP e dos desafios que se colocam ao tratar os prabl&P-completos.

Para muitos problemas de interesse, ja foi demamistyue estes estdo na cla®se
ou NPC. Mais que isso, ninguém obteve sucesso ainda ewaipque? = NP ou
mostrar queP # NP. Entretanto, dado o imenso nimero de problemad\@para

0s quais nenhum algoritmo de tempo polinomial f@éamtrado, torna-se pratica a
hipotese de qué&” # NP. Entdo, como nds devemos interpretar as obsersacde
acima? A primeira observacdo importante preocupa&em a classe/NP.
Tipicamente, problemas nesta classe possuem umnl@mgéexponencialmente
grande) para o conjunto de solugBes viaveis e pstddemas poderiam, em teoria,
serem resolvidos por enumeracado das solucdes sidverém, isso € impraticavel
para instancias com qualquer tamanho consideravel.

Um pessimista poderia dizer que para a maiorigpdusiemas que séo dificeis (seus
problemas de decisdo estdo 8PC), ndo temos esperanga em resolver instancias
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de grandes dimens@es. (porque no pior caso nopademos fazer mais do que
enumerar) e por isso deve-se desistir.

Um matemético (otimista) poderia tornar-se famaoswando queP = NP

Um matemético (pessimista) poderia tornar-se famoseando qué’ # NP.

Um matematico (pensativo) talvez decida fazer ureegynta diferente: seria
possivel eu encontrar um algoritmo onde é garamitmntrar uma solugdo “perto
da étima” em tempo polinomial em todos os casos?

Um probabilista (pensativo) talvez também faca yseagunta diferente: Posso
descobrir um algoritmo que é, com alta probabil@adxecutado em tempo
polinomial e garantir que seja encontrada uma &oldgima ou (préxima de 6tima)
com grande probabilidade?

Um engenheiro iria comegar a procurar por um aigariheuristico que produzisse
solucdes utilizaveis.

Seu chefe poderia dizer: Eu ndo me importo nem ooc@ com programacao
inteira, vocé deve se preocupar com nosso probiEnescalonamento. Me de uma
programacgédo de producédo factivel para amanha enagreomenda de William
Brown and Daughters’ esteja fora da porta as 16:00h

Um professor empenhado talvez dissesse: Otimoriamiente eu estava tentando
desenvolver um algoritmo que resolvesse todosaldgmas de programacéo inteira
e publicando um artigo a cada dois anos explicgrmique eu ndo obtive sucesso.
Agora eu sei que eu poderia também estudar cadblepta da classeN7P
individualmente. Como existem milhares deles, eveda ser capaz de escrever
vinte artigos por ano.

N&o é necessario dizer que estdo todos quase .chidiosexiste solucdo facil e
rapida, mas os problemas ndo desaparecem, e cadaai® e mais fascinantes e
importantes problemas préaticos estdo sendo forraslacbmo problemas de
programacdo inteira. Assim, embora a teoria A&-completude, usando uma
apropriada combinacdo de teoria, algoritmos, e&pera e intensivos calculos,
verificaveis boas solucdes para grandes instapoidsm e devem ser encontradas.

O texto acima endossa 0 objetivo desta dissertdgionado um problema situado na
classe dosNP-completos (no casdy, || X w;T;), torna-se necessario o desenvolvimento de
meios que viabilizem a solucdo de instancias caewaelo nimero de tarefas em tempos
computacionais razoaveis. Trata-se de um esfor¢cpedquisa que é empreendido mundo
afora por outros pesquisadores, para este e quisblemasNP-completos.

Um meio de resolver este problema é utilizar aitécde programacao inteira (como
citado acima, esta técnica tem sido utilizada pasolver muito problemas praticos
importantes). A seguir, serdo expostos os concdédsrmulacdo além dos conceitos basicos
das técnicas de Programacao Linear e Programatgia)rbem como os algoritmos por elas

empregados.

2.2 PROGRAMACAO LINEAR

Segundo Colin (2007, p. 2), “a Programacao Lineam@ das principais descobertas
da matemética aplicada. Se tomados em considecacéeneficios econdmicos gerados ao
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ser humano, € bastante provavel que a Programaic@arLseja a maior descoberta da
matematica aplicada de todos os tempos”.

Para Puccini et a(1989, p. 47) a técnica de Programacao Linear i@onmaportante
para a area de pesquisa operacional tanto quésliagnéio por George Dantzig, em 1947, do
método simplex para a resolucdo de problemas dgrgmmacao linear € considerada como
sendo o “marco definitivo na afirmacao da pesqapacional”.

Dada a relevancia da programacéao linear para adé@gesquisa operacional, segue
abaixo um pouco da historia do surgimento destaidécda matematica aplicada (e, por
consequéncia, da pesquisa operacional). O fragnadsat@o foi extraido de Colin (2007, p. 2
e 3):

E intrigante notar que, embora a matematica sef aiéncia relativamente madura
desde pelo menos o século XVIII, a PL da forma cenemnhecemos hoje em dia
foi iniciada apenas ap6s a Segunda Guerra Mund@agalmente por George B.
Dantzig (1914-2005). Entre 1941 e 1945 Dantzigaitatu no Pentagono, 6rgdo de
defesa americano, como especialista em planejaneeptogramagéo de atividades
militares, época que trabalhava intensivamente calguladoras de mesa (Dantzig,
1991, pp.19-31). Posteriormente, ele continuouattemdo na mesma organizacéo
em outras funcbes como conselheiro em matematidéodz Aérea. Sabendo que
Dantzig estava interessado em mudar de empregoitddddck e M. Wood, seus
colegas de Pentdgono, o desafiaram a que desesselvem método que
“mecanizasse” 0 processo de planejamento que kizdd na época. Na ocasido,
Dantzig estava fascinado com o trabalho de Wassbntief (1906-1999), russo
gue havia proposto em 1932 uma estrutura matridetiominada “Modelo
Interindustrial de Entrada-Saida” que lhe rendemna 1973 o Prémio Nobel de
Economia. Aparentemente o modelo de Leontief satgiinspiracdo para Dantzig,
mas ele necessitava de algumas caracteristicas galacdo do problema da Forca
Aérea: ser dindmico (capacidade de adequar mudaw@dsngo do tempo), ter
flexibilidade para poder escolher entre diverséeyéitivas de alocagéo de recursos
e, finalmente, ser computacionalmente tratavel. fngiro grande avanco de
Dantzig foi a formulacdo do problema como a minagé&o de uma funcao linear
sujeita a equacdes e inequacBes também linearpedx¥dno passo de Dantzig foi
solucionar o problema. A primeira idéia foi procueguda junto a economistas
matematicos, tendo em vista que seu problema eatodacdo de recursos escassos
e ele imaginava que o problema ja poderia estaivids. A primeira op¢édo de
Dantzig foi o professor Tjalling C. Koopmans (191985), holandés que ficou
muito interessado no problema, mas também trouxé aoticia de que ndo havia
uma solucdo conhecida até aquela data, 1947. Apésnfirmacédo de que os
economistas ndo tinham um método de solucédo, Bargsolveu por si sO tentar
uma solucéo, iniciativa que acabou culminando rec&o do algoritmo simplex. O
algoritmo simplex é o mecanismo matematico queespara resolver problemas de
programacdo linear. Desde entdo, e até hoje, oritahgo simplex se mostrou
extremamente poderoso nos quesitos mais importamegraticamente todas as
aplicacdes: simplicidade, rapidez e precisao nagdol computacional. Na mesma
época, Dantzig continuou procurando por outrassttige de solucdo do problema e
0 apresentou para John von Neumann (1903-1957¢jdeasa Hungria, naquela
ocasido fazendo pesquisas na Universidade de Rnneeconsiderado por muitos o
maior matematico da época. John Von Neumann adqgfarna por resolver de
cabega problemas para os quais outros matematitizauam papel e lapis, ou
mesmo calculadoras (Bergamini, 1969, p.175). Voarhann foi o principal criador
da Teoria dos Jogos e esteve envolvido em muitegpdocipais avangos cientificos



33

do século XX como a Fisica Atbmica, a Mecanica @uano computador digital e
varios outros campos da Matematica Pura e Aplidddeencontro, ap6s uma breve
exposicao de Dantzig sobre o problema, Von Neunisgusou por uma hora e
meia sobre teoria matematica de programas linedaesslo em vista que ele
encontrara uma analogia entre o problema apresergasua Teoria dos Jogos,
publicada entre 1928 e 1944. Questfes que seriasum@ importancia para o
desenvolvimento da Programacao Linear foram didastpela primeira vez naquele
encontro. A pedido de Dantzig, apés algum tempon Weumann propds uma
solugéo para o problema que se mostrou de capacidaio inferior ao algoritmo
simplex. Apresentando o problema a varios dos jpa@E pesquisadores da época,
ajudado pelo aparecimento do computador e consideras diversas aplica¢cdes dos
modelos, a difusdo da Programacao Linear foi amplpida. Ela ndo s6 floresceu
como também serviu de inspiracdo e base para di/enstras disciplinas, como a
programacdo nao-linear, a programacédo inteira m®uécnicas de otimizacdo. A
primeira aplicagdo ndo-militar aconteceu em 1958 a mistura 6tima de produtos
na producdo de gasolina. O primeiro cddigo companat comercial foi criado em
1954 na Rand Corporation por William Orchard-Haysossivelmente a primeira
publicacdo brasileira sobre Programacdo Linearvéddea Leme (1956). Desde
entdo, tém sido incontaveis o0 niumero e a diversidi aplicacdes que a técnica
permite.

De acordo com o fragmento, o primeiro passo de Ziarfibi formular o problema
como a minimizacdo de uma funcao linear sujeitaumaedes e inequacbes também lineares. E
comum na literatura encontrar a sigla PL denomiadadto a técnica de programacao linear
quanto um problema especifico (sendo que isto @também com a técnica de programacao
inteira, que sera vista mais a frente). Neste tnaba sigla PL podera significar tanto um
problema em especifico quanto a técnica propriaeditd.

Traduzir a descricado do problema numa formulac&e der feita de forma sistematica
e, uma clara distincdo deve ser estabelecida est@ados da instancia do problema e as
variaveis usadas na formulacado (WOLSEY, 1998, p. 5)

O processo de formulacdo segue 0s passos a sgfinicdo das variaveis de decisao,
emprego destas variaveis para definir um grupoquegdes de restricdes onde uma solucao
viavel do sistema corresponda a uma solucdo vidwgiroblema formulado e, por ultimo,
utilizacé@o das variaveis para definir uma funcaetmo, a qual ira medir o qudo boa é cada
solucéo viavel pesquisada.

Neste sentido, Goldbarg e Luna (2000, p. 10) afinmyae as formulas ou equacdes do
modelo ndo existem prontas e acabadas na natetazdém que ser identificadas ou criadas.
Contudo, para estes autores, o desenvolvimentordeufagbes se da através de processos
pouco rigorosos ou conhecidos, envolvendo, enteo®ufatores: intuicdo, experiéncia,
criatividade e poder de sintese.

Uma formulacdo para um problema de programacaarlipede ser observada a

sequir:
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min ctx

Sujeito a:
Ax =2 b

x =0

Ondec e x sdo vetores pertencente®’a b € R™, A € uma matrizn x n. A fungéo
f(x) = ctx é chamada de funcéo obijetivo.

Existem outras formulagfes gerais, tendo como etiobja maximizacdo ao invés de
minimizacao.

max ctx

Sujeito a:
Ax <b

x =0

Onde, igualmente ao anteri@re x sao vetores pertencente®g b € R™, A é uma
matrizm x n. A funcdof (x) = ctx é chamada de funcéo objetivo.

Para ilustrar a formulag&o, sera utilizado o exenfph seguir: uma fabrica necessita
definir os niveis de producéo de trinta produtos sgrao produzidos em determinado periodo
de tempo. O objetivo primordial € maximizar a rex@riunda da venda destes produtos. O
processo de fabricacdo incorre em algumas limigcd@is como: niveis minimos de
atendimento da demanda (estipulados via contratos dientes), limitacdes relacionadas a
capacidade de matérias primas, mao de obra disgpaigm de outros fatores.

A formulacéo correspondente ao exemplo 5 assumegairde forma: o vetox
representa o vetor das variaveis de decisado. Asvwess de decisdo podem ser definidas como
sendo a quantidade de produzida de um progit@riavel ‘D,"). Neste caso, existiriam as
variaveisD;, D,, ..., D3,. O vetorc contém o incremento unitario na funcéo objetiviapaada
variavel de decisdo contida no veiorNo caso, seria a receita obtida com a comeraigiiz
de cada produtp (a constante que representa a receita unitariasmondente ao produto p
poderia ser denominada pbR,"). Dado que existem limitagcdes de recursos (méaobds, o
recursos fisicos, atendimento minimo, demanda nexiestimada), estes estariam

representados no vetbro vetor que contém quantidades maximas que degewbservadas
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para cada restricdo (estas constantes poderiamdesssminadas potly, Ly, Ly, L, €
representariam as limitacdes de demanda, atendirmimtimo, matérias-primas e méo de
obra. Por ultimo, a matrid contém as quantidades de recursos consumidosas dummites

por unidade de producao do prodgtosendo que as constantes poderiam ser denominadas
por Cpa, Cpar Com, Cpo- ESte € um problema bastante simples, com reduzighoero de
variaveis de decisao (igual ao numero de prodG®s,

A formulacdo de um problema precisa ser resolviga gue cumpra o objetivo de
eleger a melhor solucdo dentre as solucbes viaMeiste sentido, o algoritmo simplex foi
desenvolvido para resolver formulaces de programhgear. Um aprofundamento na teoria
do método simplex fugiria aos objetivos desta diagéo. Serdo expostos apenas 0s
principais pontos de funcionamento do algoritmorefevancia de expor estes pontos se
evidenciard no momento que se estabelecer a diferntre formulacdes boas e formulacoes
ruins, no topico de programacao inteira.

Segundo Wolsey (1998, p. 12), um poliedro consgista subconjunto dB™ descrito

por um conjunto finito de restricdes lineares:

P={x € R"|Ax < b}

As Proposicoes 1 e 2 sdo fundamentais para entenflercionamento do meétodo
simplex:

Proposicdo 1: O conjunto de todas as solugBes viaveis de um gmabl de
programacao linear € um poliedro.

Proposicao 2 Se um problema de programacéao linear tem solotd@, entdo existe
uma solucéo 6tima que corresponde a um vérticeu@aliedro.

O método simplex parte de uma solugéo basica &diima solucdo que se encontra
num dos veértices do poliedro) e examina se ha whe& melhor (que favoreca a fungéo
objetivo) utilizando aondicdo de otimalidadese a condicdo de otimalidade for verificada, a
solucéo basica factivel atual é a solucédo otimaoCantrario, o algoritmo pesquisa outro
vértice do poliedro, até que a condicédo de otimadkdseja verificada.

A condicéo ou teste de otimalidade funciona a pdéianélise dos vértices adjacentes
ao vertice atual. Se uma solucdo basica factiveltiv&r nenhuma solucéo basica factivel
adjacente melhor (conforme medido pelo valor dgdonobjetivo), entdo esta tem de ser a

solugado 6tima do problema.
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Solucao 6tima do

f" PPL.

b/

Direcéo de
decréscimo do valor
da funcgéo objetivo.

Regiao
Viavel

Figura 3 -Poliedro referenta formulag&o de programacéo lin

Na pratica, o método simplex empregado em softwaresnétodo simplex revisa
(que trabalha com a inversa da matriz basica). Qodoésimplex original “ndo €
procedimento computacional mais eficiente, poiscaleula earmazena muitos nimeros ¢
ndo sao necessarios na iteracdo atual e podenendmis relevantes nas iteracdes seguir
(HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 180 O método simplex revisado, por sua vez, proce
armazena somente as informacdes necessaoeficientes das variaveis nao basicas
coeficientes da variavel basica que entra nas demqiacdes e os lados direitos
equacdes). Podse dizer que ele é uma versaprimoradado procedimento origin:
(HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 180).

Entretantg a esséncia do algoritmo permanece: a pesquiseedan numero finito d
pontos (vértices do poliedro) até encontrar a medlotucdo (que minimize ou maximize
funcgéo objetivo.

O algoritmo simplex quase sempoluciona o problema em um numero de iterac
que é umpequeno multiplo ¢ dimenséo do problema. Entretanto, € sabido que todm
pode visitar cada vértice do poliedro. Consequieeteée) o pior caso do método faz com
0 algoritmo se torne de tempo enencial (WRIGHT, 2004, p. 41).

Com o advento da teoria da complexidade computatina segunda metade
século XX, buscose desenvolver um algoritmo de tempo polinomial gokicionass
problemas de programacao linear. Em 1979, LeonitcKian da UniaSoviética, baseando-
se em trabalhos de outros eminentes matematicaétisos (Shor, Yudin e Nemirovski
publicou o primeiro algoritmo de tempo polinomiar@ problemas de programacéo lin:
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Apesar de ser um algoritmo de tempo polinomial, isoplementacdo pratica se mostrou
bastante inferior ao método simplex.

Coube ao indiano Narendra Karmarkar em 1984, aawiade outro algoritmo de
tempo polinomial para solucéo de problemas de progcao linear que nao tem as limitacdes
computacionais do algoritmo de Khachian e que peoblemas grandes e muito grandes (em
especial com muitas restricbes) chega a ser dezEnaszes mais rapido que o algoritmo
simplex (COLIN, 2007, p. 3).

Um trabalho interessante sobre o desenvolvimemndtdrito do método de pontos

interiores foi elaborado por Wright (2004).

2.3 PROGRAMACAO INTEIRA

“A caracteristica que distingue a Programacao reatéa Programacao Linear reside
no fato de que algumas das variaveis pertencem aampnto discreto, tipicamente, um
subconjunto dos numeros inteiros”, Arenales ef28l07, p. 163).

Abaixo segue a formulagcéo de um problema de proggaminteira:

min ctx

Sujeito a:

Ax = b

x =0

Ondec é um vetor pertencenteRd, x € um vetor pertencenteZd ,b € R™, A é
uma matrizn X n. A funcédof (x) = ctx é chamada de funcéo obijetivo.

Outra forma comum de representar o problema é:

min{cx: Ax = b,x = 0}

Onde A € uma matrizn X n, ¢ é um vetor de dimensag x € um vetor coluna de
variaveis com dimensdm e pertencente &}. Quando adicionado nas restricbes a
obrigatoriedade de que algumas das variaveis disadeassumam apenas valores inteiros,
tem-se um problema de Programacdao Inteira Mistey&xo por PIM). Caso seja obrigatorio

que todas as variaveis de decisdo assumam sonaatesvinteiros, tem-se um problema de
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Programacao Inteira (Pl) e, por ultimo, caso asavais possam assumir apenas valores
iguais a 0 e 1, tem-se um problema de Programadéiod Binaria (PIB).

Na pratica, muitas vezes utiliza-se somente o téd?roblema de Programacao Inteira,
para descrever qualquer um dos trés casos acima.

O fato que diferencia a programacéo inteira danaragc¢ao linear pode parecer um
elemento simplificador porém, na maioria dos casts, solucdo de problemas de
programacao inteira é extremamente dificil do pal®@wista computacional” (COLIN, 2007,
p. 173).

A dificuldade em resolver problemas de programaigdeira pode ser analisada
também de forma intuitiva. Na programacdo lineaPraposicdo 2 afirma que: se um
problema de programacdo linear tem solucdo Otim&goeexiste um vértice 6timo no
poliedro. Grosseiramente, isto significa que existe“local” onde procurar a solugcéo 6tima
(mesmo que o numero de vértices assuma dimens@maxhente grande em instancias com
elevado numero de restricdes e variaveis). A quoeét§ilue existem algoritmos de tempo
polinomial (pontos interiores) e exponencial (siexplno seu pior caso) que possibilitam a
resolucdo do problema dentro de razoavel tempo etamijpnal. Em contrapartida, a
avaliacdo das solugbes que se encontram nos gédiicpoliedro ndo pode ser utilizada para
resolver problemas de Programacéo Inteira, dado apieariaveis de decisdo, que sdo as
coordenadas para o vértice, podem nao ser inténaseja, o vértice do poliedro pode néo
representar uma solucdo do problema, pois viodsiaigdo de integralidade.

Uma opcao seria limitar o espaco de solucbes demtmieira que 0s vértices
correspondessem a pontos inteiros e, assim, resolyaoblema utilizando o algoritmo
simplex ou de pontos interiores. Entretanto, descréodas as equacdes necessérias de um
poliedro que contém apenas coordenadas inteirayértises € algo extremamente dificil
para muitos problemas na prética. Por outro ladantp mais proximo é o espaco delimitado
pelas equacdes dos pontos inteiros subjacentes,fanee € a formulagdo. Isto sera definido
com mais rigor um pouco mais a frente.

Uma segunda opcéao seria resolver o problema “netboXaa restricdo de integralidade
(o problema originado é conhecido por relaxacaealirdo problema de programacao inteira),
resolver o problema originado e arredondar o valmcontrado para as varidveis para o
namero inteiro mais proximo. Infelizmente, estecedimento ndo € eficaz, uma vez que a

solucéo encontrada pode estar muito afastada dgésobtima. A Figura 4 ilustra a situacao:
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Solugao arredondada de
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v

Figura 4- Tentativa de arredondamento para o problema

Dessa forma, se ndo é poel ter uma regido de “busca”, qual o nimero decéas
possiveis a serem pesquisadas? Todas as solugbassvencontra-se no interior do
poliedro correspondente a relaxacao linear do proélde Programacéao Inteira. O numer:
solucdes possiveis tendeser extremamente grande, conforme demonstradiabela 1, no
primeiro capitulo deste traball

No tocante a resolucdo dos piemas de programacaueira, Arenaleet al (2007, p.

163) destacam que:

Os problemas de programacao inteira e combiia sdo resolvidos por métod
otimos (exatos), que fornecem uma solugdo Gtimaajgwritmos aproximados, q
garantem a distancia maxima entre o valor da solagho6tima encontrada e o va
6timo; ou por métodos heuristit, que, em geral, fornecem ursolucdo subdétima,
sem conhecimento de qualidade desta em relaca@ aalogdo 6tim

Os métodos heuristicos também s&o utilizados copwioaaos meétodos otimi
(exatos) no sentido de fornecer uma solucéo vidnehl. Neste sentidcalguns algoritmos

heuristcos serdo empreges com o intuito de apoiar a resolugéo do probl
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2.3.1 Métodos Exatos de Resolucao

Kallrath e Wilson (1997, p. 90) frisam que, derdgemelhores algoritmos exatos que
surgiram nas ultimas décadas para resolucdo déeprab de programacao inteira, destacam-
se: algoritmos de enumeracéao implicita, algoriteh@$planos de cortes, algoritmoshianch
and cute a Programacgao Dinamica.

Posto que ndo existe um local especifico, repradenpelos vértices da regido
delimitada pelas restricdes do problema (poliegharp busca de uma solucéo 6tima, o que
pode ser feito para resolver o problema de proggamanteira? Como um algoritmo poderia
ser desenvolvido? Colocado de outra maneira, parprablema de programacgéo inteira com
valor da funcao objetivo dado porcomo é possivel afirmar que uma das solucoelvése
uma solugdo 6tima?

Wolsey (1998, p. 23) destaca que & necessario gacamm limite inferiorz < z
(lower bound e um limite superioz > z (upperbound, para o valor tal quez = z=2. O
autor assevera que, praticamente, qualquer algoiirbuscar uma sequéncia decrescente de
limites superiores tal quez; >z, > -+ >72z; >z e uma sequéncia crescente de limites

inferiores z; < z, << z; <z. A condicdo de parada do algoritmo se da quando:

z; — z; < &, ondee é um valor pequeno e nao negativo.

Uma questdo fundamental diz respeito a como eraoof limitesz e z. Para um
problema de minimizacdo, qualquer solucdo viavaetdoe um limite superior (sendo que,
para um problema de maximizacdo, qualquer solugaeiinforma um limite inferior). Os
limites superiores num problema de minimizacaoferiores num problema de maximizacéao
sdo denominados limites primaipritnal bound$. Neste sentido, Wolsey (1998, p. 24)
transmite que para muitos problemas de programaexéiva, encontrar solucdes viaveis é
uma questao simples sendo que, o ponto principaténtrar boas solucdes viaveis (0 que se
traduz em valores mais proximos ao valor otimo)ndai segundo o autor, para outros
problemas, encontrar uma solugéo viavel é tadoilddianto encontrar uma solucao 6tima
para o PI.

Em contrapartida aos limites primais, apresentaeg®o desafio maior encontrar
limites inferiores nos problemas de minimizacao liouites superiores em problemas de
maximizacgdo. Estes limites sdo conhecidos por désnduais dual bound$. A abordagem
mais importante € dada pela relaxagdo, a idéiaudstitiir um problema de programacao

inteira por um simples problema de otimizacdo amdalor 6timo dado pela funcdo objetivo
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€, no minimo, menor (problema de minimizacdo) owmgroblema de maximiza¢do) do
que o valor do problema original de Pl (WOLSEY, 899. 24).

Para que o problema de otimizacdo associado apeessta propriedade, é necessario
que, ou o conjunto das solugdes viaveis do probkssaciado seja maior do que o conjunto
do problema original, ou a fungéo objetivo é madifia por uma funcdo que apresente valor
superior (problema de maximizag&o) ou valor infeljoroblema de minimizacdo), ou o
mesmo valor (problemas de maximizacédo e minimiZacao

Exemplos de relaxacdes sao: a relaxacéo lineatagacao combinatodria e a relaxacao
lagrangeana. Para esta dissertacdo, por motivosegueostrardo Obvios mais a frente, sera
exposta com mais detalhe apenas a relaxacao linear.

Seja o problemanin{cx : x € P n Z"} e a formulacd® = {x € R}: Ax = b}. A
relaxacdo linear é dada pelo probleman{cx : x € P}. Uma vez que® N Z" € P e a
funcdo objetivo ndo foi alterada, o problemd@n{cx : x € P} é uma relaxacao linear do
problema originalmin{cx : x € P n Z"}.

A proposicao a seguir sera bastante utilizada nmento da analise e comparacédo das
formulagGes para o problenfg|| X w;T;.

Proposicdo 3: Suponha que existem duas formulac#gse P,, para o problema
min{cx:x € X € Z"}, sendoP, uma formulagdo melhor do quig (P, S P,). Sejazif e
zLP os valores das relaxac@es lineares associadasnasldcdesP; e P,. Assim,ztP > zLP,
para todo c.

Ou seja, quanto mais forte € a formulacdo, maigim do valor 6timo da funcéo
objetivo sera o valor da relaxacao linear.

A proposicéo 3, tomada de forma intuitiva, origenadéia de que, para um mesmo
problema, existem formulagbes “mais apertadas” ue @utras (graficamente, suponha um

problema D e duas formulagdgse S, expostas na Figura 5 a seguir).
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Figura 5 - Duas formula¢ges para um mesmo problema

Nota-se que a formulagcd® € mais apertada, no sentido que envolve os pontos
inteiros de forma mais préxima do que a formulagao

De fato, uma formulacao ideal seria a formulaggalustrada na Figura 6.

4 ¢ .
3¢ °
2 °
S3
1" \ 4 [ ]
S,
1 2 3 ]

Figura 6 - Uma formulaca®; “ideal”
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Porque a formulacas; é ideal? Por que ao se resolver a relaxacao Jioeponto
extremo corresponde a uma solucdo que contém semamidveis inteiras. Assim, ao
resolver a relaxacao linear do problema origingltablema estara solucionado.

Na pratica, descrever completamente todas asg@ss$ride uma formulacéo ideal
incorre num elevado numero de restricbes, e esteernitende a ser extremante grande na
maioria dos problemas (WOLSEY, 1998, p. 15). Umanfdacao ideal equivale a envoltoria
convexa do conjunto de pontos que sao solucaganteirepresentado povnv(X), onde X
€ 0 conjunto de solucdes, S R™.

Apesar do fato de que o conjunto das solugdes igidde um problema de
programacao inteira geralmente compreender um etmjunito (fato este distinto na PL), a
completa enumeracado das solugdes € inviavel, mpanaoinstancias pequenas (um exemplo
deste fato foi exposto na Tabela 1). Assim, enum@das as solucbes ndo € uma opcao
inteligente.

Uma segunda opcao é utilizar o método de enumeiagdiita. O método parte da
premissa de que € possivel dividir o problemaahicuma série de problemas menores que
sdo mais faceis de resolver e utilizar as inforraagdestes subproblemas para resolver o
problema inicial. Em particular, as informacoes damentais dos subproblemas s&o os
limites (pound$ fornecidos através das resolugbes (conforme éxpasteriormente,
praticamente todos os algoritmos para resolucagrdblemas de programacao inteira
baseiam-se em estabelecer uma seqiéncia creseelitaitds inferiores e uma seqiéncia
decrescente de limites superiores). A proposicéegair, extraida de Wolsey (1998, p. 93) é
essencial para compreender o método de enumeragdiriia, ou branch and boung
proposto por Land e Doing (1960).

Proposicdo 4 SejaS= S; U S,....U S, a decomposicdo d& numa série de
conjuntos menores e sejd = max{cx:x € S,} parak =1, ..., K, Z° é um limite superior
de z* e z* é o limite inferior dez*. Ent30,z = max,z° é um limite superior do problema
inicial z ez = max;, z¥ é um limite inferior do problema inicial

O método dédranch and boun& comumente representado a partir de uma arvore de

enumeracdo. Uma ilustracdo do funcionamento dodoé&era feita a seguir. O exemplo foi
extraido de Arenales et #2007, p. 239).
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Seja o problema P:

z =max 5x; — x,
7x1 - sz S 13
3x1 + 2x, <17

x € 72

A relaxacéo linear do problema P obteve valer 16,38 para a funcéo objetivo, além

dos valores parg, = 3,83 ex, = 2,76. Denomina-se o problema inicial como “na’ra

¥, =383
z=16,38
X, =276

Figura 7 — Relaxac&o linear do problebha

A partir dai, seleciona-se uma variavel e efetuatseramificacdo. Para o exemplo,
optou-se por ramificar a variave| = 3,83, gerando dois subproblenfgse P, a partir da

inclusdo da restricdo, < 3 no subproblem&,; ex; > 4 no subproblema,.

Figura 8 - Ramificacéo da varidve|l.

7

O problemaP, é inviavel, pois a restricdo adicionada; “> 4", faz com que o

conjunto das solucdes factiveis Beseja vazio. Ja o problenkg, ao ser resolvido, obtém-se
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z; = 13,40 (limite dual). Notar que este limite é sn&@apertado” que o valor de= 16,38.

Para o problem&,, tem-sex; = 3,00 ex, = 1,60:

Inviavel

Figura 9 - Resultados dos subprobleras P,.

Novamente uma variavel necessita ser ramificadec®ea-se a variavel, = 1,60,

fazendax, > 2 ex, < 1. Tem-se agora a seguinte arvore:

Inviavel

Figura 10 - Ramificacdo da variavel.

Resolvendo o problem?, encontra-se como valor da relaxacao linear o \dda@r =

11,86 (limite superior). Os valores obtidos pelasaveis foramx; = 2,57 ex, = 1,00.



46

Inviavel

Figura 11 - Resolucéo do subproblega

Resolve-se também o problema O valor obtido pela relaxacao linear }gi= 13,00

(limite superior). J& as variaveis assumem os galoteirosy; = 3,00 ex, = 2,00.

Inviavel

Figura 12 - Resolucéo do subproblela
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A solucéo 6tima é fornecida pelo subprobldmaNotar que, dentre os subproblemas
P; e P, este Ultimo apresenta valor maior da relaxac@aiin

Como o algoritmo atingiu a condicdo de parada? Wdguontos se destacam acima: o
primeiro deles € o fato de que, caso alguma vdrdv@o representado pelo subproblePpa
fosse ramificada, o valor da relaxacao linear r&iapassaria o valor dg = 11,86, que foi o
valor obtido pela relaxacédo linear do né pai (sablamaP;). Se ja se possui uma solucéo
inteira de valor z = 13,00, ndo faz sentido ingestium ndé que ndo originard valores
superiores.

Um segundo ponto €: como os coeficientes das asida funcdo objetivo sdo todos
nameros inteiros, a solucdo 6tima z é, necessantaneim namero inteiro. Como o
subproblemaP; apresenta valor da relaxacdo linear igual a 1340alor maximo que a
fungéo objetivo poderia obter € 13,00. Justamewteador obtido pelo subproblenfa. Caso
o subproblema, tivesse sido resolvido antes do subprobl@®pnaesta questado ja seria uma
condicdo de parada suficiente.

Outro ponto importante €: ao resolver o subproblBmabtiveram-se valores inteiros
para as variaveis, ex,. Ou seja, mesmo com a restricdo de integralidaldeada, ja foram
obtidos valores inteiros para as variaveis nesteAséim, nao faz nenhum sentido ramificar
qualquer variavel no subproblerba

Hillier e Lieberman (2006, p. 491) asseveram quéstem trés condigcbfes que
descartam um no6 de consideragfes posterioresredaxacao ndo contiver solugdes viaveis,
se a solucdo 6tima da relaxacdo for uma soluca@mpresente todas as variaveis inteiras e,
por ultimo, se a solucdo da relaxacdo do subprablem julgamento for inferior a melhor
solucéao inteira conhecida (problema de maximizag@aoguperior a melhor solucéo inteira ja
obtida (problema de minimizagé&o).

E notorio que o método daranch and boundgode acabar por ter de resolver um
grande numero de subproblemas. No simples probRnaima, com duas variaveis de
deciséo, foi necessario resolver 4 subproblemés) db no raiz (ao todo, 5 problemas foram
resolvidos). Este numero tende a ser extremameraedg para problemas de decisdo
envolvendo elevado niumero de varidveis de deciséo.

Para problemas de dimensdes elevadas, uma quegt@ctante € como escolher o
proximo né a ser resolvido. Arenales et al. (2007,248) destacam que existem duas
alternativas bésicas: regras a priori, que determide antemao a ordem de sele¢édo dos nos, e
regras adaptativas, que seleciona o né a parinfaenacéo dos noés ativos.
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A busca em profundidade é uma das regras a p¥arbusca em profundidade, caso o
nd corrente ndo seja eliminado, entdo o proxima s@r examinado € um de seus filhos, e
assim sucessivamente (ARENALES et al., 2007, p).24®a regra pode também empregar a
estratégia deacktrackingo que significa que, quando um no € eliminadeynetse ao longo
do caminho em dire¢cdo ao no raiz até encontraimepo no que tem um filho ainda néo
examinado.

Pode-se determinar também que o préximo né a smtoabsteja a esquerda ou a
direita do nd pai. Dessa forma, especifica-se exatée o desenvolvimento da arvore. Um
fator importante € a selecdo da primeira variaue gerd ramificada no no raiz (problema
original com a restricdo de integralidade relaxada)

Outros elementos podem auxiliar no encontro a 8oldtima em menores tempos. O
primeiro deles € a adicdo de planos de cortes.

Os algoritmos de planos de cortes buscam obter apnaximacdo da envoltoria
convexa da regido factivel de um problema de progcdo inteira que contenha um ponto
extremo correspondente a uma solucédo 6tima. Eseaia@acao € obtida por meio de cortes
ou desigualdades validas (ARENALES et al., 200250).

Kallrath e Wilson (1997, p. 93) lembram que os atgws de planos de corte puros
tendem as ser lentos no encontro da solucdo Otjnpereeste fato, ndo é comum a sua
utilizagéo pelos pacotes de softwares comerciais.

A utilizacdo dos planos de cortes juntamentebemch and boundleu origem ao
método, (ou algoritmo) deranch and cutWolsey (1998, p. 157) afirma quebcanch and
cut é o algoritmo déranch and boun@&m que alguns planos de cortes sdo gerados ao long
da arvore déranch and bound

Arenales et al. (2007, p. 256) lembra que o métedopor objetivo reduzir o nimero
de ndés na arvore deranch and boundEm cada n6 da arvore dewanch and bound
adicionam-se desigualdades validas de modo a ointdéimitante mais apertado no né.

O método debranch and cuté largamente utilizado nos pacotes comerciais.
Usualmente, os pacotes empregam uma etapa deque&spamento, onde séo identificadas
redundancias nas variaveis e restricdes, além ddaapos limitantes de variaveis. Se o
problema resultante de programacéo inteira é meparmais apertado, entdo, provavelmente
sera resolvido com mais rapidez (ARENALES et d&1Q7 p. 260).
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2.3.2 Heuristicas

Devido ao fato de que, para muitos problerf®-dificeis, encontrar uma solugéo

Otima incorre em elevado tempo computacional (semqa®, para outros problemas desta
classe, a descoberta de uma solucdo “apenas” viaveémanda consideravel tempo), o
desenvolvimento de regras para a descoberta dedsslindo Otimas de maneira rapida
representa um importante fator, sendo as heudstica atores principais neste campo.
Exemplos das situa¢des onde uma heuristica podeaageguem abaixo.

No caso de um tomador de decisdo aceitar incotner ceeterminado “prejuizo” em
relacdo a solucéo 6tima, caso a resposta fornpadama heuristica transmita uma solucao
viavel de forma rapida. O tomador de decisdo pade naesmo nao dispor de tempo
necessario para que a solucéo 6tima seja conhétgdée caso, uma heuristica cumpre papel
fundamental.

Uma segunda funcdo que uma heuristica pode cuén@risua utilizacdo juntamente
ao método déranchandboundou branchand cut, Uma heuristica pode ser utilizada para
fornecer um limite primal inicial. Quanto mais “afaelo” for este limite, mais a heuristica
tera auxiliado o algoritmo na busca pela solucé@nadt

Mas no que consiste uma heuristica? Nicholson (1&1d ARENALES et al., 2007,
p. 269) define uma heuristica como sendo um proeatio para resolver problemas por meio
de um enfoque “intuitivo”, em geral racional, noatj@ estrutura do problema possa ser
interpretada e explorada inteligentemente pardts ama solucéo razoavel.

Como finalizacdo do capitulo, uma reflexdo se @lagfio varios os fatores que
influenciam na viabilidade ou velocidade em ena@mtmma solucdo para o problema
F,|| X w;T;. Como observado neste capitulo, cumprem papelafoedtal: a qualidade da
formulacdo desenvolvida, uma vez que quanto maiertada” for a formulacdo, mais rapido
0s métodos disponiveis convergem para uma solugée,® tipo de regra de selecdo dos nés
nas arvores do algoritmo teeanchand cut, os planos de cortes adicionados, a passagem e a
qualidade de uma solucéo viavel inicial, fornecmy uma heuristica. Sem duavida, todos

estes elementos podem ser objetos de estudos iagadis.



3 FORMULACOES PARA O PROBLEMA DO FLOW SHOP COM DUAS
MAQUINAS E PENALIDADES POR ATRASO NAS TAREFAS

O conceito de formulacéo foi abordado anteriormeni@amente aos conceitos que
possibilitam comparar formulagdes diferentes paranesmo problema.

Uma questéo que pode ser levantada em relacémblemar;,|| ¥ w;T; é a seguinte:
ha algum impacto negativo no valor da funcdo olgetle um problemd,|| Y w;T; se for
adicionada a restricdo de processamentau (permutacdo), segundo a qual a ordem de
execucdo das tarefas ndo pode ser alterada ao hemyondquinas? A importancia em
investigar esta questdo se justificara mais a dremd serem apresentadas as formulacdes
desenvolvidas neste trabalho.

A questdo serd ilustrada utilizando a instancexppsta na Tabela 2 a seguir:

J P1j D2j wj dj
1 2 4 4 5
2 2 2 3 8
3 2 1 5 9
4 3 2 1 11

Tabela 2 - Dados da instancia 1
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Um escalonamento 6timo pode ser observado na Fib@uaNotar que, para cada
maquina, h4 uma ordem diferente de execucado dzagar

CI1 dz d3 C|4

Maq 2 m

v

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

E Tarefa 1 [[ﬂIﬂ]]I[ﬂ Tarefa 2

: Tarefa 3

Figura 13 - Escalonamenfdow shopndo permutacional

A tarefa 3 foi a segunda a ser processada na n&dui€ontudo, ha uma troca de
posi¢cdo com a tarefa 2 no momento do processamanittima maquina.

A alteracdo da sequéncia de processamento na raatjunilustrada na Figura 14.
Nota-se que ndo ocorre prejuizo a solucdo 6tima wez que as tarefas continuam sendo

finalizadas nos mesmos horarios.
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Maq 1
Maq 2
0 1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 12 13
E Tarefa 1 Tarefa 2 Tarefa 3
dl dz d3 d4
Maq 1
Méq 2 |
>

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

E Tarefa 1 [[ﬂIﬂ]]I[ﬂ Tarefa 2

Tarefa 3

Figura 14 - Alteracdo da sequéncia de execuc¢atadzfas na primeira maquina

Teorema 3:Para toda solugdo 6tima, de uma entrada do pralfeiiy, w;T; onde o
escalonamento é ndo permutacional, é possivel #acam seqienciamento permutacional,

a partir da mudanca da ordem de execuc¢do dassa@farimeira maquina, onde nao ha piora
do valor da funcéo objetivo.

Prova:
Se existe uma troca de ordem de execucao entrdateéss (na passagem da primeira
para a segunda maquina), tanto a tarefa que pasfente na segunda maquina, quanto a

tarefa que foi processada primeiro na maquina tiygéam seu processamento finalizado na
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1° maquina, até o instante que a segunda tarefegs@ada na maquina 2 tenha sido finalizada.
Sendo assim, ndo ha problemas em alterar a seqidme@xecucdo da maquina 1, de forma
gue estas duas tarefas sigam a mesma sequéncignaan?2. Repetindo este procedimento,

um escalonamento permutacional pode ser obtido. O

O Teorema 3 implica no fato de que os probleRm#sy, w;T; e F,|prmu| ¥ w;T; séo,
em suma, equivalentes. Uma formulagdo para o pmeblg|| Y w;T; pode ser aplicada a
qualquer instancia do problenfg|prmu| ¥ w;T; que produzira solugdo otima com igual
custo ao de uma formulagédo desenvolvida paarmu| Y w;T; e vice versa.

A seguir serdo expostas as formulacdes de progéamateira, desenvolvidas para
resolver o problem&;|| ¥ w;T;. As formulagGes foram divididas em dois grupoguselo a
utilizacdo de certos indices nas variaveis de desis

O primeiro grupo de formulagbes propostas posss formulagbes, que serdo
intituladas por Formulagdes “1”, “2” e “3”. A catacistica comum destas formulacfes € a
utilizacdo de um indice de tempaas variaveis. Na Formulacdo 1 o indiaepresenta o
tempo de conclusédo de uma determinada tamdiaa maquina Na Formulacdo 2, o indite
representa o tempo de conclusdo da tgrefa Ultima maquina. A Formulagdo 3 parte da
Formulacao 2 e adiciona variaveis auxiliares.

O segundo grupo de formulagcbes propostas néo autihzlices de tempd nas
variaveis. Por sua vez, utiliza variaveis com iegice posicdo da tarefa em relacdo as
demais. Neste grupo, serdo propostas duas fornagdagina para o caso geral do problema
F,|| X w;T; (Que sera denominada por Formulacdo 4) e outra paracaso especial do
problemaF,|| ¥ w;T;, onde todos os pesos associados as tarefas dadasniEsta Gltima
formulagéo serd denominada por Formulagéo 5.

Para avaliar o desempenho das formulacbes propostis trabalho, foram feitos
testes com instancias que contemplam de 4 a Sfgafeara cada instancia com o0 mesmo
namero de tarefas, existe uma letra (A ou B) qoelado do numero de tarefas, identifica
totalmente qual instancia esta sendo utilizada.

As instancias que contém a letra A apresentam m@de de processamento nas
maquinas 1 e 2p(; e p,;) entre os valores 1 e 5. Ja as instancias com Bstios valores
destes dois parametros situam-se entre 1 e 10.elwao aos pesos associados as tarefas

(w;), em todas as instancias os valores minimos emo&xestéo entre 1 e 5.
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A data de término prometidd;{ apresenta como valor minimo a soma dos tempos de
processamento da targfaas maquinas 1 e g, + p,;) € como maximo o maior valor entre
a soma dos tempos de processamento nas maquirkadeltedas as tarefas.

Todos esses numeros foram gerados a partir de istmdbuicdo aleatdria uniforme
utilizando a férmula “ALEATORIOENTRE” d®/S-Excel 2007

As Tabelas 16 e 17, disponiveis no Apéndice, infomos valores de, ;, p,j, w;, d;
de cada tarefg para as instancias da Série A e da Série B.

De forma a ilustrar as formulacfes, sera utilizata instancia com reduzido niumero
de tarefas (trés), descrita a seguir. Esta ins#dsera denominada genericamente por
“instancia de teste”.

J P3j Pz w; d;
1 5 4 4 9
2 5 1 3 10
3 2 3 5 5

Tabela 3 - Instancia de teste para ilustracdoatasulacoes.

Para todas as formulacdes expostas, admite-sedguiednbeneficio algum em manter
a maquina 1 ociosa (até que todas as tarefas tesitBmprocessadas nesta maquina). O
somatorio dos tempos de processamento de todasedastna maquina 1 sera representado

pela constant§;. Assim:
n
N Z P1j (1)
j=1

Para a instancia de teste, tenfse 12.
Além disso, é fornecido um tempo maximo de execulgiotarefast,,,"”, calculado
como sendo o maior valor entre o somatorio dos ésndle processamento da maquina 1 e da

maquina 2, multiplicado por 1,3 e arredondado pena quando necessario. Algebricamente:
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n n
tmax = Max Zplj, p2j |-1,3 (2)
j=1 j=1
O acréscimo de 30% ao valor maximo foi derivadauipde experimentos. Notou-se
que, com este acréscimo, ha tempo suficiente pamelusdo de todas as tarefas. A
. Seravista a seguir.

necessidade de empregartg
O valor dot,,,, para a instancia de teste é igual a 16.

3.1 FORMULACOES COM VARIAVEIS CONTENDO INDICE DE TEMPO

Para o desenvolvimento deste grupo de formulagdiézpu-se como ponto de partida
o trabalho de Dyer e Wolsey (1990) o qual introduza literatura uma formulacdo para o
problema de escalonamento com uma maquina, empglegeaariaveis com indices de
tempo. A formulacdo pode ser vista abaixo:

Funcao Objetivo:

n tmax—pPjtl

Min Z = Z Z CjtXjt 3)
j=1

t=1

Define-se a variavet;;, que assume valor igual a 1 se a tay&fdinalizada no tempo

t, recebendo valo nulo se a tarp@finalizada em qualquer instante de tempo diferdat.
O coeficientec;, pode representar qualquer coeficiente de custcsejaeassociado a

um tempo de finalizacdb Neste sentido, pode-se fazgr= w;.max (0,t —d;), 0 que €

equivalente av;.T;.

Sujeito a:
tmax—Pjt+1

Z xe=1 V j=1..,n 4)

n t
Z Z %o €1 Y t=1 . tme (5

xp €{0,1} V j=1..,m V t=1,.,thu—pjt1 (6)



56

As restricbes (4) encarregam-se de que uma dadéa faseja finalizada uma e
somente uma unica vez. As restricdes (5) impedeenpgwa um dado temgp a maquina
processe simultaneamente mais de uma tarefa.

Neste sentido, tomando por base a formulacdo de By@/olsey (1990), seréo

apresentadas a seguir as FormulacGes 1, 2 e 3pga@blemaF,|| ¥ w;T;, que empregam

indices de tempo nas variaveis de deciséo.
3.1.1 Formulagéo 1

A Formulagéo 1 emprega a variavel de deciséo laingyg, onde os indiceg i et
representam uma targfauma maquina e tempa de finalizacdo da tarefana maquina. A
variavel de decisdo assume valor 1 se a tarifeliza seu processamento na maquina
tempo igual & ou valor nulo se isto ndo ocorre. Por exemplaarégvelx » 1 jpassume valor
igual a 1 se a tarefa 2, finaliza o processameatmaquina 1 no tempo 10. Caso a tarefa 2
finalize o processamento na maquina 1 em qualqu#p dnstante de tempo, a variavel
X 2 1_1passume valor nulo.

Notar que algumas combinacdes de indices sao iivpass llustrando com a
instancia de teste, uma hipotética variavel, i seria inviavel pois, a tarefa 1 ndo pode ser
finalizada na maquina 1 no tempo igual a 1 poispsele igual a 5. Esta variavel de decisao
simplesmente n&o existe e, por isso, sequer intefmamulacao.

O numero de variaveis na formulacéo é dado por:

n n

Z(Sl_plj-l'l)-l' ztmax_plj_p2j+1 (7)

j=1 j=1

Analisando a expressao (7), é possivel verificag quvalor dot,,,, influencia
diretamente no nimero de variaveis empregadas.

Para a instancia de teste, 0 nimero de variavgisaéa 58.

O objetivo de minimizar o somatério dos atrasos dgoados deve levar em
consideracao que cada tarefé finalizada uma e somente uma Unica vez em ca@dadas
duas maquinas, que cada maquina ndo podera exp@itade uma tarefa ao mesmo tempo e
que a sequéncia ditow shop deve ser respeitada. A funcdo objetivo e as ¢ésisi sdo

apresentadas a seguir.
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3.1.1.1 Fungé&o Objetivo — Formulagéo 1

n tmax
MinZ = Z Z custo(j, t). Xjp; (8)
j=1

t=pyj+ paj

Onde: custo(j,t) = T w;

A funcéo (8) consiste no somatorio de todas asveis que representam possiveis
finalizacdes de uma tarefana maquina 2. Sdo incluidas somente variaveis iodines de
finalizagdo na maquina 2 pois o cu$for; € uma funcdo da data de finalizacéo da tgreta
sistema. Isto € o mesmo que o tempo de finalizdgdarefg na maquina 2.

O coeficiente de cada variaveh, consiste na multiplicagcdo do atrafo (diferenca
entre o tempd de conclusdo da tarefa e a data de término prdaéf) pelo pesow;
associado a tarefa. Caso a variavel representeabzéicdo de uma tarefa ndo atrasada, o
coeficiente assume valor nulo.

llustrando com a instancia de teste, a funcaotigbj@ode ser observada no Quadro

abaixo. Lembrar que, na instancia de tasig, = 16.

MinZ = 4X1 2 10t 8X 12 11+ 12X 1 2 12+ 16X 1 2 13+ 20X 1 2 14+ 24X 1 2 15+

28X 12167 3X 22 11+ 6X 2 2 12+ 9X 2 2 13+ 12X 2 2 14+ 15X 5 2 15+ 18y 2 2 16t

5x 3261 10X 32 7+ 15X 3 2 g+ 20X 3 2 9+ 254 3 2 10+ 30X 3 2 11+ 35X 3 2 10+
40y 3 2 13+ 45X 3 2 14+ 50X 3 2 15+ 55X 3 2 16

Quadro 1: funcéo objetivo da Formulacéo 1 (insthdei teste).

Os indices das variaveis foram separados por tratdgorma a ndo confundir as
informacdes a respeito das tarefas, maquinas eoteme finalizagdo. Tomando o termo
20X 1 » 14c0mo exemplo, tem-se que: o coeficiente apresexta igual a 20 pois consiste no
produto entre d; (tempot de finalizacdo da tarefa 1 subtraidodje data prometida para
tarefa 1,14 — 9 = 5) e 0 pesav, (0 peso atribuido a tarefa 1 foi 4). Dessa formd;;, =
5.4 = 20. Como ja citado, a variavel assume valor igual aela tarefa 1 finaliza seu
processamento na maquina 2 no instante de téngu@al a 14. Assume valor nulo caso a

tarefa 1 seja finalizada num instante de teingliterente de 14.
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O numero de varidveis com coeficiente ndo nulaungdo objetivo € igual a:

Mty — z NG

j=1
Na instancia de teste, 0 numero de variaveis cafictente ndo nulo é igual a 24.

3.1.1.2 Primeiro Grupo de Restricbes — Formulacéo 1

S1

iju:l vV j=1,..,n (10)

t=pqj

tmax

Z Xjpp=1 V j=1,..,n (11D

t=p1j+D2j

O primeiro grupo de restricdes faz com que cadsfaarseja finalizada exatamente
uma Unica vez em cada uma das duas maquinas. isttw éeterminando que, de todas as
variaveis que representam términos possiveis de dada tarefg numa dada maquina
apenas uma delas tenha valor ndo nulo.

Estas restricdes sdo necessarias uma vez queatafig,tdeve ser processada uma e
somente uma Unica vez na maquina 1 e uma e sooreaténica vez na maquina 2.

llustrando com a instancia de teste, tomados &atére a maquina 1, tem-se:

X115+X 116X 11 7tX 118X 110X 1107 X1 1 11tX1112=1

Quadro 2: exemplo de uma restricdo do primeiro@rup

O nuamero de restricbes no grupo € dadozpor

Para a instancia de teste, o0 numero de restrigh&® grupo €é igual a 6.
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3.1.1.3 Segundo Grupo de Restricbes — Formulagao 1

n t1+pl-j—1

Z Z x]lt S 1 A tl == 0, ...,tmax, v i = 1, v, m (12)
j=1 t=tq

O segundo grupo de restricbes impede que uma n&quatesse simultaneamente
mais de uma tarefa. Isto € restringido da segdamiea: dadas as tarefas e um intervalo de
tempo limitado entre um valor de temgo(valor minimo) e o tempo, somado aos tempos
de processamento de todasdarefas (valor maximo), ndo € possivel que exisis de uma
variavel que represente a finalizacdo da tajefa maquina com valor ndo nulo neste
intervalo.

Notar que ndo basta restringir o fato de duas dareliferentes finalizarem seus
processamentos na maquinao mesmo tempb Utilizando a instancia de teste, se a tarefa 1
finaliza seu processamento na maquina 1 no instanfé a tarefa 2 nunca poderia finalizar
seu processamento na maquina 1 em, por exetrp® pois, sep,,= 5. No minimo, a tarefa
2 serd finalizada ent = 12. O grupo de restricdes acima leva em corejder estas
limitacOes.

Parai = 1 et; = 3, uma das restricbes do segundo grupo podeissilizada no
quadro abaixo. Nota-se que, dentre os tenipmssiderados, somente uma variavel podera

representar o término de uma tarjefia maquina 1.

X115%X116tX117tX215¥X216tX217+X313+X314< 1

Quadro 3: exemplo de uma restricdo do segundo grupo

O numero de restrigcdes deste grupo € igual a:

n
(m- tmax) — | tmax — Z P1j | —m (13)
j=1

Justifica-se a expressao (13) da seguinte marepaoduto do niumero de maquinas

pelot,,., (ha, de modo geral, uma restricdo que elimine pada maquina e dado temgo
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sobreposicdes de tarefas) deve ser subtraido powiomro de equacdes ondecompreenda
um tempo onde o processamento de todas as taeefagquina 1 ja tenha sido finalizado
(lembrando que foi adotado como premissa que n&erhpo 0cioso na primeira maquina)
llustrando: quanda; = 13, ndo existe nenhuma variavel que representdizfigdes de
tarefas na maquina 1. Assim, as equac¢des quengestrio processamento na maquina 1 para

um valort; superior &j_;(p;;) ndo existem, pois ndo é possivel finalizar umaféana
maquina 1 apos o tempdornecido por este somatorio. Fazer(d,qax — Z}Llplj), chega-

se ao numero que deve ser diminuiddmet,, ).

s s -, . . ~ t +p.._1 -
Também ¢é subtraido o valor igualna pois, a expressa@}lzlztlzt1 Y " xjie n&O

adiciona nenhuma restricdo quando= 0, para cada uma das maquinas. Como exemplo, a
variavelx 1 1 4ndo existe poigy;; = 5. No tempd = 4, seria impossivel finalizar esta tarefa.
Este é outro caso segundo o qual as variaveis esmginte ndo existem.

O namero de restricdes no segundo grupo, utilizanebpressao (13), para a instancia

de teste, é igual a 26.

3.1.1.4 Terceiro Grupo de Restricdes — Formulacao 1

S1 t

Z let + ijt <1V ] = 1, W, v tl = 0, ...,tmax (14)

t=t1—pyj+1 t=0

O terceiro grupo de restricdes determina que aamsigam a ordem de execucao do
flow shop todas as tarefas devem ser processadas inici@mammaquina 1 e, em seguida,
na maquina 2. Isto é feito da seguinte forma: éetddas as variaveis que representam
possiveis finalizagbes na maquina 2, até um tempsomada a todas as varidveis que
representam eventuais finalizagfes da tarefa naiiméd em tempos dg atét,,,, (ou em
tempos onde a tarefa ndo tivesse sido terminadaagaina 1, quando comparadas as demais
variaveis com indicé = 2 na mesma equacdo) apenas uma variavel poelg@sentar a
finalizacdo de uma tarefaauma maquinano tempd.

llustrando com a instancia de teste, restricdo garall e = 3:
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+X3210=1

X318"X310FX3110tX3111tX3110vX3205tX326+X3207tX328+tX30209

Quadro 4: exemplo de uma restricdo do terceirogyrup

Para que seja mantida a sequéncia adequada da Breim torno do tempo,

somente uma das variaveis acima podera ser ndo nula

O nuamero de restricbes no terceiro grupo é dado por

N (tmax +1)  (15)
Para a instancia de teste, existem no terceircogsipestricoes.
3.1.1.5 Restri¢cdes de Integralidade e Nao Negatividade — Foulacéo 1

xie € {01}, V j=1..,n V t=0,.,tp V i=1..,m

3.1.1.6 Formulagcédo 1 — Completa

Funcao Objetivo:

n tmax
MinZ = Z Z custo(j, t). Xjp; (8)
j=1

t=pq1jt D2j
Onde: custo(j,t) = T w;

Sujeito a:

S1
iju:l vV j=1,..,n (10)

t=pqj

tmax

Z Xx=1 V j=1.,n (11D

t=p1j+D2j

(16)
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n t1+pl-j—1

Z z x]lt S 1 A tl == 0, ...,tmax, v i = 1, v, m (12)
j=1 t=tq

S1 ty

xj1t+ ijzt <1 V j=1,...,Tl; v tlzo;---;tmax (14)

RestricOes de Integralidade e Nao Negatividade:
xie € {01}, V j=1..,n V t=0,.,th V i=1..,m (16)

3.1.2 Formulagéo 2

A diferenca entre a Formulacédo 2 e a Formulacam fatéo de que a Formulacao 2
elabora primordialmente um sequienciamento paréiraaimaquina do sistema. Qual a idéia
por tras disto? A Formulacdo 2 baseia-se no Teorgmsegundo o qual os problemas
F|| X w;T; e Fy|prmu| ¥ w;T; séo equivalentes. A logica € estabelecer a segiéadiltima
maquina e, a partir disso, replicar este mesmoes@igimento para a 1° maquina do sistema.
Dessa forma, € possivel eliminar das variaveis etgsédo o indice, que representa uma
determinada maquina. Nesta formulacdo, o intioepresentard o tempo de conclusdo da
tarefaj no sistema (o0 que, de fato, € o mesmo que a @itchla tarefa na segunda maquina).
Define-se como variavel de deciséo a variavel lngy que assume valor unitario se a tarefa
j conclui o processamento no sistema no tempou valor nulo se isto ndo ocorre. E
importante lembrar que, assim como na Formulacé@dgiimas combinacdes de indices néo
existem. Utilizando a instancia de teste, a valifver ndo existe poig;; + p;2 = 9. Assim,

X 1_7hunca poderia representar a conclusdo da tarefssistema.

O numero total de variaveis na Formulacgéo 2 € gadgl7):

n

Ztmax_plj_pzj-l'l (17)

j=1

Para a instancia de teste, o0 numero de variaveiedseao € igual a 31. Nota-se uma

reducéo significativa no niumero de variaveis emgulag, quando comparada a Formulagéo 1
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(58 variaveis). Na Formulacédo 1, h4 uma variaveh gada maquing tarefaj e tempo de
finalizacdo possivdl Na Formulagdo 2, h4 uma variavel para cada taref@mpo possivel
de finalizacad.

A reducado de variaveis tera impacto no tempo deluedo do problema, quando se
tomam algumas instancias em comparacdo. Este seflera analisado um pouco mais a
frente.

O objetivo de minimizar o somatério dos atrasos deoados deve levar em
consideracao que cada targfé finalizada uma e somente uma uUnica vez no sistqoe a
maquina 2 ndo podera executar duas tarefas ao ntesmpo e que a sequénciafttw shop
deve ser respeitada. As variaveis de decisdo sénpa@dsumir valores iguais a zero ou um.

Estas questfes sdo impostas pelas restricoesmiilangdo 2 € descrita a seguir:

3.1.2.1 Funcéo Objetivo — Formulacéo 2

tmax

MinZ=Z Z custo(j, t). xj¢ (18)

Jj=1t=p1j+ p2j

Onde: custo(j, t) = Tj.w;

A funcéo (18) consiste no somatério de todas aswes que representam possiveis
tempos de concluséo da targfeo sistema.

O coeficiente de cada variave} consiste na multiplicacédo do atrago (diferenca
entre o tempad de concluséo da tarefa e a data prometjjipelo pesav; associado a tarefa.
Caso a variavel represente a finalizagdo de unedatardo atrasada, o coeficiente assume
valor nulo.

llustrando com a instancia de teste, a funcaotigbj@ode ser observada no Quadro

abaixo.

MinZ=4 X110t 8 X111t 12 X1 127 16 X1 13% 20 X114t 24 X115+ 28 X116t 3
X2 11+ 6X 2 12+ 9X 2 13+ 12X 5 14+ 15X 2 15+ 18X 5 16+ 5X 3 6+ 10X 3 7+ 15X 3 g+
20X 3 9+ 25y 3 10+ 30X 3 11+ 35X 3 12+ 40X 3 13+ 45X 3 14+ 50X 3 15+ 55X 3 16

Quadro 5: exemplo de funcdo objetivo da Formulacétlizando a instancia de teste
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3.1.2.2 Primeiro Grupo de Restrigbes — Formulagéo 2

O primeiro grupo de restricbes (19) faz com queactatefaj seja finalizada
exatamente uma Unica vez na Ultima maquina. Ideité determinando que, de todas as
variaveis que representam términos possiveis dedawfa taref§ no sistema, uma e somente
uma unica delas tenha valor ndo nulo. Este grupestacoes tem o mesmo proposito do 1°
grupo de restricdes da Formulacao 1, sendo seiwharento similar.

llustrando com a instancia de teste, tomados fatardem-se que:

X19+X110rX 1 11+X 1 127X 1 13+ X1 14+ X1 15+X 1 16=1

Quadro 6: exemplo de restricdo de finalizacao al@gas com a instancia de teste

O numero de restricbes no grupo é dadorpqois para toda tarefadeve haver um
somatorio que restrinja a uma Unica vez a finafinata tarefano sistema.
Para a instancia de teste, o numero de restrigpegarantem a finalizacdo de uma

dada tarefa uma e somente uma Unica vez é igual a 3

3.1.2.3 Segundo Grupo de Restricbes — Formulagao 2

n
Z z xjt S 1 V tl = O, ...,tmax (20)

O segundo grupo de restricbes impede que a magupr@cesse simultaneamente
mais de uma tarefa. Isto é restringido da segdortea: dada as tarefas e um intervalo de
tempo limitado entre um valor de temgo(valor minimo) e o tempo, somado aos tempos

de processamento de todasdarefas (valor maximo), ndo € possivel que exists de uma
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variavel que represente a finalizacdo da tgrefa maquina = 2 com valor ndo nulo neste
intervalo.

Igualmente a Formulacdo 1, notar que ndo bastangisto fato de duas tarefas
diferentes finalizarem seus processamentos na m&duino mesmo tempo Utilizando a
instancia de teste, se a tarefa 1 finaliza seuegsaimento no sistema no instante 9, a
tarefa 3 nunca poderia finalizar seu processamamtsistema em, por exemplos 10 pois,
seup;,= 3. No minimo, a tarefa 3 seré finalizadateml2.

Parat; = 13, uma das restricbes do segundo grupo podeisealizada no quadro
abaixo. Nota-se que, dentre os temposonsiderados, somente uma variavel podera

representar a conclusédo da tajafa sistema.

X1 13+X114+X 115X 1 167X 2 137 X3 13+ X3 14+ X315=1

Quadro 7: exemplo de restri¢cdo, utilizando a instide teste, para restringir o processamento na
maquina 2 a apenas uma tarefa de cada vez.

O numero de restricdes no segundo grupo € dadepetassao (21):
Umax — min(plj) (21)

Ha, de modo geral, uma restricdo para cada instgnt€ontudo, para aqueles
instantes onde ndo existem variaveis de decisdoséja, para 0s tempos onde seria
impossivel finalizar uma tarefd, ndo ha restricdo alguma. Este tempo € igual anom
tempo de processamento ha maquina 1.

Para a instancia de teste, 0 numero de restrigbgeugo 2 € igual a 14.

3.1.2.4 Terceiro Grupo de Restricdes — Formulacéao 2

n t1+p2j

Z P1j-Xje St V t1=0, ., tnax (22)
j=1 t=0
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O terceiro grupo de restricbes encarrega-se deemargeqienciamento caracteristico
do ambientdlow shop (tarefas sendo processadas inicialmente na maduea em seguida,
na maquina 2). As restricdes deste grupo, apesaoltlrem-se a0 mesmo propoésito do 3°
grupo da Formulacéo 1, utilizam logica diferenteetdbdoracao.

A montagem das restricbes utiliza o raciocinio guse tomado um tempa; o
somatorio de todos os tempos de processamento quaimadl das tarefas que eventualmente
ja tenham sido finalizadas no sistema deve ser nmngual ao tempeo,. Ou seja, para que
a tarefa possa ser finalizada afét p,;, esta deve ter sido finalizada na maquina 1 até o
tempot; .

Utilizando na instancia de teste= 10, tem-se a seguinte restricao:

95X 1 9+5X 1 107 5X 1 11+ 5X 1 12+ 5X 1 13+ 5X 1 14+ 5X 26+ 5X27+5X 28+ 5X 029
+5X 210+ 5X2 11+ 2X 35+ 2X36+2X3 7+ 2X38+2X3 9+ 2X3 10 2X3 1112
X3 12+ 2X313=10

Quadro 8: exemplo de restricdo para manter 0 se@ieanto correto entre as maquinas

O numero de restricdes responsaveis por mantegieseiamento correto das tarefas

é igual a:

tmax — min(plj) +1 (23)

Aqui, o principio que orienta o numero de restricéeo mesmo da restricdo anterior.
Devem ser incluidas restricbes para todos os tempaesnsiderados, exceto para aqueles
onde ndo ha variavel de decisdo viavel.

Tomado como exemplo a instancia de teste, o nudeerestricoes é igual a 15.

3.1.2.5 Restricdes de Integralidade e Nao NegatividadeFermulacao 2

e €01} V j=l.,n ¥V t=0,.,tme (24



3.1.2.6 Formulacao 2 — Completa

Funcao Objetivo:

n
MinZ=Z

J=1t=pyj+ pzj

tmax

Onde: custo(j,t) = T w;

Sujeito a:

Z custo(j, t). xj¢

b tmax
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(18)

(22)

Restricdes de Integralidade e N&o Negatividade:

xe € {01} Vv j=1,.,n \ t

3.1.3 Formulagéo 3

A Formulacdo 3 assemelha-se bastante a Formulagéartthdo do principio que os

= (24)

0, )t

problemasF, || X w;T; e F,|prmu| X w;T; sdo equivalentes. Emprega as variawgis que

assim como na Formulacédo 2, representam o tengeofinalizacdo da tarefano sistema.

Contudo, de forma a reduzir a repeticdo de varsamas restricbes, notadamente naquelas
restricbes que garantem o cumprimento da sequé&wi®ta das tarefas ao longo das

maquinas, incluem-se na formulacéo as variaveidian®sy;, as quais representam o quanto

da tarefg] jA pode ter sido processada na maquina

podem assumir valores inteiros (ndo somente bisjrio

1, num idatintet. Estas variaveis
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3.1.3.1 Fungé&o Objetivo — Formulagéo 3

A funcao objetivo da Formulacéo 3 é representatiafpacdo (18), ou seja, € idéntica

a funcéo objetivo empregada na Formulacéo 2.
3.1.3.2 Primeiro Grupo de Restricbes — Formulagéo 3

O primeiro grupo de restricbes da Formulacdo 3 waligao primeiro grupo de
restricdes da Formulagéo 2 (expressao 19). O wvbjétfazer com cada targfaeja finalizada
exatamente uma Unica vez na Ultima maquina. Idité determinando que, de todas as
variaveis que representam términos possiveis dedawfa taref§ no sistema, uma e somente
uma unica delas tenha valor ndo nulo. O numeresteigbes neste grupo € iguah.aPara a
instancia de teste, existem 3 restricdes nesteogrup

3.1.3.3 Segundo Grupo de Restricbes — Formulagéo 3

Outro grupo igual ao da Formulacdo 2 (expresséo l2@)ede que a maquina 2
execute mais de uma tarefa simultaneamente. O pUdeerestricdes deste grupo também é

dado por (21). Para a instancia de teste, o nuderestricdes do grupo 2 € igual a 14.

3.1.3.4 Terceiro Grupo de Restricdes — Formulacgéo 3

t1+(P1j+p2)-1

(yjtl - yjt1—1) - Z Xjt = 0 v ] =1,..,n; V t;

t=t1+pyj

= 1, vy (tmax — (plj + pzj) + 1) (25)

O terceiro grupo de restricdes encarrega-se deemargeqiienciamento correto aas
tarefas (processamento na maquina 1 e, depoiegs@amento na maquina 2). Neste grupo, a
variavel y;; atua no sentido de substituir uma série de vasavg em cada uma das

restricbes. Assim, diminui-se o numero total dedxeeis nas restricdes. A logica envolvida na
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equacdao € a seguinte: para um dado tempgatarefg, a diferenca entre o quanto a taijefa

foi processada na maquina 1 em relacdo ao tenpediatamente anterior (esta diferenca
sera igual a 0 ou 1) é igual ao somatdrio das weisax;; que representam possiveis
finalizacOes da tarefaconsiderando o tempg.

Analisando com a instancia de testes, para o tep¥pb,] = 3 tem-se:

Y35-Y34-X38-X39=0

Quadro 9: exemplo de restricdo do terceiro grupmty =5

Notar que se a tarefa 3 ndo foi iniciada na maquiat o tempo 5, seria impossivel a
tarefa ser concluida no tempws 9, poisp,; + p,3 = 5, 0 que satisfaria a igualdade.

Se a tarefa foi finalizada no tempe 9, esta deve, no minimo, ter sido iniciada na
méaquina 1 no inicio de= 5. Ou, caso tenha sido concluida em t = 8, festmiciada na
maquina 1, no minimo, no inicio tie 4.

Uma questdo fundamental para entender estas destrie observar que os valores
atribuidos ay;; sé@o funcGes dos valores dg, e dos valores permitidos pelo 4° grupo de
restricbes, que sera visto logo a sequir.

O numero de restricbes deste grupo é dado por (26):

n

Z Umax — (plj + sz) +1 (26)

j=1

Justifica-se a expresséao (26) da seguinte martkkee haver uma restricdo para cada
intervalo onde é possivel finalizar a targfano sistema, considerando a finalizacdo do
processamento na maquina 1.

Para a instancia de teste, existem ao todo 31¢@sdrneste grupo.
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3.1.3.5 Quarto Grupo de Restricdes — Formulacéo 3

n
Zy]t S t V t = 1; ---'tmax (27)
j=1

O quarto grupo de restrigdes limita o somatdriowhleres das variavejs,, para um
dado tempd. Isto precisa ser feito uma vez que, 0 somat@mpmocessamentos na maquina
1 de todas as tarefas, realizados até o temm@o pode ser, de fato, maior do que o proprio
tempot.

Utilizando a instancia de teste, para= 5, tem-se um exemplo deste grupo de
restrigoes:

Yi15tY25+tY35<5

Quadro 10: exemplo de restricdo do quarto grup@a tpas 5

O numero de restricdes deste grupo é dado por:

Unax — min(plj) (28)

Explica-se o numero de restricdes, dado por (28%sedjuinte forma: deve existir uma

restricdo que limite o somatdrio dos valores damveisy;, para cada tempp exceto para

aqueles temposonde todas as tarefas necessariamente ja devimiasido processadas na
maquina 1.

Utilizando a instancia de teste, tem-se que o ndrderrestricdes do 4° grupo é igual
al4.

3.1.3.6 Restri¢cdes de Integralidade e Nao Negatividade — foulacéo 3

e €01} V j=1.,m ¥V t=0,.,tme  (24)

Yie 20, V j=1.,n YV t=0.tpe  (29)



3.1.3.7 Formulag&o 3 — Completa

Funcao Objetivo:

tmax

MinZzz z custo(j, t). xj¢ (18)

J=1t=pj+paj

Onde: custo(j, t) = Tj.w;

Sujeito a:

Z xje =1 vV j=1,..,n (19)

n
Z Z x]‘t < 1 v tl = 0, ...,tmax (20)

t1+(p1j+p2j)-1

Oy = V)= ) =0 (@5)

t=t1+paj

\v4 ] = 1, R (A th = 1, ---,(tmax - (pl] + p2]) + 1)

n
Zyjt <t V t=1,.., thax (27)
j=1

Restricdes de Integralidade e N&o Negatividade:

Xjr € {01} v j=1,..,n v t=0,.. tnax (24)

Yjt =0,V j=1,..,n v t =0, .., thax (29)

71
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3.2 FORMULACOES COM VARIAVEIS CONTENDO iNDICE DE®SICAO

O segundo grupo de formulagBes exclui da varidealetisdo o indicede tempo de

conclusao da tarefa e inclui um indice de posigée, sera denominado pkrO indice de

posicdo informa a ordem, quando comparada as dequesuma dada tarefa é executada. A

exclusdo do indice de tempodas variaveis tem por objetivo reduzir o nimernaltae

variaveis de decisdo empregadas na formulacéo.

Para a elaboracao das formulacdes com variaveisramindice de posicéo, utilizou-

se como ponto de partida uma formulacdo para dewalF;, |prmu|C.x, desenvolvida por

Wilson (1989), (que na verdade € uma melhoria da fonmulacdo proposta por Wagner em

1959). Esta formulacdo contendo variaveis com édie posicdo, denominada por

Formulacdo de Wilson, ser4 a apresentada a seguir.

Funcao Objetivo:

Sujeito a:

MinZ = Ct

(30)
e, (31D
e, (32)

Pik=2pijx]f‘ vV i=1..m V k=1,..,n (33)

Ck=Sk+PF v k=1,..,m; Vi=1..,m (34)

Sk>ck'v k=2,..,n v i=1,...m (35)

Sk>ck, vk=1.nVi=2.,m (36)

Sf=0 Vv k=1vi=1 (37)
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Restricdes de Integralidade e N&o Negatividade:

xfe{01}, v j=1,..,n V k=1..,n (38)

sk>0 vi=1,..m V k=1,..,n (39
ck>=0 vi=1,..m V k=1,..,n (40)

PF>0vi=1.,m V k=1,..,n (41

A variavel binériax}‘ assume valor unitario se a targfacupa a posicék (assumindo
valor nulo no caso contrario). A variavel continifarepresenta o tempo de finalizacdo da
tarefa que ocupa a posicima maquind. A variavel continus) representa o tempo de
inicio na maquina da tarefa que ocupa a posigdoA variavel continuaP® representa o
tempo de processamento ha maquida tarefa que ocupa a posi¢éo

A funcéo objetivo (30) busca a minimizacao do terdpaconclusdo da ultima tarefa,
“tarefan”, na Ultima maquina, “maquina’ (conforme exposto na introducao, este objetivo a
ser perseguido é conhecido pakespah As restricbes de atribuicdo (31) e (32) fazem co
que uma tarefpocupe uma e somente uma posik&ouma posicak seja ocupada por uma e
somente uma tarefaAs restricbes (33) atribuem o tempo de processan®¥ da tarefa que
ocupa a posicad na maquina. As restricoes (34) encarregam-se de associampotale
finalizacdo de uma dada tarefa que ocupa a pogigé maquind como sendo igual ao
tempo de inicio desta tarefa na maqujrebmada ao tempo de processamento necessario para
que a tarefa seja finalizada na maquinas restricbes (35) fazem com que duas tarefas ndo
sejam executadas simultaneamente na mesma magaimaporem que o tempo de inicio da
tarefak seja superior ou igual ao tempo de finalizacatadsfa que ocupa a posicid, para
uma dada maquinia As restricdes (36) submetem todas as tarefagi@géseia caracteristica
do flow shop processamento inicial na maquina 1, para sO desgpiprocessadas na maquina
2 (para unflow shopcom duas maquinas). A restricdo (37) impde quenagra tarefa a ser

executadak =1) seja iniciada no instante= 0 na maquina 1.



74

3.2.1 Formulagéo 4

Ao analisar a formulacdo de Wilson, desenvolvida paproblema da minimizagéo do
Makespané possivel notar o0 emprego de variaveis que cempuncdes diferentes, quando
comparadas entre si. Nas Formulagdes 1 e 2, esigiaas um tipo de variavel;{, x;
respectivamente) sendo que na Formulacdo 3 defmiwlém da variavet;,, a variavel
auxiliar y;,. Basicamente, nas Formulagdes 1, 2 e 3, o quaseé um conjunto de variaveis
que cumprem a mesma funcao, possuindo diferentésefn Por sua vez, a Formulacéo de
Wilson apresenta variaveis que indicam o inicioudsa tarefak numa maquina, outras
variaveis representam o tempo de finalizacdo de tarefa que ocupa a posicEonuma
maquinai. Existem ainda as variéve&ﬁ e Pk.

No caso da Formulacéo 4, além das variaveis w#izana formulacdo de Wilson, séo
incluidas na formulagédo variaveis continud$" que representam eventuais atrasosrdas
tarefas (tempo de finalizacdo subtraido da datérd@no prometida).

O proposito de minimizar o somatério dos atraseglprados leva em consideracéo as
mesmas restricbes anteriormente impostas nas Fagdad 1, 2 e 3: cada targ¢fé finalizada
uma e somente uma Unica vez em cada uma das dgasnas cada maquina ndo podera
executar mais de uma tarefa ao mesmo tempo e érsagiddlow shopdeve ser respeitada.
Entretanto, a maneira como isto € implementadoonaiiacéo 4 € bastante diferente quando
comparado as formulacdes anteriores (de fato, ésfastificavel na medida em que as
variaveis de decisdo empregadas sao diferentes).

O numero de variévei#‘ empregadas € dado pelo produto do numero tot@refas
n pelo total de posi¢cddspossiveis. Dado que toda targfdeve ocupar uma e somente uma
posicaock, 0 numero de posico&gpossiveis é iguala Dessa forma, tem-se que o niumero de
varidveisx/ € igual an?.

O numero de variaveig utilizadas € igual a, uma vez que para todasratarefas,
podera haver um atraso em relacéo a data de téproneetida.

O numero de variavei§ na formulagéo é dado parm pois, para cada maquina
todas ak posi¢cdes devem ser preenchidas. Utilizando o meaniocinio, define-se também
o nimero de variaveis do tigg sendo igual a.m

Por Gltimo, o nimero de variave®¥ é dado também per.m uma vez que qualquer

tarefa pode ocupar a posigéna maquina.
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Para a instancia de teste, o nimero de variavaiedsao é igual a 30 (9 variaveis do
tipo x, 3 varidveis do tipd}, 6 variaveis do tip&/, 6 varidveis do tips/ e 6 variaveis do
tipo Pf).

Os componentes da Formulacdo 4 sao apresentadgsia s

3.2.1.1 Fungéao Objetivo — Formulacéo 4
n

Min ZWjTj (42)
j=1

A funcéo (42) busca, como néao poderia deixar deaserinimizacdo do somatorio dos

atrasos ponderados.
Utilizando a instancia de teste, tem-se a ilustraigifuncdo objetivo no quadro 11.

4T1+3TH+5T;

Quadro 11: exemplo da funcdo objetivo da Formuldgadilizando a instancia de teste

3.2.1.2 Primeiro Grupo de Restricbes — Formulacgéo 4

T2C5—dj—M;+Mxf V j=1,..m V k=1,..,n (43)

O primeiro grupo de restricdes (43) faz com qudrasa {ardines$ seja maior ou
igual a diferenca entre o tempo de finalizacdoatafdaj na segunda maquina e a data de

término prometida. A forma escolhida para garaseto (dado que a variavel que informa o
tempo de conclusd6X ndo contém indicgde tarefa) € a seguinte: define-se uma constante
M;, tal queM; = t,,,4, — d;. Esta constante aparece duas vezes na restrig@giramente
com valor negativo e, depois multiplicada pela axzel x}‘ (binaria). Se a tarefpocupar a
posicdok, a constantd/; € subtraida por ela mesma, o que elimina seu tmpacrestricao.

Se a tarefando ocupar a posickq o valor—M; faz com qud; seja um valor minimo.
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Utilizando a instancia de teste, para 1 ek = 1 tem-se um exemplo deste grupo de

restrigoes:

T1-C51-7X112-15

Quadro 12: exemplo de restricdo do primeiro gruibzando a instancia de teste

O numero de restricdes deste grupo é dadompouma vez que existe uma restricao

para cada tareflge posicadk

3.2.1.3 Segundo Grupo de Restricbes — Formulacéo 4

O segundo grupo contém restricdes idénticas asciest (31) e (32) da Formulacéo
de Wilson. Fazem com que uma e somente uma posigé@ ocupada por uma e somente
uma tarefg e uma e somente uma tar¢facupe uma e somente uma posikadustrando

com a instancia de teste, tem-se pard ek = 1 as equacdes do quadro 13 abaixo:

X11+X21+X31=1

X11+X12¥X13=1

Quadro 13: exemplo de restricdo do segundo grupiaando a instancia de teste

O numero de restricdes no segundo grupo € dad@mopois existe uma restricdo

para cada posicao possiked cada tarefpexistente.

3.2.1.4 Terceiro Grupo de Restricdes — Formulacéo 4

O terceiro grupo de restricbes contém as equagessentadas pela expressao (33)
da Formulagio de Wilson. Atribui a variawil o tempo de processamento na maquida
tarefa que ocupa a posicRolsto € feito na medida em que, se a tayefaupa a posicak,

entao a variévet}“ assume valor 1 e, dessa forma, o tempo de prageasana maquinada
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tarefa que ocupa a posiclgassa a segr;;. Senda = 1 ek = 3, segue a ilustragdo de uma

restricdo deste tipo, quando utilizada a instadeiteste:

P_1_3 -5 X1 3- 5 X2 3- 2 X33~= 0

Quadro 14: exemplo de restricdo do terceiro gruplizando a instancia de teste

O numero de restricdes do terceiro grupo é dadaipar Uma vez que existe um

tempo de processamento para cada magu@nzEossivel posicado

3.2.1.5 Quarto Grupo de Restricdes — Formulagéo 4

O quarto grupo de restricbes, representado por expeesséo idéntica a expressao
(34) da Formulacdo de Wilson, amarra os temposnibgoie de finalizacdo de uma dada
tarefa que ocupa a posic&p numa maquina. Isto € feito da seguinte maneira: como a
variavel C} representa o tempo de conclusio da tarefa queaacyosicidk na maquina,
esta pode ser escrita como sendo igual ao tempoicle do seu processamento na mesma
maquina (variavek)), somada ao tempo de processamdiitoDe maneira mais direta, o
tempo de concluséo é igual ao tempo de inicio soraadempo de processamento, para uma
tarefa que ocupa a posicima maquina. Utilizando a instancia de teste, para2 ek = 3,

tem-se a ilustragcéo do quadro 15:

-C23+S,23+P,3=0

Quadro 15: exemplo de restricdo do quarto grupl@arndo a instancia de teste

O numero de restricdes do quarto grupo € dada.par dado que existe um tempo de

conclusao para cada tarefa que ocupa uma pdsggara cada maquina
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3.2.1.6 Quinto Grupo de Restricdes — Formulacéo 4

O quinto grupo de restricoes, representado por expaessao idéntica a expressao
(35) da Formulacéo de Wilson, faz com que, para om@sama maquing uma determinada
tarefa que ocupa a posicdo sé seja iniciada quando a tarefa que ocupa a §mwsic
imediatamente anterior seja completada. Isto é feat medida em que o tempo de inicio da
tarefa que ocupa a posicona maquina, deve ser igual ou superior ao tempo de concluséo
da tarefa que ocupa a posicdo imediatamente antgtibzando a instancia de teste, para

2 ek = 3, tem-se a seguinte ilustracao:

-C22+S,3=20

Quadro 16: exemplo de restricdo do quinto grupbzando a instancia de teste

O numero de restricbes do quinto grupo é dado4zbr (

n—1)m (44)

Pois existe uma restricdo para cada maqumaarefa que ocupa a posigdcexceto

para a tarefa que ocupa a primeira posi¢ao.

3.2.1.7 Sexto Grupo de Restricdes — Formulacéo 4

O sexto grupo de restricOes, representado pelaessdw (36) da Formulacdo de
Wilson, faz com que as tarefas sigam a sequéntend@ada pelo ambiente de maquinas
caracteristico délow shop(processamento primeiro ha maquina 1, em segudadguina
subsequente, e assim sucessivamente, até a maguitNeste sentido, tem-se que a tarefa
gue ocupa a posi¢c&mna maquina, tem seu tempo de inicio de processamento maimuall
ao tempo de finalizacdo desta mesma tarefa na maaamiterior. llustrando com a instancia

de teste, pare= 2 ek = 1, tem-se a seguinte restri¢cao:

-C11+S2120

Quadro 17: exemplo de restricdo do sexto gruplizanido a instancia de teste.
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O numero de restricdes do ultimo grupo é dado por:
(m—1n (45

Uma vez que existe uma restricdo, a partir da skgumaquina em diante, para cada

tarefaj que ocupa uma possivel posi¢édo
3.2.1.8 Sétimo Grupo de Restricdes — Formulacao 4

Este grupo, representado por apenas uma equacgéstdedo, idéntica a equacéo (37)
da Formulacdo de Wilson, transmite que a tarefaogupa a primeira posicak € 1) deve
iniciar seu processamento na primeira maquina gtersa ( = 1) no instante t = 0. A

ilustracdo desta restricdo, independentementestinicia a ser utilizada, é iguafia= 0.
3.2.1.9 Restricdes de Integralidade e Nao NegatividadeFermulacéo 4

Incluem-se no grupo das restricbes de integraligad@&o negatividade as expressoes
(38), (39), (40) e (41) da Formulacéao de Wilsoremldestas, adiciona-se também a restricao

(46), exposta abaixo:
T, 20V j=1,..,n (46)

A Formulacéo 4 pode ser observada na integra asegu
3.2.1.10 Formulagéo 4 - Completa

Funcéo Objetivo:

n
Min ZWjTj (42)
j=1
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Sujeito a:
Ti2Cf—dj—M;+MxfV j=1,..,m; V k=1,..,n (43)

n
2;«}:1 Vi=1.,n (31

k=

[N

n
2x}<=1 Vk=1.,n (32)

n
Pik=2pijx}‘ vV i=1..m V k=1,..,n (33)
=1

Ck=Sk+PFv k=1,..,n; Vi=1.,m (34
Sk>ck'v k=2,..,n v i=1,..,.m (35)
Sk>ck, v k=1,.nVi=2.,m (36)

St=0Vv k=1e i=1 (37)
Restricdes de Integralidade e N&o Negatividade:

xfe{01}, v j=1,..,n V k=1..,n (38)
s¥>0 vi=1,..m V k=1,.,n (39
ck =0 vi=1.,m V k=1,..,n (40)
PF>0vi=1..,m V k=1,..,n (41)

T, 20V j=1,.,n (46)

3.2.2 Formulagéo 5

Ao longo deste trabalho, ao se buscar estabelecarformulacdo para B,|| Y w;T;

que ndo empregasse indices de termpms variaveis de decisdo, foi desenvolvida uma
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formulacdo para o problema da minimizacdo do samoeattp Tardiness Na notagédo de trés
campos, representa-se este problema da seguime:f8y|| 3 T;. Como este problema pode
ser tomado como um caso especial do problépd w;T;, sew; =1, V j=1,..,n, a
formulagdo para minimizagdo do somatorio Thrdinesssera apresentada a seguir, sendo
denominada genericamente por Formulagéo 5.

A Formulacdo 5 também foi baseada na FormulacdoWidkson. Contudo,
diferentemente da Formulacéo 4, a Formulac&o Sutiica o método “M grande”. Definem-
se as varidveis, Cf, Sf e P, com os mesmos papéis que estas varidveis deseamera
Formulacao de Wilson. Além destas, define-se avalT), que representa o atraso da tarefa
que ocupa a posi¢cdo na sequéncia de tarefas e a variédéél gue representa a data de

término prometida da tarefajue ocupa a posic&ko

A Formulacéo 5 é apresentada a seguir:

3.2.2.1 Funcéo Objetivo — Formulacao 5

n
Min z T,  (47)
k=1

A funcdo objetivo preocupa-se em minimizar o som@atdos atrasos de todas as

tarefas, sendo o atraso da tarefa que ocupa &pagigpresentado pela variavg.

3.2.2.2 Primeiro Grupo de Restricdes — Formulacdo 5

n
Ty = Cé‘—Ed]’-‘ V k=1,..,n (48)
j=1

O primeiro grupo de restricbes encarrega-se deciassad variavel que representa o
atraso da tarefa que ocupa a poskacseu valor, que compreende o tempo de finalizdgéo
tarefa subtraido da data de término prometida. @dacefa que ocupa a posi¢éinalize seu
processamento antes da data de término prometidseja, ndo esteja atrasada), o valdf,de
sera igual a 0, pois, pela propria definicAoTawdiness T, = 0, para todas ak posicoes

possiveis.
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3.2.2.3 Segundo Grupo de Restricdes — Formulacgéo 5

O segundo grupo de restricbes é representado pelagssdes (31) e (32), da
Formulacdo de Wilson (e, por consequéncia, é igonategundo grupo da Formulagéao 4).
Fazem com que uma e somente uma posiGEja ocupada por uma e somente uma taeefa

uma e somente uma targ¢facupe uma e somente uma posikao

3.2.2.4 Terceiro Grupo de Restricbes — Formulagéo 5

O terceiro grupo de restricdes € representado gpgleessdo (33) da Formulacédo de
Wilson (e, por consequiéncia, € igual ao terceiupgrda Formulacéo 4). Atribui a variavel

P} o tempo de processamento na maquitatarefa que ocupa a posi¢&o

3.2.2.5 Quarto Grupo de Restricdes — Formulacao 5

df =duxf v j=1,..,m V k=1,.,n (49
O quarto grupo de restricbassocia a variévei}‘ a data de término prometida da tarefa

que ocupa a posicda Esta variavel, ao ser diminuida do tempo de finghoC), da origem ao

Tardinesga tarefg.

3.2.2.6 Quinto Grupo de Restricbes — Formulagéo 5

O quinto grupo de restricdes é representado pgeessao (34) (e, por consequéncia,
é idéntico ao quarto grupo da Formulacao 4). Eegarse de associar o tempo de conclusao
de uma dada tarefa que ocupa a poskicdama maquina, como sendo igual ao tempo de

inicio na maquina somado ao tempo de processamento desta tarafaquana.
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3.2.2.7 Sexto Grupo de Restricdes — Formulacdo 5

O sexto grupo de restrigdes, igualmente ao quinipa@de restricdes da Formulagao
4, é representado pela expressao (35) da Formuligad/ilson. Faz com que, para uma
mesma maquing uma determinada tarefa que ocupa a posiG@opossa ser iniciada quando

a tarefa que ocupa a posicao imediatamente anfkrdr) seja finalizada.
3.2.2.8 Sétimo Grupo de Restricdes — Formulacao 5

O sétimo grupo de restricdes faz com que as tasifasn a seqiéncia dow shop
(processamento primeiro ha maquina 1, em seguidanaguina subseqiente, e assim
sucessivamente, até a maquina m). E representddceperessdo (36) da Formulacdo de

Wilson, o que denota que este grupo € igual a® $gxpo de restricdes da Formulacao 4.
3.2.2.9 RestricOes de Integralidade e Nao NegatividadeFermulacéao 5

As restricdes de integralidade e ndo negatividéterspresentadas pelas expressoes
(38), (39), (40) e (41), da Formulacdo de Wilsoom8m-se a este grupo as restricbes (50)
(que fazem com que a data de término prometidate tarefgf que ocupa uma posic&o
seja sempre maior ou igual a zero) e (51) (a dgiondoTardinessndo admite que seu valor

seja negativo). Estas duas ultimas restricbes pagembservadas a seguir.

k . —
dj =20 VvV j=1..,nV k=1,...,n (50)
T, =20 V k=1,..,n (51)

3.2.2.10Formulacéo 5 — Completa

Funcao Objetivo:

n
Min z T,  (47)
k=1
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Sujeito a:

Tkzc;‘—zal;‘ V k=1,.,n (48)

2xl<=1 Vk=1.,n (31

j=1
n
Y1V j=1.n (32
k=1
n
Pik—ZpU-x}‘ vV i=1,...m; V k=1,..,n (33)
j=1

Ck=Sk+pPf v k=1,...n; Vi=1..m (34

Sk>ck''v k=2..,n Vv i=1..,m (35

Sk>ck, vk=1..,nVi=1..,m (36)

Restricdes de Integralidade e Nao Negatividade:

xfe{01}, v j=1,..n, V k=1.,n (38)

sSk>0 vi=1,..m V k=1,..,n (39

ck =0 vi=1.,m V k=1,..,n (40)
PkF>0vi=1..,m V k=1,..,n (41)
df 20 V j=1,..,n V k=1,.,n (50)

T, 20V k=1,..,n  (51)
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3.3 ANALISE DE DESEMPENHO DAS FORMULACOES

Dado que a Formulagéo 5 s6 pode ser empregadaipacaso especial do problema
F,|| X w;T;, esta tera de ser analisada em separado das déreasa forma, a analise de
desempenho das formulagcfes propostas neste tradmthdeita em duas partes. Inicialmente
serdo analisadas as Formulacbes 1, 2, 3 e 4, ddgelas para o caso geral do problema
F,|| X w;T;. Apos isto, sera feita uma analise da Formulagédo 5

O computador utilizado foi unintel Core 2 duode 2.13 GHz, com 2,00 GB de
memoéria RAM. Para cada formulacdo, foi produzidaautabela de resultados” com oito

campos, com os significados abaixo.

CAMPO INFORMACAO DO CAMPO

Instancia Informa a instancia resolvida

Valor da Relaxacéo Informa o valor da funcéo objetivo ao se fazerlaxagao linear
Linear do problema original

Informa o valor da funcéo objetivo apés a relaxdg@ar do

Valor da Relaxacéo o L
¢ problema e a aplicagcéo do pré-processamento eodes clo

Linear + Cortes

CPLEX 11.0
Valor da funcdo Transmite o melhor valor da fun¢édo objetivo atéroté de
objetivo tempo estabelecido para execucéo do algoritmo

Valor da funcéo Registra a diferenca percentual entre o valor @xaeé&o linear
objetivo x Relaxacdo do problema original e o valor da funcéo objetipdsao limite
linear de tempo estabelecido.

Informa o tempo utilizado na resolugéo. Caso o tesgja igual
Tempo (s) ao valor limite estabelecido, isto significa queator do campo
“valor da funcao objetivo” ndo é provadamente 6timo

NUmero de noés Informa o nUmero de nds abertoswsacadebranch and bound

Para as instancias onde néo foi encontrada sobigéa
informa-se, percentualmente, a distancia maxime entmelhor
solucdo encontrada e a solucéo 6tima. Caso o gekte campo
seja igual a 0,00%, isto significa que a solucéacatapo “valor

da funcéo objetivo” € Gtima.

Distancia maxima dc
valor 6timo

A4

Tabela 4 - Campos das tabelas de resultados sigeificados
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3.3.1 Analise das Formulacdes para o Caso Gemtatdema

As Tabelas 5, 6, 7 e 8, expdem os resultados abtat serem utilizadas as
Formulacdes 1, 2, 3 e 4, respectivamente. Para @glanstancias utilizadas, determinou-se o
limite méximo de 14.400 segundos (4 horas) pararénz da solucao 6tima.

o Valor dg Valor dg Valormda Valor _da_ funcao N(mero D,isFéncia
Instancia Rel_axagao . Relaxagao fu!'nggo obJe’gvo_x Tempo (s) de nds maxima do
Linear | Linear + Cortes | objetivo | Relaxagao linear valor 6timo

4A 26,00 26,00 26 0,00% 0,22 1 0,00%
4B 43,00 43,00 43 0,00% 0,02 1 0,00%
6A 57,00 58,00 58 1,72% 0,08 1 0,00%
6B 54,00 54,00 54 0,00% 0,09 1 0,00%
8A 71,75 77,00 77 6,82% 0,28 1 0,00%
8B 262,50 266,00 266 1,32% 1,19 1 0,00%
10A 99,57 102,00 102 2,38% 1,06 1 0,00%
10B 364,05 376,00 376 3,18% 21,58 1 0,00%
12A 137,02 144,00 144 4,85% 53,2 1 0,00%
12B 432,77 455,00 455 4,89% 178,33 113 0,00%
14A 190,55 204,00 204 6,59% 25,14 1 0,00%
14B 672,29 683,25 693 2,99% 455,98 79 0,00%
16A 232,84 239,42 252 7,60% 106,36 63 0,00%
16B 861,50 873,66 886 2,77% 515,56 79 0,00%
18A 259,77 265,36 274 5,19% 153,16 43 0,00%
18B 1.094,68 1.105,91 1.134 3,47% 4.955,83 1.062 0,00%
20A 478,25 486,38 493 2,99% 175,81 31 0,00%
20B 1.294,84 1.305,91 1.346 3,80% 8.921,28 4.313 0,00%
25A 673,93 684,96 688 2,04% 249,64 3 0,00%
25B 1.720,88 1.735,59 1.764 2,44% 13.684,49 835 0,00%
30A 946,61 953,76 968 2,21% 546,06 22 0,00%
30B 2.609,26 2.620,95 2.795 6,65% 14.400 26 5,62%
35A 1.221,64 1.230,68 1.278 4,41% 14.400 2.241 2,66%
35B 3.662,13 3.673,26 4.094 10,55% 14.400 3.625 9,84%
40A 1.430,40 1.438,34 1.479 3,29% 14.400 1.410 1,83%
40B 4.664,20 4.679,12 7.349 36,53% 14.400 7 36,14%
45A 2.093,20 2.102,54 2.302 9,07% 14.400 183 8,21%
45B 5.878,39 5.894,69 - - 14.400 3 -
50A 2.492,77 2.502,04 2.817 11,51% 14.400 30 11,04%
50B 6.521,98 6.537,46 7.352 11,29% 14.400 3 10,91%

Tabela 5 — Resultados obtidos pela Formulacéo 1
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o Valor dg R\tla?;?(;g;o VanrNda Valor 'da. fungao NGmero D,is’Féncia
Instancia Rel_axagao Linear + fu_nggo ob]etvao.x Tempo (s) de ngs | Maxima do
Linear Cortes objetivo Relaxagao linear valor 6timo
4A 22,54 26,00 26 13,31% 0,01 1 0,00%
4B 43,00 43,00 43 0,00% 0,02 1 0,00%
6A 50,19 58,00 58 13,47% 0,05 1 0,00%
6B 54,00 54,00 54 0,00% 0,06 1 0,00%
8A 66,50 77,00 77 13,64% 0,11 1 0,00%
8B 242,88 266,00 266 8,69% 0,39 1 0,00%
10A 87,60 102,00 102 14,12% 0,34 1 0,00%
10B 338,26 376,00 376 10,04% 8,02 1 0,00%
12A 119,20 144,00 144 17,23% 12,03 1 0,00%
12B 405,19 427,49 455 10,95% 74,27 462 0,00%
14A 177,74 204,00 204 12,87% 10,00 1 0,00%
14B 622,69 648,19 693 10,15% 264,08 2.712 0,00%
16A 219,85 237,02 252 12,76% 22,63 68 0,00%
16B 809,58 838,28 886 8,63% 358,61 2.780 0,00%
18A 243,07 265,72 274 11,29% 31,95 19 0,00%
18B 1.028,41 1.064,05 1.134 9,31% 3.355,73 30.708 0,00%
20A 442,48 483,93 493 10,25% 30,19 30 0,00%
20B 1.224,42 1.262,36 1.348 9,17% 14.400 118.101 0,37%
25A 630,93 672,18 688 8,29% 56,48 218 0,00%
25B 1.617,15 1.672,55 1.764 8,32% 14.400 92.018 0,34%
30A 895,53 930,13 968 7,49% 1.738,66 24.714 0,00%
30B 2.502,89 2.546,14 2.732 8,39% 14.400 17.763 4,21%
35A 1.173,29 1.200,38 1.264 7,18% 14.400 189.783 0,63%
35B 3.530,73 3.578,42 3.815 7,45% 14.400 6.225 4,38%
40A 1.396,32 1.416,95 1.459 4,30% 10.536,48 | 56.108 0,00%
40B 4.504,20 4.548,74 4.923 8,51% 14.400 3.987 5,53%
45A 2.058,12 2.082,32 2.149 4,23% 14.400 46.389 1,21%
45B 5.687,38 5.735,52 6.268 9,26% 14.400 1.491 7,18%
50A 2.452,06 2.468,27 2.582 5,03% 14.400 14.788 3,10%
50B 6.337,42 6.380,52 7.048 10,08% 14.400 783 8,61%

Tabela 6 — Resultados obtidos pela Formulacéo 2
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Valor da Valor d? Valor da Valor da funcao , Distancia
Instancia | Relaxacdo RLeiLa;:rgio funcao objetivo x Tempo (s) l\élén;%rso maxima do
Linear objetivo Relaxagdo linear valor 6timo
Cortes
4A 26,00 26,00 26 0,00% 0,02 1 0,00%
4B 43,00 43,00 43 0,00% 0,05 1 0,00%
6A 55,00 58,00 58 5,17% 0,05 1 0,00%
6B 54,00 54,00 54 0,00% 0,09 1 0,00%
8A 70,64 77,00 77 8,26% 0,70 1 0,00%
8B 258,80 266,00 266 2,71% 0,39 1 0,00%
10A 98,25 102,00 102 3,68% 1,48 1 0,00%
10B 361,81 376,00 376 3,77% 13,36 1 0,00%
12A 135,80 144,00 144 5,69% 14,73 1 0,00%
12B 431,15 440,22 455 5,24% 76,17 292 0,00%
14A 190,33 204,00 204 6,70% 25,06 1 0,00%
14B 670,24 680,50 693 3,28% 139,17 397 0,00%
16A 232,60 239,13 252 7,70% 29,98 81 0,00%
16B 859,87 868,45 886 2,95% 203,09 444 0,00%
18A 258,44 267,89 274 5,68% 28,06 3 0,00%
18B 1.091,27 1.105,84 1.134 3,77% 1.007,55 4.400 0,00%
20A 475,62 486,09 493 3,53% 41,67 10 0,00%
20B 1.290,59 1.304,24 1.346 4,12% 3.572,88 19.329 0,00%
25A 671,43 680,18 688 2,41% 227,78 3.212 0,00%
25B 1.719,24 1.733,06 1.764 2,54% 3.691,86 6.240 0,00%
30A 940,33 951,66 968 2,86% 657,56 2.716 0,00%
30B 2.607,43 2.616,84 2.720 4,14% 14.400 6.722 2,35%
35A 1.219,14 1.226,77 1.263 3,47% 10.919,92 | 56.209 0,00%
35B 3.657,94 3.667,87 3.756 2,61% 14.400 3.744 1,44%
40A 1.429,45 1.437,02 1.459 2,03% 1.130,02 9.861 0,00%
40B 4.658,93 4.670,73 4.844 3,82% 14.400 2.620 2,46%
45A 2.091,99 2.103,28 2.149 2,65% 14.400 24.347 1,02%
45B 5.873,70 5.887,28 6.135 4,26% 14.400 564 3,21%
50A 2.490,81 2.501,02 2.548 2,24% 14.400 11.998 0,98%
50B 6.516,84 6.529,47 6.970 6,50% 14.400 490 5,54%

Tabela 7 — Resultados obtidos pela Formulagéo 3
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i | s, | Reloao | Volrge | Va0 | o | nimeroge | DR

Linear g]:ratg: objetivo | Relaxagdo linear (s) nos valor étimo
4A 4,35 26,00 26 83% 0,05 1 0,00%
4B 4,63 43,00 43 89% 0,08 1 0,00%
6A 0,00 15,60 58 100% 0,69 64 0,00%
6B 0,00 54,00 54 100% 0,33 1 0,00%
8A 0,00 8,28 77 100% 3,99 1.206 0,00%
8B 0,00 52,44 266 100% 3,52 909 0,00%
10A 0,00 8,87 102 100% 13,26 10.921 0,00%
10B 0,00 65,71 376 100% 13,27 6.384 0,00%
12A 0,00 1,51 144 100% 81,67 44.085 0,00%
12B 0,00 23,98 455 100% 951,25 791.582 0,00%
14A 0,00 24,00 204 100% 757,16 438.419 0,00%
14B 0,00 0,00 694 100% 14.400 4.311.393 7,06%
16A 0,00 12,06 252 100% 14.400 3.636.838 13,89%
16B 0,00 0,00 887 100% 14.400 835.098 36,64%
18A 0,00 0,00 278 100% 14.400 1.485.278 46,40%
18B 0,00 0,00 1.144 100% 14.400 759.087 59,35%
20A 0,00 0,00 496 100% 14.400 526.455 58,27%
20B 0,00 0,00 1.350 100% 14.400 423.235 69,85%
25A 0,00 3,96 714 100% 14.400 202.980 86,13%
25B 0,00 0,00 1.890 100% 14.400 221.415 90,16%
30A 0,00 0,00 1.136 100% 14.400 57.018 96,65%
30B 0,00 0,00 3.016 100% 14.400 66.213 98,04%
35A 0,00 0,00 1.654 100% 14.400 21.141 96,98%
35B 0,00 0,00 3.949 100% 14.400 194.508 95,67%
40A 0,00 0,00 2.570 100% 14.400 9.430 99,84%
40B 0,00 0,00 5.164 100% 14.400 88.902 98,01%
45A 0,00 0,00 3.225 100% 14.400 3.344 99,81%
45B 0,00 0,00 7.327 100% 14.400 35.550 99,26%
50A 0,00 0,00 4.370 100% 14.400 565 99,93%
50B 0,00 0,00 8.044 100% 14.400 12.186 100,00%

Tabela 8 — Resultados obtidos pela Formulacdo 4
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A andlise do desempenho das Formulacdes 1, 2, 8oaslderara as trés questdes a

sequir:

* Proximidade do valor da relaxagéo linear do prohl@micial (limite dual inicial)
em relacéo ao valor 6timo da funcao objetivo;

* Sucesso ou fracasso em encontrar a solugdo otimeoddo limite de tempo
maximo estabelecido. Para aquelas instancias céaldon encontrada a solucao
Otima, o desempenho sera medido em fun¢éo da distdréxima entre a melhor
solucéo encontrada e a solucdo 6tima; e

 Tempo empregado para encontrar a solucao otima.

No tocante a proximidade do valor da relaxacaaatirean relacdo ao valor 6timo, é
possivel notar nas tabelas de resultados que aukgr&o 1, quando comparadas as demais
formulagbes, obteve valores mais proximos ao valiono em todas as instancias. A Unica
excecao foi o fato de que, nas instancias 4B eo6Bimites duais iniciais foram exatamente
iguais ao obtido pelas Formulacgdes 2 e 3.

A Tabela 9 compara as formulacfes, uma a uma, specto dos limites iniciais.
Isto foi feito subtraindo, para cada instanciaamwde suas relaxacdes lineares e, em seguida,
dividindo pelo valor 6timo da funcdo objetivo (otelmor valor encontrado, considerando o
emprego das quatro formulagdes). O valor apreserdgadercentual, e significa o quanto a
diferenca entre as duas relaxacdes lineares codgsarapresenta no valor 6timo (ou melhor
valor encontrado) da funcao obijetivo.

Um percentual positivo indica que a formulacdo gem na frente no titulo do campo
gerou valor da relaxagdo linear mais proximo aonétimo da funcéo objetivo, na instancia.
Ao se registrarem percentuais negativos, isto wraplie a formulacdo que se apresenta em
segundo na sequéncia do titulo do campo é a fogdlgue gerou valor mais proximo ao
valor étimo.

A Tabela 9 é apresentada a seguir:
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Form 1 Form 1 Form 1 Form 2 Form 2 Form 3
Instancia X X X X X X
Form 2 Form 3 Form 4 Form 3 Form 4 Form 4
4A 13,31% 0,00% 83,25% -13,31% 69,95% 83,25%
4B 0,00% 0,00% 89,23% 0,00% 89,23% 89,23%
6A 11,75% 3,45% 98,28% -8,30% 86,53% 94,83%
6B 0,00% 0,00% 100,00% 0,00% 100,00% 100,00%
8A 6,82% 1,44% 93,18% -5,38% 86,36% 91,74%
8B 7,38% 1,39% 98,68% -5,99% 91,31% 97,29%
10A 11,74% 1,30% 97,62% -10,44% 85,88% 96,32%
10B 6,86% 0,60% 96,82% -6,26% 89,96% 96,23%
12A 12,38% 0,85% 95,15% -11,53% 82,77% 94,31%
12B 6,06% 0,35% 95,11% -5,71% 89,05% 94,76%
14A 6,28% 0,11% 93,41% -6,17% 87,13% 93,30%
14B 7,16% 0,30% 97,01% -6,86% 89,85% 96,72%
16A 5,16% 0,10% 92,40% -5,06% 87,24% 92,30%
16B 5,86% 0,18% 97,23% -5,68% 91,37% 97,05%
18A 6,10% 0,49% 94,81% -5,61% 88,71% 94,32%
18B 5,84% 0,30% 96,53% -5,54% 90,69% 96,23%
20A 7,25% 0,53% 97,01% -6,72% 89,75% 96,47%
20B 5,23% 0,32% 96,20% -4,92% 90,97% 95,88%
25A 6,25% 0,36% 97,96% -5,89% 91,71% 97,59%
25B 5,88% 0,09% 97,56% -5,79% 91,68% 97,46%
30A 5,28% 0,65% 97,79% -4,63% 92,51% 97,14%
30B 3,91% 0,07% 95,93% -3,84% 92,02% 95,86%
35A 3,83% 0,20% 96,73% -3,63% 92,90% 96,53%
35B 3,50% 0,11% 97,50% -3,39% 94,00% 97,39%
40A 2,34% 0,07% 98,04% -2,27% 95,70% 97,97%
40B 3,30% 0,11% 96,29% -3,19% 92,99% 96,18%
45A 1,63% 0,06% 97,40% -1,58% 95,77% 97,35%
45B 3,11% 0,08% 95,82% -3,04% 92,70% 95,74%
50A 1,60% 0,08% 97,83% -1,52% 96,23% 97,76%
50B 2,65% 0,07% 93,57% -2,57% 90,92% 93,50%

Tabela 9 — Comparacao entre os limites duais igicia

Que conclusdes podem ser retiradas da Tabela 9Pmki@ delas é que, como ja
adiantado acima, a Formulacédo 1 € a formulacdocaguesentou os limites mais apertados,
quando comparada as demais. Tendo a Formulacaedeapado o melhor desempenho neste
critério, qual das trés formulacdes apresentougoirs#o melhor desempenho? A Tabela 9
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transmite que, dentre todas as formulacdes, a Facaw 4 obteve os piores limites iniciais.
Neste sentido, coloca-se a Formulacdo 4 como saaela com menor sucesso neste quesito
e, sobram as Formulacdes 2 e 3 para avaliacao.

A coluna “Form 2 x Form 3” esclarece a duvida. Arrrolacdo 3 gerou limites
superiores quando comparada a Formulacédo 2. Naaralgres nulos ou negativos em toda
a coluna. Na avaliagcdo sob o ponto de geracaoimted mais apertados, a Formulagao 3
apresentou o segundo melhor desempenho, sendaralkQéo 2 a terceira colocada neste
aspecto.

Tomado o segundo aspecto da analise: sucesso aassaem encontrar a solugédo
Otima dentro do limite de tempo méximo estabelecmo a distancia méaxima da solugéo
Otima, para os casos onde ndo foi encontrada sologd@provadamente 6tima dentro do
limite de tempo), qual, dentre as formulacdes, sgr®u 0 melhor desempenho?

O exame das tabelas de resultados das instaneasmite que, ao utilizar a
Formulacao 1, nove instancias ndo apresentarargdobtima. Ao empregar a Formulagéo 2,
dez instancias nao registraram solucéao otima.eragrego da Formulacéo 3 fez com que ndo
se chegasse a solucédo 6tima em sete casos. Roo,Uét0 empregar a Formulacédo 4, em
dezenove instancias ndo foram obtidos valores covagamente 6timos. A Tabela 10
sintetiza estes resultados:

Formulagao N de instdncias aonde ndo se chegou ao valor 6timo em 14.400s
1 9
2 10
3 7
4 19

Tabela 10 — N° de instancias onde ndo se encaatolucédo étima

Exceto a Formulacédo 4, as demais formulacdes apezaen numeros proximos de
instancias onde nao foi possivel encontrar a solagéna dentro do limite de tempo, sendo a
Formulacdo 3 um pouco superior em relagdo as der@aistudo, a andlise da distancia
méxima entre o valor 6timo e a solugédo encontriiiaaa solidificar a conclusédo de que, no
tocante ao sucesso ou fracasso em encontrar adsob@igna dentro do limite de tempo

maximo estabelecido, a Formulacdo 3 apresentou kome&esempenho. Quando sé&o
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analisadas estas distancias, nota-se que a Foaouagpresentou as menores diferencas. Ou
seja, para aquelas formulagbes onde ndo se enganolucdo Otima, pelo menos a solucao
encontrada ficou mais préxima da solucdo comprawadée Otima. Julgar qual formulacao
apresentou o segundo melhor desempenho dentrerrasil&gdes 1 e 2 é dificil pois, apesar
de a Formulacdo 1 apresentar menor niumero de @@$dande ndo se encontrou o valor
Otimo, as distancias maximas em relacdo ao valmooterificadas foram superiores quando
comparadas a Formulacéao 2.

Ha que se notar também que, independente da fardmlkempregada, a dificuldade
em encontrar a solugdo 6tima concentra-se na jdetéor das tabelas de resultados. Isto é
justificavel na medida em que, quanto maior o nanue tarefas da instancia, maior é o
namero de variaveis e restricdes empregadas.

No tocante ao ultimo ponto de comparacdo, temporegado para encontro da
solucdo Gtima, as analises serdo feitas tomandbgser as instancias da série A e da série B,
separadamente. Ao se realizar esta divisao, tammssivel elaborar oito gréaficos (dois para
cada formulacéo) contendo o numero de tarefasxwharizontal e o tempo utilizado para
encontrar a solucéo 6tima no eixo vertical.

Os graficos sdo apresentados logo a seguir. Deaf@npossibilitar a inclusdo de
amostras com diferentes ordens de grandeza neayr&di utilizada a escala logaritmica. Os
marcadores retangulares informam que a solucdontrada é O6tima. JA& os marcadores
triangulares informam que a solucdo ndo € compemadte Otima. Excecdo se faz a
Formulacdo 1 quando utilizada a instancia de 4é&fasy da série B. Neste caso, nenhuma

solucao viavel foi encontrada ao final dos 14.48§usdos.
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Analisando os graficos acima, nota-se que as Fagtak 2 e 3 apresentaram, cada
uma, 6 instancias onde o tempo de execucdao forisuel00 segundos. A Formulagéo 4 foi
a que apresentou maior numero de instancias qussitsram mais de 100 segundos, sendo
que a Formulacdo 1 apresentou nimero um poucoisuperdas Formulacdes 2 e 3.

Apesar do fato de que as Formulacbes 2 e 3 apaeeentmesmo numero de
instancias com tempo de execuc¢ao superior a 1Qhdeg, a Formulacao 3 foi superior ao
lidar com as instancias de numero de tarefas igualuperior a trinta e cinco. Empregando a
Formulacdo 3, foi possivel encontrar a solucdo atita instancia de trinta e cinco tarefas,
encontrar de maneira mais rapida a solucdo otimastancia de quarenta tarefas (além de
encontrar solugdes mais proximas do valor 6timtudedo objetivo nas instancias de 45 e 50
tarefas, fato abordado anteriormente).

Serdo analisadas, agora, as instancias da séfie figuras 19, 20, 21 e 22, ilustram
os resultados das Formulagdes 1, 2, 3 e 4 respaadivte, nestas instancias:
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Figura 22 - Tempo x N° de Tarefas: Formulacdo 4re3B

Analisando os gréficos acima, nota-se que a Fogéalad apresentou o pior
desempenho. A Formulagdo 3 foi aquela onde se gonssolucionar 0 maior niumero de
instancias com vinte tarefas ou mais. A Formulat&oonseguiu resolver instancias com
maior numero de tarefas do que a formulagéo 2 (fatondo ocorreu quando foram utilizadas
as instancias da série A).
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E possivel sintetizar os critérios analisados gegledentre as quatro formulagdes, a
melhor? Sem duvida, trata-se de uma questdo decqt&io a ser adotado. Se levado em
consideracao a questdo de quao apertada é a fgauoula Formulacdo 1 seria eleita como
melhor. Se tomado o critério de velocidade e calaale de resolver as instancias propostas, a
formulag&o que mais se destacaria seria a Fornwaca

O que pode ser inferido é o fato de que, sem digsi&ormulacdes 1 e 3 se destacam

em relacdo as Formulacdes 2 e 4.

3.3.2 Andlise das Formulagdes para um Caso Patidal Problema

Para a realizacdo de testes, serdo utilizadasnaiagd iguais as empregadas
anteriormente, exceto pelo fato de apresentasgns 1, Vj =1,..,n. Foi utilizado um
limite de tempo igual a 3.600 segundos (1 hora)re3sltados obtidos pela Formulacdo 5

podem ser observados na tabela a seguir.
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Valor da Valor da Valor da Valor 'da. fungao . Distancia
Instancia Relgxagéo Relaxagdo Linear fu_ng_éo ng:)t(';/ga)é Tempo (s) '\élén:‘%r&_’o méxinjq do
Linear + Cortes objetivo linear valor 6timo
4A 10,67 11,00 11 3,03% 0,22 1 0,00%
4B 11,00 11,00 11 0,00% 0 1 0,00%
6A 21,45 23,00 23 6,72% 0,06 1 0,00%
6B 16,86 19,00 19 11,25% 0,02 1 0,00%
8A 28,44 32,00 32 11,11% 0,17 1 0,00%
8B 79,48 81,00 81 1,88% 0,05 1 0,00%
10A 42,55 47,30 49 13,15% 0,48 12 0,00%
10B 108,26 116,19 122 11,26% 0,41 12 0,00%
12A 60,27 64,57 69 12,66% 1,31 45 0,00%
12B 131,77 138,76 152 13,31% 0,83 211 0,00%
14A 97,70 101,20 107 8,69% 1,34 72 0,00%
14B 226,23 233,05 247 8,41% 1,47 215 0,00%
16A 137,70 142,17 148 6,96% 2,81 285 0,00%
16B 277,05 283,08 320 13,42% 5,03 809 0,00%
18A 149,80 154,97 170 11,88% 14,95 2.329 0,00%
18B 335,85 344,98 393 14,54% 10,89 1.864 0,00%
20A 263,60 268,56 284 7,18% 15,88 3.367 0,00%
20B 386,12 394,27 455 15,14% 53,56 20.183 0,00%
25A 388,53 394,92 419 7,27% 90,38 31.114 0,00%
25B 581,22 592,16 678 14,27% 1045,27 381.195 0,00%
30A 570,80 577,49 605 5,65% 534,81 202.991 0,00%
30B 896,49 902,70 997 10,08% 3.600 623.491 1,62%
35A 707,33 715,47 784 9,78% 3.600 639.714 0,26%
35B 1.286,05 1.293,47 1.386 7,21% 3.600 372.135 1,80%
40A 817,51 825,85 934 12,47% 3.600 220.047 2,25%
40B 1.650,81 1.655,39 1.782 7,36% 3.600 183.505 3,42%
45A 1.198,26 1.207,55 1.315 8,88% 3.600 203.127 2,13%
45B 2.031,94 2.037,33 2.253 9,81% 3.600 147.144 3,15%
50A 1.400,57 1.412,48 1.576 11,13% 3.600 96.575 4,82%
50B 2.150,63 2.155,49 2.571 16,35% 3.600 103.775 9,18%

O desempenho da Formulagéo 5 sera comparado awrmal&cao 3 (formulacdo que
apresentou o melhor desempenho em termos de vallecie@ capacidade de resolver
instancias com maior numero de tarefas). Nesteideentonforme procedido para a

Formulacado 5, utilizando as instancias da série B\ (eom valores unitarios para todas as

Tabela 11 - Resultados obtidos pela Formulacdo 5

tarefas), foram obtidos os seguintes resultadagibzar a Formulacao 3.
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o Valor dg Valgr de? VanrNda Valor 'da. fungao NGmero D,isFéncia
Instancia Relgxagao Relaxagao Linear fu!wg_ao ob]egvo_x Tempo (s) de nds maxima do
Linear + Cortes objetivo | Relaxacao linear valor 6timo
4A 11,00 11,00 11 0,00% 0 1 0,00%
4B 11,00 11,00 11 0,00% 0,03 1 0,00%
6A 23,00 23,00 23 0,00% 0,02 1 0,00%
6B 19,00 19,00 19 0,00% 0,06 1 0,00%
8A 31,70 32,00 32 0,94% 0,09 1 0,00%
8B 80,01 81,00 81 1,22% 0,73 1 0,00%
10A 48,70 49,00 49 0,62% 0,2 1 0,00%
10B 118,68 122,00 122 2,72% 10,09 1 0,00%
12A 67,50 69,00 69 2,17% 3,83 1 0,00%
12B 145,12 152,00 152 4,53% 39,63 1 0,00%
14A 105,35 107,00 107 1,55% 2,02 1 0,00%
14B 238,72 240,57 247 3,35% 89,95 130 0,00%
16A 145,55 146,61 148 1,65% 21,5 14 0,00%
16B 310,43 320,00 320 2,99% 126,2 59 0,00%
18A 164,98 166,83 170 2,96% 30,84 101 0,00%
18B 381,38 383,79 393 2,96% 1049 2.782 0,00%
20A 278,40 279,60 284 1,97% 43,25 88 0,00%
20B 440,78 443,14 455 3,13% 1674,56 10.445 0,00%
25A 411,54 412,74 419 1,78% 426,05 3.877 0,00%
25B 656,98 659,13 683 3,81% 3.600 3.335 1,95%
30A 593,60 595,77 608 2,37% 3.600 10.194 0,82%
30B 969,91 972,49 1.005 3,49% 3.600 1.048 2,09%
35A 771,88 773,96 786 1,80% 3.600 7.683 0,64%
35B 1.361,56 1.363,62 1.450 6,10% 3.600 101 5,45%
40A 922,09 924,31 969 4,84% 3.600 5.056 4,13%
40B 1.746,91 1.748,61 1.859 6,03% 3.600 22 5,81%
45A 1.297,64 1.299,59 1.343 3,38% 3.600 3.308 2,83%
45B 2.214,04 2.214,93 2.382 7,05% 3.600 9 6,97%
50A 1.453,24 1.545,82 1.581 8,08% 3.600 1.794 1,96%
50B 2.442,74 2.444,33 2.560 4,58% 3.600 13 4,41%

Tabela 12 - Resultados obtidos pela FormulagdaBdpiutilizadas em instancias do problema
do somatorio ddardiness

Com base nas duas tabelas acima, nota-se que @ldgém com variaveis que contém
indices de posicdo consegue, de modo geral, solRrcde maneira mais rapida as instancias
propostas. Isto acontece mesmo tendo a Formulagitid® limites duais inicias superiores

em todas as instancias.
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Uma questdo que auxilia a formulacdo que empregavess com indice de posicao €
o fato de que esta formulacdo utiliza um nimeroanele variaveis, quando comparada as
formulacdes com variaveis contendo indice de tempo.

Outro fato que pode ser notado é que a formulag&cemprega variaveis com indice
de tempo apresenta seu desempenho bastante assacgmdempos de processamento das
tarefas. Caso as instancias a serem resolvidassespeen tarefas com tempos de
processamento entre limites, por exemplo, variarmdee 1 e 100, o numero de variaveis de
deciséo eleva-se consideravelmente..

llustrando com instancias de 4, 6, 8 e 10 tarefasgdo os tempos de processamento
gerados de forma aleat6ria com valores entre 10e€lesos unitarios (estas instancias
constam na Tabela 18, no Apéndice), tém-se osrgeguiesempenhos das Formulacdes 5 e 3

quando aplicadas na minimizacdo do somatoridatdiness

Valor da Valor da Valor da | Valor da fungao NGmero Distancia
Instancia | Relaxagdo | Relaxacdo Linear | funcdo objetivo x Tempo (s) de nés maxima do
Linear + Cortes objetivo | Relaxacao linear valor étimo
4M 111,11 128,00 128 13,20% 0 1 0,00%
6M 286,43 326,00 326 12,14% 0,08 1 0,00%
8M 459,11 522,00 522 12,05% 0,22 1 0,00%
10M 837,26 883,99 907 7,69% 0,34 17 0,00%

Tabela 13 - Resultados da Formulagéo 5 quandcadpliem instdncias com tempos de processamento
entre 1 e 100

Valor da Valor da Valor da | Valor da funcao N(mero Distancia
Instancia | Relaxacdo | Relaxacdo Linear | fungdo objetivo x Tempo (s) de né maxima do
. 2 = 1 e nds ron

Linear + Cortes objetivo | Relaxagao linear valor 6timo
4M 121,14 128,00 128 5,36% 5,33 1 0,00%
6M 298,57 326,00 326 8,41% 151,83 1 0,00%
8M 510,11 522,00 522 2,28% 31,69 1 0,00%
10M 894,64 907,00 907 1,36% 78,11 1 0,00%

Tabela 14 - Resultados da Formulagéo 3 quandcadpliem instancias com tempos de processamento
entre 1 e 100

Nota-se que a formulacdo que emprega variaveisiodioe de tempo incorre num
periodo bastante superior, quando comparada a l@gém com variaveis com indice de

posicao.
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3.4 HEURISTICAS PARA BUSCA DE LIMITES PRIMAIS INIRIS

Por dltimo, o que poderia ser feito para apoiarlgnrémo de branch and cuta
encontrar uma solucéo, pelo menos proxima da Opara, a instancia 45B na Formulacao 17?
Para este caso, ndo se encontrou sequer uma selagéh mesmo apos os 14.400 segundos
de execucgéo.

Conforme exposto na revisado bibliogréfica, umaafdkacdes das heuristicas estd em
passar limites primais iniciais para o algoritmoktanch and boundu branch and cut
Quanto mais proximo este limite for do valor 6tida funcédo objetivo, melhor sera a
contribui¢do fornecida pela heuristica.

Neste sentido serdo apresentadas a seguir algwsuéstitas, desenvolvidas para o
problema desta pesquisa. O principal objetivo €fas e comparar seus resultados, além de
utilizar uma destas na Formulacdo 1 com a insta#6B, no papel de um limite primal
inicial.

As heuristicas abaixo estdo descritas pela regma que a seqiiéncia de tarefas é
elaborada.

Heuristica 1. Ordena as tarefas segundo o maigrdela processamentg;.

Heuristica 2: Ordena as tarefas segundo o maigrdei® processamentq;.

Heuristica 3: Ordena as tarefas em ordem cresceoses.

Heuristica 4: Ordena as tarefas utilizando tr@sraos, em ordem de prioridade: 1°
maiord;, 2° maiow;, 3° maior tempo de processamepin

Heuristica 5: Ordena as tarefas utilizando tr@sraos, em ordem de prioridade: 1°
maiorw;, 2° menowd;, 3° menop; ; + p,;.

Heuristica 6: Ordena as tarefas utilizando tr@sraos, em ordem de prioridade: 1°
menor quociented;/ w;, 2° menoip, j, 3° menop,;.

Heuristica 7: Ordena as tarefas utilizando trésraos, em ordem de prioridade: 1°
menor quociented;/ w;, 2° menoip,;, 3° menop, ;.

Apds a montagem destas sequéncias, foi aplicadmaegimento de 1-troca. Este
procedimento consistiu em alterar o sequenciamelaioorado pela regra inicial de forma
que, uma dada tarefa mude sua posicdo no sequemt@mom a tarefa seguinte. Tal
procedimento, para uma dada tafiefacorre até esta situar-se em todas as posi¢coss/@iss
do sequenciamento, sendo calculado o custo paeapmmicéo. Isto foi feito para todasras

tarefas, em todas as heuristicas e instanciasvpassi



103

Os resultados séo expostos a seguir. Os valoresspondem ao melhor valor de cada
heuristica, apos a aplicacdo do procedimento decit Tomada a mesma instancia, a
heuristica que forneceu o melhor limite segue gefam negrito. E possivel comparar
também a heuristica que forneceu o melhor valor cowalor 6timo ou melhor valor

encontrado em todas as formulacgdes.

Instancia Heuristica | Heuristica | Heuristica | Heuristica | Heuristica | Heuristica | Heuristica V;IgIr hg:ircsozu ngta“mcia
1 2 3 4 5 6 7 encontrado minima %
4A 38 26 26 26 26 26 26 26 0,00%
4B 56 43 43 56 56 56 56 43 0,00%
6A 88 58 58 77 58 58 58 58 0,00%
6B 134 154 117 76 113 92 92 54 40,74%
8A 113 83 102 138 107 83 83 77 7,79%
8B 457 461 365 370 468 352 352 266 32,33%
10A 218 113 165 205 134 110 110 102 7,84%
10B 718 627 515 550 611 471 471 376 25,27%
12A 319 230 259 315 204 160 160 144 11,11%
12B 857 743 588 649 701 551 551 455 21,10%
14A 457 443 369 518 361 224 224 204 9,80%
14B 1.321 1.236 996 987 1.080 799 799 693 15,30%
16A 611 557 498 689 546 283 283 252 12,30%
16B 1.724 1.587 1.265 1.367 1.396 1.040 1.040 886 17,38%
18A 719 607 621 744 608 360 360 274 31,39%
18B 2.148 1.964 1.650 1.659 1.896 1.437 1.437 1.134 26,72%
20A 1.062 855 1.011 1.049 847 625 625 493 26,77%
20B 2.471 2.314 2.066 1.957 2.171 1.784 1.840 1.346 32,54%
25A 1.717 1.112 1.487 1.601 1.153 837 837 688 21,66%
25B 3.556 3.266 3.297 3.130 3.007 2.483 2.555 1.764 40,76%
30A 2.479 1.589 2.034 2.329 1.727 1.225 1.225 968 26,55%
308 5.209 5.011 5.092 4.587 4.201 4.148 4.167 2.720 52,50%
35A 3.407 2.371 2.880 3.081 2.424 1.592 1.592 1.263 26,05%
35B 7.108 7.053 6.644 6.813 5.803 5.558 5.577 3.756 47,98%
40A 3.912 3.246 3.641 3.857 2.993 2.022 2.016 1.459 38,18%
40B 10.220 9.232 8.824 8.947 7.367 7.231 7.250 4.844 49,28%
45A 5.381 4.506 5.337 5.442 4.096 3.310 3.303 2.149 53,70%
45B 13.303 12.102 11.084 11.467 9.074 9.435 9.454 6.135 47,91%
50A 7.023 6.515 6.257 6.911 4.722 4.382 4.375 2.548 71,70%
50B 15.043 15.960 20.197 12.978 10.348 10.745 10.764 6.970 48,46%

Tabela 15 - Resultado obtido pelas heuristicasgstap

Notam-se que, em alguns casos, as heuristicascéamealores proximos, se nao

otimos (para o caso de instancias com reduzido midetarefas). Contudo, na maioria das
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instancias, o resultado da heuristica ficou conaidgmente distante da solu¢do 6tima, ou
melhor solucéo.

Retornando a instancia ndo solucionada pela Fog&wld (instancia 45B). Com a
passagem de uma solucao inicial para o algoritmaralech and cytcom custo igual a 9.074,
foi possivel chegar a uma solucédo viavel com cdst6.474 (apds 14.400 segundos), estando

esta, no maximo, 8,92% distante do valor 6timoutigdo objetivo.



4 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi propor e analisamiglacbes para o problema de
escalonamento deterministilow shopem duas maquinas com penalidades por atraso nas
tarefas. Foram apresentadas quatro formulagfews geia 0 problema, além de uma quinta
formulacdo para um caso especial do problema, guséal atribuidos pesos unitérios a todas
as tarefas. ApOs serem apresentadas, as formuloy@es analisadas com base em critérios
de desempenho tais como: valor do limite dual ahi¢gerado pela relaxacao linear do
problema original), sucesso ou fracasso em encoatsalucdo 6tima e o tempo empregado
para encontrar a solugcdo 6tima. Duas formulacOstackEram-se das demais. Uma delas
(Formulacao 1) gerou valores de limites duais @&mcimais proximos do valor étimo em todas
as instancias analisadas. Outra, Formulacdo Sufmrior ao solucionar instancias com maior
namero de tarefas, dentro do tempo limite estalolelec

Uma questdo que chamou a atencdo foi a relagde enimmimero de variaveis
empregadas na formulacdo e o tempo necessariorpsoéver determinadas instancias.
Notou-se que, para uma mesma instancia, as foredagom menor nimero de variaveis
conseguiram chegar a solucdo 6tima num intervalteohgo inferior. Particularmente, nos
testes com instancias onde as tarefas possuiano téenprocessamento entre 1 e 100, esta
guestao ficou bastante visivel.

Alguns pontos podem dar origem a estudos futurogri@eiro deles € a proposicéo
de heuristicas que fornecam respostas mais proxdmasilor 6timo, como forma de passar
um limite primal inicial mais justo ao algoritmo @eanch and boundu branch and cut
Conforme visto, para uma dada formulacdo e instaséi foi possivel conhecer uma solugao,
proxima da solucdo oOtima, com a passagem de urngdsoliavel inicial ao algoritmo. O
fornecimento de um limite inicial com qualidade astpr poderia talvez fazer com que a

solucdo 6tima fosse encontrada, ou que se encesattama solugdo ainda mais préoxima a
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Otima, neste e nos outros problemas onde nao tideokolugdo 6tima comprovada. Um
segundo tema que pode ser objeto de estudos fuéaasdicdo de planos de cortes para este
problema. Na fase daesolvedo softwareempregado para solucionar as instancias (CPLEX
11.0), notou-se o intenso emprego de planos desofo estudar as particularidades do
problemar; || ¥ w;T;, talvez um pesquisador consiga propor cortes fodiss a formulagéo,

0 que de fato refletiria diretamente no tempo eggule para solucéo.
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A

APENDICE

10

10

20
24

12

24
27
32

21

31

31

19
57

35

30

12
16
47

62

29
76
21

P2j

Pij

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25

Tabela 16 - Informacdes das tarefas para as inatada série A.
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i P3; P2 w; d;
26 2 5 2 24
27 2 1 2 14
28 2 5 1 43
29 5 2 1 26
30 5 4 5 103
31 2 5 5 81
32 3 5 2 14
33 5 3 4 68
34 1 4 1 31
35 1 2 5 109
36 1 4 2 14
37 3 5 3 122
38 1 4 1 79
39 2 1 3 90
40 1 4 4 77
41 2 4 4 54
42 5 2 2 54
43 4 5 3 24
44 1 4 4 69
45 5 5 5 86
46 4 3 1 137
47 5 4 2 9
48 5 3 3 117
49 2 3 3 135
50 3 2 4 90

Tabela 16 (continuagéo) - Informacdes das tarefes gs instancias da série A.
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i P3; P2 w; d;
1 6 10 4 16
2 2 6 3 15
3 1 8 4 16
4 7 1 5 11
5 7 8 1 30
6 9 7 4 37
7 7 10 5 25
8 8 7 4 17
9 3 6 1 49
10 7 6 4 32
11 2 2 1 23
12 4 1 1 21
13 10 3 2 24
14 10 10 5 50
15 9 5 3 26
16 1 8 5 84
17 3 3 5 69
18 10 7 5 54
19 6 5 4 48
20 2 3 2 76
21 2 6 1 119
22 6 4 1 76
23 7 7 1 46
24 6 8 5 101
25 7 2 4 42

Tabela 17 - Informacdes das tarefas para as inatda série B.
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i Pij P2;j W d;
26 10 5 2 104
27 1 2 4 73
28 2 9 4 84
29 7 5 5 62
30 7 6 3 38
31 10 5 5 177
32 5 8 3 42
33 9 8 4 120
34 8 5 3 53
35 6 3 2 127
36 4 6 5 168
37 3 5 3 70
38 9 7 1 186
39 9 2 5 108
40 5 4 5 18
41 1 4 2 200
42 2 10 4 182
43 10 6 5 24
44 1 8 4 177
45 5 7 1 22
46 3 8 2 261
47 5 7 4 85
48 3 1 1 208
49 5 5 4 246
50 2 1 2 62

Tabela 17 (continuagéo) - Informacdes das taredfes gs instancias da série B.
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i Pi;j P2j w; d;
1 20 84 1 104
2 71 64 1 137
3 68 22 1 142
4 17 75 1 209
5 13 7 1 93
6 4 71 1 92
7 7 54 1 295
8 8 32 1 75
9 35 11 1 174
10 17 97 1 180

Tabela 18 - Instancias com tarefas que possuenotdmprocessamento entre 1 e 100
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