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Resumo

Neste trabalho estudamos somas incompletas de caracteoesoeestimar estas usando
métodos analiticos para relaciona-las com somas complssagiadas, para as quais existem
métodos de estimacéao vindos de geometria algébrica. Estabss um método analitico geral
para completar somas, e mostramos que o método falha pass soais curtas qug'/2, que
€ uma barreira natural. Em seguida mostramos como ultr@pasta barreira no caso mais
classico, que resulta no Teorema de Burgess.

Palavras-chave: Somas de Caracteres, Somas Incompletas, Teorema de Burgess.



Abstract

In this work we study incomplete character sums and how imeagt these using analytic
methods to relate with associated complete sums, for whit exist estimation methods from
algebraic geometry. We establish a general analytic meithadmplete sums, and show that
the method fails for sums shorter thgii2 which is a natural barrier. We then show how to pass
this of barrier in the most classical case, which leads to 888§ Theorem.

Keywords: Character Sums, Incomplete Sums, Burgess’s Theorem.
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Introducao

Dada qualquer funcéo oscilatéagn), digamos coma(n)| < 1, é natural perguntar qual o

tamanho da soma
N-+H

e

isto €, se existe uma estimativa menor que a triviabDdel). Exemplos incluem caracteres
multiplicativosa(n) = x(n) ou aditivosa(n) = ¢/(n), ou mais geralmente os produtos

ondeP e Q sdo funcbes apropriadas. S&o estes exemplos que vamosiesfdissertacio. E
importante ressaltar que o intervalo de soma é independentéduloq dos caracteres; e que
nosso tema envolve intervalos de comprimetitque sdo mais curtos dgem geral.

O objetivo nessa dissertacao € apresentar métodos de ¢canggenas envolvendo carac-
teres, como as descritas acima. Por somas incompletaglentea somas que nao estao so-
bre todos os inteiros médulp e quando dizemos completar somas, estamos nos referindo a
relaciona-las com somas completas do mesmo tipo. Senda, g&sia conseguir estimar as so-
mas incompletas, precisamos de meios para estimar somasetas) uma vez que estas serao
relacionadas.

Para completar somas vamos usar conceitos analiticos,tant@npara estimar as somas
completas relacionadas a estas, vamos trabalhar com taakjébricos geométricos.

No primeiro capitulo vamos trabalhar com alguns conceiteiminares e dois Teoremas
tratados em Schmidt ([4]), que sdo bem gerais no que dizitespestimativa de somas com-
pletas, vamos demonstrar apenas um destes, e para issdsseti@d conceitos de geometria
algébrica, onde vamos relacionar as somas completas cbrfuagdes de Dirichlet definidas



Introducgéao

por

Lsx =y XU

s
7 N

através de propriedades destas; escseva + it, um numero complexo qualquer.

N&o esta no objetivo desta dissertacdo entrar em detallvestefica estabelecida a relacao
entre essak-funcdes e a Hipbtese de Riemann para curvas sobre corpos famiaber

Ny —q” < q“/?,

ondeN, representa o nimero de solugde&@e= P(X), mais vamos usar este fato.

No que segue apresentamos um método bastante geral de @orapihaas definidas como

N-+H

S(N,H) = % 1X(P(n))4/(Q(n)),
N=N-+

usando analise harménica, orglé? < H < g: ou seja um intervalo relativamente curto. Con-
sideramos casos particularesi{@) e Q(n) para ilustrar a partir deste metdédo, o Teorema de
Pélya e Vinogradov, e a partir do que foi estudado até aqeipemos qugl/2 é uma barreira
para este método.

Logo apds consideramos a soma quaR@® = n e Q(n) = 0 para mostrar que

N+H 1 1 @+£
S(N,H) = % X(n) <H™ kqae
n=N+1

ondeH < q%/2 e a constante implicita dependeldzs, este é o Teorema de Burgess, e neste pre-
cisamos de alguma maneira para criar uma outra variavebapda(definida em um intervalo
“mais comprido”), para completar a soma, e a necessidadéciéscia de termosi > /49,
Faremos estas discu¢fes pa@imo, o que é suficiente para ilustrar estes resultados.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Caracteres

Para qualqueq € N, um caracter multiplicativo médulg é um homomorfismo
X:(Z/qz)" —C*

estendido a ser uma funcia Z — C por periodicidade mddulg e a convencgéo que(n) =0
se(n,q) > 1. Observe que sg é multiplo deg, entdoy induz um caractex’ méduloq’, por

oy ) XN se(ng)=1
x(n)_{ 0 se(ng)>1

(ver [5]) Quandoy(n) = 1 para todon, (n,q) = 1, chamamos este de caracter principal ou
trivial, e o denotamos pgyo. Um caractery (n) € dito primitivo quando néo esté induzido por
um caracter de médulo menor, ou seja, se para qualquerdivideq, 0 < D < g, existir algum
inteiroatal que

a=1(modD), (a,q =1 x(a #1,

Caracteres multiplicativos deste tipo sdo chamados deteagaale Dirichlet.

Por exemplo se g é primo, entdo qualquer caracter ndo paimoipduloq é primitivo, pois
0 Unico divisor que satisfaz a condicdo acimB é& 1. Enquanto que pamq> 1, o caracter
principal modulog € impréprio, pois 1 é um divisor de g. Um caracter é dito impaguando
nao é primitivo.
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Um exemplo de um caracter é o simbolo de Leger(c%}a, definido para modulos primos
g. Este caracter € definido a sed, conformen € ou néo é residuo quadratico modalo
(Lembramos que € residuo quadratico méduise a congruéncief = n(modq) tiver solucéo,
caso contrario, dizemos queé um néo-residuo quadratico modujl) Que x(n) = (n/q)
realmente € um caracter € conseqiéncia da formula

(g) =n"z (mod),

(que por sua vez é consequéncia do pequeno teorema de Fgumat;
ni~! = 1(modog),

para(n,q) = 1 e a definicdoo de residuo quadrético.) Log6adeq) = 1 tem-se
(3)-G6)
q q/\a/’

Os caracteres de qualquer grupo abeliano multiplica&formam um grupo, onde o ele-
mento identidade sera representado pelo caracter pringjpa o elemento inverso € dado por
x 1, que definimos comg ~%(x) = x(x). Paray; e x» caracteres d6, definimos a aplicagéo
X1.X2 Por (x1x2)(X) = x1(X)x2(X). Este grupo de caracteres sera denotadd3)0Em relacéo
as gruposs e G/, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.1.Dado um grupo finito abeliano G, seu grupd @ caracteres é isomorfo a G.
([4])
Um dos resultados preliminares que envolvem caracterds,aspecificamente, somas de

caracteres, é 0 seguinte teorema.

Teorema 1.2.Seja G um grupo abeliano finito de orde@.

|G| sex=xo IG| se x=1
X(X) = X(X) =
xe% { 0 sex#Xo XEZG/ 0 sex#1

DemonstracaoNo casoy = xo 0 resultado segue de estarmos somando sobre todos os elemen-
tos deG. Mais sex # Xo, entdo existey € Gcomy(x1) # 1. Comox percorre todos elementos
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de G, o mesmo acontece paxg, por iSso
S= > X(X) = > x(xa)=x(x1) > x(x)=Xx(x1)S

DondeS=0.

A primeira igualdade do segundo item segue do fatGaeseu grupo de caracteres serem
isomorfos. Para estabelecermos a segunda igualdade vamsidarar a funcad® dada por
X (x) = x(x) parax € G, assimx' € G'. Agora do item anterior aplicado para o grupo de
caracteres temos,

> X =3 X(x)=0
XEG XECG

1.2 Somas de Gauss

Quando séao trabalhados meios de completar uma soma, é patusar em como estima-la
apos terminado o completamento. Dentre as somas completasiq surgir no decorrer desta
dissertacéo, estdo as somas de Gauss, que definimos pajaegearactexy moédulog, como

q
GnxX)= 3 X(mjey(mn, (L1)
m=1

dizemos que essas somas de Gauss séo assocjadasatacia®@,(mn) representa a exponen-
cial €2MN/A_ Escreveremos ainda

T(X) =G(L,x). (1.2)

Jéa definimos o complexo conjugado de um caramezssim|x(n)|2 = x(n)x(n)=1edai
para qualquer tem-se

X(r) =x(mxmx(r) =Xxmx(nr).

Quandor percorre um sistema completo de residuos médulo mesmo acontece conr,
sempre quén,g) = 1, consequentemente a soma (1.1) pode ser escrita como segue
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G(n,x) = Z X(r)ezm”r/qu(n) Z X(nr)ezmnr/q
r (modq) r (modq)

= X)) 3 x(mema=X(mr(x)
m (modq)

assim acabamos de demonstrar o resultado que se segue,ezdajimportante no desenvolvi-
mento subsequente.

Teorema 1.3.Sejayx um caracter modulo g, entéo

G(n, x) = {

Observe que do Teorema (1.2), temos que as somas de Gaustasdgerum dos caracteres
envolvidos é principal e o outro ndo. A estimativa menosafridas somas de Gauss, é 0 caso
em que ambos os caracteres multiplicativo e aditivo sdoméais en= 1.

Teorema 1.4.Sejay um caracter modulo q nédo principal, entédo

TP =a

DemonstracanTemos que:

passanda(x) para dentro do somatério e em vista do Teorema (1.3),

TP = Y G(m x)e ¥

[y

¥e) ?M.Q

fo)

— X(r)emer/qefznim/q

= ;X(r) %1927ﬁm(r—1)/q,

a7
[N
—
[
=
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Da soma geomeétrica interior obtemos;

% ezmm(r—l)/q:{ 0 seqf(r—1)
q seq|(r—1),

m=1

ou seja, a soma sobneé 0 a ndo ser qug| (r —1). Mas|r — 1| < q, portantog | (r —1) se, e
s6 se y = 1. Conseqlientemente o Unico termo que ndo é nulo acontecgoquarl, entdo

G(L,X)[*=ax(1) =q.
0

Quandoy é um caracter principal = 0(modq), isto é, o caracter aditivo envolvido tam-
bém e trivial, as somas de Gauss séo:

G(“aX) =4q.

Como o simbolo de Legendre é um caracter, podemos escrevana de Gauss da seguinte
forma:

OB EES HEMIES B

com (n,g) = 1, e entdo a ultima soma é igual a zero. Mér um ndo-residuo quadratico
maoduloq, G(n, x) = 0. Por outro lado, s € um residuo quadratico médujpobtemos

o) 2o fe

X=1

gue é a férmula que foi inicialmente considerada por Gauss.

1.3 Somas de Caracteres associadas a Corpos Finitos

SejalFp 0 corpo comp elementosp primo. O grupo multiplicativo entao B, = (Z/pZ)*,
logo os caracteres de Dirichlet ja definidos, podem sersistono caracteres multiplicativos
X :Fp — C*. De forma analoga um caracter aditivo @g € um homomorfismo do grupo
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aditivo delF, sobre o corpo dos nimeros complexos, vamos denotar esteetiparacter por
. Quando fory(x) = 1, para qualquex, diremos que este caracter aditivo & principal e
escrevemosg = Y.

Agora, vamos ampliar este conceito aos demais corpos firfitosjue se seguéy € um
corpo finito cuja ordem é poténcia de um namero prigou sejag = p¥, ondep é a carac-
teristica do corpo.

Pode-se estender a definicdo de caracter multiplicati¥g @m vez del, se necessario,
pondo

0 se ,
X(O)Z{ X # Xo
1 sex = Xo.

Podemos também, trabalhar a nogéo de caracteres mutiigika aditivos da extenstyy
delFq, usando duas importantes fungdes entre o corpo fifyjtee seu subcorpo principal,
que Sao o trago e a norma.

A funcgéo traca?, : Fqv — Fq dex & dada por
Ty (x) =xE x4
enquanto a normat;, : Fov — Fq dex & dada por
H(x) = x8 A

ondex?’, x3, x&, ..., x4 sdo as imagens desob a acdo do grupo de Galois, ou seja, 0s
conjugados d& em relacéo &q. Note que o trago de um elementsobrelF € obtido a partir
da soma dos seus conjugados, enquanto a norma é dada peltoateslses conjugados.

Da aditividade da funcéo traco e da multiplicatividade dacéio norma, podemos definir
caracterey, e (), como caracteres multiplicativo e aditivo respectivamelateorpo de exten-
sé@olFy, dadosy, § em[Fq. Para isso, pomos

Xv(X) = x(A(x)) paraxe Frq

Yo(X) =P(FH(x) paraxe Fy,

onde.#;, e .7, sdo funcGes norma e traco Hg sobrely,.
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Antes de prosseguir, vale ressaltar um resultado a cercendgimero de solugdes de um
determinado polinbmio sobre um corpo de extenséo, a saber

Teorema 1.5.Seja fe Fq[x], de grau n> 0. Ent&o a equacéo (k) = 0 tem no maximo n
solugdes ernfg[x| € em qualquer extenséo deste corpo.([7])

Como os caracteres multiplicativos de um corpo fifigoformam um grupo ciclico, véo
atender 91 = xo. Dizemos quey é de ordentd sex? = xo e sed é o menor inteiro positivo
com esta propriedade. Dizemos gudem expoental, caso este ndo seja 0 menor inteiro
positivo tal quex® = xo.

1.4 Hipodtese de Riemann para Curvas sobre Corpos Finitos

Como ja mencionado, € importante ter ferramentas para brabalestimativa de uma soma
completa, tendo sido ela obtida a partir de uma soma incaaypde ndo de nada adiantaria
relacionar somas incompletas com somas completas do mgsmblésta secao sao discutidos
dois Teoremas de Schmidt([4]) a respeito de somas comptptasao

Teorema 1.6.Sejax um caracter multiplicativo de ordem d 1. Suponha que &) € Fq[X]
tem m zeros distintos entre suas raizes, e que nao é uma d+ésiéncia. Entao

< (m-1)qY2.

% X(P(x))

XEq

O segundo e mais geral, que envolve caracteres multipiicataditivo simultaneamente, é
0

Teorema 1.7.Sejay, Y respectivamente, um caracter multiplicativo de ordem d doiy— 1)
e um caracter aditivo d&qy, ambos nao triviais. Sejam(®) € Fq[X]| com precisamente m raizes
distintas, e Qx) € Fq[X] de grau n. Suponha que,grau deP = (n,q) = 1. Entéo

> X(PX)WQMW)| < (m+n—1)q"2

xe€lFg

Vamos considerar o Teorema (1.6) em detalhes, vendo que aupipotese de Riemann
para curvas € crucial para tal resultado. A demonstracacedeema (1.7) segue de maneira
similar, mas n&o pretendemos entrar em detalhes.

9
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Para estudar a soma do Teorema (1.6), vamos relaciona-laa desfmncéo relacionada a
curva do tipor9 — P(X), onded é o expoente do caracter envolvido. Para definir esta L-fynca
comegamos com o polinémiB(X), visto que este por hipétese tamraizes distintas, em
alguma extensao dg,, ele pode ser fatorado e, entéo escrito na forma

P(X) = (X+y1) - .- (X A+ ym) ™,
ondey, ..., ym pertencem ao fecho algébrico Bg:
Consideramos agora, o0 conjunto de valores
{r}=r(n)™ ... or(ym)m, (1.3)

onde cada é uma funcgéo racional da forrha/hy, ondehy, hy s&o polindmios moénicos que néo
se anulam en, ..., ym. Sendo assim{r} # 0, como{r} € [Fq e usando a multiplicatividade de
X, Vemos que

X({rara}) = x({ra})x ({r2})-

SejaG o grupo das fungdes raciondig/hy, comhy e hy polinémios moénicos enfig, e H
um subgrupo tal que deh, € H, entdoh; e h, € H. Se pormos

2(r) =x({r}), (1.4)

2" serd um caracter dd. Quando for necessario podemos estender este conceitdp pon
Z (h) = 0 seh nédo pertencer &. Usando esteZ’, podemos definir para cada= o + it,
podemos definir

L(s, Z") = ; Z (h)N(h)~. (1.5)

ondeN(h) = g9 sed é o grau dd, eh € ménico com coeficientes €. As L-funcdes definidas
acima tem expansao em produto de Euler, isto é, gardl,

Ls2)= [] (@-2(hNh)> (1.6)

hirredutvel

Considerg h; }‘J?°:1, 0 conjunto de todos os polindmios irredutiveisiEgmmQualquer polinbmio
h € Fq, pode ser escrito de modo Gnico como poténcias de polinGméakitiveis, digamos

h=hd.h&.  .h

10
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Usando meios analogos aos usados para mostrar que a futgde £emann admite produto
de Euler, vamos mostrar (1.6).

Para comecar observe que da caracteristica multiplicddiearacterZ” e deN, subtraindo
del(s,Z"), o produtoZ (h1)N(hy) ~3L(s, Z"), obtemos

(1= 27 (h)N(h)®) L(s, 27) = ;(1—%(h1)N(h1)_s)ﬁ”(h)N(h)_s
= Z%(h)N(h)*S— ; (2" (hth)N(hsh) %)

= Z 2 (MN(h)~,

(hy =1

pois subtraimos do conjunto dos polinbmiggodos aqueles que sao divisiveis por Agora,
multiplicando o resultado anterior pot”(h2)N(hy) S, e este resultado, subtraindo de (1.5),
tem-se

”(1—3{(hi)N(hi)‘s)L(s,%) - Z 2 (N)N(h) S — Z (2 (hhoh)N(hyhgh) )
= (hy,h)=1 (hy,h)=1
- Z 2 (h)N(h) .
(hyhph)=1

Seguindo este raciocinio sucessivas vezes, obtemos

(1= Z N L 2)= 5 2 (BN

1<i<k

(hqhy...hy.h)=1
Consequentemente
L(s,.2) = (1— 2 (h)N(h)~5) Z 2 (hN(h)~S,
1<i<k
(hqhy...hy.h)=1

11
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para qualquek. Afirmamos que no limite ndo sobra nenhimma série, pois quandk é
suficientemente grande, continuando com o método desaiittaateremos subtraido todos
os fatores da decomposicéaolidd.ogo

Ls2)= [] (-2 (nNH)™)".
hirred.

Para analisak(s,.2") com mais detalhes, abrimos o somatério, de acordo com o grau d
polinbmioh, isto é

L(s.2) = Z 2 (NN(h) S+ Z 2 (NN(h) S+ Z 2 (NN(h) ™S+ ...

grau de h=0 grau de h=1 grau deh=2

Lembrando quéN(h) = g9, onded é o grau deh, o primeiro termo da soma acima, sobrenos
de grau zero, € igual a 1, pdi® mbnico, logo

L(s, 2) =1+ Z 2 (h)g S+ Z 2 (g 4.

graude h=1 grau de k=2

Introduzimos a notacd@ =q e

grau de h=t
dai a equacado acima se torna
L(s 2)=1+Q% +LU*+.... (1.8)

As somas(; dadas em (1.7) vao refletir no nosso propdsito, por meio deripaades que
veremos posteriormente. Primeiro note que a priori a som@d enpode ter uma infinidade de
termos.

Queremos relacionar a soma do teorema (1.6) com as L-fun@3a®sultados e consider-
acOes seguintes vao servir para mostrar que a soma acimatesndade um namero finito de
termos e que um de seus coeficientes é a soma em que estamessatdes.

SejaH o subgrupo dés, formado por elementos da forrha(x) /hy(x), que satisfazem as

12
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condicoes
k " v )
hi(x) = %a;x e hy(x) = Z)cjx"“
i= =
coma; = Cy,...,a, = c". Observe que erh; e h, existem os termosgg e cy, mas estes sao
ambos iguais a 1, visto gqumg e hy, sdo monicos.

Considere ainda, o subgrupbde H, consistindo de funcdesx) = hy/h, comhy(yi) =
ho(yi), e ambos néo se anulam gfrparai = 1,...,m.

A partir destas dois subgrupd?,eﬁ deH vamos definir um terceiro, pondd/ = HNH,
para trabalhar alguns resultados que envolvem os elem#adadasses laterais #eé emH.

Teorema 1.8.Suponha [> 0. Entdo toda classe lateral de’Htm H contem exatamenté ¢
polinbmios de grau m-1.

Teorema 1.9.Suponha que é um caracter n&o principal de expoente d €-YP(X) absolu-
tamente irredutivel. Entdo o caractet” € ndo principal.

DemonstracanComo definimos o caracte?” pondo

2 (u) = x({u}),
entdo é suficiente mostrar que existe H tal quex ({u}) # 1.

Por sery um caracter ndo trivial, suponha que ele tem ordem portantoo/d, e como o
polindmioYY — P(X) é absolutamente irredutivel, pelo menos um dos expoemtes , am N&o0
€ mdltiplo deo. Digamos entéo que; seja tal elemento, dessa forma dabgs .., bm € Fy,
existeb; € Fj, tal que o element®;*h5? - ... - bim ndo é umao-ésima poténcia ndo nula, e
portantoy (by*h3?- ... - bym) # 1. Como os elementds, ..., by estéo enfy e u(x) € Fq[x], tal
queu(y) = bj parai =1,...,m. (ver [4]).

Portanto{u} = b{*b2-...-bgm, e o resultado segue. O

Teorema 1.10.Suponha qug é um caracter nao principal de expoente d e qde-YP(X) é
absolutamente irredutivel. Suponha ainda 0, entao

2 (h)=0
heH
h pol.ménico
grau de h=m+l

13
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DemonstracanO subgrupdd’ = HNH é tal que se& € H' entdo.2"(r) = 1, pela definicdo de
H, e pelo teorema anterior, vimos g€ é um caracter ndo principal ¢ conseqlientemente
2 € um caracter nao trivial sobre os elementos do grupo fihjtd’.

Além disso, coman percorre todos os polindémios de gray- |, segue do teorema (1.8) que
cada classe lateral H¢H’ terad' polindmios, como estes s&o todos os polindémios, o teorema
segue do Teorema (1.2).

U

Com o resultado obtido no Teorema (1.10), temos que a exprélsgi em (1.8) € nula
guanda > m, consequentemente a expressao (1.8) se torna

L(s, 2) =14+ LU + ...+ lma% ™1, (1.9)

0 que prova a primeira parte do proximo Teorema.

Teorema 1.11.Seja) # Xo um caracter de expoente d cqigrau de Pd) = 1. Sendo m o
numero de zeros distintos dé>® e pondoZ = q—3, temos

LS, 2) =1+ + ...+ L™ L.
Sex # Xo ou sex = Xo com RX) =1, entdo

(= Z X(P(X)).

Demonstracao

QuelL(s,Z") é um polindmio ent/ de grau no maximen— 1, ja foi provado. Observe
que, a segunda parte, se resume em escrever a soma dadaema€b6) comd, mas

= 5 2= 2(X+x),

dai por (1.4) tem-se

> Z(X+x) = x({X+x}) =3 x((n+x) ... (o +x)m),

X X

que, como dito anteriormente, é a fatorizagd®@e, logo

14
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0

Estamos interessados na prova do Teorema (1.6) ndo apecaspod,, queremos algo
mais geral, isto €, mostrar que o resultado segue tambémualauer extenséao finitéy de
[Fq. Para isso vamos fazer consideragfes analogas as ja éeitaslguma maneira, atraves de
propriedades e teoremas relaciona-los.

Como ja observado no tépico 1.3, podemos estender o coneetiardcter para a extensao
Fqv, pondo
Xv(X) = X(M(X) e Yy(X) =P(F(X)

respectivamente para definir o caracter multiplicativoigvadde [F v .

Com a fatorizacé@o de um polindmio é Gnica ainda temos P@fa € Fq[X],
P(X) = (X+y2)™ - (X + ym) O,

no fecho algébrico d&y[X]. SejaG, o grupo das fungdes racionai) = hy(x)/hz(x), onde
h1,h2 monicos, agora estéo efgyy.

Os outros conjuntosy,, Hy, ﬁv e H’ séo definidos como os ja trabalhados no corpo prin-
cipalFg, e {r} sera como em (1.3), logo podemos definir o caractéf,dgpondo

Zy(r) = xv({r})-

Com o caracter definido acima, podemos definir as L-funcbexcias®s ao corpd’yy,
pondo
l_v(s, %) — Z %‘V(h)Nv(h)is, (110)
hGqu [X]
ondeN, (h) = g“9, sed é o grau dé.

As L-funcées definidas em (1.5) tém polinbmio e/ = g >, uma pergunta natural é se
as L-funcdes definidas em (1.10) também tera. A respostaegaeapergunta é positiva, mais
em (1.5) dependem d&" e N, enquanto (1.10) dependem d&, e N,, entdo precisamos de
alguma maneira de relacionar essas fungodes.

Proposicéo 1.12 Seja lfx) = x3 +a;x4-1 4-... 4+ a4 um polinémio mdnico irredutivel efy[X],

15
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e fatoravel enfy em r polindmios irredutiveis de gray'd
h(x) = hy(X)-...-h(X), (1.11)
onde r=mddqd,v). Entéo

Nv(h|):N(h)V/l’ e %v(hi):%(h)v/r

DemonstracaoPela definicdo d&l,, e como o grau de cada fataréd/r, tem-se

Ny () = (@)% = (e)*/" = N()“/",

Comoh(x) € Fq[X], pode ser escrito como em (1.11), temos que

2 ("= x({h)Y" = x({he} -...- {he V7T,

onde{hi},...,{h} estéo en¥y e séo conjugados sobfg. (ver [4]). Se for.4#" a norma de
Fq paralFq, obtemos
{h} = A4 ({h}), Vi=1...r

Consequentemente,
Zv(h) = xv({hi}) = x (A ({hi})),

e det, ({h}) = A ({h})V/", obtemos
Z() = x (A UND)YT) = XU = 2 ().
e a proposicao esta provada.

g

Ainda para relacionarmos as L-fun¢des dadas em (1.5) com aguhc¢éo (1.10), vamos
precisar do seguinte resultado.

Lema 1.13. Sejamv, m ndmeros naturais. Denotando par, m) o maior divisor comum entre
v e m, temos

4 v (v,m)

|‘| (1 e(muwv)x ) - (1—x<v7m>> .

Agora sim, podemos enunciar:

16
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Teorema 1.14.Suponha fx) como na Proposig&o (1.12). Entdo
Y 27U
Lv(s, Z7) = |'| L(s——,%).
u=1 viogq

DemonstracdoComo por hipotesh(x) € Fq[X] é separavel ey, digamos

onder = mdqd, v) e cadd;(x) € Fq[X] € monico irredutivel.

Da equacéo (1.6), temos

Lv(s,Z7) = I_| (1= 2Ny ()9,

e pela fatorizacéo qu&x) assume enfiyv, da equacéo acima, tem-se

Lu(s, 2) = |-'} [ Q- 20Ny,
heRgX] 1eRY[X]

irred,mnico | /h

os polindbmios monicos irredutivelg(x) aparecem na fatorizagdo de apenas um polinémio
monicoh(x) € Fq. Consequentemente, a Ultima expresséo se torna

r

hel;'x] il:l(l— '%V(li)Nv(h)_s)—l

irrd ,mnico

e est4, pela Proposicao (1.12)

L 2= I [ (2 (o)

irrd ,mnico

e abrindo o produtério interno, tem-se

Lv(s,27) = hﬂ] (L= [2 (NN(h) =57/~

irred, mnico

17
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Se denotarmos pof o produto.2”(h)N(h) er = (v, m), aplicando o Lema (1.13), obtemos

Lv(s,%):. m u|jl<1—e(¥) ,,@J(h)N(h)S>l,

agora ded = grau deh, usando a definicdo dé(h) que

1

ainda aplicando exponencial e elevando ambos os Iaé@%,a/em

2riud 2riu

e v = N(h)vlga,

substituindo este resultado na ultima expresséo,dg 2" ), obtemos

v 2riu

Lis2) =T T (1—%(h)N(h)_(s_(vlogq)))1
u=1  heFg[X]

irred, mnico

Mas o produtorio interno € por definicdo uma L-funcéo assiace corpdy, como dese-
javamos e portanto
v 27u
Lv(s,2") = |_| L(s——, 3{)
ot viogq
U

Sobre as hipéteses do Teorema (1.11), vimos que as L-futédesim polinbmio, em
% = q 3, com termo constante igual a 1. Entdo existe nimeros cooglex. . ., Ak tais que
possamos escrever
Ls Z)=1Q-M%).--- .(1-NZ), (1.12)

Considerando que estabelecemos uma relacao entre as lefudadas em (1.5) e (1.10)
levando em conta que essas primeiras podem ser escritoeroiflol?2), entdo € natural pensar
em escrever as segundas de tal forma. Neste caminho temggintseesultado.

Teorema 1.15.Considere Is,.2") como em (1.12), cor¥ = q %, entdo

Ly(s 27) =(A-A{%).--- (1=-N%),

18
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onde%, = q V5.

Para simplificar notagGes, vamos escrever

S = Z XV(P(X))7

XGqu

quando nos referirmos a soma dada no Teorema (1.6) em algtems&adr v delFg,estimada
essa soma, o teorema estara provado, bastando considesar pacticular, quande = 1.

Teorema 1.16.Suponha que € um caracter n&o trivial de expoente d & ¥ P(X) é abso-
lutamente irredutivel, ou qug é trivial com RX) = 1. Entdo a soma Spode ser escrita
como

S =-A)—... —Ap_1
DemonstracanDo Teorema (1.11), tem-se
Lu(s, 2) =1+ Qo+ ...+ Loma %™ 1,

ondedy1=S.

As L-funcbes associadas ao cofffg tém um polinbmio en?/ = q~"°, assim da mesma
forma que para as L-funcfes dadas em (1.5), este polinbmiodia tem uma forma fatorada,
e usado o resultado anterior obtemos

Lv<s,%) — (1—)\:]\_/%\/) Teee” (1_A|"T/]—]_%V>

Se desenvolvemos o lado direito da equacao acima e igualasnaseficientes correspon-
dentes, aquela equagéo que tem os coeficiggptesomt = 1,..., m— 1, chegamos a

Qvi=-MN—...—Ah 1,

como queriamos. O

Nos passos seguintes vamos consid&apara cada caractey, para depois relacionar a
expresséo encontrada, com o numiggade solucdes ded = P(X), e entdo usar a hipétese de
Riemann para curvas sobre corpos finitos, para estimar a soma.
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Se para cada caractedefinimosS, = Sy, entéo pelo Teorema (1.16) cgymao principal,

Nno caso em qug é principal temos

Syov =0". (1.14)

Considerando a soma @, sobre os caracteres de expoeahtganhamos

X;O Syv = — ; ZA (1.15)

1
de expoente d de expoente d

Denotando poN, o nimero de solugdes efigr deYY = P(X), tem-se
Ny = Xv(P(x)),
de expoente da
mas pela forma que definimos, a soma inter.£ logo

NV == Z %(V; (116)
de expoente d

ver [4]. Como estamos supondo gvié— P(X) é absolutamente irredutivel, segue da Hipétese
de Riemann para curvas sobre corpos finitos, ver [4], que

—q’ <.

Pela expresséo dg, em (1.16) e visto qug’ = S,,,, a diferenca acima € a soma sobre
todos os caracteres ndo principais de expodntmas isso € o conteudo da equacao (1.15),
assim obtemos

Z z A < qz. (1.17)

de expoente oJI

Observe que na expressdo acima, o somando sdo 0s numerdsxasrgnvolvidos em
(1.13), ou seja, se estimarmos os valores absolutos de oadas{m— 1) inteiros, o Teorema
estard provado. Para isso veja o seguinte lema.
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Lema 1.17.SejamAy, ..., A, nUmeros complexos, e sejaB0 tais que
A+ +A5<B° paras=12... (1.18)

Entdo|Aj| <Bparal<j<m.

DemonstracanSejaz uma variavel complexa. Para valores suficientemente pegueiz|,
temos o 4
log(1—Ajz) = — Zlg)\jszs paral< j <m,
S=

dai segue que

[oe]

log((1-2A12)...(1-Am2)) = — 3

s=1

AL+ + A2 (1.19)

0l

Da equacao (1.18) vemos que a série da direita é converget®e s< 1, ou seja, na regido
|z| < B~1, visto queB > 0. Conseqiientemente a fungdo da esquerda é analititz erB 1,
segue que, £ Ajz# 0, e portantgAj| <Bparal< j<m. O

Agora de (1.17) e do lema acima segue fug| < /2 para todoy e j considerados. Logo
de (1.13)
Y Xxv(P(X)| < (m-1)g?,

XE]qu

e no caso do corpBy, isto €, quandw = 1, temos

< (m-1)q?,

S X(P(x)

x€Fq

0 que demonstra o teorema (1.6).

Toda a teoria desenvolvida nesta secdo nao ajudaria na deagéo do Teorema (1.6), se
nao pudéssemos supor a famosa hipotese de Riemann, o casgenaaigatado no Teorema
(1.7) pode ser trabalhado de forma parecida, tendo apeeasogsiderar algumas hipoteses a
mais.

Estes dois resultados serdo utilizados nesta dissertagsioapitulos subseqientes, na esti-
mativa de somas completas que irdo surgir.

21



Capitulo 2

Completando Somas

Sejax um caracter modulg e porey(x) vamos denotar a funcas’™/d. Uma classe de
problemas centrais na teoria analitica dos niumeros é erteodio a variacdo no sinal do
somando implica em cancelamento quando trabalhamos coassitmtipo

N+H

SN, H) = glxmm»%«xm» (2.1)
n=N-+

ondeP e Q sado func¢des racionais solife No capitulo anterior trabalnamos com somas com-
pletas, e vimos algumas propriedades algébricas.

Por somas incompletas entendemos somas sobre intervadosnais que nao estejam sobre
um sistema completo de residuos médylengquanto que por completar uma soma, queremos
dizer que vamos escrever a soma incompleta (2.1) em ternsmes completas relacionadas,
de maneira que as propriedades estudadas possam ser usadasativa dessas.

2.1 A desigualdade de Pdlya-Vinogradov

Sejax um caracter ndo principal médulp Considere o case(n) = neQ(n) =0 para todo

n. Isto é, considere
N+H

S(N,H) = %lxmy (2.2)
n=N-+

Sendo quex(n)| <1, é evidente qués(N,H)| < H, que chamaremos de cota trivial. Por
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volta de 1919 Pdlya e Vinogradov mostraram o primeiro ragielindo-trivial, a saber
S(N,H) < ¢ logq 2.3)

esta cota superior pode ser demonstrada de maneira muitereks.

Para qualquer caractgfn) moduloq, g > 1, considere a equacéo (1.2), quarda) = 1,
tem-se

XWIX = Y xX(Mem= T x(nMeg(m) = 5 X(a)ey(na)

mmodqg mmodqg amodq
pois enquanton varia sobre classes de residuos ma@k= nmtambém o farg, e aindgY) # 0
pelo Teorema (1.4), portanto vamos considerar esta Ultgl@gao para comecarmos nossos
argumentos afim de mostrar que a sd¥id, H) tem cancelamento.

Assim
N-+H 1 N+H

n:%lx(n):— > Y(a)n:%leq(na),

T(X) amodqg
observe que a soma interior € uma progressao geométrica, log

N-+H H-1 H-1

— N+n+1 _ N1 n
3 e = 3 (@™ = @ S ey

mee e 1 [ey(a)
2, @ = T )
obtemos
N eq(a)]H Y2 — [eg(a)] V2 aH ay (")
B, o) = QAN T a1 ey (o)) 72 :e‘”(w?ﬁ)W.

Portanto dessa igualdade, da equacao (2.2)|g(@e| < 1 temos

N+H
:%Hx(n)

mais quando & B < 1/2, sin(rP) > 20, dai|sin(rB)| > 2(B), e

1qf1 1
<qgzy ——
<9 2 TS/
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onde<g> é a distancia d ao nimero inteiro mais proximo.

Consequentemente, tem-se

sy 1/2 g | 1/2
x(nN)|<q ~ < q”’“logq,
n:%+1 aZl a
pois
Al
Y ~ =logA+y+ oA™Y,
a1 @

onde 0< y <1 é a constante de Euler.

Tanto para a busca de generalizagcdes quanto para um engebalimais profundo dessa
formula, vale a pena investigar mais a soma dada por (2.1).

2.2 Completando Somas usando Analise Harmonica

O método que apresentamos aqui pode ser encarado como wsgw@eral de relacionar
somas incompletas com somas completas, usando analisérieamObservamos que a soma
completa precisa ser estimada, e que usa métodos bem thfedms que discutiremos poste-
riormente. Considere o problema de estimar (2.1). O somamndgik&tério e como em (2.2),
gueremos entender como essas variagdes implicam em caeciéta

Para simplificar estimativas posteriores € convenientedozir uma fungéo teste suavizante
g(t) de classeC™, que seja identicamente 1 ejN,N + H|, que se anula fora do intervalo
[IN—RN-+H+R], com 1< R < N, como descrito no gréafico a seguir,
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N—R N N+H N+H+R

V)< RY, v=01.2,....

Usandaog para definir
=) 9(n)x(P(n))eyg(Qn)),

a contribuicao do intervaldl < n < N-+H éigual aS(N,H) e a dos intervaloBl —R<n <N
eN+H <n<N+H+RéO(R), portanto

assim, pareR arbitrariamente pequeno € suficiente esti@aem vez deS. Quebrando em
classes de residuos, tem-se

S= ) XPXeQX) > gm= % x(PX)eg(QAX)H 9(rq+x).

x(modaq) n=x(modq) x(modq) r

Assim, note que a variavelvaria sobre um conjunto completo de classes de residuos mo-
dulo g, mas a soma interior ainda dependexdaao permitindo que utilizemos a estrutura
completa de.

Para eliminar esta limitacdo vamos aplicar a férmula do s@neade Poisson, que afirma
que

~+o00 +0o0 too
f(n / fy
2= 2

Portanto

400
Yorarx) =Y [ aaroe-iydy

T

e por uma mudanca de variaveis tem-se
g(rg+x) = (Ix) /g £)dE = 15 ey(1N)§ ('—)
Zeq a3 %9(g)"
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~+00
ondeg‘(é) = /g(E)eq(—IE)dE é a transformada de Fourier de

—00

Agora

qZ () PRD.

ondeW(P,Q,l) = Z X (P(x))eq(Q(x) +1x) e considerando o valor absoluto obtemos
x(modg)

1
<=
q

g(l—]) ' WERQN. (24

q

a30(g) 3 XPORQR

Observe que, em efeito ao método usado, a variavel compfetaseparada da outra var-
iavel. Para prosseguir vamos trabalhar em (2.4) as prauésidey(1/q) para diferentes val-
ores dd e deixaremos a soma completa para uma proxima secao.

No caso em que= 0, temos

+oo N N-+H N-+H+R
§(0) = é _/ dt+/dt+ N+/H g(t)dt=H +O(R) (2.5)

note que paraR < H, §(0) é nao nulo.

Sel # 0, integrando por partes uma vez, obtemos

| agty / i\ g It q It
A o - - / . / o
g(a) _Rlllmoo 27iil e( q>| < T o /g(t) < q)dt 2l /g(t)e< q)dt
—Ry o0 —o0

pois fora do intervalgN — RN+ H + R] a fungéog(t) se anula. Entao

2mil /g (")dt <3 |||/}9 )|t

masg (t) < R~! e aintegral acima é nula no intervallo< n < N+ H e os outros dois intervalos
novamente contribuem co@®(R), donde

o) <(3)
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Comog € C”, podemos integrar por partes quantas vezes quisermosnasgavezes,

v >1eassim
o)) Joroe(-4)e
q q I q

pelos mesmos argumentos vistos anteriormentgg"dét) < R7Y, segue que

e qvl—v
o(5) <7 RIYV. v=12... 2.7)

arelacdo acima é vélida de fatos@ pelo menos 1, pois as derivadas de qualquer ordegn de
nao se anulam apenas nos dois intervalos de tanfanho

Escrevendo

S=S+S+S,

onde

1 1 | 1 |
S— L40Wr00), s-1 @(—)w PQI), S 1 @(—)w Q). (2.8)
AOWPQO. s=¢ 5 a(gwren. s=7 5 ofg)wiray

tem-se de (2.5) que L
de (2.6) que .
BT

e de (2.7) que

Observe que a estimativa final @g depende da considerac@P, Q,1), e posteriormente a
estimativa deS(N,H) depende da escolha final &ee L, que consideramos nos exemplos a
sequir.
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2.3 Aplicacoes
Nesta se¢do vamos considerar dois exemplos das somasdestudasecao 2.2, e usaremos
as mesmas defini¢des deR, L. Primeiro consider®(x) = x e Q(x) =0, tal que
N+H
S(N7 H) = % X(n>7
n=N+1

ou seja, o caso de Pdlya-Vinogradov. A soméP, Q1) é

WPRQD= T X(Melx).
(o)

gue é uma soma de Gauss, e do capitulo 1,

q2 se | #0modq, X # Xo;
WPQ,I)=< g se | = 0moddq, X = Xo;
0, c.c
Assim, 1
S= a{H +O(R)}W(P,Q,0) =0;
e como

1
S_I.<< _WPaQ7| 9
1<%<L|”| (RQ,1)]

podemos ter casos em glue Omodq, nestes casd&/(P,Q,1) = 0 e este & /2, dai

1 1
S« 3y oped?y g
1g\l|§L| ’ 1<I<L

consequentemente esptem-se

1 1
Sl<<q% Z l—:q% <IogL+V+O<E)),
1<T=L

onde 0< y < 1 é a constante de Euler. Mas os terrq%);zeq%O (%) sdo no méximaq%, que é
sempre menor quqé logL parag suficientemente grande, portanto

S < qzlogL.
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E ainda 1 1
S<g Ry S WPRQN =g YRy
\I>L“| |I>L“|

para que a série seja convergemeleve ser pelo menos dois, ai

S < qv—l/ZRl—le—v —I—qv_l/le_VO (L_];/) 7

0 ultimo termo é bastante pequeno, assim

v—1/2pl-vy 1-v _ 125 ( 9\
S < g YRV — g RL(RL> ,

note que se foRL < g ndo conseguimos estim&, seRL > q o termo fica arbitrariamente
pequeno, enquanto se colocarnRis—= g a estimacao d& nem ao menos depende dedai

NIl

S K Q2.

Com as contribuicdes d&, S; e S obtemos
S < a?logL +q? < g log(q/R) < g2 logg,

pois 1< R.

Agora que ja estudamos o teorema de Pdlya-Vinogradov, vaorssderar um caso menos
trivial, comP(n) = n? + 1, ainda serf(n) = 0, ou seja, estamos com a soma

N+H )
N,H) = 1).
S(N,H) n:%Hx(n +1)

Pelo método trabalhado na secao anterior, obtemos neste cas

1./l
onde, agora
WPQH= T x(¢+Dey(lx).

x(modaq)

Considere§; = S+ S + S, ondeS, S e S sdo dadas como em (2.8). Agora vamos
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estimaW(P,Q,l). A comecar poS, temos

W(PQI= 5 x(+1),

x€lq

do Teorema (1.5) temos quéx) = x?> 4 1 tem no maximo duas solucdes &gou em qualquer
extensao deste, e conyoé uma caracter néo principal, segue do Teorema (1.6) que

W(P.Q,l) < g2

EmS eS, tem-se
W(P.Q1) =y Xx(x*+1)eq(lx),

xeliq
e novamente pelo Teorema (1.5), agora combinado agora ca@orera (1.7), temos

W(P,Q,1) < 2q"/2,

assim, em todo caso
W(P,Q,I) < "2

Agora substituindo esta estimativa &) S, € S, e usando os resultados das equacdes (2.5),
(2.6) e (2.7), obtemos

1
v

S=q2H+OR)}, s1<a’? y Ii eS<q R Y
1A ] i1l

Entdo a estimativa dg, € dada por

1-v
S =9 Y2{H+O(R)}+q'/? (logL+ y+0O (%)) 4 q' V2R (t_ : e (L_lv)> .
Pelas mesmas consideracoes feitas na estimati@ameeaplicagéo anterior, podemos escrever
% < q—1/2H —|—q_1/20(R) +q1/2|09q+q1/2,

como por hip6tesél < g, e o segundo termo € muito pequeno pgebitrariamente grande,
tem-se

K q% logag.
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Mais uma vez vimos que com este método ndo se consegue qadimeaeira de/2. O
teorema de Pélya-Vinogradov mostra que somas do tipo (@utgsntervalos de mais qug’2
inteiros mostram cancelamento, ou seja, seu valor absélm@enor que o niumero de termos.
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Somas Curtas e o Teorema de Burgess

A funcéo divisor denotada pak(n) é o nimero de divisores positivos do inteiro positivo
Note que esta ndo é completamente multiplicativa, mesnupsaaltiplicativa, poi(4) = 3,
ed?(2) = 4. Esta funcéo é tal que para qualqaer 0, d(n) < né.

Neste capitulo tratamos de somas curtas, isto €, somas istdmealos de comprimento
H < g¥/2. De fato, consideramos somas da forma (2.1) &m = neQ(n) = 0, isto é

N-+H

S(NaH): %1X<n)7 (3.1)
n=+

comH < /2. Observe que se completarmos esta soma da maneira do aapitettior, obte-
mos ainda
S(N,H) < g"/?logq,

ou seja, temos uma estimativa nao-trivial somentd se q*/2logq. Por esta raz&o precisamos
de uma outra maneira para criar alguma “variavel mais cataprig a partir do deste novo
método obtemos uma prova do Teorema de Burgess, que enus@goma:

Teorema 3.1.Seja g> 1 e x um caracter modulo g, ndo principal. Considere ainda>M e
1 <H < g. Entdo para qualqueg > 0 arbitrario

k+1

SN, H) <¢ k Hli%qm+£7
parak = 1,2, 3. Além disso s € livre de cubos, o resultado segue para todd\N.
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Note primeiro que para qualquee N,

S(N.H) = Zq Xx(n+s)
N—s<n<N+H-s

= X(n+s)+ X(n+s)— X(n+s)
N<nZ\J+H N—sanN N+H—sZn§N+H

= x(n+s)+ x(n) — x(n)
N<nZ\I+H N<nZN+S N+H<nZN+H+s

= EN X(n+s)+S(N,s) —S(N+H,s), (3.2)
N<n<N-+H

por incluir e exluir. Supondo que< H, as somas no segundo e terceiro membros sdo mais
curtas que a soma original, permitindo uma demonstracamgocdo. Em [8], aproveitando
uma idéia de Karatsuba, o autor, Friedlander, calcula aam®(3.2) sobre o0s inteires= ab,

onde 1<a<A, 1<b<B,comAB< H, para escrever

S(N,H) = T(N,H) + ;é S(N,ab) — AB%SN+Ham

onde 1
H)=-— X(n+ab).
AB;N<n;+H

Se(a,q) =1, temos

N<nZ\I+HX(n+ ab) - X( ) N<nZV+H X(an+ b)7

Bz%ZX x(@n+b).

portanto

A soma emm ainda esta sobre o intervgld, N + H], que é curto. Porém, note que por ser
1<a<A ac N, anassumeAH valores médulay, ou seja, mais valores do gneassume, e
procuramos usar este nimero maior de valores para criaramermsais comprida.

Assim queremos usar 0s valoras como uma variavel sé; para isso reordenamos, e esti-
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mando obtemos

1
T(N,H)| < —

X(an+ b)| :
1§;§B

Veja que a soma sobledepende somente @@ e ndo dos valores dee n separadamente.
Agora, considere a substituicAn=y, ondey percorre todo um conjunto de classes de residuos
moduloqg. Desta forma, conseguimos uma Unica variavel de compromeaior que o de,

1<a<AN<n<<N+H

mas esta € irregular.

Afim de usar a desigualdade de Hélder, precisamos de um pro@ata isso vamos definir
porv(y) o numero de pareg, n),com 1<a<A N<n<N+H, (a g)=1ean=y(mody),
assim

X(y+Db)

1<b<B

1
TNHI <= 5 vy)
AB, o)

Observe que ndo temos garantia a priori de quAtévalores quean assumem, sao todos
distintos, isto é, dependendo dos valores assumidos, psltera;n; = axny, € ainda que
fossem todos distintos, comH < q algumas vezes teremogy) = 0. Em outras palavras,
por a e n variarem uma quantia mais curta ggemuitas das classes de residuos néo seréo
representadas pan.

Agora temos o produto que precisavamos para usar a desagealtte Holder, e desta
maneira completar a soma interior que dependé,eassim obtemos

(3.3)
ondek > 1 é um nGmero natural.

Para estimafl (N,H) trabalhamos os dois fatores acima. Na estimativa do priniaior
7 7 . - . s . 2k
usamos métodos algébricos, observando primeiro que 2 € aiaauperior parge— € como
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v(y) € NU{0}, tem-se

2
T vyAi< Y = { 3 1}= s 1

y(mody) y(mody) y(mody) &\ 28K NiﬁiﬁfﬁﬁiH
an=y(mody) aTlnlza_znz_(modq)
(ag=1 (ag20,0)=1

nessa Ultima, observe que a congruémagia = axny, € equivalente axn; = a;ny, além disso
se considerarmos ndo somente o caso en{&e, ) = 1, a soma acima € menor ou igual a

1= Z 1

1§alA32§A 1§alﬁa2§A
N<nq,np<N+H N<nq,no<N+H
apny =aqnp(modaq) (ag—aq)n1=(no—np)aq (modq)

poisaxn; = ainy se e somente g@p —a;)n1 = (Np — n1)ag. O ndmero de possibilidades para
(a2 —a1)n; sdo 2AH e cada um desses valores determap@; — n;) modulog. E a ultima
expressdo acima € igual a

1+2 z 1
1<a<A 1§a1,a2§A
N<n<N-+H N<nq,no<N+H

(ap—aq)n1=(np—nq )aq (modq)
ax>aq

Como os valores de;(n; — np) estdo no intervald—AH,AH| e AH < q, ser determinado
modulog é o mesmo que estar determinado absolutamente, ou sejagai@oncia anterior
se torna uma igualdade, poidld < g. Se escrevemds= a, —a; e m=ny — Ny, tem-se

AH+2 1
1gggA 17a1§Z§A7a1

N<ny<N+H O<m<N-+H-1
by =may

de a, ser maior quea; temos que K b, observe que coma; é pelo menos 1 entdd é uma
cota superior parA — a;. Agora reordenando os indices, obtemos

AH 42 1<AH+2 1<AH+2 1,
" 1§§§A 1§b§Z—a1 B " 1§§§A 1329 B " 1§Z§A m{bry

N<ni<N+H O0<m<N+H-1 N<ng<N+H O<m<N+H-1 N<ny<N-+H
bny =may by =may

esta soma interior é a funcgé&o divisorlat, isto é€,d(bmny ), e esta como jaA mencionada é tal que
parae > 0, tem-sed(n) = O(nf), logo
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v(q)? = AH+2 Y (o) <AH+ (br)*,
1<b<A

1<b<A
N<ni<N+H N<nq<N+H

y(mody)

maisb < Aeeg >0, logob® < A*, 0 mesmo paray, isto é,n; < N¥, portanto(bn;)® < (AN)?,
conseqiientemente

Y v(9)? < AH+ (AN)® Z 1,

y(mom) N<nq <N+H
agora de ambo#, e N serem menores qu temos
Y v(9)? < AH+AHE < AHC. (3.4)

y(moay)

Para obter cancelamento parélN,H) e consequentemente peBa\,H), falta investigar
uma estimativa para o segundo membro de (3.3), que € umadsule Burgess, obtido por
meios de combinatoria.

Lema 3.2. Para um caractery ndo principal modulo g, g-primo e k um inteiro positivo, tesmo

2k
< B¥qY?+BXq.

1§%SBX(H b)

DemonstracapAbrindo a 2k-ésima poténcia, a equacao é

y(modq

2k

X((y+b1) - (y+ b (Y + bip) 2 (y+ba) 42)

>

g X(y+b)
y(modt) |1<b=B

1§b1,~zbzk§3y(m0d31)

e dai, menor ou igual &

1<b17zb2k<5

X((y+b1) - (y4+b)(y+bkr1)d 2 (y+ba)92)] .
y(mody)

36



Capitulo 3. Somas Curtas e o Teorema de Burgess

Sejamd a ordem dex, e

P(y) = (y+Db1) - (Y+ b ) (y+ b )32 (y+ b 42,

Se existéb;j que difere de todos os demdis entdoP(y) ndo € umal-ésima poténcia, pois
a ordem do zere-b; deP(y) ou € 1 ou & — 2. Portanto

S X((y+by) - (y+ B+ be) T2 (y+ba) T ) < g2
y(mody)

pelo Teorema (1.6), pois 0 nUmero maximo de zeros Péyaé X.

Por outro lado, se néo exidbe diferente dos demals, entéo osb’jsque agrupam em pares
iguais e existenDy(BX) 2k-uplas(by, ..., by) com esta propriedade, e para estes a soma

X((y+b1) - (y+ b)) (Y+ bis) 972 (y+bg) 4 2) < q.
y(mody)

Consequentemente
2k

> < B¥qY? 1 B

y(mody)

1§gng(w b)

Combinando as estimativas de (3.4) e Lema (3.2) acima, temos

T(N,H) <ke (AB)"L(AHG)L % . (B*q2 + Bkq) =

i

<xe (AB)"Y(AHCE): % - (Bga + Big?

X

).

Escolhemo#AB=H /8 < H. Dai

1 [HI=%
TNH) <ke 5|5z Hl‘?que]-(quJrB%q?lR)

Esta estimativa depende Bee para minimizar a cota superior escolherBade tal modo
1 1,1 ~ ~ -
queB* = B~ 2" %, Observe que estas expressées sdo crescente e decresgeettivamente,
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. . . . . 1
por isso escolhemd3 para mediar esse crescimento e decrescimento. ABsi#gz e

1 1

T(NH) < HETR | (q%) gk + (q%) 2 k| of

1 1 1 1 1
—  H& (qﬂZ+ZR +q‘”+ﬂ+ﬂ) q°

k:
e HIEqacte.
Ou seja,
k+1
IT(N,H)| < CieH kqae T,

para alguma constante positl@ague depende dee €. A partir deCy ¢, definimos uma outra

constante,
Cke
Dk,e = 3 5

—~ . 3.5
1282 59)

Para concluir a demonstracdo do Teorema(3.1), trabalhponasducéo, observando primeiro
gue seH é suficientemente pequeno, entdo o resultado do Teorems€gue, pois

LS
)

H < g2

para todce > 0, e a estimativa é trivial.
Agora pela nossa hipétese de indugdo supomos que o Teoréjna@ para todél; < H,
em particular para qualquer nimetp = ab < H/8, e podemos estimar

1 @+£

S(N,ab)|,[S(N +H,ab)| < Dxg(H')* kqa

Consequentemente

k+1

1 Xtiie
4k2+’

k+1
ISIN,H)| < G eHY kqa@ € 42D, o (H') L kg

k+1

SIN,H)| < GyeHY kqad ™ 4 282D, H1kqad ¢

k+1

= (Ck@‘f'zg_sz,e) Hl—%qﬂﬁ-f’
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observe que da maneira cordg foi definida, obtemos
3
Che + 2K *Dige = Dice-

Portanto
k+1

S(N,H) < H kqae T,
0 que prova o Teorema de Burgess.

. P .. . 1 kil
Vale a pena considerar quando esta cota é ndo trivial, istttece quandbli~kq#? < H,
0 que é equivalente a
ki1
H>q%,

. 7 ;- .. 1
daqui vemos que é necessario e suficientdter 39 para algumd > 0, por tomark su-
.. . . 1 ~ . .
ficientemente grande. Para ilustrar, considere o caso erilgae)3, entdo nossa estimativa

7

e
1,1

1 1
S(N,¢3) < g3 =@,
utilizando os valores de= 2, 3, 4, 5, 6, 7, obtemos respectivamente 0s expoe%@ 0,3542,
1220,3333, & = 0,3281, 15 = 0,3267, 1 = 0,3264, 28 = 0,3265. Observamos a partir
destes expoentes suspeitamoslkyaes pode resultar na melhor estimativa para a s6(haH )
quandoH = q%.

Afirmamos que existe um determinado valor, tal que paraior que este, a estimativa é
nao trivial, e mais ainda, que existe kmue nos da a melhor estimativa.

No exemplo deH = q%, observe que em

1 1

1
3 1w

parak > 1, temos um expoente maior q%eo préprio% e 0s demais menores, mais quando
olhamos no limite par& arbitrariamente grande, este igu%l,a)u seja, deve haver um ponto
de minimo.

No caso geral, corll = g9, para a estimativa ser nao trivial, devemos ter

>k+1
4k

ou seja, dadar, a partir do valor dé& que satisfaz a inequacédo acima, teremos uma estimativa
nao trivial.
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SubstituinddH = g” na estimativa geral, e como queremos uma estimativa naal tobte-
MOS 0 seguinte expoente paya
k+l a (1 N1 1
42k \4 k  4k2’
como ja observamos vai existir um valor de minimo, e paramnaoesse valor die, suponha
por um momento quk seja uma variavel real, entdo se calculamos a derivadastemo

. 1\1 1 0
4) K2 2k3 7

o que da
2

“=da-1T
observe que o melhdt é o dobro do valor para o qual a estimativa se torna néo trisel
necessario consideramos o valor inteiro anterior ou sacessencontrado aqui, visto qle
inteiro inicialmente.

Se usando esses resultados, calcularemos novamente pa%apara a estimativa ser nédo
trivial deveremos tek > 3, e a melhor estimativa se da quarnde 6, como haviamos encon-
trado.

Note que se ao invés da desigualdade de Hélder, tivésseanis asesigualdade de Cauchy,
(3.3) teriamos,

1
2) 2

NI

X(y+b)

1<p<B

)

\T(N,H>|sAiB{ h: )v(y)z}
y

mody y(mody)

isto &, a desigualdade de Holder pkra 1. Assim com os resultados encontrados, tem-se
1 1,951 1
T(N,H) <¢ (AB)"*(AHf)z - (B°q2 + Bq)2.
E terminando com o mesmo raciocinio, obteriamos

i(A%H%qe) . (Bq% +B%q%)

S(NvH) <<£ AB
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deB = H/4AtemosAB=H /4, logo
¢ HZ 1 1
S(N7H)<<Eq ?CI“—HJ]? < Q2e.
2

1/2

Observe que este resultado é triviallde< q'/2, e se fossed > /2 terfamos usado o

método do capitulo anterior.
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