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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento caudal da distribuicao da soma de um
nimero aleatorio de variaveis aleatorias, sob a hipotese de que as variaveis envolvidas
sao de variagao consistente. Esses resultados sao utilizados para a obtencao de relagoes
assintoticas, quando o capital inicial cresce, para as probabilidades de ruina a tempo

finito dos modelos de risco de renovacao classico e composto.

Palavras Chave: Cauda pesada; Variacao consistente; Soma aleatoria; Modelo de

Risco de Renovagao; Probabilidade de ruina.



Abstract

In this work we study the tail behavior of the sum of a random number of random
variables, assuming that the random variables have consistent variation. These results
are used to obtain asymptotic relations, when the initial capital increases, for finite-

time ruin probabilities in compound and classical renewal risk models.

Key-words: Heavy tail; Consistent variation; Random sum; Renewal risk model;

Ruin probability.
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Introducao

A area da ciéncia atuarial que estuda modelos relacionados a seguros de nao-vida,
como por exemplo seguros de automoéveis, viagens e residéncias, ¢ chamada Teoria de
Risco. Os modelos matematicos para a evolucao da reserva de capital de uma empresa
seguradora ao longo do tempo sao chamados modelos de risco ou processo de reserva
de risco.

Os primeiros estudos e resultados sobre teoria de risco foram realizados por Lund-
berg no inicio do século passado e desde entao essa area vem sendo estudada ativamente.
Os primeiros modelos de risco eram bastante simples e, consequentemente nao havia
grande relevancia pratica nas aplicagoes, mas nas ultimas trés décadas a Teoria de
Risco atingiu uma consideravel maturidade matematica.

No modelo cléssico de risco, proposto por Lundberg (1926), considera-se que o
processo de chegada dos pedidos de indenizagoes ¢ um processo de Poisson homogéneo,
os valores das indenizagoes sao variaveis aleatorias i.i.d. (independentes e identicamente
distribuidas), independentes dos tempos de ocorréncia das indenizagbes, e a entrada
dos prémios ¢ linear no tempo.

O modelo de risco de renovagao, introduzido por Sparre Andersen (1957) é uma
extensao natural do modelo de Lundberg, no qual assume-se que o processo de chegada
das indenizacoes é um processo de renovagao, ou seja, um processo de contagem onde os

tempos entre chegadas das indenizagoes sao variaveis aleatorias i.i.d. com distribuicao



arbitraria. No modelo de Lundberg, esta distribuicao é a exponencial. Assim, no
modelo de risco de renovacao a reserva de capital de risco ao longo do tempo pode ser

descrita como
7(t)

R(t) = x+ct—Y Zi, t>0 Q)
=1

R(0) = =z,

onde x > 0 denota o capital inicial da empresa, ¢ > 0 denota a taxa de prémio
constante, 7(t) = sup{n > 1: T, <t} é o nimero de indenizagoes individuais pagas
no intervalo [0, ], onde T}, é o tempo de ocorréncia do n-ésimo acidente e Z; representa
o custo da i-¢sima indenizagao paga. O processo {7(t),t > 0} ¢ um processo de
renovagao, ou seja, os tempos entre-chegadas dos pedidos de indenizagdes (sinistros)
{0;,i > 1} sdo v.a.’s i.i.d. . Assume-se que as sequéncias {Z;,7 > 1} e {6;,i > 1} sdo
independentes.

Uma caracteristica do modelo de risco de renovagao classico, descrito por (1) é que a
cada acidente esta associado o pagamento de uma tnica indenizacao individual. Tang,
Su, Jiang e Zhang (2001) introduziram uma generaliza¢cdo do modelo de renovagao
classico, chamado modelo de risco de renovacao composto, onde em um tnico acidente
pode ocorrer o pagamento de um ntimero arbitrario de indenizagoes. Processos deste
tipo sao mais realistas para modelar seguros associados a ocorréncia de catéstrofes,
principalmente relacionadas a eventos naturais como terremotos, furacoes, enchentes,
etc.. Desta forma, no modelo de risco de renovacao composto a reserva de capital de

risco ao longo do tempo t & dada por

7(t)

Rit) = z+ct—Y S, t>0 @)
n=1

R(0O) = =z,

onde z é o capital inicial, ¢ > 0 é a taxa de prémios, {7(¢),t > 0} é um processo de



renovacao que descreve o nimero de catastrofes ocorridas ao longo do tempo e S](\ZL) é
a perda agregada em decorréncia da n-ésima catéastrofe e é descrita por

Nn

S(n) _ Z ZZ'(N) 7

i=1
onde Z,;(") ¢ o custo da i-ésima indenizagao individual paga em virtude da n-ésima
catastrofe e N, representa o ntiimero de indenizagoes associadas a n-ésima catastrofe.

),i > 1} sao copias independentes

Neste modelo, para cada n > 1 as sequéncias {ZZ-(n
das v.a’s iid. {Z;,i > 1} e N;, i > 1 sdo v.a.’s i.i.d. assumindo valores inteiros nao
negativos e independentes de {Z;,i > 1} e do processo {7(t),t > 0}.

Um dos principais interesses da Teoria de Risco é o calculo da probabilidade de
ruina, ou seja, a probabilidade de que a reserva de capital da empresa seguradora
(reserva de risco) atinja um valor negativo em algum instante de tempo finito. Mais

especificamente, o primeiro instante de tempo em que ocorre a ruina é chamado tempo

de ruina e é dado por
Y(z) =inf{t >0: R(t) < 0| R(0) =z}
e a probabilidade de ruina a tempo finito ¢ > 0 é representada pela fungao bivariada
U(x,t) = P(Y(x) <t), = >0.

Para a grande maioria dos modelos de risco nao é possivel calcular exatamente a
probabilidade de ruina. Busca-se, portanto, estimativas para seu valor ou procura-se
conhecer o seu comportamento assintético quando o capital inicial cresce. Os resultados
variam bastante de acordo com a classificacao das caudas das distribui¢oes dos custos
de indenizacoes.

Em geral, nas varias areas de probabilidade aplicada e inclusive na teoria de risco,

as variaveis aleatorias que melhor ajustam os dados envolvidos nos problemas sao



de cauda pesada, ou seja, variaveis cujas caudas (4 direita) das respectivas fungoes

¢ quando

de distribuicao decaem mais lentamente do que qualquer exponencial e~
x — 00.

Dentre as distribuicoes de cauda pesada mais conhecidas estao as distribuigoes de
cauda de variagao regular, as distribuicoes de variacao dominada, de variagao longa e
as subexponenciais.

Neste trabalho, baseado em Tang (2004a) e Aleskeviciené, Leipus e Siaulys (2008),
estamos interessados no comportamento assintotico, quando x — oo, da probabilidade
de ruina a tempo finito para os modelos de risco de renovacgao classico e composto,
quando as variaveis envolvidas tém distribuicao de variacao consistente. A classe de
distribui¢ao de variac¢ao consistente foi introduzida por Cline (1994) e é uma classe de
distribuicoes de cauda pesada intermediéria entre as de cauda de variagao regular e as

de variacao dominada.

O comportamento da cauda de somas aleatorias do tipo

U
Sn = Zgz
=1

tem um papel fundamental para a obtencao das relagoes assintéticas para a probabili-
dade de ruina a tempo finito nos modelos de risco considerados. A cauda da distribuigao
de S, depende essencialmente das caudas de 7 e das §;’s e da interrelacao entre elas.
Assim, no Capitulo 1, apresentamos inicialmente as definigoes das distribuigoes de
variagao consistente e das demais classes de distribuigoes de cauda pesada consideradas
e as relagoes de inclusao entre elas. A seguir, apresentamos alguns resultados, obtidos
por Ng, Tang e Yang (2002) e Aleskeviciene et al (2008), sobre o comportamento
assintotico da cauda da distribuicao de somas aleatérias S, com {;} ou 1 de cauda
de variagao consistente e para diferentes casos de interrelagao entre as caudas de {&;}

e 1), que serao uteis para o desenvolvimento do restante do trabalho.



No Capitulo 2, estudamos o comportamento assintotico das probabilidades de ruina
a tempo finito para os modelos de risco de renovacao classico e composto. Iniciamos
considerando o modelo de risco de renovagao classico, descrito em (1) e apresentamos
no Teorema 2.1 o resultado obtido por Tang (2004a), que estabelece uma relagao ass-
intotica para a probabilidade da ruina a tempo finito ¥(z,t), quando o capital inicial
cresce e t varia uniformemente num subconjunto apropriado. A seguir, apresentamos
relagoes assintoticas semelhantes para a probabilidade da ruina a tempo finito, obti-
das por Aleskeviciené et al (2008), para o modelo de risco de renovagdo composto,
descrito em (2), considerando trés casos (Teoremas 2.2, 2.3 e 2.4) de interrelages en-
tre a cauda da distribui¢do da quantia de indenizagoes individuais (P(Z > x)) ¢ a
cauda da distribuigdo do nimero de indenizagoes pagas (P(N > x)) em cada acidente
ou catastrofe. Finalizamos o trabalho apresentando alguns exemplos que ilustram os

resultados assintoticos apresentados para o modelo de risco de renovacao composto.



Capitulo 1

Somas Aleatérias com Distribuicoes

de Variacao Consistente

1.1 Introducao

Neste capitulo estudamos propriedades de distribuicoes de variacao consistente e
de somas aleatorias envolvendo distribuigoes dessa classe, que serao utilizados no de-
senvolvimento do Capitulo 2.

Inicialmente, apresentamos na segao 1.2 alguns conceitos e notagoes preliminares,
que serao utilizados ao longo de todo o trabalho.

Na secao 1.3, apresentamos o conceito de cauda pesada e as defini¢oes das principais
classes de distribuicoes de cauda pesada, em especial a classe C, das distribuigoes de
variacao consistente, que sao de principal interesse neste trabalho. Apresentamos as
relagoes de inclusao entre essas classes, demonstrando em detalhes aquelas envolvendo
a classe C.

Por fim, na secao 1.4 apresentamos as relagoes assintoticas, obtidas por Ng et al

(2002) e Aleskeviciené et al (2008), para a cauda da distribuigdo da soma aleatoria
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1

Sy = Z &, que serao aplicados para o estudo do comportamento assintético da proba-
i=1
bilidade de ruina do modelo de risco de renovagao composto, a ser estudado no préximo

capitulo.

1.2 Preliminares

Nesta secao apresentamos algumas notacoes e conceitos que serao usados ao longo
de todo o trabalho.

Comecemos com a definicao de alguns limites especiais.

Defini¢ao 1.1 Dadas duas fungées positivas a(z) e b(x), dizemos que

(a) A fungao a(x) € assintoticamente menor que b(x) se

a(x)

lim sup m <1
T— 00 x

e denotamos entao a(z) < b(x). Neste caso dizemos também que b(x) € assintoti-

camente maior que a(z) e denotamos por b(x) 2 a(x).

(b) Se a(z) S b(x) e b(x) < a(x), entao dizemos que a(x) e b(x) sao assintoticamente

1gUals, 0U Seja
b
lim o(z) = lim (z)

AR era)

e denotamos a(x) ~ b(x).

(¢) Dizemos que a(z) = O (b(z)) com z — oo se

@‘@o.

b(x)

(d) Dizemos que a(x) = o (b(x)) com x — 0o quando

lim sup

r—00

. a(z)
3311—{20 b(x) 0.



Uma observagao importante e facil de se verificar é que a relagao de igualdade
assintotica dada em (b) é uma relagao de equivaléncia.

A propriedade abaixo serd usada varias vezes ao longo do trabalho.

Proposicao 1.1 Se a(z) e b(x) sao fungoes estritamente positivas no intervalo (z, z+

k) C (0,00), k >0 e a(x) ~ b(x), entdo
/I a(u)du ~ /fﬂ b(u)du . (1.1)

Demonstracao: De acordo com a definicao de igualdade assintética, precisamos

verificar que
, f;Jrk a(u)du
im = ——— =1
200 [T b(u)du
Como a(x) ~ b(z), entdo dado € > 0, existe M > 0 tal que para todo x > M,

a(x)
1—5<%<1+5. (1.2)

Assim, para todo z > M se u € (xz,x + k), entdo u > M. Logo, de (1.2), segue que

f“k Mb(u)alu

S atwde e ()
x4k = z+k < (1 + 6)
L2 b(u)du L7 b(u)du
) (u)
z+k alU
x —=b(u)d
I +k a(u)du N o) (u)du
z+k = z+k > (1 - 5) !
L b(u)du L b(u)du
Pela definigao de limite, temos portanto que a equivaléncia (1.1) é valida. 0O

A definicao seguinte é também uma relacao assintética, mas para fungoes bivariadas,
quando uma delas tende a infinito e a outra pertence a um determinado conjunto nao
vazio. Todos os teoremas do Capitulo 2 usarao esta relacao para a probabilidade de
ruina, onde uma das varidveis ¢ o capital inicial da empresa seguradora e a outra ¢é o

tempo.



Defini¢ao 1.2 Dadas duas fungées bivariadas positivas a(-;-) e b(-;-), dizemos que a

relagdo assintdtica a(x,t) ~ b(x,t) vale uniformemente para t € A nao vazio se

a(x,t)

b(x,t)

Claramente, a rela¢do assintotica a(x,t) ~ b(x,t), uniformemente em t € A vale se,

lim sup
T00 teA

_1':0_

e somente se

t t
lim sup sup a(z,1) <1 e liminfinf a(z,1)
v—oo  teh D(x,1) z—oo teA b(x,t)

>1.

As duas inequagbes acima significam que a(z,t) < b(x,t), uniformemente parat € A

e que a(z,t) 2 b(z,t), uniformemente para t € A, respectivamente.

1.3 Distribuicoes de Variacao Consistente

Uma fungao de distribui¢ao pode ser classificada como sendo de cauda leve ou pe-

sada, dependendo da velocidade do decaimento a zero de sua cauda quando comparada

¥ para todo

com a cauda de fungoes de distribuigao da familia exponencial, ou seja, e~
e>0.

Especificamente, temos

Defini¢ao 1.3 Uma fungao de distribuicao (f.d.) F € dita de cauda pesada (& direita)

se para todo € > 0,

limsupF@) =00 (1.3)

r—00 €

-

e € dita de cauda leve (a4 direita) se existe € > 0, tal que o limite superior em (1.3) é

finito, ou seja F (r) = O(e=%).

Podemos denominar também as variaveis aleatérias como sendo de cauda leve ou

pesada, de acordo com a classificagcao de sua fungao de distribuigao, ou seja, X ¢é dita



de cauda pesada, se a f.d. de X tem cauda pesada. Analogamente para X de cauda
leve.

E imediato da definicdo que qualquer distribuicido Exponencial de parametro A > 0
é¢ um exemplo de f.d. de cauda leve. Alguns outros exemplos de distribuicao de cauda
leve sao a Geométrica de parametro 0 < p < 1, a Poisson de parametro A > 0, a
Weibull com taxa de falha crescente, a Normal, etc.

Alguns exemplos de distribuicoes de cauda pesada sao a Pareto, a Lognormal e a
Weibull com taxa de falha decrescente. Para estes e outros exemplos veja Embrechts
et al (1997).

A proposigao a seguir fornece uma definicao equivalente a anterior, cuja demons-
tragao pode ser encontrada em Santana (2006), que permite decidir sobre o comporta-
mento da cauda de uma fungao de distribuicao através da existéncia da fungao geradora
de momentos Mx(s) = Ee* = [*_e*dF(z), onde F(x) ¢ a funcdo de distribuiao de
X.

Proposicao 1.2 Uma v.a. X (ou sua fun¢ao de distribuicao) é de cauda pesada a

direita se, e somente se,

Mx(s) = Ee** = o0,

para todo s > 0.

Através da demonstracdo dessa proposicao, nota-se que para algum ¢ > 0, Fx (z) =
O (e™%%) se, e somente se Ee*® < oo para todo 0 < s < e. Ou seja, X ¢ de cauda leve
se, e somente se, Mx(s) € finita numa vizinhanga (positiva) da origem.

Concluimos entao que a v.a. X é de cauda leve se, e somente se tem momentos de
todas as ordens finitos. Essa é uma exigéncia bastante forte para situagoes praticas

envolvendo quaisquer distribuicoes.



A classe das distribuic¢oes de cauda pesada se divide em varias subclasses. Dentre as
subclasses de cauda pesada, estamos principalmente interessados na classe de variagao

consistente, que definimos a seguir.

Definigao 1.4 Dizemos que uma fungio de distribuicio F(x) = 1 — F (), definida

em (0,00), € de variagao consistente se sua cauda, F (x) satisfaz:

F
lim lim sup %) — (1.4)
Il 2000 F (CC)
ou equivalentemente, o
F
lim lim int ) 1 (1.5)

yll =00 [ (x)

Denotaremos C o conjunto das distribuicoes de variagao consistente e diremos que
F € C se satisfaz (1.4) ou (1.5).

O conceito de variacdo consistente foi introduzido por Cline (1994) e desde entdo
vem sendo utilizado em estudos sobre o produto de v.a.’s independentes, na obtencao
de relagoes assintoticas entre soma e méaximo de soma de v.a.’s independentes e em
diversas aplicagoes, como em teoria de filas e teoria de risco (veja por exemplo Ng et
al (2004) e suas referéncias).

A classe C é uma extensao da conhecida classe de distribuicao de cauda de variagao
regular. Na verdade, ¢ uma classe intermediédria entre as distribuicoes de cauda de
variacao regular e variacao dominada, as quais definiremos a seguir juntamente com

outras das principais subclasses de distribuicao de cauda pesada.
Definicao 1.5 Seja uma fungdo de distribuicio F(z) =1 — F (x) definida em (0, 00)

(a) Dizemos que F' pertence a classe R se sua cauda F € reqularmente variante, ou

seja, existe 0 < a < oo tal que

- F(zy)
lim — =y ara cada y > 0.
I TV y




Neste caso, denotamos F € R_,. Se oo = 0, dizemos que a cauda de F € lentamente

variante.

(b) Dizemos que F tem varia¢ao dominada, e assim pertence a classe D se sua cauda

satisfaz o
F
lim sup _(xy) <00, para cada y € (0,1).

(¢) Dizemos que F tem cauda longa e assim pertence a classe L, se

F
lim le para cada y > 0,
ou equivalentemente
F(x—
lim le para cada y > 0.

(d) Dizemos que F' é subexponencial e assim pertence a classe S, se

lim F_*n (z)
5 (1)

=n, para cadan > 2,
onde F*™ denota a n-ésima convolucao de F' consigo mesma.

Se F' ¢ uma f.d. definida em R, dizemos que F' pertence a uma determinada classe
se a parte positiva de F, denotada por F, pertence a essa classe, onde F*(z) =
F(x)Iz>0y e Ix denota a fungao indicadora do conjunto A. Ao longo deste tra-
balho consideraremos somente funcoes de distribuicio F(z) = 1 — F (z) definidas
em [0, 00), consequentemente, as v.a.’s associadas a estas fungoes de distribuicao serao
nao-negativas.

Na proposicao abaixo apresentamos as relagoes entre as classes de cauda pesada

definidas anteriormente.

Proposigao 1.3 Seja KC o conjunto das fungoes de distribuicao de cauda pesada. Sao

validas as sequintes relagoes de inclusao entre as subclasses de K :



(a) R CCC LND cCcSC L CK
b)D¢gS ,S¢gD
(c) CER ,CALND e LF*S

Demonstragao:
Faremos somente a demonstracao das relagoes envolvendo a classe C', de nosso
interesse. As provas das outras relagoes podem ser encontradas em Santana (2006) ou

Embrechts et al (1997) e nas referéncias 14 indicadas.

(i) R CcC:

Seja F' € R, entao da definigao de variagao regular, existe uma constante a > 0

tal que o
F
lim limsup _(acy) = lim y™®* = 1.
yT1 T—00 F(ZL‘) yT1
Portanto F' € C.
(ii) C € LND:
. L . F (xy) .
Seja F' € C. E imediato que lim sup — < 00, ou seja, F' € D. Para provar

que F' € L, basta provarmos que para z > 0,

F(z—2)

liminf ——* >1 1.6

it = (1.6)
e —

. F(x—2)

limsup —=<1. 1.7

e T F) (L.7)




Como y(z) < 1 e F é ndo-decrescente, entdo

Flay) TFle—2)
F (2) Fz) — 7

Portanto (1.6) é valido, para qualquer f.d. F.

Vo .

Verifiquemos agora (1.7). Observe que y(z) T 1 quando z — oo, entdo como
F € C, segue da definicao que para cada z > 0, dado ¢ > 0, 30 > 0 tal que

1 —y(x5) < 0, para algum x;, implica

Ia .
1—a<limsupM<l+e. (1.8)

Agora, x > x5 implica y(z) > y(zs) e dai
1 -6 <y(zs) <ylz)<1.

Temos entdo (1.8) valido para y(z), como desejado, ou seja,

F
hmsup% <l+e.
T—00 xz

Fazendo ¢ — 0, tem-se para z > 0 fixo

F F(z—
lim sup M = limsupM <1,

que prova a inequacao (1.7) e consequentemente completa a prova de F € L.

Portanto F € LN D.
(ifi) C £ R :
Considere a v.a
X=(1+Y)2N,

onde Y e N sao v.a’s independentes, Y com distribuicao Uniforme no intervalo
(0,1) e N com distribui¢cao Geométrica de parametro 1 — p, ou seja, P(N = k) =
(1 —p)p® para k =0,1,2,...ep e (0,1).



Seja F' a f.d. de X. Provemos que F' € C, mas F' ¢ R.
Observe que, como Y e N sao independentes,
F(z) = P(1+Y)2N >2)

— iP((1+Y)2’“>x) P(N = k)

= Z(l—p)pk-P(Y>x2’k—1).

k=0
Primeiro verifiquemos que F' ¢ R. Para isto, sejay = 1,5 e considere a sequéncia

{z, =2",n=1,2,...}. Temos que

(1—p)p*- P(Y >3.2"7F1 1)
= (1.9)

F(z, >
(n) S (L—ppt-PY >2nF 1)
k=0
Como Y é uma v.a. com distribui¢ao uniforme em (0, 1), temos
1/2 , sek=n
PY>3-2""1-1)=¢ 1 | sek>n+1
0 , cc
e
Lk 1 , sek>n
P(Y >2"F 1) = (1.10)
0 , cc

Substituindo estes resultados em (1.9), segue que

_ 0,5-p"+ > pF
F(1a5xn) k=n+1

F(xn) = L
;p

= 0,5(1+p). (1.11)




2n+1

Escolhendo agora a sequéncia {y, = =5—,n = 1,2, ...} obtemos

_ d pfP(y >2vk o)
F (175 : yn) _ k=0

Ty " E e . (1.12)
" L.ply _
Zp > 5 1
k=0
Mas
2/3, sek=n—1
n—k+1
P<Y> 5 —1)2 1 , sek>n (1.13)
0 , cc
Substituindo entao (1.10) e (1.13) em (1.12) obtemos
F(yn) a 2 n—1 i
3p + 1—p
_ (1.14)
2+p
lim —F_(L&U)

nao existe. Da definigao de variagao regular, conclui-se que F' ¢ R.

Provemos que F' € C. Observe primeiramente que para qualquer x > 1, existe um

tinico inteiro n = n(z) tal que 2" < < 2"*!. Entédo, para qualquer [ € (3, 1),
Pl _ P(A+Y)2Y> M)
F(z)  P(Q1+Y)2N > )
P((A+Y)2V > z)+ P (lz < (1+Y)2N <)
P((14+Y)2N > x)
P(lx < (14Y)2N <)
< + ,
- P((14Y)2N > 2ntl)

(1.15)



pois x < 2""1. Agora, de (1.10) segue

P(1+Y)2N >2th) = (1-p) ipk -P(Y > 2nFr )

k=0
= (1-p) > 9
k=n-+1
= p"tt. (1.16)

Substituindo (1.16) em (1.15) e observando que P (lz < (14 Y)2* <) # 0 se,

e somente se kK =n — 1 ou k = n, obtemos

F (Iz) 1 _
) < 1+ e k:zn:lp (lv < (1+Y)2" <) P(N = k) .(1.17)

Mas, para k =n — 1 ou k =n,

Ple<(1+Y)2"<z) = P(lz-27"-1<Y <z-27F-1)
= (-2 -1 —(lz-27" 1)
= x-27F1-1)
< (1—1)2n ket (1.18)

Substituindo (1.18) em (1.17),

n

(1=10) Y p(a—p -2

F(l —
P By el
F (SE) pn+
n+1
= 1+(1-=0(1-p)- prtl (- 27 g pt 27")
2(1—p)(2+
_ 1+ -nX p)z( p)
p
Isto implica que o
F(l
llimlimsup _( ?) =1

1 200 F(.’L")
Portanto F € C.



(iv) C# LN D:
A prova serd omitida e pode ser encontrada em Cline e Samorodnitsky (1994).

Para finalizar esta secdo apresentaremos a definicio dos Indices de Matuszewska,
que serao amplamente utilizados nos resultados do proximo capitulo.

Em Bingham et al (1987) tem-se resultados relevantes que envolvem diretamente
o indice a para fungoes regularmente variantes em R_,. Com o objetivo de extender
esses resultados para classes maiores, define-se entao os indices de Matuszewska, que
quando finitos, de certa forma exercem papel semelhante ao indice o das fungoes em
R_,. Restringiremos aqui sua defini¢ao associada a cauda da funcao de distribuicao.

Dada uma f.d. F(z) = 1 — F (x), o limite na definigdo de variagio regular nio

necessariamente existe. Usaremos entao as seguintes notacoes para o limite superior e

inferior (que sempre existem) naquela definigdo. Para y > 0, defina

F.(y) = lim inf li(xy) . F'(y) = limsup }i(xy) .

E imediato que para F € R, com F € R_,, para algum o > 0, temos F,(y) =
T(y) =y % ese F €(C, F de variagao consistente, li%rllf*(y) = lifrllf*(y) =1.
y y
Note também que se F' € R_,, para algum a > 0 (F € R) entdo podemos escrever

~ logF.(y)  logF"(y)

logy logy
Assim, somos motivados a definir:

Defini¢ao 1.6 Seja F(x) =1—F () uma fungao de distribui¢ao. Dizemos entao que

log F, log F~
7+ — _ lim ogF(y)’ Iz = — lim og F" (y)
y—oo  logy y—oo  logy

sao, respectivamente, os indices superior e inferior de Matuszewska da func¢ao de dis-

tribuicao F.



Na verdade, segundo Bingham et al (1987), Jz e J£ sao os indices de Matuszewska
da fungao (F (m))_l, x > 0. Usamos na definigdo a terminologia de Tang (2004a).
E imediato que se F € R_, para algum a > 0, entéo It =0 =

Como consequéncia da defini¢cao temos que
0 < Jp < Jf < oo, (1.19)

De fato, para y € (0,1), temos 1 < F,(y) < F (y) e log(y) < 0. Ja para y € (1,00)
temos 0 < F,(y) < F (y) <1 e log(y) > 0. Em ambos os casos temos (1.19).

Além disso, do Teorema 2.1.8 em Bingham et al (1987), podemos ver que F' € D se,
e somente se J}. < oo. Interpretamos entao os indices de Matuszewska como constantes
que aproximam, para qualquer fungao de distribuigao F' € D, (consequentemente para
f.d. em qualquer subclasse de D) resultados como a taxa a para funges de distribuicao

cujas caudas estao em R_,,.

1.4 Comportamento Caudal de Somas Aleatoérias sob
Variacao Consistente

Nos modelos classicos de risco coletivo estudados na teoria de risco atuarial, a
quantia total de indenizacgoes pagas em um portfolio sao representadas como somas

aleatorias do tipo
U
ST] = Z fiv
i=1

onde 1 é uma v.a. a valores inteiros nao-negativos, representando o niimero de indeni-
zagoes pagas, &1,&o, ... representam as quantias das sucessivas indenizagoes e sao v.a.’s
i.i.d. e independentes de 7.

O comportamento da cauda de .S, tem um papel fundamental no estudo destes

modelos, principalmente para a obtencao da probabilidade de ruina, como veremos no



préoximo capitulo.

A cauda da distribuigao de S, depende das caudas de n e de {. Existem na litera-
tura diversos trabalhos sobre o comportamento caudal de S, para classes diversas de
distribuigoes para 1 e £, como em Féy et al (2006) e Robert e Sergers (2007).

Nesta se¢ao apresentamos os resultados obtidos por Ng et al (2002) e Aleskeviciené
et al (2008) sobre o comportamento assintético da cauda da distribui¢do de .S, com
{&, i=1,2,...} ou n em uma das classes £L N D ou C e para diferentes casos de
interrelagao entre as caudas de & e n. Esses resultados serao aplicados no proximo
capitulo para o estudo do comportamento assintético da probabilidade de ruina a
tempo finito no modelo de renovacao de risco composto, que foi inicialmente proposto
por Tang et al (2001).

Iniciamos com o resultado de Ng, Tang e Yang (2002), onde assume-se que &;, com
média finita, pertence a classe £ N D, que inclui a classe C e além disso a cauda de n é

dominada pela cauda de . A prova serd omitida.

Teorema 1.7 (Ng et al (2002)) Suponha que &, &, &, ... € uma sequéncia de
varidveis aleatorias independentes, identicamente distribuidas (i.i.d.) com f.d. comum
Fe e LND e El§| < co. Seja n uma v.a. assumindo valores inteiros nao-negativos,
independente da sequéncia &, &1, &, ..., satisfazendo P(n > z) = o(F¢(x)) com

r — 00. Entao, quando x — oo,

P <1r£1]?<xn(51 + -+ &) > x) ~ P&+ & > ) ~ EnFe (z) (1.20)
O resultado acima estende a Proposicao 4.1 de Fay et al (2006), onde a segunda
relacao assintotica de (1.20) é obtida para Fr € R.
Se a condicao principal do teorema anterior, que diz que a cauda da distribuicao de

1 é dominada pela cauda de &, nao é satisfeita entao obtém-se uma relagao assintotica



diferente para a cauda de \S,,. Para o caso em que 7 € R e a cauda de § é dominada pela
cauda de 7, ou seja, F¢ (z) = o(F, (v)), Fiy et al (2006) (Proposicio 4.3) obtiveram a

seguinte relagao assintotica para a cauda de Sy: quando x — 0o

x
P(§1+”'+£n>x)~P<n>E—§)N(EX)ﬁP(n>a:), (1.21)
onde (# é o indice de variagao regular da cauda de 7. No caso de = 1 assume-se
também En < oo.

A seguir detalhamos as demonstragoes dos dois teoremas de Aleskeviciené et al

(2008), que estendem os resultados de Féiy para a classe de variagao consistente, C.

Teorema 1.8 (Aleskeviciené et al (2008)) Suponha que &, &, &, ... € uma se-
quéncia de v.a.’s 1.1.d., nao-negativas, com f.d. comum F¢. Sejan uma v.a. assumindo
valores inteiros nao-negativos, com média En finita e f.d. F,, € C. Considere ainda
que 1 € independente da sequéncia &, &1, &, ..., satisfazendo F¢(x) = o(F,(z)) com

xr — 00. Entao, quando x — oo,

P(€1+---+§n>x)~P(n>Ei€). (1.22)

Para demonstrar o teorema necessitamos de alguns resultados auxiliares que des-
creveremos a seguir.

O primeiro resultado refere-se a uma propriedade de fungoes lentamente variantes
(lembrando, L é lentamente variante se a:h—>nolo % =1,V y>0), que serda usada na
prova da Proposicao 1.4. Sua demonstracao sera omitida e pode ser encontrada em

Féy et al (2006).

Lema 1.1 (Fay et al (2006)) Seja h(z) > 0 e lim h(x) = 0. Euxiste entdo uma

fungao L, lentamente variante, tal que lim L(x) = oo e lim L(z) - h(z) = 0.

Tr—00 T—00



O proximo resultado foi provado por Ng et al (2002) e estabelece uma relagao entre

a cauda da soma e a soma das caudas de v.a.’s i.i.d. de variacao dominada.

Lema 1.2 (Ng et al (2002)) Seja G uma f.d. definida sobre o intervalo [0, 00) per-

tencente a classe D, com média finita p. Entao, para qualquer v > p, existe uma

constante C' = C(y) > 0 tal que

G (z) < CnG (z),

para todo n > 1 e todo x > yn, onde G*™ indica a n-ésima convolugao de G.

Finalmente, na proxima proposi¢ao constroi-se v.a.’s auxiliares £, &), ... a serem

utilizadas na segunda parte da demonstracao do Teorema 1.8 e estabelece-se relagoes

entre estas e as varidveis &1, &, ... das hipoteses iniciais do teorema.
Proposicao 1.4 Sejam &, &1, & ... en v.a.’s que satisfazem as hipdteses do Teorema
1.8.

(a) Existe uma fungao lentamente variante L(x) tal que lim L(z) = 0o e

— F

Fe(z) < L”(g) <1, Vo>, (1.23)
para algum x' > 0 suficientemente grande.

e &, &, ... € uma sequéncia de v.a.’s i.i.d. cuja cauda da funcao de dis-
b) Se &, &, & ’ encia d s i.0.d ' da d o de di

tribuicao é dada por:

Fe (x) Looselsesy (1.24)

g \r) = — .
11,,(%) , sex>1,

onde x' € dado em (a), entao:



(b.1) Para todo x > 0 e para todon > 1,

P& +&+ 46 >2) SPE+ &+ + 8> ) (1.25)
(b.2)
E§E<FEf <o elFoeCCD. (1.26)
Demonstragao:
Fe () y
(a) Para provar (1.23) basta notar que h(z) = 7 (0 > ( e, por hipotese, temos
n (

Fe(r)=o0 (Fn (a:)), ou seja,

lim h(z) = lim Fé Ex; =0.
T—00 z—oo ' (x

Assim, pelo Lema 1.1, existe uma funcao L, lentamente variante, tal que

¢ ()
n (z)

Além disso, como F,, ¢ limitada, segue que F, (z) = o (L(x)).

D

lim L(z) =00 e lim L(z)

T—00 r—00

=0.

Bl

Portanto, existe 2’ > 0 tal que

<1, Vz>2a, (1.27)
como queriamos provar.

(b) Sejam &, &, &, ... viasiid. com f.d. Fg(r) =1— Fg (z) onde Fg é definida em
(1.24).

(b.1) Faremos a prova de (1.25) por indugao sobre n. Suponha n = 1. Por (1.24)
temos que se 0 < z < 2/, entdo F¢ (r) < 1= Fgu (x), e para x > 2, segue de

(1.27) que Fe (z) < ]j_j(g) = Fe ().




Suponha agora que (1.25) é valido para n > 1. Provaremos o resultado para
n+1. Da Regra da Probabilidade Total, como &, &1, &, . .. sao i.i.d., podemos

escrever Vo > 0,

P&+ 4 >a) = /OOOP(§1+---+£n>x—y)dFs(y)
_ /OP(§1+---+§n>a:—y)dFs<y>

+/ P&+ -+ & >c—y)dFe(y) .

Como &,&1,&,...e &, &, &, ... sdo v.a.’s ndo-negativas, temos para x > 0 e
r<y<oo, P&+ - +&>a—y)=1=P+--+& >x—y). Assim,

da hipoétese de inducao segue

P&+ 4&q > ) < /0P(€i+---+§;>$—y)dFs(y)+/ dFe(y)

= P+ &+ > 1)

Agora, usando novamente a Regra da Probabilidade Total, mas condicio-

/

nando em relagio a & + --- + &, cuja funcdo de distribuigao ¢ F"(z), a

n-ésima convolucao de Fg (z), e usando o mesmo raciocinio anterior podemos

obter

P&+ +&+ & >x) < /0 P(&ni1 >z —y)dE"(y)
s [T Pl > o —parz )

/ (&) > 7 — y)dFZ(y) + / dF2 ()
0 T

= P&+ +&+E&0>0),

IN

o que conclui a prova da inducao.

(b.2) Primeiro provemos que F¢ < E¢' < oo



Por (1.24), temos que F¢ (z) < Fe (x) e como lim L(x) = +00, temos

r—00

E¢ = /Oofg (z)dx < /0075/ (x)dx = E¢'
0 0

e
z’ ooF (x)
E¢ = / d:c—l—/ —dx
R Sl P vy
< / d:t+M/ F, (v)dz
0 x’
< 2+ MEn
< o0,
onde M = sup

T>T
Resta provar que F € C. De fato, da defini¢do de Fy¢ (), como Fy € C e L

¢ lentamente variante, segue que

Fe F L
lim lim sup—= (zy) = lim lim sup—~ (zy) p— (z)
Y1l z—o0 F&/ ([L’) Y1l 200 L(xy) F77 (IL‘)
= lim {(lim sup F_" (zy) . (lim sup L(z) )]
yT1 T—00 F77 (IE) T—00 L(I”y)
=1

e concluimos a prova da proposic¢ao.

Demonstragao do Teorema 1.8:m

Para simplificar, denotemos S, = ZSZ .

Observe que as hipoteses do teorelr?lla implicam 0 < FE¢ < oco. De fato, como
Fe (z) = o(F, (x)) com z — 0o, entdo para z, suficientemente grande, F¢ (z) < F, (z),

para todo x > xy. Como as v.a.’s £,&;,&, ... sao nao negativas e En < oo, entao



P&+ +6& > 1)

0 < B¢ < En < oo. O teorema consiste em verificar que lim =1.
v—oo P (n > x(EE)™)
Vamos entao dividir a demonstragao em duas partes.
(i) Provemos que
o P(S, > )
lim inf u >1. (1.28)
a—ce P (1> x(EE)™)
Como &;,&s, ... sao v.a.’s nao-negativas e independentes da v.a. 7 entao para
A > 0 arbitrério, e x suficientemente grande tal que
my = [(1+A)z(ES) ™' > 1,
onde [z] indica o menor inteiro maior ou igual a z, segue que:
P(S,>z) = ZP(Sn >zx)- P(n=mn)
n=0
> Z P(S, >zx)-P(n=mn)
n>(1+A)z(EE)~ 1
> P(&+ -+ §asa)eEe-1 > ) Z P(n=n)
n>(14+A)z(EE)-1
_ p(Sme . T P (n> (14 A)x(EE)™)
My My '
Como - < —2_E¢. entdo obt
omo . S A2 , entao obtemos
P(S, > x
(S, ) >1 -1y, (1.29)

P(n > x(EE)™)

B S 2 . _ P (n> 1+ A)z(EH™
L=P ( > E§> I P same 130



Agora, por um lado, como F,, € C, tomando y = (1 + A) e w = z(E£) ™, segue

que o
F
lim liminf I,  lim liminf 2200 1 (1.31)
A—0+ z—00 yll w—oo Fﬂ(w)
Por outro lado, para o limite em [y, como &, &, &, ... sao v.a’s i.i.d. com

E|¢| = E€ < oo, temos pela Lei Fraca dos Grandes Ntumeros que —= converge

T

em probabilidade para E¢, quando x — oo (consequentemente m, — o0). Logo

My

converge em distribuicao para a constante K¢, quando m, — oo e assim
xX

S 2
lim liminf /; = lim liminf P =>——F | =1 1.32
dig it = g it P (52> o Fome) <1
i 2 E¢ < B¢
018 .
PR oA

Portanto, usando (1.31) e (1.32) em (1.29) provamos (1.28).

(i) Vamos mostrar que

, P(S, > x)
hgl—?ololp P> Z:(Ef)*l) <1. (1.33)

Seja x >0 e Ay € (0,1). Entao, como 7 e £’s s@o independentes, temos que

P(S, >1z) = > P(S, > z)-P(n=n)

1<n<(1-Aq)z(EE)!

+ Z P(S, >x)-P(n=mn)

n>(1-Ap)z(EE) 1

< S+ P> (1-A)z(E)™), (1.34)

onde
Ji = Z P(S,>uz)-P(n=n).
1<n<(1-Aq)z(EE)—1
Entao, como F, € C segue que

lim su P(S, > x) < lim limsu i
roet P> 2(BEY) = amor et P( > a(BE)Y)




_ ] P(n>(1- Al)a:(Ef)_l)
ST Iy TP T e

1+ lim L i
= im limsu )
A0+ x_,oop P(n > x(E¢)™1

Basta provar agora que

lim limsu i =0
A0+ xﬁoop P(n>x(BE-Y)

Para isto, considere as variaveis £, £, &), ... definidas na Proposigao 1.4, entao

temos que (1 — Ay)z(EE) ™ < (1 — A))x(EE)™! e podemos decompor

J = > P(S, > z)- P(n=n)
1<n<(1-Aq)z(EE) 1
+ > P(S,>z)-P(n=n)  (1.35)
(1=ADz(EE)~1<n<(1—=A)z(EE) 1
= Ju+Jia.

Trabalharemos primeiro com Jy;. Por (b.1) da Proposigao 1.4, temos que

IN
E
™

+

Vv
=
=
f

I
=

n<(1-Aq)z(EE) 1
= > Fg (z)-P(n=n). (1.36)
n<(1—-Aq)z(EE )L
Agora, por (b.2) da Proposicao 1.4 temos Fe € C C D, entao aplicando o Lema

E !
: fA > B¢ = p, como em Ji; n < (1 — Ay)x(FEE)™L,
— 4y

temos que existe uma constante C'(A;) > 0, dependendo de Aq, tal que

1.2com G = Fo ey =

Ju < > C(A))Fe (2) - nP(n=n)
n<(1-Ay)z(EE) 1

< C(t) - Fe (0) By,



Logo, como F¢ (x) = F, (z) L(z) para x > 2/, lim L(z) = co e F,, € D ( ou seja,

F
lim sup _,7(—yw)) < 00, para todo y > 0) segue que
wW—00 n w
. JH . FE’ (I)
lim sup < C(Ay)En-limsup
L T e B b P TrTm)

= C(A1)En-limsup [(% ((i)) > (E Zzg?)-l))]

— (A EY (hgi sup L({p)) (hm sup Fﬁn (yw)>

= 0. (1.37)

Por outro lado, seja
n, = [(1—A)z(EE) ™ .

De maneira analoga a parte (i) acima segue

Jiz < Z P(Sn, >x)- P(n=n)
(1= A)2(Be) 1 <n<(1—A1)z(EE)~1

< P(S,, >z)- Z P(n=n)

n>(1-Aq)z(EE)~!

- p (S"z > ﬁ) P> (1— A)z(BE) .

Ty Ny

Agora, para x suficientemente grande,
T Al
— > |1+ ——— | E¢.
" ( +2(1—A1)> :

Logo, para z suficientemente grande temos

J12 Snz Al
Pl > 2(BE) P(nx >(”2<1—A1>)E§)
P> (1= Aa(BE) ™) (138
) |




Agora, por um lado usando a Lei Fraca dos Grandes Nimeros de maneira analoga

a parte (i) podemos obter

. Snz Al _
hirisolij ( . > (1 + 20— Al)) E{) =0, (1.39)
Ay
is|1l4+——— | F E¢.
pois ( +2(1—A1)) &> ¢
Por outro lado, como F,, € C C D, paray = (1—A)EE - (EE) ! e w = x(EE) ™,
temos
: Pin>(1—-A)a(ES)™) Fy (yw)
lim sup = limsup = < 00. 1.40
00 P(n>z(E&™T w—oo  Fp (W) (1.40)
Assim, de (1.38), (1.39) e (1.40) obtemos
lim sup at =0. (1.41)

700 P> 2(EE)71)

Finalmente, pelas equagoes (1.34), (1.35), (1.37) e (1.41) segue

lim sup P, > z) ~ < limsup Ju -
r—oo P(1>x(EE)™T) z—oo P> x(EE)71)
. . J12
1 1 1
+A11—>I%+ Husp P(n > z(E&)™1) i
=1

e (1.33) esta provado, o que conclui a demonstragao do teorema.

Teorema 1.9 (Aleskeviciené et al (2008)) Suponha que &, &1, &, ... € uma se-
quéncia de v.a.’s i.1.d. nao-negativas com f.d. comum F¢ € C e esperanca finita E§.
Seja n uma v.a. assumindo valores inteiros nao-negativos, independente da sequéncia

¢ &, &, ..., satisfazendo F, (x) ~ C*F¢ (x) para uma constante C* > 0. Entdo

I -1
lim sup P& T & >2) < En+ C*limsupw (1.42)

w00 Fe(x) 00 Fe(x)




e -1
liminf 2O E 0 F 9 >0 g g g FE@EOT) (1.43)
=00 Fe(z) r=oo Fe(a)

Se trocarmos a hipotese de F; € C por 75 € R_,, para algum o > 0 no Teorema

1.9, teremos:

im su M — liminf FE ($<E£>_1> _ a
| xﬂoop Fg(l’) lr_)oo Fg(l’) (E&)~.

Entao as inequagoes (1.42) e (1.43) no Teorema 1.9 se reduzem a
P&+ +& >x)~ (En+ C(E*) Fe (z)

que coincide com o Lema 4.7 também em Féy et al (2006).

Na demonstracao do teorema acima necessitaremos do seguinte resultado auxiliar:

Lema 1.3 (Ng et al (2004)) Sejam X, Xs,... v.a.’s i.i.d. nao-negativas com f.d.

comum F € C e esperanga finita p. Entao, para qualquer v > 0 fixado,
P(S, —nu>x) ~nF (z),

uniformemente, para x > yn.

Demonstragao do Teorema 1.9:

Primeiramente verifiquemos que En ¢ finita. Por hipétese F,, (z) ~ C*F¢ (r) para
alguma constante C* > 0, entao dado ¢ > 0, existe xy tal que para todo x > x,
F, (z) < (C* +e)F¢ ().

Como ambas as variaveis sao nao-negativas, temos que

Eng/ F, (x)dr + (C*+e)E¢ < 0o
0



(i) Verifiquemos (1.42).

Para qualquer inteiro positivo M, qualquer Az € (0, 1) e x suficientemente grande

temos
P& +
Fe
onde
Ll =
Ly =
L3 =

..+§n>x) _ P(Sn>_l’)'P(77:n>
(x) p— Fe (x)
= Li+Ly+Ls, (1.44)

M P(S, >x)-P(n=n)
e
[a-a9s=(Ee” J P(S, > ) P(n=n)

nz]W:-I—l Fﬁ (37) |

P(Sy >x)-Pln=mn)

n>(1-Az)z(E Fe (@)

Assim basta obter os limites superiores quando x — oo de Ly, Lo e Ls.

Como F; € C C S, entao para todo n fixo, W(w) ~ nF¢(z). Como En é finita

e Ly é a soma de finitos termos, temos que

lim

r—0o0

onde limy; o €(M) = 0.

Agora, em Ly temos n <

M F*n

ILm Z
Z nP(n =
n=1

En—e(M),

Ly

P(n=n)
(z)

(1.45)

(1 — Az)z(EE)™Y, entao z > nEE + Agw. Assim,

P(S, > x) < P(S, > nE¢ + Asx)



e dai

L<1_A?§E£)1J P(Sy —nE¢ > Agz) - P(n = 1)
Fe (x)

- | (1-2s)a(EE) 7! |

Fe (@) Fe (Bor) - (149)

n=M+1
Aplicando o Lema 1.3 em (1.46), temos que para x suficientemente grande,
P(S,, —nE¢ > Aszx)

Fe (Azz)
onde limp; . €1(As, M) = 0 para qualquer As.

< n(l + El(Ag,M)) ,

Entao,

[ (1-As)z(E&)~ ]

Ly, < (1+61(A3,M))% Z nP(n=n)
n=M+1

— (1-Ag)z(BE)~!
Fg (Ag.l?) L J

Fe(2)

n=M-+1
Agora, como F € C C D e a v.a n tem média finita, obtemos

Fe (A -
limsup L, < limsup M Z nP(n=mn)
T—00 T—00 £ (JJ) n=M41

- C(Ag) . EQ(M)
= e3(A3, M), (1.47)
onde limy; ., €3(A3, M) = 0, para qualquer Aj fixado.

Para o termo L3, observe que

Ly < _1 nP(n=n
— Fel@) n><1—A§c<E5>—1 e
P(n > (1 - Ag)x(EE™)
Fe(2)
Fo (L= Ag)a(BO™)  Fy(@(B™)  Fe(x(B)™)

= - . (1.48)
Fy (x(EE)™) Fe (z(E¢)™) Fe(x)




Por hipétese, I, (z) ~ C*F¢ (z). Assim

FU (z(E§)™)

M e Ee ) (149)

e também para x suficientemente grande,

(C* = e4(2))Fe (z) < Fy (x) < C*Fe (2)

onde lim, . €4(z) = 0. Dai e como F; € C, obtemos

Fnl 1-As)z Il 1-Asz)z
' | F, (( Egd) > ' | o F. (( Egd) >
Ahm+hmsup_— < Ahm+hmsup I O
=1, (1.50)
Logo, usando (1.49) e (1.50) em (1.48) segue:
Fe(x(BE™
lim limsup Ly < C* limsupM : (1.51)

A3—0T 200 T—00 ¢ (.1')

Agora, de (1.44), (1.45), (1.47), (1.49) e (1.49) concluimos
P&+ +& > 2)

lim sup — < En — e(M) + e3(A3, M)
T 1-A3)x T xT
e, ) Te(#)
+C™ lim sup —— T )
im0 F, (ﬁ) ¢ (@)
Fazendo M — oo, temos
P (45) Te(#)
P . 3
lim sup (& +F > ) < En+ C*limsup 77_ e = LV
w00 ¢ (7) 1m0 T, <Ei§> ¢ ()
Finalmente, fazendo Az — 0%, de (1.50) obtemos
P+ +& > Fe(x(EE)™)

lim sup < En + C*limsup AN



(ii) Provaremos agora a expressao (1.43). Para qualquer inteiro positivo M, qualquer

real Ay € (0,1) e x suficientemente grande, temos

P& +--+& >x)

~\ P(S, >x)-P(n=n)
Fe () 2 (

Fe(x)

n=1

| (1+As)2(EE) ] B
- Z P(S, >x) - P(n=mn)

n=M+1 Fﬁ (z)
P(S, >x)-P(n=n)
2 Fe ()

+
n>(1+Aq)z(EE) !
Z P(S, >x)-P(n=n)
n>(1+A4)z(EE) ! Fe ()
— L+ L, (1.52)

v

Ly +

onde Ly é a mesma expressao definida anteriormente. Usando a notagao
ky = Rl + A4)$(E§)71—‘ ;

temos

P(Skz > .’L')
Felw) n>(1+A%;(Es>l !
Py > (1+Ada(EE ™)
Fe (x)

= P(S), > ) (1.53)

Usaremos, de maneira analoga a demonstragao do teorema anterior, a Lei Fraca

dos Grandes Numeros em L.

Observe que

Si 2
> v :
P(Sy, >z)> P < i > A4+2E£)

De fato, como Ay, > 0 e x > 0, temos

2N, +2 2 . 2
= < —
< <A4—|—2> A4+2(A4+1)x(E§) E¢ < A4+2/’{;%E§,



pois k, ¢ o menor inteiro maior ou igual a (1 + Ay)z(EE)™'. Segue portanto da

Lei Fraca dos Grandes Numeros que

pois E¢ < E€.

Ay +2
Entdo de (1.53), (1.54) e como F, () ~ C*F¢ (x) segue

T—00 T—00

Skr p <77 > (1+EA§4)Q;)
> f)
= liminf F <1+A4 >

(%
e\ F, <E£> T (;;%) _g ()

liminf Ly > liminf P(

= C*liminf

F
=\ T (&) - Fe(a) )

Novamente, para x suficientemente grande,

(C* = es(2)) Fe (2) < Fy (x) < C*Fe (2)

onde lim, . (z) = 0. Como F¢ € C,

w (C* — eax)) Fe <(1+EA£4)$>

> lim liminf

F
> T A4—0t z—00 C*Fg (i)

lim lim inf
Ay4—0t z—00 T
7, (

Z
E¢

Portanto

lim liminfL, > C* lim liminf N
As—0t z—00 As—0t z—00 F <i> F§ (x)

> C*liminf
zooo Fe(x)

(1.55)



De (1.45) e (1.55) em (1.52), fazendo Ay — 0T obtemos

P DY F E 71
lim inf 2 AN & > 2) > En— (M) + C* liminf =221 (f( 97) :
T—00 Fg (.ZE) T—00 FE (ZI?)
Finalmente, fazendo M — 0, temos
P N F E -1
lim inf & SN & > 1) > Fn+ C*liminf —22—52 2 (f( o) .
e Fe (z) 700 Fe(z)

Concluimos assim a expressao (1.43) e a demonstragao do teorema.



Capitulo 2

Probabilidade de Ruina a tempo finito

em Modelos de Risco de Renovacao

2.1 Introducao

A Teoria de Risco é a sub-area da ciéncia atuarial que estuda modelos mateméaticos
para a movimentacao financeira de uma empresa de seguros de nao-vida. Esses modelos
matematicos sao chamados modelos de risco e em suas mais variadas formas analisam
a evolucao da reserva de capital da seguradora ao longo do tempo.

Uma das informagoes mais significantes para seguradora é conhecer a probabilidade
de ruina, ou seja, a probabilidade de que em algum instante de tempo finito a reserva
de capital torne-se negativa.

Nos modelos de risco a tempo continuo o capital da empresa pode ser avaliado em
qualquer instante de tempo.

Neste capitulo estudamos dois modelos de risco: O Modelo de Risco de Renovagao

(Classico, introduzido por Sparre Andersen hé cerca de meio século e o Modelo de Risco
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de Renovagao Composto, introduzido por Tang, Su, Jiang e Zhang (2001).

Em ambos os modelos o custo das indenizagoes individuais e o tempo entre-chegadas
de acidentes formam duas sequéncias de v.a.’s i.i.d. independentes uma da outra.

A principal diferenca entre os dois modelos é que no classico a cada acidente esté
relacionado um tinico pagamento de indenizagao, enquanto que no modelo composto a
cada acidente podem estar relacionados vérios pagamentos de indenizagoes. O modelo
composto portanto generaliza o classico e esta associado ao pagamento de indenizagoes
devido a ocorréncia de catastrofes como terremotos, enchentes, etc.

Devido a dificuldade de obtencao de valores exatos para a probabilidade de ruina,
busca-se aproximacoes assintoticamente equivalentes. Os resultados apresentados neste
capitulo, tanto para o modelo classico quanto para o composto, sao portanto, aproxi-
macoes para a probabilidade de ruina quando o capital inicial tende a infinito.

Na secao 2.2 investigamos a probabilidade de ruina no modelo de risco de renovagao
classico e apresentamos o resultado de Tang (2004a) para o comportamento assintotico
da probabilidade de ruina quando o capital inicial cresce (Teorema 2.1), que sera valido
uniformemente para o tempo variando em um intervalo apropriado. Uma das hipoteses
para o resultado é que os custos de indenizagoes individuais tem distribuigao de variacao
consistente.

Apresentamos na segao 2.3 a descrigao do modelo de risco de renovagao composto
e trés resultados de Aleskeviciené et al (2008) (os Teoremas 2.2, 2.3 e 2.4 ) similares ao
obtido na se¢ao anterior para o modelo classico. Cada resultado considera um tipo de
relagao entre a cauda dos custos de indenizacoes individuais e a cauda do ntimero de in-
denizacoes pagas em cada acidente. No Teorema 2.2 a cauda do niimero de indenizagoes
¢ dominada pela cauda do custo de indenizacoes, no Teorema 2.3 ocorre exatamente o
contrario, ou seja, a cauda do custo de indenizagoes é dominada pela cauda da quan-

tidade de indenizacoes pagas e no Teorema 2.4 as caudas sao assintoticamente iguais,



quando ajustadas por uma constante.
Finalmente, exemplos para os resultados obtidos na se¢ao 2.3 sao apresentados na

secao 2.4.

2.2 Modelo de Risco de Renovacao Classico

Sejam Z;, © > 1 os custos de indenizagoes individuais e 6;,7 > 1 o tempo entre-

chegadas dos sucessivos pedidos de indenizagoes. Entao

Tn:anQi, n21

¢ o tempo de ocorréncia do pagamento da n-ésima indenizacao.

Assumiremos que Z, 21, Z,... sao v.a.’s i.i.d. nao-negativas com funcao de dis-
tribuicdo comum B = 1 — B e média finita § = EZ. As variaveis aleatorias 6,601,065 . . .
formam outra sequéncia de v.a.’s i.i.d. ndo-negativas com média finita £0 = 1/\. Mais
ainda, a sequéncia Z, Zy, Z5 ... é independente de 0, 61, 05 ....

Seja 7(t) o namero de indenizagoes pagas no intervalo de tempo [0,¢]. Entao
7(t) =sup{n >1:T, <t},

onde sup () = 0, por convencao.
O processo de chegada de indenizagoes {7(t),t > 0} é um processo de renovagao.
Denotemos a fungao média A(t) = E7(t). Como o tempo entre ocorréncia de indeniza-

¢oes tem média 1/\, entdao é conhecido que
A(t) ~ At quando t — 0. (2.1)

Veja, por exemplo, Ross (1982), Capitulo 3.



A perda agregada até o tempo t é o custo total de indenizagoes pagas até o tempo

t, ou seja,

0
onde ZZi = 0, por convengao. Portanto, S(t) é uma soma aleatoria e podemos
=1
verificar que sua fungao média é 5(t) = ES(t) = BA(t).
O processo de reserva de capital de risco de uma companhia de seguros é entao

definido por
(t)
Rit)y=z+ct—» Z, t>0, (2.2)
i=1

onde x > 0 denota o capital inicial da empresa e ¢ > 0 denota a taxa de prémio
constante.

Uma medida ttil do risco financeiro da seguradora é o céalculo da probabilidade de
ruina, ou seja, a probabilidade de que em algum periodo de tempo finito o capital da
seguradora torne-se negativo.

O primeiro instante de tempo em que ocorre a ruina é chamado tempo de ruina. E
razoavel considerarmos que o tempo de ruina de uma seguradora dependa do capital

inicial da empresa e podemos entao defini-lo por
T(x)=inf{t >0: R(t) < 0| R(0) =z} .

Entao, a probabilidade de ruina a tempo finito ¢ > 0 é representada pela fungao
bivariada

U(z,t) = P(Y(x) < 1),

e a probabilidade de ruina é dada por

U(z) = V(zr,00) = lim ¥(z,t) = P(T(z) < 00) .

t—o0



Para que nao se tenha a ruina certa, ou seja, nao se tenha probabilidade de ruina

um, é natural assumirmos que
w=ckl—EZ>0.

De fato, para todo n > 1, entre o (n — 1)-ésimo e o n-ésimo acidentes, a reserva
de risco tem superavit médio cEf. Se em média o custo da indenizagao do n-ésimo
acidente é maior que cEf, entao a reserva de risco no instante 7;,, € menor que a reserva
de risco no instante 7,_;. Entao a reserva de risco analisada nos tempos 7,, formam
uma sequéncia decrescente e nao limitada, logo serd negativa em algum instante de
tempo.

Asmussen (1984) apresenta um resultado célebre para o comportamento assintotico
da probabilidade de ruina, considerando que o custo de indenizagoes é de cauda leve,
conhecida como aproximacao de Cramer-Lundberg. No caso em que o custo das in-
denizagoes tem cauda pesada, outras aproximacoes sao conhecidas. Por exemplo, Ve-
raverbeke (1997) e Embrechts e Veraverbeke (1982) estabeleceram a seguinte relagao
assintOtica para a probabilidade de ruina, considerando a funcao de distribuicao dos
custos de indenizacoes B € S:

1 [*=
U(z,00) ~ ;/ B (u)du, quando z — oo . (2.3)

Resultados sobre a probabilidade de ruina a tempo finito sao mais desejaveis, porém
mais trabalhosos de se obter do que resultados para probabilidade de ruina (a tempo
ilimitado). O problema de encontrar aproximagoes precisas para a probabilidade de
ruina a tempo finito tem uma longa histéria e varios métodos vem ainda sendo de-
senvolvidos. Uma revisao sobre estudos pioneiros em probabilidade de ruina a tempo
finito pode ser encontrada em Asmussen (1984).

Apresentamos a seguir o resultado obtido por Tang (2004a), que fornece uma relagao

assintotica para a probabilidade de ruina a tempo finito ¥(z, ), quando z — oo, sob a



hipotese de que a distribuicao B, dos custos de indenizagoes é de variagao consistente.

Teorema 2.1 (Tang (2004a)) Considere o modelo risco de renovagao classico (2.2),
com pu=cEl —FEZ >0. Se BeC e E0P < oo para algum p > J5+ 1 (onde I} € o

indice superior de Matuszewska da fun¢ao B). Entao, quando x — oo,

k 1 eru)\(t) .
U(z,t) =P 131?2;((1:) (Z; —cly) >x | ~ l_’L/x B (u)du , (2.4)

=1

uniformemente para t € A = {t : A\(t) > 0}, onde \(t) = ET(t).

Demonstracao do Teorema 2.1:

A demonstracao do Teorema serd dividida em trés passos, que serao apresentados
em trés proposigoes a seguir.

Para justificar esse raciocinio, considere ¢ = inf{¢ : A(¢) > 0}. Podemos observar
que A(t) > 0 se, e s6 se, com probabilidade positiva, o primeiro sinistro ocorreu até o

tempo ¢, ou seja, P(6; <t) > 0. Entao ¢t = inf{t : P(#; <t) > 0}. Sendo assim, temos

[t,o0] , se P(6p=1t)>0
(t,oo] , seP(y=1)=0.

A= (2.5)

Dividimos a demonstragao entao da seguinte maneira: A Proposicao 2.1 juntamente
com a Proposi¢ao 2.2 provam a relagdo assintotica (2.4) uniformemente para t € [tg, 00|
onde ty € A arbitrario. Como por (2.5) A pode ou nao incluir ¢, na Proposigao 2.3 prova-
se a relagao (2.4) uniformemente para t € (¢,1y), onde ¢y € (t,00) e a demonstragao do
teorema serd concluida para todo ¢t € A.

Para a prova das proposi¢oes necessitaremos de alguns resultados auxiliares cujas
demonstragoes serao omitidas. O primeiro deles é uma consequéncia da Proposicao
2.2.1 em Bingham et al (1987).

Enunciaremos agora os trés lemas que serao utilizados na demonstragao:



Lema 2.1 (Bingham et al (1987)) Para uma fungao de distribuicao F' € D, temos
que F (z) = o(x™P) com x — oo, para qualquer p < Ju e que 7P = o(F (x)) x — oo,

para qualquer p > Jk.

O seguinte resultado é devido a Tang (2004b) e é uma ferramenta essencial na

demonstracao das Proposigoes.

Lema 2.2 (Tang (2004b)) Seja X, X1, Xo,... uma sequéncia de v.a’s i.i.d. com
fungao de distribui¢ao comum F € C e média finita e negativa EX, e seja {7(t),t > 0}

um processo de renovagao independente da sequéncia {X;,i > 1}. Entdao

k 1 T+ EX|A(E)
P X; ~— F
1&123_{@) 2 i > EX| /z (u) du,

uniformemente para t € A = {t : A(t) > 0}, onde \(t) = E7(t) e, por convengdio

121132{0(') = 0.

Note que a principal dificuldade na prova do Teorema 2.1 é que a sequéncia {Z; —
cb;,1 > 1} nado ¢ independente do processo {7(t),t > 0} e por isso o Lema 2.2 ndo pode
ser aplicado diretamente.

Encerramos os lemas necessérios para a demonstracao exibindo um resultado clés-
sico de Kiefer e Wolfwitz (1956).
Lema 2.3 (Kiefer e Wolfwitz (1956)) Seja {X;,i > 1} uma sequéncia de v.a.’s
k
i.5.d. com média finita e negativa. Considere M = maxlgk@OZXi. Entao para

i=1
qualquer p > 0, temos que EMP < oo se, e somente se E(max{X;,0})P™! < oco.

A primeira das trés proposi¢oes que demonstram o teorema é a seguinte:

Proposigao 2.1 Considere o modelo risco de renovagao cldssico e p = cE0—EZ > 0.

Se B € C, entdo para to € A ={t: A(t) > 0} dado arbitrariamente,



uniformemente para t € [to, o0].

Demonstracgao:
O resultado (2.3) assegura que ¢ suficiente provar a uniformidade de (2.6) para
t e [to, OO)

Por hipotese, u = cE0 — EZ > 0. Entao seja € € (0, 1) arbitrario tal que
p_e =c(l—e)E0 —EZ >0.

Para ¢ € (0,1) arbitrario e fixo, temos que

k
U(x,t) = P 1%123_(@) > (Z; — cb;) > :1:) (2.7)
k
= P| max (Z; —c(1 —e)EO + (1 —e)EO — cb;) > x)
1<k<7(t) —
k k
< P| max (Z; —c(1 —€)Ef) + ¢ max (1—e)E0 —0;) > :E)
1<k<r(t) 4= 1<k<r(t) £

S Il<l',t) —f- IQ(ZL‘) s

onde

N

Li(x,t)=P < max (Z; —c(1—¢)E0) > (1 — §)x>

k

L(x)=P (c max (1—¢e)E0 —0;) > (5;E> :

i=1
Analisemos primeiro [;(z,t). A sequéncia {Z; — ¢(1 — €)Ef,i > 1} é de v.a’s
ii.d., com média —u_. finita. Além disso, agora temos que o processo de renovagao

{7(t),t > 0} independe da sequéncia {Z; — ¢(1 — €)E0,i > 1} pois é independente da



sequéncia {Z;,i > 1} e como B € Ce P(Z —c¢(l —e)EO > u) = B (u+c(1 —¢)ED),
entao a funcdo de distribuigao de Z — ¢(1 — ¢) Ef também esta em C. Portanto, todas

as hipoteses do Lema 2.2 sao satisfeitas e assim segue

| S
B ~ - /( . B (u+ c(l — £)E0) du,
—€ 1-d)x

uniformemente para t € [tg, 00).
Agora, como B € C C L, entdo B (u+ ¢(1 — ¢)Ef) ~ B (u). Pela Proposicao 1.1,

segue que

| S
I (2,1) ~ / B (u) du, (2.8)
H—e J(1-8)x

uniformemente para t € [tg, 00).
Observe agora que para todo t € [tg, 00), como A(t) é nao-decrescente, o intervalo

(1= )z, (1—8)z + p_Alty)] € [(1 = &)z, (1 — 8)a + p_:A(t)]. Entio

| O-8stuocAtto) _ B
L(z,t) > / B (uw)du = Mto)B (1= )z + k) |
H—e J(1-6)x

para algum k € [0, p_A(to)]-
Além disso, B € C C L, entdo B ((1 —8§)z + k) ~ B ((1 — §)z). Entao

Ii(@,t) 2 Ato) B ((1 = d)z) . (2.9)

Analisemos agora Ir(z). A v.a. (1 —¢)Ef — 0 tem média —/) finita e negativa.

Além disso, como a v.a. 0 assume valores inteiros nao-negativos, temos que
0 <max{(1—¢)E0—60,0} <max{E0, 0} = Ef .
e dai segue que para todo 57 > 0,
E (max{(1 —e)Ef -6, 0}) < % <00 .

Assim, tomando j = p + 2, pelo Lema 2.3, temos que para todo p > 0,

EMP™ < o0, (2.10)



k
L(x) = P (c max (1—¢)E0—0, > 595)

E|M[P+ier+!

pela desigualdade de Markov. De (2.10) temos que E|M[P*! < oo e assim temos que

I E|M|pt1cpt+1
lim ﬁ < lim ||—C

z—oo TP T rz—oo optly

:07

ou seja, Ir(x) = o(x™P), para todo p > 0.

Pelo Lema 2.1, para qualquer p > J}, tem-se ™7 = o (E (1 - 6)x)) Sendo assim,

TR 1) R 1) D S (2.11)
z—o0 B ((1 — (5)37) x—oo TP B ((1 — 5)1‘)

Agora, voltando em 2.8, se definirmos

| pO—oea©) _
L(z,t) = / B (u)du ,
(

H—e J(1-6)z
temos que
Tod <10 T
Mas, por 2.8, Ii(z,t) ~ L(z,t) e de (2.11) e (2.9) temos
tim 20 o _B(@)

v L(z,t) = Ato)B (1 —0)z)

Logo V(z,t) < L(z,t), uniformemente para t € [ty, 00), ou seja,

| p-Ssa®
W t) < / B (u) du, (2.12)
H—e J(1-6)z



uniformemente para t € [tg, 00).
Para completar a prova da proposicao, precisamos que se tenha p ao invés de p_.

m (2.12). Mas como p_. < u, podemos escrever

]_ (176)$+/‘L—EA(7§) . 1 _ 5 x‘i’ﬂ—s/\(t) .
Bu)du = . )/ B (1 - 6)v) dv

H—e (1-9)z H—e

_ THUA(E)

< 4 5)/ B (1= 6)v)dv
fee Jy
o x+pA(t) z-‘rl%u)\(t) ;o) _ o

< =9 / n / ’ BU =95
e asw(t) B (v)

< P50

’U>ZE

T4pA(t) T+ 5,u)\(t) o
/ +/ B (v)dv. (2.13)
z T+pA(t)

Como B é ndo-crescente, entao
x+ﬁuz\(t) 5 o
/ B (v)dv < ——y\®)B (2 + A1) - (2.14)
e+HA(E) 1—-0

Entao, de (2.13) e (2.14) temos que

1 (1=8)z+p—eA(t) (1-19) {M} %

B(u)du < sup
H—e J(1-8)x H—e o>z

THpA(E) 5
(/ B(0)dv-+ A 0F (z+ A >>)

B (v)

Da arbitrariedade de ¢ e ¢, fazendo ambos tender a zero, como B € C, segue

THUA(E)
s/ Bwa,

uniformemente para t € [tg, 00). ]

1
U(z,t) = —
I



Proposicao 2.2 Considere o modelo risco de renovagao cldssico e uy = cE0—EZ > 0.
Se B €C e EOP < oo, para algum p > J5 + 1, entdo para to € A = {t : A\(t) > 0} dado

arbitrariamente,

THUA(E)
/ B (u) du, (2.15)

uniformemente para t € [tg, 00].

Demonstragao:

A demonstragdo é andloga & anterior. Novamente aqui, pelo resultado (2.3), é
suficiente provar a uniformidade de (2.15) para t € [tg, 00).

Dados ¢ e § pertencentes ao intervalo (0, 1), analogamente a (2.8) podemos obter

k
V(z,t) = P ( max (Z; — cb;) > ZL’)

1<k<7(t)

> I3z, t) — [4231:3 : (2.16)

onde

Iy(z,t) =P ( max (Zi —c(14+¢e)Ef) > (1 + 5)20)

k
Iy(x) =P (c max 0; — (L+¢)E0) > 51‘) .

i=1

Analisemos primeiro I3(z,t). Como u = cE0 — EZ > 0, entao
pe =c(1+e)E0 —EZ > pu>0.

Como {Z; —c(1+¢)Ef,i > 1} ¢ independente do processo {7(t),t > 0}, aplicando

o Lema 2.2, segue

1 pOEdatueA) _
Ly(z, 1) ~ —/ B (u+ c(l +£)E0) du .
He J(146)z



uniformemente para t € [tg, 00), pois P(Z — c¢(1 +¢)Ef > u) = B (u+ c¢(1 + ¢)Ef).
Pela mesma argumentagao usada para provar (2.8) na proposi¢ao anterior, podemos
obter

| et
Lz, 1) ~ —/ B (u) du, (2.17)
He J(146)

uniformemente para t € [to, 00) .
Por outro lado, pelo Lema 2.3 e semelhante argumentagao usada para obter (2.10),

conclui-se que

0<k<oo 4
=1

E ( max (0; — (1 + 5)E0)> < 00.

Pelo Lema 2.1 verifica-se que I4(z) = o(x™P*1) = o(B (z)). Agora, por (2.17) temos

I3(x,tg) ~ A(to) B ((1 4 0)x), entdo segue que
Iy(z) = o(I3(x, tg)) . (2.18)

Assim, de (2.16), (2.17) e (2.18) podemos mostrar
1 [e(o)+uA®) _
Y(r ) > —/ B (u) du,
He Jz(1+6)
uniformemente para t € [to, 00].
Por argumentacao similar usada na conclusao da proposi¢ao anterior prova-se tam-
bém 2.15.
[

A demonstragao do Teorema 2.1 é concluida quando consideramos a tltima proposigao:

Proposicao 2.3 Considere o modelo risco de renovagao cldssico e p = cE0—FEZ > 0.

Se B € C, entdo dado ty € (t,00),

1 (E+,U)\(t) o
V(o 1) ~ —/ B (u) du, (2.19)
HJy

uniformemente para t € (t, o).



Demonstracgao:

Para todo t € (¢, ], podemos obter

7(t)
U(zx,t) < P Z i —cEO) > — (cEO)T(t)

=1
7(t)

< P> (Zi—cEO)>x—(cEO)T(t) , 7(t)<Vz | + P (7(t) > V)

=1

< Iz, t) + Ig(z,t) (2.20)

onde

1<k<r(t) 4
1=

k
Is(x,t) =P ( max (Z; — cEO) > x — (cE@)ﬁ)

Ig(x,t) = P (7(t) > V) .

Analogamente as provas das proposicoes anteriores, pelo Lema 2.2 e como B € C,
segue que

1 THpA(E)
Is(x,t) ~ —/ B (u)du, (2.21)
HJx

uniformemente para t € (¢, to).

Agora, analisando Ig(x,t), como 7(t) > n se, e somente se T,, = ZGZ- < te

0,01,0,,... sao i.id., entdo ET(t ZP (T, <t) < P(@ < t) e para todo z > 0

n=1
suficientemente grande, segue que

Lz, t) <PO<t)-P| >  0;<t|<Er(t)P(r(to) > Vr—1),
1<i<y/z—1
para t € (t,to).

Assim, como a v.a. 7(ty) tem momentos finitos, de todas as ordens (vide Stein
(1946)), segue da Desigualdade de Markov e do Lema 2.1 que

I t)P > —1
lim sup 6(z,t) < lm sup AW P(T(to) > Vo —1)
1= e (o) I5(T,8) T 2= uew)  A(t)B (2 + pA(to))

=0. (2.22)



Logo, de (2.20), (2.21) e (2.22) obtemos
1 THuA(t)
U(z,t) < ;/ B (u) du, (2.23)

uniformemente para t € (¢, to].

Por outro lado, analogamente podemos escrever

(1)
U(z,t) < P (Z—ctoBb) >

=1

k
< P( max (ZZ—CE9)>Q?+Ct0> .

1<k<7(t) “ 1
1=

Novamente pelo Lema 2.2, segue que
1 et
Wi t) > / B (u) du, (2.24)
HJy

uniformemente para ¢ € (¢,%y]. Portanto a relacdo (2.19) segue de (2.23) e (2.24).

2.3 Modelo de Risco de Renovacao Composto

No modelo de risco de renovagao classico, apresentado na se¢ao anterior, a cada
ocorréncia de acidente esta associado um tinico pagamento de indenizagao por parte
da seguradora.

No modelo de risco de renovacao composto, apresentado nesta se¢ao, a cada acidente
podem estar associados varios pagamentos de indenizagoes. Este modelo esté associado
a ocorréncia de catastrofes como terremotos, enchentes, acidentes aéreos, etc.

Como no modelo classico, sejam Z, 2, Z,, ... v.a’s i.i.d. nao-negativas denotando
o custo das indenizagoes individuais, com funcao de distribuicao B e média finita

0 =FEZ < .



A sequéncia 6,601,605, ... de v.a.’s i.i.d. nao-negativas, com média F0 = 1/ tera
outro significado neste modelo. Aqui ela representa o tempo entre ocorréncia de aci-
dentes (catdstrofes), e ndo o tempo entre ocorréncia de indenizagées, como no modelo
classico. Além disso, 0,64, 6-, ... sao independentes de Z, Z;, Z,, . . ..

Para destacar a diferenca entre os modelos, chamaremos acidentes aqui de catéstro-
fes. Isso nao significa que em todos os acidentes ocorridos o niimero de indenizagoes
pagas pela seguradora seja maior que um. A intengao é ressaltar que esse nimero pode
ser maior que um.

n
A soma T, = Zﬁi, por sua vez representa o tempo de ocorréncia da n-ésima
i=1
catdstrofe.

Denotaremos por N,, a quantidade de indenizagbes pagas na n-ésima catastrofe,
ocorrida no tempo T,,. Considere que N, Ny, Na,... s@o v.a.’s i.i.d., assumindo valores
inteiros positivos, independentes das sequéncias {Z;,i > 1} e {6;,7 > 1}, com média
v=FEN < o0.

As quantias de indenizagoes individuais geradas pela n-ésima catdstrofe serao de-
notadas por an), Zén), o Z](\Z). As sequéncias {ZZ.("),i > 1} sao copias independentes
de {Z;,i > 1}, para todo n > 1.

Sendo assim, o numero de catdstrofes ocorridas no intervalo [0,t] é dado por
T(t) =sup{n >1:T, <t}.

De modo analogo ao obtido no modelo classico, o processo de ocorréncia de catéstro-
fes {7(t),t > 0} é um processo de renovagao. Considerando A\(t) = E7(t) a fungao
média do processo, temos novamente que A(t) ~ A, quando t — oo.

A perda agregada em decorréncia da n-ésima catdstrofe, € dada por

n ?

Ny,
S =32 =z 4 2V 4+ 2
=1



onde Zi(") é o custo da i-ésima indenizacao paga em decorréncia da n-ésima catastrofe.
Observe que S](\ZB é uma soma aleatoriamente indexada.

A perda agregada até o tempo t € dada por

7(t) 7(t) Ny
Sl -3S e
k=1 k=1 =1

Assim, neste modelo, o processo de reserva de capital de risco da seguradora é dado

por
7(t)

R(t) :x—l—ct—ZS](\Z) :
k=1
onde x > 0 é o capital inicial da empresa e ¢ > 0 é a taxa constante de recebimento de
prémios.

Denotamos a probabilidade de ruina até o tempo t como sendo a funcao bivariada

0<s<t

V(e t) = P ( inf R(s) <0 ‘ R(0) = :c) .

Claramente a ruina sé é possivel nos instantes de tempo 7T,, ou seja, em que ocorrem
catastrofes, que equivale aos instantes em que ocorrem pagamentos de indenizacgoes.
Nos intervalos de tempo em que nao ocorrem catastrofes, a reserva de capital de risco
cresce & taxa constante ¢, devido o recebimento de prémios.

Entao a probabilidade de ruina a tempo finito pode ser descrita como

k Ni
) o O _ch,
U(x,t) = P <1<1]£1<11T1(t) {x ; <j:1 Z; 692) } < 0)

k
-7 (K%EE@ { -2 (s Cei)} ) 0)

i=1
O modelo de risco composto pode ser reduzido ao modelo classico bastando consid-

erarN1:N2:~--:1.



., . L . 1 2 ~ o ~ L. .
Observe que as varidveis aleatorias S](Vl), S](VQ), ...saoi.i.d. esao copias independentes
N
da soma aleatoriamente indexada Sy = E Z;. Por argumentagao anédloga & usada no
i=1

modelo classico, a condicao sobre os custos de indenizacoes e tempo entre ocorréncia

de catéastrofes para que a ruina nao seja certa é
ckE0 — ESy > 0.
Como ESy = ENEZ = vEZ, entao podemos escrever a condi¢ao acima como
cE0 —vEZ > 0.

Apresentaremos agora no modelo de risco de renovagao composto trés resultados,
obtidos por Aleskeviciené et al (2008), para o comportamento assintotico da probabi-
lidade de ruina, similares ao Teorema 2.1 no modelo classico.

Cada um dos trés teoremas considerara um dos trés casos de interrelacao entre
as caudas das distribuicdes de custos individuais P(Z > x) = B (z) e a cauda da
distribuigao do ntimero de indenizagdes P(N > 1) = Fy (z). No primeiro teorema
considera-se Fy (x) = o(B (z)), no segundo B (z) = o(Fy ()) e no terceiro considera-
se Fy (z) ~ OB (z), para alguma constante C' > 0.

O Teorema 2.1 seré usado na demonstracao dos trés teoremas aqui, identificando
as v.a’s Sy no modelo composto como Z do modelo classico. Precisaremos para tal
relacionar a cauda da soma aleatoria Sy com a cauda de Z, em todos os trés casos.
As relagoes assintoticas desejadas entre as caudas de Sy e Z serao fornecidas pelos

Teoremas 1.7, 1.8 e 1.9 do capitulo anterior.

Teorema 2.2 (Aleskeviciené et al (2008)) Considere o modelo de risco de reno-

vagao composto e up = cE0 —vEZ > 0. Se Be€ C, P(N > z) =o0(B (z)) e E0? < 00

para algum p > J} + 1, entdo

THUA(E)
U(z,t) ~ —/ B (u) du, (2.25)



uniformemente para t € A = {t : A(t) > 0}.

Demonstragao:
Da defini¢ao de probabilidade de ruina, temos

k[ Ni
— : _ @ _ _n
U(zx,t) = P 1§rl?§l£l(t) {x Z <]Zl Z 092> } < 0)

i=1

k
_ . B (i) )
P, {5 58 ) <o)

=1

k
= P 1;%1%) {Z (S](\?) - c@i)} > x) . (2.26)

Observe que 51(\2 = Z{i) + Zéi) +oee+ Z](\Z,Z) ¢ uma soma aleatoriamente indexada
pela v.a. N;. Por hipotese, temos que {ZJ@, j > 1} sdo copias independentes de
{Z;,7 > 1} para todo i > 1 e {N;,i > 1} sdo v.a.’s i.i.d. Portanto S](Vll),SJ(VQQ),...
sao v.a.’s independentes e identicamente distribuidas. Podemos entao considerar, para
cada 1 fixo, S](\fo como sendo Sy = 21 + -+ + Zjy.

Queremos utilizar o Teorema 2.1 de forma que a sequéncia {S](\l,),z > 1} de v.a’siid.
nesta demontragao seja a sequéncia {Z;,7 > 1} no Teorema 2.1. Para isso, precisamos
que todas as hipoteses do Teorema 2.1 sejam satisfeitas para a sequéncia {SJ(\Z,?,Z > 1}.

Por hipotese p = cE0 — ESy =cE0 — ENEZ = cE0 —vEZ > 0 e E6P < oo para
algum p > JL + 1.

Precisamos provar ainda que P(Sy < z) = Fg, (z) € C.

De fato, também por hipotese B € C C LND, f = EZ < o0, e P(N > z) =
o(B ()). Pelo Teorema 1.7, a soma Sy satisfaz

P (12}25\7 Sk > :17) ~ P(Sy >z) ~vB (z) . (2.27)

Por um lado, para todo y € (0, 1),

Fs, (7y)

— >1, Vr>0. (2.28)
FSN (:E)



Por outro lado, da segunda relagdo de equivaléncia em (2.27) temos que
(1—¢e(2))vB (z) < Fsy (z) < (1 +¢(2))vB (z) ,

onde lim, . (x) = 0.

Entao

lim lim sup ]igN—(a:y) <1 (2.29)

Y1l z—o0 FSN (Jf) o

e de (2.28) e (2.29), concliu-se portanto que Fs, € C.
Finalmente, pelo Teorema 2.1 a probabilidade de ruina é aproximada por

1 T+pA(t) o
¥at) ~ / Fo (u)du, (2.30)

uniformemente em t € A = {t : A(t) > 0}.
Para concluir a demostragio precisamos ter B (u) ao invés de Fg, (u) na integral

em (2.30). Observe que

T+HpA(t) THUA(L) oHpA(t) F
/ Fg, (u)du = V/ B(u)du—i—y/ B(u)(S_N—(U)—1>du
. . . vB (u)

x+pA(t)
= V/ B (u) du+ R(z,t),

onde

\R(z,t)| = |v / HW)E(U) @%V&) - 1) du
< u/;W(t)E(u) TSEN—((@Z))_l du
< o[ Eo (|- ]

v
S

.

S

THpA(t)
9 /




Mas por (2.27) temos P(Sy > z) ~ vB (x), entdo segue

FSN (u)
vB (u) vB (u)

para x > 0, ffw)‘(t) B (u)du < EZ < oo, entdo obtemos lim, .o |R(x,t)| = 0.

THuA()
/ B (u) du .

= lim ¢ (z) .

r—00

0 = lim sup

T—00

Foli

— 1‘ = lim sup
u>x

Portanto,

U(z,t) ~

Teorema 2.3 (Aleskeviciené et al (2008)) Considere o modelo risco de renovagao
composto e i = cE) —vEZ > 0. Se Fy(z) := P(N <1x) €C, B(x) = o(Fn (x)) ¢

E0P < 0o para algum p > J;N + 1, entao

) 1 117+,LL)\(t)_ U ( )
W(x,t) ~ —/ F (—) du , 2.31
( e M\ B

uniformemente parat € A = {t : \(t) > 0}.

Demonstragao:

A demonstragao aqui é analoga & anterior. Lembremos que a probabilidade de ruina

k
— (@)
U(x,t) =P (1%225(@ {Z (SNZ_ - 092-)} > x) .

é dada por

Novamente, para que possamos utilizar o Teorema 2.1 precisamos antes verificar

que Fg, € C. Pelo Teorema 1.8, temos

x — [z
P(Sy > ) ~ P (N > ﬁ> =Ty (5) . (2.32)
Como N € C,
F Ty (ay5-!
lim lim sup _SN—(xy) = lim lim sup M =1,

AR FSN (.flf) Y1l 2000 Py (Zl'ﬁ_l)



ou seja, Fg, € C. Entao, pelo Teorema 2.1 vale novamente a relagao (2.30) uniforme-
mente para t € A.

Além disso,

zHpA(t) THpA(E) u
/ Fgs, (u)du = / FN(B)CZU
T4p(t) . B FSN (u)
P (g
THpA(E)
— / Fy (uﬁ_l) du + Ry(x,t),

onde

|Ry(z, )] < sup

u>x

FSN T4+pA(t)

Fy( Uﬁ ‘/ ( )du
:c+u)\(t

— al) [ T () du

Mas, da equagao (2.32) conclui-se que lim,_,, €2(x) = 0. Consequentemente, como

fﬁm ~ (uf™) du < EN < oo, temos lim,_., |Ry(z,t)| = 0. Segue portanto que
1 T4p(t) . U
\Ifx,tw—/ F (—)du,
i~ Y\B
uniformemente para t € A = {t : \(t) > 0}. ]

Teorema 2.4 (Aleskeviciené et al (2008)) Considere o modelo risco de renovagao
composto e i = cE) —vEZ > 0. Se B€ R_,, a > 1, Fy (z) ~ CB () para alguma

constante C' > 0 e EOP < oo para algum p > o + 1, entao

a  prtpAlt)
v+or / B (u) du, (2.33)
v S,

U(x,t) ~
uniformemente para t € A = {t : A(t) > 0}.

Demonstragao:



Como B € R_,, C C, entao

B o,
N IO

e pelas inequagaoes (1.42) e (1.43) do Teorema 1.9, concluimos que

fim inf 258 @) o B @) C(EZ)"
=00 B (1) oo B ()
ou seja,
Fsy (2) ~ (v +CB*)B (z) . (2.34)
Dai,

(1—€(2)) B (2) (C+8) < Fsy (z) < (1+€(x)) B (2) (C+ 5%,

onde lim, ., ¢'(x) = 0. Entao, para qualquer y > 0 fixado,

lim sup ]iSN—(xy) < limsup (1+e (WJ))E (zy) (C +B%)
S Fec ) T R I e@) B @) (€ 5
Por outro lado,
liminf =X~ (zy) > lim B_(:Uy) =y @

Logo

ou seja, Fs, € R_, C C. Pelo Teorema 2.1, a probabilidade de ruina ¥(z,t) satisfaz a

relagao (2.30). Pelo mesmo argumento dos casos anteriores, temos que

THpA(E) THUA(E)
/ Fs,(u)du = (v+ C’ﬁo‘)/ B (u) du



onde

THuA(E)
Ro(a,t)] < sup 1 / B (u) du

Aqui também lim, . €3(z) = 0. Segue portanto a relagdo (2.4). Completamos

assim a demonstracao do teorema.

Observagao 2.1

A uniformidade nas relagoes dos Teoremas 2.2, 2.3 e 2.4 permitem que a variavel
tempo t varie de forma flexivel conforme .

Essas relagoes continuam vélidas se substituirmos os limitantes superiores x + p(t)
nas correspondentes integrais por z + puAt, desde que troquemos o conjunto de con-
vergéncia uniforme A = {t : A(t) > 0} por [f(z),00), onde f(z) é uma funcdo estrita-
mente crescente e nao limitada.

Sendo assim, considerando as hipoéteses do Teorema 2.2, provemos que

T+pt
U(z,t) ~ ;/ B (u) du , (2.35)

uniformemente para t € [f(x),00), onde f(x) é uma fungao estritamente crescente e

nao limitada.



De fato, observe que a relagdo A(t) ~ At pode ser interpretada como: dado ¢ >
0, existe f(z) uma fungao estritamente crescente e nao limitada tal que Vt > f(x),
(L1 —e)A(t) < At < (14 ¢e)A(t).

Para x > z, suficientemente grande, f(z) > 0. Entao, para z > zg e t > f(x),
A(t) > 1’% > (. Sendo assim, para z suficientemente grande, t € [f(x),0c0) implica
t € A={t:\t)>0}. Como estamos aplicando o limite para x tendendo a infinito, a
relagdo (2.2) continua valida uniformemente para t € [f(z), 00).

Segue portanto que
v THpA()
W@J%:;ﬂ+0ﬂ»/ B (u) du, (2.36)

uniformemente para ¢t > f(x) e x suficientemente grande.
Para tais t e x, observe que

THpA(t) x-i—u/\t THUA(L)
/ B(u)du = / du+/ B (u) du

+uAt

x+u/\t f;j:/\);(t ( )du
= 1+ THUMN TS5 :
/, B (u) du

T

Mas,
ffz‘+,u)\(t B( )du

THpAt

fza:-i-u)\tg (u) du

onde k é uma constante de tal maneira que:

F (4 At + k) pA(t) — M|
B (z + pt) pit

(1) Se At < A(t), entao k > 0 tal que

THUA(L)
/ B (u) du

+uAt

= B (z + pAt + k) g \(t) — M| ; (2.37)

(i) Se A(t) < At, entao k < 0 tal que a igualdade (2.37) é valida.



A(t) — Mt

Como BeCCLe - o(1), temos na equagao (2.36) que
v THpPAL
U(a ) = p(1+0(1))(1+0(1))/ B (u) du,

uniformemente para t > f(x) e x suficientemente grande. Fazendo entdo x tender a
infinito, temos finalmente a relacdo (2.35) valida uniformemente para t € [f(z), 00),
onde f(x) é uma fungao estritamente crescente e nao limitada.
De maneira analoga prova-se também o resultado para os teoremas 2.3 e 2.4.
Essas observacoes simplicam o calculo das integrais nos teoremas dessa se¢ao e serao

lteis na proxima secao.

2.4 Exemplos

Nesta secao apresentamos exemplos que ilustram os resultados assintoticos forneci-
dos pelos Teoremas 2.2, 2.3 e 2.4 dados na se¢ao anterior.
Os Exemplos 1, 2 e 3 ilustram o Teorema 2.2. Os Exemplos 4 e 5 ilustram os

Teoremas 2.3 e 2.4, respectivamente.
Exemplo 1

Suponha que N tem distribuigao Poisson(a + 1), a > 0, entdao v = EN = a + 1.
Considere Z com distribuigao Pareto de parametros v > 1 e § > 0, com funcao
densidade dada por

57.7
Grapr 20

E(x):(gix)77 r>0.

b(x) =

ou, respectivamente,




Temos FZ =

7—16

5) Y
lim B_(:Ey) = lim <5+—x) =y 7.

Entao B € R_, C C. Da defini¢ao de indice superior de Matuszewska, temos

. log B, (y) . =
+— _ lim 222 i 10, B,
Jp == = Jlim log, B, (y) ,
onde -
— B
B, (y) = lim inf _(xy) =y 7,
' B (x)
entao
Jh = — lim log,y ™7 = .
y—00

Considere ainda que os tempos entre-chegadas de acidentes 6 tem distribuigao Ex-
ponencial de parametro k > 0. Portanto (F6)~' =k e 7(t) é um processo de Poisson,
onde A(t) = E7(t) = kt , Vt > 0. Sabe-se que Vn inteiro positivo £0" = % Tomando
p—1=[y+1],temosp>~vy+1le

p!

P — -
Eo = < 00.
Impondo a condigao
c (a+1)
=——— >0
/’[’ k /7_1 Y

para podermos aplicar o Teorema 2.2 resta verificar a hipotese P(N > z) = o(B (x)).
Para mostrar isto, basta lembrar que, como N tem distribuigdo Poisson (a + 1),

com EN =wvarN = a + 1, segue do Teorema do Limite Central que

B r— (a+1)
P<Z§ ¢Eri)
= P(ZVa+1+(a+1)<uz),



onde ¢(x) = P(Z < z) é af.d. Normal(0,1). Mas sabemos que W = Z+/a + 14+ (a+1)

tem distribuigdo Normal(ar + 1, + 1) e portanto é de cauda leve, pois
(at1)e2
My (eW) = £+ 757 <00 Ve > 0.

ou seja, W é de cauda leve. Agora, como B é de cauda pesada, temos finalmente que

para todo € > 0,

lim —P@ > ) = lim —P(E/ > )
P —ex
= lim W > z) -
M ew B
= 0.

Portanto P(N > x) = o(B (x)). Aplicando o Teorema 2.2, temos

v THpA(t)
V(o t) ~ —/ B (u) du

1
T+pkt 5 vy
- / < ) du
e o+u
]/(S’Y z+pkt 1

d
T (0 +u)
uniformemente para ¢ € (0,00) (pois A(t) = kt > 0 para todo t > 0).

)

Pela Proposigao 1.1, temos que

z+pkt 1 z+pkt 1
/ du ~ / —du .
- (0 +u)Y - wy

Portanto
5 T+pkt 1
U(z,t) ~ v —du
By uy
k(a4 1)” 1 1

c(y—1) —kla+1)8 | 271 <x+ (C_ w) t>7_1



uniformemente para t € (0,00).
Exemplo 2

Suponha que o custo das indenizacoes individuais, Z, e o tempo entre ocorréncia
de acidentes, 0, tenham distribuicao Pareto com parametros v; > 1 e 79 > 1, respecti-

vamente, isto é,

1 1
B(z)=1— ——— >0 F =1—-— >0.
(x) (1 —i—:L‘)Vl ) xr = € G(x) (1 +£U)72 ’ Xr =
Anéalogo ao exemplo 1, temos que B pertence a classe R de pardmetro v, e é
1
subconjunto de C. Segue daf que J5 = 71, EZ = > 0e EO = > 0.
71 Y2 —1

Provaremos a seguinte afirmacao:
E0° < 0o se, e somente se p < 7ys.

De fato,

[ / T L
o (14 a)rtt
< /OO 2P~ 02+ 1
0

= gt (lim :CpﬂQ) )
p — 72 T—00

Entao, se p < 9 implica E6P < oo.

Suponha agora p > 5. Entao

EP — 72/ x—pdx
o (I+az)ett

oo :L,p

>

> ] G
o.9] a:p

>




Portanto, se p > 9, E6P = 0o, que conclui a afirmacao.

O Teorema 2.2 exige que F0P < oo, para algum p > 7; + 1. Consideremos entao
Y2 > 71 + 1. Assim E6P ¢ finita, para todo p € (71 + 1,72).

Suponha ainda que o numero de indenizacoes individuais N tem f.d. de cauda

pesada dada por

F(a) = P(N < 0) = {Z o } Y

n=1 n<x
com parametro vz > 1.

Observe que para todo n inteiro e positivo, temos

P(N=n) = P(N<n)—P(N<n)

Entao
EN = Y nP(N=n)
n=1
00 00 1 -1 1
- e {S i) ()
n=1 i=1
00 1 -1 00 1
i=1 n=1
¢(73)
C(ys+1)°
oo 1 ~ .
onde ((s) = Z — ¢ a fungao zeta de Riemann.
nS
n=1

Provaremos agora que a seguinte relacao ¢ valida:



1

PN > ) ~ Y3 (ys + 1)

(2.38)
Precisamos portanto verificar que

, P(N > x)
lim
T—00 73$73C(73 + 1)

> 1
= Y gy = |
k=|z]+1

Considere a seguinte consequéncia do Teorema do Teste da Integral:
o0

Seja Zuk uma série convergente de termos positivos. Seja g(z) a fungado que
k=1
resulta quando k for substituido por x no termo geral da série. Se f é decrescente e

continua no intervalo [n, 00), entdo

/ g(x)dz <
n+1
1

Tome g(x) = —;5r. Portanto f é decrescente e continua em (—o0,00). Por (2.39),

Z uy < /OO g(x)dx (2.39)

k=n+1

temos que

B o0 1 > 1 < 1 8
—_— = B dy < v < g dy =
(o] + 1y~ 7 /u g S ; gt = /m vt (el

Observe que
x’73 x’73
lim —— = lim ———— =1

s ([a] 4 10— wooe (2]

Entao, pelo Teorema do Confronto,
lim ~gx™ i L 1
T—00 3 kvs+1 -
k=|z]+1
Portanto (2.38) ¢ valido.
Agora, da relacdo (2.38), supondo 3 > 71, provaremos que P(N > z) = o(B (z)).
De fato,

lim —— = .
e=oo B (z) z—00 Y3273( (73 + 1)

P(N >z) lim (1+a)m




Mas, por um lado,

1 " =73
im (1+=z) > lim _TE |
T=ee 73:573((/73 + 1) T—00 73C(73 + 1)
e por outro lado
1 71 1 Y1—3
im ( , +2) < lim % _
z—o0 Y323( (3 + 1) ~ z—o0 3((73 + 1)
Logo, segue que P(N > x) = o(B (z)).
Sob as condigoes
Y2>nt+l, m>n>1 e p= ¢ ¢(73) >0,

T -1 (m-1¢(ps+D)

aplicando o Teorema 2.2 e a Observagao 2.1, temos

THpAt 1
U(z,t) ~ Z/ ———du,
1o (L +u)n

uniformemente para t € [f(z),00), onde f(z) ¢ uma fungao estritamente crescente e

nao limitada. Pela Proposicao 1.1, temos

T+ pAt 1 T+ pAt 1
5/ ___ﬂmwi/ L.
1) (I +u)m 1 Jo um

Resolvendo a integral & direita, temos

T+ pAt 1
U(x,t) ~ K/ —du
ple o oum
N (72 — 1)C(73) »

c(y = 1)¢(vz+1) = (92 — 1)¢(v3)

1 1

o (“ ( B w% I)%ifﬁ)l)) t) |

uniformemente para t € [f(z),00), onde f(z) ¢ uma fungao estritamente crescente e

nao limitada.



Exemplo 3

Neste exemplo consideraremos um caso em que os custos de indenizacoes sao v.a.’s
em C, mas nao sao v.a.’s em R. Usaremos portanto a v.a. dada na Proposicao 1.3 que
prova que a inclusao de R em C é propria. Suponha que os custos das indenizacoes

individuais sao copias independentes de Z com distribuicao dada por
Z=0+U)2M

onde U e M sao variaveis aleatorias independentes, U é uniformemente distribuida no
intervalo (0, 1), e M é uma v.a. com distribuigao Geométrica de parametro 1 — v, com

s € (07 %)7 ou Sejaa
P(M =k)=(1—~)yY, para k=0,1,2,....

A esperanca da v.a. Z é dada por

f=EZ = (1 +U)E(2M)
- 1 — 1) Y (27)"
k=0
_ 3(1 — )
2(1 — 274)

ja que 0 < vy < 1/2.

Observe que

WE

P(Z>2z)=B(z)=)Y P(U>2"% —1)P(M =k)

e
I

0

Como U é Uniforme no intervalo (0,1), temos que

1, se k > logy x
PU>z2"=1)=4¢ 2—a227%  seke (logyz—1, log, )

0o , se k <logyx —1



Entao

o]
—
=

Il

(1—7)> P (U >2"Fz—1)4}
k=0
l o
= (L—4) <2 — 2108, $J> 7} 08> 7] 4 Z N
k=|logy | +1
= (1—7) (2 . |log, xJ) 74L10g2 x| I 74L10g2 T|+1

Suponha que o tempo entre ocorréncia de acidentes tenha distribuigao Lognormal

com parametros a e o2, ou seja,

E conhecido que

2,2
EGp:exp{ap—l—UQp }<oo7

para todo p > 0. Portanto, nao é necessario obter o indice superior de Matuszewska,
J}, para aplicar o Teorema 2.2. Como C C D, sabemos que J5 ¢ pelo menos finito.

Além disso, temos que

A= (B = exp{—a— %2}

Suponha também que a quantidade de indenizagoes N tenha outra distribuicao
geométrica com parametro 5 € (0, 1), entao

1
1—75'

v=FEN =

A funcao geradora de Momento da v.a. N é dada por

1_ o0
My(@) = LS (e <0, ve 0,
5 n=1



pois e°v5 < 1, jaque e > 0e 0 < 75 < 1. Assim, Fy é de cauda leve e como B é de

cauda pesada, para todo € > 0,

Fy@) . Fnl)e™

lim =2 — N

T—00 E(m) r—oo @ &T E(Q?)

ou seja, Fy (z) = o(B (x)).
Supondo que

>0,

02} . 3(1 — )

U=c-expya-+ —
{ 1—2v)(1 =)

2
temos pelo Teorema 2.2 e pela Observacgao 2.1 que

1 z+pexp{—a—o?/2}t
V(zr,t) ~ ——
(@) (1 =)u /ac

y ((1 — ) <2 _ o log, uJ) 74Llogg | N 74L10g2 UJ+1) du.

uniformemente em ¢ € [f(x),00), onde f(x) é uma funcdo estritamente crescente e nao

limitada.
Exemplo 4

Considere que o custo das indenizacoes Z tenha distribuigao exponencial de parametro
6 € 0 tempo entre ocorréncia de acidentes 6 tenha distribuigao Weibull com parametro

Y7, Ou Se.j a,

onde 0 < 7, < 1. Temos que EZ = %6 e observe que para todo p > 0,

o0 o0 » p
EoP = / 77xpm"’7_16_$77d:v = / tvw e tdt =T (— + 1> )
0 0 ks

onde I'(z) = fooo t*~le~tdt representa a funcao gama. Portanto E6P < oo, para todo

p > 0.



Considere ainda que a quantidade de indenizacoes, N, tem funcao de distribuicao

com cauda

-1
— = 1 1 1 1
Fy(z) = {Z n’)’8+1} ' Z e Cs+1) Z s+l

n=1 n>x n>x
com g > 2 e como anteriormente, ((s) denota a fun¢ao zeta de Riemann.

De maneira analoga ao Exemplo 2 temos que

_ 1
Fle)~ (78 — Dars=1¢(ys)

basta substituir 3 por 75 — 1 na verificagao de (2.38).

(2.40)

Sendo assim, para qualquer y > 0,

Fx(ry) | (s=Da"C08) oy

~ =

Fy(z) (95— (y)s~ ()

Como g > 2, entdo 75 — 1 > 0 e, portanto Fy pertence & classe R com Fy €
R_(_1). Portanto Fy € C.

Além disso, como Fl é de cauda pesada, pela defini¢cao temos que Ve > 0,
e =o0(Fy(z)) .

Tomando € = 75, obtém-se B (z) = o (Fy (z)).
Do Teorema 2.3 e da Observagao 2.1, supondo
1 -1
8> 2, e ,uzc-I’(—+1) —M>O,
V7 Y6¢(7s)

temos que

THpAt
U(z,t) ~ ;/ Fn (uvye) du

uniformemente para t € [f(z),00), onde f(z) ¢ uma fungao estritamente crescente e

nao limitada.



Da relagao (2.40) e da Proposic¢ao 1.1, temos que

1 m-‘r,ll)\t_
U(z,t) ~ —/ 'y (ue) du
HJg

1 T+t
— — / sl
et (s — 1)C(s) Ja

1 1 1
P (s = 1)(9s — 2)¢(7s) | 2772 <:c +pl! (% + 1) t>%2 |

uniformemente para t € [f(x),00), onde f(x) é uma fungao estritamente crescente e

nao limitada.
Exemplo 5

Suponha que os custos das indenizagoes, Z, tem fungao de distribuicao dada por

0 , sex<e”,
B(z) = log =
1-— se x> e
x79 ’ -

para alguma constante y9 > 1. Observe que B é de fato uma fungao de distribuigao.
Para x > 9, B(x) é crescente. Além disso, B é continua pela direita, possui um salto

no ponto €7 e

lim B(z) =1— lim

T—00 z—oo L9 z—00 Yo 19

Separando a distribuicao de Z na parte discreta e continua, obtemos que

1 1
= F7 = e .
6 et (’}/9 — 1)679(79—1) (79 T Yo — ]_>

Observe ainda que Vy > 0 fixo,

. B(zy) logz+logy 1
lim — = = —,
z—oo B (ZL’) Yo log Yo

portanto B pertence a classe R com indice 7.



Defina a distribuicao do tempo entre ocorréncia de acidentes como sendo Pareto
com parametro g + 2, ou seja,

— 1
Fe(.f):m, IZO

Como vimos nos Exemplos anteriores, A = (E)™! = ~9 + 1. De maneira andloga,
também temos que 6 é uma v.a. em R. Pela mesma justificativa do Exemplo 2, temos
que EOP < oo se, e somente se p < 9 + 2. Para utilizarmos o Teorema 2.4, basta que
EOP < oo para algum p > 79+ 1. Sendo assim, para todo p € (79 + 1,79+ 2) a hipotese
do teorema é satisfeita.

Seja ainda a distribui¢ao da quantidade de indenizagoes dada por

FN(x):; Z logn

((yw+1) . nYotl’

— 1
onde ('(s) = Z 81 Genota a derivada da fungao zeta de Riemann. Como P(N =
nS

n=2
1 !/
n) = ,; e n ,entdo v = EN = M.
R T + 1)

Novamente pela argumentacao usada nos exemplos anteriores, temos que

— 1 log 1 —
Fy(x) ~ ~ B(z) .
v (@) Yo¢ (Yo +1) 7 Y9 (9 + 1) ()

Entao,

limM: lim WWQH)BE( Doy

=y ’}’9’
wooo Py (x) om0 ey B (2)

ou seja, Fiy também pertence a classe R.

Considerando C = m

c ()
Yo+l (+1)]
aplicando entao o Teorema 2.4 e considerando também a Observacao 2.1, temos que

v+ CBo z+p(yo—1)t log u
L

Yo > 1, p=

U(z,t) ~

u



du

Yol (79) + B /Hu('vgl)t log u
19 (o +1) Jo
Y9¢' (70) + B7°
(79 — Dyl (79 + 1)
(logx 1 log(x + p(vo — 1)t) 1 )

uve

gt ot (24 p(ye — D)t (24 p(ye — 1)t

uniformemente em ¢ € [f(x),00), onde f(x) é uma funcdo estritamente crescente e nao

limitada.
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