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Resumo

Neste trabalho abordamos algumas variedades de grupos soluveis definidos por leis
da forma [m,n] = 1, em que [m, n] indica o comutador [[z1, ..., Zw], [Tmi1,- -, Tminl],
a m + n varidveis. Variedades associadas as leis C'(n + 2) sao também consideradas,
onde C(n+2) indica o conjunto de identidades [x1, X2, T3, ..., Tnia] = [T1, T2, Ty(3), - - -
Ty(n+2)], para toda permutacao ¢ do conjunto {3,...,n 4 2}. O objetivo principal do
trabalho é explorar certos resultados devidos a F.Levin que tratam de equivaléncias en-
tre essas leis, com o intuito de generalizar o caso da variedade dos grupos metabelianos,
definida pela lei [[x1, 2], 73, 24]] = 1, a qual é equivalente & C'(4). Mostramos que um
grupo G satisfaz C'(n +2), n > 2 se, e somente se, G satisfaz [n — k,2 + k] = 1, para
k=0,1,...,n—2. As leis C'(2n — 1) decorrem de [n, 2] = 1, para n > 3; trabalhando
com grupos de unidades em anéis de séries de poténcias formais, apresentamos um
exemplo que mostra que este resultado é o melhor possivel, pois [n,2] = 1 néo implica
C(k) para k < 2n — 2.

Palavras-chave: Variedades de grupos, grupos soliveis e metabelianos, séries de

poténcias formais.



Abstract

In this dissertation we deal with some results on varieties of solvable groups defined
by laws of the form [m, n] = 1, where [m, n] denotes the commutator [[z1, ..., Zny], [Tmi1
sy Tmtn)], In m + n variables. Varieties associated with C'(n + 2) are also consid-
ered, where C'(n + 2) denotes the set of identities [x1, z9, x3,. .., Tnyo] = [T1, T2, T(s),
.oy Tp(nta)], for all permutation ¢ of the set {3,...,7+2}. The main objective of the
work is to treat of certain results due to F.Levin that investigate equivalences among
these laws, with the purpose of generalising the case of the varieties of metabelian
groups, defined by the law [[z1,zs], [23, 24])] = 1, which is equivalent to C(4). We
show that a group G satisfies C'(n + 2), n > 2, if and only if G satisfies the laws
[n—k,2+ k] =1, forall k=0,1,...,n — 2. The laws C(2n — 1) are consequence of
[n,2] =1, for n > 3; on considering rings of formal power series, we present an example
which shows that this result is the best possible, since [n,2] = 1 does not imply C(k)
for any k < 2n — 2.

Palavras-chave: Varieties of groups, solvable and metabelian groups, formal power

series.
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Introducao

Este trabalho versa sobre o estudo de certas variedades de grupos soliveis definidas
por leis envolvendo comutadores e estda fundamentado numa revisao sistematica e
cuidadosa de artigos nessa area de estudos, especialmente os trabalhos de F.Levin
[11] [12] e complementados pelos trabalhos de I.D.Macdonald [13] [14], H.Neumann
[17], G.Higman [9] e N.Gupta [6], entre outros.

Evariste Galois foi o primeiro a introduzir o conceito de solubilidade de grupo; ele
provou que cada equacao polinomial estd associada a um grupo, chamado de Grupo
de Galois de polindmios, que pode ou nao ser soltvel, se a resposta for sim entao esta
equagao admite solugao por radicais. Sabemos que existem grupos nao soliveis para
polindmios de grau maior ou igual a 5, porém, somente as equagoes de grau menor ou
igual a 4 tem férmulas para se encontrar estas raizes. Além disso, estes grupos podem
ser utilizados para caracterizar a construcao geométrica de poligonos usando somente

régua e compasso.

Os grupos soliveis sao definidos, formalmente, como os grupos que possuem uma
série de subgrupos
G:G0>G1>...>Gn:{1},

tal que G;11 < G; e G;/G;11 é abeliano. O menor de todos os comprimentos n desta
série é chamado comprimento de solubilidade ou comprimento derivado de GG. E desta

definicao, resulta que um grupo ¢ solivel, se e somente se, sua série derivada se esta-
biliza, ou seja, exite um n € N tal que G™ = 1, onde G = G e G™ =[GV, G,

A uma variedade de grupos definimos como a classe de todos os grupos satisfazendo
todas as identidades de um dado conjunto V. Sendo F'(X) um grupo livre com base
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em X = {xy,29,...} ev=0v(x1,29,...,2,) € F(X), entdo v = 1 é uma identidade ou
lei no grupo G, se v = (g1,92,-..,9,) = 1 para todos g; € G, 1 < i < n. Assim, neste
caso, o conjunto V' é chamado de base de identidades para a variedade em questao.
Os grupos abelianos ([z,y] = 1), os grupos nilpotentes de classe menor ou igual a ¢
(Ye41(G) = 1), os grupos soliiveis de comprimento menor ou igual a n (G™ = 1) sdo
exemplos de variedades.

Falamos também com frequéncia dos grupos metabelianos, que sao grupos soliveis
de comprimento derivado 2 (G(Q) = 1), ou seja, a variedade desses grupos é a classe de
todos os grupos associados com a lei [[x1, 23], [x3, 4] = 1, i.e., para qualquer grupo G

nesta variedade esta expressao ¢é satisfeita independente da escolha de z; € G.

Neste trabalho, nés investigamos grupos pertencentes as variedades associadas com
as leis da forma

(21, 2], [Tnsts - s Tnam]] = 1,

que nés abreviamos por [n,m| = 1.

Numa primeira parte, mostramos que a variedade associada com a lei

[T1, .y Tny Tt 1y Tpge) = [T1, -+ oy Toy T2y Tt

é equivalente a variedade associada a lei

[[l’l, e ,an], [xn+17 wn-‘ﬂ“ = 1’

de modo que, em particular, para n = 2 temos a variedade dos grupos metabelianos.
Em seguida, nds estudamos se as possiveis extensoes de equivaléncias destas leis podem
ser usadas para definir a variedade de grupos metabelianos. E vamos concluir exata-

mente que isso nao podera ser possivel.

Tratamos também de grupos que satisfazem a lei

(21, @2, T3, ..., Tp] = [T1, T2, Tp3), - - - Tio(iy )

onde ¢ é alguma permutagao de {3, ..., k} e, neste caso, dizemos que G satisfaz C(k, @),
e quando G satisfaz C(k, ¢) para toda permutagao ¢ de {3, ..., k}, entdo dizemos que
G satisfaz C'(k).

Um resultado importante aqui, sera a demostracao de um teorema que afirma que
quando um grupo G satisfaz C'(n+2), n > 2, é equivalente dizer que G satisfaz as leis
[n —k,2+ k] =1, para todos k = 0,1...,n — 2. Além disso, a lei [n,2] =1, n > 3,
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implica C'(2n — 1), mas nado implica C'(k), para k < 2n — 2 e damos um contra-exemplo
para este resultado. Finalmente, mostramos que para m,n > 3, a lei [m,n] = 1 nao

implica a lei C'(k, ) para qualquer k e ¢ nao trivial.
Este trabalho esta dividido em trés capitulos.

No primeiro capitulo introduzimos alguns pré-requisitos, tais como os conceitos e
propriedades basicas de grupos soliveis e nilpotentes, grupos metabelianos e engelianos
e de variedades de grupos, de modo a tornar uma leitura linear para os poucos famili-
arizados com a teoria dos grupos.

No segundo capitulo abordamos as Algebras Associativas Livres e estudamos em
algum detalhe as algebras A(Z,r), isto é, as Z-dlgebras associativas das séries de
poténcias formais em r varidveis nao-comutativas xi,...,x,. Nesse contexto os ele-
mentos 1 + xy,...,1 + x, geram o grupo livre de posto r, proporcionando assim um
ambiente favordavel ao estudo formal de exemplos de grupos satisfazendo relacoes es-
pecificas entre comutadores, que é o objeto central deste trabalho.

O terceiro e ultimo capitulo representa a parte principal. Numa primeira parte
abordamos questoes envolvendo a equivaléncia das leis ja ditas entre comutadores com
aquelas identidades que definem grupos metabelianos, 2-metabelianos e 3-metabelianos.
A parte final trata de generalizacoes dessas leis. Concluimos o trabalho exibindo exem-
plos, devido a F.Levin, de grupos satisfazendo a lei [3,2] = 1 que sdo 2-metabelianos,
mas que nao sao 3-metabelianos e nem satisfazem qualquer condicao finita de Engel,
e grupos que satisfazem [3,3] = 1, mas que nao satisfazem [n, 2| = 1, para nenhum n.
Incluimos também um exemplo, devido a Newman e Wiegold, de grupos metabelianos
nao nilpotentes que satisfazem a condicao [k — k + 1], para todo k, ou seja, todo

subgrupo k-gerado ¢é nilpotente de classe k + 1.



Topicos Preliminares

Neste capitulo apresentamos as defini¢oes e resultados basicos para efeito
de uma leitura mais linear do nosso trabalho. Alguns resultados sao enunciados
sem demonstracao; apenas aqueles essenciais para o desenvolvimento do assunto cen-
tral sao demonstrados cuidadosamente. Aqui, utilizamos as referéncias dos livros de
Robinson[18], Rocco[19], Milies[16] e Guptal6].

1.1 Comutadores, Séries Derivadas e Séries Centrais

Seja G um grupo. Definimos o comutador' de xy,zy € G como sendo [xy, z5] =
rv ey te e = 27272, onde 29 = g 'xg é denominado o conjugado de x por g. Para
n > 2 o comutador simples de peso n é definido recursivamente por: [z, z, ..., x,] =
[[z1, ey Tn_1], n], ©; € G com a convengao que [z1] = x;. Usamos também a notagao
[z, ,y] para o comutador [z,vy,...,y|, com y repetido n vezes. O comutador é uma
composi¢ao nao associativa, i.e, [[x,y], 2] # [z, [y, 2]] e definimos o centro de G como

IEste conceito aparece pela primeira vez em 1860 na tese de C. Jordan (1838-1922).
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o conjunto Z(G) = {g € G/gh = hg,V h € G}. Além disso, apresentamos a seguir,
identidades que podem ser verificadas facilmente por calculos diretos.

Proposicao 1.1 (Identidades de comutadores). Para todos x,y e z no grupo G, as

seguintes relagoes sao validas:

(1) [z, y]™ = [y, 2l;

(i) [zy, 2] = [z, 2"[y, 2] = [z, 2][z, 2, ylly, 2],
[x,yz] = [m,z][:v,y]z = [.1‘, Z][x>y][$ayvz]§

(iii) [z,y]? = [29,y9], para todo g € G;

(iv) [z,y, 2] = ([z, yl[z~", y])", onde u = a¥;

e como consequéncia disto, temos que:
(V) [w,y 2] = L& w7 =271 y);
(vi) [x,y, 2"z, x,¥*]ly, z,2Y] = 1 (Identidade de Witt);
(vil) [z,y ! 2]y, 271, 2)*[z, 271 y]* = 1 (Identidade de Hall-Witt).

Para quaisquer subgrupos H, K de G, [H, K] indica o subgrupo de G gerado pelo
conjunto de todos os comutadores |[h,k|,h € H, k € K. Em particular, [G,G] é
chamado de subgrupo comutador® ou subgrupo derivado de G e seré denotado por G'.
A condigao (iii) permite ver facilmente que G’ é normal em G.

Indutivamente, podemos definir uma sequéncia de subgrupos da forma:

GO =g.
G — [G(O)7G(O)] el
G2 — [G(l),G(l)] = (@'Y

G — [G(n—l)’ G(n—l)] = (G,

Definicao 1.1. O subgrupo G™ definido anteriormente chama-se o n-ésimo subgrupo

derivado de G e a sequéncia

G=CO5ab 5. .. 5am...

chama - se a série derivada de G.

2G.A. Miller publicou pela primeira vez as propriedades principais desses grupos, embora ja eram

conhecidas por R. Dedekind (1831-1916) que foi quem introduziu o termo comutador em 1897.
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Note que, esta série nao precisa necessariamente terminar na identidade de G, e
pela propria definicao de comutador temos que G' é um grupo abeliano se, e somente
se, G’ = {1}. Decorre que todos os fatores G"~1 /G sdo grupos abelianos, sendo o
primeiro deles, G/G’, de grande importancia por ser o maior grupo quociente abeliano

de G. De fato, pela proposicao a seguir.

Proposigao 1.2. Se H é um subgrupo normal de um grupo G, entao o grupo quociente
G/H ¢ abeliano se, e somente se, G' C H.

A demonstracao deste resultado encontra-se em qualquer livro de teoria dos grupos.

H4 outro modo natural de gerar sequéncias de subgrupos comutadores de um grupo,
por repetidas comutacgoes com . Duas séries importantes serao enunciadas aqui.

Definicao 1.2. Uma série central é uma sequéncia de subgrupos
1= <7,<..<7;=G

tais que os quocientes sao centrais no sentido de que [G, Z;11] < Z;. Estes subgrupos
sao sempre normais em G, de modo que faz sentido falar em G/Z;. Decorre que a
sequéncia Z; é central se, e somente se, Z;11/7; < Z(G/Z;).

A série central de um grupo G, dada por:
G=m(G)>%nG)>...>2v%G) >...>...
definida recursivamente como sendo:
nG) = G
(@) = [n(G),Gl =12, ..

¢ chamada série central inferior de G e cada termo ~v;(G) é um subgrupo total-
mente invariante, ou seja, é invariante por qualquer endomorfismo de G, fato que
estd mostrado em (Norai [19], pg. 142). Note também que 7;(G)/7i+1(G) fica no cen-
tro de G /741, para vermos isto basta tomarmos o quociente por v;;; na igualdade de
vi+1(G) = [1:(G), G, fazendo isto obtemos [v;(G)/vi+1(G), G/7i+1(G)] = 1.

A série central de um grupo G, dada por:

1=G(G) <G(G)<... <G(G) <.

definida da seguinte maneira:
G(G) =1
Cl(G) = Z(G)

G+ (G@)/G(G) = Z(G/G(G), i=0,1,2,...
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¢é chamada série central superior de G e cada um dos subgrupos (;(G) é caracteristico
em G (ver Norai[19], pg.143), mas nao é totalmente invariante em G. Esta série pode
nao terminar, mas sendo G finito, entao a série estaciona-se num subgrupo denominado

hipercentro de G.
A proposicao, a seguir, estabelece algumas relagoes entre os termos das séries cen-

trais inferior e superior.
Proposicao 1.3. Sejam G um grupo qualquer, e 7, j inteiros positivos.
1 [%(G), (G < 7i44(G);
2. 7%i(15(G)) < 735(G);
5. [(G), G(G)] < G-i(G) sej =1
Uma demonstragao pode ser encontrada em Robinson [18], pag. 126.

Proposicao 1.4. Seja G um grupo qualquer gerado por um conjunto X. Entao
1 %(G)= ([x1,..., )%z, € X, j=1,...,i, g€ G);
2. %(G) = ([x1,..., x|, i1 (G)yz; € X, j=1,...,1);
3. Se X = {z,y} entdao 1 (G) = ([z,y],73(G)).

Uma demonstragao pode ser encontrada em Rocco [19], pag. 146.

1.2 Grupos Soluveis e Nilpotentes

O conceito de grupos soliveis foi introduzido por E. Galois * quando estudava a re-
solugao de equagoes algébricas por radicais. Ele associou um grupo a uma equacao
e estabeleceu que uma equagao € resolivel por radicais se, e somente se, o grupo
correspondente é solivel. As definigoes e propriedades desses grupos nos ajudarao a

introduzir o tema central de nosso trabalho.

Definicao 1.3. Um grupo G diz-se solivel se contém uma cadeia de subgrupos:
{1}=HyCcH,C...CH,=G

tal que cada subgrupo H;_; é normal em H; e o grupo quociente H;/H; 1, 1 <1i<n,
¢ abeliano.

A esta cadeia chamamos de série subnormal abeliana de G, e como a normalidade
nao tem propriedade transitiva, os subgrupos H; nao precisam ser normais em G,
1 <1i < n—1. Naturalmente, todo grupo abeliano é solivel.

3Nasceu em 1811 e morreu 1832, na Franca.
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Teorema 1.1. Um grupo G ¢ soluvel se, e somente se, sua série derivada termina na

identidade, i.e, se existe um inteiro positivo n tal que G™ = {1}.

Demonstragao: Suponhamos que G possui uma série subnormal abeliana
Gy D Gy DDGn:{l}

Como todo quociente G;/G;_1, 0 < i <n —1, é abeliano, segue da Proposigao 1.2 e
por inducio que G C Gy, 1 < i < n. Daf obtemos, em particular, que G™ = {1}.

Reciprocamente, suponhamos que existe um inteiro positivo n tal que G = {1}.
Entao, é facil ver que
GO>o>aWoaE® 5. 56" = {1}
é uma série subnormal abeliana para G. |

Definicao 1.4. O comprimento da série abeliana em G é chamado de comprimento
derivado de G. Disto resulta que, um grupo G tem comprimento derivado 0 se, e
somente se, tem ordem 1. Temos também que os grupos com comprimento derivado

no maximo 1 sao justamente os grupos abelianos.

Vale ressaltar algumas propriedades elementares dos grupos soltiveis, como o fato
de que a classe dos grupos soluveis é fechada para subgrupos, imagens homomérficas,
quocientes e extensoes de seus membros e também que o produto de dois subgrupos

normais soluveis de um grupo é solivel.
Definicao 1.5. Um grupo G é chamado nilpotente se possui um série central.

Naturalmente, um grupo nilpotente de classe 0 tem ordem 1, enquanto os grupos
nilpotentes de classe no maximo 1 sao os abelianos. Obviamente, os grupos nilpotentes
sao também soliveis. Um exemplo de um grupo solivel que nao é nilpotente é o grupo

S3, pois este tem centro trivial.

Proposicao 1.5. Seja G um grupo nilpotente e 1 = ¢y < & < ... <&, = G uma série
central em G. Entao:

(1) %(G) < &pp1-i, parai=1,....,n+1;
(17) & < (@), parai=0,...,n;

(77i) As séries centrais inferior e superior tem o mesmo comprimento.
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Demonstragao:
(¢) Vamos mostrar por indu¢ao, note que para i = 1 temos 7,(G) =&, = G. Parai > 1
observe que &,11-i/&n—i < Z(G/&,—;) resulta que [&,11-4, G] < &,—;. Assim, supondo

por inducao que vale para i, ou seja, v;(G) < &,+1-;, obtemos:
Yi41(G) = [%(G), G < [§ng1-6, Gl < &ni

(77) A demonstragao segue andloga ao item anterior.

(771) Tome G nilpotente de classe ¢, entao a série central dada pode ser escrita como
1=¢ <& <. <& =G e qualquer outra série central em G tem comprimento no
minimo c. Dali, pelo item (i) temos que Y.41(G) < &—c = &(G) = 1, e assim a série
central inferior tem comprimento ¢, e por (ii), temos . = G < (.(G), o que implica

que (.(G) = G. Logo a série central superior tem comprimento c. [ |
Teorema 1.2 (P. Hall). Se G é um grupo nilpotente e 1 # N <G, entao NNZ(G) # 1

Demonstragao: Sendo G um grupo como acima temos que G = (.(G) para algum
¢, entao existe um menor inteiro ¢ tal que N N ((G) # 1. Agora, observe que
[INNG(G),G] < NN¢G-1(G) = 1e NNG(G) < NN G(G). Logo NN G(G) =
NNG(G) #1 ]

Os grupos nilpotentes apresentam uma infinidade de resultados revelantes, mas por
conveniéncia nés estaremos citando alguns brevemente, sao os seguintes: todos os p-
grupos finitos sao nilpotentes, a classe dos grupos nilpotentes é fechada para subgrupos,
imagens e produtos diretos, subgrupos normais minimais de grupos nilpotentes estao
contidos no seu centro, subgrupos normais maximais abelianos de grupos nilpotentes
sao seus centralizadores. Entretanto, a classe dos grupos nilpotentes geralmente nao

sao fechadas para extensoes.

1.3 Grupos Metabelianos e Grupos de Engel

Nesta secao definimos e mostramos alguns resultados para grupos de Engel e metabelianos.

Definicao 1.6. Um grupo G é dito metabeliano se existe um subgrupo normal N <G
tal que N e G/N sejam abelianos.

Desta definicao decorre que todo grupo abeliano é metabeliano e grupos nilpotentes

de classe no maximo 3 também sao metabelianos.

Lema 1.1. G € metabeliano se, e somente se, G? = G" = {1}.
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Demonstragao: Suponha que G é metabeliano, dai temos que existe um N <G tal que
G/N é abeliano, assim, pela Proposigao 1.2, G’ C N, e como N é abeliano, obtemos
G'=[G",G] <N =1.

Por outro lado, se G” = {1}, entdo G’ é abeliano e como G /G’ é abeliano segue que

G é metabeliano [}

A classe dos grupos metabelianos é fechada para subgrupos, de fato, pois trivial-
mente sendo H C G e G é metabeliano obtemos H” € G” e com G” = 1 segue que H
¢ metabeliano.

Uma vez que G’ é gerado por todos comutadores [z,y], =,y € G, G é metabeliano
se, e somente se, satisfaz a lei [[z,y], [u,v]] = 1. Falamos com mais detalhe desta lei na
Secao 1.4.

Proposicao 1.6. Se G é metabeliano e p : G — K é um homomorfismo, entio p(G)
¢ metabeliano.

Demonstragao: Suponha G um grupo metabeliano e seja ¢ uma aplicagdo como
acima. Note que p(H) = @(H') para qualquer grupo H. Logo, o(G)" = p(G') =
©(G"). Mas, como G é metabeliano temos que G” = {1}, e assim, p(G)" = p(1) = 1.
Assim pelo Lema 1.1, ¢(G) é metabeliano. |

Definicao 1.7. Um grupo é 3-metabeliano se todos os seus subgrupos 3-gerados sao
metabelianos, onde subgrupos 3-gerados sao os subgrupos gerados por trés elementos
do grupo.

Teorema 1.3 (Macdonald). Um grupo é 3-metabeliano se, e somente se, satisfaz a lei
[[x,y], [l’, Z]] =1

Demonstragao: Se a,b,c e d sao palavras em trés variaveis x,y, 2z entao, manipu-
lando as propriedades de comutadores, pode-se concluir que |[[a,b], [c,d]] é um pro-
duto de conjugados de comutadores da forma [[z,y|" [z,2]"]. Assim, G satisfaz a
lei [[z,y]", [z,2]"] = 1 se, e somente se, G é 3-metabeliano. Por outro lado, se G

1

satisfaz [[z,y], [x,2]] = 1, substituindo y por yuv=' segue que [[z,yuv™!], [z, 2] =

[z, wo= Y[z, y]* ", [z, 2] = [[&, 9] ", [z, 2]] = 1 e, assim, G é 3-metabeliano se, e so-
mente se, satisfaz a lei [[z,y], [z, 2]] = 1. |

Teorema 1.4 (Macdonald). Seja G um grupo 3-metabeliano. Entao G satisfaz as leis:

(i> Hxay]: [ua Z]]Q =1

(i) [fz,y, 2], [u, 0]l = 1.
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Demonstracao: Pelo lema anterior temos que G satisfaz a lei [[z,y]*, [z, 2]"] = L.

Uma vez que [[zu,y], [zu, z]] = [[z, y]*[u, y], [z, 2]*[u, z]] = 1, usando isto, a expansao

de [[zu,y], [ru, z]] = 1, as propriedades de comutadores e o fato de G' ser um grupo

3-metabeliano, temos:

[z, )" [, ), [, 2] " [u, 2] = [[&, 9]z, g, wl[u, g, [, 2] [, 2, ] [u, 2]]

= [le,ylle,y. o], [w, 2] - [z, yllz, g, u], [, 2], 2, u]] 00

Hu7 y]? [u7 ZH : [[u7 y]? [JZ, Z] [ZL‘, 2y u]? [u7 Z]][MZ]

= [l 9l [w, 21} - [[w, 9], [, 2]] = 1.

Assim, usando (1.1) e a hipdtese sobre G, segue que

[l ), [, 2]] = [l g, [z, 2] 7" = [y, u], [2,2]] = [[y, =], [2, ul],

por outro lado, [[z,y], [u, 2]] = [[z, 2], [y, u]] = [[z, ][y, z]] = [[u, 2], [z, y]].

Logo,
[[z,y], [u, z]]> = 1, e assim, demonstramos o item (i).

Para mostrarmos o item (ii), usando (1.1) temos,

[z, 9l [u, 2]] = [l 2], [u, y]

e ao substituir z por xv em (1.2), segue que

[[zv, ], [u, 21} = [[zv, 2], [u, y]]

[z, y)"[v, 9] [, 2] = [[z, 2]"[v, 9], [, y]]
[v,9]

[v,2]

[z yllz, g, o), [, 2] = [, 2]z, 2, 0], [u, y]]7,

e, como [z,y,v] comuta com [v,y] e [z, z,v] comuta com [v, 2],

([, yllw,y, 0], [u, 2]9] = ([, 2], 2, 0], [u, y)) ™),

e, neste caso, pela bilinearidade vélida na operacao, temos que

gl 21 - ol a2 = [l 2] s 1) [, 240 s )

g s 201 ], 210 = [ 21, ] G 2,00, [ 91,

(1.1)

(1.2)

e como G é 3-metabeliano, podemos trocar y por z em [[x,y], [u, z]] e, neste caso, vale

a bilinearidade entre os comutadores envolvidos, usando isto e a comutatividade dos

elementos [v,y] e [u,y], temos entao

[z, y, 0], [u, 2]] = [l 2, 0], [u, y]]
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e, novamente por (1.2), podemos concluir que

[[:U7 Y, Z]’ [u7 UH = HJZ, 2 y]> [u> UH
Portanto, pela identidade de Jacobi, segue-se que [[y, z, x], [u, v]] = 1, resultando assim
que grupos 3-metabelianos satisfazem a lei [3,2] = 1. [ |

Observacao 1.1. Se G é um grupo 3-metabeliano entao, usando as propriedades de
comutadores é possivel constatar que G satisfaz a Identidade de Jacobi * Em 1957,
B.H.Neumann foi o primeiro a encontrar um exemplo de um grupo 3-metabeliano que

nao é metabeliano.

Definicao 1.8. Um grupo é 2-metabeliano se todos os seus subgrupos 2-gerados sao
metabelianos. Entenda-se subgrupos 2-gerados como subgrupos gerados por dois ele-
mentos do grupo.

Ao contrario dos grupos 3-metabelianos, a classe dos 2-metabelianos é extrema-
mente grande. Em particular, temos que grupos 3-metabelianos sao 2-metabelianos,
mas a reciproca nao ¢ necessariamente valida. Exemplos de grupos 2-metabelianos que
nao sao 3-metabelianos foram dados por C.K Gupta (1968) e B.H Neumann (1957).

Teorema 1.5 (Higman). Um grupo € 2-metabeliano se, e somente se, satisfaz a lei

[z, 9], [2,y~"]) = 1, para todos x,y € G.

A demostragao deste teorema é muito extensa e nao demonstraremos aqui. Uma

demonstragao pode ser encontrada em Gupta [6], pag.17 ou em Higman [9)].

Definicao 1.9. Um elemento g de um grupo G é chamado elemento de Engel se para
cada x € G existe um n > 0 tal que [g, , 2| = 1.

Proposicao 1.7. Seja g € G um elemento de Engel, entao [¢g7%, ,, g] = 1 se, e somente
se, [z, n41 9] = 1 para cada = € G.

Demonstragao: Tome z e g sendo elementos de G. Usando as identidades fundamen-

tais de comutadores, obtemos:

[l‘, n+1 g] -

Yy, 2y, z,2][2,7,9] = 1. A reciproca também é vélida e foi mostrada por Bachmuth-Lewin

(1964).
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Assim, ambas as partes do resultado seguem demonstradas. [ |

Definicao 1.10. Um grupo G é chamado de n-engeliano se para todo x,y € G existe

um n € N tal que [z, ,y] = 1.

Pela defini¢ao temos que grupo nilpotentes de classe no maximo n sao n-engelianos,

mas a reciproca nao ¢ valida.

Teorema 1.6 (Levi). Seja G um 2-grupo de Engel, i.e, [x,y,y] = 1, para todos z,y €
G. Dados x,y, z,w, elementos de G, valem:

(i) (z%) € abeliano;
(ii) [z,y,2] = [z, @, y];
(iii) [x,y,2]® = 1;
() [z,y,z,w] =1, i.e, G € nilpotente de classe < 3.
Uma demontragao para este teorema pode ser encontrada em Gupta [6], pag 34.

Teorema 1.7. Seja G um 3-grupo de Engel, i.e, [x,y,y,y] = 1. Entdao G satisfaz as

sequintes condicoes:
(i) G é 2-metabeliano;
i1) Todos os subgrupos 2-gerados de G sao nilpotentes de classe < 4;
g g
i) G satisfaz as leis [x,y,z,y]> =1 e [v,9%, 1, 2] = 1.
(1i1) Y, T,y v*y

Uma demontragao para este teorema pode ser encontrada em Gupta [6], pag. 35.

1.4 Variedades de Grupos

Nesta se¢ao introduzimos algumas variedades de grupos associadas a certas leis impor-
tantes, as quais estaremos aplicando como resultado para a formulacao e desenvolvi-
mento do tema central dessa dissertagao. Para isto primeiramente falamos sobre os

grupos livres, topico fundamental para o estudo de variedades.

Defini¢ao 1.11. Sejam F' um grupo e X C F. O grupo F = F(X), chama-se grupo
livre com base X se, para cada grupo G qualquer aplicagao ¢ : X — G pode ser
estendida a um unico homomorfismo f : X — G. A cardinalidade do conjunto X é

chamada de posto do grupo livre F/(X).
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Teorema 1.8 (Nielsen-Schreier). Se H é um subgrupo de um grupo livre F(X), entdo
H ¢ livre. Suponhamos ainda que F tem posto finito n, entao H ¢é finitamente gerado

se, e somente se, j = [F: H] < c0.

Uma demontragao para este teorema pode ser encontrada em Robinson [18], pag.
162.

Segue da defini¢ao e da existéncia de grupos livres, que todo grupo é isomorfo a um
quociente de um grupo livre. Assim, para cada grupo G existem um grupo livre F'(X)
e um subgrupo normal N < F'(X) tal que G = F(X)/N.

Nestas condigoes, N = (R>F, o fecho normal de um subconjunto R de G, o par
ordenado (X/R) chama-se uma apresentacao de G. Os elementos de X sdo chamados
geradores e os elementos do conjunto R sao ditos relatores do grupo GG e escrevemos
G = (X/R). Assim, decorre que qualquer grupo G possui uma apresentagao.

Definigdo 1.12. Sejam X = {z,2s,...} um alfabeto e X! = {z;', z;%,...}. Uma

palavra em X é uma sequéncia finita de simbolos em X U X!, i.e, é uma sequéncia

€1 €2

da forma v = a7'23* ... 2%, x; € X, g, = £1, r > 0. O produto de duas palavras é

. r o

formado por justaposicao e a inversa da palavra v é a palavra v-! = x ... 2]

Sejam F' = F(X) um grupo livre com conjunto de geradores livres X = {x1,xs,...},

G um grupo e v = v(z1, 9, ...,x,) € F. Nestas condigoes v pode ser visto como uma
fungdov: G x G x ...G — G. A imagem de uma r-upla (g1, ..., g,) por esta fungao
—_————

M
¢ dita um valor de w em G. Para um subconjunto V' de F'(X) os valores assumidos por
seus elementos em G é, em geral, um subconjunto nao trivial de G.

Definigao 1.13. Chamamos de subgrupo verbal de G relativo a V' o subconjunto gerado
por todos os valores v € G e denotamos por V(G). Isto é,

V(G) = <U(gla S ,g,,,)/l) S V?.gl S G) :
Por exemplo, se V' = {[z1, 23]}, entdo V(G) = G, o subgrupo derivado de G.
Proposicao 1.8. Todo subgrupo verbal é caracteristico em G.

Demonstragao: Considere a : G — H, entao (v(g1,...,9:))* = v(gf,...,9%), o que
mostra que (V(G))* < V(H). Dal, em particular, considerando o € Aut G temos que

os subgrupos verbais sao totalmente invariantes. A reciproca’

s6 é valida para grupos
livres. |

Desta proposicao resulta que todo subgrupo verbal de um grupo G é sempre normal
em G (V(G) <G).

5Foi demonstrada por B.H Neumann.
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Dizemos que o elemento v é uma identidade ou ler em G se todos os valores de v

em G sao triviais, ou seja, v = 1

Definicao 1.14. A classe® de todos os grupos nos quais valem as leis v = 1, para todo
v € V se chama variedade determinada por V.

Claramente, temos como exemplo de variedades a classe de todos os grupos abelianos
({[z,y] = 1}), dos grupos soliveis de comprimento n ({G™ = 1}), dos metabelianos
({G" = 1}), de todos os nilpotentes de classe ¢ ({[z1, 2, ..., Ze, Ter1] = 1}); por outro
lado, um exemplo de classe de grupos que nao ¢ variedade ¢é a classe de grupos ciclicos,
pois Cy ® Cy % CYy, este exemplo pode ser confirmado no préximo teorema.

Teorema 1.9 (Birkhoff). Uma classe X de grupos € uma variedade se, e somente se,

ela € fechada aos quocientes, subgrupos e produtos subcartesianos.

A demonstragao da primeira parte é trivial, pois é consequéncia da definicao de va-
riedade. A reciproca do teorema pode ser encontrada, bem detalhada, em H. Neumann

[17] ou Robinson[18].

Observacao 1.2. Daqui por diante, estaremos investigando grupos pertencentes as
variedades associadas com as leis da forma

[Z1, s Tu)y [Tngts ooy Tnam)] = 1 (1.3)

Definicao 1.15. Usaremos a notacao simplificada de que um grupo G satisfaz a lei
[n,m] =1, nem € N, quando G satisfazer a equacao (1.3). Em particular, pela
definigao recursiva de um comutador de comprimento n, temos que [n,m] = 1 implica
[n 4+ p,m + q] = 1 para quaisquer niimeros nao-negativos p e g.

Em particular, usaremos a notacao de que G satisfaz a variedade il,, quando G
satisfazer a variedade associada a lei

(1,0 Ty Tt 1, Tga] = [T, -+ Ty T2y Trg -

Mostramos no Capitulo 3 que a variedade i, é precisamente igual a variedade

associada a lei [[z1, ..., 2], [Tni1, Tuaz]] = 1, ou seja, [n,2] = 1.

6% ¢ uma classe, cujos elementos sdo grupos, se X contém o grupo de ordem 1 ese G; ~ G € X =

G e X.



Anel das Séries de Potencias Formais

Neste Capitulo, introduzimos a teoria béasica necessaria de representagoes dos
grupos livres em séries de poténcias formais, conceitos estes devido a Wilhelm Magnus.
As referéncias para as teorias usadas neste capitulo sao de Magnus [15] e Gupta [6].

Quando acharmos pertinente, incluimos as demonstragoes dos resultados apresentados.

2.1 Algebras Associativas Livres

Em algebra abstrata, o conceito de modulo sobre um anel é a generalizacao da nocao
de espaco vetorial, em que, em vez de um corpo, temos um anel como o conjunto de
escalares. Assim, um moddulo, como o espaco vetorial, é o produto entre elementos
de um grupo abeliano com um anel, cuja multiplicacao é associativa e distributiva.
Algebras sobre anéis e espagos vetorias sobre um corpo sao exemplos de modulos.
Nesta se¢ao, expomos alguns destes conceitos e resultados importantes, que podem ser

encontrados em Drensky [5].

Definicao 2.1. Um espago vetorial R é chamado dlgebra sobre K ou K-dlgebra se é
dotado da operacgao binaria % : R X R — R, chamada multiplicacao, com as seguintes

16



2.1. A/lgebms Associativas Livres 17

propriedades:

1. A terna (R, +,*) é um anel, ou seja, para todo x,y, z € R valem as leis distribu-
tivas:

(x4y)*xz=xxz+yx*z,

rx(Y+2)=xxy+a*z
2. Para todo o € K temos:

ax(xxy)=(axz)*xy=xx*(axy).

Usualmente, denotamos a multiplicacao de R por X, por - ou simplesmente omitimos
o sinal. Claramente, a nocao de algebra generaliza conceitos como espacos vetoriais e
anéis. Inicialmente nao exigimos que 1 € R, associatividade e comutatividade de R.

A algebra R é dita associativa, comutativa ou com unidade conforme for o anel
(R, +, *) respectivamente, associativo, comutativo ou com unidade. E assim como em
grupos e anéis, o homomorfismo de algebras é uma funcao que preserva as operacoes
das respectivas algebras e as subdalgebras definimos analogamente.

Similarmente, introduzimos a nocao de isomorfismos, automorfismo e endomorfis-
mos de R em R e os teoremas usuais relativos a homomorfismos de espagos vetoriais,

grupos e anéis se aplicam também nas algebras.

Definigao 2.2. Sejam K um corpo e X um conjunto nao vazio. A K-algebra K(X)
definida como o K-espago vetorial com base {z;, ... x; ;z; € X,n=1,2,...} com uma
multiplicacao tal que

(ilj'il .. ..Z’,L'm)<£lj'j1 .. .Ll'jn) =Tiy -+ LipTjy - - - Tjy T € X,
chama-se K-dlgebra associativa livre.

Proposicao 2.1. Seja R uma K-algebra associativa. Entao qualquer aplicacao ¢ :
X — R pode ser estendida a um tnico homomorfismo f: K (X) — R. Em outras
palavras, existe um tinico homomorfismo f: K (X) — R tal que flx) = p(z),x € X.

Demonstracao: Definimos uma fungao f : K (X) — R, vamos mostrar que f é
homomorfismo tal que f(z) = p(z), V x € X. Seja

{ziy .. .xi ;e X,n=12...}

note que,

sem € X, entao f(m) = f(xy ...2,) = p(xy) ... 0(x;,) € R.
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Seja p=oaymy + ...+ a,m, € K (X), onde m; € X. Assim podemos definir

fp)=arf(my) + ...+ a.f(m,).

E facil verificar que f é homomorfismo bem definido, e assim desta definicao temos
f(z) =¢(z), VoeX. [ ]

2.2 As dlgebras Ag(R,r), Ag(R,00) e A(R,7)

Nesta segao trabalhamos com o anel R chamado anel dos coeficientes, R sendo um
dominio de integridade com elemento identidade 1(# 0). Na maior parte deste tra-
balho, R é considerado como sendo o anel dos inteiros (Z).

As algebras precisam ser R-mddulos com respectiva adicao, e na multiplicagao valem
as leis distributivas. Exigimos também que, para ri,72 € R e qualquer u,v da nossa
algebra,

(riu)(rav) = (r17r2)(uv),

lu = u,

onde o produto é feito por justaposicao. Um R-moédulo com multiplicagao satisfazendo
as leis distributivas e as propriedade acima é chamado de R-dlgebra. Observe que, nao
exigimos a comutatividade na algebra. Bem como, o conceito de dlgebra livre se aplica
analogo ao conceito de grupos livres.

Definigao 2.3. Denotamos como Ay(R,r) a R-dlgebra associativa cujos produtos de

poténcias formais de monomios

€1 1.€2 €k
LT N (2.1)
nj # njy1, Ma,No,...,np € {1,2,...,1} e ke, ez, ..., e, € Zy, de r incdgnitas asso-

ciativas nao comutativas, formam elementos da base com R como anel dos coeficientes.

Na base da dgebra adicionamos o elemento unidade (= 1) que pode ser indentificado
como o elemento unidade de R, e por definicao sera considerado a poténcia nula de todas
as varidveis z, (p = 1,...,7) e como monodmio vazio. A multiplicacdo dos elementos
da base é definida por justaposicao e a multiplicacao de somas dos R-multipos de
monomios é definido usando a lei distributiva.

Nesta dlgebra, cada elemento pode ser expresso como uma combinagao linear (com

coeficientes em R) de produtos de poténcias do tipo (2.1), e por esta razao Ag(R,r) é



2.8. Aplicagao de um Grupo Livre em A(Z,r) 19

considerada a dlgebra associativa livremente gerada de posto r,sendo z, (p=1,...,r)
o conjunto de geradores livres. Os conceitos como grau de um elemento da base, termos
homogéneos e componentes homogéneas sao definidos de modo natural.

Definigao 2.4. Chamamos de Ay(R, 00) a R-algebra associativa livre gerada por varias
indeterminadas enumeraveis {y,},en«, cujos elementos sao somas finitas, tal que cada
elemento da algebra pertence a subdlgebra finitamente gerada Ag(R,r) para algum r
finito.

A élgebra A(R,r) se origina de Ay(R,r) por admitir somas infinitas. Assim, um
elemento v de A(R,7) é escrito na forma de séries de poténcias formais nas varidveis

nao-comutativas

0= u, (22)
n=0

onde u, é um elemento homogéneo de grau n pertencente a Ag(R,r). A adigao e
multiplicacao é definida de maneira natural, uma vez que no produto de duas somas
infinitas deste tipo somente um numero finito de termos em cada soma pode contribuir

para a componente de um dado grau no produto.

Definigao 2.5. O ideal X gerado por z, (p=1,...,7) em A(R,r) é denominado ideal
fundamental. Afirmar que um elemento u € A(R,7) pertence a n-ésima poténcia de X
(u =0 mod X™) é equivalente a afirmar que todas as componentes homogéneas de u

sao de graus > n. Se u = 0 mod X", para todon =1,2,3,..., entao u = 0.

2.3 Aplicagdo de um Grupo Livre em A(Z, )

A Z-algebra associativa Ag(Z,r) nas varidveis ndo comutativas zi, ..., z, consiste de
polindmios em x4, ..., x, com os coeficientes inteiros. Além da adicao e multiplicagao
definidas anteriormente, pode-se considerar a substituicao de qualquer elemento por
: _ 2 = :
outro; se P(x,) = x125 + x2x371 € Q1(z,), Q2(x,) e Q3(x,) sdo elementos quaisquer de
Ap entao Q1Q3+Q2Q3Q; é um elemento bem definido de Ay. No entanto, para A(Z, ),
a Z-algebra associativa das séries de poténcias formais nas variaveis nao comutativas
com coeficientes inteiros, a substituicao s6 é valida se ), nao tem termo constante.

Para mais detalhes, os exemplos podem ser encontrados em Magnus[15], pag. 309.
Lema 2.1. Sejam Q1(z,),...,Q(x,) elementos de A(Z,r) com termo constante nulo.
Entao a aplicacao

z, — @Qp, p=1,...,r

determina um endomorfismo de A(Z,r).
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A demonstracao deste lema se baseia em obter o n-ésimo grau das componentes
homegéneas da soma, em termos dos componentes homegéneos dos elementos individ-
uais. O mais importante, é que este lema nos permite mostrar que A(Z,r) contém
um grande grupo multiplicativo. E, dentro desse grupo, nds encontramos uma boa

representacao para o grupo livre de posto 7.7

Lema 2.2. O conjunto M de todos os elementos g € A(Z,r) com termo constante 1 é

um grupo multiplicativo. Mais ainda, se g =1+ h, entdo:

1
-l _q_ 24 "R+ = —)"™R" 2.
g T h+h+...+(=1)"h" + ;( )"h (2.3)

Demonstracgao: Uma vez que o termo constante de um produto é o produto de termos
constantes individuais, M ¢é fechado para a multiplicagao. Como a multiplicagao em
A(Z,r) é associativa temos que essa propriedade se mantém em M e 1 € M. Dali,
basta mostrarmos que g~! € M.

Como g =1+ h e h nao possui termo constante, fica claro que:

14+z)1 -2+ 23+ ...+ (=D"2P +..)
=(1—a+ai -2+ ...+ (=D 27 +...)
+ (- 22+ -2t 4+ (D)2l

Segue do lema anterior que:
g9t =1+hA—-h+h —R+. . +(=1)"h"+..) =1,
uma vez que g~ € M, nés temos o resultado. |

Teorema 2.1. Se A(Z,r) € livremente gerada por x1,...,x, entdo os elementos a, =
14z, (p=1,2,...,7) de A(Z,r) sao geradores de um grupo livre de posto r, para este

grupo usamos a notagdo de F(r). Além disto: a,' = 1—x,4a25—x3+. . 4 (=1)"zp+. ..

Demonstracgao: Basta mostrarmos que a palavra nao vazia reduzida livremente gerada

pelos elementos aq, ..., a, é diferente de 1. Consideramos a palavra
_ el €9 e . . .
w=aga...af, e; e p; inteiros, 1 <p; <r, j=1,....k, e p;# pj1.
Note que,

"A representacio de um grupo em termos de séries de poténcias foi desenvolvida por Kuo - Tsai

Chen, 1954.
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a;, = (1+z,)", z,€AZ,r)
o
— n S
= > ()
s=0
o0 n .
= l+nzx,+ Z (S)x’)
5=3
= 1+nx,+h(z,)z), nel
onde h(z,) é uma série de poténcias infinitas em x,. Logo w é dada por:
(1 +e1%y + xilhl(wﬁ’l)) s (1 + erTp, + xikhk<xﬁk))v
que contém um unico monomio de grau k e silaba de comprimento k

€1...ekTp, ... Tp,, €cCOMO e7...e; 70,

temos w # 1. [ |

Corolério 2.1. Se I’ é um grupo livremente gerado por z,, entao a aplicagao
Yz, — 14z, p=12,...

define um isomorfismo de F' dentro do grupo das unidades de A(Z, ), a esta aplicagao
chamamos de Imersao de Magnus.

A demonstracao é analoga a do teorema anterior e pode ser encontrada em Magnus
[15].

Teorema 2.2. Tome D,,(F) como sendo o conjunto dos elementos C,, de F(r) tal que
Cn =1+ hy(x1,...,2,), onde h,€é um elemento de A(Z,r) sem termos de grau menor
que n. Entdo D, (F) é um subgrupo totalmente invariante de F(r) e o grupo quociente

D, (F)/Dy1(F) € um grupo abeliano livre finitamente gerado.

Demonstragao: Claramente, temos que D,,(F') < F(r). A invariancia é obvia também,
visto que para b, € F(r), temos b, = 1+ y,, onde y, € X, Dai pelo Lema (2.1), temos

que a aplicacao z, — y,, p = 1,...,r, determina um endomorfismo de A(Z,r).
a, — by =>a," — b = wlay,...,a;) — w(by,....b,)
Assim, pelo Lema 2.2 ese w(ay, . ..,a,) = 1+h,(x1,...,z,), temos que w(by, ..., b,) =

L+ hn(yr, ..., yr) € Dy(F) e, entdo, D, (F) é totalmente invariante.
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Para mostrarmos que D,,(F)/D,1(F) ¢ um grupo abeliano livre finitamente ge-
rado, escreva cada elemento C,, de D,,(F') como C,, = 1+ P, (z1, ..., 2. )+thp (21, ..., 2,),

onde P,(z,) é homogéneo de grau n e h,41(z,) € X", Entdo, a aplicagao
Cn — Pn(xla LR 7‘7:7")7

¢ um homomorfismo de D, (F') sobre um grupo aditivo H,, de polinomios homogéneos
de grau n nas variaves nao comutativas x1, ..., x, com coeficientes inteiros. Note que
H, é um grupo abeliano livre finitamente gerado, pois H,, é subgrupo de todos os
polinomios de grau n em z,...,x,, que ¢ um grupo abeliano livre finitamente gerado
(se r é finito).

Temos ainda que o nicleo da aplicacdo C,, — P, (z,) é D,11(F), cujos polinomios

¢ a unidade mais os elementos homogéneos com grau > n + 1. Logo
Dn(F>/Dn+1<F) ~ H,

e assim completamos a demonstragao. Além disso, claramente temos que a intersecao
de todos os D,, é a identidade. [ |

Corolario 2.2. Se F,, € o n-ésimo termo na série central inferior para F(r), entdo
D,(F) D F,5.

Demonstragao: Vamos usar inducao sobre n. Para n = 1 temos trivialmente que
Dy(F)=F(r) = F.
- Du(F) (FW))
Afirmagao: ———— C Z | ——
S D) 7\ Dy (P)
De fato, Tome

C = 14P(z,)+h(z,), onde C esta em F(r) e P(x,) tem termos de graus entre 1 e n

Cn=14+Qyu(z,)+h'(x,), onde C, estd em D,(F) e Q,(x,) é homogéneo de grau n,
e ambos h(z,) e h/(x,) estao em X", Entao:
CCn =1+ P(x,) + Qun(x,) + 1" (x,),

CoC =1+ Qn(x,) + P(z,) + h"(z,),

8Na verdade D,,(F) = F,,, a reciproca estd demonstrada no livro de Magnus[15], pag.337
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onde h"(z,) e h"(x,) ndo tem termo de grau menor que n + 1; logo pertencem a X"+,
Assim, CC, e C,C sao congruentes médulo X"+, Por outro lado, pelo Lema (2.2),
segue que (CC,)~ ! e (C,C)! sdao congruentes médulo X" . Assim,

cc,)(C,C) ™t = lmod X" = [C,,,C| C D,,41, onde 08 h, ;1 nao tem elementos
de ordem menor que n + 1. Logo,

(Ccn)(cno)ian-i-l(F) = Dy (F) = (CCL)Dpia(F) = (C,C) Dy (F), e as-

sim, temos que C, D, 1(F) C Z | ————— |. O
q +1( ) (Dn—H (F)

Dai, segue que o comutador:
[Dy(F), F(r)] C Dy41(F), pois nao tem elementos de ordem menor que n + 1.

Usando a hipotese de indugao temos que:
Fopy = [F, F(r)] C [Dn(F), F(r)] C Dnga(F),
e assim segue o resultado. [ |

Definig¢ao 2.6. Seja W um palavra nos geradores livres a, = 1+, de F(r). Entao o
desvio §(W) é definido como 6(W) = 0, se W =1 ou §(W) = u,, onde u,, é de grau n,
sendo a componente homogeénea nao nula de menor grau positivo em W.

Lema 2.3. Sejam U eV palavras (# 1) em a, =1+ x, com
S(U)=u, e 6(V) = vy,

Entao

(i) 6(UY) = lu,, V1€ Z;

(i1) Sen <m, entio §(UV) =6(VU) = u,;

(1)) Sen=m eu, +v, #0, entago S(UV) =0(VU) = up, + vy

(iv) Sen=m eu,+v, =0, entio UV =1 ou §(UV) = §(VU) estd em X";

(v) Se upvy — Vitty, # 0, entio S(UVTIUV) = upvp — Umlin;

(vi) Se upvy, — vy, = 0, entio UV = VU ou §(UVIUV) estd em XnTmH;
(vii) S(UVU) = vy,.

Demonstracgao:

o0
Para a prova de (i) usamos a expansao binomial (1 + u)! = Z (j) u’®, onde
s=0

(s) . l (=1 =2)(l=s+ D=5 _1l=D(I=2)..(0=s+1)

l u = = =

sl(l — s)! sl(l — s)! s!
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Fazendo indugao sobre [, como u estd em X fica 6bvio que o menor grau dos termos
nio constantes de (1 + u)! estdo contidos precisamente em lu. (i) e (i7i) seguem por
multiplicagao e da definigao; O item (iv) segue de (iii) e da definigao; a prova dos itens

(v), (vi) e (vii) segue da definigdo e das seguintes equagoes:

(1+u) 1 4+v)(1+u) = (Z(—l)sus) (1+v)(1+u)

s=0

= I—u+v?>—u®+.. .+ (=Du)(1+0)(1+u)

= l-u+v?> =+ + (D +v—uww+v?v—vdv+... +
+(=Dwv)(1 +u)

= (14+v+ovu—w +v?v —uwou+ vv —vwdvu+ ...+ (=1)%u +
+(=1Du’vu

= 1+v+[l—u+tv®—u*+... 4+ (=Du'](vu — wv)

= 1+v+ Z(—l)sus(vu — uv).
s=0

Portanto,

(1+u) ' (1+v)(1+u)=1+v+ i(—l)sus(vu —uv). (2.4)
Temos também que -
I+uw)'1+0) ' 1+u)(1+v) -1 = 14+u) ' (1+0) A1 +u)(1l+v)—
—(1+v)(1 4+ u)]
= (14+u) (1 +v) " (uv — vu)

o0

— Z (=) ufo! (uv — vu).
Logo,
L+u) ' A+o) " A +u)(l+v) =14 > (=1 v (ww — vu). (2.5)

Da equagao (2.5), é claro que o menor grau dos termos nao constantes do lado esquerdo
da mesma ocorre precisamente em uv — vu. Analogamente, da equagao (2.4), o menor
grau dos termos nao constantes do lado esquerdo respectivo ocorre precisamente em v,
0 que completa a nossa demonstragao. [ |

Observacgao 2.1. Se assumirmos que D,,(F) C F,,, C,, C F,, e C C F(r), entao C' e C,
comutam entre si, ou seja, C;,*C~'C,C =1 ou 6(C,,*C~'C,C) tem grau no minimo
n+1, uma vez que 6(C,,) tem grau no minimo n. Assim, em qualquer caso C;;'C~1C,C
estd em D, 1(F) e estd também em F,, ;.
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2.4 Alguns Comutadores em F'(r)

Nesta secao construimos dois grupos gerados pelos elementos da Z-algebra de séries de
poténcias formais, satisfazendo algumas condigoes prévias, com intuito de controlar-
mos o comportamento dos comutadores infinitos e com isso tirar algumas conclusoes
importantes para o nosso trabalho.

Seja A(Z,3) = A(Z,3) a Z-algebra associativa das séries de poténcias formais
nas variaveis nao comutativas x,y e z com coeficientes inteiros. Ja sabemos que os
elementos 1 +x, 1 +y e 1 4+ 2z geram o grupo multiplicativo F(3); E da mesma forma

os elementos 1 + x e 1 4 y s@o geradores do grupo multiplicativo F'(2).

Definigao 2.7. Definimos o comutador (x,y) = xy — yx, V z,y de uma &lgebra as-
sociativa. Esta composicao é chamada comutador em uma dlgebra associativa. Recur-

sivamente, temos que (z1,xs,...,2,) = ((x1,...,Z4_1),2,). As propriedades formais

dos parénteses sao aplicadas como em grupos. ?

Note que, qualquer que seja x; € A(Z,r),
(1, @2) = (1 +21)(1 + 22) — (L4 22)(1 + 71),
e como,
(T+2y) 7 (1) 7 (142 (14a) =1 = (1421) 7 (1422) 7 (142) (1+22) — (1429) (1421)],

T+a, 1429 — 1= (1+21) (1 + 22) (21, 22),

=0 =0
Lt l+a] =14 (=1)aia] (v, 12), (2.6)
i,j=0
(1421, 1+ a20) =1+ (21, 22) + Z (=1)Matad (21, x,), (2.7)
ij=1

pelo produto de Cauchy. Observe que, a equagao (2.6) é equivalente a equagao (2.5),
a qual usamos para demonstrar o lema anterior. Além disso, considerando que os ele-
mentos z; e xa pertencem ao ideal X (ver defini¢ao 2.5), podemos escrever o comutador
(2.6), como

[1+ 21,14 29) =1+ (21, 72)(mod X?), (2.8)

9J4 vimos também que existe um relaciao entre comutadores de grupos e de 4lgebras associativas.
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onde X3 é o ideal de A(Z,r) gerado pelos monémios de comprimento 3. Mais ainda,

de acordo com a conveniéncia, podemos usar também a seguinte notagao

1+ 2,14 x9] :1—1-27’@'(371,552)7 (2.9)

=1

onde r; = 1 e os graus de r; como monomios em x, y e 2z, para ¢ > 2, sao > 1. Para

comutadores de trés elementos, podemos ver claramente que

[1+$1,1—|—LL‘2,1+$3] = [[1+$1,1+Z’2],1+$3]

o0

= 1+ > 17, (2.10)

onde os graus de 7} sdo todos > 3.

Proposi¢ao 2.2. [1 +xy,...,1+x,) =1+ (z1,...,2,)(mod X)), onde X" ¢ o
ideal de A(Z,r) gerado pelos monémios de comprimento n + 1.

Demonstragao: Vamos mostrar por inducao sobre n > 2. Para k = 2 j4 mostramos,
agora supomos que vale para k < n. Entao, usando a inducao valida sobre 2

M4z, 14+apl+zp] = [L+x1,..., 1+ 2], 1 + 2p44]
= [1+ (z1,...,7%)(mod X" ), 1+ 25.14],
= 1+ ((z1,...,7%), Tpy1) mod X*H2,

Definicao 2.8. Sabemos que os elementos 1 +z, 1 +y e 1 4+ 2z geram um grupo mul-
tiplicativo F'(3), Agora tome (x1, z3) como foi definido, e consideremos que as relagoes
x1(2, x3) = 0 s@o adicionadas a F'(3), para quaisquer monomios z; € A(Z,3),z; ¢ Z,
sempre que os graus dos monomios xirex3 ¢ > 5. Dal teremos um novo grupo com
esta propriedade e o chamamos de H, um elemento qualquer de H pode ser escrito da

seguinte forma: 1+ x;, ¢ € N.
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Proposicao 2.3. O grupo H pertence a variedade [3,2] = 1.

Demonstracao: Usando as equagoes (2.9), (2.10) e a indugao sobre os comutadores

de comprimento dois, temos que

[+ a1, 1+ 2o, [L+ 23, 1+ ag, L+ as]] = [1+ Y ri(a, ) ,1+Zr’
=1

=
oo e¢]

(e} e}
(o). 3 1) + 37 (3o, o),
i=1 i=1 i=1

=2 =1
=1.
pois a operagao parénteses em A(Z,3) é distributiva com relagao a adigdo e qualquer

monomio da expressao acima tem graus > 5. |
Proposicao 2.4. O grupo H nao pertence a variedade [[1+x,1+y], [1+z,14z]] = 1.

Demonstragao: Usando a equagao (2.9), temos que

[e o]

[l+z,1+y,[14+21+y]] = 1+any,1+281(1’,y)]

=1
o0 [eS) [eS) [eS)

+(Zri( ,Zszxy —l—er Zrzxy) si(z,y))

=1 =1 =1

7y)7 Z Si(x7 y))
+

g i

:1+(§:rix

(
=1+ (r(z,y)+ ... +r(x,y), (s1(z,y) .

ot si(z,y))
1.

onde r; = 1, sy = 1, e para ¢ > 2 os monomios 7; € s; tem graus no minimo 2.
Dai, os monomios com graus > 5 serao anulados, e pela distributividade da operagao
parénteses temos que esta soma nao se anula totalmente pois tem monoémios com grau
4. Portanto, acabamos de mostrar que o grupo H nao é um grupo 3-metabeliano.Esta
prova é um contra-exemplo também do teorema de Macdonald de que grupos que
satisfazem a variedade [3,2] = 1 nfo s@o necessariamente 3-metabelianos (ver Teorema
1.3). |

Proposicao 2.5. O grupo H nao satisfaz nenhuma condicao finita de Engel.

Demonstragao: Tome 1 4 z1, 1 + x5 elementos quaisquer de H, entao

[1—|—£L‘1,1—|—£B2,1—|—$2]:[[1+$1,1+$2],1+l’g]

= []_ + Z’T‘Z‘(.Tl,l’g), 1 + .I'Q]
i=1

=1+ (Zri<xlax2>7$2) + ng(xl,.flﬁg)
i=1

=1
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onde 7; e r} tem graus > 1, e os monomios resultantes nas variaveis z, y e z tem graus
> 3, dai pelo mesmo argumento da demonstracao anterior temos que H nao satisfaz a
condicao finita de Engel, pois nao encontramos um n = 2 que satisfaca a condigao da
Definigao 1.9. |

Definigao 2.9. Agora tomamos os elementos 1 4+ x e 1 4+ y como geradores do grupo
multiplicativo F(2), e chamamos de M o grupo gerado por esses elementos com as
seguintes relagdes para os monomios r € A(Z,3), com n > 3:

(i) Os monomios r de grau n+k, 2 < k <n—2, com r = x;...T,x, onde cada z;

tem grau 1, satisfazem a seguinte condicao

T=X1...Tptk = Lo1)Tp(2) «+ - Lp(k)Lh+1 + - - TnLop(n+1) « - - Tap(n+k),
para toda permutagao ¢ de {1,...,k} e toda permutacao v de {n+1,... ,n+k};

(ii) Os mondmios r de grau > 2n — 1 tais que r = r1rors3 em termos dos elementos r;

de graus > 1, satisfazem a relagao ri(rq,r3) = 0.

Proposicao 2.6. Para qualquer 1 + x; € M, para ¢ > 2 temos que
T4z, 1+, =1+ (z1,...,2,) +ZS;(.’L’1,$2)S;/,
i=2

onde s e s sao monomios nas variaveis z e y, cada termo da soma tem grau no minimo

n+ 1, e o grau de cada s, é no minimo 1.

Demonstracgao: ja mostramos que vale para n = 2, vamos usar a hipdtese de inducao

sobre n, entao

M4z, 1+ae,..., 14z, l+x,0] =1+ (21,...,2,) + Zrl'-(:vl,xg)rg, 14 xp41]
i=2

[e.9]
=1+ ((z1,22,...,2,) + Z i@y, 2a)r! o) + > 1 (w1, 2o)r)”
i=2 =2

oo o0
=14 ((z1,72,. ., %), Tny1) + (ng(xl,xz)rg’,mnﬂ) + er’(ml,xg)rf”
=2 1=2
oo
=14 (x1,29,...,Tns1) + er(wl,xg)rfl,

=2

onde usamos a inducao valida sobre 2 e a distributividade da operagao parénteses,

resultando assim que, a soma da ultima expressao acima tem grau no minimo n + 2 e
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o grau de cada r¥ é no minimo 1. Substituindo os 7! e 7 respectivamente por s/ e s/

temos que
LTtz 4z =14 (21, .., T0ps +ZS T1,T2)s
1=2

onde s e s sdo monomios nas variaveis z e y, cada termo da soma tem grau no minimo
n+ 2 e o grau de cada s}, é no minimo 1. [ |

Proposigao 2.7. O grupo M pertence a variedade [n,2] =1, n > 3.

Demonstragao: Para qualquer 1 + x; € M
[0+ 20, 14 @], [Lh @3, L Tog]] = [T+ Y i, 22), 14+ > 7],

onde os 7;’s estao definidos como em (2.9) e os )’ resultantes sdo mondmios com graus

> n. Assim, como em (2.9), temos que

[1—}—27“1-(.9:1,;152),1—{—27";”} = 1+(Zri(ml,xz),Zﬁ")—{—Zr?-
i-1 -1 : ' :

[e.9]

= 1+ Zn(xhb)(zdﬁ) - ZT;”(ZT"@M@))

1 i=1 i=1 i=1

o0 o o0 o
n "
= 1+ E ri(T1, xa) E ri — E T E ri(x1, x2)
=1 =1 =1 =1
(o] o0 (o) o (0.0
[ " n
+ E i ( E ri(xy, T2) E r; E r; g ri(z1,22))
=1 =1 =1 i=1 i=1
cuja expressao acima pode ser escrita como uma soma
/
1+ si(w1, 2)s;, (2.11)

onde cada s; ou s} tem grau > n. Tome s(z1,x2)s’ sendo um termo em (2.11). Uma vez
que a lei é simétrica em (i) para ¢ e ¥, podemos considerar sem perda de generalidade
que o grau de s > n. Dali, temos dois casos: Se o grau de s(z1,23) < n — 2, pois assim
temos que (2.11) tem grau < 2n — 2, ent@o (i) aplica s(z1,x9)s’ = 0. Se o grau de
s(x1, ) > n—2, pois assim temos que (2.11) tem grau > 2n—2, entao por (ii) temos que
s(x1,x2) =0, 0 que nos da s(z1,22)s’ = 0. Assim [[1+x1, 1+a2], [1+xs, ..., 1+2,00]] =
1+ s;(xq,m0)s; = 1, logo M satisfaz [n,2] = 1. [ ]
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Proposicao 2.8. Para qualquer elemento de M, temos que

n—3
-3
U+L1+y,m4ﬂ+ﬂ4:1+§:<nkiy 1) w” (x, y)w">F, (2.12)
k=0

Para cada w = x ou w = y.

Demonstragao: Vamos mostrar por indugao sobre n > 4. Note que paran = 4, temos
que

Sendo w = =,

1+z,14+y l+z = 1—1—2 )" 2y (z,y),1 + 2]
4,7=0

J/

v
=v

=[l+v,1+2]=1+ Z(—l)s+t vt (v, x)

s,t=0
=1+ Z (=" vzt (vz — av)
s,t=0
[e.e] [e.e]
=1+ Z( 1)+ vizlvr — Z( 1)t vizzv
s,t=0 s,t=0
S S (St ) £ (S
510 i,j=0 i,j=0

-S e (S ) (S

5,1=0 i,j=0 i,j=0

=14 ((z,y),2) + h(z,y),

onde os graus de h(z,y) > 4. Temos que os mondmios ((x,y),x) sdo resultantes de
1,7, 8,t = 0 simultaneamente, e para os indices i, j, s,t > 1 aparecem os monoémios com
graus > 6, sendo todos estes cancelados pelas condigoes (i) e (ii), e para os indices

1,7, ,t iguais a zero ou 1 nao simultanemante sao cancelados também, resultando
1+a1+yl+a]=1+((z,9) ),

que pode ser escrito como

[1+x,1+y,1+x]:1+2(;)(—1)’“ Mo, y)at Tk,

Satisfazendo entao, o que queriamos

n—3
n—3
l+z,1+y, mspltw =1+ ( N )(—1)’f B, y)w" % w =
k=0
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Sendo w = y, segue analogamente que

T+z,1+y,1+y] = 1+((z,9),9)
1
1

SR M i (SRR
k=0
n—3 n_3

= 1+ ( k )(_1)kwk<x7y)wn3k’ w=y
k=0

Agora vamos supor que a proposicao vale para n, consideremos w = x, entao

n—3

n—3
[1+z,1+y, (n3>1+w]=1+2( N )(—l)kw’“(x,y)w”‘“‘
k=0
n—3 TL—3
l+z,1+y, maplt+z]=1+ —1DkaF(x, y)zm 37k
| R i M (P (S
1+z,1+y, @msgl+alta] = [1+x,1+y,}+x,...,1+:zj

~
n—2 vezes

= [14+z,1+yl+4+z...,1+21+z

Vo
n—3 vezes

onde r; s20 monomios com graus > 1. Observe que para monomios com graus > n+ 2,

os termos serdo cancelados por (i) e (i7) da Definigdo 2.9, e assim temos que

n—2
n—2
Loty ooyt tadda =143 (")) Dkt g2
k=0

Dai, para w = y a prova segue de forma andloga. [ |

Proposicao 2.9. O grupo M nao satisfaz [n — 1,n — 1] = 1.
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Demonstracao: Usando o resultado anterior temos que, paral+zxel+y e M

l+z1+yl+a,.. 1tz l+z1+yl+y,....1+y]

Vo vV
n—3 vezes n—3 vezes

_ 1+:23( ) 1)k ( knz:( ) 1) y* (, y)y" ]
_ (n (—1)Fa* (2, )25 i (n_ ) )’“y’“(x,y)y”‘g‘kalJrfC)

+ termos com graus > 2n — 1.

Por (ii), os termos de graus > 2n — 1 desaparecem, e por (i), a expressao se reduz em

Lt a2, ) (@, y)y" = =y () (2, ) (2.13)

n—3 n73(

=1+ 2" *(zy — yx)(zy — yx)y" > — " (vy — y2)(zy — yx)2"

Por (i), os dois fatores centrais em cada termo de (2.13) ficam inalterados para qualquer

permutagao. Para o caso em que o termo em (2.13) é o fator yx temos

2" Bryryy" T — Y Sryr.ya™ T,
e claramente esta expressao nao desaparece por (i).
Assim, M nao satisfaz [n — 1,n — 1] = 1. [ ]

Observacao 2.2. No préximo capitulo, mostramos um resultado muito importante,
definimos variedades associadas as leis da forma C'(2n —2) e concluimos que variedades
assim implicam em variedades do tipo [n—1,n—1] = 1, e neste caso, estamos mostrando
também que o grupo M nao satisfaz as leis C'(2n — 2). Para w = y temos também do
resultado acima, que M nao satisfaz a condigao finita de Engel, além disso, se em F(2)
adicionarmos a relagao que r = 0 para qualquer r de grau > n, o grupo resultante ¢ um

grupo nilpotente e satisfaz C'(n), mas nao satisfaz [n —1—k,24+k] = 1 para0 < k < 3.



Algumas Variedades de Grupos Soluveis

Neste Capitulo, manipulamos algumas variedades de grupos associadas as leis

da forma [n,m] =1, n,m € N, ji definidas anteriormente.

3.1 A variedade U,

Nesta secao mostramos a equivaléncia da variedade I, ou seja,

[zla cooy Ty T, xn+2] = [xla cooy Ty T2, 'xn—i—l]

com a variedade associada a lei [[z1, ..., 2], [Tni1, Tuaz]] = 1, i€, [n, 2] = 1. O teorema
central que demonstramos aqui é o seguinte: Supomos S = {s;}, ¢ € I um subconjunto

de um grupo G, entao:

(a) [si,z,y] = [si,y, x], para todo ¢ € I e quaisquer x,y € G implica [s,z,y] = [s,y, 7]
para qualquer s € S¢, o fecho normal de S em G

(b) [s,z,y] = [s,y, | se, e somente se, [s, [z,y]] = 1.

Consequentemente, sendo N <G, a relagao [z, x, y| = [z, y, x| acontece para todo z € N

33
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se, e somente se, [N,G'] = 1, onde G’ é o grupo derivado de G. Mas, a prova deste

teorema depende de trés lemas que enunciamos e demonstramos a seguir.

Lema 3.1. Fizado z € G, se [z,z,2z] =1, x € G, entdo qualquer que sejam x,y € G

temos que [z,x,y|™' = [z, 2,y].

Demonstragao: Por hipétese, para qualquer = € G, [z, 7, 2] = [[2, 7], 2] = [2712%, 2] =
1. Assim, da Proposicao 1.1, item(ii) temos que [z712%, 2] = [271, 2]*"[2%, 2] = [2%, 2] =
1. Em particular, fazendo x = zy~! para qualquer y € G, [zxyfl,z] =1 =
(277" 2]Y = [2%,2¢] = 1. O que conclufmos que o fecho normal de z € G é abeliano.

Logo,
([2,7],y, [z, 2]] = [z 2%y, 27 12" = [(z712") (27 12)Y, 2712 = 1.

E pelo item (v) da mesma proposigao,

-1

22,y = lz,2], 97" = [lz,2] 7" 9] = [, 2,9

Lema 3.2. Fizado z € G, se |z,z,y| = [2,y,x] para quaisquer z,y € G, entdo

[z, [z,y]] = 1.

Demonstragao: Da hipétese, [z, z, 2] = [z, z, 2] = 1. Logo, usando as propriedades de

comutadores e o lema anterior,

1= [z,z,yl[z,2,4] = [z, 2,9]lz,y,2] " = [2,2,9][z, [2,9]] = [z,2,9][z,y,2] ",

ou seja,
1 = [27w7y][y7zﬂx]’

em particular, fazendo x = =1z}

1 = [z 'z ylly, 2,727

= za:zflely:vzxflzflyilzflyzyflzxyzflyflzxflzfl

= (27 'yzza 2ty e ey ey Y, w= 2t

Logo,
x’lya:zx’lz’ly’lz’lyzy’lzxyzfly’l =1

s iyl lyrze =y e ey y ey (3.1)

1

Por outro lado, [z, [z,y]] = z 'y 'z lyzze~ly oy, Assim, por (3.1)
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2, [z 9] = y ety Ty ey ey (32)
= (lyrly ey
uma vez que [z,y,z2] = [z,2z,y] = 1, pelo item (v) da Proposi¢ao 1.1, temos que

1

y 2y =2y lz 7y = 2ty ly T lzyzy ! = 10 Assim, por (3.2), temos [z, [z, y]] = 1.

Lema 3.3. Tome N = < 28 i € I >, o conjunto do fecho normal dos elementos
2z €G, iel. Se, para cada i € I,

[Zi7 [x7y]] = 17 v T,y € Gy (33)
entao para qualquer z € N, x,y € G temos [z, x,y] = [2,y, x].

Demonstragao: Vamos dividir esta demonstracao em duas partes, primeiramente va-
mos mostrar que (3.3) percorrendo todo z; € N implica [z, [z,y]] =1, ¥V z € N. Assim,
a segunda parte seria a reciproca do lema anterior. Como base estaremos usando os
itens da Proposicao 1.1

(i) Observe que, [71, [2,y])*[z, [z, y]] = [ 72, [v,y]] = 1, 2, [z, 9] = 1 = [, [2,9]] =

g 1

1. Dai, para g € G, [/, [z,y]] = [z, [w,v]]Y = 1, onde u = gzg™' e v = gyg~'. Final-

mente, se [/, [z,y]] = [z, [v,y]] = 1, [¢'z, [z,9]] = [/, [7,y]]"[z, [z, y]] = L.
Assim, [z, [z,y]] =1V z € N.
(ii) Temos que
(z,2,y] = [[2,2],y] = 27 e ey e e 2y, (3.4)
[y, 2] = ylaTlyzam 2Ty ey
= [y, 2z, 2] ey ey (3.5)

=[x, 2y, 2]z 2y ey,

pois, como [y, z] = (271)¥z € N, por (i) temos [[y, 2], [z, 2]] = 1, ou seja, estes elementos

comutam entre si. Assim, temos que a equagao (3.5) é equivalente a

Lty ty tayx (3.6)

(2,9, 2] = a2 w2y
comparando (3.6) com (3.4) segue que o lema seréd provado se for mostrado que

x_lzxy = yx_ly_lzym,

ou seja,
(zy™Hx ™ exy = (zy ™y "ty 2y,

:Ey’lsc’lzxy = y’lzy:c
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yry tr T zwy = yylayx

yry e zayr Ty =1
ly,z]zfa™! y T =1

T TR EES |

[z, 9], 27 =1,
o que é verdade por hipdtese e por (i), pois [z, [z, y]] = 1. [ ]
Agora, estamos prontos pra enunciarmos e demonstrarmos o teorema.

Teorema 3.1. Considere S = {s;, i € I} um subconjunto de G. Entao:

(a) [Siax7y] = [Si7y7x]7 para qualquer 1€ le T,y € G = [S,$,y] = [S,y7$] para
todo s € SY, o fecho normal de S em G, ou seja, o menor subgrupo normal de G
contendo S.

(b) [s,2,y] = [s,y, 7] qualquer que seja s € S¢ e z,y € G se, e somente se, [s, [x,y]] =
1, para todo s € S¢ e z,y € G.

Demonstracao: A demonstragao segue imediatamente. Da parte (a), se [s;,z,y] =
[si,y, x] entdo [s;, [x,y]] = 1 pelo Lema 3.2, assim pelo Lema 3.3 temos que [s,z,y] =
[s,y,2], V s € SY. Finalmente, a parte (b) do teorema é meramente um resultado do

Lema 3.2. ]
Corolario 3.1. Seja N sendo um subgrupo normal de G. A equagao [z, z,y| = [z, y, x|
é satisfeita para todo z € N e quaisquer x,y € G se, e somente se, [N, G'] = 1.

Demonstragao: Consequéncia direta da parte (b) do teorema, uma vez que N < G.
|

Corolario 3.2.

(a) Seja S* = {v(g1,...),i € I, g1,... € G}'° se para todo s € S* e quaisquer
r,y € G, [s,2,y] = [s,y, 2], entdo [z, 2,y] = [z,y, 2] para qualquer z € V(G).

(b) [z,z,y] = [z, ¥y, z] para qualquer z € V(G) se, e somente se, [V (G),G'] = 1.

Demonstragao: A parte (a) do corolario é obvia, pois os elementos de G satisfazem
a hipétese pra um elemento s de um subgrupo verbal, entao vale para z € V(G). A

segunda parte é o coroldrio anterior, visto que o subrupo V(G) < G. |

10Conjunto de palavras em G, rever Secio 1.4.
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Corolario 3.3. Considere 4, ' como sendo a variedade associada com a lei,

[T1, o Ty Toa 1, Tog2) = [T, -+ o Ty T2,y T, (3.7)

j4 referida anteriormente, entao U, = 4, onde U, é a variedade associada com a lei

[z1, s xnl, [Tnet, Tnge]] = 1.

Demonstragao: Este corolario é consequéncia direta do Teorema 3.1 e de seus respec-
tivos corolarios, basta tomarmos o elemento s como um comutador de tamanho n, note

que satisfaz as exigéncias das hipoteses. [ |

Corolério 3.4. Para qualquer grupo G € i, o segundo grupo derivado G” = [G', G’
de G fica no centro de G.

Demonstragao: Por um resultado de Macdonald [13], G” fica no centro de G para
qualquer G € 4/, entao usando este resultado e o corolério anterior segue demonstrado
que vale para qualquer G' € i;. [ |

Finalmente, nds temos que para G € U,,, G’ é nilpotente de classe no maximo n—1,
por (3.7).

3.2 Alei C(k, o)

Nesta secao continuamos a investigar os grupos pertencentes as variedades associadas
com comutadores estudados na segao anterior, em particular, desejamos trabalhar
com possiveis estensdes das observagoes feitas de que cada uma das leis [2,2] = 1
ou [r1,xe,x3, 4] = [x1,%2, 24, x3] podem ser usadas equivalentemente para definir a

variedade de grupos metabelianos.

Definicao 3.1. Se um grupo G satisfaz a lei

(21, @2, T3, ..., Tp] = [T1, T2, Tipz), - - - Too(iy ) (3.8)

onde ¢ ¢é alguma permutacao de {3, ..., k}, entdo dizemos que G satisfaz C'(k, ¢), mas
se G satisfaz C'(k, p) para qualquer permutagao ¢ de {3, ...k}, entdo G satisfaz C(k).

Observagao 3.1. Note que, se G satisfaz C(k, ¢1) e C(k, p2) entao G satisfaz C'(k, ©!)
e C(k,¢}), para todo i,j € 7Z, assim, segue que G satisfaz C(k, ¢105"'). Resultando
que G satisfaz C'(k, p) para qualquer ¢ no grupo gerado por ¢ e @s.

"UEm particular, 4, é a variedade dos grupos nilpotentes de classe 2, enquanto i, é a variedade dos

gupos metabelianos.
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Lema 3.4. Se G satisfaz C(k), entdo G satisfaz C(m) para todo m > k.

Demonstracao: Vamos usar inducao sobre m, para m = k é verdade por hipdtese.
Assumimos que o Lema vale pram < p—1, donde G satisfaz C(p—1). Entao, G satisfaz
C(p, 1) para a permutacao ciclica ¢ = (3 4...p — 1) e da expressao [z1,...,x, na
forma [[[z1, z2], 3], ..., x| temos que G satistaz C(p, p2) para gy = (p — 1 p) também.
Assim, completamos a prova de que G satisfaz C'(p) um vez que ¢; e g geram o grupo
de todas as permutagoes de {3,...,p}?2. [ ]

Observacao 3.2. Considere a € G tal que a = [z, ..., 2,]|. Entdo pelo Coroldrio 3.3

sao equivalentes:
(i) [a,[z,y]] = 1, para todos z,y, € G;
(ii) [a,z,y] = [a,y, z], para todos z,y, € G.

Lema 3.5. Se G é um grupo satisfazendo [n,2] = 1,n > 2, e se G/Z(G) satisfaz
C(n+1), entio G satisfaz C(n+ 2).

Demonstragao: Pela observagao acima e por definicao G satisfaz [n,2] = 1, entao G
satisfaz C'(n + 2, 1), onde ¢; = (n 4+ 1 n + 2). Temos também que G/Z(G) satisfaz
C(n+1) entao, em particular, G/Z(G) satisfaz C(n+1, ps), para g2 = (34 ...n+1).
Assim G satisfaz

[[.ﬁUl, T2, X3y ,$n+1].[l’1, Lo, Tyy -y T4, x?)]_la xn+2] - 17 (39)

ou seja, G satisfaz a lei da forma [a.b~!,z] = 1, V 2 € G, onde a,b € Z(G'). As-
sim, pela Identidade de Witt enunciada na Proposicao 1.1 temos que [a.b™! 2] =
[a, 2] (b, 2] = [a, 2][b~", 2] = 1, pois b" € Z(G"). Como [b.b™!,z] = [b~1, z]’[b, 2] =

(71, z][b, 2] = 1. Assim temos que, [a.b7! z] = [b.07} 2] = [a,x] = [b, 2], ou seja, G
satisfaz C(n+ 2, ¢3), e como por hipétese G satisfaz C'(n + 2, 1) segue que G satisfaz
C(n+2). [ ]
Lema 3.6. Se G é um grupo que satisfaz [n,m| = 1 e [n —1,m + 1] = 1, entdao

G/Z(G) satisfaz [n — 1,m] = 1. Em particular, se G satisfaz [n,n — 1] = 1, entdo
G/Z(G) satisfaz [n —1,n—1] = 1.

Demonstragao: Tome ¢ = [xy,29,...,2,-1] € d = [Tpi1,...,Tpim]. Por hipdtese
temos que G satisfaz [c,z,d] = 1e[d,y,c] =1, Vx,y € G, pelo item (vi) da Proposigao
1.1

[c,z,d[d, ¢, 2% [z, d, "] = 1,

120 grupo S,, de todas as permutacoes de n é dado por S, = ((12...n)(n —1n),n € N).
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e como [c,z,d] = 1 e [z,d,c®] = 1 temos que [d,c,2%] = 1, e por [d,y,c] = 1 =
[d,c,y] = 1, em particular, [d,c,z] =1, V z € G = [d,c] € Z(G). Assim temos que
G/Z(G) satisfaz [d,c] =1, i.e, [n —1,m] = 1.

Finalmente, se G satisfaz [n,n—1] = 1, entao pelo resultado acima, G/Z(QG) satisfaz
n—1,n—1]=1. |

Lema 3.7. Se G satisfaz [n,m] =1 e G/Z(Q) satisfaz [n—1,m] = 1, entdo G satisfaz
m+1,n—1]=1.

Demonstracao: Por hipdtese, temos que G satisfaz [c,xz,d] =1, Va € G e [[c,d],y] =
1, ondelc, d] € Z(G), dai pela Identidade de Witt temos que [z, d, ¢*] = 1. O que prova
que G satisfaz [m + 1,n — 1] = 1. [ ]

3.3 A Variedade 3,2] =1

Nesta se¢ao damos uma atencao especial a variedade [3,2] = 1 e demonstramos alguns
resultados baseados nos lemas vistos na secao anterior.

Teorema 3.2. Um grupo G satisfaz [3,2] =1 se, e somente se, G satisfaz C(5).

Demonstragao: Por hip6tese, temos que G satisfaz [2, 3] = 1, dai pelo Lema 3.6 segue
que G/Z(G) satisfaz [2,2] = 1, i.e, G/Z(G) é metabeliano, assim G/Z(G) satisfaz C'(4),
donde [x1, %2, 23, 4] = [T1, T2, Ty(a), Ty(3)], onde ¢ = (3 4), O que implica pelo Lema
3.5 que G satisfaz C(5).

Reciprocamente, se G satisfaz C'(5), entao por definigao G satisfaz C'(5, ) para
toda permutacao ¢ € {3,4,5}, em particular, vale para a permutagdo p; = (4 5),

ou seja, G satisfaz [xy,x9, X3, 14, 75| = [71, T2, X3, T5, 24|, 0 que pelo Coroldrio 3.3 é
equivalente a [z, xg, x3, [T4, r5]] = 1. Assim, temos que G satisfaz [3,2] = 1. [ |
Corolario 3.5. Se G satisfaz [3,2] = 1, ou equivalentemente, C'(5); entao G é 2-
metabeliano.

Demonstracgao: Fazendo calculos simples e utilizando as propriedades de comutadores

¢ facil verificar que ([, y,y7'), [#,9]] = [y, 2lly ™", 2], [w.y]] = [ly. alle, 9] [0, y]] =
[z, )Y, [x,y]] = [[y~", ], [z, y]]. Entdo por hipStese, temos que G satisfaz [y~*, z], [, y]]
=1, e pelo Teorema de Higman, G é 2-metabeliano. [ |

Corolario 3.6. G satisfaz C'(n), para n > 5, se e somente se, G satisfaz C'(n, ¢;),i =
L,2para; =(45 ...n—1) e py=(n—1n).

Demonstracao: Se G satisfaz C(n) entao, trivialmente, G satisfaz C(n, ¢), para qual-
quer ¢ € {3,...,n}, em particular para C(n,;),i = 1,2. Reciprocamente, considere
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G satisfazendo C(n, ¢;),i = 1,2, procedemos por indugao sobre n;

(i) Para n = 5 é justamente o que j& vimos no teorema (3.2);

(ii) Considere n > 5, pela Observagao 3.1, temos que G satisfaz C'(n, ¢) para qualquer
¢ no grupo gerado pelas permutacoes 1 e g, ou seja, para qualquer permutacao ¢ tal
que ¢(3) = 3. Uma vez que G satisfaz C'(n, ¢1), G/Z(G) satisfaz C(n—1, ¢1) e como G
satisfaz, em particular, C(n, (n—1 n—2)), entdo G/Z(G) satistaz C(n—1, (n—1 n—2)).
Logo, usando a inducdo sobre n em G/Z(G), temos que G/Z(G) satisfaz C(n — 1),
entdao pelo Lema 3.5, por G satisfazer também [n,2] = 1, concluimos que G satisfaz
C(n). [ ]

Escolhemos por conveniéncia ¢, e o no Corolario 3.6 para que G satisfizesse as
exigencias da hipdtese, entretanto, claramente, temos que ¢; e o podem ser sub-

stituidas por qualquer outro conjunto de geradores do grupo de permutagoes de {4,

..,n}.

Observagao 3.3. Dos resultados acima podemos tirar algumas conclusoes, como o fato
de que qualquer grupo nilpotente de classe < 4 satisfaz C(5). J& exibimos também
na Secao 2.3 do Capitulo 2, exemplos de grupos que satisfazem [3,2] = 1, mas nao
sao 3-metabelianos nem engelianos, ou seja, nao satisfazem a condicao finita de Engel.
Podemos fazer muito mais conclusoes para esta variedade [3,2] = 1 relacionando com

grupos metabelianos e nilpotentes com resultados que ja vimos.

3.4 A Variedade [n,2| =1,n > 3

Nesta secao, retomamos a investigagdo da variedade [n,2] = 1, mostramos aqui que
o Corolario 3.5 nao pode ser generalizado pra n > 3, este resultado provém como
consequéncia do teorema central deste trabalho que demonstramos a seguir. Mostramos
também que a variedade [n, 2] = 1 ndo implica C'(k) para qualquer k < 2n — 2.

Teorema 3.3 (Principal). Um grupo G satisfaz a lei C'(n +2), n > 2 se, e somente
se, G satisfaz [n — k,2 4+ k] =1 para todo k =0,1,...,n — 2.

Demonstragao: Vamos usar a indugao sobre n. Para n = 2 e n = 3 ja mostramos,
uma vez que G satisfaz C(4) <= G satisfaz [2,2] = 1, por definicao e G satisfaz
C(5) <= G satisfaz [3,2] = [2,3] = 1, pelo Teorema 3.2.

Entao, considere n > 3; se G satisfaz C'(n+ 2), entao pelo Lema 3.3, em particular,
G satisfaz [n,2] = 1, e por definicdo G satisfaz C(n + 2, ) para uma permutagao ¢
que escolhemos de tal forma que ¢(n +2) =n + 2.
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Afirmacgao: G/Z(QG) satisfaz C(n + 1)
De fato, temos que

[xh T2, L3y -y Tny Tntl, xn+2] = [1]1, L2, Lp(3)s -+ -5 Lp(n)) Tp(n+1), xcp(n-&-?)]
[ZL’l, L2, X35 -3 Tny Lntl, xn+2] = [(L‘l, L2, Tip(3)s - -5 Tip(n)y Lop(n+1), xn+2]
[[wla L2,T3,...,Tn, "L‘n—‘y—l]['rla T2, :L‘(p(3)7 S 7x90(n)7 xga(n+1)]_1a xn+2} =1
Note que [1, T2, T3, . . ., Ty Tn1][T1, T2, Tip(3), - - -+ Tip(n)s Tp(mi1)) + € Z(G) e, neste caso,
os elementos [x1,x2,x3,. .., Tn, Tpt1] € [T1, T2, Tp(3)s - - -, Tp(n)s Tp(nt1)) T SAO equiva-
lentes em G/Z(G). O que implica que G/Z(G) satisfaz C'(n + 1). O

Assumindo a hipétese de indugao sobre G/Z(G) temos que G/Z(G) satisfaz [n —
1 —k,24 k] = 1, para qualquer k£ > 0 tal que n — 1 — k > 2. Finalmente, supondo por
outra indugao que G satisfaz [n — k,2 + k| = 1 para todo k =0,1,...,n — 2, segue do
Lema 3.7 que G satisfaz [n — 1 — k,2+ k + 1] = 1, o que prova a primeira parte do
teorema.

Reciprocamente, tomamos por hipdtese que G satisfaz [n—k,2+k] =1, Vk <n—2
e assuma como indugao que se G satisfaz [n — 1 —k, 2+ k| = 1, para qualquer k tal que
0 <k <n—3, entdo temos G satisfazendo C'(n + 1). Uma vez que, [n — k,2 + k| =
[n—1—k,24+k+1] = 1 segue-se pelo Lema 3.6, que G/Z(G) satisfaz [n—1—k, 2+k] = 1,
entao por hipétese, G/Z(G) satisfaz C(n+ 1), n—1—k > 2. E assim, pelo Lema 3.5,
G satisfaz C'(n + 2). [ ]

Observacao 3.4. Pelo item (i) da Proposicao 1.1, temos que G satisfaz [n,m] =1 <
[m,n] = 1. Assim, a hip6tese do Teorema 3.3, pode ser enunciada da seguinte forma:
G satisfaz C(n+ 2) se, e somente se, G satisfaz

n,2l=n—-13=...=n—-s2+s] =1, (3.10)
onde
2s = n—2, semn € par,
2s = n—3, sen éimpar.

Teorema 3.4. Se G satisfaz
n,2l=[n-13]=...=n—Fk2+k =1, (3.11)
para algum k < s, entdo G satisfaz C'(2n — 2k — 1).

Demonstracao: Se G satisfaz (3.11), entao como [n —m, 2+ m| = 1 implica [n —m +
p,24+m—+q] =1, p,g >0 (ver Defini¢ao 1.15), assim G satisfaz
2n — 2k —3,2] =[2n— 2k —4,3] = [2n — 2k — 5,4]
2n —2k—-3—5,2+s], s=n—k—3
1.
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Note que, s=n—k—3=2s=2n—2k—3—3 = 2s =a—3, onde a = 2n — 2k — 3.
Dai, segue da Observacao 3.4 que G satisfaz C(a 4+ 2), a > 2, com a = 2n — 2k — 3. E,
portanto G satisfaz C'(2n — 2k — 1). [ ]

Em particular, se £ = 0 temos o seguinte resultado:
Corolario 3.7. Se G satisfaz [n,2] = 1,n > 3 entao G satisfaz C(2n — 1).

Este resultado é interessante, pois provamos a seguir que G nestas condigdes nao
satisfaz C'(k) para qualquer k < 2n — 2.

Proposicao 3.1. Em geral, se G satisfaz [n, 2] = 1, ndo temos necessariamente que G

satisfaz C'(k) para qualquer k < 2n — 2.

Demonstragao: Vamos mostrar com um contra-exemplo: Tome o conjunto M, como
ja foi definido (ver Definicao 2.9) e pelas Proposigoes 2.7 e 2.9, temos que M é um
grupo que satisfaz os dados da hipdtese, mas nao satisfaz a variedade [n —1,n—1] =1,
e como pelo Teorema 3.3 temos C'(2n — 2) implica [n — 1,n — 1] = 1; assim, M nao
satisfaz C'(2n — 2). [ ]

Retornando & Observacao 2.2 temos que, nesta situacao, M nao satisfaz [n — 1 —
k. 24kl =1, 0 <k <n-—3. Com isso, nao podemos generalizar o Corolério 3.5, para
n > 3.

Observacao 3.5. Sobre o Teorema 3.4, este resultado é o melhor possivel, pois, se G
satisfazendo (3.11) implicasse C'(2n — 2k — 2), para algum k < s, entdo [n — k,2] =1
implicaria C(2n — 2k — 2), pois [n — k,2] = 1 = (3.11) = (3.12). Mas isto ¢é
absurdo, pois j& mostramos que [n,2] = 1 nao implica C'(2n — 2) e, consequentemente,
[n — k,2] = 1 ndo implica C(2(n — k) — 2).

Coroléario 3.8. Se G satisfaz C(n,p),n > 5 para todo ¢ que fixa 3,...,m, com
m < n — 2 ou para qualquer conjunto de geradores do grupo de permutacoes de
{m+1,...,n},m > 3, entdo G satisfaz C(n +m — 3).

Demonstragao: Por hipotese, temos que G satisfaz

¢1 — permutacao que fixa {3,...,n — 2}

w9 — permutagao qualquer de {4,...,n}
Note que, desta forma G satisfaz C'(n, ¢) para qualquer ¢ no grupo gerado por {¢1, p2},
ou seja, ¢(3) = 3. Observe que esta demonstracao segue andloga a demostragao do

Corolério 3.6, fazendo indugao sobre m, uma vez que pelo Lema 3.4, G satisfaz C'(n +

m — 3,¢), pois m > 3. [ |
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Teorema 3.5. Seja G um grupo que satisfaz
n,2l=n—k,24k]=...=n—kn,2+kn=[n—s2+s =1, (3.12)

onde 0 < ky < ko < ...<ky <s, coms definido como em (3.10). Entao G satisfaz
C(n+1+1t), onde t = max(ky, ko — k1, ..., km — km_1,8 — km).

Demonstracao: Note que, como ja vimos, (3.11) = (3.12), entdo nds temos que
(3.12) implica que G satisfaz:

m+t—1,2l=n+t—23]=...=2,n+t—-1] =1

Assim, pelo Teorema 3.3, temos que G satisfaz C(n+t—1)+2)=C(n+t+1). W
Finalmente, fazemos um breve comentario na situacao de GG satisfazendo o seguinte:

[T1, 22, .., 0] = [T1, Tp()s - - -5 Tpm)] (3.13)

Teorema 3.6. G satizfaz (3.13) para toda permutagio ¢ de {2,...,n} se, e somente

se, G € nilpotente de classe < n — 1.

Demonstracao: Por indugao sobre n, paran = 3 temos que [z1, T2, 23] = [21, 3, 22| <
[x1, [xe, 23]] = 1, pelo Coroldrio 3.3, e assim G é nilpotente de classe 2. Suponhamos
que G satisfaz a hipétese para n > 3, entdo G satisfaz [n — 2,2] = 1, pelo Corolario
3.3, e em particular, G satisfaz (3.13) para qualquer permutacdo ¢ que fixa n. E as-
sim, como na prova do Lema 3.5, G/Z(G) satisfaz (3.13) substituindo n por n— 1 para
qualquer permutagao de {2,...,n—1}, de modo que, por indugao G/Z(G) é nilpotente
de classe < n — 2. O que implica que G é nilpotente de classe < n — 1.

A reciproca é trivial, uma vez que resulta da definicao de nilpoténcia. [ |

Observacao 3.6. O Teorema 3.6 pode ser derivado do Teorema de Macdonald, o qual
mostra que um grupo G é nilpotente de classe < n—1, n > 4, se (3.13) é verdade para
¢ = (2 n), mas a hipétese do Teorema 3.6, além de ser mais forte, nos permite uma

demonstracao mais simples, como foi mostrada.

3.5 A Variedade [n,m] =1, n,m >3

Como ja foi referido, a lei [n,2] = 1, n > 3 implica C(2n — 1). A lei [n,1] = 1,
isto é, nilpoténcia de classe n, implica C(n + 1) trivialmente. Entretanto, nesta se¢ao
mostramos que geralmente a variedade [n,m| =1, n,m > 3 nao implica C'(k, ¢) para
qualquer k e ¢ nao trivial; para isso é suficiente mostrar que nao vale para o caso

[3,3] = 1. Definimos entao, um grupo K como abaixo.
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Definicao 3.2. Chamamos de K o grupo construido de

F2)=(1+z14+yx,yec A(Z3)),
tal que, para monomios de graus > 3, temos 7(r1,72) = 0.
Proposicao 3.2. O grupo K satisfaz a lei [3,3] = 1, mas nao satisfaz [n,2] = 1.
Demonstragao: De fato, ja vimos que

[1—0—301,1—1—:1:'2,1—1—373] = 1+ZT£,

i=0

onde r sao monomios de graus > 3. O que implica que [3, 3] = 1+Z ri1 —i—Z ” =

1, por hipétese.
Por outro lado, para algum n,

L+z1+y,1+a,. .., 1+a],[1+z,1+y]

Vv
n—2 vezes

n—2

1+ (n ) kk(xy)"le—i—; (,9)]

k=

[e=]

n—

2
( (” ) kkxyn2kz :Uy
0

k=

=1

+

+ termos com graus >n+2

7 1,

observe que os monomios s; tem graus > 1. Por hipétese, os termos com graus >
n + 2 desaparecem e usando a expressao (2.12) resulta, em K pela distributividade da
operagao paréteses, que esta soma nao se aula de todo, o que implica que [n,2] # 1. B

Lema 3.8. Se GG satisfaz [3,3] = 1 e C(n,¢), n >4, onde o(m) = 3, m # 3, entdo
cada subgrupo 2-gerado de G satisfaz C(n + 1).

Demonstragao: Vamos mostrar por inducao.

Se n = 4, entao da hipétese de que p(m) = 3, m # 3 temos que G satisfaz C(4)
trivialmente, pois teremos tinica possibilidade para [x1, 23, T3, ¥4] = [T1, T3, Ty(3), Tp(a)),
e assim, pelo Lema 3.4, temos que G satisfaz C'(5). Entao todo subgrupo 2-gerado de
G também satisfaz C'(5).

Para n > 5, temos dois casos:

Considere m = n. Sejam z,y € G e H o subgrupo gerado por eles. A hipdtese
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[3,3] = 1 e C(n, ) implicam, respectivamente, que G satisfaz [z,y, z3, ..., x,—1, [T, ¥, 2]]
=1lelz,y,2z3,...,2, 1, |x,y]] =1, para quaisquer z;, z € GG, assim temos que
[ZC, Y, T3y, Tp—1, [l’, y]z] =1

de modo que G satisfaz [z,y,z3,...,2,_1,w] = 1, para qualquer w € H'. Logo, G
satisfaz [v,w] = 1, para todo w € H' e todo v no fecho normal dos comutadores
[z,y,x3,...,2, 1] e, similarmente, para qualquer v no fecho normal dos comutadores
ly,z,x3,...,2,-1]. Segue entdo que H satisfaz [v,w] =1, w e H ev = [xy,...,2,_1],
para qualquer z; € H. Assim H satisfaz [n — 1,2] = 1 e, uma vez que G satisfaz
n—23] = [n—-3,4 = ... = [3,n—2] =1, temos que H também satisfaz esta

condicao, e assim segue que H satisfaz C'(n + 1), pelo Teorema 3.3.

Suponha m < n, vamos mostrar por indugao sobre n — m. Suponha que o lema
vale para o caso p(m—+1) = 3, m # 2 e considere ¢(m) = 3, m # 3. Usemos a inducado
sobre H/Z(H) de modo que H satisfaz C(n) e, logo, H satisfaz [n — 2,2] = 1. Uma
vez que H satisfaz [n —2,3] = 1, segue do Lema 3.7 que H satisfaz [n —1,2] = 1 de tal
forma que, como na demonstragao acima, [3,3] = 1 implica que H satisfaz C(n+1). B

Observagao 3.7. Temos entao que K satisfazendo [3, 3] = 1 ndo implica que G satisfaz
[n,2] = 1 e adicionando o Lema 3.8 com a hipétese de G satisfazendo C(n, ) nas
condigoes acima, temos que o subgrupo 2-gerado de G satisfaz C'(n + 1). Estes dois

resultados juntos implicam que se [3,3] =1 = C(n, ¢), entao ¢(3) = 3.

Teorema 3.7. A lei [m,n] =1, m,n > 3, nao implica C(k,p) para qualquer k > 4 e
qualquer permutacao ¢ nao trivial.

Demonstracao: Suponha que [3,3] =1 = C(m +n+ 3,¢), onde p(m +n + 3) =
m+ 3, n > 0. Tome K,,, como sendo o grupo obtido de K (ver Definicao 3.2)
adicionando a relagao r = 0, ¥ mondémio r € A(Z,3) de grau > m + n + 3. Entao, as
expressoes:

I+f=[1+z1+yl+az,...,1+z1+y

vV
m-+n vezes

1+g:[1+x,1+y,1—|—a:,...,1+x,1+y,1+x,...,1—I—xl]

v v~
m vezes n vezes

sao iguais em K,,.,, de fato, pois pelas préprias condigoes de K. Por outro lado,
usando (2.12), temos que:

1+ f :[U+@1+%}+@”W1+@J+m

vV
m—+n vezes

= [1+) (mzn)(—l)kwk(w,y)wm”a1+y}
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m-+n
= 1 (L () ey
+ termos de graus > m+n+ 3

_ 14 (Tg (m ; ") (—1)%a* (2, y)z™ " F ),

pois os termos de graus > m + n + 3 se anulam.

l+g = [I+21+yl+a,..,l+21+yl+w,...,1+7

" /m
- [1—{—2 (k)(—l)kxk(:p,y)xm_k,1+y,}+x,...,1—|—xj]
k=0

v~
n vezes

— 14 é (Z) (—1)Pz? (i (7;;) (—1)kxk(x,y)xmk,y> 2P,

k=0

Assim, usando as relagoes para K, ,, note que:

A+ -0+g) = 1+ (g (mZ”) (—1)*a (,y)a" " )
—1— pzz; (Z) (=1)Pa? (i (7;) (_1)kxk(x,y)xmk,y> P
= (x,y)a™ "y — y(x,y)a™ " - i (Z) (—1)7a” -
go (?Z)(—l)kﬂ?k(x,y)xm By 4
(Va5 ()t

pois, para k > 0 a primeira soma da igualdade resulta de monémios com graus >
m+n—+ 3, logo se anulam, resultado as outras soma que temos. No entanto, utilizando
a distributividade da operacao parénteses e mais uma relagao pra K como o fato de
que quando r € A(Z,3) tem grau > 3 temos r(ry,r2) = 0, por cdlculos simples temos

1+f)—-Q1Q+9) = (z,y9)2™ "y —y(z,y)z™" + [(1 —nz+ (Z) 2 —..)

m
(2, y)a™ya" ™" — ma(w, y)a™ya"F + ( )562(1“, y)a"Pya"

2
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- <7§> 2 (z,y)x™ Py P+ )] + [(y — nay + (Z) 22y
- (Z) 2y + . ) (@, y) ™ — ma(x, y) ™

+ (”2””) 22(z, y)a™ R )],

I+ )= (1+g) = (zy)a™ "y —yl,y)a"™" + ((z,y)a"ya" "
7;) (2, y)a™ Py
—nx(z,y)x"yz" P + nma?(x, y)z™ tya" P

n m n— m-r+n—
+(2>x2(x,y)x y- ")+ (y(z,y)a™ P

—myz(z,y)z™ TP — nxy(:n,y):rm+"_p); 0<p<n.

—ma(w,y)a™ ya" P + (

Note que, para qualquer p na condigao acima nao teremos (1 + f) — (1 4+ g) = 0, uma
vez que os elementos z,y # 0, n > 0. Assim, temos que nestas condi¢gbes o grupo
K,,., nao satisfaz a condicao que anteriormente supomos. Agora, para mostrarmos
que C(m+n+3+k,p), onde o(m+n+3) =m+3 >3, n> 0, ndo permanece em
K, 1ni3 basta compararmos

I+ fi=+fil+z,..,1+a] e l+g=[1+gl+w.. . 1+z

~
k vezes k vezes

Analogamente, temos que f; = g; nao pode acontecer. E assim, provamos teorema.
]

3.6 Grupos do tipo [m — n]

Nesta secao, estaremos expondo, em poucas palavras, um pouco dos estudos de va-
riedades nilpotentes que, em particular, representam também variedades de grupos
soluveis. Estaremos relacionando alguns resultados de H. Neumann [17] sobre grupos
do tipo [m — n| e uma proposigao de Heineken [8] sobre grupos nilpotentes finitamente
gerados aos estudos da lei C'(m), vistos anteriormente. Sabemos que, toda classe de
nilpoténcia < ¢ segue da lei [z1, ..., z.41] = 1, isto vai nos ajudar em alguns momentos

de demonstragoes posteriores.

Proposicao 3.3 (Heineken). G é nilpotente de classe n, n > 2 se, e somente se, cada

subgrupo n-gerado de G ¢é nilpotente de classe < n.
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A demonstragao é simples e pode ser encontrada em [8], ndo demonstraremos aqui
pois, a prova exige outro resultado do Heineken que nao citamos.

Definig¢ao 3.3. Um grupo G é dito do tipo [m — n| se cada subgrupo m-gerado de G
¢ nilpotente de classe < n.

Lema 3.9. Se A é um grupo metabeliano e x € A’, entao

[x7yla cee 7yn] = [xaytp(l)a oo aygo(n)]
para qualquer permutacdo i — (i), ou equivalentemente, A satisfaz C(n).

Demonstracgao: A prova deste lema segue de identidades de comutadores, sendo su-
ficiente mostrar que [z, y1, yo] = [z, y2, y1]. Pode ser vista com mais detalhe no livro de
H. Neumann [17], pag. 96. |

Teorema 3.8 (M.F. Newman e J. Wiegold). Se A é metabeliano, e se para k = 2 e

k =3 A satisfaz [k — k + 1], entdo o mesmo € verdade para todos os valores de k.

Demonstragao: E suficiente mostrarmos que todos os comutadores de comprimento
k + 2 cujas entradas sao obtidas do conjunto de k varidveis tem valor 1 em A. Se
[x1, %9, ..., Tki1, Thao| envolvem somente k varidveis, entao assim, no minimo 1 varidvel
é repetida 3 vezes ou duas variaveis sao repetidas duas vezes. Usando o lema anterior,
isto nos conduz as seguintes situagoes:

(i) [z1,29,21,21,...] = 1 em A, pois [z1, 29,21, 21] = 1 por hipdtese de k = 2, ie,
cada subgrupo 2-gerado ¢ nilpotente de classe 3;

(ii) [z1, 9, x3,23,23,...] = 1 em A, segue pelo mesmo argumento anterior para k = 3,

visto que por hipdtese o comutador de peso 5 é trivial;
(iil) [z1, 29,21, 22,...] =1, pois A é metabeliano e segue pelo lema anterior e por (i);
(iv) [x1, 29, 21,23, 23...] = 1, pelo mesmo argumento anterior e por (ii);
(V) [x1, 20, 3,23, T4, 24 ...| = [u, 23,23, 24,24 ...] =1 como em (ii).

(Vi [x37 Ty,T1,T5, T, L1, L1, T2, T2, .. ] = [['I37 Ty,T1,Ts, xGLxla T1,T2,Tg, .. ‘]7 onde
[3, x4, T1, x5, 2] pode ser substituido por a € A, dai [a,z1,21,22,29,...] = 1

segue pelos itens anteriores;

e assim, segue pelos argumentos anteriores, o que queremos mostrar. |

Newman e Wiegold também deram um exemplo de um grupo metabeliano nao
nilpotente satisfazendo estas condigoes, este grupo é denominado o produto entrelagado
de grupos ciclicos de ordem 2 e poténcia sendo uma classe de indices. Veja com mais

detalhe este grupo no livro de H. Neumann [17], pag. 45 e 98.
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Lema 3.10. Seja G como um grupo que satisfaz C(m + 1) tal que seja do tipo [n —
n+ k|, para algum n > 3, k < n—2. Entao G € do tipo [p — q|, para todo p > n e
q = max(m,p+ k).

Demonstragao: Tome H como um subgrupo p-gerado de G gerado pelos elementos
hi, ..., hy. Queremos mostrar que H ¢ nilpotente de classe < ¢, para isso, é suficiente
mostrar que todos os comutadores [z1,...,%,+1] = 1, onde z; estdo no conjunto de
geradores de H. Tome ¢ = [z1,...,2441] € N(j) sendo o nimero de repeticoes de x;
em {zs,..., 7441} Uma vez que G satisfaz C'(m + 1) podemos assumir, sem perda de
generalidade, que N(3) > N(4) > ... > N(g+1). Sec # 1, entao hd no minimo n+1 el-
ementos distintos no conjunto {[z1, 2], T3, ..., Tns - s Tpits - -+ Toaks Trtkils Tnikio )
e, logo, > n distintos h; entre os n + k < 2n — 2 elementos em {x3,...,Tpipio}, k
como na hipdtese. E como, N(3) > N(4)..., isto é possivel, se e sé se, N(n+k+1) =
N(n+k+2)=1demodo que N(j) =1, j > n+k+1, ou seja, todos estes elementos

apareceriam somente uma vez. Nos consideramos dois casos:

a) N(1) = N(2) = 0. Entao {z1, 2, ..., Tpirra} contém um nimero > n + 2 dis-
tintos h; enquanto {@,x43,...,Te+1} contém ¢ + 1 — (n + k + 2) outros distintos h;.
Assim, como p é o nimero de geradores de H temos que p > n+2+q+1—(n+k+2),
ecomo k <n—2 segueque p >qg—n+3ouq<p+n—3, que contradiz a hipdtese

sobre ¢ ser o maximo.

b) N(1) > 1ou N(2) > 1. Primeiro, nds notamos que se N(t) = 1 para algum ¢ > 3,
podemos assumir que todas ocorréncias de x; e xo em ¢ aparecem em {xy,...,Ty1}.
Pois, se N(j) > 1, j = 1 ou 2, entéo todo x; aparece em {xy,...,x:}, por hipétese,
enquanto se N(j) =1, j = 1 ou 2, entao o elemento x; com N(x;) = 1, i > 3, pode

ser permutado tal que z; = x; ou z; = 2441. Uma vez que N(n + k+ 1) = 1, podemos

dizer que qualquer x; ou xs ocorre em {3, ..., Tpipy1}. Se ¢ # 1, entdo hd > n + 1
distintos h; em {1, ..., Zy1x11} de modo que hd > n — 1 distintos elementos h; (# zy
ou zy) entre n+ k — 2 < 2n — 4 de elementos em {x3,..., T, k1) O que é possivel s6

se N(n+ k) = 1. Desta forma, podemos assumir que todas as ocorréncias de z; e xo
aparecem em {x1,...,Tpiri1}, € l0ogo, hd > n + 1 distintos h; entre {1, ..., Ty pi1}-
Assim, como no caso anterior, p >n+1+4+qg+1—(n+k+1)>¢g—n+3, o qual

contradiz a hipdtese sobre q. |

O Lema 3.10 pode ser aplicado na maioria dos resultados da Secao 3.4. Apresenta-
mos, a seguir, dois teoremas que generalizam o resultado de Newman e Wiegold.

Teorema 3.9. Seja G um grupo satisfazendo [4,2] = 1 e seja do tipo [n — n + kJ,
para algumn >4, k <n—2. Entao G € do tipo [p — p + k|, para todo p > n.
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Demonstragao: Se G satisfaz [4,2] = 1, decorre do Corolario 3.7 que G satisfaz C(7),
assim tanto paran > 4 oun = 4, k > 1, a prova é consequéncia imediata do Lema
3.10. E para k = 0, n = 4, da Proposicao 3.3 temos que G é nilpotente de classe 4. W

Teorema 3.10. Seja G um grupo satisfazendo [3,2] =1 e do tipo [n — n + k|, para
algum n > 3, k <n — 2. Entao G € do tipo [p — p + k|, para todo p > n.

Demonstragao: G satisfaz [3,2] = 1 equivale a C'(5), entdo a prova segue analoga a
anterior. |
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