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Resumo

Seja p um numero primo. Seja A um p-grupo abeliano elementar agindo sobre um
p -grupo finito G. Neste trabalho realizamos um estudo da influéncia dos centralizadores
dos automorfismos em A sobre a estrutura de G .

Nesse sentido demonstramos que se A tem ordem p"*! e assumindo que existe um
inteiro positivo m tal que

[CG(Q>(d)7gG(b)(d)7 e ,C’G(b)(d)] =1,

/

-~
m

para todos a,b € A%, onde 2? < n, entdo G? ¢ nilpotente de classe {p, d, m}-limitada.

Ainda, assumindo que existe um inteiro positivo m tal que

(1n(Ca(a)), yn(Ca(b), -, m(Ca(b))] = 1,

v~
m

para todos a,b € A%, entdo 7,(G) é nilpotente de classe {p, n, m}-limitada.
Outro resultado ¢, se A tem ordem p* e assumindo que o subgrupo (Cg(a), Ca(b))
satisfaz uma lei positiva de grau n para todos a,b € A#, entao G satisfaz uma lei positiva

de grau limitado por uma fun¢ao dependendo somente de n e p.



Abstract

Let p be a prime number. Let A be an elementary abelian p-group acting on a finite
p -group G. In this work we study the influence of the centralizers of the automorphisms
in A on the structure of G.

We show that if A has order p™*! and if there exists a positive integer m such that

[CG<G)(d);gG(b)(d)a o ,CG(b)(d)] -1

J/

-~
m

for all a,b € A#, where 2¢ < n, then G'?9 is nilpotent of {p, d, m}-bounded class. We also

show that if there exists a positive integer m such that

1 (Ca(a)), 1 (Ca (D), -+, 7(Ca(D))] = 1

v
m

for all a,b € A%, then v,(G) is nilpotent of {p,n, m}-bounded class.
Another result is that if A has order p? and the subgroup (Cg(a), Cq(b)) satisfies a
positive law of degree n for all a,b € A#, then G satisfies a positive law of degree bounded

by a function depending only on n and p.



Sumario

Introducao

1 Resultados Preliminares
1.1 Resultados Gerais Sobre Grupos . . . . . . . . . . ... ... ...
1.2 Subgrupo de Fitting Generalizado . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.3 Automorfismos Coprimos . . . . . . . . . . .. ...
1.4  p-Grupos Regulares e p-Grupos Potentes . . . . . .. . ... ... ... ..
1.5 O Dual de um Grupo Abeliano . . . . . . . ... ... ... ... ... .

2 Algumas Ferramentas da Teoria de Algebras de Lie
2.1 Algebras de Lie . . . . . .
2.2 Identidades Polinomiais para Algebras deLie. . . ... ... ... .....
2.3 Condigoes de Nilpoténcia para Algebras deLie. ... ... ... ......
2.4 O Anel de Lie Associado a um Grupo . . . . . . . . . . ... ... ...

3 Limitando a Classe de Nilpoténcia em Grupos Finitos
3.1 Caso Geral . . . . . . . .

4 Grupos que Satisfazem uma lei positiva

4.1 Reducao ao Caso de p-Grupos . . . . . . . . . . ...

Referéncias Bibliograficas

36
37
43
45
o1

67
68

76
7

86



Introducao

Seja G um grupo finito e @ um automorfismo de G. Denotamos o centralizador de «
em G, ou subgrupo de pontos fixos, por Cg(a) = {x € G|z® = 2}. Se Cg(a) = 1 dizemos
que « é livre de pontos fixos e se a ordem de « é coprima com a ordem de (G, entao o é um
automorfismo coprimo de G. E bem conhecido que a estrutura de um grupo finito esta
intimamente relacionada com os subgrupos de pontos fixos de automorfismos do grupo.
Virios autores obtiveram resultados interessantes a partir desta relacao. A melhor e mais
conhecida ilustragao da influéncia do subgrupo de pontos fixos na estrutura de um grupo
é que se G admite um automorfismo livre de pontos fixos de ordem prima, entao G ¢é
nilpotente (Thompson, [30]), e a classe de nilpoténcia de G é limitada por uma fungao
dependendo somente da ordem do automorfismo (Higman, [9]).

Seja A um p-grupo abeliano elementar nao ciclico agindo sobre um p’-grupo finito G.
Temos entao o subgrupo de pontos fixos Cg(A) = {x € G|x* = x para todo a € A} de A
em G. Ward, [34] e [35], mostrou que se a ordem de A é maior ou igual que p3, e se
Cg(a) é nilpotente para qualquer a € A%, onde A# denota o conjunto dos elementos de
A diferentes da identidade, entao G é nilpotente. Ainda, que se a ordem de A é maior ou
igual que p*, e se o subgrupo derivado Cg(a)’ de Cg(a) é nilpotente para todo a € A%,
entao o subgrupo derivado G’ de G é nilpotente. Sob as mesmas hipéteses Shumyatsky
[25], mostrou que se Cg(a) é nilpotente de classe ¢ (respectivamente Cg(a)’ é nilpotente
de classe ¢) para todo a € A%, entdo a classe de nilpoténcia de G (respectivamente de G’)

é limitada por uma funcao dependendo somente de p e c.
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Se um grupo G possui automorfismos coprimos podemos estudar as propriedades sat-
isfeitas pelos centralizadores desses automorfismos e averiguar se as mesmas sao satisfeitas
pelo grupo G, pois em algumas situacoes o grupo é gerado por esses centralizadores. Seja
G um grupo admitindo uma ag¢ao de um grupo A. Se A é abeliano nao ciclico e a ordem

de A é coprima com a ordem de G, entao
G = (Cgl(a)|a € A7) .

A demonstracao desse fato pode ser encontrado em [6, 6.2.1].

Uma condicdo suficiente para que um p’-grupo finito G seja nilpotente com classe de
nilpoténcia limitada foi obtida por Shumyatsky [26]: sejam p um primo e A um p-grupo
abeliano elementar de ordem p? agindo sobre um p’-grupo G e suponha que existe um

inteiro positivo m tal que

[Cala), Ca(b), - - -, Calb)] = 1,

g
m

para quaisquer a,b € A*. O autor mostrou que a classe de nilpoténcia de G ¢ limitada por
uma func¢ao dependendo somente de p e m. Como consequéncia imediata deste resultado,
o autor obteve que se existe um inteiro positivo m tal que (Cg(a), Cs(b)), o subgrupo de
G gerado por Cg(a) e Cg(b), é nilpotente de classe no maximo ¢ para todos a,b € A%,
entao G ¢ nilpotente de classe limitada por uma funcao dependendo somente de p e m.
O estudo de comutadores de elementos de um grupo G que sobre certas condigoes
garanta a nilpoténcia de G nao é nova. Relembramos aqui idéias bem conhecidas e muito
utilizadas no trato com grupos finitos que é a defini¢ao de grupo de Engel. Um grupo G é
um grupo de Engel se para cada par ordenado (z,y) de elementos em G existe um inteiro

positivo n(z,y) tal que

ly,z, -+ ,x] = 1.

n
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Se o inteiro n = n(z,y) pode ser escolhido independentemente de z e y, dizemos que G
¢ um grupo n-Engel. Agora o resultado de Zorn [33] , diz que um grupo de Engel finito
é nilpotente. Logo, a idéia de trabalhar com comutadores dos subgrupos de pontos fixos
dos automorfismos coprimos de um grupo GG parece muito natural, ja que os subgrupos
de pontos fixos geram todo o grupo.

Usaremos em todo o trabalho a notagao {a, b, c, - - - }-limitada sempre que existir uma
funcao limitante dependendo apenas dos parametros a, b, c, - - -.

Um dos objetivos deste trabalho, o qual desenvolvemos ao longo do capitulo 3, é
mostrar uma generalizagao do resultado de Shumyatsky [26]. Podemos enunciar tal gen-

eralizacao na forma dos seguintes teoremas.

Teorema 1. Sejam p um primo, n, d inteiros positivos tais que 2 < n. Seja A um
p-grupo abeliano elementar de ordem p™*' agindo sobre um p'-grupo finito G. Assuma

que existe um inteiro positivo m tal que [Cq(a)?, Ca(b) D, - Cq(d)?] = 1, para todos

-

a,b € A*. Entdo, G\ ¢ nilpotente de classe {p,d, m}-limitada.

Teorema 2. Sejam p um primo e n um inteiro positivo. Seja A um p-grupo abeliano

1

elementar de ordem p"*!' agindo sobre um p'-grupo finito G. Assuma que existe um

inteiro positivo m tal que [7,(Ca(a)), ya(Ca (b)), - , 7. (Cq(b))] = 1, para todos a,b € A¥.

v

-~

Entao, v,(G) € nilpotente de classe {p,n, m}-limitada.

Mais um exemplo da influéncia dos centralizadores de automorfismos de ordem coprima
de um grupo G na estrutura de G é dado por Khukhro e Shumyatsky [13]: sejam p é um
primo, e um inteiro positivo e A um p-grupo abeliano elementar de ordem p? agindo sobre
um p’-grupo finito G, assuma que o expoente do Cg(a) divide e para todo a € A¥. Entao,
o expoente de G é limitado por uma fun¢ao dependendo somente de e e p. Lembramos
que um grupo G tem expoente n, se x” = 1 para todo x € G. Denotamos o expoente

de um grupo G por exp(G). Mais tarde, Guralnick e Shumyatsky [7] mostraram que se
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A tem ordem p?® e o expoente do subgrupo derivado Cg(a) divide e para todo a € A%,
entao o expoente de G’ é limitado por uma funcao que depende de e e p somente.

Tratamos também a situacao onde os subgrupos de pontos fixos satisfazem uma lei
positiva. Seja F' o grupo livre sobre X = {z1,x9,---}. Uma palavra positiva em X é
qualquer elemento nao trivial de F' nao envolvendo os inversos dos x;. Uma lei positiva de
um grupo G é uma identidade nao trivial da forma u = v, onde u, v sao palavras positivas
em F', valida para toda substituicaio X — G. O méaximo dos comprimentos de u e v é
chamado de grau da lei © = v. Um exemplo facil de lei positiva é 2 = 1, onde e < 1
é um inteiro positivo. Assim, grupos de expoente finito, e em particular grupos finitos,
satisfazem uma lei positiva. Outro exemplo é dado por grupos abelianos que satisfazem
a lei positiva zy = yx. Agora, se G/Z(G) satisfaz a lei « = 3, entao G satisfaz aff = fa.
Logo, por inducao na classe de nilpoténcia, segue que todo grupo nilpotente de classe
c satisfaz uma lei positiva. Malcev [18] mostrou que um grupo que é uma extensao de
um grupo nilpotente por um grupo de expoente finito satisfaz uma lei positiva. Mais
precisamente, ele exibiu uma lei positiva de duas variaveis M.(z,y) e de grau 2¢ satisfeita
em todos os grupos nilpotentes de classe ¢, conhecida como ler de Malcev. Além disso, se
G é uma extensao de um grupo nilpotente de classe ¢ por um grupo de expoente e, entao
G satisfaz a lei positiva M.(z¢, y¢).

Ol’shanskii e Storozhev [19] deram uma resposta negativa para a reciproca do resultado
de Malcev, ou seja, nem todo grupo satisfazendo uma lei positiva é necessariamente a
extensao de um grupo nilpotente por um grupo de expoente finito. Mas em contraste
com essa resposta negativa, Burns, Macedonska e Medvedev [2] responderam de forma
positiva a reciproca do resultado de Malcev para uma grande classe de grupos, incluindo
todos os soluveis e os residualmente finitos. Em particular, eles mostraram que existe
fungodes c¢(n) e e(n) dependendo somente de n, tal que qualquer grupo finito satisfazendo
uma lei positiva de grau n é uma extensao de um grupo nilpotente de classse no maximo

¢(n) por um grupo de expoente dividindo e(n).
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Neste contexto, de grupos satisfazendo uma lei positiva, apresentamos mais um ex-
emplo da influéncia dos subgrupos de pontos fixos na estrutura do grupo G. Seja A um
p-grupo abeliano elementar agindo sobre um p’-grupo finito G. Shumyatsky [24] mostrou
que se a ordem de A é p* e supondo que Cg(a) satisfaz uma lei positiva de grau n, para
todo a € A, entao G satisfaz uma lei positiva de grau limitado por uma funcao depen-
dendo somente de p e n. Salientamos que este resultado nao ¢é valido se o grupo A tem
ordem p2. De fato, pode-se exibir um exemplo de [15]. Seja ¢ um primo impar e denote

por t o maior divisor impar de ¢ — 1. Seja G o grupo formado pelas matrises

M= u+qa qb
qc v+ qd

de determinante 1, onde a, b, ¢, d, u, v estdo no anel de residuos médulo ¢**' e uwv = vt =1
moédulo q. Entao, Gj, tem comprimento derivado m ou m + 1, onde m é o menor inteiro

tal que 2™ > k + 1. Sejam «y, e B automorfismos de Gy, tal que para qualquer

M = < a ) € Gy
as ay
Bk
MO = (MY e ( ) :< “ ‘a2>.
as Qaq —as ay

E facil checar que Vj, = (o, Bk) é o grupo de Klein agindo sobre Gy, livre de pontos

temos que

fixos. Além disso, o centralizador em G}, de qualquer a4 € Vk# é ciclico, logo satisfaz a
lei positiva xy = yz, e G} pode ser gerado por 3 elementos. Assim, nao existe uma lei
positiva que é satisfeita em todos os grupos Gj.

Sob as mesmas hipdteses, Shumyatsky [23] mostrou que esta propriedade vale para o
subgrupo derivado G’ de G, isto é, se A tem ordem p* e Cg(a)’ satisfaz uma lei positiva
de grau n para todo a € A%, entdo G satisfaz uma lei positiva de grau limitado por uma

funcao dependendo somente de n e p.
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Nosso objetivo aqui é mostrar que diminuindo uma unidade do posto de A no resultado
original e assumindo que os subgrupos (Cg(a), Ci(b)) satisfazem uma lei positiva, para
todos a,b € A%, entdo G satisfaz uma lei positiva. Tal resultado estd demonstrado no

quarto capitulo deste trabalho e formalmente pode ser enunciado da seguinte forma.

Teorema 3. Seja p um primo. Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p* agindo
sobre um p'-grupo finito G. Assuma que (Cg(a), Cq(b)) satisfaz uma lei positiva de grau
n para todos a,b € A¥. FEntdo, G satisfaz uma lei positiva de grau limitado por uma

funcao dependendo somente de n e p.

Uma ferramenta efetiva que se mostra de grande ajuda no estudo dos problemas pro-
postos neste trabalho é a teoria de algebras de Lie. As construgoes associando a um
grupo um anel de Lie foram introduzidas nos anos 30 no contexto do Problema Restrito
de Burnside. Neste trabalho, no segundo capitulo, exibimos duas formas distintas e usuais
de associar um anel de Lie a um grupo. A primeira delas consiste em tomar a soma direta
dos quocientes dos termos da série central inferior de GG, que se torna um anel de Lie.
Na segunda se utiliza a série de Jennings-Lazard-Zassenhaus e se obtem uma algebra de
Lie sobre o corpo com p elementos F,, onde p é um primo. No segundo capitulo citamos
alguns dos principais resultados da teoria de algebras de Lie que utilizamos no decorrer
do trabalho.

Para um melhor esclarecimento das técnicas que utilizamos e entendimento do trabalho
que fizemos, a partir dos objetivos propostos anteriormente neste texto, dividimos este
trabalho em quatro capitulos. No primeiro capitulo exibimos resultados basicos da teoria
de grupos. Alguns destes resultados sao bem conhecidos e por este motivo dispensamos
as respectivas demonstracoes. Por outro lado, também apresentamos certos resultados
nao tao conhecidos e na medida do possivel incluimos suas demonstracoes como meio de
compreendé-los melhor. O segundo capitulo é totalmente dedicado a apresentar resultados

sobre dlgebras de Lie que sao relevantes para a solucao dos problemas propostos neste
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trabalho como também exibir as técnicas que ja vem sendo desenvolvidas a bastante
tempo por varios autores e que sao cruciais como ferramentas no desenvolvimento tanto
da propria teoria de algebras de Lie como na teoria de grupos como vemos nesste trabalho.
No terceiro capitulo desenvolvemos a demonstracao dos Teoremas 1 e 2 e no quarto e

ultimo capitulo apresentamos a demonstracao do Teorema 3.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Na primeira secao deste capitulo preliminar apresentamos algumas defini¢oes impor-
tantes e ja bem conhecidas da teoria de grupos como a defini¢cao de grupo solivel e grupo
nilpotente, além de alguns resultados basicos envolvendo comutadores e a série central in-
ferior de um grupo G. Na segunda segao apresentamos o conceito de subgrupo de Fitting
generalizado de um grupo, junto com alguns resultados que caracterizam tais subgrupos.
A definicao de grupo de automorfismos coprimos de um dado grupo G e as relacoes de
tais automorfismos com a estrutura de G podem ser encontradas na terceira se¢ao deste
capitulo e sem duvida desempenham um papel essencial em todos os resultados apresen-
tados neste trabalho. Finalizamos este capitulo com duas pequenas secoes, uma sobre
p-grupos regulares e p-grupos potentes e a tultima sobre o dual de um grupo abeliano,
com definicoes e resultados que se fazem tteis no decorrer deste trabalho principalmente

no quarto capitulo.

1.1 Resultados Gerais Sobre Grupos

Seja G um grupo e z, xg, - - - elementos de G. O comutador de x; e x; ¢ definido por:

[, 2] = $;1$;1$i$j.
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De forma mais geral, um comutador simples de peso n > 2 é definido recursivamente para

x1,T9,- -+ , T, elementos arbitrarios de G' por

[$1,~-- axn} = H‘Tlv"' 7337171]’1’71}7

onde por convencao [z1] = x;. Para simplificar a notagao usualmente se escreve

[l’,ny] = [xvyf" Y-

n

Em particular o Grupo derivado G’ de G é definido como
G' = [G,G] = ([z,y]|z,y € G).

Tomando repetidamente subgrupos derivados, obtemos a série Derivada de GG, uma
sequéncia decrescente de subgrupos totalmente invariantes, ou seja, invariante por todos

endomorfismos de G

G=GY>G>G?>...,

onde G = (G™)’. Temos que cada quociente G™ /G™+1) ¢ abeliano.
Outra importante sequéncia decrescente de subgrupos de um grupo G, é a série central
inferior de G

G=n(G)27%(G) =",

definida por 7,+1(G) = [v.(G), G]. Cada v,(G) é totalmente invariante em G e ainda
Yn(G) /Yns1(G) estéd no centro de G /v,11(G).

Ja a série central superior de um grupo G

1=2y(G) < Z1(G) < Z2(G) < -+

definida por Z,11(G)/Z,.(G) = Z(G/Z,(G)), é uma sequéncia crescente de subgrupos
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caracteristicos de G, isto é, invariantes por todos automorfismos de G, mas nao necessari-
amente totalmente invariantes em G. Denotamos Z1(G) = Z(G) que é chamado o centro

de G.

Lema 1.1.1 (Lema dos Trés Subgrupos). Sejam x,y, z elementos de um grupo G e H, K, L

subconjuntos de G. Entao, temos que
(1) [z,y~ Y 2"y, 271 2z, 271, y]* =1 (Identidade de Witt);
(ii) Se [H,K,L| =1 e [K,L H] =1, entao [L,H, K] = 1.
Demonstragao: Temos a seguinte igualdade

1 1 1

[z, 2] = oty e e ey 2y

Faca a = xzx lyx, b = yry~'2y e ¢ = zyz~'zz. Note que b e ¢ sao obtidos de a por uma

permutagao ciclica dos elementos x,y, z. Além disso, [,y z]Y = a™'b. Segue também

1 1

por permutagoes ciclicas de z,y,z que [y, 271 2] = b lc e [z,271,y]* = ¢ ta. Como
(a™'0) (b~ c)(c'a) = 1, concluimos o item (7).

Suponha agora que [H,K,L| = [K,L,H] = 1. Entao, para todos x € H, y € K e
z € L, temos [z,y7 %, 2] = [y, 27!, 2] = 1. Logo, pelo item (i), temos [z,z71,y] = 1. Mas
[L, H, K] é gerado pelo conjunto de todos os comutadores da forma [z, 27!, y], portanto,

[L,H,K]=1. ]

Outro resultado sobre propriedades elementares de comutadores de subgrupos é o

seguinte lema, cuja demonstracao pode ser encontrada em [6].

Lema 1.1.2. Sejam H, K e L subgrupos de um grupo G. Entao, temos que
1. [H, K] é um subgrupo normal de (H, K);
2. Se H, K e L sdo subgrupos normais de G, entao [HK, L] = [H, L]|[K, L].

10
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Lema 1.1.3. Em qualquer grupo G temos que [v;(G),v;(G)] C it (G).

Demonstracao: Podemos assumir sem perda de generalidade que 7;4;(G) = 1. Para
facilitar a notagao faremos v = v (G), k=1,2,---.
Usamos indugao sobre j. Se j = 1 temos por defini¢ao [v;,71] = Yit1. Assuma j > 2.

Pela hipétese de inducao, temos que

['7@'77]’—17’71] C [%‘+j—1771] Crpy=1ce¢€ [Vh%‘a%‘—l] - [%’+177j—1] C Yiyj = L.

Assim, pelo Lema dos Trés Subgrupos, [yj-1,71,7%] = 1. Portanto, [v(G),v;(G)] =1

como queriamos. |

Lema 1.1.4. Seja G um grupo e k um inteiro positivo. Entao
(i) v(G) contém todos os comutadores de peso > k em G;
(i1) v (G) € gerado pelos comutadores simples de peso > k em G;
(i1i) Se G = (M), entio vx(G) € gerado pelos comutadores simples de peso >k em M;
(i) G C 1.(G).
Demonstragao: Para simplificar a notacao faremos v; = v;(G), i =1,2,---.

(i) Vamos usar indugdo sobre k. Para k = 1, 7(G) = G, e a afirmagao ¢é verdadeira.
Suponha agora que k > 2 e r > k. Considere um comutador ¢ de peso r. Entao ¢ =
[c1, ¢a], onde ¢q, o sao comutadores de peso 71 e ro respectivamente com r +ry = 7.

Pela hipétese de inducao ¢; € v,, e ¢y € 7,.,. Portanto,

c= [61702] S [%”1777“2] - Vridre = Vr - Vi

11



Capitulo 1. Resultados Preliminares

(i)

(i)

Denotando por N, o subgrupo gerado por todos os comutadores simples de peso k
e observando que [z, xg, -+, x|Y = [z}, 25, -, x}], vemos que Ny é normal em G.
Pelo que vimos anteriormente, N C 7, logo basta mostrar que 7, C Nj. Novamente
usamos indugao sobre k. Se k£ = 1 a afirmacao é verdadeira. Suponha agora que

k > 2. Entao Np_1 C v,_1. Note que
Ni—1/Niy € Z(G/Ny),

o que implica que [Nx_1,G] € Ni. Mas [Ny_1,G] = [Vk-1,G] = . Portanto,

ve € Nj como queriamos.

Como vimos no item anterior v, (G) = ([x1, z2, -, xx]/z; € G). Mas cada z; pode
ser escrito como um produto de elementos de M e seus inversos, pois M gera G.
Agora usando propriedades de comutadores, [ab, ¢] = [a, c|°[b, ¢] = [a, c][a, ¢, b][b, c] e

la, be] = [a, c]]a, b]® = |a, c][a, b][a, b, c|, obtemos o resultado desejado.

Usamos inducao sobre k. Se k£ = 1 nao ha nada que fazer. Suponha que k£ > 1 e que

G* 1) C 4455-1(G). Pela definicio de G*®) e pelo Lema 1.1.3, temos que

G(k) = [G(kil)a G(kil)] C [72’“_1772"'_1] - oLE

Definicao 1.1.5. Um grupo G € dito solivel se ezxiste um nimero k tal que G® = 1.

O menor numero k tal que essa propriedade seja satisfeita é chamado de comprimento

derivado de G e é denotado por dl(G).

Uma série de subgrupos de um grupo G, 1 = H; < Hy < --- < H,, = G, é subnormal

em G se H; é normal em H;,q, para todot=1,--- ,n.
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Definicao 1.1.6. Dizemos que um grupo G € nilpotente se G possui uma série subnormal
1=Go <G <--- <G, =G,

tal que Giy1/G; < Z(G/G;) parai=0,1,2,--- ,n— 1.

Para qualquer grupo G as seguintes afirmagcoes sao equivalentes:

(a) Yer1(G) =1;

(c) para quaisquer ¢ + 1 elementos 1, -+ ,x.41 de G, temos que [y, -+, Teq] = 1.

Um grupo satisfazendo um dos itens acima ¢é nilpotente. O menor nimero c tal que
Yer1(G) =1 é chamado de classe de nilpoténcia de G e é denotado por cl(G).

Pelas afirmacoes citadas acima, obtemos imediatamente que se G é um grupo nilpo-
tente com classe de nilpoténcia no maximo 2% — 1, entdao G ¢ soltvel e dI(G) < k.

Outro fato importante sobre a classe dos grupos nilpotentes é que ela é fechada para
subgrupos, imagens homomérficas e produtos diretos finitos de grupos nilpotentes. Além
disso, se fixamos um numero ¢, a classe dos grupos nilpotentes de classe de nilpoténcia
menor ou igual a ¢ é uma variedade.

Um importante resultado chamado de Critério de Ph. Hall [8] diz o seguinte

Teorema 1.1.7. Seja G um grupo e N um subgrupo normal de G. Suponha que N e
G/N' sao nilpotentes, entao G ¢é nilpotente de classe limitada em termos das classes de

N e de G/N'.

Lema 1.1.8. Seja G um grupo que possui um subgrupo normal nilpotente N de classe c e
de indice finito. Suponha que G tem um subgrupo normal H tal que |G : N| = [H : HNN].

Entao, G/H ¢ nilpotente de classe no mdximo c.

13
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Demonstracao. E claro que G = HN e o resultado segue. O

Definicao 1.1.9. Um grupo finito G € chamado p-grupo se sua ordem é uma poténcia

do numero primo p.

Temos que todo p-grupo finito é nilpotente. Na verdade, um dos resultados mais
classicos da teoria de grupos nilpotentes é que um grupo finito G é nilpotente se, e
somente se, G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow. Outro resultado muito

conhecido é o seguinte.

Teorema 1.1.10 (Fitting). Sejam G um grupo qualquer e A, B subgrupos normais nilpo-
tentes de G com cl(A) = ¢1 e cl(B) = co. Entao, o subgrupo AB também é nilpotente de

classe no marimo c; + cs.

Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos considerar G = AB. Ponha
¢ = ¢1 + ¢o. Vamos usar indugdo sobre ¢ e vamos assumir que c/(G) = 0 se, e so-
mente se, G = 1. Como A e B s@o subgrupos normais de G, Z(A) e Z(B) também
sao normais em G. Pela hipétese de indugdo G/Z(A) é nilpotente de classe no méaximo
¢ — 1. Logo, 7.—1(G) € Z(A). Analogamente obtemos que 7._1(G) C Z(B). Com isso
Ye—1(G) € Z(A) N Z(B). Portanto v._1(G) C Z(G) e o resultado segue. [ |

Definicao 1.1.11. O subgrupo de um grupo G gerado por todos os subgrupos normais
nilpotentes de G € um subgrupo nolmal nilpotente de G. E chamado de subgrupo de

Fitting de G e denotado por F(G).

F(G) é na verdade o tinico subgrupo normal nilpotente maximal de G. Para um dado
grupo G, F(G) pode ser trivial. No entanto isso nunca acontece no caso em que G é soltivel
pois neste caso um subgrupo normal minimal de tal grupo é sempre abeliano e portanto
nilpotente. De fato, num grupo soluvel acontece o seguinte fato cuja demonstracao pode

ser encontrada em [6, 6.1.3].
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Lema 1.1.12. Se G é um grupo solivel, entio Cq(F(G)) C F(G).

Definicao 1.1.13. Se G € um grupo, o subgrupo de Frattini de G € definido como a

interse¢ao de todos os subgrupos mazximais de G e denotado por ®(G).

Se GG nao possui subgrupos maximais, entao ®(G) = G. Uma observac¢ao importante
¢é que o subgrupo de Frattini de um grupo G também pode ser visto como o conjunto dos
elementos nao geradores de G, ou seja, se x € ®(G) e M C G é tal que (x, M) = G, entao
(M) =@G.

O préximo resultado nos mostra uma importante relagao entre o subgrupo de Fitting
e o subgrupo de Fratini de um grupo G e sua demostracao pode ser encontrada em [6,

6.1.6).

Lema 1.1.14. Seja G um grupo. Faca F = F(G) e ® = ®(G). Entdo, temos que
(i) [, F]C®CF;
(ii)) F/® = F(G/®).

Um conceito nao tao conhecido na literatura é o do subgrupo de Fitting generalizado
de um grupo (. Na préxima secao apresentamos a definicao de tal subgrupo e algumas

propriedades que utilizamos no decorrer do trabalho.

1.2 Subgrupo de Fitting Generalizado

O socle de um grupo G é o subgrupo gerado por todos os subgrupos normais minimais
de GG. Como o produto de subgrupos normais de um grupo é um subgrupo podemos trocar
a palavra gerado por produto. Assim, o socle de um grupo é o produto de seus subgrupos

normais minimais.
Definigao 1.2.1. Sejam X um grupo e F(X) o subgrupo de Fitting de X. Definimos
F*(X) = socle(F(X)Cx(F(X)) mod F(X)).
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Defina E(X) como o dltimo termo da série derivada de F*(X).

E facil ver que F(X)Cx(F(X))/F(X) nio tem subgrupos normais soltveis. Pode-
mos escolher um p-grupo P < Cx(F (X)) tal que PCx(F(X))/F(X) é normal min-
imal em X/F(X) e entdo PF(X) é um subgrupo normal nilpotente de X. Assim
F(X)Cx(F(X))/F(X) nao tem subgrupos normais soliveis e ainda o socle do quociente
F(X)Cx(F(X))/F(X) é um produto direto de grupos simples nao abelianos. E facil ver
que F*(X) = F(X)E(X) e que Cx(F*(X)) < F*(X). Essa é na verdade a propriedade
mais importante do grupo F*(X) - sendo facil mostréa-la quando X é soliivel - verificamos

tais propriedades no seguinte lema.

Lema 1.2.2. Sejam F*(X) e E(X) como na defini¢io acima, entdo
(1) F*(X) = F(X)E(X);

(i) [F(X), E(X)] = 1,

(i) Cx(F*(X)) < F*(X).

Demonstragao: Observamos que o item (i) ja foi discutido nos paragrafo acima, logo
resta mostrar os outros dois itens (i7) e (i7i). Note que FI(X)Cx(F(X))/Cx(F(X)) sendo

uma imagem homomorfica de um grupo nilpotente é soltivel. Assim,
E(X) = (F7(X))* < (F(X)Cx (F(X))™ < Ox (F(X))

e o item (i1) segue.

Agora suponha que Cx(F*(X)) £ F*(X). Entao,
Cx (F*(X))F(X)/F(X) 2 Cx (F(X))F(X)/F(X)
e Cx(F*(X))NF*(X)=Z(F*(X)) < F(X). Assim,

Cx(F*(X)F(X)/F(X)NnF(X)/F(X) =1.
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Vimos anteriormente que existe um subgrupo subnormal de FI(X)Cx(F(X))/F(X) que
anula F*(X)/F(X), o que é impossivel pela definicao de F*(X). O que completa a

demonstracao. [ |

Pelo item (i7) do lema anterior temos que F(X) N E(X) < Z(E(X)). Também ob-
servamos que F(X)/(F(X)NE(X)) = F*(X)/F(X) é um produto de grupos simples
nao abelianos. Assim, Z(E(X)) = F(X) N E(X). Agora E(X)/Z(E(X)) é um produto
direto de grupos simples nao abelianos S;/Z(F(X)), 1 < i < n. Defina E; = (5;)*. Os
grupos E; sdo quasisimples - ou seja, E;/Z(F;) é um grupo simples nao abeliano. Eles

sao chamados de componentes de X. Vamos frequéntemente escrever E; para E;/Z(E;).
Lema 1.2.3. Nas condicoes acima, temos que

(i) [Ei,Ejl =1sei#j;

(i) E(X)=E---E,.

Demonstracao: [E;, E;| < Z(E(X)) pois E(X)/Z(E(X)) é um produto direto dos
grupos E;Z(E(X))/Z(E(X)). Assim, [E;, E;, E;] = 1 se i # j. Segue pelo Lema dos Trés
Subgrupos que [E;, E;, E;] = 1. Como E; é perfeito temos [E;, Ej| = 1 se ¢ # j. Agora,
claramente, E(X) = E, --- E,Z(E(X)). Portanto,

Isso completa a demonstracao. |

A proxima segao mostra a intrinseca relacao entre automorfismos coprimos de um

dado grupo G e a estrutura de G.
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1.3 Automorfismos Coprimos

Um automorfismo coprimo ¢ de um grupo G é um automorfismo cuja ordem é coprima
com a ordem do grupo, isto é, (|G|, |¢]) = 1.

Sejam G um grupo finito, ¢ um automorfismo de G. Relembramos que

Calp) = {r € g/z* =z}

é o conjunto de todos os pontos fixos de . Observamos que Cg(¢) é um subrupo de G.
Dizemos que ¢ é livre de pontos fizos se Ca(p) = 1.
Se N é qualquer subgrupo p-invariante de G, entao ¢ induz uma aplicacao ® do

conjunto das classes laterais a esquerda de N sobre si mesma da seguinte forma
p:xN — x¥N.

Se N for um subgrupo normal de G, entao % é um automorfismo do grupo quociente
G/N. Por abuso de notagao usamos o mesmo simbolo ¢ para denotar o automorfismo

induzido. E temos o seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [6].

Lema 1.3.1. Seja G um grupo finito adimitindo um automorfismo coprimo . Seja N

um subgrupo normal p-invariante de G. Entdo, Cq/n(p) = Ca(@)N/N.

Teorema 1.3.2. Sejam P um p-grupo e QQ um q-grupo abeliano nao ciclico de automor-

fismos de P, com p e q primos distintos. Entao,

TeQ¥#

Em Particular, P é gerado pelos subgrupos Cp(x) para x em Q7.

Demonstracao: O simbolo Q# denota o conjunto de elementos nao nulos de Q.
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Suponha que P é p-grupo abeliano elementar. Podemos considerar P como um espaco
vetorial sobre Z, e ver P como um (-médulo. Como p # ¢, pelo Teorema de Maschke

([6, 3.3.1]), P é um @-mé6dulo completamente redutivel. Entao
Pzpl@Pg@@Pn,

onde P; é um @Q-submdédulo irredutivel de P para 1 <1i < n. Como @ é abeliano Q/Q; é
ciclico, onde @); denota o ntcleo da representagao de ) em P;. Mas como () ¢é nao ciclico
segue que @); # 1 para todo 1 < ¢ < n. Escolhendo z; em Qfﬁ temos que P; C Cp(x;),

portanto

P= Zcp(x,-) C > Cp(a).

TEQ#
Revertendo para a notacao multiplicativa o resultado segue para o caso onde P é p-grupo
abeliano elementar.
Agora seja P um p-grupo qualquer. Vamos usar indugao sobre a ordem de P. Fazendo
Z =W (Z(P)) = (x € Z(P)|z? = 1) temos, pelo pardgrafo anterior, que Z; = Cz(z;) # 1
para algum j. Mas entdo o teorema vale em P = P/Z; por indugio. Pelo Lema 1.3.1
concluimos que P = Z; [[;_, Cp(z;). Mas Z; estd contido em Cp(z;) e estd no centro de

P, portanto [[;_, Cp(x;), como querfamos. [ |

Se 7 é um conjunto de primos, um subgrupo H de G sera chamado um Sy -subgrupo
de G se H é um 7w-grupo e |G : H| nao é divisivel por nenhum primo em 7. Tal subgrupo
é também chamado de subgrupo de Hall de G. Quando m = {p}, H é simplesmente
um p-subgrupo de Sylow de G, que designamos por S,-subgrupo. Denotamos por 7(G) o
conjunto dos primos que dividem a ordem de G.

Pelo Teorema de Sylow, G possui um S,-subgrupo para todo p € 7(G) e ainda quais-
quer dois Sp-subgrupos sao conjugados em G. Para um conjunto arbitrdrio de primos

7 um grupo G pode possuir ou nao um S;-subgrupo e, se o grupo possui tal subgrupo,
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pode ser verdade ou nao que qualquer dois deles sao conjugados em G. O Teorema
de Schur-Zassenhaus nos da uma condicao suficiente para a existencia e conjugacao de
Sy-subgrupos em G (na verdade S,.-subgrupo na notac¢ao do teorema).

Se H é um S;-subgrupo de G e suponha que H possui um complemento K em G,
entdo |K| = |G : H| e |G : K| = |H|, o que implica que K ¢é um S,-subgrupo de G.
Inversamente, se GG possui um S;-subgrupo H e um S,,-subgrupo K, entao G = HK com
H N K =1, assim cada um é complemento do outro.

Podemos entao enunciar o Teorema de Schur-Zassenhaus, o qual nao sera demonstrado

aqui, mas uma demonstra¢ao pode ser encontrada em |6, 6.2.1].
Teorema 1.3.3 (Schur-Zassenhaus). Seja H um Sy-subgrupo normal de G. Entao
(i) G possui um Sy -subgrupo K que é um complemento de H em G.

(i) Se H ou G/H € solivel, entio quaisquer dois S -subgrupos de G sao conjugados

em (.

Note que no segundo item do teorema acima H ou G/H tem ordem impar, logo pelo
Teorema de Feit-Thompson, H ou G/H é soluvel. Assim, na hipétese do item (i7) pode-se
omitir a solubilidade do subgrupo.

O Teorema de Schur-Zassenhaus tem a seguinte importante consequéncia, que também

nao serd demonstrada aqui mas pode ser encontrada em [6].

Teorema 1.3.4. Seja A um grupo de automorfismos coprimos de um grupo finito G, isto

é, (|G|,|A]) = 1. Entao
(1) A deiza invariante algum S,-subgrupo de G.

(i1) Quaisquer dois Sy-subgrupo A-invariantes de G sao conjugados por um elemento de

Ce(A).
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11) Se H € um p-subgrupo A-invariante de G, entdo H estd contido em um S,-subgrupo
g p g

A-invariante de G.
(tv) Se P € um Sy,-subgrupo A-invariante de G, entdo Cp(A) € um S,-subgrupo de C:(A).
(v) Se N é um subgrupo normal A-invariante de G, entao Cq/n(A) = Cq(A)N/N.

Teorema 1.3.5. Se A € um ©’-grupo abeliano nao ciclico de automorfismos de um m-grupo
G. Entao
G = (Cg(a)|a € A%).

Demonstracao: Como A ¢ nao ciclico algum S,-subgrupo ) de A é nao ciclico. Agora )
deixa invariante um Sy,-subgrupo P de G para cada p em 7(G). Além disso, pelo Teorema
1.3.2, P = (Cp(a)|a € Q#). Como G é gerado por um conjunto de S,-subgrupos com p

percorrendo todo 7(G), o resultado segue. |

A demonstragao do préximo lema segue do Teorema 1.3.2 e do Teorema 1.3.5.

Lema 1.3.6. Sejam p um primo e A um p-grupo abeliano elementar de ordem p? agindo
sobre um p'-grupo finito G. Sejam Ay, Ag,- -+, Api1 05 subgrupos mazimais de A. Se H
€ um subgrupo A-invariante de G temos que H = (Cy (A1), -+ ,Cu(Api1)). Além disso,
se H ¢é nilpotente, entdo H =[], Cu(4;).

Lema 1.3.7. Sejam p um primo e A um p-grupo abeliano elementar de ordem p? agindo
sobre um p'-grupo finito G. Sejam A, As,--- , App1 0s subgrupos mazimais de A. Seja
m o mdximo das ordens dos Cg(A;), onde 1 < ¢ < p+ 1. Entdo, a ordem de G ¢é

{m, p}-limitada.

Demonstragao: Seja ¢ um primo que divide a ordem de G. Pelo Lema 1.3.4, A nor-

maliza algum g¢-subgrupo de Sylow @ de G. J4 pelo Lema 1.3.6, Q = [], Co(4;). Logo,
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|Q] < mPtL. Note que isso mostra que qualquer primo divisor da ordem de G é {m, p}-

limitado. Portanto a ordem de G é {m, p}-limitada. [ |

Lema 1.3.8. Sejam p um primo e A um p-grupo abeliano elementar de ordem p*, k > 3,
agindo sobre um p'-grupo finito G. Sejam Ay, Ao, -+, A, 0s subgrupos mazimais de A,

entao

G' = ([Ca(A), Ca(AIN < i, j < 5).

Demonstracao: Pelo Lema 1.3.6, G = (Cg(A;)|1 <i<s). Agora considere o sub-
grupo R = ([Cq(Ai), Ca(A))]|1 <i,j <s). Temos que R é A-invariante e assim R =
(Cr(Ay),- -+ ,Cr(As)). Para mostrar que R é normal é suficiente mostrar que y* pertence
a R para qualquer y € Cr(4;) e x € Cg(A;). Observamos que y* = y“y 'y e tanto y*y

como y pertencem a R. Portanto, y* € R e R é normal.

Como G/R é abeliano, concluimos que R = G'. |

O Préximo resultado é devido a Glauberman [5].

Teorema 1.3.9. Sejam p um primo e A um p-grupo abeliano elementar de ordem > p?
agindo sobre um p'-grupo finito G. Suponha que Cg(a) é solivel, para todo a € A%, entdo

G € soluvel.

Relembrando a segunda secao deste capitulo, sobre subgrupo de Fitting generalizado,
¢ a definicao de F(G) estamos aptos a demonstrar o importante lema devido a Robert M.

Guralnick.

Lema 1.3.10. Seja A um grupo ndo ciclico de ordem p* agindo sobre um p'-grupo finito

N que é um produto direto de grupos simples. Entio, N = (E(Cy(a));a € A).

Demonstracgao: Nao existe perda em assumir que A age transitivamente sobre os fatores

simples de N. Seja t o nimero de fatores simples de N, e seja L um desses fatores
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simples. Suponha primeiramente que ¢ = 1. Vamos usar o fato que se B é um grupo de
automorfismos coprimos de um grupo simples finito, entao B é ciclico - é onde usamos
a classificagdo dos grupos simples (veja [7]). No caso t = 1 algum elemento nao trivial
a € A centraliza N. Entdao, N = E(Cy(a)) e ndo temos nada que mostrar.

Se t = p, entao algum elemento nao trivial de A normaliza cada fator e p? —p elementos
de A permuta os fatores. Escolha geradores a e b de A entre os elementos que nao
normalizam algum desses fatores. Entao, Cy(a) e Cy(b) sdo distintos subgrupos diagonais
de N. Estes sao simples e portanto Cy(a) = E(Cy(a)) e Cy(b) = E(Cy(b)). O subgrupo
(E(Cn(a)), E(Cn(b))) é A-invariante e, como p é primo, s6 pode ser N.

Agora, se t = p?, entao A permuta os fatores regularmente e F(Cy(a)) é um produto
de p copias de L, onde cada fator é um subgrupo diagonal de uma orbita de a. E fAcil
ver que, como essas Orbitas sao distintas para geradores a, b de A, dois desses geram um
subgrupo A-invariante de N contendo L. Esse subgrupo é necessariamente todo o N pois

A permuta os fatores regularmente. [ ]

1.4 p-Grupos Regulares e p-Grupos Potentes

Um dos objetivos desta secao é apresentar as principais propriedades de p-grupos
regulares que serao requisitados no segundo capitulo deste trabalho no momento de definir
o anel de Lie associado a um grupo G sobre F,,. Além dos p-grupos regulares também se
faz necessario falar algo sobre p-grupos potentes. p-grupos potentes possuem propriedades
lineares muito boas, das quais se destaca como uma ferramenta importante neste trabalho
a seguinte: se um p-grupo potente G é gerado por elementos de expoente p®, onde e é
um inteiro positivo, entao o expoente de G também é p°. Assim, outro dos objetivos
desta secao é mostrar que essa propriedade realmente vale. Esta e outras propriedades

interessantes dos p-grupos potentes podem ser encontradas nas notas de Dixon, du Sautoy,
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Mann e Segal, Analytic pro-p Groups [3].

Definigao 1.4.1. Seja G um p-grupo finito. Para todo i > 0, definimos

Q(G) = <a: € Glz” = 1>,

Ui(G) = G" = <:vpi|$ e G>.

Observamos que os subgrupos €;(G) e U;(G) s@o caracteristicos em G.

Desde que G/®(G) é p-grupo abeliano elementar temos que z? € ®(G), para todo
r € G. Assim U;(G) = G? < ®(G). Consequéntemente, se G é um p-grupo, ®(G) é o
menor subgrupo de G' com quociente abeliano elementar.

Observamos que no caso de p-grupos o expoente de GG é simplesmente a ordem méaxima
dos elementos de G. Se exp(G) = p°, entdo 27" = 1, para todo * € G. Desta forma

Q.(G) = (z € G|a¥ = 1) = G e podemos considerar uma série ascendente
1=Q(G) <U(G) < <0 a(G) <Q(G) =G,

que chamamos de -série de G. Similarmente, temos que U.(G) = <mpe|x € G> =lea

seguinte série descendente
G =0o(G) 2U6i(G) >+ 2 U.1(G) 2 B(G) =1,

que chamamos de U-série de G. A U-série é estritamente decrescente. Logo, a U-série de

um p-grupo finito de expoente p®, tem exatamente e passos.

Teorema 1.4.2. Seja G um p-grupo abeliano finito. Para todo © > 0 vale as sequintes

afirmagoes
(i) 2u(G) = {w € Gla" =1},
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(ii) Ui(G) = {xp"\x e G},~
(i11) |G : Qi(G)| =|0;(G)| (consequéntemente |G : U;(G)| = |S4(G)|).
Demonstracao: Considere o homomorfismo

v : G — G

7
r —— P

Como G é abeliano, temos que §2;(G) é o nicleo de ¢ e U;(G) a imagem. Assim os itens
(7) e (i7) sao satisfeitos. Ja o item (ii7) segue diretamente do primeiro teorema do isomor-

fismo. |

Uma observacao importante é que nenhum dos itens do teorema acima valem para

p-grupos em geral.

Teorema 1.4.3 (A Férmula de Compilagao de Phillip Hall). Sejam G um grupo e x,y €

G. Entao, existem elementos ¢; = ¢;(x,y) € vi({z,y)) tais que

para todos n € N. Em outras palavras

2y = (wy)" (mod 7o((z, ) Drs((z, )5 -y (2, ).

A Férmula de Compilacao de Phillip Hall é especialmente significativa quando G tem

expoente primo p, desde que p divide (p ) para todo 1 <1 < p — 1. Consequéntemente,

i
podemos escrever

aPyP = (xy)pch, onde z € U1(<33'7Z/>,)-

Definicao 1.4.4. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G € um p-grupo regular se

aPyP = (xy)P(mod U1({x,y)")), para todos x,y € G.
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Equivalentemente, se ¢, = c,(x,y) € U1({z,y)), ou seja, se v1({z,y)) < U1({z,y)).

A condicao na definicao de p-grupo regular é local pois somente envolve o subgrupo
gerado pelos elementos = e y. Assim, todo subgrupo e quociente de p-grupos regulares
sao também p-grupos regulares. Em contrapartida, a regularidade nao é mantida quando
tomamos o produto direto. E claro que todo p-grupo abeliano e todo grupo de expoente

p é regular.

Lema 1.4.5. Seja G um p-grupo regular e sejam x,y € G. 2P = yP se, e somente se,

(z7'y)P = 1.

Demonstragao: Usamos indugao sobre a ordem de G. Seja H = (z,y). Como G é
regular, podemos escrever z Py? = (z~'y)Pz, para algum 2 € U;(H'). Portanto, para
mostrar a equivaléncia reclamada no lema é suficiente mostrar que Uy(H') = 1 sempre
que zP = yP ou (x71y)P =

Se H é abeliano U;(H') = 1 e o resultado segue. Podemos supor entdao que H é nao
abeliano. Suponha primeiramente que 27 = y?. Logo [y, 2P] = 1 e dai aP = (2P)¥ = (a¥)P.
Desde que H nao ¢ ciclico, existe um subgrupo maximal M de H contendo x. Temos que
M < H pois H é p-grupo, entao ¥ € M. Por indugao temos que [z,y]P = (x71y)? = 1.
Agora, H' = ([z,y]"|h € H) e a ordem de [z,y]" divide p. Por inducdo o lema vale em
H' e em particular o produto de dois elementos de H' de ordem dividindo p também tem
ordem dividindo p. Assim, U;(H') = (aP|z € H') = 1.

Assuma agora que (z 'y)? = 1. Conjugando por z~! obtemos (yz~!')» = 1. O

-1

pardgrafo acima nos da que [z7!,y] = 1. Desde que H = (x,y) = (7!, y), temos que

H' = [z, y]"|h € H). Consequéntemente, Uy (H') = 1. [ |

Para p-grupos regulares vale o mesmo resultado que para p-grupos abelianos finitos

visto no Teorema 1.4.2.
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Teorema 1.4.6. Seja G um p-grupo regular. FEntao, para todo i > 1 wvale as sequintes

afirmacoes
(i) Para todos x,y € G, temos que 2P = y?' se, e somente se, (a:_ly)pi =1;
(ii) (G = {x € GlaP = 1},-

(iii) U,(G) = {xpip; € G};

(i) |G : (G)| = [Ui(G)] (consequéntemente |G : Uy(G)| = [Qu(G)]).

Note que se o item (i) realiza-se para um valor particular de i, entdo o conjunto
A= {x € Gla?' = 1} ¢ um subgrupo de G e consequéntemente coincide com £2;(G).
Portanto, o item (i) implica no item (i7). A demonstragao do item (i) segue por indugao
sobre ¢ utilizando o Lema 1.4.6. J4 o item (4i7) segue por indugao sobre a ordem de G

partindo do Teorema 1.4.2.

Definicao 1.4.7. Um subgrupo N de um p-grupo finito G € dito potentemente imerso
em G, se NP > [N, G| parap # 2 (ou N* > [N, G| para p = 2) e denotamos por Np.i.G.

Algumas observacgoes importantes podem ser feitas sobre tais subgrupos. A primeira
é que [N, N] < N? ¢é sempre verdade pois N/N? tem expoente 2, portanto é abeliano.
Outro fato importante é que se Np.i.G, entao N é normal em G. Ainda mais, se Np.i.G,
N/NP < Z(G/NP).
Seja ¢ : G — G um homomorfismo qualquer do grupo G para o grupo G;. Temos
que No < Gj e
[N, Gyl = [N,Glp < NPp = (Ny)".

Portanto, Ny é potentemente imerso em Gp. Em particular qualquer quociente de G é

potentemente imerso.

Lema 1.4.8. Seja G um p-grupo finito e sejam N, M subgrupos potentemente imersos

em G. Entdo, [M,N]|, MP e MN sao potentemente imersos em G. Ainda, seja H < G
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tal que N € normal em G, N < H ndao ¢ potentemente imerso em H, entdo existe um
subgrupo normal J de G tal que

® sc p ¢ impar,
NP[N,H,H] < .J < NP’[N,H] e |NP[N,H]:J|=p;
o sep=2,
N*[N,H)?[N,H,H] <J < N*N,H] e |[N*N,H]:J =2

Definicao 1.4.9. Um p-grupo finito G € dito potente se, e somente se, G € potentemente

imerso em si mesmo, ou seja, GP > |G, G] para p # 2 (ou G* > |G, G| para p = 2).

Outra caracterizacao desses grupos no caso p impar é a seguinte: se p é impar, G é
potente se, e somente se, G = O(G) = U1(G).
Novamente observamos que [G, G| < G? é sempre verdade, e se H é um subgrupo

potentemente imerso em G, entao H é potente.

Corolério 1.4.10. Se G ¢ um p-grupo potente, entio [G,G], GP, ®(G), G®, v.(G) para

todo k € N, sao potentemente imersos em G.
Lema 1.4.11. Se G é um p-grupo potente, entao

(i) G*" = Uy(G) = {a”|z € G}, para todo i € N. Em particular (G*')” =GP para
todos 1,5 € N;

(1) GP' ¢ potentemente imerso em G, para todo i € N;

(iii) Os GP" formam wma série central de G. Se exp(G) = p°, entio G ¢ nilpotente de

classe menor ou igual a e.
Seja GG um p-grupo finito e faga
P (G) =G, P1(G) = P(G)P[P(G),G] para i > 1.
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Para simplificar a notacao escrevemos G; = P;(G).
Lema 1.4.12. Seja G um p-grupo potente. Entao

1. Para cada v, G; € potentemente imerso em G e G 1 = Gf = O(Gy);

2. Para cada i, a aplicagio x — xP induz um homomorfismo de G;/G;y1 para Giy1/Giyo.

Demonstragao: Como G = (; é potente, temos que (G; é potentemente imerso em
G. Suponhe que G; é potentemente imerso em G para algum ¢ > 1. Entao, G, =
G?|G;, G] = G e pelo Lema 1.4.8, G;11 é pottemente imerso em G. Como GY < ®(G;) =
G?1G;, G;] < Giyq segue que Gy = ©(G;). E o item (7) segue por indugao.

Pelo item (i) temos que G; é potente e ainda que G;11 = Py(G;) e Gipa = P3(Gy).
Assim, mudando a notagao, podemos assumir que ¢ = 1, e entao substituindo G' por
G /G35, podemos assumir que G5 = 1. Entdo, [G,G] < G < Z(G), assim para z,y € G
temos

(wy)? = aPyPly, PPV,

Se p é impar entao p\(p(p — 1)/2), assim
[y, z]PP~V/2 ¢ G = G5 = 1.

Se p = 2 entdo [G,G] < G* < G3 = 1. Assim, em ambos os casos temos (zy)? = zPyP.
Como G5 = G3 =1 e G = (G, segue que z — 2P induz um homomorfismo de G/G5 em

G2/G3, 0 que completa a demonstragao. |

Teorema 1.4.13. Seja G = (ay,aq, -+, a,) um p-grupo potente. Entio, G¥ = (da},ab,--- ,aP).

Demonstragao: Seja § : G/Gy — G2/G3 o homomorfismo dado no Lema anterior.
Entao, G»/Gs é gerado por {(a1G2)0, - - -, (a4G2)0}, assim Gy = (af,db, - -, ah)) Gs. Como
G3 = ®(G,y) e Gy = GP, o resultado segue pelo Lema 1.4.12. [ |
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Proposigao 1.4.14. Se G = (ay, as,- -+ ,aq) € um p-grupo potente, entio G = {(a1) - - - (aq),

isto €, G € o produto de seus subgrupos ciclicos {(a;).

O posto de um grupo G é o menor inteiro r tal que todo subgrupo de G pode ser
gerado por 7 elementos. Denotamos por rk(G) o posto de um grupo G. Para um p-grupo
finito G, denotamos por d(G) a menor cardinalidade de um conjunto de geradores de
G. Assim, d(G) é também a dimensdo de G/®(G) como um espago vetorial sobre F,. Se
G é um p-grupo potente e H um subgrupo de G, entao mostramos no préximo teorema
que d(H) < d(G). Consequéntemente, como o posto de um grupo finito G é definido por
rk(G) = sup{d(H)|H < G}, se G ¢ um p-grupo potente, entao rk(G) = d(G).

Teorema 1.4.15. Se G é um p-grupo potente e H é um subgrupo de G, entdo d(H) <
d(G).

Demonstragao: Usamos inducao sobre a ordem G. Seja d = d(G) e seja m = d(Gy).
Pelo item (7) do Lema 1.4.12, G5 é potente, assim pela hip6tese de indugao podemos supor
que o subgrupo K = H N G4 satisfaz d(K) < m.

Agora, pelo item (i) do Lema 1.4.12a aplicacao 7 : G/Gy — G3/G3 dada por x +— P
é um epimorfismo, e dim(kerm) = d —m (onde dim é a dimensao como um F, espaco

vetorial). Logo, dim(kerm N HG3/G3) < d —m, onde
dim((HGy/Go)m) > dim(HGy/Gy) — (d—m) =m — (d — e)

onde e = dim(HG2/G2). Sejam hy, - - - , h, elementos de H tais que HGy = (h1, -+ , he)Go.
Como ®(K) < K? < (3, o subspago de K/®(K) gerado pelos hf,--- kP tem dimensao
no minimo dim((HGy/G2)m) > m — (d — e). Como d(K) > m, podemos encontrar d — e

elementos yy,- -+ ,yq— de K tal que

K = <h'11)7 ahgayla"' 7yd—e>(I)(K)~
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Entao, K = (hY,--+ ,h2,y1, -+ ,Y4_.) € assim
H:Hm<h1a 7h8>G2 = <h17"' 7h€>K: <h11)7 ah}gaylv"' 7yd—e>'

Portanto, d(H) < d como querfamos. [ |

Defini¢ao 1.4.16. Para um p-grupo finito G e um inteiro positivo r, V(G,r) denota a

intersecgao dos nicleos de todos os homomorfismos de G sobre GL,(FF,).

Relembrando que GL,(F,) denota o grupo das matrizes r x r inversiveis com entradas
em I, e U,(F,) o grupo de matrizes triangulares r x r com entradas em F,,.

Como a imagem de qualquer homomorfismo de um p-grupo G sobre GL,(F,) é um
p-grupo, e todo p-subgrupo de GL,(F,) é conjugado de um subgrupo do menor grupo
unitriangular U,(F,), podemos definir V(G,r) como a intersec¢ao dos nicleos de todos
os homomorfismos de G sobre U, (F,). Note que um elemento g € G pertence a V (G, )
se, e somente se, g age trivialmente em toda representacao linear de GG sobre qualquer
F,-espaco vetorial de dimensao no maximo 7.

Para r € N, definimos o inteiro A(r) por
2)\(7’)—1 <r S 2)\(7’)'

Lema 1.4.17. (i) O grupo U,(F,) tem uma série, de comprimento \(r), de subgrupos

normais, cujos fatores sao abelianos elementares;

(i) Se G é um p-grupo finito, entao G/V(G,r) tem uma série com as propriedades

acima.

Demonstracao: O item (ii) segue diretamente do item (i), pois G/V (G, r) ¢é isomorfo

a um subgrupo do produto direto de cépias finitas de U, (IF,). Para mostrar o item (7),
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note que o resultado é trivia se r = 1. Se r > 2, ponha s = [r/2]. Entao os elementos de

(50)

com A € Uy(F,) e C € U,_4(F,). A aplicacao que leva x para (A, C') é um homomorfismo

U,(F,) tem a forma

de U,(F,) em U(F,) x U,_4(F,) e o nicleo, é facil ver que, é um p-grupo abeliano ele-

mentar. |

Proposicao 1.4.18. Seja G um p-grupo finito e r um inteiro positivo. Ponha V =
V(G,r) esejaW =V sep éimpar, W =V2?sep=2. Se NG, d(N)<r,e N<W,

entao N € potentemente imerso em W.

Demonstragao: Usamos indugao sobre a ordem de N. Primeiramente, suponha que p
é impar e que [N,V] £ N?. Em vista do Lema 1.4.10, podemos assumir que N¥ =1 e
|[[N,V]| = p. Como G é um p-grupo, existe M <G com [N, V] < M < N e [N : M| = p.
Como N/[N,V] é abeliano elementar, temos d(M/[N,V]) = d(N/[N,V]) =1 < r — 1;
como [N, V] é ciclico, segue que d(M) < r. Portanto,, pela hipétese de indugao, [M, V] <
MP = 1. Assim, M é central em N, e como N/M é ciclico segue que N é abeliano. Entao,
N ¢é um Fj-espago vetorial de dimensao no maximo r, logo a acao conjugagao de V' em N
serd trivial. Assim, [N, V] =1, em contradi¢ao com a afirmagao inicial.

Agora suponha que p = 2. Como no parigrafo anterior, reduzimos ao caso onde
Nt =1e|[N,W]| = 2. Como qualquer produto de quadrados em N ¢ congruente a um

quadrado modulo [N, W], segue que (N?)? = 1. Também, se a,b € N entao
[a®,b] = [a,b]* € [N,W]* =1,

e N2 < Z(N). Agora, N/N? é um Fr-espaco vetorial de dimensaoo no méximo r, logo

32



Capitulo 1. Resultados Preliminares

[N, V] < N2. Portanto, paraa € N e v € V temos

(a®>)* = (a*)*> = (ba)® com be N?

Assim, [N?, V] = 1. Portanto, [N,V,V] =1 e entao
[NaW] = [Navz] < [N>V]2[N’V’V} =1,

contrariando a afirmacao inicial. |

Observamos que na demonstragao da Proposigao 1.4.18, a definigdo de V(G,r) foi
usada somente para representacooes lineares de GG resultantes da acao por conjugacao
de GG sobre secoes abelianas elementar de G. Portanto, o resultado também é valido se

substituirmos V, na proposicao, pelo subgrupo
V*=(Ca(A/B),

onde (A, B) percorre todos os pares de subgrupos normais de G com B < A e A/B

abeliano elementar de posto no maximo r.

Teorema 1.4.19. Seja G um p-grupo finito de posto r. FEntao, G tem um subgrupo

r+rA(r)

potente caracteristico de indice no mdzimo p™") se p é impar e p sep=2.

Demonstragao: Ponha V = V(G,r). Pelo Lema 1.4.17, existe uma série de subgrupos
normais de G para V', de comprimento no méaximo A(r), com cada fator abeliano elemen-
tar. Como G tem posto r, cada fator tem ordem no maximo p", assim |G : V| < p™("). Se
p é impar, a proposicao 1.4.18 mostra que V' é potente. Se p = 2, sabemos pela Proposicao
1.4.18 que V2 é potente; e como |V/V?| < 2% temos |G : V2| < p"™™ ). Isso completa a

demonstracao. |
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Lema 1.4.20. Seja G um grupo de expoente primo p e posto r. Entao |G| < p*, onde

s = s(r) € um numero dependendo somente de r.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.4.19, temos um subgrupo potente caracteristico N de G
de indice no maxima p*"), onde y(r) é um niimero dependendo somente de r. O Corolério
1.4.17 mostra que N ¢é o produto de no maximo r subgrupos ciclicos. Portanto, N tem

ordem no méaximo p” e o resultado segue. |

1.5 O Dual de um Grupo Abeliano

Seja G um grupo abeliano com a operacao aditiva. Definimos um caracter de G' como
um homomorfismo de G' no grupo multiplicativo dos nimeros complexos, y : G — C*,
tal que x(g1 + g2) = Xx(91)x(g2) para todos g1,92 € G, x(0) = 1 e x(g9)" = x(kg), para
todo g € G. Dados dois caracteres x;1 e x2 de G, seja x1x2 : G — C* o caracter produto,

definido por x1x2(9) = x1(9)x2(g). Os caracteres de G formam um grupo
G = Hom(G,C"),

chamado o grupo caracter ou dual de GG. Por exemplo, se G = C), é ciclico de ordem
n, com gerador s, e x : C, — C* é um caracter, entdo w = x(s) satisfaz a equagao
w™ = 1, e inversamente, toda fungio x(s') = w’, onde w é uma n-ésima raiz da unidade,
é um caracter de C,. Ainda, a aplicacdo x — x(s) é um homomorfismo de G para C*.
Em particular, escolhendo para x(s) uma n-ésima raiz primitiva da unidade, obtemos um
gerador para C’n, de ordem n, vemos assim que C, =~ U,, onde U, é o grupo das n-ésimas
raizes da unidade em C*. Isso mostra que C,, é ciclico de ordem n.

Seja T'= R/Z. Observamos que T, o grupo aditivo dos nimeros reais médulo Z, é
isomorfo ao grupo multiplicativo dos niimeros complexos de médulo 1, via a aplicagao
27ria:).

r — el Como T é divisivel, pois é o quociente de um grupo divisivel, ele é um Z-
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modulo injetivo e segue que o funtor A — A=H omgz(A,T) é exato, entao para qualquer

subgrupo B de A temos a sequéncia exata
O—>AiB—>A—>B—>O.

Usando este fato fica facil obter o seguinte teorema
Teorema 1.5.1. Todo grupo abeliano finito € isomorfo a seu proprio dual.

Demonstragao: Para o caso onde A é ciclico provamos anteriormente. Em geral podemos
escrever A = A; x -+ x A,, onde cada A; é ciclico, pelo teorema da base para grupos
abelianos.

Temos que

Hom(B x C,T) = Hom(B,T) x Hom(C,T),

isto 6 Bx C >~ B xC. Por inducao segue que A=A, x--x A, e obtemos que A = A,

portanto A = A, como queriamos. |
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Capitulo 2

Algumas Ferramentas da Teoria de
Algebras de Lie

O principal objetivo deste trabalho é estudar como certas restricoes sobre central-
izadores de automorfismos coprimos de um dado grupo G resulta em propriedades es-
pecificas satisfeitas no grupo G. Todavia, como mencionado na introducao deste tra-
balho, a teoria de algebras de Lie se apresenta como uma ferramenta efetiva para o de-
senvolvimento dos problemas inicialmente propostos. Assim, dedicamos este capitulo na
apresentacao de tal ferramenta. Primeiramente mostramos algumas propriedades gerais
que valem em qualquer algebra de Lie além de alguns conceitos, como de solubilidade e
nilpoténcia, que sao similares a teoria de grupos. Na segunda secao, apresentamos alguns
resultados classicos sobre identidades polinomiais em algebras de Lie, onde nao exporemos
as demonstracoes pois fugiria aos objetivos deste trabalho. Ja na terceira se¢cao mostramos
os seguintes resultados, que sao equivalentes aos Teoremas 1 e 2 citados na introducao
deste trabalho cuja formulacao foi feita para grupos e agora os formulamos para dlgebras

de Lie.
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Teorema 2.3.8. Sejam p um primo, n, d inteiros positivos tais que 2 < n. Seja L
uma dlgebra de Lie tal que pL = L e seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem
p"* agindo sobre L por automorfismos. Assuma que existe um inteiro positivo m tal que

[Cp(a) D, CL(0) D, -, CL() Y] = 0, para quaisquer a,b € A#. Entdo, L'D ¢ nilpotente

-

de classe {p,d, m}-limitada.

Teorema 2.3.9. Sejam p um primo e n um inteiro positivo. Seja L uma dlgebra de
Lie tal que pL = L e seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p™*' agindo so-

bre L por automorfismos. Assuma que existe um inteiro positivo m de tal forma que

[ (CL(@); 1 (CL(b)), -+, 7 (CL(D))] = O, para quaisquer a,b € A*. Entdo, y,(L) ¢

~~

m
nilpotente de classe {p,n, m}-limitada.

E finalmente, na ultima secao deste capitulo, mostramos o elo de ligacao entre a teoria
de algebras de Lie e a teoria de grupos com duas maneiras distintas de associar um anel

de Lie a um grupo.

2.1 Algebras de Lie

Seja L um R-Modulo, onde R denota um anel comutativo com unidade. Suponhamos
que L é munido com uma operagao L x L — L denotada por (a, b) — [a,b]. O R-mddulo
L é dito uma R-dlgebra de Lie, ou uma algebra de Lie sobre R, se a operacao satisfaz as

seguintes condicoes, para todos a,b,c € L, r,s € R,
1. [a,a] = 0;
2. [ra+ sb,c] =rla,c] + s[b, cl;
3. la,mb+ sc| = r[a,b] + s|a, ];
4. [[a,b],c] + [[b, ], a] + [[c, a], b] = 0, (Identidade de Jacobi).
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Pelo item (1), temos que [a + b,a + b] = 0, para todos a,b € L, o que implica que
em qualquer &lgebra de Lie [z,y] = —[y,z]. Assim, o produto de Lie é uma aplicagdo
R-bilinear antisimétrica.

Sejam ay, as, - - - , a, elementos de uma R-algebra de Lie L. Entao, o produto [ay, as, - - , a,]

de n fatores é definido recursivamente, para n > 2 por

[a17a27"' 7an] = Halaa2a"' 7an—1]aa’n]-

Uma observacao importante e que sera usada no decorrer deste trabalho é que uma
algebra de Lie sobre o anel dos inteiros Z ¢é simplesmente chamada de anel de Lie.
Sejam U,V e W R-submédulos de uma R-algebra de Lie L. Definimos [U, V] como

sendo o R-submédulo de L, gerado por todos os produtos [u,v], u € Ujv € V
U, V] = ([u,v]|ue UveV).
Escrevemos a soma U + V da forma,
U+V={u+vjuelUwveV}.
Assim, U +V é um R-submédulo de L e valem,
U4+V=V4+Ue(U+V)+W=U+V+W).

Um R-médulo I de L é dito um ideal da R-dlgebra de Lie L, I <g L, se [I,L] C I, ou
equivalentemente, [L, I] C I.
Se Ly e Ly sao R-algebras de Lie, um homomorfismo (de Lie) de L; em Ly é um

homomorfismo de R-médulos

0: Ly — Ly tal que [a,bld = [af, 1],
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para todos a,b € L. O nicleo de 8, Ker § = {a € Li|af = 0}, é um ideal de L;.
Seja I um ideal da R-élgebra de Lie L. Entdo, o R-médulo L/I tem estrutura de

algebra de Lie com multiplicacao

[a+1,b+ 1] =a,b] + 1.

A aplicagao quociente 7 : L — L/I, definida por ar = a + I, para todo a € L, é um
homomorfismo (de Lie) sobrejetor, chamado homomorfismo canénico onde o ntcleo de 7
é 1.

A intersecao de qualquer familia de ideais de L ainda é um ideal de L e a soma de
dois ideais de L também é um ideal de L. Se X é um subconjunto de L, o ideal gerado
por X é a intersecao de todos os ideais de L que contém X.

Um R-submédulo M de L é uma R-subdlgebra de Lie, M <g L, se [M,M] C M. A
intersecao de qualquer familia de R-subalgebras de Lie de uma R-4lgebra de Lie é uma
R-subalgebra de Lie. Se X é um subconjunto de L, a intersecao de todas as R-subdlgebras
de L que contém X é a R-subdlgebra de L gerada por X.

Muitas das defini¢coes na teoria de algebras de Lie sao analogas as de grupo, é claro
levando em consideracao a operagao de multiplicacao definida aqui. Para economizar
notacao escrevemos algebra de Lie para denotar uma R-algebra de Lie.

Seja X um subconjunto de um algebra de Lie L. O centralizador de X em L é definido
por

CL(X) ={y € L|[X,y] = 0}.

Utilizando a Identidade de Jacobi verifica-se que Cp(X) é uma subdlgebra de L. A
subdlgebra CL(L) de L é chamada de centro de L e é denotada por Z(L). Ja o normal-

izador em L deve ser tomado sob uma subalgebra X e é definido por

Np(X) ={y € L|[X,y] C X}.
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Da mesma forma temos que Ny (X) é uma subélgebra de L.
Também como em grupos, podemos definir as séries centrais superior, inferior e série
derivada de uma algebra de Lie.

A série central superior de uma algebra de Lie L,

0=2y(L) CZy(L)C Zy(L)C---CZ; C -+,

é definida por Z;1(L) = {z € L|[L,z] C Z;(L)}, parai=0,1,---. A série

L=m(L) 2m(L) 2 2m(L) 2

com v;41(L) = [v(L), L], para todo i = 1,2,---, é a série central inferior de L. Ja a

série Derivada de uma algebra de Lie L ¢é a série
L=L9>[2>L®>...oL0>...

onde LUtV = (L@ para todo i =1,2,---.

Por analogia a teoria de grupos defini-se comutadores de peso maiores ou iguais a 1.
Seja M um subconjunto de uma algebra de Lie L, um comutador de peso 1 em elementos
de M é exatamente os elementos de M. Agora, assuma que a definicao de comutadores de
peso < w — 1 em elementos de M ja é conhecida. Entao, os comutadores de peso w sao as
expressoes da forma [c1, ¢o], onde ¢ e ¢3 sdo comutadores de peso wy e wy respectivamente,
com wy + wy = w.

Com toda essa similaridade entre algebra de Lie e grupos, ¢ natural pensar nos con-

ceitos de solubilidade e nilpoténcia para algebras de Lie.

Definicao 2.1.1. Uma dlgebra de Lie L é dita soluvel se existe um inteiro d tal que
LY = 0. O menor inteiro d tal que a igualdade ocorre é chamado de comprimento

derivado, ou grau de solubilidade, de L.
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Novamente, se L é solivel entao qualquer subalgebra e dlgebra quociente também o

Sa0.

Definicao 2.1.2. Uma dlgebra de Lie L € dita nilpotente se existe um inteiro n > 1 tal
que Yn1(L) = 0. O menor inteiro n tal que a igualdade vale é chamado de classe de

nilpoténcia de L denotado por cl(L).

Também é andlogo a teoria de grupos a verificagao de que, L é nilpotente de classe
menor ou igual que ¢ se, e somente se, [z1,Tg, - ,Z.11] = 0 vale para todos os elementos
de L. Se a classe de nilpoténcia de L é no maximo ¢, entao, qualquer subalgebra de L
ou &lgebras quocientes sao nilpotentes de classe no maximo ¢. Observanmos que L/I é
nilpotente de classe no maximo ¢, onde I é um ideal de L se, e somente se, v.41(L) C I.

Como para grupos, temos que L™ C ~5n(L). Logo, uma algebra de Lie nilpotente é

soluvel e a classe de nilpotencia limita o comprimento derivado de L.

Definicao 2.1.3. Seja G um grupo abeliano. Um anel de Lie L tem uma G-graduagao
ou € G-graduado, se para cada elemento g € G corresponde um subgrupo L, do grupo

aditivo de L tal que
1. L - @QGGLQ;
2. [Ly, Ly < Lyyy, para quisquer x,y € G.

Qualquer elemento de L, chama-se homogéneo. Observamos que a condicao 1 da
definicao acima nos diz que todo elemento de L é uma soma finita de elementos ho-

mogéneos que sao unicamente determinados. Se
rT=xo+x+ -+ 1

¢ a decomposicao de um elemento x € L, entao os elementos x; chamam-se componentes

homogéneas de x.
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Seja ¢ um automorfismo de ordem n da algebra de Lie L. Suponhamos que o anel
base R de L possui uma n-ésima raiz primitiva da unidade w. Podemos considerar para

cada?1=20,1,--- ,n — 1 o seguinte subconjunto
Li={z € Ljz® =uw'z}.

Na verdade L; pode ser definido para todo inteiro positivo 7, obedecido a regra L; = L;
se, e somente se, i = j(mod n).

E imediato que cada L; é um submoédulo de L, em particular, observamos que Ly
consiste exatamente de C7(¢). A importancia destes submédulos de L fica evidenciada
por suas fungoes de autoespago que destacamos a seguir. Denotamos por nL o submddulo
de L dado por {nz,z € L} e lembramos que uma &lgebra de Lie é dita ndo ter n-torgao

se nx = 0 para x € L for possivel somente se x = 0.
Proposicao 2.1.4. Nos termos descritos acima, temos que

(1) [Li, Lj] < Ly, para todos i,j > 0;

(ii) Lo+ Li+---+L,_1 € uma subdlgebra p-invariante de L enL < Lo+ L1+ -+ L,_1;
(iii) Se L nao tem n-tor¢do a soma Lo+ Ly + -+ + L,y € direta.

Suponhamos agora que o anel base R da dlgebra de Lie L nao possua uma n-ésima raiz
primitiva da unidade. Podemos considerar R[w| a menor extengao de R que admite uma
citada raiz w. Considere o R[w]-médulo estendido L* = L ®x R[w]. Célculos rotineiros

mostram que L*, com respeito as operagoes
[ll & T, 12 X TQ] = [ll,lg] & 17T, ll c L, r; € R[w],

r(lh®@r)=4L®rr, L €L, rr € RW|,
torna-se uma R[w|-dlgebra de Lie.
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Pela definicao é facil ver que L* tem estrutura semelhante a de L. Além disso, para
quaisquer inteiros k& > 0 e m > 1, temos que (L*)*) = LF @ R[w] e v (L*) = ym(L) @&
Rlw]. Em particular, se L for solivel entao L* é solivel com o mesmo comprimento
derivado e, se L for nilpotente, entao L* é nilpotente de mesma classe de nilpotencia.

Pode-se definir um automorfismo ¢* de L* correspondente ao automorfismo ¢ de L,
pondo ¢* = ¢ ® 1, ou seja, (z @ r)¥ = ¥ ® r, para todos x € L e r € R[w]. Logo,

|o*| = |¢| e as propriedades da acdo de ¢ em L podem ser transferidas a L* pois
Cr-(¢") = Cily) ®r R[w].

Essencialmente, o que observamos acima é que nao ha perda de generalidade em se
assumir que o anel base de uma algebra de Lie contenha uma n-ésima raiz primitiva da
unidade, quando o propdsito for estudar as consequéncias da acao de um automorfismo

de ordem n sobre a sua estrutura.

2.2 Identidades Polinomiais para Algebras de Lie

Um elemento a € L é dito ad-nilpotente se existe um inteiro positivo n tal que
[x,,a] = 0, para todo x € L. Se n é o menor inteiro que satisfaz essa propriedade dizemos
que a é ad-nilpotente de indice n.

Denote por F' a algebra de Lie sobre R com geradores livres enumeraveis x, xa, T3, - - - .
Seja f = f(x1, 9, -+, x,) um elemento de F diferente de zero. A algebra de Lie L satisfaz
a identidade f =0 se f(ay, a9, - ,a,) = 0 para quaisquer ay, as, - ,a, € L. Neste caso
dizemos que L é PI. Um resultado bem conhecido de Zel'manov diz que se a algebra de
Lie L é finitamente gerada e é PI e além disso que qualquer comutador em seus geradores
¢ ad-nilpotente, entdo, L é nilpotente [[32], I11(0.4)]. Usando esse resultado e alguns

argumentos de rotina universal, podemos deduzir o proximo teorema.
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Teorema 2.2.1. Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo R gerada por ay,as, - -+, Qp,.
Assuma que L satisfaz uma identidade f = 0 e que cada comutador nos geradores

a1, a9, , 0y € ad-nilpotente de indice no mdximo n. Entao, L é nilpotente de classe

{f.,n,m, R}-limitada.

Demonstracgao: Considere a R-algebra livre m-gerada F;, com geradores fi,---, f, e
seja T o ideal de F,,, gerado por todos os valores de f nos elementos de F,, e por todos os
elementos da forma [g,, c|, onde g € F},, e ¢ é um comutador arbitrério nos f;. Entdo, o
quociente F'/T satisfaz as hip6tese do resultado de Zel’'manov citado no pardgrafo anterior
e portanto é nilpotente de classe u = u(m,n, f, R). Temos que L é uma imagem de F/T
pelo homomorfismo induzido pela aplicacao f; — a;. Portanto, L é nilpotente de classe

no maximo u. |

Um importante critério para uma algebra de Lie ser PI é o seguinte

Teorema 2.2.2 (Bahturin-Linchenko-Zaicev). Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo
R. Assuma que um grupo finito A age sobre L por automorfismos tal que CL(A), a
subdlgebra formada pelos elementos fixos, é PI. Assuma ainda que a caracteristica de R

€ zero ou prima com a ordem de A. Entao, L ¢ PI.

Esse teorema foi primeiro demonstrado para o caso onde A é solivel por Bahturin e

Zaicev [1] e mais tarde estendido para o caso geral por Linchenko [17].

Corolario 2.2.3 ([27]). Seja F a dlgebra de Lie livre de posto enumerdvel sobre R. Denote
por F* o conjunto dos elementos diferentes de zero de F. Para qualquer grupo finito A
existe uma aplicacao

¢:F*— F~*

tal que se L e A sao como no Teorema 2.2.2, e se C(A) satisfaz uma identidade f = 0,

entdo, L satisfaz a identidade ¢(f) = 0.
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2.3 Condicoes de Nilpoténcia para Algebras de Lie

Um teorema bem conhecido de Kreknin [10], diz que se um anel de Lie L admite um
automorfismo livre de pontos fixos de ordem finita n, entao L é solivel de comprimento
derivado no maximo 2" — 2. Para o desenvolvimento de nosso trabalho requeremos a

seguinte extensao deste resultado, sua demonstracao pode ser encontrada em [14].

Teorema 2.3.1. Seja L um anel de Lie admitindo um automorfismo a de ordem finita

n tal que [L,Cr(a),---,Cr(a)] = 0. Assuma que nL = L. FEntdo, L é solivel com

~-
t

comprimento derivado no mdzimo (t + 1)1 + logat.

Lema 2.3.2. Sejat > 1. Seja L uma dlgebra de Lie, e K uma subdlgebra nilpotente

de classe c. Assuma que K € gerada pelos subespacos X1, -+, X,, tal que para qualquer

espago-comutador Y em Xq,--- , X, temos [L,Y,--- Y] = 0. Entdo, existe um nimero
t

u, {c,m,t} — limitado, tal que [L, K,--- , K] = 0.

u

Demonstragao: Usamos inducao sobre ¢. Temos que K’ é gerado por comutadores de

peso > 2 em Xy, ---, X, e o nimero de tais espagos é {c, m}-limitado. Pela hipitese de

indugao existe um ntmero {c¢, m,t}-limitado u; tal que [L, K',--- , K'] = 0.

ul

Sejar = m(t—1)+1 e considere o espago-comutador M da forma M = [L,Y;,---,Y;],
onde Yi,--- .Y, € {Xy, -+, X,,}. Logo, para uma permutagao 7 dos simbolos 1,2, --- ,m
temos que M < [L, Yy, -+, Yee)) + [L, K']. O ntimero r é grande o suficiente para
assegurar que algum X; ocorre na lista Y7,--- .Y, no minimo ¢ vezes. Assim, como

[L, X;, -+, X;] =0, obtemos que M < [L, K'|.
t
Agora faca u = uyr. Usando o fato que K = K’ + > X; e M < [L, K'| para qualquer

escolha de Y7,--- Y, € {X1, -+, X}, concluimos que

LK, - K| <[LK - K]=0.

u ul
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Um caso particular do Lema 2.3.2, que nos ajudara a deduzir que certos elementos de

L sao ad-nilpotentes, é o seguinte lema de Khukhro e Shumyatsky [13].

Lema 2.3.3. Suponha que L € uma dlgebra de Lie, H uma subdlgebra de L gerada por
r elementos hy, ho, -, h, tal que todos os comutadores nos h; sao ad-nilpotentes em L

de indice t. Se H ¢ nilpotente de classe u, entdo para algum nimero v, {r,t, u}-limitado,

temos que [L,H,--- ,H| = 0.

v

A partir deste momento vamos estudar a seguinte situacao.

Hipétese A. Sejam w uma p-ésima raiz primitiva da unidade e L uma dlgebra de Lie
sobre Z[w)] tal que L = pL. Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p* agindo

por automorfismos sobre L, e seja Ao grupo dual de A.

Para qualquer a € A temos o seguinte conjunto:
L,={z € L| 2" =ala)x, para cada a € A}.

Como A é finito, pelo Teorema 1.5.1, temos que A e A sdo isomorfos. Agora, L se
decompde como soma direta de autoespacos comuns para todos a € A*. Logo L = @y La,
onde a € A. Além disso é facil ver que [Lq, Lg] < Lug, para todos «, 3 € A. Realmente,
para quaisquer z € L, e y € Lg temos [z,y]* = [2% y*] = [a(a)z, B(a)y] = af(a)]z,y]
para todo a € A7.

Para qualquer inteiro positivo n e quaisquer aq, g, -+, on € A definimos indutiva-
mente:
’7(051) = Loqa Tty 7(0517 05 PR 70471) = [7(&17 Qo, -+ 70511*1)7 Lan]’ e
dar) = Loy, -+ 0o, g, - yaon) = [0(aq, -+, qon—1), (Qgn-141, -+, van)].
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Como usualmente, 7,(L) e L™ denota o n-ésimo termo da série central inferior e o

n-ésimo termo da série derivada de L, respectivamente.

Lema 2.3.4. Sob a Hipdtese A, temos que v,(L) = > y(ai, a9, - ,a,) e também

LM = Y 0(aq, g, -+ agn), onde g, ag, -+ agn percorrem independentemente todo A.

Demonstracao: Ponha Q =) ~v(ay,--- ,a,). Para qualquer § € A temos que,

[Y(a, - am), Lg] < y(arag, as, -+ o, B) < Q.

O que mostra que ) é normalizado por Lg para todo 3 € 121, e portanto é um ideal de L,
visto que L = @ Lg, B € A.

Temos que i /@ é nilpotente de classe no maximo n — 1 e assim 7,(L) < @. Como a
inclusdo @ < v,(L) é ébvia, concluimos que v, (L) = > (a1, e, -+, ).

Para provar a outra igualdade, ponha R, = > d(aq, -+ ,agn) e, agindo por indugao

n—1

sobre n, assuma que R,_; = LY. Vamos mostrar que R,, = R, ..

Para quaisquer 3y, - , Byn—1 € A temos que,

[5(0417"' 7a2”)>5(ﬁ1a to 752”—1)] < Rn-

O que implica que §(fFy, - -+ , fon—1) normaliza R,,.

Portanto, R, é um ideal em R,,_; e segue que R, = R/ ;. [ |

Corolario 2.3.5. Assuma a Hipétese A. Entio, para qualquer 3 € A, temos que
Ls Ny (L) = Y y(an, 00, - ,ap), onde oq,aa,--- 0, satisfazem a condi¢do que

) Qg -y, = (3. Similarmente, LgN L™ =3 8(ay, ag, -+, agn), onde ajag -+ - agn = f3.
O préximo lema pode ser encontrado em [25].

Lema 2.3.6. Assuma a Hipotese A com k > 2. Suponha que existe um inteiro u tal que

[L,.Cr(a)] =0, para todo a € A*. Entdo, L é nilpotente de classe {p,u}-limitada.

47



Capitulo 2. Algumas Ferramentas da Teoria de Algebras de Lie

Demonstracgao: Pelo Teorema 2.3.1, temos que L é soluvel de comprimento derivado
{p, u}-limitado d. Vamos usar indugao sobre d. Aplicando a hipétese de indugao em L/,
assumimos que L' é nilpotente de casse e, {p, u}-limitada.

Seja B qualquer subgrupo de A de ordem p?. Sejam By, - - - , B,1 0s subgrupos ciclicos
de B e considere C; = CL(B;), 1 <i<p-+1. Entdao, L =) C;.

Sejar = (u—1(p+1)+1. Se Z = Z(L'), temos que [Z,X,Y] = [Z,Y, X] para

quaisquer subconjuntos X,Y de L. Com este fato obtemos que

[Zar L] = Z[Zml Ch,- - MUpt1 Cp+1]’

onde uy +ug + -+ Upp1 =T
O numero r é grande o suficiente para certificarmos que w; > wu para algum i.
Consequentemente [Z,,, C1, -+ ,u,,, Cpy1] = 0, pois [L,, C;] = 0, para todo i. Assim,
[Z,- L] = 0. Entao, Z < Z,.(L), onde Z, é o r-ésimo termo da série central superior de L.
Aplicando este argumento repetidamente para L/Z, L/Z5(L') e assim por diante, con-
cluimos que Z.(L') < Z,,(L). Como L ¢ nilpotente de classe e, L' < Z,(L). Portanto, L

¢ nilpotente de classe no maximo er + 1. |

Comecamos nosso propdsito nesta secao que é o de demonstrar os Teoremas 2.3.9 e

2.3.8, mencionados na introducao deste capitulo, com o caso n = 2.

Proposigao 2.3.7. Sejam p um primo e L uma dlgebra de Lie tal que pL = L. Seja A
um p-grupo abeliano elementar de ordem p® agindo sobre L por automorfismos. Assuma

que existe um inteiro positivo m tal que [Cr(a),CL(b),---,CL(b)'] = 0, para quaisquer

~

a,b € A*. Entao, L' é nilpotente de classe {p, m}-limitada.

Demonstragao: Temos que para todos oy, as, 31, B2 pertencentes a /1, existem a,b € A%
tal que Lo, Lo, < Cr(a) e Lg,, Lg, < Cpr(b). Logo, [La,, La,] < Cr(a)’ e [Lg,, Lg,] <
CrL(b).
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Do fato de [Cr(a), CL(b), -+ ,CL(b)'] = 0, para quaisquer a,b € A%, temos que

HLQN La2]7LL517 Lﬁz]v T [Lﬂla Lﬁ2l] =0.
Entdo, [, [Ls,, Lg,), - [Lg,, Lg,)] = 0, pois L' = S [La, Lg], a, 3 € A.

(.

-

Pelo corolario 2.3.5? Cr(a) = > [La, Lg], onde af(a) = 1. Mas pelo que vimos no
pardgrafo precedente L, Lg < CpL(c) para algum ¢, ndo nulo, pertencente a A. Logo
(Lo, L] < CL(c)" e, portanto, [L',,, [La, Lg]] = 0.

Fazendo K = Cp/(a) e usando o Lema 2.3.2, com subespagos da forma [L,, Lg] <
Cr(a) no lugar de X;, temos que existe um nimero inteiro u, {m, p}-limitado, tal que

[L',K,---, K| = 0. Portanto, pelo Lema 2.3.6, L’ é nilpotente de classe {m, p}-limitada.

u

Passamos agora aos casos gerais.

Teorema 2.3.8. Sejam p um primo, n e d inteiros positivos tais que 2¢ < n. Seja L

uma dlgebra de Lie tal que pL = L e seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem

V2

p
[Cp(a)D,CL(0) D, -, CL() Y] =0, para quaisquer a,b € A¥*. Entdo, L'Y ¢ nilpotente

-~

1 agindo sobre L por automorfismos. Assuma que existe um inteiro positivo m tal que

de classe {p,d, m}-limitada.

Demonstracao: Para todos o, o, -+, (aa, B1, B2, -+ - , Poa em A, existem a,b € A# tais

que Loy, Loy, €Crla)e Lg, -+, Lg,, € Cr(b). Logo
5<041,CY2, U 7052‘1) - CL(a)(d) € 5(617ﬁ27 e 762d) - CL(b)(d)

Por hipétese, [5(0&1, O3 PR 7a2d)a 5(617&27 T 7ﬂ2d>7 T 75(/617627 T 7ﬁ2d)] = 0, e como

S

m
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LW =S §(ay, g, - -+, ga), 01,09, , 90 € A, obtemos que

[L(d),5(61,ﬁ2,--- Boa), - 8(By, Bay -+, Bea)] = 0.

v~
m

Observamos que Cr(a)¥ C Crw(a) e Cp(b)@ C Crw(b). Agora, pelo corolario 2.3.5,

CL(d) (&) = Z(S(ala Qg, - - 705205)7

onde ayay -+ - aga(a) = 1.
Pelo que vimos anteriormente &(av, g, - -+ , a0a) € Cp(c) @, para algum ¢ € A%,
Fazendo K = Cj)(a) e usando o Lema 2.3.2, com §(ay, ag, -+, 9a) no lugar de X,
temos que existe um numero inteiro u, {m,d, p}-limitado, tal que [L(d),u K] = 0. Por-

tanto, pelo Lema 2.3.6, LY ¢ nilpotente de classe {m, u}-limitada. [ |

Teorema 2.3.9. Sejam p um primo e n um inteiro positivo. Seja L uma dlgebra de
Lie tal que pL = L e seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p"*' agindo so-
bre L por automorfismos. Assuma que existe um inteiro positivo m de tal forma que

A (C(@)s 3(CL (b)), -+ 3l CL(B))] = 0, para quaisquer a,b € A*. Bntao, 7,(L) ¢é

S

-~

nilpotente de classe {p,n, m}-limitada.

Demonstragao: Para todos aq, s, -, ap, 81, B2, , B, em A, existem a,b € A# tal

que Loy, -+, Lo, CCL(a) e Lg,,---,Lg, € CL(b). Com isso observamos que

Y(at, -+ an) SYa(Cra)) e Y(Bi,- -+, Bn) S 1m(CL(D)).

Como por hipétese [1,(CL(a)), 1 (CL()), -+ , 7 (CL(b))] = 0, para todos a,b € A#,

N~
m

entao,

(o, an), 7By -+ B+ (Br, -+, Ba)] = 0.

g
m
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O que implica que

(L), 3(Bu, =+ Ba), -+ (B, -+, Ba)) =0,

/

pois v, (L) = > v(ag, -+ ,ay), onde ayq, -+, oy, € A.
Pelo Corolério 2.3.5
C’Yn(L)(a) = Z’y(ah o 7an)7

onde oy ---ay(a) = 1. Pondo K = C,, (1)(a) e considerando y(ay, -+ ,®,) no lugar de
X; no Lema 2.3.2, concluimos que existe um nimero inteiro u, {m, n, p}-limitado, tal que
(L) K] = 0.

Portanto, pelo Lema 2.3.6, 7,,(L) é nilpotente de classe {p, u}-limitada. [ |

2.4 O Anel de Lie Associado a um Grupo

Existem muitas maneiras de obter um anel de Lie associado a um grupo G. Nesta secao
apresentamos duas formas distintas de construir um anel de Lie a partir de um dado grupo
G, tais construgoes sao as chaves que ligam o que vimos nas se¢oes anteriores deste capitulo
com a solucao dos problemas propostos inicialmente para grupos. A primeira construcao
consiste em tomar a soma direta dos quocientes dos termos da série central inferior de
G, que com a soma e a multiplicacao por colchetes é um anel de Lie. J4 na segunda
construgao utilizamos a conhecida série de Jennings-Lazard-Zassenhaus e obtemos um

anel de Lie sobre o corpo com p elementos [F,,, onde p ¢ primo.
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Associando um anel de Lie a grupos nilpotentes

Dado um grupo G, consideramos a série central inferior de G,
G =7(G) > 7(G) > >(G) > -

Para cada i > 1, o quociente v;(G)/v4+1(G) é um grupo abeliano, de fato pode ser visto
como um Z-médulo. Vamos denotar este Z-médulo por L;(G) e usar a notacao aditiva.
Para simplificar, usamos 7; no lugar de v;(G).

A soma direta

L(G) = & Li(Q)

1=0
é abeliana e o somando L;(G) = ~;/vi11 é chamado componente homogénea de L(G).
Define-se uma multiplicacao [,] entre as componentes homogeneas de L(G) da seguinte

forma: dados a € ; e b € y; arbitrarios, temos

[CL%H, b’Yj+1] = [CL, b]%‘+j+1,

onde [a,b] é o comutador de a e b no grupo G. Pode-se mostrar que esta operagao esta
bem definida e que, por Z-linearidade, pode ser estendida a todo L(G).

Primeiramente, observamos alguns fatos sobre a operacao definida acima

1. Desde que [75(G), 7(G)] < vs44(G), temos que para z € v;(G), y € v,;(G), o comuta-
dor [z,y] € 7i1;(G). Assim podemos tomar a imagem de [z, y| em 7,4 (G) /Vitj+1(G).

/ / /
Por outro lado, se 2'vi41 = 27vit1 € ¥'vj41 = Y741, temos que ' = xu, para algum

u € Y41 € ¥ = yv, para algum v € ;1. Logo,

[ﬁl, y/]%‘—i—j—i—l = [xua yv]%+j+1 = [% yv] [9& ?JU,U] [Ua yv]%‘+j+1 = [% yv]%+j+1

= [z, 0]z, yl[z, ¥, v]vitis1 = [T, Y] Virja1
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Assim, a multiplicagao [, ] esta bem definida.
2. Sejam z1%it1, ToYit1 € Vi/Vit1 € YYj+1 € V;/Vj+1. Por definigdo:
[T1%i41 + T2%ir 1, YY) = [Ty ¥yl = [0, Vi = [0yl v 2l (2, Yl via i

= [$1, y] [$2, y]%+j+1 = [$17y]%‘+j+1 + [$2, ?J]%+j+1

= [21Vie1, Y] F 2%, vyl

A lel [2yi41, 1Vi41 + Y2Yi1] = (2%, Y1741] + [0, y2yj4a] € verificada similar-
mente.
3. Temos que x~'y;11 = —(7;41). Eainda [2”,ylvisj1 = [2, 9" Y01 = 2[2%i1, vy

4. A observac@o no item (2) mostra que a operacao [, | restrita a L; x L; é bilinear.

Com essas observagoes em maos, é suficiente verificar os itens (1) e (4) da definigao
de élgebra de Lie, para mostrar que L(G) é um anel de Lie.

De fato, dados a,b € L(G), temos a = a; +as + -+ +as e b ="by + by + - -+ + b, com
s,t >1ea;,b € Ly =;/vi41. Assim, [a,b] = Z[ai, b;], onde a; = z;vi41 € by = YiYit1-

Portanto, basta verificar os itens restantes I:Z;ixra elementos homogéneos.

Pondo a; = zv;11(G), temos

[ai, ai] = [27141(G), 2741 (G)] = [#, 2]72141(G) = 7211 (G) =0,

e ainda,

as, aj] + [a; + a;i] = [2,y]Virje1 + ¥, Y1 = [2, 9]y, 2] Vi je1 = Yigj1 = 0.

Portanto, [a,a] = 0, para todo a € L(G).
Agora, para mostrar que a Identidade de Jacobi vale, sejam a; = 7,11, b; = y7yj+1

e ¢ = zYky1. Vamos utilizar propriedades de comutadores de um grupo G, a saber
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a® = ala,b] e ab = bala,b] e a Identidade de Witt [a,b™1, c|’[b, ¢!, alc,a™t,b]* = 1, para
a,b,c € G.
Pela identidade de Witt,

1

Virjer = [z,y 2Py, 27 a2 27yl i jenn

1 1 -1

,iL’,ZHZ,.ﬁIZ’ 7y][zaxilay7m]’7i+j+k+l

= [v,y 2wyt 2 ylly, 2 2y, 2

1

= [51779_ 7Z][y7Z_lax][27$_17y]7i+j+k+l-

Logo,

0 = [z,u7 2Pvingeres + [0 275 @i + (2275 Yl e
= [l y Pirgrn 2] + [y 27 Pnss @vin] + (227 i, yy544)
= [2%ir1, ¥ Vi1 2] + W41 2 Ykt @Vir1] F 2041, 8 Vi1, Y1)
= [T%i1, =YV 2] + W1 =21, i) + V1 —TVir, Y]

= _[afia bjack] - [bjackvai] - [Ck,@i,bj]-

Portanto, [a;,b;, ck] + [bj, ¢k, ai] + [cx, a;,b;] = 0 e, consequéntemente, para todos a,b, ¢
pertencentes a L(G), temos que [a,b,c] + [b,¢,a] + [¢, a,b] = 0.

Com todas essas observagoes mostramos que L(G) é um anel de Lie com as operagoes
+el,]

O anel L(G) é conhecido como o anel de Lie associado ao grupo G. A rigor este nao
¢ o unico anel de Lie que pode ser associado a um grupo, como veremos mais adiante
neste trabalho, embora seja o mais comumente usado nas aplicagoes no trato com grupos
nilpotentes.

Uma das principais aplicagoes para o método do anel de Lie estd no trabalho com
grupos nilpotentes que consiste em mostrar algumas propriedades para L(G) e tentar obter

dai informagoes sobre o grupo G. Evidentemente, o anel de Lie associado a um grupo
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pode ser construido independentemente da nilpoténcia de G. Entretanto, sua utilizagao
efetiva se da precisamente em grupos nilpotentes. Tal relacao entre um grupo e o anel de

Lie associado que definimos acima pode ser vista nos dois seguintes lemas.

Lema 2.4.1. Seja L(G) o anel de Lie associado ao grupo G, e seja k um inteiro positivo

qualquer. Entao,

(1) Para todo ajy, € Ly = G/ve temos que [a1ye, -+, arye) = (a1, -+, Gk Vet1;

(ii) Ly, = ([a1v2, -+ ,axe)/a; € G), isto €, Ly = ([Ly,- -, L1]);
k

(i) L(G) = (L1);
(iv) L(G)* = @ L,.

s>k

Demonstragao: Para mostrar o item (i) basta observarmos que

[a1’72,a272, T 7GW2] = [[al,aﬂ%,as%, T aak%] = [[al,ag,a3]74,a472, T 7%72] =

= o= la, a] e
Sabemos que v (G) é gerado por todos os comutadores simples de peso > k. Logo,
Ly = 1(G)/ne41(G) = ([z1, -+, wa] |7 € G)

Agora, como visto no item anterior [z17ye, TaVa, * -+ , TpY2] = [1, T2, , Tk]Vkr1, € O item
(7i) segue. Desde que L(G) = & L;, segue do item (i7) que L(G) = (L;). Para finalizar,
i=1

temos que [L,, Ls] < L, 5. Deste modo segue que

N < i>k
k
Por outro lado, L; = [Ly, Ly, -+, L1] < L(G)* < L(G)*, i > k. Portanto, L(G)* = & L.
s>k

)

95



Capitulo 2. Algumas Ferramentas da Teoria de Algebras de Lie

Lema 2.4.2. Seja G um grupo nilpotente e seja L(G) o anel de Lie associado a G. Entdo
(i) L(G) € nilpotente e cl(L(G)) = cl(G);
(i1) Se G é um grupo finito, entao |G| = |L(G)|;

(#i) Para todo automorfismo ¢ de G, a acao de @ sobre os quocientes L; = v;(G) /7vi41(G)

induz por linearidade um automorfismo de L(QG).

Demonstragao: Pelo Lema 2.4.1, L(G)* = SE>Bk L, para todo inteiro positivo k. Se
Yet1(G) = 1 temos que L(G)“H = SZ?H Ls =0, pois Ly = v5(G) /vs41(G) = 0, para todo
s > ¢+ 1. Por outro lado, se L(G)*t! = 0, entao, Lei1 = Yey1(G)/Ver2(G) = 0. Como G
é nilpotente, suponha que cl(G) = ¢, 10go 7.4+1(G) =1 e o item (i) segue.
Suponha que cl(G) = ¢, logo V.41(G) = 1. Entao, L(G) = iE:]Cal L, = ié Vi Vit1-
Portanto, pelo Teorema de Lagrange, |L(G)| = f[ |7:/vi+1| = |G|, e obtemos o item (i7).
Desde que cada 7,;(G) é caracteristico em G,Zt:(;mos que se ¢ € Aut(G), entdo ¢ induz

um automorfismo p, em cada L; = 7;/7v;+1 dado por

(JE%H)@ = TPYit1-

Sea=a;+ay+---+a, € L(G), com a; € L;, definamos ap = a19; + a2y + - - - + a9y,
Observamos que a aplicagdo @ é um automorfismo do grupo aditivo L(G) = §1 L;,

logo ¢ induz um automorfismo dos somandos diretos (@, ). .
Desde que p é estendido para a soma por linearidade como a multiplicacao, basta

mostrar que @ preserva o produto de Lie para elementos dos somandos.
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Pondo a; = 27,41 € bj = y7;+1, temos

[ai, 0] = [27i41, 7412 = ([7, Y]Yitj+1)@ = [7, YJVirjn
= [20, yolVitjr1 = [T0vit1, yevit] = [(@%i41) @, (Y7j41)P)

e assim, concluimos a demonstragao. |

Se ¢ é um automorfismo de ordem n do grupo G, entao ¢ induz um automorfismo em
L(G), que para simplificar a notagdo denotamos também como ¢, de ordem dividindo n.

Além disso, se G é finito e ordem de ¢ é coprima com a ordem de GG, entao

CL(G)(SD) = @iow(@%ﬂ/%ﬂ-

Em particular, se ¢ age livre de pontos fixos em um grupo nilpotente GG, entao o mesmo
ocorre com o automorfismo induzido sobre L(G).

Uma observacao interessante ¢ que ao contrario da classe de nilpoténcia, o compri-
mento derivado de L(G) pode nao coincidir com o de G, porém, pode-se provar que este

nao é maior do que o de G.

A série de Jennings-Lazard-Zassenhaus e a Algebra de Lie Cor-

respondente

Lema 2.4.3. Seja G um grupo e G = v1(G) > (G) > -+ a série central inferior de G.

Temos que,

(i) Se x,y sao elementos de G, entao paran > 1,
n

(zy)”" = 27"y mod 72(G)”" [ [ (G)" .

r=1
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(ii) Se x,y sao elementos de G e H é um subgrupo de G tal que x e [x,y] pertencem a
H, entao paran > 1,

n

(27", y] = [z, y]P"mod Vo (H)P" nypr(H)pn_T.

r=1

Demonstragao: Seja R = 72(G)P" []'_, 7+ (G)P" . Pela Férmula de Compilagao de
Phillip Hall (Teorema 1.4.3), existe um elemento ¢; € v;(G), com i = 2,--- ,p", de tal

n . n pn
forma que =P y? = (zy)? cg 2. -¢pn. Se (i,p) = 1, entdo (
(")

)

P\ 4 Jiviaf (e
p ) é divisivel por p", e para

(")

i>1,¢ " €y(G)P <R. Agora,sei=p"j,comr > le(p,j) =1, entdaoc, '’ édivisivel

p
por p"~" e i > p". Assim, ci( 0 € 7, (G)P"" < R. Portanto, zP"y?" = (zy)”"mod R e o
item (i) segue.

Consequentemente,

n
n

(ala,y))”" = 2" [, y)?" modua(H)" [ e (H)”" .

r=1

(e

Mas (z[x,y])P" = (a¥)P" = (aP")¥ = 27" [2P", y], e o resultado segue. [ ]

n—r

Lema 2.4.4. Sen >0, [v(G)*",7(G)] < Ty Vjtipr (G)P

Demonstragao: Seja R = 7,14, (G)?" . Como R é normal em G, é suficiente mostrar
que [zP",y] € R para quaisquer x € 7;(G), y € v;(G). Pelo item (i7) do Lemma 2.4.3,

n
n—r

(27" y) = [z, 9] modryo(H)P" [ [ e (H)

r=1

onde H = (x,[x,y]). Entao, y2(H) é o fécho normal de [z,y,z] em H. Assim, temos
que Y2(H) < 794;(G). Como H < 7;,(G), segue que Vp(H) < Ymit;(G) para todo
m > 2. Logo vy (H)P"" < 4y (G)P"" < R, parar = 1,--- ,n. Também temos que

(e

Y(HP" < 5GP < Re lz,yl" € %1(G)P" < R. Portanto, [z7",y] € R, como
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queriamos. |

Definicao 2.4.5. Para quaisquer inteiro positivo n e primo p, faca

D.(G) = [] w(@r".

ipk>n

D, (G) € um subgrupo caracteristico de G, e temos a sequinte série

G =Dy(G)>Do(G) >+ > Dyp(G) >+

Note que ¢ possivel que D,,_1(G) = D,,(G) < D,+1(G). Se G for um grupo abeliano,
entdao D,(G) = G¥", onde k é o menor inteiro tal que p* > n. Assim, D,(G) = G”" se
Pl < n < pk.

Se G for um p-grupo finito entao, D,(G) = ®(G) é o subgrupo de Frattini de G.
Agora, se G é um grupo de expoente p entao, D, (G) = v,(G), para todo n.

A série D, (G) é central em G e para mostrar isso precisamos dos seguintes lemas.

h—r

Lema 2.4.6. Suponha que i > 1, j > 1 eh > 0. Seja R = HLO%HPT(G)”
x € %(G) en > 2, entio v,((z, R)) < Hf:o Yintjpr (G)P

Se

h—r

Demonstragao: Usamos inducao sobre n. Para n = 2, temos 12 ((z, R)) = [R, (x, R)].
Como (z, R) < 7;(G), segue que 12({x, R)) < [R,~;(G)]. Para n > 2, temos 7, ({z, R)) <
[Yn—1({z, R)),7(G)]. Usando a definicdo de R para n = 2 e a hipdtese de indugdo para

n > 2, segue que para n > 2,

h

V({2 B)) < ] [ Hin-110 (G)P

r=0

h—r

) %(G)]~
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Aplicando o Lema 1.1.2 e o Lema 2.4.4, temos que

h
h—r
Wl(@, R)) < [ [Min-145 (G 5%(G)]
r=0
h h—r
h—r—s
< [T Peswr o100 (G, 2u(G)]
r=0 s=0
h—r—s
S H 7in+jpr+3 (G)p )
r+s<h
pois 7 + p®in — p®t > in. E o lema segue. |

Lema 2.4.7. Sejai>1,j> 1, h >0 ek >0, entio [(G)”", 7 (G)P"] < Dipr i (G).

Demonstragio: Suponha que z € 7(G) e y € 7;(G). Sejam z = [z,y”"] e H = (x, 2).
Pelo Lema 2.4.3 item (i),

k
| = o,y 17" = 2 modna(HY" T vy (H)

m=1

h

k—m

[2?" P

Paran = 1,---,p", defina H, = Hf:o ’Ym+jpr(G)ph7T. Pelo Lema 2.4.4, z € H;. Assim
H < (x, Hy) e, pelo Lema 2.4.6, v, (H) < H,. Portanto,

n

k h k—m
[P yP ] € HH£M :

m=0

Faca R = D;i, jn(G). Se m+h—r > k, entdo, pela definicao de D;, %pmﬂpr(G)ph_r <R.
Assim, se s = max(m +h —k +1,0) entao

h

h—r
Hpn <R H Yipmgpr (G) < Ryipmjps (G).
Portanto,
k—m k—m
H]I;m S R’YiPM+jp5<G)p = R,
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pois ip® + jp* T > aph + jph.
Logo [arpk, yph] € Re (;Epk)R comuta com (yph)R. Portanto, cada elemento de ”yi(G)pk R/R
comuta com cada elemento de fyj(G)th/R, e [’yi(G)pk,fyj(G)ph] < R. [ |

Teorema 2.4.8. Sejam {D;} a série definida em 2.4.5 e p um primo, entdo
(1) [Dm(G), Dn(G)] < Dy (G);
(1) Dn(G)? < Dpe(G);

(iii) Para n > 1, D,(G) = [Dn-1(G),G)Dy(G)P, onde m é o menor inteiro tal que

pm > n.

Demonstracao: O item (i) segue imediatamente da defini¢ao de {D;} e do Lema 2.4.7.
Logo restam os dois ultimos itens.

Pelo item (i) temos que v,(Dy(G)) < Ypn(G), assim D, (G)/Dp,(G) é regular (veja a
segao 4 do primeiro capitulo deste trabalho). Mas D,,(G)/D,,(G) é gerado por elementos
de ordem p pois se ip* > n e x € %(G) entdo, (z7°)? € Dypi1(G) < Dpu(G). Portanto,
pelo Teorema 1.4.8, (D,,(G)/D,,(G))? =1 e ainda D, (G)? < D,,(G). E o item (i7) estd
provado.

Pelos itens (i) e (i7), [Dp_1(G), G]Dy(G)P < D,(G). Suponha que ip* > n. Se k =0,
%G =%(G) £ m(G) = [1a-1(G), Gl.
Se k > 0, entdo ip*~! > m pela definicao de m, e
F(GP" < (WGP < Diger (G < DG

k

Portanto, v,(G)? < [D,—1(G),G]D,,(G)? em qualquer caso, e¢ a afirmacao segue da

defini¢ao de {D;}. [ |
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Corolario 2.4.9. Suponha que G = Ry > Ry > --- € uma série do grupo G tal que
R, QG, [R,,G] < Ry+1 e R? < R, para todo n > 1. Entdo, R, > D,(G) para todo

n > 1.

Demonstracao: Segue do Teorema 2.4.8 item (7ii) por indugao sobre n. |

Com isso demonstramos que a série D,,(G) é central em G. A série D, (G) é chamada

Série de Jennings-Lazard-Zassenhaus.

Definicao 2.4.10. Seja p um nimero primo arbitrdario mas fizo. Seja G um grupo. Uma

série de subgrupos
G=G >G> (%)

¢ uma N-série se satisfaz [G;,G;] < Gy, para todos i,j. Toda N-série € central (i.e.
Gi/Giy1 < Z(G/Gi+ 1) para todo i). Uma N-série é uma Ny-série se G < G; para
todo i.

Podemos associar um anel de Lie L*(G) a qualquer Nj-serie (%) de um grupo G da
seguinte forma

Dado uma N,-série (x), seja L*(G) = &L}, onde L = G;/G;41, escrito aditivamente.
A comutacao em G induz uma operagao bindria [,] em L. Para elementos homogéneos

rGiy1 € L} e yGj11 € L} a operagao € definida por
[2Git1,yGi] = [2,y]Giyji1 € Ly

e estendida para elementos arbitrarios de L*(G) por linearidade. E f4cil checar que essa
operagao estd bem definida e que L*(G) com as operagoes + e [,] é um anel de Lie sobre
FF,. Como fizemos as contas no caso anterior do anel de Lie associado a grupos nilpotentes

e os calculos sao praticamente os mesmos, nao os explicitaremos aqui.

62



Capitulo 2. Algumas Ferramentas da Teoria de Algebras de Lie

Para qualquer = € G;/G;41 denotamos z* como o elemento G, de L*(G).

Lema 2.4.11 (Lazard [16]). Se (x) é uma N,-série entdo (adx*)P = ad(z?)* para qualquer

x € G. Consequentemente, se x tem ordem finita t, entdo x* € ad-nilpotente de indice no

maximo t.

Seja F'r o grupo Livre com geradores livres x1, o, -+, e escolha um elemento nao
trivial w = w(wq, T2, -+ ,xs) em Fr. Dizemos que o grupo G satisfaz a identidade w = 1
se w(g1, ga, -+ ,gs) = 1 para quaisquer elementos g1, ga, -+ , gs em G.

A seguinte proposicao pode ser extraida da demonstracao do Teorema 1 no artigo de

Wilson e Zel’'manov [31].

Proposicao 2.4.12. Seja G um grupo satisfazendo uma identidade w = 1. Entado, existe
um polinomio de Lie f sobre F, multilinear, diferente de zero, dependendo somente de p

e w tal que para qualquer Ny,-série (%) de G a algebra L*(G) satisfaz a identidade f = 0.

De fato, Wilsom e Zelmanov [31], descreveram um algoritmo efetivo para escrever
f explicitamente para qualquer p e w. Mas nao vamos precisar desse algoritmo nesse
trabalho.

Um grupo G pode ter muitas N,-séries, mas podemos observar pelo Teorema 2.4.8 que
a série Jennings-Lazard-Zassenhaus {D;}, definida anteriormente, é uma N,-série.

Associamos a G a algebra de Lie DL(G) sobre F,, correspondente a série de Jennings-
Lazard-Zassenhaus, ou seja, DL(G) = &L; com L; = D;/D;i1, onde D; = D;(G). Se A
age sobre o grupo G, A induz um grupo de automorfismo de todo quociente D;/D;,. Essa
acao estende-se para a soma direta ©D;/D;.;. Assim, A pode ser visto como um grupo
agindo sobre a subélgebra L,(G) = (L;) de DL(G) gerada por L;, como automorfismo
de algebras de Lie.

Proposicao 2.4.13. Seja G um grupo gerado pelos elementos aq,ag, -+ , Gy, € ASSUMG

que L,(G) € nilpotente de classe no mdximo c. Seja pi,pa,---,ps a lista de todos os
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comutadores simples nos geradores ay,as,--- , 0, de peso < c. FEntao, para qualquer

inteiro nao negativo i o grupo G pode ser escrito como um produto

G = (p1){p2) -+ - (ps) Dit1

dos subgrupos ciclicos gerados por pi, pa, -+ ,ps € Diiq.

Demonstragao: Primeiramente observamos que para qualquer inteiro ¢ o subgrupo
D; é gerado por D;;q e elementos da forma [by, - - ,bj]pk, onde jp* > i e by,--- b €
{ai,as, -+ ,an,}. Essa observagao pode ser demonstrada usando o Lema 2.4.3 e a Identi-
dade de Witt.
Para demonstrar a proposicao usamos inducao sobre 7. O caso ¢ = 0 é trivial. Assuma
quet>1le
G = (p1)(p2) - (ps) Di-

Entao, qualquer elemento z € G pode ser escrito na forma

T =7t ee e 5y,
onde y € D;. Sem perda de generalidade podemos assumir que D;,; = 1.

Pela observacao feita no primeiro pardagrafo podemos escrever

kq ko Ky
y= (o ) (0 )= (o} ),
onde cada o, é da forma [by, -+ ,bj], com jp™ >ie by, -+ ,b; € {ai,as, - ,am}.
Denote ¢;Dy € L,(G) por a;, l = 1,--- ,m. Por hipdtese L,(G) é nilpotente de classe
¢, logo [by, - ,bey1] = 0 para quaisquer by, --- , b € {a1,as, -, an}. Isso implica que
(b1, ,bet1] € Deyo para quaisquer by, -+, bey1 € {ar, a2, -, Gn} € Yey1 < Dego. Entao,

como {D;} é uma N,-série, para qualquer d > ¢+ 1 temos v4 < Dgy1.
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Agora, se 0, é da forma [by,--- ,b;] com j > ¢+ 1, entao

kn kn kn
oP e ’Yf S D§+1 S D(j+1)pkn S Di—l—l =1.

n

Portanto, podemos assumir que cada o,, é da forma [by,--- ,b;] com j < ¢, e nesse caso
o, pertence a lista py, po, -+, ps.
Novamente, pelo fato de {D;} ser uma N,-série, temos que o2 " € Z(G). Agora,

comparando a maneira que escrevemos x e y, obtemos que

x € (p1){p2) -+ (ps),

como queriamos. [ |

Lema 2.4.14. Suponha que G é um p-grupo finito d-gerado tal que a dlgebra de Lie
L,(G) € nilpotente de classe c. Entdo, G tem um subgrupo potente caracteristico de

indice {p, ¢, d}-limitado.

Demonstragao: Sejam py, pa, - - - , ps todos os comutadores simples de peso > ¢ nos ger-
adores de G. Aqui s é um nimero {c¢, d}-limitado. Como G é um p-grupo finito e a classe
de nilpoténcia de L,(G) é ¢, pela proposicao anterior, temos que todo elemento g € G
pode ser escrito da forma g = ph', pk* - .- ,p%". Portanto, |G/GP"| < p*™ para qualquer
inteiro positivo m. Seja V a intersecao dos nicleos de todos os homomorfismos de P em
GLy(F,). Faga W =V se p # 2, ou W = V? se p = 2. O expoente do p-subgrupo de
Sylow de GL,(F,) é um ntimero {p, s}-limitado. Entao, G < W para algum nimero
{p, s}-limitado a que também é {p,c,d}-limitado pois s é {c,d}-limitado. Existe um
ntmero, u > a {p, ¢, d}-limitado, tal que |GP*/GP*""| < p*, por outro lado a desigualdade
|G/GP™| < p*™ sera falsa para algum m. Entao, GP* < GP* < W, e GP* é um grupo

potente. O indice de GP* é no maximo p** e portanto é {p, ¢, d}-limitado. [ |
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O seguinte resultado foi obtido por Riley [20] e pode ser deduzido facilmente utilizando

o Lema 2.4.14 em conjunto com o Teorema 1.4.15.

Lema 2.4.15. Suponha que G € um p-grupo finito d-gerado tal que a dlgebra de Lie L,(G)

¢ nilpotente de classe c. Entao, o posto de G € {p, c, d}-limitado.

Seja H um subgrupo de um grupo GG, denotamos por L(G, H) o subconjunto de DL(G)
gerado pelos elementos homogéneos da forma hD;;;, onde h € D; N H. Temos que
L(G, H) é uma subélgebra de DL(G). Além disso, L(G, H) ¢ isomorfa a dlgebra de Lie
associada com a N,-série {H;} de H com H; = D; N H. Da mesma forma, temos ainda
que L,(G,H) = L,(G) N L(G, H). Pelo Lema 1.3.1, se G é um grupo finito e se A é de
ordem coprima com G, entdo L,(G,Ca(A)) = Cr, @) (A)).

Lema 2.4.16. Suponha que qualquer comutador de Lie em elementos homogéneos x1, xa, - - -

de DL(G) € ad-nilpotente de indice no mdximo t. Seja K = (x1,x2,--- ,2,) e assuma
que K < L(G, H) para algum subgrupo H de G satisfazendo a identidade w = 1. Entdo
para algum nimero u, {r,t,w, p}-limitado, temos que [DL(G), K,--- , K] = 0.

Demonstragao: Em vista do Lema 2.3.3 é suficiente mostrar que K tem classe de nilpo-
tencia {r,t,w, p}-limitada. Sabemos pela Proposi¢ao 2.4.12 que K satisfaz certa identi-
dade polinomial multilinear dependendo somente de w. Assim o Teorema 2.2.1 mostra

que K tem classe de nilpoténcia {r, ¢, w, p}-limitada. [ |
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Capitulo 3

Limitando a Classe de Nilpoténcia

em Grupos Finitos

Nosso objetivo nesse capitulo, como mencionamos na introducao deste trabalho, é

demonstrar os seguintes resultados:

Teorema 1. Sejam p um primo, n, d inteiros positivos tais que 2 < n. Seja A um

1

p-grupo abeliano elementar de ordem p"*' agindo sobre um p'-grupo finito G. Assuma

que existe um inteiro positivo m tal que [Ca(a) @, Ca(b)D, ...  Cq(b)P] =1, para todos

-~

a,b € A%, Entio, G ¢ nilpotente de classe {p,d, m}-limitada.

Teorema 2. Sejam p um primo e n um inteiro positivo. Seja A um p-grupo abeliano

1

elementar de ordem p"*' agindo sobre um p'-grupo finito G. Assuma que existe um

inteiro positivo m tal que [7,(Ca(a)), ya(Ca (b)), 7. (Cq(b))] = 1, para todos a,b € A¥.

S

-~

Entao, v,(G) € nilpotente de classe {p,n, m}-limitada.

De certa forma o maior esforco no sentido de demonstrar os Teoremas 1 e 2 foi feito
na terceira secao do capitulo anterior com a formulacao e solugao destes problemas para
algebras de Lie, pois o primeiro passo que damos ¢é associar um anel de Lie a série central

inferior dos subgrupos 7,(G) e G de G e assim verificar que valem as hipéteses dos
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Teoremas 2.3.9 e 2.3.8 para estes anéis de Lie associados. Constatamos entao que estes
anéis de Lie associados aos subgrupos G(¥ e 7,(G) tem classes de nilpoténcia {p, d, m}-
limitada e {p,n, m}-limitada respectivamente. Consequentemente, pela finitude de G,
concluimos que tanto G¢ quanto 7, (G) tem classe {p, d, m}-limitada e {p, n, m}-limitada

respectivamente.

3.1 Caso Geral

Para qualquer inteiro positivo j e para quaisquer subgrupos Hy, - - - , Hy; de um grupo

G, definimos indutivamente
0(Hi) = Hy, -, 6(Hy, o+ Hy) = [6(Hy, -+ Hyi-1), 0(Hosm140, -+ Hy)].

Em particular, se H é um subgrupo de um grupo G, entdo HY) = §(H, - JH).
W
27

Lema 3.1.1. Sejam p um primo e k um inteiro positivo com k > 3. Seja A um p-grupo
abeliano elementar de ordem p* agindo sobre um p'-grupo finito G. Sejam Ay, Ay, -+ | Ay

0s subgrupos mazimais de A, entao para n tal que 2" < k — 1 temos que
G = (5(Ca(Ai),++ Ca(Ap))|L < iryin, -+ i < s,
e para n tal que n < k — 1 temos que
MW(G) = ([Ca(Ai), Ca(Ai), -+, Ca(As)I[1 S ia, -+ in < s)
Demonstragao: Considere o subgrupo
Ry = (0(Ca(Ai), -+, CalAiy))1 <y, ig, -+ ,in < 5),

onde 2! < k — 1. E facil ver que R; < GU| para mostrar a outra inclusdo usamos inducao

sobre [. Para | = 1 temos, pelo Lema 1.3.8, Ry = G’ = ([Ca(A;,), Ca(Ai)]|1 <iy,ip < s).
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Como hipétese de inducdo temos que R;_; = GU~Y. Vamos mostrar que R, ; < R;. Para

quaisquer Cg(4;,),--+,Ca(4;,) < G, temos que

[5(CG(Al1>7 T 7CG(Ai2z))7 6(CG(AJ1)7 T >CG(AJ ))] < Ry

ol—1 —

O que implica que R; é normal em R;_1, e ainda o quociente R;_1/ R, é abeliano. Portanto,
R, _; < R, como querfamos.

Agora, dado m < k — 1, considere o subgrupo

Sm = <[CG(Ai1)7CG'(Ai2)7 U >CG(AZm)]|1 < il? to 7im < S) .

Usamos indugao sobre m. Se m = 2, pelo Lema 1.3.8, temos que Sy = 1»(G) = G'.

Considere entao o subgrupo S,,_1 para m > 3. Temos que para quaisquer subgrupos

Cg(Aj), Cg<AZ'1), Og(AZ'Q), cee ,Cg(Aim) de G,
[[OG(Ai1)7 T 7CG(Aimf1)]7 CG(AJ)] < Sma

isto é, [Sm—-1,Cc(A; )] < Sy, para todo j. Portanto, como G é gerado pelos Ci(A4;), temos
que Sy, = Y (G). [

Lema 3.1.2. Assuma as hipdteses do Teorema 1. Entio, G'PD ¢ nilpotente.

Demonstragao: Assuma que G é um contraexemplo cuja ordem é a menor possivel.
Como cada Cg(a) é solivel, para todo a € A% segue, por Glauberman (Teorema 1.3.9),
que G é soluvel. Por hipdtese, temos que a d-ésima derivada do subgrupo G’ de G, isto
é GUD | ¢ nilpotente. Temos ainda que G+ & abeliano. De fato, se G nao é
abeliano, G /G@*+2) ¢ nilpotente pela hipétese de inducdo e assim, pelo Critério de Ph.

Hall (Teorema 1.1.7), G é nilpotente, uma contradicdo. Portanto, G(@*Y) ¢ abeliano.
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Sejam Ay, --- , A, os subgrupos maximais de A. Pelo Lema 3.1.1, temos que G+ ¢
gerado pelos 6(Cqr(A;,), - 7CG’(Ai2d)) com 1 <y, ig, -+ ,iga < 5. Para Ay, -+, Ay,
seja R = 6(Ca(Ar,), - -+, Ca(Ax,,)). Comoaordemde Aép™t!e2? <n, existea € A% tal
que os centralizadores Cg(Ay, ), -+, Ca(Ay,,) estdo todos contidos em Cg(a) e portanto

0(Ca(Ag,)s -+, CalAr,,)) C Cg(a) . Entdo, temos que

[G(d+1)>Ra"' >R = [Hé(CG’(AH)? aCG’(AiQd))>R7'” 7R =

m m

—TI6(Cor(An), -+ ColA) R Bl =1.

Assim, GUTDR é nilpotente. Consequéntemente, G**YR é um subgrupo subnormal
nilpotente de G. Segue que R C F(G). Portanto, como tomamos R arbitrariamente e
G@ ¢ gerado pelos §(Cg(A;,), - ,Ca(Ai,)) com 1 <iiy,idg, -+ ige < s, temos que G

é nilpotente. [ |

Agora podemos demonstrar o Teorema 1.

Teorema 1. Sejam p um primo, n, d inteiros positivos tais que 2 < n. Seja A um
p-grupo abeliano elementar de ordem p™*' agindo sobre um p'-grupo finito G. Assuma

que existe um inteiro positivo m tal que [Cq(a)?, Ca(b) D, - Cq(d)?¥] = 1, para todos

J/

-

a,b € A% Entio, G ¢ nilpotente de classe {p,d, m}-limitada.

Demonstragao: Seja L(G?) o anel de Lie associado ao grupo G? e considere o produto
tensorial L = L(G@) ® Z[w], onde w é uma p-ésima raiz primitiva da unidade. Temos
que L é uma é&lgebra de Lie sobre Z[w] e A age sobre L. Como G é um grupo finito
e mostramos que G@ ¢ nilpotente, para mostrar que a classe de nilpoténcia de G@ ¢
{p,d, m}-limitada é suficiente mostrar que L(G®) tem classe {p,d, m}-limitada. Para

tanto, dividimos a demonstracao em duas partes. A primeira consiste em, utilizar o Lema
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2.3.8 para demonstrar que L? tem classe {p, d, m}-limitada. Em um segundo momento,
utilizamos indugao para mostrar que L tem classe {p, d, m}-limitada, e concluimos entéao,
que L(G@®) ¢ nilpotente de classe {p, d, m}-limitada.

Para facilitar a notacdo utilizamos 7; no lugar de ~;(G®).

Se a € A%, temos que Cr(a) = & C,,(a)yit1/7%i+1 € pelo Lema 3.1.1

CL(CL)(d) = Z 5(071-1 (a), Cy, (@), ,Cy, 4 (a))%1+z’2+--~+i24+1/%'1+z‘2+~-+i2d+1-

2

Logo,
[CL(Q>(d)JgL(b)(d)7 e 7CL(b>(d)] = Z[T7 1/17 e 7Ym]7

J

m
onde T e Y} sao da seguinte forma.

T= (5<C’Y¢1 (a)7 C'Yi2 (a)7 T 0%‘2d (a))%1+i2+~~+id+1/7i1+i2+-~-+id e
Yi = 5(C'Yj1k (b)> C’yj2k (b)7 to >ny-

j (b))%&k+j2k+---+j2z+1/’Yj1k+jzk+---+j2z+1-

d
2k

Por hipétese, [Ca(a)®, Ca(b)@, - Ca(b)] = 1. Entdo, [T,Y1,---,Y,] = 0 e,

J/

m
portanto,

[CL(a)(d),gL(b)(d), . ,CL(b)(d)] = 0.

/

v~
m

Concluimos, pelo Lema 2.3.8, que LY ¢ nilpotente de classe {p, d, m}-limitada.
O objetivo agora é mostrar que L é nilpotente de classe {p, d, m}-limitada.

Sejam Aq,---, Ay os subgrupos maximais de A. Pelo Lema 3.1.1 temos que
G(d) = <(5(CG‘<A“), cee ,Cg(Ai2d>>|1 < il,ig, tee ,iQd <se 2d < TL> .

Sejam X, -+, X; as imagens dos subgrupos da forma 6(Cg(Ay,), -+ ,Cq(4;,,)) em
G@ /G Logo, L é gerado pelos conjuntos X, - - -, X;.
Como a ordem de A é p"+! e 2¢ < n, para quaisquer iy, - -« ,igd, j1, - - , jod < S existem

a,b € A¥ tais que os centralizadores Cg (A, ), - - -, Ca(A; ,) estao todos contidos em Cg(a)
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e Cg(Aj), -, Ca(A4;,,) estao todos contidos em Cg(b). Por hipétese, temos que

[5(CG(A11)7 7CG(Ai2d>>’6(CG(Aj1)"" 7CG(Aj2d>)"" 75(CG(Aj1)7"' ’CG(Ade)Z:I =1,

.

v~
m

logo

[OG(d> (Ak’)’ 5(CG(Aj1)’ T 7CG(Aj2d))’ T 75(CG(Aj1)> T ’OG(AJ'Qd)Z] =1

.

Agora, se X; ¢ a imagem de 0(Cq(4;,), -+ ,Cc(4;,,)) em G /G | segue que

(CL(Ag), X1, -+, Xi] =0, portanto [L, X;,---,X;] =0 pois L =Y, Cr(A).

m

Faca Z = Z(LY). Temos que [Z, X,Y] = [Z,Y, X] para quaisquer subconjuntos
X,Y C LU,

Ponha r = (m — 1)t + 1. Como L é gerado pelos conjuntos X1, - -, X;, entdo L4
¢ gerado por o(X;,, X;,, - ,Xz-2d_1), com 1 < iq,--+ ,ia1 < t. Levando em conta estes

fatos, temos que

),"',ut5t(X? Xt ...7X!f )]7

?
217 12 ’L2d_1

Z,, L] = Z[Z’“l Suxt o xt oo xl

21 127 ’de_1

onde uy; + - +up = 7.

O ntmero r ¢ suficientemente grande para que u; > m para algum j. Afirmamos que

(Zyay 00X, XE oo XD ) e 0 (X X ---,X-Zdil)]:O.

117 127 ’de,1 11? 127 1

De fato, temos que 0z (X}, XF, .- 7Xi]€2d71) C Xj, para algum j € {1,2,---,t} e ainda
[L,X,,---,X,] =0, o que conclui nossa afirmacao. Logo, (Z, LD ,L(d_l)l] =0e
—_—— ~ ~

7 < Z,(L1¥=V), onde Z, é o r-ésimo termo da série central superior de L@~1).
Aplicando este argumento repetidamente para L@~V /7 L@ /7, (L) ... e assim

por diante, concluimos que L@ < Z,,. (L),
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Portanto, L(4~Y é nilpotente de classe no méximo er + 1.

d—3)

Por inducéo, concluimos que L(*=2) L(@=3) ... I sio nilpotentes de classe {p,d,m}-

limitada. n

Seguindo os mesmos passos da demonstracao do Lema 3.1.2 temos o seguinte resultado.
Lema 3.1.3. Assuma as hipétese do Teorema 2. Entao, v,(G) € nilpotente.

A demonstragao de que v, (G) é nilpotente é idéntica a que fizemos na demonstracao
do Lema 3.1.2 para G'¥ e por esta razio a omitimos. Nos resta entdo mostrar que, sob
as hipdteses do Teorema 2, a classe de nilpoténcia de v,(G) é {p,n, m}-limitada e essa

demonstracao segue os mesmos passos da demonstragao do Teorema 1.

Teorema 2. Sejam p um primo e n um inteiro positivo. Seja A um p-grupo abeliano

1

elementar de ordem p"*' agindo sobre um p'-grupo finito G. Assuma que existe um

inteiro positivo m tal que [1,(Ca(a)), n(Ca(b)), -+ , 7 (Cg(b))] = 1, para todos a,b € A¥.

v

-~

Entao, v,(G) € nilpotente de classe {p,n, m}-limitada.

Demonstracao: Seja L(7,(G)) o anel de Lie associado ao grupo 7,(G). Faga
L = L(v,(G)) ® Z[w], onde w ¢ uma p-ésima raiz primitiva da unidade. L é uma &dlgebra
de Lie sobre Z[w] e A age sobre L. Temos que L é nilpotente pois 7,(G) o é, logo é
suficiente mostrar que L(7,(G)) tem classe {p,n, m}-limitada. Novamente, dividimos a
demonstracao em duas parte. A primeira consiste em utilizar o Lema 2.3.9 para demon-
strar que v, (L) tem classe {p, n, m}-limitada. Em seguida, utilizamos recursividade para
mostrar que L tem classe {p, n, m}-limitada, concluindo entao, que L(7,(G)) é nilpotente
com classe {p, n, m}-limitada.
Para facilitar a notagao utilizamos ~; no lugar de ~;(7,(G)).

Se a € A¥ | temos que Cr(a) = & C.,(a)yit1/7i11 € pelo Lema 3.1.1

771(011(&)) = Z[C%l (CL), C“/iQ (CL), T C%'n (a)]7i1+i2+"'+in+1/7’i1+i2+"'+in+1’
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onde [0%'1 <a>7 0%'2 <a>7 T O%'n (a)] =B < ’yn<OG(a))'

Entao,

[ (CL(@), 1 (CL(B)), -+ 1l CL(B)] = Y [T, Y1, Yo,

N~
m

onde T' = BYi, vigttint1/ Virtiottint1 € Yo = DuVis, o, oty +1/ Vit 4o+, +15 CONL
Dy, < 4 (Ca(b)).
Por hipétesea [PVn(CG@L))? ’Yn(CG(b))a T 7771(0@([)))] = 17 entao [T> Y'l> cee 7Ym] = 0.

v

~~
m

Portanto,

[7n(CL(a>>7;7n(CL(b)), T ,’Yn(CL(b))] = 0.

N~
m

Concluimos, pelo Lema 2.3.9, que 7,(L) é nilpotente de classe e, {p, n, m}-limitada, e a
primeira parte da demonstracao esta concluida.
O objetivo agora é mostrar que L é nilpotente de classe {p, n, m}-limitada.

Sejam Aj,---, A, os subgrupos maximais de A. Pelo Lema 3.1.1,

(@) = ([Ca(An), Ca(Aiy), - CalA)I[L <ia, - in < 5)

Sejam X7, - - - , Xy as imagens dos subgrupos da forma [C¢(A4;,), Ca(Asy), -+, Ca(Ai)]
em v,(G)/(7.(G)). Logo, L é gerado pelos conjuntos X, -+, X;.

Como a ordem de A é p"*!, para quaisquer iy, - ,ipn, j1, " ,jn < S existem a,b €
A# tais que os centralizadores Cq(A;,), -+ ,Cq(A;,) estdo todos contidos em Cg(a) e
Ca(Aj,), -+ ,Cq(A;,) estao todos contidos em Cg(b). Por hipétese, temos que

HCG(Ail)a T 7CG(Ain)]7 [CG(Ajl)f" 7CG(AJ'n>]7 T 7[CG(AJ'1)7"’ 7CG(AJn>l] =1,

-

34
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Agora, se X; ¢ a imagem de [Cg(A4;,), -+ ,Cq(4;,)] em 7,(G)/(7(G))’, segue que

[OL(Ak)yXla s ,Xl = 0. Portanto [L,Xl, cee ,Xl =0 pOiS L= Zk CL(Ak)

Faca Z = né(vn(L)) Logo, temos que [Z:nX, Y| =1[Z,Y, X] para quaisquer subconjun-
tos X,Y C v,_1(L).

Ponha r = (m — 1)t + 1. Como L é gerado pelos conjuntos X, ---, X, segue que
Yn-1(L) é gerado por [X;,, -+, X; || para 1l <iy,--- i, 1 <t. Levando em conta estes

fatos, podemos escrever

[Zﬂ" ’Ynfl(L)] = Z[Z7U1 [Xilp T 7Xi1(n,1>]a T [Xzi? e 7X;(n,1)]]7

onde uy + -+ u = .

O numero r ¢ suficientemente grande para que u; > m para algum j. Afirmamos que

[Zml [Xily T 7Xi1(n_1)]7 T ue [Xflv T 7Xf(n_1)]] = 0.
De fato, [Xz-kl,--- ,Xf(nil)] C X, para algum j € {1,2,---,t} e, como visto an-
teriormente, [L, X;,---,X;] = 0 o que conclui nossa afirmacao. Entdo, temos que
—_—
(Z,Yn-1(L), - ;m-1(L)] = 0e Z < Z,(yn-1(L)), onde Z, é o r-ésimo termo da série

-~

central superi:)r de vp—1(L).

Aplicando este argumento repetidamente para v,_1(L)/Z | Yn-1(L)/Zo(yn(L)), -+ €
assim por diante, concluimos que v, (L) < Z,(7n-1(L)).

Portanto, 7,_1(L) é nilpotente de classe no méximo er + 1.

Por indugao, concluimos que 7,_2(L),vn—3(L), -+, (L) = L, sdo nilpotentes de

classe {p, n, m}-limitada. [ |
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Capitulo 4

Grupos que Satisfazem uma lei

positiva

Vimos, tanto na introducao deste trabalho quanto no capitulo anterior, que impondo
certas restri¢coes sobre os centralizadores de automorfismos coprimos de um dado grupo
G obtemos propriedades especificas satisfeitas em todo o G. E uma pergunta natural que
surge é em quais situagoes tal fenomeno ocorre. Neste capitulo estudamos outro caso par-
ticular deste fenomeno. Como forma de refrescar nossas idéias relembramos rapidamente
o que significa um grupo satisfazer uma lei positiva.

Seja F' o grupo livre sobre X = {z1, x5, --}. Uma palavra positiva em X é qualquer
elemento nao trivial de F' nao envolvendo os inversos dos z;. Uma lei positiva de um
grupo G ¢é uma identidade nao trivial da forma u = v, onde u,v sao palavras positivas
em F', valida para toda substituicaio X — G. O maximo dos comprimentos de u e v é
chamado de grau da lei u = v. Sejam p um nimero primo e e um inteiro positivo, seja
A um p-grupo abeliano elementar agindo sobre um p-grupo finito G, Shumyatsky [24]
mostrou que se a ordem de A é p* e assumindo que Cg(a) satisfaz uma lei positiva de
grau n, para todo a € A", entao G satisfaz uma lei positiva de grau limitado por uma
funcao dependendo somente de p e n. O autor utilizou o resultado de Burns, Macedonska

e Medvedev [2], onde eles mostraram que existe fungoes ¢(n) e e(n) dependendo somente
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Capitulo 4. Grupos que Satisfazem uma lei positiva

de n, tal que qualquer grupo finito satisfazendo uma lei positiva de grau n é uma extensao
de um grupo nilpotente de classse no maximo ¢(n) por um grupo de expoente dividindo
e(n), além é claro da teoria de &lgebras de Lie apresentada no segundo capitulo deste

trabalho. Nosso principal objetivo aqui é mostrar o seguinte teorema

Teorema 3. Seja p um primo. Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p* agindo
sobre um p'-grupo finito G. Assuma que (Cg(a), Cq(b)) satisfaz uma lei positiva de grau
n para todos a,b € A¥. FEntdo, G satisfaz uma lei positiva de grau limitado por uma

funcao dependendo somente de n e p.

4.1 Reducao ao Caso de p-Grupos

Sejam p um primo e e um inteiro positivo. Seja A um p-grupo abeliano elementar
de ordem p? agindo sobre um p'-grupo finito G. Suponha que para quaisquer elementos
a,b € A% o subgrupo (Cg(a),Cq(b)) possui um subgrupo normal nilpotente, digamos
Nap, de classe no méximo ¢ cujo quociente (Cg(a),Cu(b)) /Ngy tem expoente e. Dado
a € A%, Faca N, = (Myea# Nup) N Ca(a). Note que N, é nilpotente de classe no maximo
¢ e que o quociente Cg(a)/N, tem expoente dividindo e. De fato, temos que o quociente
(Cq(a),Cq(b)) /Ng tem expoente e, para todo b € A% e Cg(a)/N, pode ser imerso no
produto cartesiano finito de quocientes da forma (Cg(a), Cg(b;)) /Nap,, com b; € A¥.
Como cada um destes quocientes tem expoente e, segue que Cg(a)/N, tem expoente e,

para todo b € A#. Além disso, temos que N, C F({N,,Cs(b))), para todo b € A%,
Lema 4.1.1. Sob as hipdteses acima temos que N, < F(G).

Demonstracao: Seja z um elemento arbitrario de N,. Entdo, para qualquer b € A%
temos x € F({N,,Cg(b))). Precisamos mostrar que x € F(G). Seja G um contraexemplo
de menor ordem. Suponha primeiramente que G é solivel. Entao, x € Fy(G). Faga

F = F(G), como F(G/®(G)) = F/®(G), Lema 1.1.14, podemos supor que F' é abeliano.
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Capitulo 4. Grupos que Satisfazem uma lei positiva

Pelo Lema 1.3.6, F = [],. 44 Cr(a). Como z € F({N,,Cg(b))) para qualquer b € A#,
existe um inteiro positivo n tal que [Cr(b),z,--- ,z] = 1 para qualquer b € A%. Segue

n

que [F,z,--- 2] = 1, e consequéntemente (x, F'(G)) é um subgrupo subnormal nilpotente

de G. Portgnto, x € F, uma contradicao. Como z é arbitrario em N,, o resultado segue.

Agora consideramos o caso onde G nao é soluvel. Seja M um subgrupo normal minimal
A-invariante de G. Por indugdo M N,/M < F(G/M). Se F(G) # 1, podemos assumir
que M < F(G). Entao, M N, é um grupo solivel satisfazendo as hip6teses do lema, logo
N, < F(MN,), o que é uma contradi¢ao. Assim podemos assumir que F'(G) = 1 e que
M é um produto direto de grupos simples.

Tomando qualquer elemento z € N, considere o subgrupo M <£L’A>. Note que este
subgrupo satisfaz a hipotese do Lema e, pela hipotese de inducao, G = M <xA>. Como
x € F((N,,Cq(b))), paratodo b € A% entao x centraliza E(Cg(b)), para todo b € A% (ver
Lema 1.2.2 do primeiro capitulo). Agora, pelo Lema 1.3.10, M = (E(Cy(b))|b € A%).
Portanto, z € Z(G), uma contradigao pois Z(G) C F(G) = 1. [ |

Um caso semelhante ao do Teorema 3 e ja citado na introdugao deste trabalho foi
obtido por Khukhro e Shumyatsky [13], onde os autores trabalharam com o expoente de

um grupo e mostraram o seguinte resultado.

Teorema 4.1.2. Sejam p um primo e e um inteiro positivo. Seja A um p-grupo abeliano
elementar de ordem p? agindo sobre um p -grupo finito G. Assuma que o expoente de

Cg(a) divide e para todo a € A*. Entdo, o expoente de G ¢é {e,p}-limitado.
Combinando o Lema 4.1.1 e o Teorema 4.1.2 deduzimos o seguinte Lema.

Lema 4.1.3. Sejam p um primo e e um inteiro positivo. Seja A um p-grupo abeliano
elementar de ordem p* agindo sobre um p -grupo finito G. Assuma que o expoente do
quociente (Cg(a), Ca(b)) /F((Cg(a),Cq(b))) divide e para todos a,b € A#. Entdo, o
expoente do quociente G/F(G) é {e,p}-limitado.
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Demonstracao: Seja N, como no lema anterior. Logo, N, < F(G) e Cg(a)/N, tem ex-
poente {e, p}-limitado. Portanto, a imagem de C¢(a) no quociente G/ F(G) tem expoente
{e, p}-limitado, para todo a € A#. Logo, pelo Teorema 4.1.2, G/F(G) tem expoente
{e, p}-limitado. [ |

Lema 4.1.4. Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p* agindo sobre um p -grupo
finito G solivel de comprimento derivado no mdzimo d. Assuma que (Cg(a),Ca(b)) tem
um subgrupo nilpotente de classe no mdzimo c e indice k, para todos a,b € A¥. Entao,
G tem um subgrupo nilpotente caracteristico cuja classe e o indice sao ambos {c,k,d,p}-

limitados.

Demonstracao: Sem perda de generalidade podemos assumir que, para todos a,b € A%,
o subgrupo (Cg(a), Ce (b)) tem um subgrupo nilpotente caracteristico de classe no maximo
c e indice no maximo k. Sejam Aj, Ay, ---, A,y 0s subgrupos maximais de A e faca
G; = Cg(A;) parai =1,--- ,p+ 1. Escolha a € A*. Para qualquer b € A# denote por
N, algum subgrupo nilpotente caracteristico de classe no maximo ¢ e indice no maximo
k de (Cg(a),Cq(b)). Faga N, = (Myea# Nap) N Cg(a). Podemos assumir sem perda de
generalidade que a € A; e entdo o indice de N, em G; é {p, k}-limitado. Temos uma
importante propriedade dos subgrupos N,: se M é um subgrupo normal abeliano A-
invariante de GG, entao M N, é nilpotente de classe no maximo ¢ + 1. De fato, pelo Lema
1.3.6, M =[] M;, onde M; = G; N M. Portanto, para mostrar que M N, é nilpotente de
classe no maximo c+1 ¢ suficiente mostrar que (M;, N,) é nilpotente de classe no maximo
¢+ 1, para todo j = 1,--- ,p+ 1. Mas, N, estd contido em um subgrupo nilpotente
caracteristico de classe no maximo ¢ de (Cg(a), Ce(b)) enquanto M, estd contido em um
subgrupo normal abeliano de (Cg(a), Ce(b)). Segue, portanto, que (M, N,) é nilpotente
de classe no maximo ¢ + 1, como queriamos.

Agora, suponha que H é um subgrupo normal nilpotente de classe u A-invariante de G.
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Entao, HN, é nilpotente de classe no maximo c@ +u. De fato, sabemos do paragrafo

anterior que HN,/H' é nilpotente de classe no maximo < ¢+ 1. Portanto, pelo Teorema
de Hall [8], HN, é nilpotente de classe no maximo c@ + u. Estamos agora prontos
para demonstrar o lema usando inducéo sobre d. Suponha por inducéo que G’ tem um
subgrupo nilpotente caracteristico tal que a classe e o indice sao {c, k,d, p}-limitados.
Agora, faca Ly = G e Lj=L; 1Gjparaj=1,---,p+ 1. Pelo Lema 1.3.6, L,1 = G.
Usamos inducao sobre j para mostrar que L; tem um subgrupo nilpotente caracteristico
com a propriedade requerida para todo j. Assuma que o lema vale para L;_; e seja () um
subgrupo nilpotente caracteristico de L;_; cuja classe u e o indice ¢ sao ambos limitados
em termos de p,c,d e k somente. Considere o subgrupo QN, de L;. Pode-se facilmente
checar que o indice de QN, em L; é¢ no maximo At e vimos acima que ()N, ¢ nilpotente de

classe {c, u}-limitada. Assim, o fecho normal de )N, em L; é um subgrupo caracteristico

com a propriedade requerida e a demonstracao esta completa. |

O préximo Teorema foi demonstrado por Shumyatsky [26] e consiste de um caso par-
ticular ao que propomos mostrar neste capitulo, onde o autor utilizou técnicas parecidas

com as que utilizamos no terceiro capitulo deste trabalho.

Teorema 4.1.5. Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p? agindo sobre um
p -grupo finito G. Assuma que (Cq(a),Cq(b)) € nilpotente de classe no mdzimo c, para
todos a,b € A¥. Entdo, G € nilpotente de classe limitada por uma funcdo dependendo

somente de p e c.

Lema 4.1.6. Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p* agindo sobre um p -grupo
finito G. Assuma que (Cg(a),Cq(b)) tem um subgrupo nilpotente de classe no mdzimo
c e indice k, para todos a,b € A*. Entdo, G tem um subgrupo normal nilpotente cuja

classe e o indice sao {c, k, p}-limitados.

Demonstracao: Sejam Aj, Ay, .-+, A,y 0s subgrupos maximais de A. Logo, combi-
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nando o Lema 4.1.3 com o Lema 1.3.4 (v), temos que no quociente G/F(G) o subgrupo
(Ca(A;),Cq(A4;)) tem ordem {k,p}-limitada, para todos 1 < 4,5 < p+ 1. Logo, pelo
Lema 4.1.3, G/F(G) tem ordem {k,p}-limitada. Assim ¢ suficiente mostrar o lema para
o caso onde G ¢ nilpotente. Pegue a € A#. Para qualquer subgrupo H, A-invariante de G
e b € A# defina o parametro j,(H) como o menor inteiro positivo j tal que (Cy(a), Cp (b))
tem um subgrupo normal nilpotente de classe no méximo ¢ e indice no maximo j. Faca
ANH) =3 pear o(H). E claro que A(G) é {k,p}-limitado. Usamos inducao sobre A(G).
O caso A\(G) = p? — 1 (o menor valor possivel para A(G) - ocorre se, e somente se,
(Cg(a),Cq(b)) é nilpotente de classe ¢ para qualquer a,b € A#) segue imediatamente
do Teorema 4.1.5. Assuma, por inducao, que se H é um subgrupo A-invariante de G
tal que A(H) < A(G), entdao H tem um subgrupo normal nilpotente cuja a classe e o
indice sao {c, k, p}-limitados. Seja f = f(c,p) a fungao que limita a classe do grupo no
Teorema 4.1.5. Denote por R o (f 4 2)-termo da série central inferior de G. Suponha que
k(R) = k(G). Logo, usando o Lema 1.1.8 ¢ facil checar que neste caso (Cg/r(a), Cgr(b))
é nilpotente de classe no maximo ¢, para todos a,b € A, e novamente pelo Teorema 4.1.5,
G/R é nilpotente de classe f. Como R = 7742(G), concluimos que R = 1 e o resultado
segue.

Assuma agora que \(R) < A(G). Entao, pela hipdtese de induc¢ao, R tem um sub-
grupo normal nilpotente cuja classe e o indice sao {c, k, p}-limitados e, consequentemente,

o comprimento derivado de G é {¢, k, p}-limitados. E o teorema segue do Lema 4.1.4. W

No proximo resultado consideramos um ¢-grupo finitamente gerado GG. Supondo que
o subgrupo (Cg(a),Cqs(b)) de G é uma extensao de um grupo nilpotente de classe no
méximo ¢ por um grupo de expoente e, para todos a,b € A%, onde A, como nos resultados
anteriores, é um p-grupo abeliano elementar de ordem p? agindo sobre G, concluimos que
o posto de G ¢ limitado por uma funcao que depende de c,e,m e p. Tal resultado é a

chave para provarmos o Teorema 3 e em sua demonstracao utilizamos a teoria de algebra
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Lie, mais precisamente a associacao da algebra de Lie correspondente a série de Jennings-
Lazard-Zassenhaus ao grupo G. Os detalhes dessa associacao de uma algebra de Lie a

um grupo pode ser visto no segundo capitulo deste trabalho.

Proposicao 4.1.7. Sejam p e g primos distintos. Seja A um p-grupo abeliano elementar
de ordem p* agindo sobre o q-grupo finito m-gerado G. Assuma que (Cg(a), Cg(b)) € uma
extencao de um grupo nilpotente de classe no mdximo ¢ por um grupo de expoente e, para

todos a,b € A*. Entao, o posto de G é {c, e, m, p}-limitado.

Demonstracao: Primeiramente, note que se ¢ > e, entdo o subgrupo (Cg(a), Ca(b))
¢ nilpotente de classe no méximo ¢, para todos a,b € A%, e pelo Teorema 4.1.5, G
é nilpotente de classe {c,p}-limitada. Assim, podemos assumir que ¢ < e e e é uma
poténcia de ¢. Relembrando a quarta secao do segundo capitulo deste trabalho, onde
associamos um anel de Lie a um grupo finito pela série de Jennings-Lazard-Zassenhaus
correspondente. Ponha D; = D;(G), L = Ly(G) e Ly = LN D;/Djy. Logo L = @L,.
Podemos ver A como um grupo agindo sobre L. Sejam A;, Ay, ---, Ap11 0s subgrupos
maximais distintos de A e para quisquer 4, j faca Li; = O, (A;). Como G = [[,c 4% Cal(a),

para qualquer j, temos

Lj - Z LZJ

1<i<p+1
Pelo Lema 1.3.1, para qualquer | € L;; existe z € D;NCq(A;) tal que [ = xD;1,. Sabemos
que para qualquer k = 1,--- ,p+ 1 o subgrupo (Cs(A;), Ca(Ag)) é uma extensao de um

grupo nilpotente de classe no maximo ¢ por um grupo de expoente dividindo e. Portanto,

[Cg(AZ), LEe, e ,xe =1.

C

Como L = ), Cr(Ay), segue que a transformacao linear de L induzida por comutagio

com o elemento correspondente a x¢ é nilpotente de indice no maximo ¢. Combinando
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esse fato com o Lema de Lazard 2.4.11, temos que
qualquer elemento em L;; é ad-nilpotente de indice no maximo ce. (4.1)

O problema é que nao podemos afirmar que o produto de Lie desses elementos estd
novamente em algum L;;. Para superar esse problema extendemos o corpo base de L por
uma p-ésima raiz primitiva da unidade w, formando a dlgebra de Lie L = L ® F,[w]. E
natural identificar L com a F, -subalgebra L ® 1 de L. Observamos que se um elemento
x € L é ad-nilpotente de indice m, temos que, o “mesmo”elemento x ® 1 é ad-nilpotente
em L de mesmo indice. A idéia é provar que L é nilpotente de classe {p, n}-limitada e
consequentemente L também o sera.

Ponha L; = L; ® F [w]. Entdao, L = <L_1>, pois L = (L,), e L é a soma direta dos
componentes homogéneos L_j Como o F -espaco Ly ¢ m-dimencional o F,[w]-espaco L,
também o é. O grupo A age naturalmente sobre L e temos que L_Z] = ij(Ai), onde

Lij = L @ F [w]. O que devemos mostrar agora é que
qualquer elemento y € L_Z] ¢ ad-nilpotente de indice {p,n} — limitado. (4.2)
De fato, como y € L;; = L;; ® F [w], podemos escrever y da forma

2 —2
Y=20+wr Fwret+- -+ w X,

para alguns o, T1, -+ ,Tp—2 € L;j, 0s quais sao todos ad-nilpotentes de indice no maximo
ce por (4.1). Considere H = (xg,wzy,w?ss, -+ ,wP 21, o). Note que H C C7(4;), pois
To, L1, Xy € Cp(A;). Um comutador de peso k nos w®zs tem a forma w'x para

algum x € L;s, onde s = kj. Como, por (4.1), x é ad-nilpotente de indice no maximo ce,
entao w'r também o é.
Combinando a Proposigao 2.4.1 com o fato de Ly (G, Cq(4;)) = Cr, ) (As), concluimos

que C1(A;) satisfaz uma identidade polinomial multilinear de grau {c, e}-limitado. Como
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essa identidade é multilinear, também ¢é satisfeita em Cp(A;) = CL(A;) ® Fylw]. Como
consequéncia do fato de H C Cp(A4;) essa identidade é satisfeita em H. Agora, pelo

Teorema 2.2.1, H é nilpotente de classe {p, ¢, e}-limitada. E o Lema 2.3.3 diz que para

algum nimero v, {p, ¢, e}-limitado, [L, H,--- , H] = 0.

Assim, obtemos (4.2).

Como A é abeliano e agora o corpo base contém todas as raizes para A, todo Ej se
decompoém em soma direta de autoespacos comuns para A. Em particular, o espaco L;
é gerado por no maximo m autovetores comuns para A. Portanto, L é gerada por m
autovetores comuns para A de L;. Todo autoespaco comum esté contido no centralizador
C7r(A;), para algum 1 < ¢ < p+ 1, pois A é ndo ciclico. Note que qualquer comutador
nesses autovetores comuns ¢ novamente um autovetor comum. Portanto, sely,--- 1, € L
sdo autovetores comuns para A, gerando L, entdo qualquer comutador nesses geradores
pertence a algum fij, e portanto, é ad-nilpotente de indice {p, ¢, e}-limitado.

Sabemos que uma identidade polinomial f = 0 é satisfeita em C3(A;) = CL(A4;)QF [w].
Pelo Corolério 2.2.3, L satisfaz alguma identidade ¢(f) = 0 que depende somente de ¢, e
e p. Agora o Teorema 2.2.1 diz que L (por conseguinte L) é nilpotente de classe {p, c, e}-

limitada. Portanto, pelo Lema 2.4.15, o teorema segue. [ |

Finalmente passamos a demonstracao do Teorema 3.

Teorema 3. Seja p um primo. Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p* agindo
sobre um p -grupo finito G. Assuma que (Cg(a), Ca(b)) satisfaz uma lei positiva de grau

n, para todos a,b € A*. Entdao, G satisfaz uma lei positiva de grau {n,p}-limitado.

Demonstragao: De acordo com o Teorema de Burns, Macedonska e Madvedev, existem
nimeros ¢ e e que dependem somente de n tal que, para quaisquer a,b € A# o subgrupo
(Cg(a),Cq(b)) é uma extensao de um grupo nilpotente de classe no maximo ¢ por um

grupo cujo expoente divide e. Agora, o Lema 4.1.3 nos diz que o expoente do quociente
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G/F(G) é {e,p}-limitado. Vamos denotar este expoente por €. Seja {qi, - ,q:} o con-
junto dos primos que dividem a ordem de F'(G). Vamos assumir que ¢y, - - , ¢, dividem
e mas que ¢y1,- -+ ,q nao dividem e. Seja S; o g;-subgrupo de Sylow de F(G) e es-
creva S = S, X -+ x S;. Logo, para quaisquer a,b € A%, o subgrupo (Cs(a), Cs(b)) é
nilpotente de classe no maximo c¢. Assim, pelo Teorema 4.1.5, S é nilpotente de classe
{¢, p}-limitada.

Sejam g, h elementos arbitrarios de .S; para algum ¢ < r, ou de S. Seja H um subgrupo
normal minimal A-invariante de G contendo g e h. Como H = [],. 4+ Cr(a), temos que H
é gerado por no maximo 2p? elementos. Pela Proposicao 4.1.7, e o fato de S ser nilpotente
de classe {c, p}-limitada, segue que o posto de H é {n, p}-limitado. Agora, para quaisquer
a,b € A% o subgrupo (Cy(a),Cg(b)) é uma extensio de um grupo nilpotente de classe
no maximo ¢ por um grupo de expoente dividindo e e, ao mesmo tempo, (Cy(a), Cy (b))
tem posto {n, p}-limitado, para quaisquer a,b € A#. Segue que (Cy(a), Cx (b)) tem um
subgrupo de classe no maximo ¢ e indice {n, p}-limitado [veja Lema 1.4.19]. Aplicando
o Lema 4.1.6, concluimos que H tem um subgrupo nilpotente cuja classe e o indice sao
ambos {n, p}-limitados. Denotemos por k o maior destes limitantes.

Sejam x,y elementos arbitrarios de G. Mostramos acima que qualquer subgrupo de
Sylow de (z*,y*) tem classe {n,p}-limitada, onde € é o expoente {n,p}-limitado do
quociente G/F(G). Entao, (z*,y*) tem classe {n,p}-limitada. Seja v o mdximo das
classes dos subgrupos <xk€, yk€>, onde z e y percorrem todo G. Portanto, G satisfaz a lei
de Malcev sobre duas variaveis M, (z*¢, y*¢) cujo grau é {n, p}-limitado. E a demonstracio

esta completa. |
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Baixar livros de Turismo
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