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RESUMO

CARDOSO, Andre da Silva. DFLD-EXP: uma solucao samalitica para a equacao de
adveccéao-disperséo. 2008. Dissertacédo (Mestraddaelagem Computacional) - Instituto
Politécnico, Universidade do Estado do Rio de JanBiova Friburgo, 2008.

A equacdo de adveccao-dispersao possui grandetampi@a na engenharia e nas ciéncias
aplicadas. No entanto, como é bem conhecido, ancgéite de uma solucdo numeérica
apropriada para essa equacdo € um problema desafiado para engenheiros como para
matematicos, fisicos e outros profissionais queatteam com a modelagem de fenémenos
associados a ela. Muitos métodos numéricos desadeslpodem apresentar uma série de
inconvenientes, tais como oscilagbes, disperséo dissipacdo numeérica e instabilidade,
além de serem inapropriados para determinadas @@@wlde contorno. O presente trabalho
apresenta e analisa a metodologia DFP- uma nova abordagem para a obtencdo de
solugdes semi-analiticas da equacdo de advecgdersh®, a qual utiliza um tipo particular
de diferencas finitas para a discretizagdo esppgitdmente com técnicas de exponencial de
matrizes para a resolucdo temporal. Uma cuidadosdisa numérica mostra que a
metodologia resultante é ndo-oscilatéria, essaneiale nao-dispersiva e ndo-dissipativa, e
incondicionalmente estavel. Resolu¢des de variesplos numéricos, através de um cédigo

desenvolvido em linguagem MATLAB, confirmam os fésdos tedricos.

Palavras-chaveAdveccao-dispersao; solucdo semi-analitica; expoaktde matrizes.



ABSTRACT

The advection-dispersion equation has been veryitapt in engineering and the applied
sciences. However, the obtainment of an appropnateerical solution to that equation has
been challenging problem to engineers, mathemasgiphysicians and others that work in
the modeling of phenomena associate to advectspediion equation. Many developed
numerical methods may produce a succession of kestgust as oscillations, numerical
dispersion and/or dissipation, instability and #hosethods also may be inappropriate to
determined boundary conditions. The present worawshand analyses the DFL&X
methodology, a new way to obtain semi-analytic sohs to advection-dispersion equation,
that make use of a particular form of finite diffacing to the spatial discretization with
techniques of matrix exponential to the time sajviA detailed numerical analysis shows the
methodology is non-oscillatory, essentially norpdisive and non-dissipative, and
unconditionally stable. Resolutions of any numérieaamples, by a computational

code developed in MATLAB language, confirm the tietizcal results.

Keywords: Advection-dispersion; semi-analytic smnf matrix exponential.



10

SUMARIO

N ESI0] 51U 07:X 0 ST 10
2 FORMULAGCAO DO PROBLEMA ..ottt enennans 13
2.1 A EQUacao de AdVECCAO-DISPEISAQ. .. ..ciiieeeeeieiieeieeiiiiiiiias s e e e seeeess s s e e eaaaeaaaeeeeeennnnes 13
V2R To] [VTox= To AN g F-Y [ 1 o= WY o] £0 )] 1 4= Uo F- 1RO 15
3 O METODO DFLD-EXP......cvitiiieeieeeeeeeeteeeeieee e teeeaeae s ete e tesaeseneeasstesteeseanneseens 16
3.1 Discretizac80 ESPACIAL........coevviiiiiiiiiiiiie et 16.
I 1T = Tor= Lo o b= T ] - To [ 18
3.3 Andlise da Disperséo e Dissipacao NUMETICA...........ccevvvvvriiiiiiiiieeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeee, 20
G =T (W or= o I AN (=T ¢ = 11 L= U PPPRR 25
3.5 Resolugcdo Temporal com Exponencial de Matrizes........cccceeeeeeeevveeeeeveiiniiiies 27

4 EXEMPLOS NUMERICOS .....ooviieeeeeeee ettt teae ettt eae s eassaesteeaeaeneenens 40
4.1 Exemplos com NUmeros de Peclet CONStantes...........oovvvvvvvvviiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeee e, 40
4.2 Exemplos com NUumeros de Peclet DiStintOS...........oooeeeviiiiiieeieiics e 44
G B =T 0 0] 0] [0 T =T = 1 50

5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS. .....cooieteeteeteeeeee e 54
5.1 CONCIUSDES.....ceeiieiiiitie ettt e et e et e e e e et e e e e e smmr e e e s e e e e e s 54
5.2 PerSPECHIVAS FULUIAS.........cvuiiiiiiiiiiiiee e e ee e e e ee et ettt eeeee e e e eaeaeasa s e e s s e eaaeeaaaeeeeeennnnnns 56
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ..ottt 58

F N =1 = N ] [ SRS 60



11

1 INTRODUCAO

A equacédo de adveccao-dispersdo (também chamacandeccéo-difusdo) pode ser
escrita na seguinte forma:

%_Ct:+D.(CV)+D.(DDC)=O, (1.1)

onde C € um escalar que representa, por exemplo, a ciwac&a de uma espécie quimica e
D o seu coeficiente de dispersdo. Na Eq. (lt1descreve o tempo ¥ €& um campo de

velocidade especificado geralmente em uma, dua€suimensdes espaciais.

A equacéo diferencial parcial descrita na Eq.)(fein grande importancia pratica e
tedrica, e governa a evolucdo de uma variedadesi@rienos fisicos, relacionados com
escoamentos reativos e ndo-reativos, fluxos em smgiwosos, modelagem de fendbmenos
atmosféricos naturais e predicdo do tempo, proldaetealinamicas dos gases, poluicao do ar,
poluicdo de rios e lagos, oceanografia, sismicaicemdutores, fluxo de traficos urbanos,
escoamento em vasos capilares e tubos renaisfei@msa de calor por difuséo e conveccéao,
e outros problemas de interesse da tecnologia eiéasas aplicadas.

Muitas vezes o campo de velocidade, as condi¢céesodtorno e/ou as condi¢cfes
iniciais sdo descritas por funcdes suficientemeotaplicadas, de modo que solu¢des néo
podem ser determinadas analiticamente. Assim, eimsvéasos de interesse pratico, solugdes
numeéricas para a equacado de adveccao-dispersdec@gsarias para modelar problemas do
mundo real.

Durante as ultimas décadas, a procura de umadolugmérica para a equacao de
adveccéao-disperséo tem envolvido um grande esfiteguesquisa e muitos algoritmos foram
desenvolvidos em varias areas de aplicacbes, vejegoM (1996). No entanto, € bem

conhecido que algumas classes de tais algoritmdsnpgroduzir disperséo ou dissipacao de
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origem numérica, além de comportamento oscilatoriais fendmenos numeéricos
indesejaveis afetam os valores da vari&@el de modo que as concentracfes resultantes
podem apresentar aspectos espurios, longe de d$isieamente corretos. Em tais classes
encontram-se 0s meétodos classicos de diferenciéasfinal como o esquema de diferencas
centradas, veja, por exemplo, Siemieniuch e Gldd¢l€l78) para uma andlise desses

métodos no ambito da equacéo de adveccgdo-dispersao.

Esquemas centrais ndo-oscilatérios foram intrathszem um contexto numérico mais
amplo envolvendo leis de conversacdo. Entre elederpos citar:if Os métodos do tipo
Godunov, i) métodos do tipo TVD tétal variation diminishiny (iii) métodos
essencialmente ndo oscilatérios (ENO)w ¢s esquemas centrais de Nessyahu-Tadmor e
Kurganov-Tadmor. Para os leitores interessadosa@amtetodologias indicamos as seguintes
fontes disponiveis na literatura, e as referénbibBograficas incluidas nelas: Nessyahu e
Tadmor (1990), Thomas (1995, 1999), Kurganov e Tadi2000) e Leveque (2002). Talvez
a maior desvantagem dessas metodologias residatmalé muitas vezes imporem severas
restricbes no passo de tempo.

Considerando problemas de adveccao-dispersdo endionais, no presente trabalho
introduzimos e analisamos de maneira detalhadatodmé&ue denominamos de DFle3p
Trata-se de um método que utiliza uma discretizagpacial em diferengas finitas com uma
escolha apropriada para o tamanho do passdx. Esta escolha ndo apenas resulta em um
esquema nao oscilatorio, o qual essencialmenteapéesenta dispersdo nem dissipacao
numérica, mas também reduz a discretizacdo espadial sistema de equacdes diferenciais
ordinarias lineares cuja matriz dos coeficientds, € simplesmente bidiagonal inferior. A
geracdo da grade de discretizacdo € feita de foamtamatizada e € determinada,
essencialmente, pelo campo de velocidade, o qui per constante ou uma funcdo nao-
decrescente da variavel espacial Como consequUéncia, os autovalores da mafiz
dependem diretamente do numero de Peclet nos rgrade gerada.

Em adicéo, a resolucdo temporal é feita utilizaseldécnicas de exponencial de matrizes, as
quais exploram fortemente a forma #e juntamente com a relagédo existente entre 0os seus
autovalores. Trés técnicas, que dependem ou nawlii@licidade dos autovalores de, sao
desenvolvidas e utilizadas no presente trabalh@efixentos numéricos mostram que a
metodologia DFLDexp resultante dessas estratégias numeéricas, alérfictnte, apresenta
solugdes semi-analiticas acuradas. Deve-se obsguearo método DFLRxp é também
incondicionalmente estavel estando inteiramente lie restricdes relacionadas com o passo
de tempo proveniente de possiveis discretizacGgsaeis.
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Cuidadosas analises sao feitas aqui, incluindon@ise numeérica referente aos
fendbmenos de dissipacdo e dispersdo numéricastersia e unicidade das solucbes semi-

analiticas geradas pela metodologia DR e 0 comportamento assintético de tais

solucdes.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

2.1 A Equacédo de Adveccéao-Dispersao

Neste trabalho, estaremos interessados em resetpeacoes diferenciais parciais

unidimensionais da forma descrita abaixo, as gésdenominadas de advecgéo-disperséo,

2
aC,0(Cv) _o°C _

0. 2.1
ot ox x> 2.1)

Tais equacdes estardo definidas sobre um domipecies0< x< L, e serdo vélidas para

t>0. No contexto do fendbmeno fisico de adveccao-dismerv e D representam a
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velocidade e o coeficiente de dispersdo, respecemée. Aqui, suporemos que tais
coeficientes possuem valores positivos, seridloconstante ev(x) uma funcdo néo-
decrescente da variavel. A hipétese dev(x )ser ndo-decrescente é fisicamente coerente,
pois garante que as particulas do fluido que ewdibente viajam com velocidade maior ou
igual daquelas que se encontram atras. Assim, Adpohto de estagnacdo ao longo do
escoamento, permitindo que seja sempre independente do tempo, além de gagaetio
sentido da velocidade nunca possa ser revertido.

Consideraremos, que a funcéo incogrlta C(x,t sajisfaz as seguintes condi¢bes

iniciais e de contorno:

C(x0)=f(x); O<x<L, (2.2)
c(Ot)=C,;t>0, (2.3)
oC(L.t) _ 0 (2.4)

0X

Introduzindo as mudangas de variavedy, =C/C,, X, =x/L e, t,=Dt/L?,
notamos que a equacéao diferencial na Eq.(2.1)d&e i@ forma adimensional

0C, , 8(Cad) _0°Cq _

0, 2.5
ot 0Xx, ox? (:5)

onde A(X) =v(x)L/D é o numero de Peclet no ponta O nimero de Peclet € um adimensional que

relaciona parametros do fendmeno advectivo conspedsivo. Para problemas de fluxo de
massa em escoamentos com viscosidade, o numereadlet Pode ser obtido a partir de
outros dois adimensionais: 0 numero de Reynoldsddua relagdo das forcas advectivas com
as forcas viscosas, e o numero de Schimidt, gaeiogla forcas viscosas com as dispersivas.

Em vista do exposto acima, dadbse A = A(x), e usando a notagab= dA(x)/dx,

consideraremos o problema de encontrar uma so(seéu-analitica) para o problema acima,

escrito na seguinte forma adimensional:

2
9C_0°C_,9C_ s~ . pex<t. (2.6)
ot 9x? ox
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C(x,00=g(x) ; 0<x<1, (2.7)

c@Ot)=1;t>0, (2.8)

ICLY _g .50, 2.9)
0X

onde g(x) = f (x)/C, € no maximo uma fungdo da variavel

2.2 Solucéo Analitica Aproximada

Uma solucéo analitica aproximada para o probleesardo na Eq. (2.6) — (2.9) pode

ser escrita, para = constargeg(x) = 0, na seguinte forma (veja Siemieniuch e Gladwell,

1978)

C(xt) = exp AL+ A/2(2 - x+ At))erfd|(2 - x+ At)/ 2Vt )~ A(t/77) expl- (2 - x+ Mt)? 4t}
+ %{erfc((x - At)/ 24t ) + edix)erfc((x + /1t)/ 24t )}

(2.10)

ondeerfc(x ) € a fungéo erro complementar definida por
27 e
erfc(x) = = j eds. (2.11)
HO

Para diferentes valores de(adimensional), solu¢cdes analiticas aproximadaisiasb

pela expressao descrita na Eg. (2.10) apresentéomaas mostradas na Figura 2.1.



16

Concentragéo

0 o1 02 03 04 05 06 O7 08 09 1

Figura 2.1. Solucdes analiticas aproximadas gaza . 10

3 O METODO DFLD-EXP

3.1 Discretizacéo Espacial

Consideramos uma grade cam* p@ntos,0=X,, X;,..., X,, X,; = 1(veja a Figura

nt Mn+l T
3.1), de modo que dois pontos consecutivgs € X, encontram-se a uma distancia

n+l
h =x —x_,, paratoda =1,...,n+ 1Dessa forma teremos q@ h =1.
i=1

5 »-
¥

»
o
5 »-
L &
p
g
g
5 L
L o
o=

it i - -t e+

Figura 3.1. A grade de discretizacdo com  pdhtos.
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Inicialmente, seja a aproximagéo em série de Tagta torno do ponte; , dada por

aC, (t) +h_i2 0°C, (t)
oX 2  0x?

C.®=CM-h +0(h?), (3.1)

onde C, (t) =C(x;,t ) e O(h*) denotam os termos de poténcialjeom expoentes maiores

ou iguais a 3. Assim, de Eq. (3.1), segue a relacao

oC (1) _C()-Cuu(®) , h 9°C,()
ox h 2 ox?

+O(h?). (3.2)

Substituindo-se Eq. (3.2) na Eq.(2.6) obtemos

AC, +0(h?), (3.3)

oC() _, Ca®-C@) +(1_ hA j 0°Ci(t) _
a h 2 X

onde A, = A(x ).
Em seguida, considerando um procedimento semelhaopiele proposto por Van

Ommen (1985), suporemos que para todd,...,n, mas ndo necessariamente paran+ , 1

cada valorh, é escolhido de modo a satisfazer a relagéo
h =— : (3.4)

A hipotese contida na Eqg. (3.4) reduz a expressabm (3.3), obtendo-se a seguinte forma

simplificada, inteiramente livre do termo dispesd/C, (t)/dx*,

oc, ()

= )
ot '

-A.C, +0O(h?), para todd =1,...,n. (3.5)

Ci,(®M-Ci(t)
2

Devido a condicdo de contorno descrita na Eq. (2l@emos, para= ,1

oc,(t) _ (A, . A 2
. (2 +/]ijC1(t)+ 5 +o(). (3.6)
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Considerando um erro na ordemffe Eq. (3.5) e (3.6) podem ser aproximadas por

oC,(t) _ A (A
= (2 +/]1]Cl(t), (3.7)
%:%Ci_la)—(§+jijq t); Oi=2...,n. (3.8)

As Eq. (3.7) e (3.8) constituem um sistema de dipmcliferenciais conm equagdes e

incognitas,C, (t ) para toda =1,...,n.
Para determinar o valdC,,,(t , podemos considerar a aproximagéo em diferengas

finitas no pontox,,,, dada por

C, t) - Cn+1(t) = —i%

/1 +O(hn+1) . (39)

n

Substituindo Eqg. (2.9) na Egq. (3.9) chegamos a wetagédo que defin€ ,, em fungéo do

valor deC no pontox,,,
C:n+l (t) = C:n (t) + O(hn+1) ' (310)

A Eq. (3.10) representa uma aproximagao de pram@ilem emh,,,. Aproximagoes
mais acuradas podem ser obtidas calculand0-gét por interpolagdes dos valores @eao

redor do pontox,,,. No presente trabalho usaremos uma interpolagédrgtica descrita no

Apéndice.



19

O esquema resumido na Eg. (3.7) e (3.8) sera deaadmaqui deDiferenca Finita
Livre de Dispersa¢DFLD). As Egs. (3.5) e (3.6) mostram que a diszagdo espacial DFLD

€ um esquema de diferencas finitas acurado de dagudem na variavet .

3.2 Geracgao da Grade

Quando a funcdoA(x )é uma constante, a EQq.(3.4) definirdA uma grade com
espacamentos de tamanho uniforme entre os primeibpgontos, incluindo o ponta, = .0
Neste caso, teremos necessariamedmte 2/A, para todoi=1...,n. Esta relagcdo sé é

possivel se, para os valores leassim definidos, existir um ndmero inteiro positiv tal

que Y. h <1. Isso implica em uma grade com pontos internos, onde é um inteiro
positivo escolhido de maneira que<A/2, ou seja,n<vL/2D. A (ltima desigualdade
mostra que efetivamente devem existir nUmerosrogeiom a referida propriedade, pois na
pratica tem-se em geralL >> D, principalmente para processos dominados pelonfend
de adveccdo, ondd > . Feito isso, o Ultimo espacamento € determinada géerenca
h,, =1->" h .

QuandoA(x )n&o é constante, a grade nao deve ser unifornste Maso, usando Eq.
(3.4), empregaremos a relagdo ente os pomfgse x, dada porx, —x._, =2/A(x), para
todoi=1...,n.

A analise acima sugere 0s seguintes algoritmos argeracdo da grade de

discretizacéo:

Algoritmo 3.1 (Geracao da grade paddx) =constante)
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Dados A > 2.
Passo I Facax, = Q
Passo 2Escolha um ndmero inteiro positivo apropriadagta n < A/2.

Passo 3 Facah =2/4, paratoda =1,...,n.

Passo 4Fagah,,, =1->" h

B

Passo 5Facax, =x_, +h, paratoda =1...,n+ 1

Algoritmo 3.2 (Geracao da grade paddx) # constante)

Dados A =A(x).
Passo I Fagax, = Qs=0,i=1en=0.
Passo 2 Enquante< 1
Determine o ponto x, que resolve a equagédo (provavelmente) ndo linear
X, =X —2/A(%) =0,
Facah =x -x._,,
Facas=s+h,
Facan=n+ 1
Facai =i+ 1
Passo 3Facax,,, = leh, =1-X,.

Obs.: Utilizar o Método de Newton para solucionagquacéo nao linear do passo 2.

3.3 Andlise da Disperséo e Dissipacdo Numérica

Alguns métodos numéricos para a equacdo de advedig@@rsao podem apresentar
dispersdo numérica, veja Thomas (1995). Esse femdmemérico indesejavel pode afetar de
forma adversa a relacdo originalmente existentee ems termos advectivo e dispersivo,

contribuindo para o céalculo de perfis @x,t figicamente néo realisticos, principalmente
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para processos dominados pela adveccao onde axjtiénsias podem ser visivelmente mais
dramaticas.
Para realizar uma andlise da dispersdo numériesagleema DFLD, na presente secao

suporemos que o numero de Peclet é constantes,idtx) = A = constante Assim, teremos
h, =h, paratodok =1,...,n. Em vista disso, para um pont da grade de discretizac¢ao, o
esquema DFLD toma a forma

oC,(t) _ A ~
5 (Ceu®-Cy (). (3.11)

Em seguida, de acordo com Thomas (1995), suporemques a solugdo da equacao
representada na Eqg. (3.11) possui a forma de umea €é Fourier finita, ou mais
simplesmente:

C, (t) = @*FKn (3.12)

onde, agoraj =+ -1 representa a unidade imaginaria. O termcé a frequéncia da onda
descrita na Eq. (3.12), enquanto gde= 277/7 é denominado como nimero de onda, sendo

n o comprimento de onda. A expressao na Eq. (3.4@¢ per escrita na forma equivalente

Ck (t) = gf (kKh-(-a/ A1) (3.13)
onde o termo-&/3 é denominado como velocidade de onda. Neste sefif(3.11) define
uma relacdo funcional entree e [, denominada como relacdo de dispersédo discreta,

denotada porw,,.... = (S .)De maneira analoga, considere a equacgéo difatenai Eq.

(2.6), comA = Q e uma solucéo dada por

C(x,t) = '@+ (3.14)
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A substituicdo de Eq. (3.14) na Eq. (2.6) conduzlacdo de dispersdo para o problema
continuo (ndo discretizado). E facil ver que tég&o tem a forma de uma funcdo complexa

dada por

Weon (B) = AB-i5°. (3.15)

Em vista de Eq. (3.15) é natural considerarmosajugacdo de dispersdo discreta possui a

forma complexa indicada abaixo:
Wriserer (B) = b, (3.16)
ondea(f ) e b(f) sdo numeros reais. Assim, substituindo Eq. (hadq. (3.13) obtemos
C,(t) =e™ P kmtan, (3.17)

Se —a/B=0, o esquema de discretizacdo é dito ndo dispersasmn contrario o esquema
deve apresentar dispersdo numeérica, principalmentea/ €é uma funcdo nao trivial da
variavel S. No ultimo caso, vé-se a solucéo de Eqg. (3.11)ccoma combinacéo de ondas da
forma mostrada na Eq. (3.17), de modo que ondas ammprimentos de onda diferentes
propagam-se com diferentes velocidades/ , veja Thomas (1995). Por outro lado, se a

solucado indicada na Eq. (3.17) nunca decresce c@assar do tempo, entdo 0 esquema €
considerado nao dissipativo. Isto deve ocorrer doam parte real do termo transiente no

expoente de Eq. (3.17) for nulo, ou seja, quabdo . Séb > Q para algumg, o esquema

deve ser dissipativo.

Para analisar a possibilidade de alguma dispemgatissipacdo numeérica introduzida
pela discretizagdo espacial DFLD, substituimos a(Bd47) na Eq. (3.11), obtendo, apds
algumas simplificagdes,

(1—j—?j +i [i—gj =cospfh-isengh. (3.18)
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A expressao na Eq. (3.18) indica que (para o esgueRLD) os termos-a/f e b séo

dados por
-% - ;—;senﬁh, (3.19)
b(p) = A_22 (L—cospgh). (3.20)

Definiremos o erro de disperséo relativo como sengeguinte quociente

. - (Re(@y)/B)-(-a/p)
Disper. Re (wcom )/ﬁ

, (3.21)

onde Re(w,,, ) €é a parte real da condi¢do de dispersdo do prabbtemtinuo. Nota-se que,

na realidade, a expressdo na Eg. (3.21) mede aaativo da velocidade de ondaa/S3,

introduzido pelo esquema de discretizacdo, comc¢delaa solucdo do problema néo
discretizado. Assim, levando em consideracao asesgpes em Eq. (3.4), (3.15) e (3.19),

podemos escrever o erro de dispersdo da discri@iZELD na seguinte forma funcional:

se
E pisper () =1~ —;‘ : (3.22)

onde ¢ = Sh é denominado angulo de fase. Desde m%ese_m =1, entao &g (@ ~ Q
-0 @

sempre queg - 0O gréfico na Figura 3.2 ndo apenas demonstrafags&€omo também

mostra que o erro de dissipacdo do esquema DFLDasem limitado, em torno do valor

unitario, e tende para esse valor quagdoresce.
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-
T
'

Erro de Disperséao

1
0 5x 10x 15x 20x
$

Figura 3.2. Comportamento do erro de dispersaoretagédo ao angulo de fase.

Por outro lado, da expressao na Eq. (3.20) notajme$(S) = 0 mas de Eq. (3.15)
temos quelm(w.,, ) =-B° < 0Portanto, parece razoavel medir o erro de dig&pa&om
relagdo ao valor-Im(a,, .)Assim, de maneira analoga, definimos o erro dsigicéo

relativo pela seguinte expressao:

o - |m(wcont) ~b
Dissip. = Im(aweon)

(3.23)

Devido as Eq. (3.4) (3.15) e (3.20), a relacdo ga(&23) pode ser escrita na seguinte forma

funcional:

Eopesn (@) ﬂ—%(l—cosw)- (3.24)
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Desde que Iimi(l—cosqo):l, notamos quelirrcl)gDiSSp(go):O. Mais claramente, o
¢- ¢-

oy

comportamento do erro de dissipacao € mostradoaiicgna Figura 3.3.

-

Erro de Dissipagéao

1
0 5x 10x 15x 20x
$

Figura 3.3. Comportamento do erro de dissipacaoreteqdo ao angulo de fase.

Os fatos acima demonstram o seguinte resultado:

Proposicao 3.1 Para uma grade suficientemente fina, tipica deesobamento dominado
R ~ 2 . . . .
pelo fenbmeno de adveccéao, oride; <<1, o esquema de discretizacdo espacial DFLD é

essencialmente nao dispersivo e ndo dissipativo.

3.4 Deducdao Alternativa
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A seguinte proposicdo apresenta uma deducao atitearpara o esquema DFLD, onde
mostramos que esse esquema pode ser obtido usardifeiencas centradas de segunda

ordem.

Proposicdo 3.2 O esquema DFLD € um caso particular do esquemdifdieencas finitas

centradas para a equacéo de adveccéao-dispersao.

Prova Considere as seguintes aproximagdes (de ottigm

CM [ 11e .

“ax Don G -Cuutt)] (3.25)
e

0°C(t) 1 _

3 TpelCu®-260+C]. (3.26)

A substituicéo de Eq. (3.25) e (3.26) na Eq. (foé)ece o conhecido esquema de diferengas
centradas de segunda ordem

dC (t) _C,(t)-2C, () +C,,(t) 1 C,,()-C(t)
ot h2 ! 2h

AC(t);i=1..n, (3.27)

o qual pode ser escrito como segue:

aC, (t) A 2 1.4
- |C,, ——C +| =+ |C_, - AC (1). 3.28
at (hZ 2hI J i+l h-2 [ (hiZ 2h J ( ) ( )

Agora é facil ver que a substituigdo da conditie 2/A. (Eg. 3.4) na Eq. (3.28) resulta no
esquema DFLD descrito em Eqg. (3.5), 0 que conctigraonstracgao.
Observando a Figura 2.1, notamos que a solucdiieamaproximada descrita na Eq.

(2.10) ndo apresenta nenhum tipo de oscilacdolizmfente, como € bem conhecido, a

discretizacdo espacial por diferencas centradas, pipendendo da escolha dos valores de
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h, originar oscilagbes numéricas na solugdo da equagh advecgdo-dispersdo, veja
Siemieniuchi e Gladwell (1978). Além disso, comandestrado por Price et al. (1966),
independentemente da discretizacdo espacial, #&crde discretizacdo temporal (mesmo
implicitas) geralmente usadas no lado esquerdogdé327) também contribuem, por si s,
para esse fendbmeno de oscilagdo numérica. Tais €aostituem aspectos que tornam a
escolha do método de diferencas centradas, muitassy rejeitada nas aplicacdes praticas.
Como enfatizamos na Introducdo, atualmente podersentrar na literatura um grande
desenvolvimento e emprego de esquemas centraigstdatorios. Entre os mais recentes
estdo os métodos de Nessyahu e Tadmor (1990), KawrgaTadmor (2000), Levy, Puppo e
Russo (2000), Kurganov e Levy (2000), e muitos ddgos citados nesses trabalhos, os
quais foram desenvolvidos no ambito das leis des@awacéo a partir do esquema LxF de
Friedrichs e Lax (1971).

Além de ter a boa propriedade de ser ndo dispessivdo dissipativo, mostraremos,

entre outros aspectos, que a escolhéhddefinida na Eq. (3.4) faz do método DFLD um

esquema central ndo oscilatério com relacdo aealizagdo espacial. Questdes relacionadas
com a estabilidade numérica, oscilacbes e dispe@@®enientes de possiveis discretizagbes
temporais serdo contornadas aqui com o empregéaécas envolvendo exponenciais de

matrizes.



28

3.5 Resolugcdo Temporal com Exponencial de Matrizes

A discretizacéo espacial DFLD indicada nas Eqg) @ (3.8) da origem a um sistema

de equac®es diferenciais ordinarias (EDOs) linedbdesfato, denotando pot = (xl,...,xn)T

o vetor dos pontos internos da grade, esse sispada ser descrito na seguinte forma

vetorial:

d C(x,t)
dt

= A(X)C(t) +b(x) (3.29)

onde C(x,t) = (C,(t),....C, (). O vetor bOO" & dado porb(x) = ((4?/2),0...0) , e
A(x)OO™ é uma matriz bidiagonal inferior, independentd deefinida por

‘(/L“‘?/Z) 'sej =i,comi=1...,n
A =] )2 'sej=i-1comi=2...,n (3.30)
0 :emcasocontrario.

A condicao inicial para o sistema de EDOs na Eq®9)3decorre de Eg. (2.7), e possui a

seguinte forma vetorial:
C(x,0) =9(x), (3.31)
ondeg(x) = (9(x,).....g(x,))" -

O problema de valor inicial descrito na Eq. (3.29B.31) pode ser resolvido usando-

se técnicas envolvendo exponencial de matrizeso Bad ™", classicamente a exponencial

de uma matrizA é definida por meio da série infinita

2 m
etA:|+tA+t—A2+---+t—Am+-", (3.32)
2 m!
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onde | é a matriz identidade. E bem conhecido que es$a dérmatrizes pode, em casos

favoraveis, ser usada para se obter uma soluc&tstgenas de EDOs lineares. O resultado
classico que garante a convergéncia da série né8Bg), e sua utilizacdo na resolucdo do
problema de valor inicial de interesse aqui, émbl@do na proposicado seguinte. Para mais

detalhes o leitor pode consultar o texto classe8ellman (1960), por exemplo.

Proposicdo 3.3 A série de matrizes definida na Eq. (3.32) existea toda matriZA O O0™",

com um valor fixado det, e para todot, com uma matriz fixadaA OO™". Tal série
converge uniformemente em qualquer regido finitaaeres dd. Além disso, seA € uma
matriz inversivel, entdo a solucdo do problemaalervnicial descrito na Eq. (3.29) e (3.31)

existe, é Unica, e possui a seguinte forma vetorial

C(xty=-A"b+e* (g+A™D), (3.33)
Apesar dessa solucao analitica ser bastantevairdiias questdes centrais surgem a
respeito da utilizagdo numérica da formula indicad&q. (3.32). Uma delas € certamente a
determinacdo da matriz inversa™ e a outra, quase sempre mais intrigante, tratese

célculo da exponencia” , que muitas vezes necessita ser feito de formaada, aceitando-
se uma soma finita incluindo apenasparcelas. Felizmente esta aproximacao truncadé& ndo
a Unica maneira de se estimar a exponencial dezemtDe fato, como € bem conhecido, o
desenvolvimento de métodos analiticos ou computa@goara o calculo da exponencial de
matrizes é, certamente ha mais de trés décadas,atimaa area de pesquisa envolvendo
aspectos tedricos e praticos relacionados comretde matrizes e com a analise numerica
em geral, com aplicacdes na fisica, engenharigensés dinamicos e problemas de controle
otimo, entre outros. Tais métodos, muitas vezegpados para problemas especificos, séo
revistos de forma critica no artigo classico de évi@ Van Loan (1978), o qual tem sido

recentemente revisado (Moler e Van Loan, 2003). obiét numéricos envolvendo
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aproximacdes racionais, como a de Chebyshev, reamoab trabalho pioneiro de Cody,
Meinardus e Vargas (1969), ou as celebres aproXiesage Padé, veja Fair e Luke (1970), e
Higham (2001), por exemplo. Algoritmos baseadosaproximacdes polinomiais em espacos
de Krylov tém experimentado grande crescimento alisnos anos, ndo apenas nas
aplicacdes (Nour-Omid, 1989; Gallopoulos e Saa®2)1@omo também nos seus aspectos
tedricos, Saad (1992), Hochbruck e Lubich (1997gw@rt e Leyk (1996). Sem duavida
nenhuma, o pacote computacional ExpoKit, desendolpior Sidje (1998), é hoje em dia a
maior referéncia para o calculo numérico de expoaende matrizes. O ExpoKit possui um
variedade de rotinas, incluindo muitos dos algargneferidos acima, e tem a capacidade de
calcular a exponencial de matrizes densas ou espageandes ou pequenas. Esse software
possui duas versbes, uma em FORTRAN e outra em MMBTLque podem ser obtidas

livremente no endereco eletronibttp : //www.mathsug.edu.au /expokit

No presente estudo, devido & simplicidade da matrindo apenaé\ ™ é facilmente
determinada, mas também a exponenefalpode ser calculada de forma eficiente e acurada,
sem envolver erros decorrentes do truncamento ria d& matrizes. De fato, como a matriz
A na Eq. (3.30) é bidiagonal inferior, entdo os sautovalores sdo 0s elementos que
aparecem na diagonal principal, e o seu deterngn&uat produto desses valores. Desde que,
para todo xOO (0,) A(x) é uma funcdo estritamente positiva ndo-decrescesritio

A(X) +()I(>q)2/2)> 0. Assim, nenhum desses autovalores é nulo, e an¥até inversivel,

sendo sua inversa uma matriz triangular inferitatieamente facil de ser calculada. Com

isso em mente, é facil mostrar o seguinte resultado

Proposicdo 3.4Se x =(x,,...,x,)" € o vetor dos nds da grade de discretizacéo, ¢ndas

0s autovalores da matriA(x) JO™" originada pelo esquema DFLD sdo nimeros reais,
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dados pord, =-{A +(A?/2)]; i =1...,n. Além disso, a matriZA(x )} inversivel e a sua

inversaA™(x )& uma matriz triangular inferior cujos elementés nulos sdo dados por

1

A’ =—m; 0i=1...n, (3.34)

i+k-1

N /2

i = ;0 k=1...n-1ei=1...,,n-Kk. (3.35)

Iﬁ[(/ii J”ﬁ/z)]

J=1

Em particular, se a funcdo positive(x €)uma constantd , para todox[] (0,1) entdo a

matriz A possui seus autovalores todos iguai§ & —4%/2. Neste casoA™ é a matriz

triangular inferior dada por

(3.36)

At = )2 iseiz
3 0 sei<j.

Observando a solucéo descrita na Eq. (3.33), rast@ue ndo ha necessidade de
calcularmos explicitamente a matriz invesa. De fato, basta determinarmos o vetor
u=A~"b. No caso da discretizacdo DFLD, isto pode seo festrevendo-se inicialmente a
ultima equacédo na forma equivaletel = b, notando que o sistema linear resultante é muito
facil de ser resolvido, pois a matriz dos coefitgeré bidiagonal inferior, e o vetor dos termos
independentes possui, com excecao do seu prinlemeerto, todos 0s termos iguais a zero.
Isto revela que o vetar=(u,,...,u,)" tem a seguinte forma:

I ) I
u = :lm), Oi=1...,n. (337)
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O préximo resultado resume a forma da solucdoquagio de adveccao-dispersao

gerada pelo nosso método semi-analitico, para casde A(x ) é constante para todo
x(07).

Teorema 3.1 SejaA O O™ a matriz resultante da discretizacdo DFLD. Sentervalo (0,1)

a funcdo positivad(x )é uma constantel, entdo a solucdo do problema de adveccéo-

dispersao discretizado pelo esquema DFLD, ou segalucao do problema de valor inicial

indicado na Eq. (3.29) e (3.31), existe, é Unipade ser escrita, para totle , rfa forma

n-1 +k

C(x.t) = 1+e 172 (Z % B"j(g -1), (3.38)

onde10d0" é o vetorl=(31,...1)" e BOO™ é uma matriz diagonal inferior definida por

(3.39)

B - A2[2 ;sej=i-Lcomi=2..,n
"I 71 o :emcasocontraria

Prova: Como A é inversivel, o problema nas Egs. (3.29) e (3a8h)ite a solugdo mostrada

na Eq. (3.33). Desde qu& =A = constanié i =1,...,n, entdo segue de Eq. (3.37) que
A7b=-1. Note que o produto das matrizegA?/2)tl e t[A +(4?/2)]l é comutativo.

. —( )2 2 .
Assim, podemos escrevei’ /2! el 2l = gia oy de forma equivalente

+o00 k
g = g /Y (Z t—B"j, (3.40)
~

onde B = A +(4%/2)1 . Finalmente, para mostrar que a série na Eq. \&4Mita, note que

B O O™ assim definida é (devido a Eq. 3.30) uma matagainal inferior como mostrada na

Eqg. (3.39). Conseqientement®, é nilpotente conB* = Ppara todok = n. Isso conclui a

demonstracao.
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As poténciasB* de ordemk =1...,n—- lque aparecem na férmula mostrada em Eq.
(3.40), sdo matrizes do tipo triangular inferioequodem ser determinadas facilmente pela
seguinte relagao:

gk o (#/2) sej=i-k comi=k+1..n-1

3.41
'l 0 : casocontrario. ( )

A expressdo mostrada na Eg. (3.38) representa amhigdo semi-analitica para o
problema de adveccao-dispersdo descrito nas Edg.{2(2.9). Observando essa solucao,

notamos que a funca@(x,t 306 poderia apresentar um comportamento oscilas®i®

autovalor{ = -A?/2 fosse complexo. Como esse ndo € o caso, entampsedafirmar que,
para A(Xx ) constante, a discretizacdo espacial DFLD e adéate exponenciais de matrizes

utilizada aqui ndo introduzem nenhuma oscilacdo émioa na solu¢cdo da equacdo de
adveccao-dispersdo, 0 que esta inteiramente ceecemh a solugdo analitica aproximada
mostrada na Figura. 2.1. Além disso, decorre tamlEmsolucdo na EQ.(3.38) que

lim C(x,t) =1.

t - +oo

O método desenvolvido acima serd denominado debEdp

E conhecido que discretizacbes temporais poderadimir dissipacdes na solucéo
numérica da equacdo de adveccédo-dispersdo. Denfétodos explicitos, cuja estabilidade
numérica € alcancada sob rigorosas limitacdes msgopde tempo, costumam introduzir
severas dissipacfes numéricas, veja Kurgonov e diad2®00). Como aqui a resolucao
temporal é feita de forma analitica através de meepoiais de matrizes, entdo podemos
afirmar que o esquema desenvolvido no presenteltr@alpossui as propriedades referidas no
teorema abaixo.

Teorema 3.2 O método DFLDexpé:

0] Um esquema central de segunda ordem;
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(i) Incondicionalmente estavel,
(i)  N&o oscilatério;
(iv)  Essencialmente ndo dispersivo;
(v) Essencialmente néo dissipativo.
A solucdo na Eg. (3.38) é valida pafa= costammteque certamente ocorre para
escoamentos unidimensionais incompressiveis, ongdoaidade se mantém a mesma para
todo 0<x<1l No que segue estenderemos o0 método DEkp-para casos onde

A # costante Como a exponencial de matrizes sofre da anondalimdo preservar a boa

abn

propriedade basicae®® =e%”” (a menos que &b=ba” !), veja por exemplo Bellman
(1960), entdo essa extensdo ndo € uma mera repealigd idéias apresentadas na
demonstracdo do Teorema 3.1. Na realidade esse racionado com a necessaria
comutatividade do produto dea” por “b”, torna a teoria de exponencial de matrizes
intrigante e desafiadora.

Assim sendo, comecaremos analisando a situacd® andatriz A, decorrente da
discretizagdo DFLD, possui todos os seus autowaldistintos. O seguinte resultado € uma
das ferramentas utilizadas aqui para a extensatettzdologia DFLFexp

Lema 3.1 SejaA uma matriz bidiagonal inferior dada por

b,

a, b,

A= 8 (3.42)

Seb #b;, para todoi, j =1,...,n, entdo a exponenciaf (t) = e é uma matriz triangular

inferior da forma
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e 0 0 .. 0
h, e* 0 .. 0
oA = hs, h, 0 (3.43)
hn—Ll hn—1,2 0
h, h, .. hooa €™
onde os elementos da primeira subdiagonal sdondegtos por
h = b _b ;0 j=1...,n-1, (3.44)

i j+l
e 0s elementos que constituem as demais subdiggeitacalculados pela seguinte formula

recursiva:

a, h,.,.—a,h, . .
h, =kl M M [ k=2...,n-1ej=1...,n-k. (3.45)
i+ b —b,,,
J ]+

Prova: Utilizando a expansdo descrita Eq. (3.32), él féer que a matrize'® possui a

seguinte forma:

2
1+m+%w+m 0 0o .. 0
! o
h,, 1+tb2+5b2 +-- 0
A = h;, hs, 0 (3.46)
My b1 . 0
t2
h,, h,, h,.. 1+tb, +§b§ +oo

Assim, H(t) =e” é uma matriz triangular inferior com elementos diagonal principal
dados porh ; = e® , paratodaoi =1...,n. Para demonstrar as relacdes na Eq. (3.44) €)(3.45

consideramos inicialmente a identidade matricial:

Ae” =g”A. (3.47)
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Em seguida, usando as matrizes descritas nas E&42) € (3.46), efetuamos as operacoes de
multiplicacdo de matrizes indicadas em ambos oseslate Eq. (3.47). Isto resulta num

sistema de equacdes cujas variaveis sdo os temmog@dos. Assim, igualando os elementos
das primeiras subdiagonais de ambos os lados dé€B&), obtemos a relacdo indicada na
Eq. (3.44). Finalmente, utilizando, de maneira eo&, a igualdade existente entre cada
termo das demais subdiagonais, chega-se facilmedtenula de recorréncia mostrada na Eq.

(3.45).

Explorando a estrutura esparsa da makiz o lema acima resume uma maneira
eficiente de calcular a exponench(t) = e de qualquer matriz bidiagonal que possui todos
os termos da diagonal principal suficientementdirdess. O algoritmo para calcular os

elementos, ndo necessariamente nulog & detalhado a seguir.

Algoritmo 3.3 (Calculo deH (t) =€)

Dados A bidiagonal como na Eq. (3.42), onde-b; # [Di,j=1...,n.
Passo 1 Facah, =€, paratodd =1,...,n.

th, th .y
_ e -e)

Passo 2Facah ,,. =
S8 bj _bj+l

, j=1...,n=-1.

Passo 3 Parak = 2,...,n— 1faca,
Paraj =1...,n—k faca,
a. h -a... h

h _ itk Tj+k-1j j+1 Pk, j+1

ik =
J*K,) bj _bj+k

Teorema 3.3 Seja A O™ a matriz resultante da discretizacdo espacial DF&illponha

que no intervalo (0,1) a funcdo positiv(x ndo é necessariamente constante, mas

A +A2[2# A, + A% /2 paratoda, j =1...,n. Entdo 0 método DFLEBxppode ser estendido
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para a resolucdo do problema de adveccéao-dispersidoyelocidade ndo constante, gerando
a seguinte solucédo semi-analitica:

C(x,t) =-u+H(t)(g+u), (3.48)
onde o vetoruJ" é definido na Eq.(3.37) &l(t) =(h ;)00™ € uma matriz triangular
inferior determinada pelo Algoritmo 3.3, com a cgéd b =—(/1i +/1i2/2), para todo
i=1..,n,ea, =4} /2, paratodg =2,...,n.

A seguir analisaremos a possibilidade da matrina Eq, (3.30) possuir autovalores
com multiplicidade algébrica maior do que 1 e &striente menor do que. Para tal,

usaremos no presente trabalho a norma 2 de matdmeseja, dado uma matrig O O™"

consideraremos}|A||=ﬂnﬁ1| Ax||, onde |x||=vx"x. Neste caso, a extensdo do método
b

DFLD-exp seré feita de maneira aproximada.

Lema 3.2(Férmula de Trottex. SejaA uma matriz quadrada. Se=P+Q, entdo

e = lim (e®me@m )" (3.49)

mo +oo

Prova: (Trotter, 1959).

O resultado na Eq. (3.49) sugere a aproximacaoateer:
e Ofe™me@m)", (3.50)

a qual ndo depende da comutatividade do produte Ené Q.
Como indicado por Moler e Van Loan (2003), a apma¢éo de Trotter € apropriada
para uso pratico principalmente se as exponendaisnatrizese” e e° puderem ser

calculadas de forma acurada e eficiente, comoaso do presente problema.

O erro cometido na aproximacao de Trotter foinestio por Moler e Van Loan

(2003).
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Lema 3.3 SejaA uma matriz quadrada. Se=P+Q, entdo

Prova: (Moler e Van Loan, 2003).

]PQ-QP| s(eiral)

oA _ (etP/metQ/m)
2m

(3.51)

O resultado seguinte resume a nossa abordageneg@rader o0 método DFLExp
para o caso geral.
Teorema 3.4 Seja A a matriz decorrente da discretizacdo DFLDAe=P+Q uma
decomposicéo dé\ , ondeQ = diag(— A +22/2),...-(A, +/1§/2)) é uma matriz diagonal

e P é a seguinte matriz diagonal inferior

0 0o .. 0
A2 0 0

P=| 0 /2 " 0 (3.52)
0 0 .. A/20

Entdo, dado um ndamero inteirm> , 8 solu¢do do problema de advecc¢éo-dispersa®(&q.

— 2.9) decorrente da metodologia DFEeRppode ser aproximada por:

- n-1 k k - .
C(x,t)=-u+ Hz % [ﬂ Jdiag(e‘“l”l/z)t/m,...,e‘“"”"/z)t/m) (g+u), (3.53)
k=0 -

onde o vetou " é dado na Eq.(3.37). Além disso,G&,t € a solucao definida na Eq.
(3.33), entdo o erro dessa aproximacdo com relac@mrma do vetorg+u pode ser

estimada, para um dado instante de tetnpo , po@:

| 0t -Coon | _t2m, (i) (3.54)
” g+u ” 2m

onde
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ml:max{(Aiz/Z)z,Di :2,...,n} (3.55)
m, = max{(/l'i +/li2/2)2; Oi :l...n} (3.56)
m, = max{ (12 /2 (i, + A2, /2~ 4 - 22/2f ,0i=2..n}. (3.57)

Prova: E facil notar que a expresséo na Eq. (3.53) grexanacdo da solucdo descrita na Eq.

(3.33) obtida usando-se a aproximacdo de Trottgr 8550). Para isso, observe gqBém é
uma matriz nilpotente de modo q&&’™ :Z::)(t"/k!)[P/m]k e Y™ é a matriz diagonal
indicada na Eq.(3.53). Consideran@¢x,t dado na Eq. (3.33), como a norma 2 de matrizes

é consistente, temos H C(x,t) - C(x,1) HSH e'” —(et"/metQ/m)m

|g+u|. Assim,

L UIPR-QP[ (ere)

H C(x,1) —G(X,t) H/" g+u || < H gtA _(etP/metQ/m)m o

, veja Eq.

(3.51). Para completar a demonstragdo, dada uma vt 1™, lembramos que a norma

2 é tal que| M || = (maiorautovalodeM "M)*?, veja Golub e Van Loan (1996). Dessa forma

é facil verificar que| P||=m,, [Q]=m, e|PQ-QP|=,m,, ondem, m, e m, séo

definidos na Eq. (3.55)-(3.57).

Proposicdo 3.5 A aproximacdo de Trotter ndo introduz instabiidanumérica nem
oscilagdes na solucéo obtida pela (extensao dadwolegia DFLDexp

Prova: Observando a solugéo na Eq. (3.53), notamos que:

lim C(x,t) =-u, O m>0. (3.58)

t - +oo

Assim, lim
t

— ool

é(x,t) H<+oo. Portanto, a aproximacdo de Trotter ndo causalemas de

instabilidade de natureza numérica. Além disso,acamntes, a expressao na Eq. (3.53) garante
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que a solucéo aproximadé(x,t 96 apresentaria oscilacbes se a mafizpossuisse
autovalores complexos, 0 que nao € o caso.

O proximo teorema descreve o comportamento asisimida solucadC(x,t )
Teorema 3.5 Se C(x,t ) é a solucdo verdadeira do problnaa de valor indeaorrente da
discretizacdo DFLD (Eq. 3.29 e 3.31), entéo

lim C(x,t) = -u, (3.59)

t > +oo
ondeu=A"b.
Prova: Para cada instante de temps , sem perda de generalidade, podemos considerar o
parametrom na aproximagao de Trotter como sendo da forma[zet] , onde [ ] denota a

funcdo maior inteiro. Assim, segue de Eq. (3.54) qu

C(x,t) =C(x,1) VM
[oru]  “o)”

(3.60)

Tomando o limite na desigualdade indicada na EO§3quandd — +c, obtemos

(3.61)
Combinando Eg. (3.61) com Eq.(3.58), concluimosttipmleC(x,t) = tIim é(x,t) =-u.

Corolario 3.1: Independente da multiplicidade dos autovaloremdtiz A na Eq. (3.30), a
solugéo do problema de adveccao-dispersao calcpleldametodologia DFLERxp ou as
solugdes calculadas por qualquer uma das suasségtemnlesenvolvidas até aqui (as quais

denotaremos genericamente f2{x,t ), 940 tais que

. (D m k2m k2) Y
meon (it Mot () - o

Prova: Esse fato € uma consequéncia direta da demoastdacTeorema 3.5, do resultado na

Eq.(3.58) e da definicdo de= A™'b na Eq. (3.37).
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4 EXEMPLOS NUMERICOS

Resolucbes de exemplos numéricos sdo importandéea a comprovacao dos
resultados teoricos desenvolvidos no presente llab&m tais exemplos, consideraremos
solugbes do problema de adveccéo-dispersdo obpdis metodologia DFLExp em
situacdes que podem ser consideradas proximas ldagde interesse pratico. Assim, na
concordancia com as técnicas de exponencial dezemtutilizadas aqui, dividiremos os
exemplos estudados na trés partgsgqfando os valores dos niumeros de Peclet foreaisigu
na todos os pontos da grade), quando todos esses valores forem distintas)ej(gando, de
forma geral, os nimeros de Peclet ao longo da grasiiirem ou ndo multiplicidade.

Os exemplos deste capitulo serdo também resolutilzmndo-se o esquema classico
de diferencas finitas centradas, com uma discg@aemporal totalmente implicita. A
finalidade é a de comparar as solu¢cdes numéricasiage pelo método classico com aquelas

obtidas pelo esquema DFL&Xp
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4.1 Exemplos com Numeros de Peclet Constantes

Se o0 numero de Peclet é igual na todo o dominisefa, sel(x) = costantgara todo
x (0,1), entdo os autovalores da matAz na Eq. (3.29) sédo todos iguais. Neste caso, uma
solucdo semi-analitica para o problema de advedisi@rsdo pode ser calculada conforme
indicado no Teorema 3.1.

Se as condig¢fes inicias sdo nulas, isto é&(s¢ = par@ todoxd (0,1 a solucéo
referida acima pode ser comparada com a solucdibiemaproximada descrita na Eq. (2.10).
Assim sendo, na Figura 4.1 é feita uma comparagée a solucdo semi-analitica construida
pelo método DFLDexp e a solucdo analitica aproximada, para trés itegafiferentes. Na
Figura 4.1-(a) exibimos solugbes pada= , dm o0s seguintes tempos adimensionais:

t, = 003, t, = 006 e t, = 009, enquanto que na Figura 4.1-(b) mostramos solugbidas

paraA = 100 comt, = 0,002, t, =0,004 e t, = 0,006

e Solugdo Semi-Analitica
—— Solugdo Analitica Aproximada |

=
[

e
El

08| 2=100

e
=

=
&

t,=0,002 41t,=0004 ‘\1,=0006

Concentragao
= =] =]
L]
Concentragao
= = o
n

£ 1
£ i

=
[

L)
N
s
R

e

+  Solugio Semi-Analitica
—— Solucdo Analitica Aproximada
I n N i i

0 1 L )\ L L L . . . .
0 0,1 0,2 03 04 05 06 O7 08 09 1 0 0,1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

X X

(@) (b)

Figura 4.1. Comparac&mm a solu¢do analitica aproximada para dois valbed .



43

Conforme a relacdo descrita na Eq. (3.4), o espagép da grade diminui quandb
cresce. Portanto, no primeiro caso, a grade p@gsenas seis pontos. No segundo caso, 0
valor do numero de Peclet mais elevado define uradegcom 51 pontos. Isto justifica a
excelente concordancia observada na Figura 4.p#bg,todos os valores tle

O erro relativo na norma 2, dado por

zi”:l (Cianl. _ Cinum ) 2
Zin:]_ (Cianal. ) 2

£, = (4.1)

€ usado nestes trabalho. Como pode ser visto nelardbl, a comparagcdo com a solucao
analitica mostra numericamente que a solugédo opéltamétodo DFLD-¢p resulta em erros
pequenos, mesmo em casos onde a grade é relatieagreissa. A Tabela 4.1 comprova

também que ha uma diminuigc&o substancial do £rr@uando a grade é refinada.

Tabela 4.1. Erro relativo na norma 2 para doisreasldeA na trés diferentes tempos.

Errorelativonanorma2para  Erroreativo nanorma 2 para

tempo A =10 ( 6 pontos na grade) A =100 (51 pontos na grade)
t, 0,0257 0,0060
t, 0,0174 0,0051
t, 0,0088 0,0051

As solucdes, desses mesmos problemas testesalotitn 0 método classico séo
mostradas na Figura 4.2. Na parte (a) da Figurdefmds solucbes pard= ¥t = 003
utilizando trés diferentes valores para os espagarn@a grade. Nos resultados mostrados na

Figura 4.2-(b), utilizamogl = 108t = 0,004, com as mesmas trés grades.
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1 . 1
e
oob S, =10 | 09l z=100 |
B t=0,03 (= 0,004
08 \\ . 08t 1
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Eos} t05
o @«
o o
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—-h<2a T =
0 ; ‘ ‘ . . ‘ . M 0 . ‘ ‘ ; T
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 03 1 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X

Figura 4.2. A influéncia da escolha Henas solugfes pelo método classico.

Observando a Figura 4.2 vemos claramente a irflaéa escolha dé na solucéo
numérica. De fato, podemos notar que a escolhante grade com espagamertio> 2/A
provoca dispersdo numeérica na solugdo produzida pedtodo classico. Portanto, tais
resultados confirmam que uma escolha n&o aproprmdaspacamento da grade deve
certamente fornecer solu¢cdes numéricas fisicamenteretas para a equacdo de adveccgao-
dispersao, o que néo ocorre com o0 esquema DFLD.

As solucdes na Figura 4.2 foram obtidas com urserelizacdo temporal com 100
pontos ao longo do eixd, considerada Otima para essa classe de problénssguir, a
Figura 4.3 mostra a influéncia da escolhaMienos resultados gerados pelo método classico,

onde agora consideramos o espagamento dtima/A .
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=100 |

sl a=1 | 09}
N t=10,004

=003

Concentragao
=
[L]
Concentragao
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n

02} i 0z} h=2%x

- at= 0,006 ---- At=0,0008 N
0,11 — at=10,0006 b 0,1 — at=0,00008
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Figura 4.3. A influéncia da escolha dé nos resultados do método classico.

E pouco conhecido que uma escolha/e(de valor relativamente pequeno) possa
influenciar nos resultados obtidos por um esquentalmente implicito. No entanto,
analisando a Figura 4.3, observamos que de fatwoopeovocado pela dispersdo numérica
diminui conforme diminuimos o passo de tempo.

Para esses problemas, notamos a maior acuraolausteéz do método DFLBxp o
qual nos fornece comprovadamente uma discretizeg@dacial livre de dispersdo numeérica e

uma resolucao temporal independente de passomge.te

4.2 Exemplos com numeros de Peclet Distintos

Na muitas situacdes de interesse pratico, 0 nudeReclet € descrito por uma funcéo
estritamente crescente da variawel Estes casos nos levam a uma ma#tizom todos os
autovalores distintos (veja Eqg. 3.29). Tais prolalenserdo resolvidos nesta secdo pela
metodologia resumida no Teorema 3.3. Lembramosegse tipo de problema fornece uma

grade nao-uniforme gerada de acordo com o Algor8rdo
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Utilizando trés valores distintos de tempip:=0,015, t, =005 e t,, = 025 a

final
Figura 4.4 mostra as solucdes obtidas para um carplbnear crescente, dado por:
A(X) =10(x + 05), onde consideramos condi¢des inicias nulas, istg(®) =0 para todo

xJ (0,1 . A funcdoA assume valores relativamente baixos, por isso¢das®s que a grade
deste exemplo é pouco refinada. NoSs0S experimenir®ricos comprovam que a curva

referente ao instante, ., na Figura 4.4, coincide com a forma da solu¢&@mda o problema

encontra-se em regime permanente. Como sabemolsicdsC(t ) tende para u, quandot

cresce (veja o Teorema 3.5).

1 T T T T T

Alx) = 100x + 0.5)

=
=]
T

tfinal =0.25

sk 1,=0,05 _

Concentragéo
=

=
[X]
T

1,= 0,015 .

Figura 4.4. Perfis de concentragdo para nimer®ediet crescentes.

Para construir um teste mais severo para o mégbogioosto no presente trabalho,

consideraremos a funcédé como a mesma anterior, isto #(x) =10(x+  Oforém as

condi¢des iniciais sdo agora descritas pela segfuntao descontinua:
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g(x):{o,sex<1—]/\/§ 4.2)

1,sex21—]/\/§.

A Figura 4.3 mostra as solugfes obtidas pelo médeldD-exp para trés instantes distintos

t, =0,015, t, =005 e t;, = 025 onde, como anted,,, refere-se a solugao na regime

permanente. Como podemos observar, as trés solugdssadas na Figura 4.5 ndo apenas
exibem o comportamento fisicamente esperado combém ndo mostram nenhum efeito
proveniente da descontinuidade inerente da condig&tl. Isso provavelmente ocorre
porque cada tempo considerado acima é grandeaesué para que o processo dispersivo ja

tenha suavizado a referida descontinuidade.

1 T T T T T T T T T

09} Alx) = 100x + 0.5)

tlinal =0.25

t, = 0,05 _

Concentragéo
=
in

031 1, = 0,015 _

[I 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0,1 0,2 03 04 05 06 07 08 09 1

X

Figura 4.5. Concentracfes para as condicdes inidegcontinuas.

No entanto, para um instante de tempo muito peguamde a dispersao fisica ainda
nao sanou totalmente os efeitos da descontinuidaoal, devemos notar alguma

consequéncia. De fato, para isso consideramos @dum(x) =50(x+ 05), a qual fornece
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uma grade mais fina com 27 pontos, e as mesmasc¢oesdiniciais descritas pela funcao
descontinua indicada na Eq. (4.2). Assim, podenbsgrgar, como mostrado na Figura 4.6,
um pequeno “achatamento” na solucdo numérica pamatante pequent=0, O00ZRApesar

disso, mesmo neste caso extremo, o método Dé&td® robusto o suficiente de modo a néo

apresentar oscilacdes ou severas descontinuidadasarsolucao.

1 T T T T T T T T T

09} Alx) = 500x + 0.5)

Concentragéo
o e
[%,] [=-]

o
L8]
T

0 0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.6. Perfil da solu¢cdo com condi¢des descoas para um tnapo pequeno.

A Figura 4.7 mostra as solu¢es geradas pelo md&éd.D-exppara o problema de
adveccao-dispersdo cor(x) =50(x+  QFara trés diferentes instantes de tempo. A Figura
4.7-(a) considera condi¢cfes iniciais nulas, enquante a Figura 4.7-(b) se refere as
condi¢des iniciais descritas pela fun¢do descoatifagda na Eq. (4.2). Podemos observar que,
independente da funcdo que define as condicOesigi@ solucdo é a mesma no instante

t:.a» quando o escoamento encontra-se em regime penteane
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1 1
pal Ax) = 500 + 0,5) | 09l Ax) =500 + 0.5) |
08} 0,8
07} 0,7
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Figura 4.7. Concentrag6es com condi¢des inicidmssnia) e descontinuas (b).

A Figura 4.8 exibe os resultados obtidos pelo d@étcassico para problemas com
A(X) =10(x+ 05), em trés diferentes tempos. Na Figura 4.8-(a)emslicdes iniciais sao
nulas e na (b) sdo descontinuas. Escolhemos urde gomsiderada ideal, com =2/4, e

100 pontos ao longo do eixo

1 . ‘ ‘ — ‘ 1
~ H
0sl <) = 10+ 0.5) i | 0
~ g !

038 . : I 0.8

07 A | 0.7
2 h | ! 2
Eu 6 \ | gu,ﬁ
E 05 N ; | ‘g’ 05
2 ™ e l g
o 04 \ i o 04
(%] H J (3]

\ H
03 - | 03
i !
N
02 <0015 Ty 02—, 0015
oaff — &0 1 aaff— &m0
- Yiinar = 0:25 : : -~ Yinar = 0:25 :
'] T T L 1 1 Il L L u T T L L L 1 il L HIl 1
o o1 02 03 04 05 06 07 08 03 1 o o1 02 03 04 05 06 07 03 03 1
X X

Figura 4.8. Solugbes pelo método classico: condigiieiais nulas (a) e descontinuas (b).
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Nesses testes, com caracteristicas fortementenddas pelo fenbmeno de conveccéo,
analisando a Figura 4.8 observamos que o métodssiota s6 obtém um resultado
considerado razoavel no tempo (relativamente pexjuen 0,015, e com condi¢des iniciais
nulas. Nos demais casos, nota-se claramente qeelages apresentam comportamentos
espurios, incluindo uma nitida tendéncia a sevesagacfes numeéricas quando o tempo final
cresce. Os erros produzidos ndo permitem obterg&aldres nem de longe coerentes. Para o

tempot, =0,25, em regime permanente, o0 méetodo classico se tarmpletamente incapaz

de gerar um esboc¢o, mesmo que grosseiro, do garéiblucdo esperada.
A Figura 4.9 mostra perfis de concentragdo obtigel® método classico para um

exemplo ainda mais advectivo, onde a fund@®m as3ume valores ainda maiores. Notamos

que os erros do método classico se acentuam, peine@nte quando tratamos de condi¢es
iniciais descontinuas. De fato, nesse caso 0 métiddsico (entre outros erros) ndo captura
perfeitamente a descontinuidade no terhpd), .00Esse instante, pode-se notar uma nitida
e completa suavizacdo proveniente da dispersacaifoente) de origem numérica.
Observamos também que no instante 0,01 a solug@ériua ja exibe uma forte tendéncia
oscilatoria. Assim, os resultados obtidos com abdwbgia classica, mesmo para instantes de

tempo relativamente pequenos, sao fisicamentergtos:

T T T T T T T T
0ol N ) = 50(x + 0.5) ; | sl ) = 50 + 0.5) l |
08} ;— 08} /“ E
| /
orr N i 07t 5 y } : |
& 0el 5 oo acl A |
% 06 ; 2 0,6 Vi I
E N EI g A /
£ 05| i 205} I
o " \ H [ ® \
8 i s / I
Soal 5 il Soal A / IR
° , | © - I
03} . 03} _ 1
R | N I
021t ~0.005 N ‘ 1 0.2 4, -0.005 I
ol — n=001 \\ i ol — t=001 IR
<o gy = 003 ~ ‘ - Yina = 0,03 I
1 I L 1 L I T T M| 1 1 1 L L 1 L L 1
Y o1 0z 03 04 05 06 07 08 03 1 % o1 0z 03 04 05 06 07 04 03 1
X X
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Figura 4.9. Solucdes pelo método classico: condigieiais nulas (a) e descontinuas (b).

4.3 Exenplos Gerais

Casos ainda mais gerais podem ser tratados peladohegia DFLDexp sé&o
situacOes onde pode existir multiplicidade entrautsvalores da matria , mas eles nao séo
necessariamente todos iguais. Para tratarmos eaermesse tipo, nesta secao utilizaremos a
aproximacao de Trotter, de acordo com o Teorema 3.4

Empregando a aproximacdo de Trotter, a acuracianéimdo DFLDexp aumenta
quando o valor do parametro cresce, conforme indicado no limite definido na EB49).
Apesar de ndo haver necessidade, € claro que &irapg@io de Trotter pode ser aplicada
também para os casos estudados anteriormente, gaaduaral constante a solucdo deve
ser a mesma independente do numero inteiro atob@iol pardmetrom> 0 Assim,
inicialmente para validarmos os resultados obtidoen a aproximacdo de Trotter,
comecaremos resolvendo exemplos cujas soluctesajd festabelecidas na ultima secéo.

A Tabela 4.2 mostra o erro na norma 2, para difesevalores den, com relagéo a
solucdo obtida na Secdo 4.2. A funcdo que defimgimero de Peclet para este caso é

A(X) =10(x + 05) e as condi¢des iniciais sao nulas.

Tabela 4.2. Erro relativo na norma 2 para a apragéo de Trotter (grade grossa).

t, =0,015 t, = 005
m=2 0,0534 0,1075
m=10 0,0112 0,0275

m=50 0,0023 0,0058
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A grade deste problema possui apenas 7 pontodp getativamente grossa. Neste
caso, como pode ser observado na Tabela 4.2, o wed®0 fornece uma boa aproximagéo.
Considerando grades mais refinadas, a Tabelgpfe3enta o erro na norma 2 para um
exemplo estudado anteriormente, onde o0 numero ddetPé definido pela funcgéo
A(X) =50(x+ 05) e as condi¢Bes iniciais sdo nulas. Lembramos st rcaso a grade de
discretizacdo é constituida de 27 pontos, e (comespo erro é tomado com relacdo a

solucéo obtida na Secéo 4.2.

Tabela 4.3. Erro relativo na norma 2 para a apragéo de Trotter (grade fina).

t, =0,005 t, =001
m=10 0,1013 0,1247
m=50 0,0220 0,0322
m=250 0,0045 0,0068

Observando as Tabela 4.2 e 4.3 podemos notamzata, como era de se esperar
pela estimativa descrita na Eq. (3.54), que panatenaos a acuracia da solucdo, a medida
que A assume valores maiores, necessitaremos utilizapreximacao de Trotter valores de
m também cada vez maiores. Neste exempmisg, &S0ficiente para tornar o erro relativo
nulo até a sua segunda casa decimal.

A seguir utilizaremos a metodologia DFLeB3p juntamente com a aproximacao de
Trotter para fungdesi(x Yyelativamente mais complicadas, as quais produdésnentes
tipos de multiplicidade nos autovalores da makizO primeiro exemplo desse tipo utiliza a

seguinte funcdo néo-decrescente:

10 ,se x<1/3
A(X) =<10(x+2/ 3),s€ 1/3< x< 2/3. (4.3)
40/ 3,se x=2/3
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A funcéo indicada na Eg. (4.3) nos fornece umaereom 7 pontos e exige, no
contexto da nossa proposta, que utilizemos a apepdo de Trotter. Empregaremos neste
caso o valorm= 50 Para trés valores de, a Figura 4.10-(a) mostra as solucdes deste
problema com condi¢des iniciais nulas. As solugbdsidas na Figura 4.10-(b) referem-se as

condi¢des iniciais descontinuas indicadas na ER).(4
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Figura 4.10. Solucbes para condic¢des iniciais n{@pe descontinuas (b) (grade grossa).

Solucdes de um segundo exemplo semelhante adoard&o apresentado na Figura

4.11. Neste caso, o numero de Peclet assume val@amedes e obedece a seguinte relacéo:

50 ,se x<1/3
A(X) =<50(x+2/ 3) se1/3< x<2/3. (4.4)
200 3se x=2/3

Neste exemplo, referente a um escoamento altanadnttivo, utilizamosm= 25@ uma
grade com 31 pontos.
Novamente, as Figuras 4.10 e 4.11 mostram quepérdlentemente das condi¢cdes

iniciais, as solu¢des apresentam o mesmo compantarassintotico referentetq,, o que

concorda inteiramente com o resultado teorico desoelo Corolario 3.1.
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Figura 4.11. SolucBes para condicdes iniciais ni@@pe descontinuas (b) (grade fina).
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5 Conclusdes e Perspectivas Futuras

5.1 Conclusodes

Uma nova metodologia para a resolucdo da equagioadieccao-dispersao
unidimensional em regime transiente, a qual denamas de DFLDexp é formulada e
matematicamente analisada. A discretizacdo espatiaseada em um esquema de diferenca
finita de segunda ordem (que denominamos de DFldd)ethante ao utilizado por Van
Ommen (1985), no contexto da teoria de células d&turas para escoamentos com
velocidade constante. Este esquema € construitid filema que o coeficiente de disperséo é
efetivamente eliminado durante o processo de dizaggio. Isso € possivel mediante escolhas
apropriadas para os espacamentos da grade.

De forma mais geral, a nossa formulacdo consiqaemo campo de velocidade é
constante ou uma funcdo néo-decrescente da vadggpatial. Por questdes de simplificagéo,
a equacao diferencial € estudada na sua forma asiiomal, mas isso nem de longe é uma
condicdo necesséria para a utilizagdo do métoddBPdip

A analise numérica desenvolvida aqui mostra qudisaretizacdo DFLD é nao-
oscilatoria e essencialmente nao-dispersiva e i&&ipdtiva. Mostramos também que na
realidade esta discretizacdo € um caso particalasquema classico de diferenca centrada
para a referida equacdo, onde a escolha aprogpé@da espacamento da grade é responsavel
por selecionar, entre possivelmente todas, a meli@renca finita centrada classica. Dessa
forma, este esquema pode ser usado sem causanas l&e costumeiramente provoca na
solucdo numérica da equacao de adveccao-dispersao.

Além das vantagens expostas acima, a discretizagfacial DFLD transforma o

problema de adveccao-dispersdo em um sistema @gdzpidiferenciais ordinarias lineares
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cuja matriz dos coeficientes é simplesmente bidiagdm vista da simplicidade da algebra
linear resultante da discretizacdo DFLD e com etoly de evitar problemas de instabilidade
numeérica referentes a possiveis discretiza¢desaeisp no presente trabalho a resolucéo no
tempo é feita utilizando-se técnicas de exponeugahatrizes. Por essa razdo a metodologia
resultante foi denominada de DFleddp Trés diferentes estratégias, incondicionalmente
estaveis, para o céalculo da exponencial da mat& abeficientes foram desenvolvidas e
empregadas aqui. A escolha e utilizacdo de umamasiédcnicas podem depender da relacao
entre os valores dos numeros de Peclet ao longtmhdnio espacial, os quais determinam a
multiplicidade entre os autovalores da referidarinat

No contexto descrito acima, a metodologia restdtéornece solucées semi-analiticas
para os problemas de adveccéo-dispersédo tratadosNumpsa analise considera também a
existéncia e unicidade de uma solucdo obtida vianetodologia DFLDexp seu
comportamento assintético e estimativas de err@pdeximacdes calculadas pela formula de
Trotter (1959).

Devido a simplicidade da formulacdo algébrica dexte dos algoritmos
desenvolvidos neste trabalho, codigos computacopara a metodologia DFLBExp sédo
obtidos com pouco esforco, sem exigir empregosngooitacdo de rotinas pré-existentes
referentes a resolucéo de sistemas lineares cél@dada exponencial de matrizes.

Diferentes exemplos numéricos demonstram o desempga metodologia proposta,
comprovando a sua acuracia e eficiéncia. Compasag@en uma solucdo analitica
aproximada mostram que a solucdo calculada pelododdFLD-exp pode ser obtida muito

proxima da solucéo exata.
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5.2 Perspectivas Futuras

As propriedades tedricas e o0 bom desempenho damdopela metodologia DFLD-
exp recomendam a continuidade deste estudo e a suzagldid em problemas praticos
decorrentes da engenharia e das ciéncias aplicadas.

Continuidades naturais dos resultados obtidosagté envolvem, certamente, o0s
seguintes topicos:

» Extensfes para incluir condicbes de contorno depetes do tempoDurante a
elaboracédo do presente trabalho esse aspectodalaaim, mas ndo com a profundidade
que gostariamos a ponto de inclui-lo aqui. No eafamossos resultados preliminares
mostram que a metodologia proposta pode ser edeendiuralmente para essa classe de
problemas, deste que utilizemos em adicdo técrdeastegracdo numéricas (como a
quadratura Gaussiana, por exemplo) necessariasr@sob/er, com certa precisao, as
integrais que surgem na solugdo semi-analitican@iste. Consideramos esse topico uma
parte importante do nosso trabalho em desenvoltonen

» Possibilidade de outros esquemas classicos deedifess finitas tornarem o problema
discretizado livre do termo dispersiviaste tépico foi superficialmente analisado dwant
a nossa pesquisa. Resultados iniciais, ndo apaelentaqui, mostraram que, com
escolhas apropriadas para os espacamentos da gtéde,do esquema de diferenca
centrada apenas um dos esquemas classicos passprepriedade. Apesar de a estrutura
algébrica ser inteiramente analoga a do esquemdDéhservamos que a metodologia
resultante desse outro esquema é uma aproximaeéasafde primeira ordem na variavel
espacial. Certamente esse topico sera estudadenaisrnprofundidade e apresentado em
um trabalho futuro, onde sera considerada a ptidsithé da utilizacdo de esquemas de

alta ordem (livres do termo dispersivo).
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» ExtensGes para problemas multidimensiondiste é um topico extremamente
relevante para o efetivo estabelecimento do esquefizD-exp Certamente o seu
sucesso dependera da estrutura da matriz dos ieodig, que influenciara nos futuros
algoritmos destinados ao céalculo da exponenciahakeizes.

» Aplicacdes do métodDFLD-exp Dentre as varias possiveis aplicacOes, preterslemo
em um futuro préximo utilizar a nossa metodolog@ contexto dos problemas de
contaminacdo do solo, mais especificamente preteosle inicialmente, simular o
deslocamento de um tracador em um escoamento eos P@&iosos, além de visarmos a
simulacdo do escoamento ligeiramente compressivetotalmente miscivel em
reservatorios de petréleo.

» Extensdes para a resolucdo da equacao de advedsferdao-reacao
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APENDICE

Estimando C,,, por Interpolagdo Quadratica

Como referido no Capitulo 3, podemos, de formaradttiva, estimar o valor da

concentracdo no pontx,,, de maneira mais acurada através de uma interpola@a

problema em questao nos fornece como condicéorderoo a seguinte equacao:

oC
—1 =0. A.l
8 (A1)

Considerando uma aproximagéo em diferengas fingagradas no né&..,, 0 qual representa

a posicaox = lobtemos

2hn+1 .

(A.2)
Observe que implicitamente estamos supondo quentw @alicionalx,,, foi introduzido na
grade de maneira que,,, torna-se o ponto médio do segmetjtq, X.,, . EIm outras
palavras, estamos considerand@, = X.,, — X, = X.,, — X.,,. Em vista da expressédo em Eq.
(A.2), podemos escrever:
Chia(t) =C, (). (A.3)
Suponha que ja foram calculados os val@gspara todo =1,...,n. Em seguida, em

nossa interpolacdo, consideraremos que na viziahdogponto x incluindo os pontos

n+l?
Xo1s X, € X,.,, @ Solugéo possui a forma de um polindmio quambrata variavelx. Assim,
podemos determinaC, ., (t ytilizando os valores conhecidos @é nqgs pontosx,_,, X, €

X..»- 1SS0 pode ser feito considerando

Cn+1(t) = PZ(Xn+1) ' (A4)
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ondeP,(Xx) € o polinbmio quadratico obtido pela seguinterputacéo de Lagrange:

Eif n+2 X — Xk
PX)=> C () . (A.5)
? jZn+l : k|::| Xj = Xy

j=n-1 k=n-1
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