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RESUMO

Neste trabalho apresentamos e analisamos o conceito fregiano de fungdo, presente nos trés
livros de Frege: Begriffsschrift, Os Fundamentos da Aritmética e Leis Fundamentais da
Aritmética. Discutimos ao longo dele o que Frege entendia por fung¢do e argumento, as
modificagdes conceituais que tais nogdes sofreram no periodo de publicacao de seus livros e a
importancia dessas noc¢des para a sua filosofia. Para tanto, analisamos a linguagem artificial
do primeiro livro, a defini¢do de nimero do segundo, e os casos particulares de fungdes que
sao definidos no terceiro, bem como as considera¢des contidas em outros escritos do filosofo
alemao. Verificamos uma caracterizagao puramente sintdtica de funcdo em Begriffsschrift,
uma distingdo entre o sinal de uma funcdo e aquilo que ele denota em Os Fundamentos da
Aritmética, e a associagdo de dois elementos distintos a uma expressdo funcional em Leis
Fundamentais da Aritmética: o seu sentido e a sua referéncia. Finalmente, constatamos que a
originalidade do sistema fregiano reside na possibilidade de considerar esse ou aquele termo

de uma proposi¢do como o argumento (ou os argumentos) de uma fungao.

Palavras-chave: Logicismo; Matematica - Fundamentos; Numero; Conceito; Linguagem.
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ABSTRACT

In this work we present and analyze the fregean concept of function, present in the three
books by Frege: Begriffsschrift, The Foundations of the Arithmetic and Fundamental Laws of
the Arithmetic. We discuss what Frege understood by function and argument, the conceptual
modifications that such notions suffered in the period of publication of those books and the
importance of these notions for his philosophy. For so much, we analyze the artificial
language of the first book, the definition of number in the second, and the particular cases of
functions that are defined in the third, as well as the considerations contained in other works
by the philosopher. We verify a purely syntactic characterization of function in
Begriffsschrift, a distinction between the sign of a function and what it denotes in The
Foundations of the Arithmetic, and the association of two different elements to a functional
expression in Fundamental Laws of the Arithmetic: its sense and its reference. Finally, we
verify that the originality of the Frege’s system is based on the possibility of considering one

or other term of a proposition as the argument (or the arguments) of a function.

Key-words: Logicism; Mathematics - Foundations; Number; Concept; Language.



INTRODUCAO

Apbs uma série de progressos durante os séculos anteriores, a dlgebra e a analise
chegaram ao século XIX carentes de uma fundamentacdo rigorosa. Tanto as operagdes
algébricas com numeros complexos como a no¢do de limite, esperavam uma defini¢ao
satisfatoria de numero real para que pudessem receber um tratamento mais preciso. Por esse
motivo, os fundamentos ultimos destas duas ciéncias dependiam essencialmente dos da teoria
dos ntimeros. O estabelecimento das leis pelas quais se firmava toda a aritmética tornou-se,
assim, uma das tarefas mais importantes para os matematicos desse periodo, e a palavra
“aritmética” passava a ser usada em uma acepcdo que abrangia, além da propria teoria dos
nimeros, a algebra e a andlise.

De acordo com Dummett, ' o programa logicista desenvolvido pelo filosofo alemio
Gottlob Frege (1848-1925) caracterizava-se, basicamente, como uma tentativa de mostrar que
tais leis poderiam ser exprimiveis em termos puramente l6gicos e que repousariam sobre leis
logicas apenas. Ele desenvolveu sua tese ao longo de varios anos e a expds gradativamente
em trés livros, a saber, Conceitografia, uma linguagem formula, modelada sobre aquela da
aritmética, para o pensamento puro (Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete
Formelsprache des reinen Denkens), publicado pela primeira vez em 1879; Os Fundamentos
da Aritmética, uma investiga¢do logico-matemdtica sobre o conceito de numero (Die
Grundlagen der Arithmetik, eine logisch-mathematische Untersuchung iiber den Begriff der
Zahl), publicado primeiramente em 1884; e Leis Fundamentais da Aritmética, derivadas
conceitograficamente (Grundgesetze der Arithmetik, Begriffsschriftlich abgeleitet), o
primeiro volume publicado em 1893 e o segundo, em 1903.

Estritamente falando, a primeira publicacdo ¢ um livro de légica e a segunda, de
filosofia da matematica. Em Begriffsschrift é apresentada uma linguagem artificial com regras
de manipulagdo e exemplos de aplicagdao, com a qual Frege pretendia exprimir as nogdes e
leis da aritmética; em Os Fundamentos da Aritmética sao discutidas a nogao de niimero ¢ a
natureza das leis da aritmética. Quanto ao terceiro livro, Leis Fundamentais da Aritmética,
nele os resultados obtidos no segundo sdo mostrados por meio da notacdo contida no
primeiro, e uma série de teoremas ¢ demonstrada.

Mas estes nao foram os unicos trabalhos do filésofo publicados no periodo; uma série

de artigos de sua autoria também foi impressa nos anos que seguiram a publicagdo de

' Cf. DUMMETT, 1991, p. 43
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Begriffsschrift. Eles visavam, sobretudo, elucidar nogdes que eram apresentadas de modo
obscuro nos livros ou que eram alvos de criticas, ou defender a linguagem artificial de Frege,
que, alias, foi considerada muito complicada na época e acabou restringindo a leitura de seu
livro a um numero reduzido de pessoas. * ® Dessas nogdes, sem duvida uma das mais
importantes foi a de fungdo e argumento. O préprio Frege reconheceu seu mérito, tendo-as
discutido em muitos de seus artigos; ja& em seu primeiro livro escreveu: “Acredito que a
substitui¢do dos conceitos de sujeito e predicado pelos de argumento e funcdo afirmar-se-4 ao

longo do tempo.” *

Mesmo a introducdo dos quantificadores, apontada por Kneale como a
mais importante contribui¢do do filésofo alemdo para a légica, ® ndo seria possivel sem que
estas noc¢oes fossem desenvolvidas.

Posto que Frege tenha admitido como decisivo o papel que tais conceitos tinham em
sua obra, algumas questdes inevitavelmente surgem. Por exemplo, o que Frege entendia por
funcdo? E por argumento de uma func¢dao? Estas nog¢des sofreram alguma modificagao
conceitual em toda a extensao de sua obra? Por que elas sdo importantes? Em que reside sua
originalidade? Pois estas questdes sdo discutidas ao longo do presente trabalho. Quem desejar
conhecer o programa logicista de Frege, ¢ certo que ndo se dara por satisfeito lendo apenas
um dos trés livros; contentar-se-a tampouco aquele que almejar compreender suas idéias sobre
logica ou semantica lendo tdo somente um ou outro artigo. Por esse motivo, empreendemos
em nosso trabalho uma leitura dos trés livros e de boa parte dos artigos escritos pelo fildsofo.
E tal leitura foi orientada pela nogdo fregiana de fung¢do. Desse modo, além de nosso objeto de
estudo, esta nog¢do também foi nosso guia de andlise, ¢ todo o trabalho apresenta-se
organizado consoante esta diretriz. Para tanto, dividimo-lo em trés capitulos, por meio dos
quais apresentamos a evolucdo do pensamento de Frege no periodo em que esse conceito foi
criado e discutido por ele.

No capitulo 1 — A Nocdo de Fungdo em Begriffsschrift, analisaremos a nog¢do de
func¢do tal como Frege a concebia na época em que escreveu seu primeiro livro, isto €, como

puramente sintatica e ausente de questdes de natureza semantica ou ontoldgica. Ao contrario

% Nos artigos Fungdo e Conceito ¢ Sobre Conceito e Objeto, por exemplo, Frege elucida as nogdes de fungdo,
conceito e objeto. Em Sobre Conceito e Objeto ¢ Sobre a Finalidade da Conceitografia, rebate criticas de Kerry
e Schroder, respectivamente. Em Cdlculo Logico de Boole e a Conceitografia, o filosofo defende a superioridade
de sua conceitografia sobre o célculo logico de Boole.

’ Russell e outros ignoraram por um longo tempo o primeiro livro de Frege por preguica em aprender a sua
notacdo (cf. nota 7 em BYNUM, 1972b, p. 30).

* Begriffsschrift, prefacio, tradugio nossa.

> Insbesondere glaube ich, dass die Ersetzung der Begriffe Subject und Praedicat durch Argument und Function
sich auf die Dauer bewéhren wird.

% Cf. KNEALE; KNEALE, 1991, p. 515-517.



da maioria dos textos que lemos a respeito do livro, ndo nos limitamos a uma parte especifica
das trés em que ele se divide, pois cada uma delas possui elementos caros a nossa pesquisa.
Comentamos, por isso, aquelas passagens que julgamos mais importantes de todas elas. Na
primeira sdo introduzidos o “alfabeto” da linguagem artificial e as regras para o manuseio dos
seus simbolos e sentengas. Discutimos ai como as nog¢des de funcdo e argumento, enquanto
elementos sintaticos, sdo manuseadas nessa linguagem. A segunda parte do livro trata dos
axiomas de ldgica proposicional e de predicados de primeira ordem, e dos teoremas que deles
derivam; assim ndo poderiamos deixar de comentar também esta parte, uma vez que sem
essas nogdes ndo seria possivel o estabelecimento de um sistema axiomatico de primeira
ordem. A terceira parte ¢ onde sdo fornecidos alguns exemplos de utilizacao da linguagem,
mais especificamente, de como exprimir as no¢des de propriedade hereditaria e de relagdo de
ancestralidade nessa linguagem. Propriedades e relagdes sdo ai denotados por simbolos
funcionais de um e dois argumentos, respectivamente, donde a necessidade de sua utilizacdo e
dos comentarios que tecemos a respeito desse uso.

No capitulo 2 — A Noc¢do de Fun¢do em Os Fundamentos da Aritmética, discutiremos
a distingdo fregiana entre fun¢do e objeto, e examinaremos a definicdo de Frege da nogao de
numero a luz de tal distingao. Nessa obra, o filésofo estabeleceu como pretendia mostrar que a
aritmética era uma parte da logica. Na verdade, para fornecer uma defini¢do satisfatoria de
nimero natural, e concretizar seus objetivos, ele precisou introduzir no livro as nogdes de
conceito, objeto e extensdo de conceito. Estes conceitos, embora ndo elucidados no livro, sdo
partes essenciais de sua definicdo e, como veremos, uma conseqiiéncia imediata desse fato é
que o conceito de fun¢ao, tal como Frege o entendia, também o €.

Finalmente, discutiremos no capitulo 3 — A Noc¢do de Funcdo em Leis Fundamentais
da Aritmética, o que Frege entende por funcdo depois de publicado seu segundo livro.
Analisaremos algumas das idéias contidas nos artigos Fun¢do e Conceito (Funktion und
Begriff), Sobre Sentido e Referéncia (Uber Sinn und Bedeutung), Sobre Conceito e Objeto
(Uber Begriff und Gegenstand), Consideragdes sobre Sentido e Referéncia (Ausfiihrungen
tiber Sinn und Bedeutung) e Cdlculo Logico de Boole e a Conceitografia (Booles rechnende
Logik und die Begriffsschrift), publicados pela primeira vez em 1891, 1892, 1892, 1969 e
1969, respectivamente, € o impacto dessas idéias sobre seu projeto. Tal impacto faz-se
presente em Leis Fundamentais da Aritmética na medida em que surgem modificacdes em
relacdo a notacdo e as idéias contidas nos dois primeiros livros. Apos Begriffsschrift, a nogao
de fun¢do nao mais foi tratada como algo puramente simbolico, e apos Os Fundamentos da

Aritmética, ela passou a ser o referente (Bedeutung) de uma expressao (ou letra) funcional. As
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fungdes de Leis Fundamentais, a relagdo existente entre uma expressao funcional, seu sentido
(Sinn) e seu referente (Bedeutung), e a importancia do conceito de fungdo na obra de Frege
serdo os principais topicos discutidos.

Como sabemos, o programa logicista de Frege ndo logrou sucesso, por motivos que
teremos oportunidade de comentar no ultimo capitulo e que também estdo associados a sua
noc¢ao logica de funcao. A despeito deste fato, as idéias que foi obrigado a desenvolver para
que tal programa se cumprisse, especialmente em légica e em filosofia da linguagem,
resistiram ao tempo e fizeram de Frege um dos mais influentes filosofos do século XX. As
analises que fizemos, embora busquem (ndo sendo possivel que o fagam perfeitamente)
preservar essas idéias tal como o filosofo as entendia, ocorreram a luz da légica formal
contemporanea e, por esse motivo, esperamos que déem a dimensdo exata de seu peso para

esta disciplina.



CAPITULO 1 - A NOCAO DE FUNCAO EM BEGRIFFSSCHRIFT

“Conceitografia” ¢ a tradu¢do que empregamos aqui para o termo “Begriffsschrift” de
Frege. ' Para evitar confusdes, quando usarmos a palavra alema estaremos nos referindo ao
livro homdnimo, ¢ quando empregarmos a correspondente palavra em portugués, a linguagem
formal contida no livro.

Como dissemos na Introducdo a este trabalho, Begriffsschrifi ¢ basicamente um livro
de 1ogica; na verdade, talvez seja o mais importante livro de légica ja escrito. ® Os avangos
mais significativos promovidos nas suas pouco mais de oitenta paginas sao enumerados por
Bynum: a invencdo das fungdes logicas, a invengao da teoria de quantificacdo, o primeiro
aparecimento do célculo de predicados de primeira ordem, a primeira aplicacdo do método
logico, a primeira formulagdo do célculo proposicional como um sistema logico, a primeira
definicdo de ancestral de uma relagdo, a primeira analise logica de prova por indugdo
matematica, o primeiro uso do “método de tabelas de verdade” para definir os conectivos
proposicionais e justificar axiomas, o primeiro uso do condicional material em um sistema
logico, a primeira explicagdo consistente da nocdo de variavel e a primeira distin¢do entre
axiomas e regras de inferéncia. ’

Mas nenhum desses progressos teria sido possivel sem a notacdo que d4d nome ao
livro, notagdo esta que foi criada devido a insuficiéncia da linguagem ordinéria para os
propositos de seu inventor. Entre estes propositos estava o desejo de poder melhor exprimir a
inferéncia, deixando-a livre de lacunas, e de poder distinguir entre conceitos e individuos,
algo possivel somente em uma linguagem logicamente perfeita. ' Inspirado, pois, na
linguagem de formulas da aritmética, Frege concebeu uma forma de escrita bidimensional que
acomodava o contetido de um juizo simples em uma linha e os conteudos dos diversos juizos
simples de um juizo composto ao longo de uma coluna, sendo que todas as linhas de uma
mesma coluna eram conectadas entre si por simbolos que exprimiam as relagdes ldgicas entre
seus conteudos. Nao se justificam os comentérios de que a conceitografia seja uma escrita
complicada; na verdade, o seu carater bidimensional até favorece a leitura. O unico

inconveniente talvez seja o fato de seus simbolos serem linhas, o que em alguns casos pode

7 Outras tradugdes comumente encontradas na literatura sdo ideografia e notagdo conceitual.

¥ Para Bocheniski o livro de Frege so pode ser comparado aos Analiticos Primeiros, de Aristoteles (cf.
BOCHENSKI, 1970, p. 268). Ja Boolos acredita que o avango representado por Begriffsschrift pode ndo ser tio
grande quanto se imagina (cf. BOOLOS, 1998, p. 237-254).

" BYNUM, T. W. On the life and work of Gottlob Frege. In: FREGE, G. Conceptual Notation and Related
Articles. Oxford: Clarendon, 1972. p. 13-14

' Cf. FREGE, 1972, p. 83-89.
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levar a uma expressao tipograficamente complexa. Isso deve ter gerado dificuldades de

impressao na ¢época da publicagdo do livro. Discutiremos tais simbolos no que se segue.

1.1 — As duas espécies de simbolos e seu significado

Os simbolos da conceitografia sdo de dois tipos, a saber, aqueles pelos quais diferentes
objetos podem ser entendidos e aqueles que tém seu significado completamente determinado.
Os simbolos do primeiro tipo sdo letras € os do segundo, os sinais —, 1,1, = e «. H

Frege usa letras latinas minusculas tanto como variaveis proposicionais quanto como
variaveis individuais. Para indicar que uma letra estd sendo usada como variavel
proposicional o traco horizontal “—” deve ser posto a sua esquerda. Denominado por Frege
traco de conteudo (Inhaltsstrich), este sinal indica que o conteido do simbolo ou da
combinagio de simbolos que o segue & um conteiido afirmavel (beurtheilbar Inhalt). '* O
trago vertical “|”, quando ligado a extremidade esquerda do trago de contetido, é chamado de
trago de juizo (Urtheilsstrich), e com ele forma o simbolo b=, que por sua vez indica (angiebt)
o contetido de um juizo (Urtheil). Frege observa que se o trago de juizo for omitido do sinal
, entdo o juizo serd transformado em uma mera combina¢do de idéias (blosse
Vorstellungsverbindung), sobre a qual o escritor ndo exprime (ausdriickt) se reconhece

~ 13 . . .
(zuerkennt) ou ndo sua verdade. "~ Para ilustrar o que diz, fornece o seguinte exemplo:

"' Logo no inicio da primeira se¢io do livro Frege observa que os simbolos usados na teoria geral de magnitudes
(allgemein Grossenlehre) sdo de dois tipos: letras e sinais como +, —, f ,0,1,e2. Tal distingdo corresponde

aquela que se faz hoje entre variaveis e constantes. O fildsofo ndo era simpatico a palavra “variavel” porque ela
evoca a idéia de algo que varia ao longo do tempo, e este, como se sabe, ¢ uma grandeza que pertence a fisica e
ndo a analise. Além disso, se algo varia, uma questdo que imediatamente se coloca é: o que é que varia? Para
Frege, ndo faz sentido dizer que um nimero varia. Ele preferia, desse modo, o termo “letra” em lugar de
“variavel” (cf. nota 4 em FREGE, 1971, p. 10 e cf. FREGE, 1978, p. 117-129).
2.0 verbo “beurtheilen” pode ser traduzido como “avaliar”, “julgar”. Assim, “beurtheilbar Inhalt” equivaleria
em portugués as expressoes “contetido avaliavel” ou “conteudo julgavel”. Mas por “beurtheilbar Inhalt” Frege
entende aqueles conteudos que podem ser afirmados, ou seja, que podem tornar-se juizos, de modo que juizos
sdo conteudos afirmados ou afirmagoes. Por esse motivo, alguns tradutores tém vertido aquela expressdo para
“assertible content”, em inglés. E o caso, por exemplo, de Bynum (cf. BYNUM, 1972a). E também comum o
emprego das expressoes “judgeable content”, em inglés, “contenido enjuiciable”, em espanhol, e “contetido
judicével”, em portugués. Para evitar neologismos, decidimos adotar ao longo do texto a expressdo “conteudo
afirmavel”.
13 Begriffsschrift, § 2.
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Signifique A o juizo ‘Pélos magnéticos opostos atraem-se
mutuamente’; entdo —A ndo expressara esse juizo, e deve provocar no
leitor meramente a idéia de atragdo mutua de pdlos magnéticos

opostos, digamos, a fim de extrair algumas conclusdes a partir disto e

. ~ 14 1
com isso testar a corre¢do do pensamento. >

Sublinha, em seguida, que nem sempre um contetido pode tornar-se um juizo quando o
sinal k= preceder seu simbolo, como, por exemplo, no caso da idéia “casa”. Desse modo, faz
uma distingdo entre conteudos afirmaveis e ndo afirmaveis (beurtheilbar und unbeurtheilbar
Inhalte). Nenhuma definicdo de conteudo e, portanto, de conteudo afirmavel, ¢ dada no livro,
mas Frege deixa claro em um trabalho posterior (o artigo Sobre Conceito e Objeto) que retine
sob a expressdo “conteudo afirmavel” o que neste designa pelas palavras “pensamento” e
“valor de verdade”, ou seja, o sentido (Sinn) e a referéncia (Bedeutung) de uma sentenca. '°
Quando diz “o conteudo ‘casa’, ¢ provavel que estivesse se referindo ao sentido (ou até
mesmo a referéncia) do nome “casa”. O fato é que “casa” ¢ um termo singular ou conceitual e
ocorre como parte de uma sentenga, mas nunca como uma sentenga completa; seu contetido
ndo pode ser, desse modo, asseverado como ocorre com o de uma sentenca. O exemplo
fornecido em uma nota de rodapé nao da margem a duvidas: a circunstancia que “existe uma
casa” é um conteudo afirméavel, mas nio a idéia “casa”, que ¢ uma parte deste. '’

cclaa

Quando o trago vertical conecta dois tragos de contetdo, como em L, recebe o
nome de fraco de condig¢do (Bedingungsstrich). No caso de 4 ¢ B denotarem conteudos
afirmaveis, ¢ licito o emprego do traco de conteudo para formar as expressoes “—A4” e “—B”, e

mediante o uso do trago de condicdo para ligar os dois contetidos obtém-se dai a expressao

A
mais complexa EB. Uma vez que esta também denota um contetido afirmavel,

A
acrescentamo-lhe o trago de contetido, resultando em —EB. '8 19 Agora, para 4 e B quatro

possibilidades se apresentam:

' Begriffsschrift, § 2, tradugdo nossa.

' Bedeute z. B. A das Urtheil: "die ungleichnamigen Magnetpole ziehen sich an’; dann wird —A nicht dies
Urtheil ausdriicken, sondern lediglich die Vorstellung von der gegenseitigen Anziehung der ungleichnamigen
Magnetpole in dem Leser hervorrufen sollen, etwa um Folgerungen daraus zu ziehen und na diesen die
Richtigkeit des Gedankens zu priifen.

' Cf. FREGE, 1978, p. 95.

"7 Ct. Begriffsschrift, § 2.

'8 Em notagiio contemporanea escreveriamos isso como: B — A.

' Poder-se-ia objetar, nesse ponto, que o trago vertical é um simbolo cujo significado varia (de acordo com o
modo com que ¢ ligado ao trago de contetido), contrariando o fato de pertencer a segunda categoria de sinais da
conceitografia. Mas o traco de juizo ndo ¢ um simbolo da linguagem artificial de Frege, na medida em que atua



(1) 4 ¢ afirmado e B ¢ afirmado;
(i1) 4 ¢ afirmado e B ¢ negado;
(ii1) 4 € negado e B ¢ afirmado;

(iv) 4 é negado e B ¢ negado.

Com a jungao do trago de juizo a expressdo anterior obtém-se I—E;, que corresponde
a0 juizo: “4 possibilidade (iii) ndo tem lugar (nicht stattfindet), mas uma das outras trés sim”.
E interessante notar que Frege concebe seu trago de condigdo como um simbolo relacional; 2°
neste caso, os contetidos de 4 e B estardo na relagdo condicional (Bedingtheit) se, e somente

se, a condi¢do (iii) ndo se verificar. O traco de contetido indicard, portanto, que o conteudo da
I:A
B

afirmavel, isto €, que esta expressao ¢ uma sentenga e que seu conteudo ¢ uma proposigdo. O

expressao , que equivale a “4 e B estdo na relacdo condicional”, ¢ um conteudo
traco de juizo indicard que este contetido estd sendo afirmado, ou seja, que € uma proposicao
verdadeira.

O juizo acima pode, segundo Frege, ser traduzido com o auxilio da conjungao “se”
(wenn): “Se B, 4. No caso de B representar a circunstancia que a lua esta em quadratura com
o sol e 4, a circunstancia que a lua aparece como um semi-circulo, ele pode ser lido como:
“Se a lua esta em quadratura com o sol, ela aparece como um semi-circulo”. A conexao de

causa implicita na palavra “se” ndo ¢, contudo, expressa pelos simbolos de sua conceitografia.

A

?! Mediante o emprego do trago de condi¢do pode-se, evidentemente, ligar a expressdo —EB
A I
T o

—I" ou B,

O proximo simbolo, o pequeno trago vertical “1”, é chamado fraco de negagdo

a uma outra, digamos, “—/"’, formando expressdes mais complexas como
2

(Verneinungsstrich) e quando ligado a extremidade esquerda do trago de contetido compde
com este 0 novo simbolo . A partir da letra 4, por exemplo, obtém-se “—A4” mediante o

emprego do traco de contetido e a partir deste a expressdo da negagdo de “—A4” por meio do

como simbolo da asser¢@o de um contetido. Tal idéia pode ser conferida em trabalhos posteriores de Frege como,
por exemplo, em Sobre a Finalidade da Conceitografia: “Se quero asseverar um conteido como correto,
coloco na extremidade esquerda do traco de conteudo o traco de juizo: F2 + 3 = 5” (FREGE, 1978, p.
146); e em Fungdo e Conceito: “o trago de juizo ndo pode ser usado para formar uma expressiao funcional, pois
ele ndo serve conjuntamente com outros sinais, para designar um objeto. ‘F=2 + 3 = 5’ nada designa, mas assere
alguma coisa” (FREGE, 1978, p. 55). Assim, pois, o traco de juizo seria um simbolo meta-lingiiistico, ou seja,
um sinal acrescido a linguagem natural (no nosso caso, o portugués) para se falar a respeito da linguagem-objeto
(aqui, a conceitografia).

2 Begriffsschrift, § 8.

! Ibidem, § 5.

2 Ibidem, § 5.
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uso do trago de negacao, no caso, 4. O conteudo total se exprime com a jun¢do de um novo
tragco de conteudo, obtendo-se assim a expressdo —T—A. Esta apela-nos meramente para
formar a idéia de que A4 ndo ocorre, sem exprimir se essa idéia ¢ verdadeira, ao
passo que —A4 exprime o juizo “4 ndo tem lugar”. ** O trago de negagio também pode ser
visto como um simbolo relacional do seguinte modo: o contetido de 4 estard na relagdo de
negacao (ou satisfara tal propriedade) se, e somente quando, 4 for negado. O traco de
conteudo indicard que o contetido da expressdo r—4 ¢ um contetdo afirmavel e o traco de
juizo, que tal contetido € uma proposicao verdadeira.

A partir da lista de simbolos apresentada nos paragrafos precedentes outras relagdes

entre conteudos podem ser feitas. Aquelas que Frege apresenta em seu livro sdo as
24

seguintes:
expressio Significado
(1) A a possibilidade (1) ndo tem lugar
T3
(2) A a possibilidade (iv) ndo tem lugar
L5

3) L g a negacao de (1) tem lugar, ou seja, a possibilidade (i) tem lugar

4) —|—-1—|—_|—A a conjuncao de (1) e (2) tem lugar, ou seja,
B

—:131 as possibilidades (i) e (iv) ndo tém lugar

6) | 4

A
a negagdo de Lz tem lugar, ou seja,

a possibilidade (i) tem lugar

(6) B a possibilidade (iv) tem lugar
= : :

Convém notar que a relagdes entre os conteudos de 4 e B que estao sendo exprimidas

A
por _EB e pelas seis expressdes acima correspondem a sete funcdes de verdade bivalentes

2 Begriffsschrift, § 7
*Em notagdo contempordnea escreveriamos: (1) B— —4; () -B—>A4; (3) —|(B - —|A); @)

~((-B > 4)—> —(B—>—-4)); (5 —(B—> 4); (6) «(~4— B).
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de dois argumentos. ° As outras nove fungdes possiveis nio foram contempladas por Frege,
embora seus simbolos de condicional e negagdo fossem adequados para exprimir todas as
dezesseis. *° %

Enfatiza Frege que se poderia exprimir a relacdo (3) por meio de um simbolo que

(1Pl

A T4 . .
correspondesse a palavra “e”, a saber, 4. Nesse caso, B poderia ser escrito como

_r[—l—A

B % Decide usar o simbolo de condicional porque, de acordo com ele, por meio deste
pode-se exprimir a inferéncia >’ de modo mais simples. *° Nido lhe deve ter passado
despercebido também o fato de que o acréscimo de um novo simbolo para exprimir uma
relacdo ja exprimivel por outro seria algo supérfluo em um sistema que se propde ser o mais

econdmico possivel.
1.2 — Conteudo conceitual e o sinal de identidade de conteudo

O modo por que os juizos sdo representados na conceitografia prescinde de uma
distin¢do entre sujeito e predicado, uma vez que, conforme expde Frege, os contetidos de dois
juizos podem diferir de duas maneiras: primeiro, as conseqiiéncias que podem ser derivadas
de cada um destes juizos quando combinados com as mesmas premissas sao as mesmas,
segundo, este ndo ¢ o caso. O critério de diferenciagdo entre dois contetidos ndo estd
relacionado, portanto, a estrutura interna desses conteudos, mas sim as possiveis

r

conseqiiéncias (sintaticas) dos mesmos. Um exemplo dado por Frege é o das proposigdes

% Pela seguinte ordem:

Y B | Tal Ol @] @] G| ©
(i) 1 1 1 0 1 1 0 0 0
(ii) 1 0 1 1 1 0 1 0 0
(i) | 0 1 0 1 1 0 1 1 0
iv) | 0 0 1 1 0 0 0 0 1

Obs. Os valores 1 e 0 correspondem, respectivamente, ao “verdadeiro” (ser afirmado) e ao “falso” (ser negado).
% 0 namero de fungdes corresponde ao numero de colunas da tabela; este é igual ao numero de 2%-uplas de
elementos do conjunto {1,0}, portanto 2(22) =16.

" Uma prova de que o conjunto {—), —.} de conectivos ¢ adequado pode ser encontrada em MENDELSON,
1997, p. 27-29.

** Empregando a notagdo atual, Frege esta dizendo que B — 4 pode ser escrito como ﬁ(B - —|A), ou seja, que
estas duas formulas sdo semanticamente equivalentes.

¥ Como veremos mais adiante, Frege usa uma sé (explicita) regra de inferéncia: modus ponens (ou regra de
destacamento). Por meio desta pode-se inferir 4 a partirde B — 4 e B, de modo que apenas o conectivo — ¢é
utilizado. Aqui, B — A4 ¢ a premissa maior e B, a premissa menor. O conectivo de negagdo teria que também
ser usado caso fosse empregado o conectivo de conjungdo. Donde se inferiria 4 a partir de —.(B A —|A) eB.

30 Begriffsschrift, § 7.
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(Sitze): *' “Em Platéia os gregos derrotaram os persas” ¢ “Em Platéia os persas foram
derrotados pelos gregos”, que diferem no primeiro aspecto. Embora a primeira sentenga esteja
na voz ativa e a segunda na voz passiva, o pensamento expresso por elas ¢ o mesmo, de modo
que o conteudo de cada uma delas acarretara as mesmas conseqiiéncias quando relacionado as
mesmas premissas. Por conteudo conceitual (begrifflichen Inhalt) Frege entendia a parte do
conteudo que ¢ a mesma em ambas as sentencas; por isso ndo ser necessario, segundo ele,
distinguir entre sentengas com o mesmo contetudo conceitual. **

Embora nao forneca uma defini¢do precisa daquilo que entendia por contetido
conceitual, € certo que Frege ndo confundia as nog¢des de contetdo e de contetido conceitual,
pois afirma que o ultimo é uma parte do primeiro. E 6bvio, porém, pelos dois exemplos
anteriores, que duas sentencas escritas em vozes diferentes, uma na ativa, outra na passiva,
possuem o mesmo conteudo conceitual. Se considerarmos que o que Frege chama aqui de
conteudo conceitual corresponde ao que ele mais tarde chamara de sentido (Sinn) de uma
sentenca, evidenciar-se-4 que duas sentengas com o mesmo contetido conceitual também
implicam as mesmas conseqiiéncias, no sentido exposto no paragrafo precedente. Duas
sentengas que exprimem o mesmo pensamento — como ¢ o caso dos dois exemplos — podem

levar as mesmas conseqiiéncias, mas a reciproca nem sempre se verifica. As expressoes

“B—>A4" e “ﬁ(B —>ﬁA)”, do célculo proposicional conduzem, por exemplo, as mesmas

conclusdes (quando combinadas as mesmas premissas), mas possuem sentidos (ou contetidos
conceituais) diferentes.
Na se¢do 8 de Begriffsschrift ¢ introduzido um simbolo, a saber, =, para indicar que

dois sinais 4 e B possuem o mesmo contetido conceitual. O juizo k(4= B) assevera,

portanto, tal indicacdo; o que implica que em lugar de 4 pode-se pdr B, e reciprocamente.
Frege chama aten¢do para o fato de que esse simbolo produz uma bifurcagdo no significado
dos simbolos de sua conceitografia, uma vez que, enquanto aquele estabelece uma relagao
entre os sinais € os conteudos desses sinais, os demais simbolos limitam-se a efetuar uma
relacdo entre os contetidos dos sinais. Na verdade, consoante ele, o unico modo do juizo
acima ser sintético, no sentido kantiano, ¢ admitindo-se que o simbolo = indica uma relagao
entre sinais. >

Frege fornece duas justificativas para o emprego de sinais diferentes para o0 mesmo

contetdo — como 4 e B — em sua conceitografia, e, por conseqiiéncia, de um simbolo para

3! Aparentemente, nessa passagem Frege estd usando a palavra “Satz” como sindnimo de “contetdo de um
juizo”.
32 Begriffsschrift, § 3.

Este ponto sera mais atenciosamente discutido nos proximos capitulos.
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exprimir a igualdade entre esses sinais: o fato de um mesmo conteudo poder ser determinado
de diferentes maneiras, e a possibilidade de introduzir-se uma abreviatura para uma expressao

longa. **

1.3 — Func¢io e argumento

A
Na sentenga —EB ha a indicagdo de uma relacdo condicional entre os contetidos
afirméaveis denotados por “—A” e “—B”, e na sentenga =14, de uma propriedade satisfeita
pelo conteudo denotado por “—A”, a saber, a de ser negado. Ambas as relagdes apontadas se
dao entre conteudos afirmaveis e ndo entre elementos internos desses conteudos. Assim, se 4

denotar a circunstincia que existe uma casa, € B o contetido do termo “casa”, serd permitido

4

escrever “—A4” e, por conseguinte, r—A4, mas ndo “—B”, ¢ muito menos r—A ou —EB )
Considere, agora, a sentenga “O hidrogénio ¢ mais brilhante que o didxido de
carbono”. Podemos visualizar aqui a relagdo “ser mais brilhante que” existente entre
“hidrogénio” e “dioxido de carbono”, a propriedade “ser mais brilhante que o dioxido de
carbono” satisfeita por “hidrogénio”, a propriedade “ser menos brilhante que o hidrogénio”
satisfeita por “dioxido de carbono”, entre outras; o fato é estas relagdes ocorrem entre os
termos internos do contetdo da sentenca (ou proposicao) em questdo. Nesse sentido, essas
relacdes t€ém uma natureza ligeiramente diferente daquelas do paragrafo anterior. Frege notou
o seguinte: no lugar do simbolo “hidrogénio” na expressdao “O hidrogénio ¢ mais brilhante
que o diéxido de carbono” podemos colocar os simbolos “oxigénio” ou “nitrogénio”, de modo
que os contetidos desses simbolos entram na relacdo em que o conteudo de “hidrogénio”
estava antes. Assim, a sentenca decompde-se em um componente “estdvel”, no caso a
expressdo “ser mais brilhante que o didéxido de carbono”, e em um componente que pode ser
substituido por outro. O primeiro elemento Frege denominou fung¢do, o segundo, argumento.
As sentencas “O dioxido de carbono ¢ mais pesado que o hidrogénio” e “O didxido de
carbono ¢ mais pesado que o oxigénio” podem ser consideradas a mesma func¢ao, porém com
diferentes argumentos: “hidrogénio” e “oxigénio”, respectivamente. Se, porém,

considerarmos “didxido de carbono” o argumento, as duas sentengas poderao ser vistas como

3 Tlustra o que diz com um exemplo: suponha que sobre uma circunferéncia existe um ponto fixo A4 sobre o qual
gira um raio, e que este raio, 3 medida que se movimenta, determina sobre a circunferéncia um ponto variavel B;
chegara o momento em que o ponto B, determinado pelo movimento continuo do raio, coincidira com o ponto 4,
a saber, quando o raio for tangente a circunferéncia pelo ponto A (Begriffsschrift, § 8).
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fungdes diferentes, a saber, “ser mais pesado que o hidrogénio” e “ser mais pesado que o
oxigénio”, do mesmo argumento. >> *°

A sentenca “Cato matou Cato” (“Cato den Cato tddtete”) também pode ser pensada
como diferentes fungdes de um sé argumento “Cato”, ao tomar a primeira ocorréncia desta
palavra como argumento, a segunda, ou ambas (neste ultimo caso as duas ocorréncias de
“Cato” devem ser substituidas pela mesma coisa a0 mesmo tempo). Caso o argumento seja a
primeira ocorréncia de “Cato”, a fungdo serd “matar Cato” (“den Cato zu tddten”), caso seja a
segunda, a func¢do serd “ser morto por Cato” (“von Cato getddtet zu werden”), e caso sejam
ambas, a fungdo serd “matar a si proprio” (“sich selbst zu tédten™). >’ O sujeito da oracdo, o
seu objeto, ou os dois, podem, pois, funcionar como argumentos, sem que se necessite de tal
distingdo. O fato de o verbo encontrar-se no infinitivo nas trés expressdes revela que
diferentes flexdes do verbo determinam ainda a mesma funcdo e sdo, desse modo,
irrelevantes. J4 na sentenga “O hidrogénio ¢ mais brilhante que o diéxido de carbono”,
“hidrogénio” e “dioxido de carbono” podem valer como dois argumentos da mesma func¢do
“ser mais brilhante que”, e dai temos uma fun¢do com dois argumentos.

Um outro exemplo interessante fornecido por Frege € o seguinte: a sentenga “o centro
de massa do sistema solar ndo tem nenhuma aceleracdo, se somente for¢as internas atuam
sobre o sistema solar”, ** e tal como a do paragrafo precedente em relagdo a “Cato”, pode ser
considerada como uma fun¢do do argumento “sistema solar” de vérios modos. Vamos
considerar o caso em que as duas ocorréncias de “sistema solar” sdo tomadas como
argumento. Notemos que a sentenga ¢ uma composicdo de duas sentencas mais simples, a
saber, “o centro de massa do sistema solar ndo tem nenhuma aceleragao” e “somente forgas
internas atuam sobre o sistema solar”. Nesse caso, temos as func¢des “ndo ter nenhuma
aceleragdo” e “sofrer somente a agdo de forgas internas”, a primeira com o argumento “o
centro de massa do sistema solar”, a segunda com o argumento ‘“sistema solar”. Mas o
argumento da primeira fun¢do, no caso “o centro de massa do sistema solar”, pode ser
também decomposto na fun¢do “o centro de massa do” de argumento “sistema solar”. Assim,
temos finalmente duas fungdes do mesmo argumento “sistema solar”. Note que a expressao
que se decompoe ndo precisa denotar um conteudo afirmavel, como ¢é o caso de “o centro de

massa do sistema solar”. Além disso, como as duas sentencas mais simples estdo ligadas pela
9

% Begriffsschrift, § 9.

Note que quando Frege diz que as duas sentengas podem ser vistas como a mesma fungdo ou como fungdes
diferentes esta confundindo a funcdo, que ¢ apenas uma parte da expressao (compare com sua defini¢do), com a
expressdo toda, no caso, a sentenga em que ela ocorre.

37 Begriffsschrift, § 9.
3 Ibidem, § 9.
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particula “se”, podemos conceber as duas funcdes “ndo ter nenhuma aceleracdo” e “sofrer
somente a a¢ao de forcas internas” como argumentos de uma sé fun¢do de dois argumentos. A
percepcao desse fato implica uma interpretacao funcional (no sentido fregiano) do simbolo de
condicional, interpretagdo esta que foi dada (explicitamente) por Frege em uma publicagdo
posterior, o artigo Fun¢do e Conceito, € que discutiremos mais detalhadamente nos préximos

capitulos. Mais geralmente, ele coloca o seguinte:

Se em uma expressdo, cujo contetido ndo necessita ser afirmavel, um
simbolo simples ou complexo ocorre em um ou mais lugares e
imaginamo-lo substituivel em todos ou alguns destes lugares por
outro [simbolo], porém em toda parte pelo mesmo, entdo chamamos a

parte da expressdo que neste caso mostra-se invaridvel funcao, e a

o 39 40 41
parte substituivel, seu argumento.

A definicdo acima ¢ puramente sintdtica, isto €, fungdes e seus argumentos sdo
meramente expressoes. Nao que Frege assim os considere, pois na secdo 11 de Begriffsschrift
ele chega a usar o termo “simbolo funcional” (Functionszeichen) em lugar de “fungdo”,
diferenciando o simbolo daquilo a que ele se refere. Mas questdes relativas ao que estas
expressoes denotam e ao tipo de relacdo que ha entre elas e aquilo que denotam nao sao
discutidas no livro.

Muito cuidado deve ser tomado, entretanto, a0 se comparar as sentengas “O numero
20 pode ser representado como a soma de quatro quadrados” e “Todo inteiro positivo pode ser
representado como a soma de quatro quadrados”. Poder-se-ia considerar aqui que “ser
representavel como a soma de quatro quadrados” ¢ uma funcdo que tem no primeiro caso o
argumento “o numero 20” e no segundo, “todo inteiro positivo”. Isso € o que sugere a
estrutura gramatical das sentengas: elas possuem o mesmo predicado: “pode ser representado
como a soma de quatro quadrados” e, respectivamente, os sujeitos “o numero 20” e “todo

inteiro positivo”. Porém, como observa Frege, tal consideracdo ¢ erronea; “o nimero 20” e

* Begriffsschrift, § 9, tradugio nossa.

Wenn in einem Ausdrucke, dessen Inhalt nicht beurtheilbar zu sein braucht, ein einfaches oder
zusammengesetztes Zeichen an einer oder an mehren Stellen vorkommt, und wir denken es an allen oder einigen
dieser Stellen durch Anderes, iiberall aber durch Dasselbe ersetzbar, so nennen wir den hierbei unverdnderlich
erscheinenden Theil des Ausdruckes Function, den ersetzbaren ihr Argument.

I Quando diz que o contetdo da expressdo nio necessita ser afirméavel, o filosofo esta querendo dizer que tal
expressdo ndo precisa ser uma formula, isto é, que ela pode ser um termo.
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“todo inteiro positivo” ndo sdo conceitos da mesma categoria (gleichen Ranges), ** pois
aquilo que ¢ afirmado do nimero 20 nem sempre pode ser afirmado de todo inteiro positivo.
* Em geral, a estrutura gramatical de uma sentenga niio corresponde, portanto, a sua estrutura
logica.

Mas se “todo inteiro positivo” ndo ¢ argumento da fungdo “ser representavel como a
soma de quatro quadrados”, entdo qual termo da sentenga constitui esse argumento? De
acordo com Frege, nesse caso o argumento torna-se indeterminado. Assim, as diferentes
maneiras em que uma sentenga como “O hidrogénio ¢ mais brilhante que o dioxido de
carbono” pode ser considerada como uma fun¢do deste ou daquele argumento ¢ irrelevante,
pois, estes termos sdo, neste caso, completamente determinados. O mesmo nao ocorre com a
sentenca “Todo inteiro positivo pode ser representado como a soma de quatro quadrados”. O
proprio contetido da sentenga determina como ela pode ser dividida em funcdo e argumento,
independentemente de como olhamos para ela. **

Como vimos, os tracos de condicdo e negagdao denotam relagdes especificas entre
conteudos afirmdveis e por isso possuem significado especifico dentro da conceitografia. Nao
temos, no entanto, um numero finito de relagdes entre contetidos ndo afirmaveis, pois hd uma
infinidade de sentengas; além disso, uma mesma sentenca pode determinar mais de uma
relagdo possivel entre seus termos integrantes, dependendo de qual parte ¢ tomada como
funcdo e de qual parte ou quais partes sdo tomadas como seus argumentos. Desse modo, ¢
preciso que tais relagdes sejam indicadas indeterminadamente. Frege sublinha no prefacio de
Begriffsschrift que o mais imediato ponto de contato entre sua linguagem artificial e a da

aritmética ¢ o modo como as letras sao usadas. Em analise, uma expressao como f (x) indica

indeterminadamente uma funcdo f de argumento x, onde x ¢ um nUmero (indicado
indeterminadamente pela letra x). Frege estende esta espécie de notagdo para sua
conceitografia.

Uma funcdo indeterminada do argumento 4 pode ser indicada mediante a expressdao

@(4) e uma fungdo (também indeterminada) dos dois argumentos 4 € B o pode mediante a
expressdo ¥(A,B). Os lugares de 4 e B dentro dos parénteses representam a posi¢do que 4 e

B ocupam na fungao, independente de estas letras ocuparem um ou mais lugares na mesma

expressdo. Portanto, ¥(A,B) em geral difere de ¥(B, 4). Fungdes indeterminadas com mais

*> Em obras posteriores, especialmente a partir do artigo Sobre Conceito e Objeto, tal distingio ¢ melhor
esclarecida: a primeira expressdo refere-se a um objeto (Gegenstand), a segunda, a um conceito (Begriff).

¥ Begriffsschrift, § 9.

* Ibidem, § 9.
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de dois argumentos s3o expressas de modo similar. O simbolo @ na expressdo @(4) pode,

segundo Frege, ser substituido por outros simbolos tais como X e ¥; obtém-se, dai, outras

fungdes do argumento 4. Isso implica que @(4) pode ser considerada uma fungdo do
argumento @ . * O juizo l-®(4) pode ser lido como “4 tem a propriedade ®” ¢ o juizo -
¥(A,B) como “B esta na relagio ¥ com A” *° ou “B ¢ um resultado de uma aplicagdo do

procedimento (Verfahren) ¥ ao objeto 4. ¥
1.4 — Funcio e generalidade

Para o caso de uma expressdao como @(a)” possuir um conteudo afirmavel, Frege usa
o simbolo s, chamado por ele de concavidade (Hohlung), com uma letra goética na formagao

do juizo &—{a). Este assere que a funcdo @ corresponde o verdadeiro — ou, no jargio
fregiano, que a fungdo @ ¢ um fato (ist eine Thatsache) —, qualquer que seja o seu argumento.

A concavidade com a letra gética delimita o alcance (Gebiet) da generalidade significada pela

—:A
letra, como em < ‘p("’), onde a generalidade de K aplica-se apenas ao contetdo que a

segue: —(D(a). Para que a primeira expressdo torne-se um juizo ndo pode ocorrer que

) . o . ~
&—afs) seja afirmado e 4 negado; o que ndo significa que para um particular 4 nao possa
ser @(A) afirmado e 4 negado. A mesma letra gética pode ocorrer em varios escopos em um

juizo sem que o significado que lhe possamos atribuir em um desses escopos seja estendido a

To ol

d’("‘). E pode acontecer ainda de o alcance

ﬂ?’l—I:A(ll)
S—Bloe) Nesta ¢ permitido

substituir uma letra gotica ao longo de seu escopo por outra, contanto que diferentes letras
8

outros. E caso, por exemplo, da expressao

de uma letra incluir o de outra, como no caso de

. . 4
sejam empregadas onde diferentes letras estavam antes.

¥ Begriffsschrift, § 10.

Veremos no capitulo 2, que em Os Fundamentos da Aritmética Frege também escreve: “4 mantém a relacdo ¥
com B”.
7 Pode parecer estranha, a principio, a expressio “procedimento”, mas como veremos na ultima segdo deste
capitulo, Frege tinha em mente a defini¢io do procedimento de “somar um”, essencial para o desenvolvimento
de sua tese logicista.
* Begriffsschrift, § 11
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A principal tarefa das letras em sua conceitografia, consoante o proprio Frege, ¢
exprimir generalidade. ** Uma letra atua como indicadora indefinida de uma sentenca ou de
partes de uma sentenga. Assim, a generalidade, vista como propriedade dos contetidos das
sentengas, " pode manifestar-se em expressdes como “Se a, entdo a” ou “Se a ¢ um nimero
inteiro positivo, entdo a pode ser escrito como a soma de quatro quadrados”. Como vemos, a
ultima sentenga decompode-se em duas expressdes menores “a € um niamero inteiro positivo” e
“a pode ser escrito como a soma de quatro quadrados”, que s@o nela conectadas pelas palavras
“se” e “entdo”. Nao menos dificil é perceber que ela possui o mesmo conteudo que a sentenga
“Todo inteiro positivo pode ser representado como a soma de quatro quadrados”. >' Uma

P(a)
conseqiiéncia deste fato ¢ que esta Ultima pode ser substituida pela expressao X (“),

desde que P denote a fungdo “ser representdvel como a soma de quatro quadrados” e X a
~ o o . . -
fun¢do “ser um inteiro positivo”. Talvez por essa razdo Frege assinale que o juizo X (“)

pode ser colocado no lugar de X (a)’ se a ocorrer somente nos lugares de argumento de
X (a) >
Nem sempre € possivel, entretanto, por o segundo no lugar do primeiro, pois pode ser

0 . , , ~ .
que Xl (“) exprima um contetido afirméavel e X (a) ndo. Considere, por exemplo, a

‘=17
Tx

expressao =4 _ Ela nfio expressa, nas palavras de Frege, nem um contetido verdadeiro

nem um falso. Isso porque quando x =2 ou quando x =-2, o conteido corresponde ao falso,

e em todas as outras situagdes ao verdadeiro. A letra x, neste caso, ndo confere generalidade

de contetido sobre tal expressdo, e por isso esta é chamada por Frege de quase-sentenca. >

Mas se nela introduzirmos a concavidade com uma letra gotica, a expressdo resultante

4_
_&—E:2 ;17

4 exprimird um conteudo afirméavel, visto que a tal sentenca corresponderd o

—Ex‘ =17

falso. Para corroborar esta conclusido, podemos decompor ¥=4 em uma funcao de

—l:x‘ =17

’ ~ 7 2 __ . .
argumento x. Dai, ndo ¢ o caso que x"=4 seja um fato independente do que se coloque

¥ Begriffsschrift, § 1.

% Ibidem, § 11.

°1 Cf. FREGE, 2002, p. 95.

52 Op. cit., § 11.

3 Cf. FREGE, 1979, p. 187-191.
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no lugar de x, pois pode acontecer de x ser igual a 2, e, portanto,
correspondera ao verdadeiro. Concluimos, entdo, que a expressdao com a concavidade e a letra
gbtica ¢ uma sentenca e, assim, possui um conteudo afirmavel, diferente daquela com a letra
latina x.

Combinagdes da concavidade com o trago de negagdo produzem outros tipos de
expressdes, tais como —T&—X ("), —&+x(@) ¢ T&TX (“), ** que correspondem,
respectivamente, as sentencas “Ha algo que ndo possui a propriedade X, “Nao ha nada que
possui a propriedade X e “Hé algo que possui a propriedade X. Se se identificar aquilo que
tem a propriedade X com “um X, entdo estas ainda podem ser lidas como “Hé algo que ndo ¢
X7, “Nao ha nenhum X e “Existe algum X, respectivamente. A sentenca “Todo X € P”, por

exemplo, equivale a “Se algo possui a propriedade X, entao possui a propriedade P”, ou seja,

—\'.I'J—E P(ll)

\ ~ 55 . o~
a expressao X (“). De um modo geral, o quadro de oposicoes fica como se segue:

¥ ;(E:l)) < contrarias =l _&E;(a))
A ) s A

subalternadas contraditorias subalternadas

v &~~~ ~ V
_r&—l__'_;(;a)) <= subcontrérias-b . | ;—(a)) 56 57

Frege visa, como ¢ evidente, comparar seu sistema notacional com o da logica
tradicional, mostrando como as proposicoes categoricas sao facilmente exprimiveis mediante
o emprego de seus simbolos. Expressdes muito mais complexas que estas podem ser feitas na
conceitografia, meramente combinando os tragos de condi¢do e negagdo e a concavidade. A

esse respeito, escreve Kneale:

54 Respectivamente, -V x Xx, Vx —-Xx € =Vx —=Xx,0ou Ix - Xx, —dx Xx ¢ Ix Xx.

> Begriffsschrift, § 12.

*% Ibidem, § 12.

*7 Leia-se como: “Todo X é P ” e “Nenhum X ¢é P (contririas) e “Algum X é P ” e “Algum X nioé P”
(subcontrarias).
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Enquanto os logicos anteriores tinham achado possivel dar uma lista
completa de formas absolutamente especificas para as proposigdes,
Frege oferece um esquema que € ao mesmo tempo mais simples do

que qualquer esquema anterior e, num certo sentido, inesgotavel. >*
1.5 — Légica proposicional

Como veremos na se¢ao 1.7, a importante no¢ao de seguir em uma série ¢ dada em
termos de logica de predicados de segunda ordem, o que pode explicar, em parte, o
desinteresse de Frege no tratamento individual de seus sistemas de logica proposicional e de
primeira ordem. Na segunda parte de Begriffsschrift os axiomas ndo sdo classificados
consoante tais categorias € muito menos sdo apresentados de uma sé vez; sdo introduzidos na
medida em que sdo necessarios para alguma inferéncia. Os seis primeiros constituem, de
acordo com Lukasiewicz, *° o primeiro sistema axiomético do calculo proposicional. Eles

estdo arrolados a seguir, acompanhados da numeragdo que recebem no livro:

O A B S i
@

O S R SN o @n kg
T 60

Foi demonstrado por Lukasiewicz que o axioma (8) € supérfluo, podendo ser derivado

dos axiomas (1) e (2), ® e que os axiomas (28), (31) e (41) podem ser substituidos por um

58 KNEALE, W.; KNEALE, M. O Desenvolvimento da l6gica. Tradugdo de M. S. Lourengo. 3. ed. Coimbra:
Calouste Gulbenkian, 1991. p. 491-492.

% O sistema de Frege constitui o primeiro sistema axiomético, porém ndo o primeiro sistema de logica
proposicional (cf. LUKASIEWICZ, 1963, p. 49.). Este foi, de acordo com Lukasiewicz (cf. LUKASIEWICZ,
1977, p. 49), inventado pelos estoicos e ndo era constituido de axiomas, mas de regras de inferéncia.

5 Atualmente as formulas correspondentes aos contetidos desses juizos seriam escritas como se segue:

(1) a—(b—a) 2) (c—)(b—)a))—)((c—)b)—)(c—)a))
) d—>b->a)>bod-—>a) (28) (b= a) > (—a) > (=b))
(1) () a (41) a - (—(-a))

%! Demonstramos isso no apéndice A.
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Ginico axioma. ** Frege ndo tinha conhecimento disso; estava ciente, porém, que outros
axiomas podiam ser usados no lugar dos seis que escolheu. *

Trés outras caracteristicas importantes desse sistema sdo: a sua consisténcia, a sua
adequagdo forte, ¢ — como vimos anteriormente — a sua completude funcional. ** ® Frege nio
dispunha de meios para provar estes fatos. Aparentemente, ndo lhe ocorreu a idéia de que
pudesse haver formulas validas indemonstraveis em seu sistema 16gico como um todo ° — e
muito menos em seu sistema proposicional. Tanto que em um trecho do livro ele escreve que
“o amplo niimero de leis que podem ser estabelecidas s6 podem ser alcangadas mediante a
procura por aquelas que potencialmente contém todas as outras”. ©’

Entretanto, fornece provas da validade logica de seus axiomas (proposicionais) e da

permanéncia de tal propriedade via regra de destacamento. As provas sdo simples; por

exemplo, no axioma (8) —d significa que o caso em que a ¢ negado, mas b e d sao
TLCq
d

afirmados ndo ocorre, enquanto —— & afirma a mesma coisa, donde fica excluido o caso

em que o primeiro ¢ afirmado e o segundo, negado. ® Convém notar que o reconhecimento de

que a expressao ¢ uma tautologia ¢ feito mediante o acréscimo do trago de juizo. Assim, com

A
relacdo a regra de inferéncia, a partir de l—EB e B, das quatro possibilidades enumeradas
A
anteriormente para 4 e B, a terceira ¢ excluida por B ¢ a segunda e a quarta por B, de

modo que resta apenas a primeira, isto ¢, =4. ® Uma conseqiiéncia imediata desses fatos ¢

620 axioma que substitui as formulas (28), (31) e (41) é, a menos da notagio, (—.a —>—|b)—>(b—>a) (cf.

LUKASIEWICZ, 1970, p. 136).

5 Begriffsschrift, § 13.

 Diz-se que um sistema axiomatico ¢ consistente quando nio acontece de uma formula e a negagio desta
mesma formula serem demonstraveis no sistema, e que & fortemente adequado quando € fortemente correto e
fortemente completo, ou seja, quando I |— A se, e somente se, I’ |= A, onde I" € um conjunto de formulas do
sistema e os simbolos |— e |= indicam, respectivamente, que 4 é uma conseqiiéncia sintatica e uma
conseqiiéncia semantica do conjunto /. Do mesmo modo, um sistema axiomatico ¢ chamado de fracamente
adequado quando ¢é fracamente correto ¢ fracamente completo, isto é, quando todo teorema do sistema ¢ uma
formula logicamente valida e reciprocamente.

6 Uma prova da completude forte desse sistema ¢ dada no apéndice A.

6 Mais que isso, para Dummett, Frege presumia que todas as asser¢des verdadeiras da aritmética eram
demonstraveis (cf. DUMMETT, 1991, p. 29).

% Da man bei der uniibersechbaren Menge der aufstellbaren Gesetze nicht alle aufzihlen kann, so ist
Vollstindigkeit nicht anders als durch Aufsuchung derer zu erreichen, die der kraft nach alle in sich schliessen
(Begriffsschrift, § 13).

8 Begriffsschrift, § 16.

% Ibidem, § 6.
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que todo teorema do sistema sera uma formula logicamente valida, e por esse motivo todo
teorema ¢ precedido de um traco de juizo.
A primeira dedu¢do feita em seu sistema ¢ a da proposicdo (3), a partir dos dois

primeiros axiomas:

1
I |_‘:-
2 b
[+
5
—c
(1):
o ’ 2
¢ T?
5 5
b — —
—Eb Eb 3) 70 71

O numero seguido de dois pontos indica que o axioma (1) atua como a premissa
maior. Repare que as varidveis proposicionais a e b do axioma (1) estdo sendo substituidas,

respectivamente, pelas expressoes:

T

A rigor, as substituicdes que Frege faz em suas demonstragdes constituem uma

—C €

segunda regra de inferéncia. Convém notar que na segunda parte do livro o filésofo utiliza
letras latinas em vez de letras gregas maiusculas como na primeira. Em uma nota de rodapé,
ele afirma que usa as letras gregas maiusculas como abreviagdes para as quais o leitor pode

. . . ~ . 2 .
atribuir um sentido apropriado quando ele nio as define especificamente. > Talvez estivesse

7 Begriffsschrift, § 15.

Em notacdo contemporanea, o esquema acima esté indicando que a seqiiéncia
(coB-oa)>(co>b)>(c>a)=>(boa)>(c>B—>a)>((c>b)—(c—a))),
(coB—a)>(c>b)>(c—>a) (b—a)—>(c—@>—>a)>(c—b)—>(c—a)) ¢ uma demonstragio,
onde a primeira das féormulas é derivada do axioma (1), substituindo a pelo axioma (2) e & pela formula » — a.
2 Begriffsschrift, § 2.
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distinguindo entre variaveis (as letras latinas minasculas) e meta-variaveis (as letras gregas
maitsculas) . De qualquer modo, isso ¢ apenas especulagio, uma vez que no texto nada é

explicitado nesse sentido.
1.6 — Logica de predicados (ou funcional) de primeira ordem

Os axiomas a seguir formam juntamente com os seis anteriores um sistema axiomatico

mais amplo, no caso um sistema de logica de predicados de primeira ordem com igualdade:

(52) |__|:§((3 (549 F(e=¢) (58) I_LT—%%

74

Os predicados do sistema de Frege sdo, evidentemente, fungdes (pelo menos na
acep¢do em que ele considerava tal termo). Embora ndo as considere como tais, ele usa em

seu sistema dedutivo (de predicados) de primeira ordem, além da regra de destacamento, duas
A e B .
regras de inferéncia: uma que permite inferir X(a) a partir de — X (a), se a ocorre

&—a(s)
somente nos lugares de argumento de X (a), e outra que permite inferir A apartir

di(a)
A

de , se A € uma expressao em que a nao ocorre € a fica somente nos lugares de

argumento de X (a). 7 Os seis axiomas proposicionais mais o axioma (58) e as regras de
inferéncia constituem, conforme Kneale, um sistema de primeira ordem consistente e
fracamente completo. '°

Um exemplo de deducdo ¢ o seguinte:

3 Meta-variaveis proposicionais, ao contrario de variaveis proposicionais, ndo sio simbolos da linguagem
artificial (no nosso caso, da conceitografia). Sdo usadas para representar ou falar sobre as féormulas que sdo
construidas nessa linguagem.

™ Os contetidos desses juizos correspondem as formulas: (52) (c=d)—(fc—> fd), 54) c=c e (58)

Vx fx > fe-
™ Begriffsschrift, § 11.
6 Cf. KNEALE; KNEALE, 1991, p. 710-721.
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: 10
A A g
I b 7()
cl b g(a)
(30):
a| f(b) I & £(a)
c|2®) 2@
b f(@) — T f(&)
a) &0} (s9)
1(4)
Note que na inferéncia acima Frege substitui f (A) pela expressao g(A) na

formula (58), o que significa que ele estd decompondo a ultima na expressdo funcional
IB4e
g( )

seguida: no caso de b significar (bedeuten) uma ostra (um individuo pertencente a esta classe

, com argumento 4. ' Um exemplo de aplicagdo do teorema (59) é fornecido em

de animais), g(A) “A € um passaro” e f (A) “A pode voar”, o juizo (59) pode ser lido como:

“se esta ostra ¢ um passaro e ndo pode voar, entdo segue que alguns passaros ndo podem
voar”. Este juizo, segundo o fildsofo, substitui os modos de inferéncia Felapton e Fesapo, que
ndo sdo aqui diferenciados devido ao fato de sua conceitografia ndo distinguir nenhum
sujeito.

Os dois modos de inferéncia a que Frege refere-se diferem apenas na sua primeira
premissa; o sujeito de uma ¢ o predicado da outra e vice-versa. Para ilustrar o que estamos

dizendo, reproduzimos a seguir o exemplo anterior na forma dessas inferéncias:

Felapton:
(premissa 1) Nenhuma ostra pode voar.
(premissa 2) Todas as ostras sao passaros.
(conclusdo) Alguns passaros ndo podem voar.

77 Os parénteses indicam os lugares de argumento na expressio.
8 Begriffsschrift, § 22.
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Fesapo:
(premissa 1) Nenhum ser que pode voar ¢ uma ostra.
(premissa 2) Todas as ostras sdo passaros.
(conclusao) Alguns passaros nao podem voar.

Como vemos, o sujeito da premissa 1 de Felapton (ndo o sujeito gramatical, mas o
nome que substitui a letra X na expressao “Nenhum X & P”’) € “ostra”. Este ¢ o predicado (nio
o predicado gramatical, mas o nome que substitui a letra P na expressdao “Nenhum X ¢ P”) da
premissa 1 de Fesapo. Do mesmo modo, “ser que pode voar” ¢ o predicado da premissa 1 de

Felapton e o sujeito da premissa 1 de Fesapo. Ja vimos que a expressdo “Nenhum X é P” pode
&1Plo)
L x).

T T

sintaticamente equivalente a P(a) . Se X(a) denotar um conteudo afirmavel,

ser escrita como ¢ possivel provar que no sistema de Frege esta ¢

poderemos dispensar a concavidade com a letra gotica, e toma-la como premissa 1 de ambas
Z{a)

as inferéncias; a premissa 2 seria da forma Xl ("). Supondo que haja um individuo que

satisfaca a propriedade X (no exemplo, “ser uma ostra”), pode-se dispensar o antecedente

X (a) das premissas 1 e 2. Vemos, dai, que a tese (59) vale pelas duas formas de inferéncia.

Percebe-se pelo exemplo que o filésofo quer mostrar que os modos de inferéncia da
logica tradicional podem ser reduzidos a teoremas em seu sistema. O teorema (59) ndo possui
a forma de uma inferéncia, mas sim de uma implicagdo cujo antecedente ¢ uma conjuncao das
premissas 1 e 2 e cujo conseqiiente ¢ a conclusdo de uma inferéncia. Nesse sentido, o modo de

proceder de Frege esta mais proximo, portanto, do sistema silogistico aristotélico. "
1.7 — Séries e logica de predicados (ou funcional) de segunda ordem

Frege inicia a terceira parte de seu livro dizendo que as derivagdes que ai se seguem
devem dar uma idéia geral de como manusear sua conceitografia. *° Seu objetivo é mostrar
como, por meio desse sistema simbdlico, a no¢do de seguir em uma série pode ser definida

em termos puramente logicos. Tal definicdo depende fundamentalmente de uma outra, a

" Cf. LUKASIEWICZ, 1977, p.13-14.
% Begriffsschrift, § 23.
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saber, a de propriedade hereditaria, pois, como veremos a seguir, dizer que um objeto y segue
um objeto x em uma série f equivale a dizer que y possui todas as propriedades hereditarias
que os objetos que seguem imediatamente x na série f possuem.

A idéia de série que o filosofo alemdo tinha em mente ¢ bem ampla e pode ser
entendida como sendo meramente um nimero de entidades inter-relacionadas conforme uma
certa relacdo binaria. ®' A sentenca “a propriedade F ¢ hereditiria na série /” equivale,
portanto, a sentenca “a partir da proposi¢io que b tem a propriedade F, qualquer que b
possa ser, pode ser inferido que todo resultado de uma aplica¢do do procedimento fa b tem

. 82 .
a propriedade F”. ° Esta, por sua vez, equivale a:

—5— F(a)
f(b.0)
—F(®)

(@)

N o . 5, Fla .
A expressdo anterior ¢ abreviada por uma outra, a saber, ‘ [ ; € 0 Julzo que
a’ f(6

a)

estabelece tal abreviagdo ¢ o seguinte:

o)
lu =
—— F(b) o f(&,a)

83

Embora esta sentenca nao seja um juizo, pois meramente fornece uma definicdo, ela
pode, de acordo com Frege, ser convertida em um, ja que por meio dela o significado do

simbolo ‘5

( ¢ estabelecido, e esse significado permanece fixo dai por diante. Assim,
a | (5 ,a)
a sentenca pode ser usada nas demonstracdes e o duplo trago de juizo indica o duplo papel que
ela apresenta. **

Para ilustrar sua definicdo Frege fornece um exemplo muito simples, em que

A(M,N) denota a circunstancia que N ¢ um filho de M e X(P) a circunstancia que P é um

6 2a) . A ,
ser humano. Portanto, | ( denota a circunstancia que todo filho de um ser humano é
o A(5,a)

também um ser humano, ou que a propriedade de “ser humano” ¢ hereditaria. ®

81 Cf. BYNUM, 1972a, p. 73-74

82 Begriffsschrift, § 24.

% Ibidem, § 24.

% Tal juizo, como observa Frege, ¢ analitico no sentido kantiano (Begriffsschrift, § 24).
% Begriffsschrift, § 24.



Na seqiiéncia, oferece a demonstracdo de um teorema a partir de sua defini¢ao:
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—8— F(n) & s Fla)
69 oo
F@) ) a" f6.a)
(68):
a|b | F(a)
D) ;8)1) Sf(x,0)
,a F
) a(x)F(a)
) |5[ F(a)
2\ fG.a) at f6.a) (g
(19):
b F(a) | I_F(r)
f(xn) 7=y
c| F(x) F(x)
5+ Fla) é s Fla)
i -
a" fi6.a) a' f6,a)
F(y)
a F(y) L
Lt g
fxa) (g
(58)::
fr) F(I) I F(y)
Lren L D
¢l ¥ — F(x)
|5 Fla)
a' f(6.a)

Este juizo (72) pode ser lido como: “se a propriedade F é hereditaria na série f; e se x
tem a propriedade F e y é um resultado de uma aplicag¢do do procedimento f a x: entdo y tem

a propriedade F.

% Begriffsschrift, § 25.
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Algumas coisas devem ser ditas sobre a inferéncia anterior: primeiro, o trago de juizo
na féormula (69) nao ¢ mais duplo, ou seja, como ela esta sendo agora usada como uma
premissa, ela ¢ considerada um juizo, no sentido que Frege o toma; segundo, o “dois pontos”
duplo apos (58) indica que o juizo que tem esse numero ¢ a premissa menor da ultima

deducao na seqiiéncia (de dedugdo); terceiro, a expressao f ( ) esta sendo substituida por

—_ F(a)
J( ,a)
FO)  haformula (68).

Outra interessante tese ¢ a (74):

I F(y)

l—f (x3)
& [ F (ﬂ')
a’ 1(,2)
F(x)

E exprime o seguinte: “se x tem uma propriedade F que é hereditaria na série f, entdo
todo resultado de uma aplicagdo do procedimento f a x tem a propriedade F™.

A segunda definicdo ¢ a da relagao de seguir em uma série, conhecida hodiernamente
pelo nome de relagio de ancestralidade. ¥ Para Frege, dizer que y segue x na série f ou que x
precede y na série ftem o mesmo significado que: “a partir de duas proposicoes, a saber, que
todo resultado de uma aplicagdo do procedimento f a x tem a propriedade F, e que a
propriedade F é hereditdaria na série f, pode ser inferido, qualquer que seja F, que y tem a

propriedade F”. ** Em simbolos:

—3— )
_|IE%)
f(xa)
5 ¥@)

— I
af@. a)

E para tal expressdo ¢ fornecida a seguinte abreviatura: % f (xy, y ﬂ). % Repare que

uma das letras goticas nas duas concavidades ¢ uma letra funcional (e nao individual) e,
portanto, a notacdo conceitual envolve aqui logica de predicados (ou funcional) de segunda

ordem. Além disso, a letra funcional pode ser vista aqui como um argumento de uma fungao,

87 Cf. KNEALE; KNEALE, 1991, p. 497.
% Begriffsschrift, § 26.
% Ibidem, § 26.
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no sentido exposto na secdo 10 do livro. Frege ndo fornece, entretanto, axiomas para um
calculo de predicados de segunda ordem.

Como vemos, a relacdo de seguir em uma série (ou de ancestralidade) ¢ definida em
termos de uma relagdo f “ja& conhecida”. Para tornar isso mais claro, tomemos o exemplo de

Frege da relagdo entre pai e filho, onde A(A/,N) denota a circunstincia que N é um filho de

M. Nesse caso, A esta fazendo o papel da relagdo /. Dizer que y é um descendente de x (na
serie A) ou que x é um ancestral de y (na série A) equivale a dizer que y é um filho de x ou
que y ¢ um neto de x ou que y é um bisneto de x e assim por diante. Mas se y ¢ um filho de x,
deve possuir todas as propriedades hereditarias que lhe foram transmitidas por x, seu pai; se y
¢ um neto de x, deve possuir todas as propriedades hereditarias que lhe foram transmitidas por
seu pai, e que foram transmitidas a este por x, seu avo; se y € um bisneto de x, deve possuir
todas as propriedades hereditarias que lhe foram transmitidas por seu pai, e que foram
transmitidas a este por seu avd, e que por sua vez foram transmitidas a este por x, seu bisavo;
e assim sucessivamente.

Mais geralmente, suponhamos que f seja uma série em que todo resultado de uma
aplicacdao do procedimento f'a x possui todas as propriedades hereditarias na série. Se y for o
resultado de uma aplicagao do procedimento f a x entdo, por hipotese, y possuira todas as

propriedades hereditarias na série f; se houver um certo y, tal que y seja o resultado de uma
aplicagdo do procedimento f'a y, e este seja o resultado de uma aplicagdo do procedimento f'a
x, entdo, por hipotese, y, possuird todas as propriedades hereditarias na série f, e deste fato
decorre, pelo teorema (74), que y também possuira todas as propriedades hereditarias na série
/. se houver y, e y, tais que y, seja o resultado de uma aplica¢do do procedimento f'a x, y,
seja o resultado de uma aplicagdo do procedimento f'a y, e y seja o resultado de uma
aplica¢do do procedimento f'a y,, entdo, por hipotese, y, possuird todas as propriedades
hereditarias na série f, e deste fato decorre, pelo teorema (74), que y, possuird todas as

propriedades hereditarias na série f e que, novamente pelo teorema (74), y também as
tera; se ...

Nao ¢ dificil enxergar que a definicdo de Frege reune sob uma tnica formula estes trés
raciocinios e todos os seus subseqiientes, eliminando, assim, as reticéncias. Poder-se-ia

conjeturar aqui, no entanto, que a idéia de hereditariedade ndo ¢ suficiente para diferenciar
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uma relacdo de seguir em uma série de outra, alegando-se, para tanto, que duas séries distintas

poderiam ter as mesmas propriedades hereditarias. Mas a tese (97): *°

Y
~f(x,,ap)
s, B 7
(o ( ,
a f(5,0!)

que pode ser traduzida por: “a propriedade de seguir em uma série f é hereditaria na série f,
garante que duas séries distintas ndo podem possuir em comum todas as suas propriedades
hereditarias.

O teorema (98) mostra a transitividade de tal relagio: °'

: %f('r’zﬂ)
_% r’zﬂ)
_g' r’yﬂ)

A ultima expressdo quer dizer: “se y segue x na série f e se z segue y na série f entdo z
segue x na serie f.”
Nio menos importante é a proposicio (81): 2
T FO)
E’ r'J"p)
8 Fla)
a ( 1@.2)
. [F(X)

Ela pode ser lida como: “se x tem a propriedade F que é hereditaria na série f, e se y
segue x na série f, entdo y tem a propriedade F”, e ¢ a primeira menc¢do ao principio da
inducdo matemadtica feita no livro. Frege observa em uma nota de rodapé, que deve esse
principio a Bernoulli. Repare que esta tese ¢ muito semelhante a (74); a primeira tem em seu
antecedente que y € um resultado do procedimento f'a x, ao passo que a segunda, que y segue
X na série f.

Conforme sugerido em seu proximo livro Os Fundamentos da Aritmética, o interesse
particular de Frege em uma defini¢do logica de seguir em uma série estava diretamente
relacionado a explicagdo do significado da expressdo “pertencer a série dos numeros

naturais”’, ai discutida. No artigo Aplicagoes da Conceitografia, publicado no mesmo ano que

% Begriffsschrift, § 27.
°! Ibidem, § 27.
% Ibidem, § 27.
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Begriffsschrift, ele deixa claro que pretendia interpretar a relagdo f como sendo o
procedimento de “somar um”, ao considerar u +1=v como um caso particular da funcao de
dois argumentos f'(u,v). >

As duas ultimas defini¢cdes contidas em Begriffsschrift sdo:

——(zax]
I 4

_l_ﬁ r’zﬂ]

(99)
€
8- (@=9 ) 5
| fG.o) |= ;f(é,s)
1) (115).

Os definientes das duas expressoes anteriores podem ser lidos, respectivamente, como:
“z é idéntico a x ou segue x na série [’ € “pode ser inferido a partir da circunstancia que € é
um resultado de uma aplicagdo do procedimento f a ®, qualquer que seja B, que todo
resultado de uma aplica¢do do procedimento fa & é idéntico com €7, e fixam, como vemos,

o
o significado dos simbolos '% f (xy Z ﬂ) e lf (5 ,8), respectivamente. **
£

A expressao % f (xy \Z ﬂ) pode ser traduzida como “z pertence a série f que comega

1)
com x” ou “x pertence a série f que termina com z”, e 1 f (5 ,8) como “f é (uma relagdo)

’ . . 95
univoca (eindeutig)”.

A partir dai, algumas propriedades decorrentes dessas defini¢gdes sdo demonstradas,
dentre as quais destacamos aqui a hereditariedade das relagdes pertencer a série f que comega
com x (109) e pertencer a série univoca f que comeg¢a com x (13 1).%

Dizer que a pertence a série dos numeros naturais corresponde a dizer que a pertence

a série dos numeros que comega com zero € surge a partir de uma constante acrescida de um,

% Cf. FREGE, 1978, p. 133-138.

™ Begriffsschrift, § 29-31.

% No entendimento de Frege, uma funcio de dois argumentos é univoca quando a relagdo que ela estabelece
entre seus argumentos ¢ o que entendemos hoje por funcdo. Falaremos mais detalhadamente sobre isso no
proximo capitulo.

% Begriffsschrift, § 29-31.
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97 @ Z

0 que equivale, na conceitografia, a expressao (Oy tl=a, )”. % No prefacio de

Begriffsschrift, Frege diz que primeiro buscou reduzir o conceito de seguir em uma série a
nog¢ao de seqiiéncia logica (logische Folge), a fim de avangar a partir dai para o conceito de
namero. *° Pelo que vimos, faltava apenas uma definicdo satisfatoria de mimero zero e do

procedimento de somar um, mas isso so foi feito em seu proximo livro.

7 Cf. FREGE, 1978, p. 133-138.
% Nos escritos que sucedem Begrifsschrift Frege usa o sinal “=" em lugar de “=".
% Begriffsschrift, prefacio.
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CAPITULO 2 - A NOCAO DE FUNCAO EM OS FUNDAMENTOS DA ARITMETICA

Os Fundamentos da Aritmética estdo organizados consoante a seguinte divisdo: uma
introdugio e cinco capitulos. Destes, os trés primeiros versam na opinido de alguns autores '’
sobre, respectivamente, a natureza das proposi¢cdes da aritmética, o conceito de numero, a
unidade e o um; o quarto contém a definicao de Frege da nocao de numero natural e algumas
das propriedades decorrentes de tal defini¢do; o quinto, as consideragdes finais. Interessa-nos
aqui tdo somente o conteudo do pentltimo capitulo e de parte do terceiro.

Um dos objetivos principais da conceitografia era exprimir conexdes logicas entre
formulas da aritmética. '°' Como vimos no capitulo anterior, era também intencdo de Frege
expressar e definir essas formulas e objetos sobre os quais elas versam em termos puramente
l6gicos. O modo por que tais no¢des poderiam ser escritas em uma linguagem artificial fora

apresentado em Begriffsschrift — é o caso, por exemplo, da sentenga “a ¢ um numero natural”,
. ~ 113 1 _ EX) r ~ . ~
que possui a expressao B 0, +1=a,)” —, mas ai ndo havia qualquer mengdo sobre como

poderiam ser definidas. Qualquer defini¢do de conceitos ¢ estabelecida a partir de outros
conceitos definidos previamente ou de certos conceitos tomados como primitivos. As
defini¢des que Frege apresenta no livro Os Fundamentos da Aritmética baseiam-se

essencialmente nos conceitos (primitivos) de funcao e objeto (Funktion und Gegenstand).
2.1 — Funcio e objeto

A nocdo sintatica de fungdo em Begriffsschrift ¢ plenamente satisfatoria quando os
sinais conceitograficos sdo considerados em si mesmos, isto ¢, sem que haja preocupag¢do com
a uma eventual interpretacdo. Mas a partir do momento que eles passam a denotar algo —
essencial em qualquer aplicagdo da conceitografia —, a necessidade de uma caracterizacdo das
espécies de coisas que sdo indicadas pelos simbolos funcionais ¢ necessaria. Obviamente
Frege deu-se conta disso quando escreveu Os Fundamentos da Aritmética, mas apenas

forneceu esclarecimentos quanto a isso em uma conferéncia proferida em 1891, sob o titulo

100 Nomeadamente, Kant, Leibniz, Grassmann e Mill.
%' Cf. FREGE, 1972, p. 83-89.
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Fungdo e Conceito. > Neste escrito, ele chama atencdo para a confusio que se fazia nos
textos matematicos da época entre os sinais e os conteudos dos sinais. '
As nogdes de relagdo, conceito e objeto sdo usadas incisivamente pelo filésofo em

. - . 104
seu livro, mas em nenhum momento ele deixa claro o que entendia por elas.

Em Funcdo e
Conceito o filésofo estabelece: conceitos e relagdes sdo fungdes de um e dois argumentos,
respectivamente, cujos valores sempre sdo um valor-de-verdade, ao passo que objeto ¢ tudo
aquilo que ndo ¢ fungdo. Mas se objeto ¢ tudo aquilo que ndo ¢ funcdo, o que ¢ entdo uma
funcao? Segundo Frege, tal definicdo ndo ¢ possivel, e 0 mesmo vale para objeto, posto que
ambos s30 nogdes ldgicas primitivas. Uma funcdo ¢ algo incompleto, que necessita de
complementacdo, diz o filésofo, diferente de um objeto, que, ao contrario, ndo necessita. 105

O argumento ndo ¢ parte da fun¢do, mas compde com ela um todo completo.
Quando a fun¢do ¢ completada por seu argumento, aquilo que resulta de tal complementagao
¢ chamado de valor da fungio para este argumento. '°® Assim, os valores da fungdo denotada
por x* +1 para os argumentos 0 e 1 sdo, respectivamente, 1 e 2. Mas Frege ndo quer limitar-
se a funcdes cujos valores sdo niimeros; quer também considerar fun¢des cujos valores sdao
valores-de-verdade. Assim, ele inclui na formacdo de expressdes funcionais, além dos sinais
aritméticos, simbolos como =, < ¢ >. A expressdo x” =1 ¢ um exemplo de tal fungdo, que
assume para os argumentos 0 e 1 os valores-de-verdade “o falso” e “o verdadeiro”,

respectivamente. Uma tal fungdo recebe o nome de conceito. Se uma expressao funcional tem
mais que um argumento, como em x°+ 3> =9, e tem como valor um valor-de-verdade, a

funcao denotada por ela ¢ uma relagao.
Nao satisfeito por admitir apenas numeros como argumentos de fungdes, da

exemplos de fungdes que podem ter como argumentos valores-de-verdade. Exemplos de tais

_Ex

funcdes sao aquelas denotadas por —x, —r—x ¢ Y . A primeira corresponde o verdadeiro

se x for o verdadeiro, e o falso em todos os outros casos, isto &, — (2+3 = 5) ¢ o verdadeiro,
~ 107 . .

—(2 +3= 7) e —2 sdo o falso; ' a segunda, o falso se x for o verdadeiro, e o verdadeiro em

todos os outros casos; a terceira, o falso se y for o verdadeiro e x for um objeto que ndo € o

192 Cf. FREGE, 1978, p. 9-32.

19 E provavel que Frege achasse tal distingdo desnecessaria em Begriffsschrift, visto que neste livro ele pudesse
estar mais preocupado com os aspectos sintaticos de sua conceitografia.

1% Apenas era visivel — a partir de Begriffsschrift — que conceitos e relagdes deveriam ser indicados por nomes
de fungoes.

195 Cf. FREGE, 1978, p. 9-32.

196 Cf. ibidem, p. 9-32..

7 A fungdo “— x” admite, portanto, ndo apenas valores-de-verdade como argumentos, mas quaisquer objetos.
Se o argumento ndo for um valor-de-verdade, o valor da fungio sera o falso.
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verdadeiro, e o verdadeiro em todos os outros casos. As duas primeiras fungdes sao conceitos,
a terceira, uma relagdo. A segunda fun¢do ¢ uma composi¢ao das fungdes denotadas por —, I e

—, nesta ordem, isto ¢, —— x ¢ o mesmo que — (| ( — x )); a terceira, das fun¢des denotadas

_Ex
por —, | e —, nesta ordem, ou seja, ¥ ¢ 0 mesmo que — (| (—x, —y)). Obviamente isso
implica uma interpretacdo funcional dos sinais de contetido, negacao e condicional de
Begriffsschrift. Quanto ao sinal k=, este tem a fungdo de indicar que a essas fungdes
corresponde o verdadeiro, quando anteposto a seus simbolos. Assim, = a significa que o
~ r . 1
valor-de-verdade da fungio “— para o argumento “a” é o verdadeiro. '*®
Mas uma fun¢do pode admitir outras fungdes como seus argumentos, € somente
: —&— f(a) 3
estas, como ¢ o caso de , que tem como argumento a funcdo f. Isso porque a esta
fungdo corresponde o verdadeiro quando a fungao f (x) tem como valor o verdadeiro para
qualquer argumento, e o falso em todos os outros casos. Isto €, se existe algum argumento tal
d0 ~&— 1la) '
que f(x) corresponde ao falso, entao corresponde também ao falso. Logo, o valor-
de-verdade da tultima “depende” da primeira funcdo. Frege faz, entdo, uma distin¢do entre

objetos, fungdes cujos argumentos sdo e devem ser objetos e fungdes cujos argumentos sao e

devem ser func¢des. Denomina o primeiro tipo de funcdo de primeiro nivel e o segundo

x
tipo, de func¢do de segundo nivel. As fungdes —x, —— x ¢ ¥ sdo, por exemplo,

~ I o . ~ .
fungdes de primeiro nivel, enquanto —~—f1 {8) ¢ uma funcdo de segundo nivel. Pode-se falar
evidentemente de conceitos de primeiro e segundo nivel; as trés primeiras fungdes sao,
portanto, conceitos de primeiro nivel e a ultima, um conceito de segundo nivel. O conceito

~~ ¢ uma composicdo dos conceitos —, s~ e —, nesta ordem, isto &, —~2— £(a)
equivale a— (& (— (fa)))). '”

Do mesmo modo que nimeros sdo indicados indefinidamente por letras, fungdes
também o sdo, e a necessidade de complementacdo da fun¢do exprime-se pondo a direita da
letra funcional um par de parénteses, cujo espaco interior deve ser preenchido pelo sinal de

10 para Frege, um nome de fun¢do deve, portanto, ter a forma f (x) Por isso, ele

argumento.
fala geralmente na fungao f (x) e ndo na funcao f, e também por esse motivo, ele escreve

—&— £(a) ¢ ndo ~r /- Isso gera um problema quanto a uma notacao para func¢des de segundo

nivel, uma vez que, desse modo, nem F' ( f ) nem F ( f (x)) sdo notagdes adequadas para

1% Cf. FREGE, 1978, p. 9-32.
199 Cf. ibidem, p. 9-32.
10 Cf. ibidem, 1978, p. 9-32.
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exprimir que a fungdo f ¢ argumento do conceito F; na primeira faltam os parénteses ¢ a letra
do argumento que devem acompanhar a letra funcional f, ¢ na segunda indica-se uma
composicao das fungdes F e f. Um modo de exprimir tais fun¢des ¢ concebido pelo filosofo
em Leis Fundamentais; neste exemplo, a relacdo entre f e F seria indicada pela expressao
Fy(f(B)).

Um outro problema aventado por Frege em um artigo posterior, O que é uma
Fungdo, ' diz respeito a indicacdo do lugar de argumento na expressdo funcional. A letra x
na expressao f (x) ¢ usada tanto para fazer essa indicagdo como para exprimir generalidade, e
por esse motivo, ja a partir do primeiro volume de Leis Fundamentais ele faz uso de letras
gregas para cumprir aquele papel. Assim, em lugar de x em f (x), ele utiliza a letra &, de
modo que os lugares ocupados por tal letra na expressdo funcional sdo seus lugares de
argumento.

Frege introduz em Fung¢do e Conceito uma notagdo para indicar o conjunto dos

objetos que quando tomados como argumento da fun¢do tornam o seu valor-de-verdade o

)
verdadeiro, a saber, & f (3) para a fun¢ao f (5) Por exemplo, dada a fungdo denotada por

£ =1, tem-se (s)‘(gz :l):{l,—l}. No jargdo fregiano, o conjunto {1,—1}, indicado por

)
7 ~ . 112 ~ :
5(52 = 1), é a extensdo do conceito '~ denotado por &> =1. Como a extensdo de um conceito

ndo necessita de complementagdo, de acordo com o fildésofo este ndo ¢ uma funcdo e sim um

113

objeto. " Veremos nas proximas se¢des porque o filésofo necessitou de tal notacao.

2.2 — Atribuic6es numéricas
Ap6s andlise realizada das segdes 21 a 25 do livro, Frege chega a conclusdo que os

nimeros ndo sdo propriedades dos objetos. Assim, na se¢do 45 ele propde a seguinte questio:

de que algo ¢ dito por meio de uma declaracio numérica (Zahlangabe)? ''* Na verdade, esta

"' Cf. FREGE, 1978, p. 117-130.

2.0 termo “extensdo” (Umfang, em alemio) ja era usado em logica muito antes de Frege, exatamente com a
mesma acepg¢do que este o utiliza em seu livro. Ele aparece, por exemplo, no livro Logica de Port-Royal, de
Antoine Arnauld e Pierre Nicole, publicado pela primeira vez em 1662. O livro apresenta uma distingdo entre a
compreensdo e a extensdo de um termo geral. Enquanto o primeiro ¢ o conjunto dos atributos que tal termo
implica, o segundo ¢é o conjunto das coisas as quais ele € aplicavel (KNEALE, W.; KNEALE, 1991, p. 320-323).
'3 Cf. FREGE, 1978, p. 117-130.

"4 Os Fundamentos da Aritmética, § 45.
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questao divide-se em duas mais especificas: de que algo ¢ dito e o que ¢ dito a respeito deste
algo em uma declaragdo numérica? A resposta a primeira interrogacdo ¢ fornecida na segao
46: a declaracdo numérica contém um enunciado sobre um conceito. Segundo Frege, isto pode
ser mais facilmente percebido em exemplos de indicagdes numéricas envolvendo o numero
zero; tal é o caso do exemplo por ele dado ainda na mesma secdo, a proposi¢ao “Vénus tem
zero luas”. Nada se enuncia sobre luas ou agregado de luas, pois ndo ha qualquer objeto do
: : . . 113 A Lt}
qual se possa enunciar algo, mas sim a respeito do conceito “lua de Vénus”, a saber, que o

115
mesmo nada subsume.

De modo anédlogo, no exemplo “a carruagem do imperador ¢
puxada por quatro cavalos” algo ¢ enunciado sobre o conceito “cavalo que puxa a carruagem
do imperador”, nomeadamente, que a tal conceito ¢ atribuido o nimero quatro, ou que este
conceito subsume quatro objetos, ou ainda, no jargdo fregiano, que ao conceito em questao
convém (zukommt) o nimero quatro.

Note que em uma declaragdo numérica aquilo que ¢ enunciado de um conceito é:
ao mesmo ¢ atribuido um nimero. Desse modo, embora os nimeros ndo sejam propriedades
dos objetos também ndo o sdo dos conceitos, pois as propriedades associadas aos conceitos
em enunciados semelhantes aos dois exemplos do paragrafo anterior sdo “atribuigdes de
nimeros” € ndo os nimeros mesmos. Mas se os numeros nao sao propriedades, devem ser
objetos; e esta é exatamente a posi¢do de Frege no inicio do quarto capitulo de seu livro. '
De acordo com as consideragdes acima, uma declaracdo como “Vénus tem zero luas” pode ser
escrita como “Ao conceito ‘lua de Vénus’ convém o numero zero”. O numero zero é,
portanto, uma parte do predicado “convém o nimero zero”.

Nas secdes 52 e 53 Frege chama atencao para o fato de que ndo confunde
propriedades que se enunciam de um conceito com as notas caracteristicas que compdem o
conceito. Como exemplo cita a expressdo “quatro nobres cavalos”, em que a palavra “nobre”
denota uma nota caracteristica e a palavra “quatro” indica uma propriedade de um conceito,
no caso “nobre cavalo”. Como observa o filosofo, uma “nota caracteristica” é uma
propriedade das coisas que caem sob o conceito, € ndo do conceito. Assim, “nobre” ¢ uma
propriedade dos objetos que caem sob o conceito “nobre cavalo”, ou seja, ¢ uma nota
caracteristica deste conceito, ao passo que ‘“quatro” indica que tal conceito subsume
exatamente quatro objetos. Outro exemplo, ja na se¢ao 53, ¢ o seguinte: “triangulo retangulo”.

De acordo com Frege, “retangulo” ndo ¢ uma propriedade do conceito “tridngulo retangulo”

(mas uma nota caracteristica deste conceito), enquanto em “ndo existe triangulo retdngulo

5 Ibidem, § 46.
"% Ibidem, § 57.
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retilineo eqiiilatero” ha uma indicacdo de uma propriedade satisfeita pelo conceito “triangulo
retangulo retilineo eqiiilatero”, a saber, que a este ¢ atribuido o nimero zero.

O fato de uma atribuicdo numérica ser uma propriedade de um conceito, como
ocorre no exemplo anterior, ndo a impede, consoante o autor de Os Fundamentos da
Aritmética, de ser uma nota caracteristica de um outro conceito. "7E o caso do conceito
“conceito sob o qual nada cai”. Observe que o conceito “tridangulo retdngulo retilineo
eqiiilatero” cai sob este conceito. Como propriedade que se enuncia do conceito “tridngulo
retangulo retilineo eqiiilatero”, a atribuicio do numero zero ¢, portanto, uma nota
caracteristica do conceito de segundo nivel “conceito sob o qual nada cai”. Assim, em “ha
exatamente uma lua da Terra”, a unicidade ¢ uma propriedade do conceito “lua da terra” e
uma nota caracteristica do conceito “conceito sob o qual cai um Unico objeto”.

As relagdes “cair sob” e “estar subordinado a” entre conceitos sdo totalmente
distintas ¢ ndo devem, como alerta Frege, ser confundidas. "% Entre os conceitos “triangulo
retangulo retilineo eqiiilatero” e “conceito sob o qual nada cai” ocorre a primeira relagao e
entre os conceitos “conceito sob o qual nada cai” e “convém o niimero zero”, a segunda. Se

entre os conceitos F' e G ocorre a primeira relagdo, em notacdo conceitografica indica-se esse

fato por G, (F (,6’)), mas se ocorre a segunda, por

2.3 — Uma definicao recursiva de nimero

A primeira defini¢do de nimero que Frege tenta estabelecer em seu livro ¢, na
verdade, uma tentativa de fixar o significado de sentencas do tipo “ndo existe triangulo
retangulo retilineo eqiiilatero” ou “ha exatamente uma lua da Terra” — sendo que estas sdo
casos particulares da expressdo “existem exatamente m objetos que caem sob certo conceito”
—, ou como diz Dummett, 120 de sentencas em que os termos numéricos ocorrem como
adjetivos. Mais geralmente, ele quer determinar o sentido das sentencas “nao existe nenhum

F”, “ha exatamente 1 F” e “existem (n +1) F, 121 onde F denota um conceito. O fato de ele

" Os Fundamentos da Aritmética, § 53.

"8 bidem, § 53.

"9 Esta expressdo indica, naturalmente, uma relagio de subordinagio entre conceitos de primeiro nivel.

20 DUMMETT, 1991, p. 99.

2l Equivalentemente: “nenhum objeto cai sob o conceito F, “um tnico objeto cai sob o conceito F” e
“exatamente (1 +1) objetos caem sob o conceito /7.
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usar (n + 1) em lugar de m justifica-se porque ele deseja fornecer uma defini¢ao recursiva da

expresséo cm quc m 0COorre.

(13

Frege prefere adotar para essas trés sentencas as seguintes formulagdes: “ao
conceito F convém o numero 07, “ao conceito F convém o numero 17 e “ao conceito F

. , . 122
convém o numero (n + 1)”, respectivamente. “~ Segundo ele:

1) “ao conceito ' convém o numero 0” possui o mesmo significado que “para
todo x, x ndo cai sob £”’;

i1) “ao conceito F' convém o niimero 1” possui o mesmo significado que “ndo ¢ o
caso que, para todo x, x ndo cai sob F, e, para todo x e y, se x cai sob F e y cai
sob F, entdo x e y s30 0 mesmo”.

1i1) “ao conceito F' convém o numero (n+1)” possui 0 mesmo significado que

“para algum x, x cai sob F, e ao conceito ‘cai sob F mas ndo ¢ x’ convém o
numero n”.
Em notagdo contemporanea, ele quer dizer:

1) “3J,x Fx” significa 0 mesmo que “Vx—Fx”;

11) “3,x Fx” significa 0o mesmo que “—=Vx—FxA A VxVy((Fx/\Fy)—> X= y)”;

ii) “3 ,,x Fx” significa 0 mesmo que “EIx(Fx/\EIny(Fy/\—‘(x = y)))”.

Os simbolos 3,, 3,, 3, ... sdo chamados quantificadores definidos, e a expressao
“3 x Fx” equivale a “existem exatamente n x que caem sob o conceito /. Repare que o
sentido de “3 , x Fx” € estabelecido a partir do sentido de “3 x Fx . Com efeito, a primeira
sentenca equivale a “3Jx (Fx/\EIn y(Fy/\ﬁ(x = y)))”, cujo significado apenas pode ser
determinado a partir do de “3 y (Fy/\—.(x: y))”. Assim , se quisermos saber o quer dizer
“d,x Fx” precisaremos conhecer o sentido de “3, y(Fy/\—|(x: y)) ”, que foi fixado em (ii):
“—|Vy—|(Fy/\—|(x = y))/\ AVyVz (((Fy/\—|(x = y))/\(FZ/\—|(x = z)))—) y= Z)”. Se quisermos
conhecer o significado de “3,x Fx” teremos que conhecer o de “3, y(Fy/\—|(x = y))”, e assim

por diante.
Tais defini¢des nao satisfizeram seu autor por dois motivos: primeiro, elas ndo nos

permitem demonstrar que x e y sdo 0 mesmo, caso convenham ao mesmo conceito F e,

122 Os Fundamentos da Aritmética, § 55.
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segundo, ndo sao suficientes para decidir se a um conceito /' convém ou ndo um certo objeto

X, OU seja, se x & ou ndo um nimero. ' >

2.4 — Uma definicao contextual de nimero

Quando o significado de um simbolo ¢ estabelecido pelo sentido da sentenga na
qual ele ocorre, ou seja, mediante o contexto em que ele aparece, temos uma defini¢cao
contextual do simbolo em questdo. O seu significado geralmente ¢ fixado empregando-se uma
outra sentenga com sentido equivalente ao da primeira, mas onde o simbolo n3o ocorre.
Tendo em vista as duas dificuldades que arrolamos anteriormente associadas a defini¢ao
recursiva de expressdes do tipo “o nimero que convém a”, Frege passa, a partir da secdo 62
de Os Fundamentos da Aritmética, a tentar estabelecer contextualmente o seu significado. O
tipo de sentenca em que tais termos ocorrem, e cujo sentido ele quer estabelecer tém a forma
de uma identidade do tipo “O numero que convém ao conceito F' ¢ o mesmo que convém ao
conceito G”. '**

Uma sentenca com sentido equivalente ao de tal identidade ndo deve possuir o
termo “o nimero que convém a”. A fim de chegar a uma sentenga deste tipo, Frege propde
uma analogia com sentencas que envolvem o conceito de dire¢ao. Como, segundo ele, “a
direcdo da reta a ¢ igual a direcdo da reta b” equivale a “a reta a € paralela a reta b”, a segunda

.~ . ~ 125
sentenc¢a fornece uma definicdo contextual de “a dire¢do de”.

Do mesmo modo que uma
identidade entre dire¢des de retas pode ser convertida em uma relagdo binaria entre retas, uma
identidade entre atribuicdes numéricas de conceitos pode ser explicada em termos de uma
relagdo bindria entre conceitos. Pelo menos esta parece ser a opinido do filésofo nas se¢odes
subseqlientes.

No caso das atribui¢cdes numéricas, Frege tenta estabelecer o seguinte: “O niimero
que convém ao conceito ¢ o mesmo que convém ao conceito G possui 0 mesmo
significado que “o conceito F' ¢ equinumérico (gleichzahlig) ao conceito G”. Ele “tenta
estabelecer” porque a defini¢do contextual, assim como a recursiva, ndo lhe satisfez
inteiramente. Vejamos o motivo. Por um lado, a defini¢do contextual para o caso de diregdes

resolve uma dificuldade: se a uma reta estdo associadas duas dire¢des a € b podemos concluir

que a ¢ a mesma direcdo que b, pois a relacdo de paralelismo ¢ reflexiva, ou seja, uma reta ¢

12 Os Fundamentos da Aritmética, § 56.
124 Tbidem, § 62.
12 Tbidem, § 64-65.
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paralela a si mesma. Por outro lado, ndo ¢ possivel por seu intermédio determinar se a
proposicio “a direcdo da reta a ¢ igual a ¢” é verdadeira ou falsa. '*® Ndo ha problema caso ¢
seja dado sob a forma “a direcdo da reta b”, pois se a reta a for paralela a reta b, a proposicao
sera verdadeira, caso contrario, falsa. Mas se ¢ ndo for apresentado sob tal forma, serd preciso
determinar se ele denota ou ndo uma direcdo. E para isso, ¢ preciso saber explicitamente o que
é o conceito de direcdo. %’

O mesmo acontece no caso das atribui¢des numéricas. Se a um conceito convém
os numeros n e m, deve ser possivel determinar se n e m sdo os mesmos por meio da
reflexividade da relagdo de “equinumericidade” (Gleichzahligkeit), ou seja, se ao conceito F
convém os numeros n € m, entdo como F ¢ equinumérico a si mesmo, 7 € m SA0 0 MesSmo
nimero. Ou a “equinumericidade” entre conceitos ¢ aceita sem definicdo, isto €, tomada como
uma relagdo reflexiva entre conceitos, ou deve ser definida em termos de outra relagdo e,
neste caso, a reflexividade deve ser demonstrada. Frege preferiu a segunda opgao, estipulando
que dois conceitos sdo equinuméricos quando, € somente quando, existe a possibilidade de
coordenar biunivocamente os objetos que caem sob um conceito aos que caem sob o outro. '**

O problema repousa agora na determinagdo do valor-de-verdade de proposi¢des do
tipo “o nimero que convém ao conceito F € n”. Assim como no caso de dire¢des, a defini¢do
contextual ndo se pronuncia a respeito de tal questdo, e uma definicao explicita de namero €

necessaria.

2.5 — Uma definicao explicita de nimero

A relagdo de paralelismo entre retas ¢ uma relagdo de equivaléncia; assim quando as
retas a e b sdo paralelas, as classes de equivaléncia determinadas por a e b, segundo tal
relacdo, coincidem, e reciprocamente. Isso quer dizer, no jargdo fregiano, que as extensoes
dos conceitos “reta paralela a reta a” e “reta paralela a reta b sdo as mesmas. Frege fornece
entdo a seguinte defini¢do explicita de direcdo: a direcdo da reta a ¢ a extensdo do conceito
“paralelo a reta a”. Para atribui¢des numéricas finalmente ele estabelece: o niimero que

. . . ~ P - : > 129
convém ao conceito F ¢ a extensdo do conceito “equinumérico ao conceito F’.

De posse de uma “definigdo efetiva” de numero, o proximo passo ¢ provar que as

proposicdes “O niimero que convém ao conceito /' ¢ 0 mesmo que convém ao conceito G (O)

126 Os Fundamentos da Aritmética, § 66.
27 Tbidem, § 66.
128 Tbidem, § 72.
12 Tbidem, § 68.
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e “o conceito F' ¢ equinumérico ao conceito G (0) sao equivalentes. Isso ¢ feito por Frege na
se¢do 73, embora ndo detalhadamente. Na verdade, ele demonstra que (o) implica (0), porém
ndo a reciproca. A demonstracdo da bi-implicagdo ¢ simples, mas no momento faremos
apenas um esboco dela. '*°

Dizer que o conceito F' € equinumérico ao conceito G equivale a dizer que os objetos
que caem sob os conceitos F' e G sdo coordenados uns aos outros por uma relagdo biunivoca

(beiderseits eindeutig) ¢. "' Isso significa duas coisas:

1) Os objetos que caem sob os conceitos F' e G sdo coordenados uns aos outros
por uma relacdo ¢ ;
i1) A relagdo ¢ ¢ biunivoca.
De acordo com Frege, quer dizer que: para alguma relagcdo ¢, (i-a) todo x que cai
sob F'mantém a relagdo ¢ com algum y que cai sob G e (i-b) com todo y que cai sob G, um x
que cai sob F mantém a relacdo ¢. Ainda segundo ele, (a) equivale a impossibilidade das
proposigdes “x cai sob F” e “x ndo estd na relagdo ¢ com um y que cai sob G”, qualquer que

seja x, serem concomitantemente verdadeiras.

Por isso, (a) pode ser escrita
“conceitograficamente” como:

a F(a)
b G(b)

q;(a,b). 133

Com relagdo a (i1), ela exprime o seguinte: (ii-a) se x mantém a relacdo ¢ com y e
se x mantém a relacdo ¢ com z, entdo quaisquer que sejam x, y € z, y ¢ 0 mesmo que z; (ii-b)
se x mantém a relagdo @ com z e se y mantém a relacdo ¢ com z, entdo quaisquer que sejam
: 134
X,y €z,x &0 mesmo que ).
Resumindo, em (i) Frege estd falando da existéncia de uma relagdo ¢ cujo

dominio ¢ a extensdo do conceito F (i-a) € cuja imagem ¢ a extensdo do conceito G (i-b). Em

(ii) esta dizendo que essa relacdo e sua inversa (ii-a e ii-b) sdo fun¢des (no sentido matematico

1% Uma demonstragio integral encontra-se no apéndice B.

1 Em termos atuais, dizer que dois conceitos sdo equinuméricos significa o mesmo que dizer as extensdes dos
dois conceitos possuem a mesma cardinalidade.

32 Os Fundamentos da Aritmética, § 71.

'** Essa formula seria escrita hoje em dia do seguinte modo: Vx(Vy(xpy —>—Gy)—> —Fx). A formula
Vy(xpy—>—-Gy)>—Fx equivale a Fx—-Vy(xpy—>—Gy); esta, por sua vez, equivale a
Fx —>3y—(xpy > —=Gy), que finalmente pode ser escrita como Fx — Iy(xpyAGy). Segue, por
generalizagdo, a formula Vv x(Fx — 3y(xp yA Gy)), que ¢ equivalente, portanto, & primeira. Podemos 1é-la do
seguinte modo: qualquer que seja x, se x cai sob £, existe y tal que y cai sob G e x mantém a relagdo ¢ com y.

134 Os Fundamentos da Aritmética, § 71.
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do termo). A jun¢do de (i) e (ii) equivale a afirmagdo da existéncia de uma bije¢do ¢ cujo
dominio é a extensdo de F e cujo co-dominio é a extensio de G. E conveniente reiterar aqui
que diferentemente do que ocorre atualmente em matematica, onde as func¢des sdo particulares
relacdes, as relagdes na doutrina fregiana ¢ que sdo particulares fungdes. Entdo, quando Frege

fala em uma relacdo ¢, estd falando em uma func¢do (no sentido fregiano, ndo no sentido
matematico) de dois argumentos, e quando fala que uma relacdo ¢ ¢é biunivoca (beiderseits
eindeutig), estd dizendo que uma funcdo ¢ (ainda no sentido fregiano) de dois argumentos e

sua inversa (Umkehrung) '*° sdo univocas (eindeutig). Em Begriffsschrift, Frege exprimiria

o
que ¢@ ¢ univoca por meio do juizo 1 go(§ ,5). Em Leis Fundamentais ele usa uma
g

notagdo semelhante, no caso I¢, para indicar a relagdo univoca ¢. Quanto a inversa de uma

relacdo, ndo ha no primeiro livro um sinal para sua indicagdo, mas encontramos um simbolo
no segundo para denotar a extensdo da inversa (Umkehrung) de uma relagdo, a saber, ¥.
Neste, % @ ¢ a extensdo da inversa de uma relagdo que tem @ como sua extensdo.

Dizer que o numero que convém ao conceito /' ¢ 0 mesmo que convém ao conceito
G, pela definicdo de nimero de Frege, ¢ 0 mesmo que afirmar que as extensdes dos conceitos
“equinumérico a F~’ e “equinumérico a G sdo iguais. Mas as extensdes de dois conceitos sao
iguais quando todo objeto que cai sob o primeiro também cai sob o segundo, ¢ vice-versa; dai
as extensoes de “equinumérico a F”’ e “equinumérico a G” s6 coincidirdo quando todo
conceito equinumérico a F' for equinumérico a G, e reciprocamente. Vamos usar a notagao
F =~ G para indicar que os conceitos F' ¢ G sdo equinuméricos. Isso significa que para provar
que (©) se, e somente se, (O0), € preciso mostrar que F =G se, ¢ somente se, para qualquer
conceito H,H ~ F <> H~G . 13°

Tudo que se segue em termos de propriedades dos niimeros naturais, consoante
Dummett, " deriva da equivaléncia entre (0) e (0), de modo que ndo mais a definigdo
explicita de nimero seja utilizada no livro. Na verdade, todos os teoremas de Frege podem ser
demonstrados unicamente a partir desta equivaléncia, sem que haja necessidade de tal

defini¢do. '**

133 0 termo ¢ usado por Frege em Leis Fundamentais da Aritmética, mais especificamente, a partir da segdo 40
do livro.

136 0g detalhes, como dissemos, encontram-se no apéndice B.

7 Cf. DUMMETT, 1991, p. 123.

138 Cf. WRIGHT, 1983. p. 154-169.
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2.6 — Definicao dos numeros individuais e da relacao sucessor

Uma vez que uma defini¢do de numero foi dada, resta a questdo de saber o que sao
0s numeros zero, um, dois etc., que Frege chama de numeros individuais (einzelnen Zahlen).
Como nada cai sob o conceito “diferente de si proprio”, ele define 0 como o numero que
convém ao conceito ‘“diferente de si proprio”. Salienta que qualquer outro conceito que nada
subsume poderia ser usado em lugar deste, porém este ¢ preferivel pela sua natureza, que ¢
puramente logica. '’

Pois se o numero que convém ao conceito F ¢ a extensao do conceito “equinumérico
a I, 0 ¢, deste modo, a extensdo do conceito “equinumérico a ‘diferente de si proprio’”, isto
¢, 0 ¢ o conjunto formado por todos os conceitos sob 0s quais nada cai. Se usarmos a letra /7~
para denotar o conceito “diferente de si proprio”, ou seja, se /~ denotar o predicado em que
r (x) se, ¢ somente se,— x = x, poderemos dizer que o numero 0 da definicdo de Frege ¢ a
classe de equivaléncia determinada por 7/, mddulo relagdo de “equinumericidade”, pois esta

¢ uma relago de equivaléncia. '** Em simbolos, 0= [I"]..

Dizer que um conceito F ¢ equinumérico ao conceito “diferente de si préprio”
equivale a dizer que existe uma relagdo ¢ tal que os objetos que caem sob os conceitos F (§ ) e
—-—(5 = f) sdo coordenados uns aos outros por g e pela inversa de ¢, sendo g e sua inversa
univocas. Dito de outro modo, F' deve ser tal que exista uma relacdo g onde a conjuncao das

0
T Flo) < F(a)
b —rb=0b b b=>b

—q ("’s [‘) % g(a,b)

formulas Ig e I¥g corresponda  ao

. 141 , . . . .
verdadeiro. " Como 0 ¢ o conjunto dos conceitos F que satisfazem tal propriedade, tem-se na

notagdo de Frege o seguinte:

% Os Fundamentos da Aritmética, § 74.

1% Demonstramos isso no apéndice B.

4! Estamos abusando da simbologia de Frege, pois os simbolos I e ¥ aplicam-se, a rigor, a extensdes de
conceitos ou relacdes, e ndo propriamente a conceitos e relagdes. Lembramos que o sinal = nfo ¢ mais usado
por ele; em seu lugar (nos trabalhos ap6s Begriffsschrift) é utilizado o sinal =.
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Quanto ao numero 1, ele é o numero que convém ao conceito “igual a 0”. '*

Noutros termos, 1 ¢ o conjunto dos conceitos que subsumem um Unico objeto. Se por 7
denotarmos um “representante” destes conceitos, ou seja, se 7 for o predicado em que 7° (x)
se, e somente se, x = 0, poderemos dizer que o numero 1 da definicdo de Frege ¢ a classe de

equivaléncia determinada por 7', médulo relagdo de “equinumericidade”, isto ¢, 1=, [T]..

Na notagdo conceitual isso equivale a formula:

U e(a)\\

\\ w_/ _J)

Um simbolo para abreviar a expressao acima sé foi introduzido por Frege em Leis

Fundamentais, a saber, . No presente caso, indicariamos que 1 convém ao conceito “igual a

)
zero” do seguinte modo: ||— (ﬁg(g = 0) =1 ) Do mesmo modo, para indicar que 0 ¢ o

nimero que convém o conceito “diferente de si proprio”, escreveriamos:

'*2 Em nenhuma passagem de Os Fundamentos da Aritmética o filosofo usa sua conceitografia; isto s6 é feito em
Leis Fundamentais da Aritmética. Empregamo-a aqui com a finalidade de mostrar ao leitor como ficariam as
suas defini¢des escritas com ela. Além disso, isto nos sera util na discussdo que faremos no proximo capitulo.

3 Os Fundamentos da Aritmética, § 77.
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)
||—( 4 —-—(8 = 5) =0 ) Uma vez que os nimeros 0 e 1 estdo definidos, uma defini¢do de 2

também sera possivel. Um raciocinio anadlogo aos anteriores nos leva a definir 2 como sendo o

nimero que convém ao conceito “igual a 0 ou igual 1”. No lugar do conceito £=0 na
£=1

formula anterior colocariamos, dai, o conceito —I:-;’:(}. O nuamero 3 seria 0 nimero que

convém ao conceito “igual 0, igual a 1 ou igual a 2” ¢ assim por diante. '**

Em geral, se n ¢ um niimero, existe um conceito F ao qual ele convém, pois caso
contrario ele ndo seria um nimero. Se n for 0, nenhum objeto cai sob F; por outro lado, se n
ndo for 0, deve haver ao menos um objeto x que cai sob F. Seja m o nimero que convém ao
conceito “cai sob F' mas ndo ¢ igual a x”. De acordo com Frege, n segue na série natural dos
numeros imediatamente ap6s m, ou seja, n é o sucessor de m. '*°

O simbolo usado pelo filésofo para denotar a fungao sucessor em Leis Fundamentais
¢ a letra f. Assim, f(n,m) quer dizer que n € o sucessor de m; na notacao de Begriffsscrift, esta

expressao funcional equivale a:

g —025()=n
— ()
ﬁ;; I E=Q |=m
— \E

4 Em 1908 Zermelo propds definir os nimeros 0, 1, 2, 3 ... como os conjuntos @, {(Z)}, {{0}}, {{{0}}}, isto €,
como 0, {O}, {1}, {2} ... Mais tarde, von Neumann sugeriu defini-los como 0, {(Z)}, {(Z), {(Z)}}, {(Z), {(Z)}, {0, {(Z)}}}
..., ou seja, como 0, {0}, {0, 1}, {0, 1, 2} ... (ENDERTON, 1977, p. 66-69). A defini¢do de von Neumann, que é

a adotada hoje em dia, difere da de Frege no seguinte sentido: o nimero 0 €, na primeira, o conjunto vazio, ao
passo que o niimero 0 ¢, na segunda, o conjunto de todos 0s conceitos cujas extensdes sdo vazias; o niimero 1 &,
na primeira, um conjunto unitario (no caso, o conjunto que tem o nimero 0 como unico elemento), ao passo que
o nimero 1 ¢é, na segunda, o conjunto de todos os conceitos cujas extensdes sdo conjuntos unitarios; o nimero 2
¢, na primeira, um conjunto com somente dois elementos (no caso, o conjunto que tem 0 ¢ 1 como Unicos
elementos), ao passo que o numero 2 é, na segunda, o conjunto de todos os conceitos cujas extensdoes possuem
exatamente 2 elementos; ... Por conseguinte, para Frege o numero 0 ¢ visto ndo como a extensdo de um conceito
que tem extensdo vazia, mas como o conjunto de todos os conceitos que tém em comum a propriedade de ter
suas extensdes vazias. Da mesma maneira, o numero 1 ¢ visto ndo como um conjunto unitario, mas como o
conjunto de todos os conceitos que tém em comum a propriedade de ter conjuntos unitarios como suas
extensodes. Vé-se que tais definicdes estdo de acordo com sua visdo de que as declaracdes numéricas enunciam
propriedades dos conceitos.

195 Os Fundamentos da Aritmética, § 76.
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Traduzindo, existe em conceito F' € um objeto a que cai sob ele tais que o nimero

)
que convém a F' € n — em simbolos: ¢ F (5) = n — € 0 numero que convem ao conceito “cai

Nl

Com as definigdes de nimero e fungao sucessor — baseadas unicamente em nogoes

r r

sob ' 'mas nao ¢ igual a a” € m — em simbolos:

da logica e em termos puramente l6gicos — em maos, Frege estava em condigdes, a partir de
um certo nimero de axiomas, de provar uma série de propriedades sobre nimeros naturais.
Este assunto, porém, estd fora de nossos objetivos, de modo que nao o discutiremos aqui.
Apenas interessa-nos neste final de capitulo observar que, conforme a notagao utilizada pelo

filésofo na terceira parte de Begriffsschrift, a sentenga “a pertence a série dos niumeros

. s o /4 , ~ .
naturais” corresponderia a formula Ef(Oy,aﬁ), onde f é a funcdo sucessor definida

anteriormente. Esta simbologia ¢ abandonada em Leis Fundamentais, sendo adotada a

~ Y . 146
expressao «s f (a,O) para indicar a mesma coisa.

146 Aqui estamos novamente abusando da terminologia de Frege: o simbolo em questdo aplica-se a extensdes de
relagdes (e ndo propriamente a relagdes).
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CAPITULO 3 - A NOCAO DE FUNCAO EM LEIS FUNDAMENTAIS DA
ARITMETICA

Quando publicou o primeiro volume de Leis Fundamentais da Aritmética, Frege ja
tinha estabelecido duas importantes distingdes, a saber, aquelas entre sentido e referéncia
(Sinn und Bedeudung) e entre fun¢do e objeto (Funktion und Gegenstand). Neste capitulo
discutiremos como a primeira dessas distin¢des influenciou a teoria de fungdes de Frege, e
que contribui¢des esta ultima trouxe a seu livro, ao programa logicista e a légica como um

todo.

3.1 — Sentido e referéncia de nomes proprios

Um ano antes da publicacdo do primeiro volume de seu ultimo livro Frege assumiu
uma posicao diferente daquela em Begriffsschrift quanto a relacdo de identidade. No ultimo
ele chegara a conclusdo que a identidade ¢ uma relacdo entre sinais e ndo entre os objetos

o o 14
denotados pelos sinais. Assim, a sentenga a = b ¥’

corresponderia o verdadeiro se, € somente,
os sinais @ ¢ b fossem tais que denotassem os mesmos objetos. A partir do artigo Sobre
Sentido e Referéncia, publicado primeiramente em 1892, o filosofo passa a defender que tal
relacdo €, na verdade, uma relagdo entre os sentidos dos sinais. Desse modo, além do objeto
denotado pelo sinal, chamado por Frege de referéncia (Bedeutung) do sinal, existe um
segundo elemento associado a este: o seu sentido (Sinn). As expressdes “estrela vespertina” e
“estrela matutina” corresponderia, por exemplo, a mesma referéncia, a saber, o planeta Vénus,
porém ndo o mesmo sentido. O fato de uma identidade do tipo “a estrela vespertina ¢ a mesma
que a estrela matutina” ampliar o conhecimento de alguém residiria, portanto, na diferenga de
sentido das duas expressoes.

O sentido do sinal contém, segundo o filésofo, o modo de apresentacao daquilo que
¢ a referéncia do sinal. Tentando melhor esclarecer o que quer dizer com isto, compara o
sentido de um sinal com a imagem que ¢ formada na lente de um telescopio quando este ¢
apontado para a lua. O objeto observado, ou seja, a lua, corresponde a referéncia, ¢ o modo
por que este objeto se apresenta, no caso, por meio de uma imagem em um telescopio,

corresponde ao sentido do nome “lua”. E claro que um mesmo objeto pode ser associado a seu

sinal de diferentes modos, como ¢ o caso do planeta Vénus que, dependendo do horario em

17 Como vimos no primeiro capitulo, Frege escrevia ¢ =5 quando publicou Begriffsschrift.
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que aparece no céu, poderia ser percebido de modos diferentes por aqueles que o observam.
Se fosse avistado no periodo da manha, seria a “estrela matutina”, se fosse visto no periodo da
tarde, a “estrela vespertina”. O nome “Vénus” possuiria neste caso dois sentidos, mas
obviamente um tnico referente. '** Assim, a relagio nome-sentido é um para muitos, ¢ a
relacdo sentido-referente, muitos para um. Nem sempre ha, no entanto, um sentido associado
a um sinal ou uma referéncia associada a um sentido ou nome. Uma expressao em uma dada
linguagem pode ser destituida de sentido, como ‘ccccadef gdftsaa” no portugués, embora seja
um sinal. Também uma expressdo com sentido em certa linguagem pode ser desprovida de
referéncia, como “o corpo celeste mais distante da Terra” que, segundo Frege, possui um
sentido, mas certamente ndo um referente. 149

Nao satisfeito com uma distingdo entre sentido e referéncia apenas para palavras e
expressoes que atuam como nomes proprios, o filésofo alemao tenta estender tal distingdo a
sentengas. Partindo de dois principios, a saber, que uma sentenca possui uma referéncia e que
a substitui¢do de uma palavra por outra com a mesma referéncia em uma sentenca nao altera a
referéncia desta, ele conclui que a referéncia de uma sentenga € o seu valor-de-verdade. Com
efeito, embora o pensamento expresso pelas sentengas “a estrela matutina ¢ um corpo
iluminado pelo Sol” e “a estrela vespertina ¢ um corpo iluminado pelo Sol” ndo é o mesmo —
pois uma pessoa que ignorasse que o objetos designados pelas expressoes “estrela matutina” e
“estrela vespertina” coincidem poderia considerar uma destas sentencas falsa e a outra,
verdadeira —, o mesmo valor-de-verdade € a elas associado, no caso, o verdadeiro. E a
substitui¢do de “a estrela matutina” por “a estrela vespertina” na primeira sentenga, nao altera
o seu valor-de-verdade. Uma sentenc¢a atua, desse modo, como um “nome” de um valor-de-
verdade, e como tal, pode ndo possuir um referente, como ¢ o caso da sentenca “Ulisses
profundamente adormecido foi desembarcado em ftaca”, que ndo pode ser chamada de
verdadeira nem de falsa. *°
Para Frege o referente de um nome € um objeto, assim o referente de uma sentenga,

também o ¢. Logo, os valores-de-verdade sdo, na doutrina fregiana, objetos. Um sinal como

, por exemplo, ¢ uma sentenca da conceitografia e tem, desse modo, um sentido

(‘1 f(6.a)

que, no jargdo fregiano, é o pensamento por ele expresso — este €, como vimos no primeiro

) ( F(a)

148 Usaremos a palavra “referente” como sindnimo de “referéncia” (Bedeutung).
149 Cf. FREGE, 1978, p. 59-86.
150 Cf. ibidem, p. 59-86.
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capitulo, a propriedade F' ¢ hereditaria na série f —, € uma referéncia, que pode ser um dos dois

valores-de-verdade. !

3.2 — Curso-de-valores de funcoes e o paradoxo de Russell

Frege dedica duas se¢des de Leis Fundamentais, a saber, as secoes 3 e 10, para tratar
do tema “curso-de-valores de uma fun¢do”, um tema delicado, principalmente devido aos
problemas a ele associados. A grande dificuldade diz respeito a definicdo de curso-de-valores,
no caso, uma defini¢do contextual. Isso porque Frege estabelece que as sentengas “a funcao

@(&) tem o mesmo curso-de-valores que a fungio ¥ (5)” e “as fungdes D(&) e 5”(5) tém

sempre 0 mesmo valor para 0 mesmo argumento” possuem o mesmo significado. Em

simbolos, ;‘@(&‘)= c)x‘P(a) se, ¢ somente se, _‘9’_(‘!’(“): 5”(“)). As dificuldades
relacionadas a essa definicdo sdo as mesmas encontradas em Os Fundamentos da Aritmética
para o caso da definicdo contextual de nimero, ou seja, por meio dela nao € possivel decidir
se a sentenca “‘o curso-de-valores da funcao (D(§ ) ¢ n” corresponde ao verdadeiro ou ao falso.

Para tanto, seria preciso saber se n ¢ ou ndo um curso-de-valores, caso ele ndo apareca sob o

nome :9@(5).

A definicao contextual nao possibilita, conforme expusemos no capitulo anterior, tal
determinagdo e por esse motivo ela foi abandonada em Os Fundamentos da Aritmética. Em
Leis Fundamentais, Frege preferiu permanecer com a definicdo contextual e, mais que isso,
optou por adotd-la como um axioma de seu sistema. A possibilidade de entender a

generalizagdo de uma igualdade entre duas fungdes @(g) e ¥(s) como uma igualdade entre

) )
os cursos-de-valores — g@(g) e 55”(3), respectivamente — dessas fungdes ndo poderia,

consoante o filosofo, ser demonstrada, devendo ser aceita como uma lei l6gica fundamental.
152

O leitor deve notar aqui que a notagao por ele usada para cursos-de-valores ¢ a
mesma para extensdes de conceitos que vimos no capitulo anterior. Na verdade, esta notacao

s foi introduzida a partir do artigo Fungdo e Conceito — e, portanto, apds a publicagdo de Os

31 Russell, na qualidade de primeiro critico da semantica fregiana, nio concordou com a possibilidade de se
considerar sentengas como nomes (cf. THIEL, 1972, p. 99). Nao estamos interessados aqui em discutir criticas a
doutrina de Frege do sentido e referéncia, mas tdo somente expor seus pontos principais.

132 Cf. FREGE, 1978, p. 9-32.
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Fundamentos da Aritmética —, de modo que ¢ usada incisivamente por Frege em Leis
Fundamentais. A notagdo ¢ a mesma porque, consoante o filésofo na introdugdo do livro,
extensdes de conceitos sdo particulares cursos-de-valores, mais especificamente, sdo cursos-
de-valores de fun¢des de um s6 argumento cujos valores sdo valores-de-verdade. Até ai ndo
ha problema em tal estipulacdo, mas em Fun¢do e Conceito Frege afirma que aquilo que
entendia por curso-de-valores de uma fung¢do coincidia com a concep¢ao matematica corrente
de fungdo. ' Se com isso ele queria dizer que o curso-de-valores de uma fungio era um
conjunto de pares ordenados, ou seja, aquilo que se entende hoje por no¢do extensional de

funcdo, ndo podemos ter certeza. Se for este o caso, o par ordenado (a,b) pertenceria ao

curso-de-valores da funcdo se, e somente se, o valor da fun¢do para o argumento a fosse b.
Desse modo, quando ele diz que a extensdo de um conceito € o conjunto dos objetos que caem
sob o conceito ou, noutros termos, que o conjunto dos objetos que colocados nos lugares de
argumento do conceito lhe retornam o verdadeiro, estaria entrando em contradi¢do, pois tal

conjunto ¢ constituido dos primeiros elementos dos pares cujos segundos elementos sdo o

. ~ . 154
verdadeiro, e ndo por tais pares.

Quando é‘@(a):z;z?’(a) tem o mesmo significado que _‘9-‘—(‘5(“):?(“)), isso

implica uma coincidéncia dos valores-de-verdade dessas duas proposi¢des, isto é, no fato de

) )
ser o verdadeiro a referéncia da sentenca “g@(€)= 0{5”(05) = =&~ (@fa)="P(a))”. 15 Frege
estava ciente de que a correspondéncia (semantica e sintatica) entre as duas proposigdes nao €

biunivoca; com efeito, se X(£) for uma fungdo que nunca assume o mesmo valor para
diferentes argumentos, X (é@(g))z X (0)55”(0()) se, € somente se, ;‘@(8)2 av (a), donde a

equivaléncia também entre X (é@(e)): X( a¥ (@) e —~4—(Dla)=¥()). se ¥ (£) ndo for

uma fung¢do cujo valor para todo argumento seja o proprio argumento, entio
) )
X (e@(g))#e®(g), isto ¢, havers uma igualdade entre dois objetos — no caso, entre

X (é@(a)) e X (0)5‘1/ (a)) — que ndo sio dados (denotados) como (nomes de) cursos-de-

133 Cf. FREGE, 1978, p. 9-32.
134 Cf. ibidem, p. 9-32.

133 Por isso Frege adota como um de seus axiomas o juizo: F( eole)=a?(a) = (-8~ (@(a)=¥(a)) ), chamado
por ele de Lei Fundamental V.
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valores, identidade esta equivalente a ~&—{@{a)=¥{a)) ¢ que possui, portanto, 0 mesmo
referente (valor-de-verdade) desta.

Uma vez que apenas dois tipos de objetos sdo conhecidos na doutrina fregiana,
nomeadamente, valores-de-verdade e cursos-de-valores, uma questdo que imediatamente
surge ¢ a seguinte: podem valores-de-verdade ser cursos-de-valores? Noutros termos: ¢
possivel que um valor-de-verdade nos seja dado como um curso-de-valores (seja denotado por
um nome de curso-de-valores) sem que com isto a equivaléncia entre identidade de cursos-de-

valores e generalizagdo de identidade de valores de fungdes seja contrariada? Tendo em vista

a possibilidade de ocorrer 77 @(77)=§ 'z”(a) se, € somente se, —~&—(d>(a1=?'(a]], onde, em

geral, 77 @(77) #* :9@(5), Frege define uma fungdo X (5) tal que:

v se&=ijAln)
An)se =V
X(£)=1F se& =M (n)
M ()se & =F
& em todos os outros casos

Na equagdo acima V e F' denotam o “verdadeiro” e o “falso”, respectivamente, e os

objetos particulares 77/1(77) e TM (77) sdo tais que uma identidade entre eles equivale a
generalizagio de uma igualdade dos valores das fungdes particulares A(g) e M(g), isto &,
7iA(n)=aM(a) se, e somente se, —~&— (Ala)=M{). como x (£) é uma fungdo que
nunca assume os mesmos valores para diferentes argumentos, segue que os objetos X (77/1(77))
e X(7M(n)), cuja identidade equivale a identidade entre FA(y) e FM (77), podem ser

reconhecidos do mesmo modo que dois cursos-de-valores o podem e, além disso, sdo
idénticos a valores-de-verdade. Sendo assim, conclui Frege, a estipulagdo de que os dois
valores-de-verdade podem ser dados como cursos-de-valores arbitrarios nao contraria seu
axioma. ¢ 17

A partir da conclusdo do paragrafo precedente, o fildsofo estabeleceu o seguinte: o

curso-de-valores da funcdo —¢& deve ser o verdadeiro e o curso-de-valores da

) )
fungdo & = (& a=a), o falso. Em simbolos, s(—g)=Ve e(e=("&a=a)) = F. Mas o

valor da primeira funcao ¢ o verdadeiro somente quando seu argumento ¢ o verdadeiro, e o da

156 Leis Fundamentais da Aritmética, § 10.

"7 Se dois objetos reconhecidos como cursos-de-valores podem ser idénticos a valores-de-verdade,
evidentemente, dois objetos com nomes de cursos-de-valores também o podem, ja que também sdo reconhecidos
como cursos de valores.
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segunda ¢ o falso somente quando seu argumento ¢ o falso. Além disso, de acordo com a lei
fundamental V, o curso-de-valores da primeira fun¢do coincide com o curso-de-valores de
qualquer fungdo cujo valor seja o verdadeiro somente quando o seu argumento também seja o
verdadeiro, e o curso-de-valores da segunda, com o curso-de-valores de qualquer fun¢do cujo
valor seja o falso somente quando o seu argumento também ¢é o falso. Sendo assim, o
verdadeiro ¢ a extensdao dos conceitos sob os quais cai somente o verdadeiro, e o falso, dos
conceitos sob os quais cai somente o falso. '**

Tal estipulagdo nos deve sugerir, segundo Frege, estender a quaisquer objetos a

possibilidade de que os mesmos sejam a extensdo dos conceitos sob os quais apenas eles

caem. Um conceito sob o qual somente o objeto 4 cai ¢ A=¢, de modo que se for aplicado a

A o que foi aos valores-de-verdade, valera a igualdade ;"(A =¢)=A. E claro que tal
identidade ndo deve entrar em conflito com a lei basica V, seja qual for o objeto A. Nao ha
problema, de acordo com o fildsofo, se este objeto ndo nos for dado como um curso-de-
valores, mas se houver, caso isso ndo ocorra, entdo a identidade acima ndo valera, em geral,

para quaisquer objetos, pois cursos-de-valores também sdo objetos. Se supusermos que A nos

)
¢ dado como um (nome de) curso-de-valores, isto ¢, como a®(a), entio

) )

)
elad(a)=¢)= (;th(a) se, e somente, se —&— ( (a@la)=a )=@(a} }. Mas este dltimo
denota o verdadeiro quando, e somente quando, @(f) ¢ um conceito sob o qual um unico

objeto cai. Logo, A4 ndo pode ser dado, em geral, como um curso-de-valores, € assim nem
todo objeto satisfaz aquela estipulagio. ">’

Uma outra dificuldade pode ainda ser encontrada na defini¢cdo contextual de curso-
de-valores e, portanto, na lei basica V. Com efeito, um objeto ¢ elemento da extensdo do
conceito sob o qual esse mesmo objeto cai, ou no jargdo fregiano, um objeto pertence a uma

classe se, e somente se, ele cai sob o conceito cuja extensdo ¢ essa classe. Em simbolos,

)
Ae 5(23(5) se, e somente se, @(4)=V . Seja @(£) o conceito “classe que ndo pertence a si
propria”; vamos indicar tal conceito do seguinte modo: & ¢ £, num misto de notagdo atual e

conceitografica, portanto. A seguinte pergunta ¢ pertinente: a extensdao deste conceito ¢ um

18 Leis Fundamentais da Aritmética, § 10.
1% Tbidem, § 10.
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) )
elemento de si mesma? Se for este o caso, entdo 8(8&28)6 8(8&28), 0 que implica

( ;‘(8 2 8) 2 ;‘(5 2 6‘) )= V., isto ¢, ;‘(8 2 6‘) 2 é‘(g 2 5). Caso  contrario, entdo

) )

) ) ) )

5(5 2 5) 2 5(5 2 5), o que implica ( e(ege)eeleee) )=F, ouseja, elege)eelege).

Pouco antes da publicacdo do segundo volume de Leis Fundamentais, Frege recebeu
uma carta de Bertrand Russell comunicando-lhe deste fato. Frege entdo publicou em um
apéndice do livro sua formulacao do problema e sugeriu algumas possiveis solucdes a ele. Ele
tinha duas possibilidades: ou admitir que a lei do terceiro excluido ndo valia para classes ou
que nenhuma classe correspondia a extensdo de certos conceitos. Decidiu-se por considerar as
classes, e as extensdes dos conceitos de modo geral, como objetos improprios, restringindo a
validade da lei do terceiro excluido a objetos proprios. Com isso, as extensdes dos conceitos
ndo poderiam atuar como argumentos de todas as fun¢des de primeiro nivel, levando a uma
divisdo das fungdes em trés grupos, qual seja, (i) daquelas que admitiriam como argumentos
apenas objetos proprios, (ii) daquelas que admitiriam como argumentos objetos proprios e
improprios, e (iii) daquelas que admitiriam como argumentos apenas objetos improprios. Com
relacdo aos possiveis valores das funcdes de primeiro nivel, estas classificar-se-iam em: (i")
funcdes cujos valores seriam objetos proprios, (i) fungdes cujos valores seriam objetos
proprios ou improprios, e (iii") funcdes cujos argumentos seriam objetos improprios.
Relacionando-se as duas classificagdes, ter-se-ia uma divisdo das fungdes de primeiro nivel
em nove tipos. Ter-se-ia, desse modo, nove tipos de objetos improprios: os cursos-de-valores
destas funcdes. Além disso, ter-se-ia que distinguir entre classes de objetos proprios, classes
de objetos improprios, relagdes entre objetos proprios, relagdes entre objetos improprios,
relagdes entre objetos proprios e improprios, entre outros. Isso, segundo Frege, geraria uma
dificuldade extraordinaria no estabelecimento de leis que decidissem em geral quais objetos
poderiam ser argumentos para quais fungdes. '®

Uma outra possibilidade aventada pelo filésofo seria considerar os nomes das
classes como nomes aparentes, isto ¢, como nomes desprovidos de referentes. Estes teriam
que ser explicados como partes de sinais que teriam um referente como um todo. Os termos
numéricos, como nomes de extensdes de conceitos que sdo, ndo possuiriam, assim, um

referente, e teriam que ser considerados em expressdes mais complexas, que os teriam como

' FREGE, G. The basic laws of arithmetic. Tradugio de M. Furth. L. Angeles: University of California, 1967.,
p. 127-143.
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uma parte dependente. O sinal “2”, por exemplo, ndo poderia ser definido; no caso, ter-se-ia
que definir muitos sinais contendo “2” como um constituinte sincategorematico, '°' porém
ndo logicamente pensaveis como compostos de “2” e outra parte. O problema ¢ que,
consoante Frege, seria ilicito substituir uma tal parte sincategorematica por uma letra,
inviabilizando-se, assim, a generalidade das proposi¢des da aritmética. '*

Tendo proposto e rechacado as duas possibilidades anteriores, Frege resolveu

) )
reformular o axioma V, estipulando que dois cursos-de-valores £@(¢) e £¥(g) sdo iguais
quando, e somente quando, os valores das fungdes @(5) e 5”(5) coincidem para qualquer

argumento & que ndo seja nenhum dos dois cursos-de-valores. Em simbolos:

-((se-ar(e) - 41— (@()-6)

a=a5”(ar) 163

Embora a alteracdo acima evite o paradoxo de Russell, ela ainda gera contradicdes,

164

conforme demonstrado por Le$niewski posteriormente. De qualquer modo, tal

modificagdo ndo agradou inteiramente a Frege, e assim ele foi aos poucos

abandonando sua tese logicista. '®
3.3 — Hierarquia de fung¢des

Ja vimos no segundo capitulo que Frege ndo se limitava a considerar fungdes cujos

argumentos fossem apenas objetos, mas também aquelas que tivessem outras fungdes como
seus argumentos. A expressao -4~ P(a) por exemplo, denota uma tal fun¢do. Ela tem como
valor um valor-de-verdade, e este corresponde ao verdadeiro se, € somente se, @(x) €o
verdadeiro, qualquer que seja o argumento x. E evidente que as funcdes denotadas por
& P(@) & P(a0) ¢ —&+P() também sio funcdes de segundo nivel, e como vimos,

Frege ja as considerava como tais em Os Fundamentos da Aritmética. O sentido das duas

161 r ~ : . . , . .
61 «[..] vocabulo que ndo tem significado por si mesmo, que s6 tem significado quando acompanhado de

outros” (AURELIO).

2 FREGE, 1967, p. 127-143.

1 Tbidem, p. 127-143.

1%4 Mas parece que Frege ndo tomou conhecimento disso (ROSADO HADDOCK, 1985, p. 135-139).

1% ROSADO HADDOCK, G. E. Exposicion critica de la filosofia de Gottlob Frege. Santo Domingo: Corripio,
1985., p. 135-139.
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ultimas expressoes ¢ fixado pelas proposigdes “ha algo que possui a propriedade @ e “nao
ha nada que possui a propriedade @ ”, respectivamente. Tomemos como propriedade @ na

. . . . . . , 2 ~
primeira dessas proposi¢des o conceito “raiz quadrada de quatro”, isto ¢ “&” =4". Entdo

podemos escrever & a’=4 ¢y lugar de &+ P(®0) Ppoder-se-ia considerar aqui que
aquela sentenga, equivalente a “existe uma raiz quadrada de quatro”, exprime uma
propriedade do nimero 2 ou do niimero -2, a saber, que hé algo do qual eles sdo o quadrado.
Mas, segundo Frege, este ndo ¢ o caso. '°° Na verdade enuncia-se aqui uma propriedade do
conceito “raiz quadrada de quatro”, qual seja, que ele ¢ niio vazio. Assim, &= a* =4 denota
um conceito de segundo nivel, que tem como argumento o conceito de primeiro nivel £* =4.

Que este ¢ realmente o caso pode-se mais facilmente verificar quando da ndo existéncia, isto

’ 1 . sy . ~ ,
¢, em —&r @@} 7 Com efeito, o juizo correspondente a esta sentenga pronuncia que ndo ha

nenhum objeto que cai sob o conceito @ , isto €, que nao ha nenhum objeto do qual se possa
enunciar a sua nao existéncia. Logo, a funcgao =&+ @ (@) ¢ um conceito de segundo nivel sob
o qual cai o conceito que nada subsume. Como exemplo podemos considerar o
conceito —|—(§ = cf). Como nenhum objeto ¢ diferente de si proprio, o conceito de segundo
nivel denotado por =—&wr @ =& estabelece que o conceito de primeiro nivel denotado
por —-—(5 = f) ¢ vazio.

E claro que fungdes de mais de um argumento também podem ser consideradas
argumentos de fungdes, e dai temos fungdes do tipo —H—‘D(b,ﬂ), que ¢ um conceito de

segundo nivel cujo argumento é uma relagdo. Por exemplo, seja @(f,( ) a relagdo definida

_,_I:g._g;':z.;
por §=¢ , ou seja, tal que cD(A,F ) ¢ o verdadeiro quando, e somente quando,
—(4=r) e =—(2-4=2-T") correspondem ambos ao verdadeiro, ou ainda, tal que os

objetos A e /" estdo na relacdo @ quando A e /" coincidem, mas 2-4 e 2-/", ndo. Esta
relacdo possui uma propriedade, a saber, que nenhum par de objetos a satisfaz. Tal

propriedade ¢, assim, um conceito de segundo nivel denotado pela expressdo

J& o conceito de segundo nivel denotado  por

16 Cf. FREGE, 1978, p. 9-32.
17 Frege ja observa essa propriedade na segdo 46 de Os Fundamentos da Aritmética.
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—\5—3— P=n
X (e,u)
X (9.3) estabelece, quando seu valor-de-verdade ¢ o verdadeiro, que a

relagdo que ocupa o seu X -argumento é univoca. '

Diante da grande variedade de fungdes, uma vez que também ¢ grande a variedade
de tipos de argumentos que estas podem assumir, Frege classifica os argumentos em trés
tipos: os argumentos de tipo 1 sdo os objetos, os de tipo 2 sdo as fungdes de primeiro nivel de
um argumento, € os de tipo 3, as fungdes de primeiro nivel de dois argumentos. Os
correspondes sintaticos destes tipos de argumentos sdo: os lugares de argumento de tipo 1,
proprios para a admissao de nomes de argumentos de tipo 1, os lugares de argumento de tipo
2, proprios para a admissdo de nomes de argumentos de tipo 2, e os lugares de argumento de
tipo 3, proprios para a admissdo de nomes de argumentos de tipo 3. Os lugares de argumento
que sdo apropriados para a admissdo de nomes proprios, isto €, nomes de objetos, ndo o sdo
para a admissao de nomes de fungdes, e reciprocamente. Os lugares de argumento apropriados
para a admissdo de nomes de func¢des de primeiro nivel de um argumento ndo o sido para a
admissdo de nomes de fungdes de primeiro nivel de dois argumentos, e vice-versa. Aquelas
funcdes cujos argumentos sdo do tipo 1 sdo chamadas fungdes de primeiro nivel, enquanto
aquelas de um s6 argumento e cujos argumentos sao dos tipos 2 ¢ 3 sdo chamadas fungdes de

segundo nivel dos tipos 2 e 3, respectivamente. '®

Voltando aos exemplos dos paragrafos anteriores, vemos que os conceitos &> =4 ¢

2.£=2-¢

—|—(§ :f) e a relagdo -I-Ef =4 sao fungdes de primeiro nivel, que os conceitos

&ra’=4 ¢ Bra=a g funcdes de segundo nivel do tipo 2 e que os conceitos

——3- v=a

—Hrrl:::: 2.a X(e:a)

e X (3,3) sao fungdes de segundo nivel do tipo 3.

Mas se fungdes cujos argumentos sdo objetos podem ser tomadas como argumentos
de fung¢des, no caso, fungdes de segundo nivel, entdo estas também podem ser tomadas como

argumentos de outras funcdes, agora fungdes de terceiro nivel. Frege fornece como exemplo o

fa+D ¢(+1)

conceito f(2) |, cujo argumento é o conceito de segundo nivel -E #2) "0

18 Leis Fundamentais da Aritmética, § 23.
1 Tbidem, § 23.
7 Tbidem, § 23.
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primeiro, quando seu valor ¢ o verdadeiro, afirma que qualquer que seja o conceito ¢,

$1+1)
—E‘(Z) ¢ o verdadeiro, isto ¢, ele estabelece uma propriedade satisfeita pelo conceito

g(+D)
—Eﬁ(Z) . Este ultimo, por sua vez, quando seu valor ¢ o verdadeiro, enuncia que o
conceito ¢ é tal que ndo é o caso de ser ¢(2) o verdadeiro e @(1+1) o falso.

Também seria o caso de funcdes de terceiro nivel atuarem como argumentos de
fungdes de quarto nivel, e somente destas, e assim por diante, formando, assim, uma
hierarquia de funcdes de niveis cada vez mais altos, onde as fun¢des de um nivel seriam os
argumentos das fungdes do nivel imediatamente acima, e somente destas. Frege estava ciente
desse fato, como o indicam trechos de Leis Fundamentais e de seu artigo Fungdo e Conceito,
mas por motivos ndo muito claros decide ndo avangar até niveis superiores. ' Convém notar
que esta possivel hierarquia de fungdes guarda muitas semelhangas com o que chamamos hoje
de uma teoria cumulativa de conjuntos. Thiel, '’* por exemplo, acredita que a teoria simples
dos tipos de Russell foi inspirada na teoria de funcdes de Frege.

Em geral, um conceito de segundo nivel M de tipo 1 ¢ denotado por M, (¢(ﬂ)), e

um de tipo 2, por M ﬁ7(¢(ﬁ,7)). Assim, as funcdes "L—!‘a(f(ﬂ)) e —wf/—!‘ar(f(ﬂ:?' )) sdo
conceitos de terceiro nivel cujos argumentos sdo o conceito ,uﬁ(g/)(ﬂ)) e a relacao
Ly, (¢(ﬂ, }/)), respectivamente. !> Como ndo considerou fungdes de niveis maiores que trés,

Frege nao desenvolveu uma notacdo para essas funcdoes. Também ndo forneceu uma
classificagdo para os lugares de argumentos que admitem nomes de funcdes de segundo nivel
— e, portanto, para as fun¢des cujos nomes possuem lugares de argumento desse tipo — e para
as fungdes de mais de um argumento cujos nomes tém lugares de argumento que admitem

fungdes de diferentes tipos e niveis, embora estas ultimas sejam por ele utilizadas em seu

"' Em Funcdo e Conceito Frege diz: “Poder-se-ia pensar que se continuaria assim indefinidamente. Porém,
provavelmente, este Ultimo passo ja ndo dispde de tantas conseqiiéncias como os anteriores, pois, com o0s
progressos obtidos, em lugar de fungdes de segundo nivel pode-se lidar com fungdes de primeiro nivel, como
sera mostrado em outro lugar” (FREGE, 1978, p. 57). Aqui Frege esta se referindo a redugdo de fungdes de
segundo nivel as de primeiro nivel, desenvolvida por ele em Leis Fundamentais, ¢ que analisaremos nas
proximas paginas. Sobre o assunto, manifesta-se em Leis Fundamentais dizendo: “Ainda requeremos um método
de exprimir generalidade com respeito a fungdes de segundo nivel de um argumento do tipo 2. Poder-se-ia supor
que isto ndo ¢ o suficiente; mas veremos que podemos nos contentar com isto, € que, ainda, isto s6 ocorre em
uma unica proposicdo. Pode ser brevemente observado aqui que essa economia ¢ possibilitada pelo fato de que
funcdes de segundo nivel podem ser representadas de uma certa maneira por fun¢des de primeiro nivel [...]”
(Leis Fundamentais da Aritmética, § 25, tradugdo nossa).

72 Cf. THIEL, 1972, p. 61.

' Leis Fundamentais da Aritmética, § 24-25.
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T

sistema. A funcao ¢("’b), por exemplo, possui trés argumentos, dois dos quais

sdo conceitos e um deles, uma relacdo. Ela estabelece, quando seu valor ¢ o verdadeiro, que

0s objetos que caem sob os dois conceitos sao coordenados pela relacio ¢. Consoante a
classificacdo de Frege, esta fungdo possui dois argumentos do tipo 2 e um do tipo 3. J& a
relacdo que mantém entre si um conceito € um objeto, denotada por —¢(§), por exemplo, ¢

uma fungao de dois argumentos de niveis diferentes. Seu valor ¢ o verdadeiro somente quando

o seu ¢-argumento ¢ preenchido por um nome de objeto tal que este objeto caia sob o

conceito cujo nome preenche o seu ¢ -argumento.

3.4 — As fungoes de Leis Fundamentais

As fungdes definidas por Frege em Leis Fundamentais (usando sua notagdo de
T
fungdo) sdo as seguintes: —¢&, ——¢&, ¢, 2—rfl),\¢, £ng, 18, )E, ¥é.0

&, L& e <&, Falemos um pouco de cada uma delas. Primeiramente, todas elas, com

$
excegdo da quarta, sdo fungdes de primeiro nivel, das quais —E‘; e £M{ sdo as unicas de

dois argumentos. Como vimos no capitulo anterior, —&, ——¢& e —%— fa) sio conceitos

(sendo o ultimo deles um conceito de segundo nivel) e ¢, uma relagdo. A apresentacao

dos conectivos e do sinal de generalidade como fungdes € uma das principais novidades de
Leis Fundamentais em relagdo a Begriffsschrift. Mas ha outras que comentaremos nos
paragrafos seguintes.

Se ao argumento da fun¢do \ & corresponde um objeto A tal que o argumento seja a
extensdo do conceito “igual a 47, entdo o valor de \& ¢ o proprio objeto A. Noutras

palavras, se o argumento de \ & for a extensdo de um conceito sob o qual cai um unico objeto,

)
entdo o valor de \& sera este objeto. Em simbolos, \&(4=¢) = A. Por outro lado, se o

argumento de \ & for a extensdo de um conceito que subsume mais que um objeto ou nenhum

) )
objeto, entdo o valor de \ & sera o proprio argumento. Em simbolos, \8@(5) = g@(e). Por
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exemplo, \é(g+3=5)= é(2=g)= 2, mas \;‘(8221)2 ()9(8 :1) e \:9—-—(5:8) =

)
=8—|—(g:5). 174
A funcdo &N ¢, por defini¢do, o valor da fungdo \& para o argumento

a & rs)=a

. ' Isso significa que se A for o unico objeto tal que para uma certa

fun¢do g, o valor de g para o argumento @ ¢ A4 e [ ¢ o curso-de-valores da funcdo g, ou

)
seja, g(@): Ae I’ :gg(g), entdo o valor da fungdo £ para os argumentos & e [,
respectivamente, serd o objeto A (em simbolos, @ "I =A4). Mas se g for uma fungdo, o
valor de g para um certo argumento @ deverd ser um unico 4, de modo que o valor de

EN¢ serd A quando, e somente quando, for tomado como ¢ -argumento de £ ¢ o curso-
de-valores da fungdo g. Dito de outro modo, se o ¢ -argumento da funcdo £ for um
curso-de-valores, o valor desta fungdo serd o valor da fun¢do que tem como argumento o & -
argumento de £ ¢ e cujo curso-de-valores sera o ¢ -argumento de £ ¢ . Se, por outro

lado, o £ -argumento de £ "¢ ndo for um curso-de-valores, o valor-de-verdade do conceito

T l)=¢

]
_4':59(5) sera o falso para qualquer objeto que seja tomado como ¢ -argumento e,

neste caso, o valor de £ ¢ para qualquer objeto que seja tomado como seu & -argumento

sera ;‘—l—(é‘:&‘) =0.

Na secdo 35 de Leis Fundamentais Frege mostra como uma func¢do de segundo nivel
pode ser “reduzida” a uma de primeiro nivel pela fungdo & . Como vimos anteriormente,
ele usava a notagdo M, (¢(ﬂ ) para denotar uma fungio M » de segundo nivel que tem como
argumento a fun¢do de primeiro nivel ¢(§). Também vimos que o valor de £ ¢ coincide

com o valor da fun¢do que tem como argumento o &-argumento de £ ¢ e cujo curso-de-

valores ¢ o { -argumento de £ ¢ , isto &, & m:s¢(g)= ¢(§) Dai, em lugar de ¢(ﬂ) pode-se

174 Leis Fundamentais da Aritmética, § 11.
' Ibidem, § 34.
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)
escrever fN¢, onde & = 8¢(8), e a fung¢do acima que tinha como argumentos fungdes de

primeiro nivel d4 lugar a uma fun¢do que tem como argumentos os cursos-de-valores destas

fungdes, isto €, a uma fungao de primeiro nivel. Um exemplo de uma reducao desse tipo no
: . . ~ ; a

sistema fregiano é o da fungio de segundo nivel denotada por —~=~—.f (ﬂ), que passa a ser

escrita como —~%¥—aN§&

Se uma fun¢do de um argumento ¢(§) pode ser escrita como uma fun¢do de dois

argumentos £ N ¢, como seria escrita uma fun¢ao de dois argumentos ¢(§, 4 )? Uma resposta

)
a essa questdo ¢ dada na se¢do 36. Primeiro, observamos que g¢(3,§ ) ¢ uma fung¢do de um

argumento cujos valores sao cursos-de-valores. Indicamos o lugar de argumento dessa fungao

pela letra ¢ . Deste modo, ¢ licita a utilizagdo da notacdao de curso-de-valores para indicar o
) ) )
curso-de-valores da fungio &¢(s,£), no caso, aed(s,a). Dai vale a igualdade
) ) ) ) )
Anasdls,a)=cp(e,A). Desta segue uma outra, a saber, I'n( Anacd(e,a)) =
) ) ., . .
=Fﬁ( £¢(5,A)) e, portanto, Fm( 5¢(5,A)) = ¢(F,A). Segue da transitividade da

) )
igualdade que I"'N( Anasd(s,a) ) = ¢(I",A). Isso significa que uma fungdo de dois
argumentos ¢(§,cj ) pode ser escrita como & m(é’ mg). Obviamente, o valor de & m(g" mg)
coincide com o valor da funcdo cujos argumentos sdo o ¢&-argumento € o ¢ -argumento de

EM (§ N g) e cujo curso-de-valores coincide com o ¢ -argumento de &N (§ N g).

A funcdo I¢ ¢, por defini¢do, o conceito de primeiro nivel:

——3- =
enfané)
en(@ng) 17

A expressdo acima indica que a fun¢do de dois argumentos cujo curso-de-valores
ocupa o lugar do & -argumento € univoca. Quanto a fun¢ao denotada por >§ , ela é a extensdo
da relagdo que mantém entre si dois conceitos cujos argumentos sao coordenados uns aos

outros pela relacdo univoca cuja extensdo ocupa o lugar do & -argumento de >§ . Isto &,

Y7 Leis Fundamentais da Aritmética, § 37.
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- [ Ta¥
LI w-lﬁuna _
i anfang)| ¥

If 177

As fungdes ¥ & e B & correspondem, respectivamente, as seguintes defini¢des:

» q Eﬁ@ﬁ)q)
I & | = 0B&
(aelan(zné) = $&) e Enlen)uq)

denota o curso-de-valores da inversa da fun¢do de dois argumentos cuja extensdo ¢ tomada

1A fungdo ¥&

como ¢-argumento. Com efeito, gm(g” mﬂf) equivale, pela definicdo acima, a

Xalls ma)té(a N(ené))), que é o mesmo que ¢ (¢ ma)::sf(a,g)). Esta tltima expressdo

pode ser substituida por §(§ ,g), que equivale a & m(g N f). Estas equivaléncias implicam

ser —gm(g“ m-'ti-.f) o verdadeiro se, ¢ somente se, —¢ m(gm.f) também o for. A segunda
¢k

definicdo exprime que B3¢ ¢ a extensdo do conceito fr\(gn)uq), cujo lugar de

argumento ¢ indicado pela letra . Em outras palavras, 8 ¢ o conjunto dos conceitos para

0s quais existe uma relacdo ¢ tal que esses conceitos € o conceito cuja extensdo ¢ indicada

pela letra & estdo associados segundo a relacdo cuja extensdo ¢ >q e segundo a inversa de tal

relacdo. Como vimos anteriormente, a relaciao cuja extensao ¢ denotada por >q ¢ aquela que
mantém entre si dois conceitos cujos argumentos sdo coordenados uns aos outros pela relagao
univoca q. Segue destes fatos que §<& ¢ o conjunto dos conceitos para os quais existe uma
coordenacdo biunivoca entre os argumentos destes conceitos e os argumentos do conceito
cuja extensdo ¢ indicada por &; noutros termos, &£ € a extensdo do conceito “equinumérico
ac”.

A funcdo L & ¢é definida como sendo a extensdo da relagdo que mantém entre si dois
objetos quando um deles segue o outro na série cuja extensao ¢ £ (lembrando que séries sdao
relagdes na terminologia de Frege). Recordando, dizer que um objeto @ segue um objeto A
em uma série f tem o mesmo significado que dizer que @ possui todas as propriedades

hereditarias de todo objeto que esteja na relacdo f com 4. Logo, £ & ¢ o conjunto dos pares

"7 Leis Fundamentais da Aritmética, § 38.
'8 Tbidem, § 39-40.



62

de objetos tais que o segundo elemento de cada par possui todas as propriedades hereditarias

de todo objeto que esteja na relacdo de extensdo & com o primeiro elemento do par. Em

simbolos:

J

(8 )
-~ L\y——s(a)( ;
I Y e o0

—3nfané)

L s

179

\

Como mostrado no capitulo 1, essa mesma definicdo foi dada por Frege em
Begriffsschrift, com a diferenga de que na definicdo acima ele fala em extensdo de uma

relagdo e ndo usa abreviatura para propriedade hereditaria. A fungdo & ¢ a extensdao da

relacdo que mantém entre si dois objetos tais que um deles segue o outro na relacdo cuja

extensdo ¢ & ou eles coincidem. Em notagao fregiana:

y ) a=&
IHae _Esn(anch) =g

180

3.5 — Sentido e referéncia de func¢des

De acordo com Frege, a exigéncia de que um nome proprio possua um sentido
(Sinn) justifica-se pelo fato de que se assim nao fosse este seria meramente uma seqiiéncia de
sinais. O uso cientifico exige algo adicional: que esse nome possua também uma referéncia
(Bedeutung). '®' Como vimos, nomes proprios tém como seus referentes objetos; e as
sentengas nao fogem a essa regra, pois elas sdo “nomes” de valores-de-verdade. Mas e quanto
aos nomes funcionais, eles possuem uma referéncia? Que referéncia ¢ essa?

Pelo mesmo motivo colocado acima, a resposta a primeira questao €: sim, 0s nomes
funcionais devem possuir um referente (pelo menos para o uso cientifico). Do mesmo modo

que a substitui¢do de um nome préoprio por outro com a mesma referéncia ndo altera o

17 Leis Fundamentais da Aritmética, § 45.
180 Tbidem, § 46.
181 Cf. FREGE, 1978, p. 105-116.
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referente da sentenga — embora modifique o seu sentido, caso os nomes tenham sentidos
diferentes — observa o autor de Leis Fundamentais que a substituicdo de um termo conceitual

~ : ~ 182
por outro com a mesma extensdao também nao o altera.

E a mesma propriedade pode ser
estendida a fungdes e a seus cursos-de-valores. Poder-se-ia conjeturar, a partir desse fato, que
as referéncias de um nome funcional e de um termo conceitual seriam, respectivamente, o seu
curso-de-valores e a sua extensdo. Mas os cursos-de-valores — e, logo, as extensdes dos
conceitos — sdo objetos, portanto sdo radicalmente diferentes das fung¢des. Lembremos que
uma entidade ¢, na doutrina fregiana, ou um objeto, ou uma funcdo. Por conseguinte, um
nome funcional deve ter como sua referéncia uma fungdo, assim como um termo conceitual,
um conceito.

Os nomes devem refletir a natureza de seus referentes. Sendo assim, um nome
funcional deve indicar a necessidade de complementagdo da funcdo, apresentando lugares
vazios em sua expressdo. Esses lugares vazios sdo os seus lugares de argumentos. Como
vimos, se um nome funcional possui lugares vazios tais que todos esses lugares devam ser
preenchidos simultaneamente pelo mesmo nome proprio, entdo aquele nome possui um sé
argumento e dizemos, dai, que tais lugares sdo os lugares de argumento (no singular) da
expressdo funcional. Quando os lugares de argumento (do nome funcional de um sé
argumento) sdo ocupados por um nome proprio, a expressao assim completa ¢ um nome de
objeto, isto ¢, um nome proprio, refletindo, portanto, o carater de saturado de seu referente. Se
tal referente, denominado valor da fungdo para esse nome proprio, for um valor-de-verdade, o
nome funcional, neste caso, sera um termo conceitual. Caso o nome funcional tenha mais que
um argumento, o que significa que seus lugares de argumentos podem ser preenchidos
simultaneamente por nomes de diferentes referéncias, e caso o valor da fungdo para esses
nomes tenha como referente um valor-de-verdade, o nome funcional serda o nome de uma
relagdo.

Em seu artigo sobre a Justificagdao Cientifica de uma Conceitografia, publicado dois
anos antes de Os Fundamentos da Aritmética, Frege ja havia se manifestado quanto a
confusdo veiculada pelas linguagens naturais entre objetos e conceitos. A expressao “o
cavalo” pode tanto designar um ser individual como a espécie em “o cavalo ¢ um animal
herbivoro”, observa. '® Pois a sua notacdo de fungdes visava justamente eliminar tais
ambigiiidades. Os termos conceituais, como nomes funcionais que sdo, devem refletir a

insaturacdo de seus referentes, ou como o filésofo chama, a natureza predicativa dos

182 Cf. FREGE, 1978, p. 105-116.
'8 FREGE, 1972, p. 83-89.
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conceitos. Por isso a necessidade da utilizagdo do nome X (5) para a funcdo denotada pela
letra funcional X . Esta notacdo, em que a letra ¢ indica o lugar de argumento da funcao,

revela a caracteristica funcional do conceito.

Se nomes funcionais possuem fungdes como seus referentes e nao cursos-de-valores,
qual deve ser entdo a relagdao entre os ultimos e os primeiros? Tal relagdo deve ser mediada
pelas funcdes denotadas pelos nomes, uma vez que as fungdes e os cursos-de-valores destas
funcdes estdo intimamente associados pela lei fundamental V. Por isso dois conceitos com a
mesma extensdo podem ser utilizados um no lugar do outro na sentenca da qual um deles ¢
parte, sem que tal substituicao altere o valor-de-verdade desta sentenga. 184 As funcdes “raiz

quadrada de um” e “o que ¢ uma unidade menor que um niimero cujo quadrado € igual ao seu
dobro”, em simbolos, “£*=1" e “(f+1)2 :2(§+1)”, respectivamente, sao exemplos de
nomes de conceitos cujas extensdes sdo as mesmas. Se preenchermos o lugar de argumento do
primeiro conceito pelo nome do numero 1, por exemplo, obteremos uma sentenga cujo
referente é o verdadeiro, isto ¢, “1> =1 corresponde ao verdadeiro. Se, por outro lado, no

lugar do &-argumento de &£° =1 colocarmos o nome do niimero 2, obteremos uma sentenca

cujo referente ¢ o falso, ou seja, “2> =1 corresponde ao falso. Evidentemente, se nas duas
situacdes substituimos o primeiro termo conceitual pelo segundo, as sentencas continuam

tendo como referente o verdadeiro e o falso, respectivamente. Noutros termos,
“(1+1)* =2(1+1)” corresponde ao verdadeiro e “(2+1)° =2(2+1)”, ao falso. Outro exemplo
envolvendo conceitos de primeiro nivel: as fungdes “—r— (é zé)” e “lua de Vénus”. Sob

esses conceitos nada cai, de modo que possuem as mesmas extensoes, a saber, vazias.
Obviamente, qualquer nome proprio que ocupe seus lugares de argumento dé origem a
sentengas cujos referentes sdo o falso. Logo, um conceito pode ser usado no lugar do outro,
sem prejuizo do valor-de-verdade da sentenca da qual fazem parte.

Observacdes similares as do pardgrafo precedente sobre fungdes de segundo nivel
ndo sdo feitas por Frege em seus escritos; afinal seu axioma V refere-se a fungdes de primeiro
nivel. Expressdes funcionais cujos argumentos devem ser nomes funcionais sdo, no entanto,
muito usadas por ele. E o caso do conceito de segundo nivel “equinumérico ao conceito F”.

Se F'e G forem conceitos equinuméricos, os conceitos “equinumérico a F~’ e “equinumérico a

'8 Quando dizemos “valor-de-verdade da sentenga”, queremos dizer com isto “referente da sentenga”, e ndo que

ser o verdadeiro ou o falso é uma propriedade da sentenca. Para Frege, a verdade era uma propriedade do
pensamento (proposi¢do) expresso pela sentenca. Nao ha, contudo, um consenso quanto ao fato de ser esta uma
propriedade de uma proposi¢do ou de uma sentenca (cf. HAACK, 2002, p. 119-124).
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G” terdo a mesma extensdo. Assim, as sentencas “F ¢ equinumérico a F”’ e “F ¢ equinumérico
a G” denotardao ambas o verdadeiro. Nesses exemplos os lugares de argumento das funcdes
“equinumérico a F”’ e “equinumérico a G”” ndo sdo preenchidos por um nome proprio, mas por
um nome funcional, o termo conceitual denotado por F. O problema ¢ que a natureza
predicativa do conceito indicado por tal nome ndo fica evidenciada por ele, a ndo ser que seja
tomada a sua extensao em seu lugar e tal indicagdo nao seja mais necessaria. Essa extensao ¢
o conjunto dos objetos que caem sob F e que sdo, portanto, coordenados biunivocamente aos
objetos que caem sob F e, também, a G. Sejam A a extensdo do conceito /' e 7/, do conceito

4 -An(r n))

G. A sentenga “F € equinumérico a G” corresponde a férmula Fn(A r'\)li-q)’ em

que os lugares de argumento estdo preenchidos pelo objeto A. Naturalmente, a formula toda
possui um referente, que ¢ um valor-de-verdade.

Como exemplos mais especificos destes casos que comentamos, poderiamos
considerar os conceitos “igual a zero” e “equinumérico ao conceito ‘igual a zero’”. Apenas
um objeto cai sob o conceito de primeiro nivel “igual a zero”: o proprio numero zero. Assim,
“zero ¢ igual a zero” denota o verdadeiro. Sob o conceito de segundo nivel “equinumérico ao
conceito ‘igual a zero’” caem quaisquer conceitos que subsumam um unico objeto. O conceito
“lua da Terra” ¢ um exemplo, de modo que a sentenca “o conceito ‘lua da Terra’ ¢
equinumérico ao conceito ‘igual a zero’” possui como referente o verdadeiro. Também o

conceito cujo nome ¢ “2-£=6" satisfaz a propriedade de ser equinumérico a “£=0".

4—£(2-£ =6)n( 2z =0))q)

) s
Conseqiientemente, a sentenga &g =0)n(&(2-£ =6) ) ¥q) corresponde ao

]
81 £n(els =0)n)g)
¥
verdadeiro. Nela, o lugar de argumento do termo conceitual ele=0)n(¢ ~) ¥q)
¢ ocupado pela extensdo do conceito “2-&=6". Note que o conceito de segundo nivel
“equinumérico a ‘& =0"" ¢ reduzido a um conceito de primeiro nivel (sob o qual cai uma

extensdo de um conceito) mediante o uso da fungdo M. Obviamente, qualquer termo
conceitual de mesma extensdo que esse pode ser usado em seu lugar sem prejuizo do valor-
de-verdade da sentenca que se obtém quando seu lugar de argumento ¢ ocupado.

O referente de um termo conceitual de primeiro nivel do tipo “¢& gira” ¢ uma fungao

que associa todo objeto tomado como argumento da funcdo a um valor-de-verdade que ¢ o
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valor da fungdo para tal argumento. Neste exemplo, a fungdo associa o referente do nome
proprio “a Terra” ao referente da sentenca “a Terra gira”, no caso, ao verdadeiro, e associa o
objeto de nome “o nimero dois” ao referente da sentenca “o niimero dois gira”, no caso, ao
falso. Esta claro, portanto, aquilo que se configura como sendo o referente do termo
conceitual. Mas ndo esta suficientemente caracterizado, por outro lado, o que se entende por
sentido de tal termo, ou dos nomes de fungdes em geral. Poder-se-ia imaginar, por analogia,
que o sentido do termo conceitual acima ¢ uma fungdo que associa o sentido de todo nome
proprio que ocupa o seu lugar de argumento ao pensamento expresso pela (ao sentido da)
sentenga formada a partir de tal ocupagio. '® Como vimos, o sentido de um nome proprio é o
modo por que um objeto ¢ determinado como seu referente, ou seja, o sentido de um nome
proprio estabelece as condi¢cdes para que um objeto seja o seu referente. Do mesmo modo, o
sentido de uma sentenga deve estabelecer as condi¢cdes para que um valor-de-verdade seja
tomado como seu referente, isto é, deve fixar as condi¢des de verdade desta sentenca.
Sabemos também que os sentidos dos termos da sentenga sdao parte do sentindo da sentenga

inteira. A questdo aqui €, portanto, a seguinte: se o sentido do termo conceitual “& gira” for

uma fun¢do com as caracteristicas que impusemos, como ela pode determinar as condi¢des de

verdade da sentenga da qual faz parte? Como, por exemplo, o sentido de “& gira” pode fixar

que o referente de “a Terra gira” ¢ o verdadeiro?

De acordo com Dummett, '*® ndo se pode dizer que a condigio para a verdade da
sentenca “a Terra gira” ¢ que o sentido de “a Terra” deve cair sob o conceito que € o sentido
do predicado, uma vez que estamos supondo que tal sentido ¢ uma fun¢do que associa
sentidos de nomes proprios a sentidos de sentengas, € ndo a valores-de-verdade. Uma vez que
o referente do nome tenha sido determinado via seu sentido, diz Dummett, o sentido do nome
ndo ¢ mais relevante para a determinagdo do referente da sentenga como verdadeiro ou falso.
Assim, a partir do momento que a referéncia de um termo conceitual (de primeiro nivel) tenha
sido determinada por meio de seu sentido, este ndo mais deve atuar na determinagdo da
referéncia da sentenca que contém este termo como seu predicado. As condi¢des a serem
satisfeitas por um objeto para que a sentenca corresponda ao verdadeiro sdo dadas de uma
particular maneira, correspondendo ao sentido do termo conceitual do qual o nome do objeto

¢ argumento, mas sao condi¢des que devem ser satisfeitas pelo referente do nome préprio, nao

por seu sentido. Ou seja, € o fato de cair ou ndo o referente do nome proprio sob o referente

5 E o que sugere, por exemplo, Geach (cf. DUMMETT, 1981, p. 249-253).
'8 DUMMETT, M. The interpretation of Frege's philosophy. Cambridge: Harvard University Press, 1981, p.
249-253
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do termo conceitual que determinara finalmente o valor-de-verdade da sentenga. Conclui
Dummett que o sentido do termo conceitual corresponde ao modo particular por meio do qual

. . 187
se pode determinar o referente de tal termo, que como sabemos, € um conceito.

3.6 — Por que funcio e argumento em lugar de sujeito e predicado?

No artigo Consideragoes sobre Sentido e Referéncia, escrito provavelmente entre
1892 ¢ 1895, " Frege defende o total abandono em logica das palavras “sujeito” e
“predicado”, uma vez que estas nos levariam a confundir duas relagdes logicas totalmente
diferentes, no caso, a de cair um objeto sob um conceito e a de subordina¢do de um conceito
a outro. Vimos no primeiro capitulo que em Begriffsschrift ele havia notado que a estrutura
gramatical das sentencas ocultava sua estrutura ldgica, como € o caso de “todo inteiro positivo
pode ser representado como a soma de quatro quadrados”.'®” Poder-se-ia sugerir que tal
expressao decompode-se no argumento “todo inteiro positivo” e no termo conceitual “ser
representavel como a soma de quatro quadrados”, configurando-se, assim, na expressao de
uma relagdo de cair um objeto sob um conceito. Mas “todo inteiro positivo” ndo ¢ um nome
préprio, uma vez que a palavra “todo” ndo pode ser anteposta a um nome proprio. Com efeito,
nao se escreve “todo nimero quatro” ou “todo planeta Vénus”, de modo que tal palavra deve
anteceder um termo conceitual. Além disso, a expressao “inteiro positivo” pode atuar como
um predicado como o revela a sentenga “quatro ¢ um inteiro positivo”, diferente da expressao
“quatro” que, por tratar-se um nome proprio, pode apenas atuar como parte de um. E evidente,
como expde Frege, que o uso da palavra “é¢” é diferente em sentengas como “quatro é um
inteiro positivo” e “o sucessor de trés € quatro”. Na ultima, o “€” tem a funcdo de um sinal de
identidade, isto €, ele estabelece a identidade entre os objetos que sdo referentes dos nomes
proprios “sucessor de trés” e “quatro”. Neste caso, “quatro” atua como parte do termo
conceitual “ser igual a quatro”, diferente de “inteiro positivo” na primeira sentenga, onde o
“¢” funciona como um mero sinal de copula. Poderiamos perfeitamente suprimi-lo na
sentenca, escrevendo “quatro, um inteiro positivo”, sem alterar o sentido da mesma. 190

Sabendo que “todo inteiro positivo” ndo é um nome proprio € que “inteiro positivo”
¢ um termo conceitual, resta determinar que tipo de relagdo o sentido da sentenca “todo

inteiro positivo pode ser representado como a soma de quatro quadrados” exprime. Isto pode

T DUMMETT, 1981, p. 249-253.

188 Este é um dos escritos postumos de Frege, publicado pela primeira vez em 1969 (FREGE, 1978, p. 105-116).
'8 Begriffsschrift, § 9.

1% Cf. FREGE, 1978, p. 87-103.
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ser revelado por outro modo de se escrever a mesma proposi¢ado, a saber, “se algo ¢ um inteiro
positivo, ele € representavel como a soma de quatro quadrados”. Temos aqui duas sentengas —
(13 4 3 b T4 2 (13 4 4 2
algo ¢ um inteiro positivo” e “ele ¢ representavel como a soma de quatro quadrados” —
ocupando os lugares de argumentos da fun¢do denotada por “se (), ( )”. As palavras “algo”

13

e “ele

2

sdo chamadas por Frege indicadores indefinidos de parte da sentenga e sdo
responsaveis pela indica¢io de generalidade. '*' Uma letra pode ser usada no lugar destas
palavras, digamos, a letra x, de modo que “x € um inteiro positivo” e “x € representavel como
a soma de quatro quadrados” podem ser consideradas no lugar das sentengas acima. Se no
lugar da letra x sdo colocados os nomes proprios “quatro” e “Vénus”, obtemos pares de
sentencas cujos referentes sao o verdadeiro e o falso, respectivamente. Por isso, o filosofo
chama “x ¢ um inteiro positivo” e “x € representdvel como a soma de quatro quadrados” de
quase-sentengas. 192

O fato ¢ que a partir das duas quase-sentengas do paragrafo anterior verificamos a

existéncia de dois termos conceituais, a saber, “& ¢ um inteiro positivo” e “¢& € representavel

como a soma de quatro quadrados”, que sdo nomes de argumentos do nome funcional de dois

argumentos “se ¢, &”. Ao valor da funcdo denotada por este nome, quando seus lugares de

argumentos sdo ocupados, corresponde um valor-de-verdade. Se os argumentos forem ambos
um valor-de-verdade, o valor da fung¢ao podera ser o verdadeiro ou o falso, caso contrario, o
falso. Como os dois termos conceituais acima sdo predicados de sentencas, dependerd do

nome de argumento a ocupar o seu & -argumento o valor da fun¢do denotada por “se ¢, &7,

uma vez que os referentes das sentengas obtidas a partir de tal ocupagdo sdo valores-de-
verdade. Se o nome de argumento for tal que ndo ocorra o referente da primeira sentenga ser o

verdadeiro e o da segunda, o falso, entdo o referente de “se & ¢ um inteiro positivo, & ¢

representavel como a soma de quatro quadrados” serd o verdadeiro. Nao ¢ dificil ver que para
os dois termos conceituais “& ¢ um inteiro positivo” e “& ¢ representavel como a soma de
quatro quadrados” este sempre serd o caso, isto ¢, qualquer que seja x, o referente de “se x €
um inteiro positivo, x ¢ representdvel como a soma de quatro quadrados” sempre sera o
verdadeiro. Pois esta ¢ uma propriedade dos conceitos denotados por tais termos, isto €, “se

¢, &7 ¢ o nome de uma relacdo entre estes conceitos. A esta relacio Frege chama

subordinagdo entre conceitos. Neste caso, dizemos que o conceito “inteiro positivo” esta

subordinado ao conceito “ser representavel como a soma de quatro quadrados”.

1 Cf. FREGE, 2002, p. 91-100.
192 Cf. idem, 1979, p. 187-191.
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A expressdo “& ¢ um inteiro positivo” pode ser decomposta na conjungdo “& é um
numero inteiro ¢ & ¢ um numero positivo”, onde os termos conceituais “& € um numero
inteiro” e “£ € um nimero positivo” ocupam os lugares de argumentos do nome funcional “ &
e ¢ 7. O valor da fungdo denotada por este nome serd o verdadeiro somente quando os valores

dos conceitos denotados por aqueles termos conceituais forem também o verdadeiro. Isso

ocorrera quando, e somente quando, o valor do conceito denotado por “& € um inteiro
positivo” for o verdadeiro. Assim, os conceitos denotados por “& ¢ um numero inteiro” e “¢&
¢ um numero positivo” ndo sdo propriedades do conceito denotado por “& € um inteiro

positivo”, mas dos objetos que caem sob tal conceito. Frege chama aqueles conceitos de notas
caracteristicas deste Gltimo. '

Embora a palavra “todo” esteja anteposta ao termo conceitual “inteiro positivo”, ela
ndo se refere a este termo, mas ao predicado da sentenca, isto €, a “ser representavel como a
soma de quatro quadrados”. Com efeito, suponhamos que quiséssemos negar a sentenca
inteira. Se “todo” ndo fizesse parte do predicado, mas do sujeito, a negagdo de toda a sentenga
seria “todo inteiro positivo ndo pode ser representado como a soma de quatro quadrados”.
Vimos nos paragrafos precedentes a equivaléncia entre as sentencas “todo inteiro positivo
pode ser representado como a soma de quatro quadrados” e “o conceito ‘inteiro positivo’ esta
subordinado ao conceito ser ‘representavel como a soma de quatro quadrados’”. Logo, a
negacdo da primeira equivale a nega¢do desta ultima, isto ¢, a “o conceito ‘inteiro positivo’
ndo estd subordinado ao conceito ‘ser representavel como a soma de quatro quadrados’”. Esta,
por sua vez, corresponde a sentenca “nem todo inteiro positivo estd subordinado ao conceito
ser representavel como a soma de quatro quadrados”, que expressa um pensamento totalmente
diferente do da sentenca “todo inteiro positivo ndo pode ser representado como a soma de

194

quatro quadrados”. Podemos pensar na expressdo “todo inteiro positivo pode ser

representado como a soma de quatro quadrados”, portanto, como a expressao de um conceito

de segundo nivel cujo lugar de argumento € neste caso ocupado pelo termo conceitual “se & €
um inteiro positivo, & € representdvel como a soma de quatro quadrados”. Um conceito H (f)
s0 podera cair sob tal conceito caso o valor-de-verdade de H (x) seja o verdadeiro para todo x,

como ¢ o caso de “se x ¢ um inteiro positivo, x ¢ representdvel como a soma de quatro

' Vimos no capitulo precedente que Frege ja havia estabelecido tal distingdo em Os Fundamentos da
Aritmética.
194 Cf. FREGE, 1978, p. 87-103.
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G(¢)

quadrados”. "> O conceito H(&) é indicado por Frege como —EF (f), onde F(&) e G(¢)
¢

ocupam os lugares do ¢&-argumento e do ¢ -argumento de _Eb’ , respectivamente. O

G(¢)
_I:F(é’) & indicado

conceito de segundo nivel “todo £ que tem como argumento a fungao

G(n)
por F(a).

A sentenca “nem todo inteiro positivo esta subordinado ao conceito ser representavel

como a soma de quatro quadrados” ¢ a negacdo de “se x ¢ um inteiro positivo, x €

G(a)
representavel como a soma de quatro quadrados”, isto ¢, € a negacdo de F(a) .
Podemos trocar a expressao “nem todo” por “algum” e antepor a particula “ndo” ao predicado
da sentenca, obtendo, desse modo, a sentenga “algum inteiro positivo ndo esta subordinado ao

G(a)
conceito ser representdvel como a soma de quatro quadrados”, equivalente a F(a).

Como a primeira sentenga equivale a “o conceito ‘inteiro positivo’ ndo esta subordinado ao
conceito ‘ser representavel como a soma de quatro quadrados’”, a negagdo da relacdo de
subordinacdo nos leva a uma outra relagdo entre conceitos. Algo similar ocorre na teoria dos
silogismos de Aristdteles. Lembremos que essa teoria admite quatro tipos de relagdes entre
conceitos, a saber, aquelas denotadas por “pertencer a todo”, “ndo pertencer a algum”, “nao
pertencer a nenhum” e “pertencer a algum”. A segunda e a quarta relacdo podem ser obtidas a
partir das negagdes da primeira e da terceira, respectivamente. A relagao “pertencer a todo”
corresponde, obviamente, a relagdo de subordinacao.

Nao ¢ dificil ver que a sentenga “todo inteiro positivo ndo pode ser uma lua da

Terra” ¢ a expressdo do conceito de segundo nivel “todo &” que tem como argumento o
conceito denotado por “nao € o caso que ‘se £ € um inteiro positivo, & ¢ uma lua da Terra’”.

Este conceito tem como valor o verdadeiro para qualquer objeto que seja tomado como seu

argumento. Em geral, se F (5) e G(é) forem conceitos tais que o valor de

195

LRI

Quando dizemos “o conceito H(&)”, queremos na verdade dizer “o conceito denotado por H(£)”, “o conceito

999

cujo nome é H(&)” ou, ainda, “o conceito que é o referente do nome ‘ H(£)*”. Com o objetivo de simplificar

nossa exposi¢io, em alguns momentos escrevemos simplesmente “o conceito H(&)”.
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G(a)

verdadeiro para qualquer objeto que ocupe o seu & -argumento, entdo o valor de F(a)
G(w)

também serd o verdadeiro, e reciprocamente. A negacdo de F(a), qual secja,

G(a)
F (@}, corresponde 4 negagdo do termo conceitual “todo £ que tem como nome de

argumento o termo conceitual “ndo ¢ o caso que ‘se F (5), G(f)”’. Ou seja, a negacgao de

“todo inteiro positivo ndo pode ser uma lua da Terra” € a sentenga “nem todo inteiro positivo

ndo pode ser uma lua da Terra”, equivalente a “algum inteiro positivo ¢ uma lua da Terra”.

. . . 196
Assumindo que F' e G denotam conceitos, temos os seguintes fatos:

relacdo expressa em relagdo expressa na relacdo aristotélica
portugués conceitografia correspondente

Todo F ¢ G. G(a) G pertence a todo F

F(a)
Algum F' ndo é G. G(n) G ndo pertence a algum F
F(a)
Nenhum F ¢é G. G(a) G nao pertence a nenhum F'
F(a)
Algum F ¢ G. G(a) G pertence a algum F

F (a)

Vimos que a decomposicdo de uma sentenca em nomes de fung¢des e nomes de
argumentos revela sua verdadeira estrutura logica, no sentido de exibir a natureza dos
referentes desses nomes e as relacdes existentes entre eles. E isso ¢ importante para um
sistema logico como o de Frege, que compreende uma grande variedade de relagcdes possiveis

entre objetos e fungdes de diferentes niveis. Todas essas relagdes podem ser obtidas a partir

&
das constantes —¢&, ——¢&, —Eé' e ~&— fla). Nao apenas relagdes entre conceitos ¢

possivel (no caso da silogistica aristotélica, entre extensoes de conceitos), mas também entre
individuos e conceitos, o que ja representa uma grande vantagem do sistema fregiano sobre o
aristotélico. Mas ndo ¢ simplesmente o abandono da terminologia “sujeito” e “predicado”,

contudo, que caracteriza a principal inovacao do primeiro em relagdo ao segundo. Isso porque

19 A rigor, as relagdes da silogistica aristotélica sdo relagdes entre extensdes de conceitos, e ndo entre conceitos.
Logo, F e G devem ser interpretados como extensdes de conceitos na terceira coluna da tabela.
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o uso desses termos na silogistica aristotélica ndo ¢ gramatical. As palavras “sujeito” e
“predicado” sdo apenas os nomes dos termos que ocupam o segundo e o primeiro lugar de

197
E se a

argumento, respectivamente, de cada uma das quatro relacdes desse sistema.
originalidade do sistema fregiano reside no uso das nog¢des de “argumento” e “funcdo” em
lugar das nogdes gramaticais de “sujeito” e “predicado”, isso ocorre ndo apenas porque
aquelas nogdes nos dao subsidios para diferenciar uma relagao de subordinacao de conceitos
de uma de cair um objeto sob um conceito, mas porque permitem a formacao de conceitos.

De acordo com Frege, a principal diferenca entre seu sistema e o de Aristoteles €
que, ao contrario desse ultimo, que partia de conceitos ja formados para a constituicdo dos
juizos, ele parte de juizos e dos conteudos destes para a formagdo de conceitos. O modo por

que o conteudo de um juizo atua na formacdao de um conceito reside na possibilidade de

considerar este ou aquele termo de tal conteido como (o sentido de) o argumento de uma
funcdo. Por exemplo, se na expressio “2* =16 consideramos “2” como substituivel por
outros nomes, tais como “-2” ou “3”, obtemos o termo conceitual “§4 =167, que denota o

conceito “raiz quarta de dezesseis”. Os objetos denotados por “2” e “-2” caem, obviamente,
sob tal conceito, porém nao aquele denotado por “3”. Se, por outro lado, consideramos como
lugar de argumento aquele que é ocupado por “4”, obtemos o termo conceitual “2¢ =16, que
denota o conceito “logaritmo de dezesseis na base dois”. Se os lugares ocupados por “2” e por
“16” forem ambos considerados lugares de argumentos, teremos dai 0 nome de uma funcao de

. 4 ~ , ’
dois argumentos “&" =¢ 7, que denota a relacdo que ha entre um nimero e sua quarta

poténcia. Vemos por meio desses exemplos a diversidade de conceitos que podem ser obtidos

. . . N 198
a partir da maneira por que um particular conteudo ¢ decomposto.

7 Em “4 pertence a todo B”, por exemplo, 4 é o predicado e B, o sujeito da relagdo denotada por “pertence a
todo”.
1% FREGE, 1979, p. 9-46.
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CONSIDERACOES FINAIS

As nocdes de fungdo e objeto, como vimos, sdo consideradas por Frege nocdes
primitivas e carecem, desse modo, de uma defini¢do. O objeto ¢ algo saturado, que nao
necessita de complementagdo; a funcdo, ao contrario, necessita ser completada por seu(s)
argumento(s). A relacdo entre a funcdo e seu argumento pode ser comparada com aquela
existente entre um elemento e o conjunto do qual ¢ membro, isto €, com a relacdo de
pertinéncia. Assim como um conjunto pode pertencer a outro conjunto, uma funcdo na
doutrina fregiana pode também ser argumento de outra fun¢do. Porém, do mesmo modo que
algo ndo pode ser elemento de um individuo, este algo ndo pode também ser argumento de um
objeto. Somente funcdes podem ter argumentos, assim como somente conjuntos podem ter
elementos.

Embora a definicdo de funcdo em Begriffsschrift seja estritamente sintatica,
colocando as funcdes na categoria de meros sinais, parece-nos muito pouco provavel que
Frege assim as considerasse. Isso porque ele usa letras funcionais para denotar propriedades, o
que significa que elas deviam ser simbolos de algo. Por outro lado, ¢ também estranho o fato
de que ele ndo estabeleca nitidamente a distingdo entre os simbolos funcionais e as fungdes,
uma vez que a auséncia desta diferenciagdo nos textos matematicos da época € objeto de
critica em Fungdo e Conceito. ' Também ndo nos é suficientemente claro se no periodo que
escreveu Os Fundamentos da Aritmética, Frege considerava os conceitos como fungdes
particulares. Pelo menos ele ndo explicita nada nesse sentido em seu livro. Além disso, em Os
Fundamentos da Aritmética, a parte sintdtica ¢ deixada totalmente de lado, uma vez que a
conceitografia ndo ¢ ai utilizada.

De qualquer modo, se o filésofo fazia ou ndo alguma distin¢do entre os simbolos
funcionais e aquilo que denotavam, até a publicacdo de seu artigo Sobre Sentido e Referéncia
0 Uunico elemento associado aos sinais eram os contetidos dos sinais. A partir dai, aos simbolos
das fungdes dever-se-ia corresponder dois elementos: o sentido ¢ a referéncia desses simbolos.
E essa diferenciagdo constitui, talvez, a principal evolucdo na doutrina de funcdes de Frege
desde os seus dois primeiros livros. O sentido e a referéncia de uma expressao funcional nao
devem ser confundidos com a sua intensdo e a sua extensdo, respectivamente. A intensao de
um termo conceitual, na acepgdo em que Carnap ** considera o termo, ¢ o conceito por ele

designado, enquanto a sua extensdo ¢ o conjunto de individuos que possuem a propriedade

19 Cf. FREGE, 1978, p. 9-32
20 cf. CARNAP, 1958.
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designada pelo conceito. De modo andlogo, a intensdo de um nome funcional de n
argumentos, isto ¢, de um nome de relagdo n-aria, € a relacao por ele designada, enquanto que
a sua extensdo ¢ o conjunto das n-uplas de elementos que satisfazem tal relagio. *°' Pois o que
estamos chamando aqui de intensdo de um termo conceitual ou relacional €, na doutrina
fregiana, a sua referéncia. O sentido desses termos ndo corresponde nem a sua intensiao, nem,
evidentemente, a sua extensao.

De modo geral, quando falamos em uma func¢do no sentido extensionalista, estamos
nos referindo a no¢cdo matemadtica com que o termo funcao ¢ utilizado, isto €, a um conjunto
de pares ordenados — visto que uma funcao (no sentido matematico) ¢ um tipo de relacdo. Na
doutrina de funcdes de Frege pode-se, quando muito, tomar pela mesma coisa essa concepgao
extensionalista de fun¢do e o curso-de-valores de uma funcao, que nao ¢ o referente desta. 202
A nogao de fungdo como regra ou como “o que uma fun¢do faz” talvez possa, no maximo, ser
identificada com o sentido de uma funcdo nessa doutrina, mas ndo, obviamente, ao seu
referente. **> Entendemos, assim, que a nocdo fregiana de funcdo (o referente de um sinal
funcional) ndo coincide com nenhuma dessas outras nogoes.

Ao longo da pesquisa que realizamos, lemos boa parte dos escritos de Frege —
especialmente os do periodo logicista — e aquilo que nos chamou mais a aten¢do foi o modo
por que o filésofo concebia o conceito de funcdo, objeto de nosso estudo. Esperamos que o
presente trabalho tenha proporcionado ao leitor ao menos uma caracterizagao razoavel da
importancia dessa nog¢do no contexto da obra fregiana. Como outras nogdes desenvolvidas
pelo filosofo alemio, *** esta ndo foi introduzida como um fim em si mesmo, mas como
suporte ao seu programa de fundamentagao da aritmética na logica. Mas, também como outras
nogdes em seus escritos, foi ganhando seus proprios contornos em toda a extensdo de sua
obra. Talvez uma comparac¢do entre a nocao de funcdo de Frege e a de autores posteriores a
ele, tais como Russell, Carnap, Church, entre outros, pudesse ser objeto de uma outra
pesquisa. Nao a efetuamos aqui em virtude do tempo disponivel, que foi consumido
substancialmente pelas nossas leituras e analises de Frege.

Finalmente, considerando o fato de que este trabalho foi desenvolvido em um
programa de pods-graduagdo em Educagdo Matematica, esperamos que ele possa ser util ao

mesmo, servindo como um trabalho de historia da 16gica ou dos fundamentos da matematica,

1 Em lugar de “conceito” e “fungdo de n-argumentos”, Carnap usa, na verdade, os termos “predicado singular”
e “predicado n-ario”.

22 embremos que Frege ndo da uma defini¢io explicita de curso-de-valores; este esta associado a uma funcio
por meio de uma defini¢do contextual.

203 Extraimos essas acepgdes do termo “funcdo” de CARNIELLI; EPSTEIN, 2006, p. 43-53.

204 Tais como as nogdes de sentido e referéncia, conceito e objeto, e mesmo sua escrita artificial.
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ou mesmo como um trabalho de introdugao a logica e a questdes filosoficas inerentes a esta
area. Esperamos também que ele possa ser de utilidade para os interessados na obra de Frege,
e que possibilite novas discussdes em torno de sua filosofia. Além disso, a distingdo entre os
niveis sintatico e semantico feita pelo filésofo no tratamento do conceito de fungao talvez

. ~ . ~ ret 2
pudesse ser levada em considera¢io no ensino de fungdes em matematica. **

295 Estamos fazendo apenas uma especulagdo; um exame mais detalhado de tal sugestdo poderia ou ndo revelar
sua viabilidade.
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APENDICE A

Nosso objetivo aqui ¢ demonstrar (usando a notagdo atual) que o axioma-esquema
(8) do sistema de célculo proposicional de Frege pode ser derivado dos axiomas-esquemas (1)
e (2), e que os axiomas-esquemas (28), (31) e (41) formam, juntamente com os dois
primeiros, um sistema fortemente completo. Em nossas provas utilizaremos o meta-teorema
da dedugdo; contudo, antes que possamos emprega-lo, precisamos verificar se ele ¢ valido no
sistema axiomatico de Begriffsschrift. No que se segue, indicaremos que uma formula y ¢
conseqiiéncia sintatica de um conjunto de formulas 7/~ nesse sistema por 7/~ I—Fw , € em

lugar do termo “axioma-esquema’ diremos simplesmente “axioma”.

Lema A.1. A férmula ¢ — ¢ € um teorema do sistema.
Demonstracao:

Lp—>(p>0)>0)>(p—>(@—>0)>(@—>p) axioma(2)

2. (p> (0> 0)—>0) axioma (1)

3. (o (@—>0)>(@—>0) 1, 2, modus ponens

4. 9> (> p) axioma (1)

S 020 3,4, modus ponens O

Teorema A.2. (Meta-teorema da deducao). /" U {(o} |— s implica I~ I— FPOY.
Demonstracao:

Sera feita por indu¢do no nimero n de passos da prova de y a partir de 7" U {(p}
Suponhamos que /|, ..., ¥, = seja uma prova de y a partirde /7~ U {go}

Se n=1, y e " U{p} ou v éum caso particular de um dos axiomas. Dai, temos
duas possibilidades: e {go} ou ( € I" ou y ¢ um caso particular de um dos axiomas). No
primeiro caso, ¥ =@, € como [~ I—F(p — @ (pois @ —> @ ¢ um teorema), [~ I—F(p—w/.
No segundo caso, I~ |—Fl// ; € ja que I |—Fl// — (go — l//) (axioma 1), temos
r I—F(p — i (por aplicagao de modus ponuns).

Suponhamos agora que o meta-teorema ¢ valido para qualquer prova de n de passos,
e seja y,,..., w,,, =y uma prova de n+/ passos de y a partirde /" U {go} Sewel U {(p}

ou i ¢ um caso particular de um dos axiomas, a prova segue de modo analogo a do paragrafo
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anterior. Caso contrério, isto €, se y € obtido de y; € y;, 1<i,j<n, via modus ponens,
tomemos y; =, ¥, =a —> f e y = 3. Por hipétese de indugdo, I” |—.¢p — (@ —> ) e
I b=.p - a,epeloaxioma (2), I' |—.(p—>(a— B))=>(p—a)>(p— p)).

O conjunto das formulas 7~ |_F((P Sla—=p)-(p—a)=@—>p) e
r I—(p—> (a —>ﬂ) implica, via modus ponens, 7~ I—F(go - a)—>(¢—>ﬂ). O conjunto
formado por esta ultima formula e 7/~ |— @ — a 1mplica, via modus ponens novamente,

FI—Fgo—)ﬂ,istoé,Fl—Fgo—)z//. O

Teorema A.3. O axioma (8), isto é, a formula (p > —>y))—>(w —>(@—>7)), é um

teorema do sistema.

Demonstracao:

1L.o>(y—y) hipétese

2.9 hipotese

3. w—oy 1, 2, modus ponens

4. v hipotese

5.y 3, 4, modus ponens

6. 0>y >y v o=y ™ 1-5

7. ¢—> (W - 7), 7% I_F(P >y 6, teor. da dedugao

8. p—> (1// - ;/) |—Fl// - ((p - 7/) 7, teor. da dedugao

9. e =)= —>(@—>7) 8, teor. da dedugdo O

Como os unicos axiomas usados na demonstracdo do meta-teorema da deducdo
foram (1) e (2), e na prova acima empregamos este meta-teorema, segue que o axioma (8)
deriva dos axiomas (1) e (2) apenas.

Os dois primeiros axiomas de Frege coincidem com os dois primeiros axiomas de

207

Mendelson,; estes, juntamente com o axioma (—|(p — l//) — ((—@ - y/) — qo) ¢ modus

208

ponens, formam um sistema axiomatico proposicional fortemente completo. Vamos

2 Escrever (R I—F y €, na verdade, um abuso de linguagem, ¢ que adotaremos com a finalidade
de simplificar a exposigdo. Deve ficar claro que o que deveriamos escrever € {p — (y — 7).y, o} F—,7 -
*7 Cf. MENDELSON, 1997.

2% Uma prova da completude forte do sistema de Mendelson pode ser encontrada em FEITOSA; PAULOVICH,
2005, p. 65-89.
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indicar que uma formula y ¢é conseqiiéncia sintatica de um conjunto de formulas /7~ neste
sistema por [/~ |—Ml//. Como os dois sistemas estdo edificados sobre a mesma linguagem,
qualquer féormula de um ¢ também férmula do outro. Demonstraremos a seguir que o terceiro
axioma de Mendelson ¢ um teorema no sistema de Frege. Isso implica que todo teorema no
sistema de Mendelson também ¢ um teorema no sistema fregeano, e mais ainda, que
r I—Ml/l implica I~ I—Fl// , para todo conjunto 7/~ de férmulas e para toda formula y .
Para mostrar que o axioma de Mendelson ¢ um teorema no sistema de Frege, vamos

usar os teoremas (33) e (44) de Begriffsschrift ** e o seguinte meta-teorema:

Teorema Ad. v > ¢, p >y I—Fl//—>7

Demonstracao:

l.y—>o hipotese

2.0y hipotese

3. ¢ hipotese

4. @ 1, 3, modus ponens
5.y 2, 4, modus ponens
6.y >0, 0>y, ¥ =y 1-5

T. v, o>y I—Fy/—>;/ 6, teor. da dedugdo O

Teorema A.5. O axioma (—¢ — —y)— (¢ - y)— @) de Mendelson ¢ um teorema no

sistema de Frege.

Demonstracao:

1. (mp——y) hipotese

2. (o> —y)>(—y > 0)>9) teorema (44)

3. (wy o p)oo 1, 2, modus ponens

4. (wp—>v)> (v —>9) teorema (33)
5.(wpow)>0 teorema A.4

6. (o> —y) =ilo o) e 1-5

7. o= —w) = (e > w)— ) 6, teor. da dedugio O

299 Cf. Begriffsschrift, § 18-19
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Temos, portanto, os seguintes fatos: para qualquer conjunto de formulas /7 e para

219 implica

toda formula y da linguagem dos sistemas de Mendelson e Frege, /I~ |= uV
r I—Ml// (completude forte do sistema de Mendelson), e 7~ |—M1,// implica I~ |—F1//
(consectario do teorema A.5). Como /I~ |= vV se, e somente se, /[ |= ¥ , devido ao fato

de as linguagens serem as mesmas, / |=Fl// implica I~ I—Fw , isto €, o sistema de Frege ¢

fortemente completo.

21 . : ’ . A . A e .
% Lembramos que I” = W significa que y € conseqiiéncia semdntica de I'no sistema M.
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APENDICE B

Vamos demonstrar aqui que a relagdo de ‘“equinumericidade” entre conceitos,
denotada por =, ¢ uma relacdo de equivaléncia, usando a definicdo de Frege. Em seguida,

provaremos que para todo conceito H, F'~ G se, e somente se, H x F <> H~G.

Teorema B.1. A relacdo ~ ¢ uma relacao de equivaléncia.
Demonstracao:

Sejam F, G e H conceitos.

i) Arelacdo =~ éreflexiva, isto ¢, F ~ F .

Seja @ uma relagdo tal que x@ y se, e somente se, x = y.

(a) Se x cai sob F, existe y = x que cai sob F'tal que x¢@y .

(b) Se x mantém a relagdo ¢ com y e se x mantém a relagdo ¢ com z, entdo x =y
e x =z, donde y = z; se x mantém a relacdo ¢ com z e se y mantém a relagdo ¢ com z, entdo

x=zey=z dondex =y.

ii) A relagdo ~ ¢ anti-simétrica, isto €, se F'~G,entdo G = F .
Seja ¢ a relacdo que coordenada biunivocamente os objetos que caem sob F aos que caem

sob G.

(a) Por hipotese, se x cai sob F, existe y que cai sob G tal que x¢ y ; também por hipotese, se
y cai sob G, existe x que cai sob F' tal que x¢ y . Basta mudar a ordem das duas proposigdes
anteriores € vemos que ¢ coordenada os objetos que caem sob G aos que caem sob F.

(b) Se x mantém a relagio ¢ com y e se x mantém a relagdo @ com z, entdo, por
hipbtese, y = z; se x mantém a relacdo ¢ com z e se y mantém a relagdo ¢ com z, entdo,

também por hipdtese, x = y.

iii) A relagcdo =~ ¢ transitiva, isto é,se F =G e G=H ,entdo F~H .
Sejam y e y duas relagdes que coordenam biunivocamente os objetos que caem sob F aos
que caem sob G e os objetos que caem sob G aos que caem sob H, respectivamente, € seja ¢

uma relagao tal que x¢z se, e somente se, existe y que cai sob Gtalque xyy e yyz.
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(a) Por hipoétese, se x cai sob F, existe y que cai sob G tal que xy y, e dai existe z que cai sob
H tal que yw z, isto €, existe z que cai sob H tal que x¢@z; também por hipotese, se z cai sob
H, existe y que cai sob G tal que yy z, e dai existe x que cai sob F tal que xyy, ou seja,
existe se x cai sob F'tal que x¢pz.

(b) Se x mantém a relagdo @ com w e se x mantém a relagdo ¢ com z, entdo, por hipotese,
existemy ey taisque (xyy e yww)e(xyy e y'wz). Concluimos, portanto, que y =y’
e, conseqiientemente, que existe y tal que ywyw e ywz.Logo, w =z Sex mantém a
relacdo ¢ com z e se w mantém a relagdo ¢ com z, entdo, por hipdtese, existem y e y’ tais
que (xyy e ywz) e (wyy e ywz). Concluimos, portanto, que y = y e,

conseqiientemente, que existe y tal que xyy e wyy.Logo,x =w.

Teorema B.2. Sejam F e G conceitos. F~G se, e somente se, para todo conceito
HH~F- H~G.

Demonstracao:

:>) Se H~F e F =G, segue pelo teorema B.1 (iii) que H =G. Também se H~=G e
F ~G, pelo teorema B.1 (i), segue que H~=G e G~ F, donde, pelo teorema B.1 (iii),
H=F.

<:) Suponhamos que F#G e H=F, e seja ¥y uma coordenacdo biunivoca entre os

elementos das extensdes de H e F.

(a) Se H fosse equinumérico a G, haveria uma coordenacdo biunivoca ¢ entre os elementos

das extensdes de H e G tal que, para todo z que cai sob G, haveria algum x que cai sob H tal

que x ¢z . Conseqiientemente, para todo z que cai sob G, haveria um x que cai sob 4 e um y
que cai sob F tais que x@ze xyy. Como, por hipdtese, H ¢ equinumérico a F, para todo y
que cai sob F, existe um x que cai sob H tal que xy y. Conseqilientemente, para todo y que cai
sob F, existiriam um x que cai sob H e um z que cai sob G tais que xyy e x ¢z . Definindo
uma relagdo i entre os elementos das extensdes de F'e G tal que yy z se, e somente se, para
algum x que cai sob H, xpze xyy,temos uma relagdo i que coordena os objetos que caem

sob F aos que caem sob G.
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(b) Se y mantém a relacdo  com w e se y mantém a relagdo y com z, entdo, por hipotese,
existemx e x taisque (xyy e xpw)e (x'yy e x'¢z). Concluimos, portanto, que x = x’
e, conseqlientemente, que existe x tal que xpw e x@z.Logo, w =z Se y mantém a
relacdo y com z e se w mantém a relagdo y com z, entdo, por hipotese, existem x e x tais
que (xyy e x@z) e (x'yw e x'pz). Concluimos, portanto, que x = x e,
conseqiientemente, que existe x tal que xyy e xyw.Logo,y=w.

Notemos que (a) e (b) implica na existéncia de uma relagdo ' que coordena biunivocamente

0s objetos que caem sob F aos que caem sob G, o que contraria nossa suposi¢ao de que
F #G. Logo, H ndo pode ser equinumérico a F; mas isso contraria a hipotese. Portanto,

se H ~ F <> H =~ G, para todo conceito H, entdo F ~G.
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