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RESUMO

ESQUINCALHA, Agnaldo da Conceicédo. Estimacdo dedpmetros de sinais gerados por
sistemas lineares invariantes no temp009. 87 f. Dissertacdo (Mestrado em Modelagem
Computacional) — Instituto Politécnico, Universidado Estado do Rio de Janeiro, Nova
Friburgo, 20009.

Nesta dissertacdo é apresentado um estudo sol@euperacdo de sinais modelados por
somas ponderadas de exponenciais complexas. Phrasam introduzidos conceitos
elementares em teoria de sinais e sistemas, emypart os sistemas lineares invariantes no
tempo, SLITs, que podem ser representados matemegite por equacdes diferenciais, ou
equacOes de diferencas, para sinais analogicosgdaisl respectivamente. Equacfes deste
tipo apresentam como solucdo somas ponderadaspo@enciais complexas, e assim fica
estabelecida a relacao entre os sistemas de tifoesh modelo em estudo. Além disso, sdo
apresentadas duas combinacdes de métodos utilinadascuperacdo dos parametros dos
sinais: métodos de Prony e minimos quadrados, edo®tde Kung e minimos quadrados,
onde os métodos de Prony e Kung recuperam os ebgsogas exponenciais e o método dos
minimos quadrados recupera os coeficientes linedyanodelo. Finalmente, sdo realizadas
cinco simulagcdes de recuperacao de sinais, seatloma, uma aplicacdo na area de modelos
de qualidade de agua.

Palavras-chave: Reconstrucdo de sinais; Sistemaardis invariantes ao tempo; Somas
ponderadas de exponenciais complexas; Método deyPkéétodo de Kung; Método dos
minimos quadrados.



ABSTRACT

A study on the recovery of signals modeled by wedhsums of complex exponentials
complex is presented. For this, basic conceptgohts and systems theory are introduced. In
particular, the linear time invariant systems (L3ystems) are considered, which can be
mathematically represented by differential equationdifference equations, respectively, for
analog or digital signals. The solution of thegeety of equations is given by a weighted sum
of complex exponentials, so the relationship betwtbe LTI Systems and the model of study
is established. Furthermore, two combinations ofhios are used to recover the parameters
of the signals: Prony and least squares methodsKang and least squares methods, where
Prony and Kung methods are used to recover thenexy® of the exponentials and the least
square method is used to recover the linear cosfis of the model. Finally, five simulations
are performed for the recovery of signals, the ¢ast being an application in the area of water
guality models.

Keywords: Recovery of signals; LTI systems; Weightsum of complex exponentials;
Kung’s method; Prony’s method; Least squares method
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1 INTRODUCAO

Da metade do século vinte até os dias atuais hoovgrande avango nos estudos
relacionados a Teoria de Sinais, inicialmente, oastudo de sinais analdgicos, e nas ultimas
décadas, com os crescentes saltos na tecnolog@dusitadores digitais, o estudo de sinais
digitais tem se intensificado. O numero de aplieagda Teoria de Sinais, em particular, dos
sinais digitais, também tem crescido bastante,om ©sso, ndo param de ser propostos
problemas que podem ser solucionados utilizandotestia.

O estudo da Teoria de Sinais e Sistemas (que peadwu processam 0s sinais) €
bastante relevante, pelo fato de ter muitas afesmcnas mais diversas areas do
conhecimento. Yahagi (2002) elenca uma diversidigléreas em que ha problemas que
podem ser solucionados com o auxilio do processantEnsinais digitais, ou/e ainda, que
fornecem subsidios para o avanco nos estudos @lestadentre elas, destacam-se: (a) nas
engenharias — engenharia elétrica e eletronica, oomesenvolvimento de sistemas e
hardwaresque permitem o processamento de sinais digiggsiologia de multimidia, com o
processamento de imagens congeladas e em movimeaitopressao de imagens e
transmissao de dados; engenharia mecanica, conmoleode vibracdo, controle de ruido e
sistemas mecanicos; engenharia de controle, coontote de sistemas dinamicos; (b) nas
ciéncias naturais — sismologia, com analises espgctecologia, com a modelagem e
simulacdo de sistemas ecoldgicos; (c) nas ciésoasais — financas, com o estudo de séries
temporais e predicdo linear e nao-linear; (d) naactas humanas — psicologia e ciéncia
cognitiva, com o reconhecimento de padrdes de cdampento humano; (e) nas ciéncias da
saude — medicina, com o estudo das imagens de raietrocardiogramas e afins; (f) nas
ciéncias agrarias — agronomia, com o controle dscomento de plantas, etc.

No rol dos tipos de sistema, destacam-se os sstéimeares invariantes no tempo,
que podem ser representados matematicamente pagcdagudiferenciais, no caso de sinais
analdgicos, e por equacdes de diferencas, no casaimdis digitais. Gragas a estas
representacdes matematicas € possivel estabedmgias entre os dados de entrada e saida
dos sistemas, utilizando um ferramental mateméagjge permite tratar os dados e, por
exemplo, estimar os dados de entrada conhecendoesenportamento do sistema e seus
dados de saida, e vice-versa.
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Ja em 1970, Oppenheim apontava o crescimentoedad@& processamento de sinais,
destacando as pesquisas relacionadas ao processalnesinal da voz e a expectativa para o
desenvolvimento de técnicas para o processamergmdis analdgicos de duas dimensdes,
sugerindo a aplicacdo da transformada de Fouriar pdratamento dos dados. Nos tempos
atuais sao conhecidos diversos métodos para ogsaoento de conjuntos de dados a varias
dimensdes, como apresentado em Chen et al. (1§9&)propde uma alternativa ao método
de Kung, utilizado para a estimacdo de parameteosidais modelados por uma soma
ponderada de exponenciais, que € o objeto de edastia dissertacdo. H& outros métodos que
podem ser utilizados na estimacdo desses parametno® os apresentados em Sarkar e
Pereira (1995) e, Bazan e Cardoso (2000), mas destartacdo serdo trabalhados apenas os
métodos de Kung, Prony e minimos quadrados.

No capitulo 2, sdo introduzidos conceitos elemestagm Teoria de Sinais e é
apresentado o problema da estimacédo de parametrammdsinal modelado por uma soma
ponderada de exponenciais complexas, que motiea dissertacdo. No capitulo 3, sao
apresentados os sistemas lineares invariantes mpofeassim como algumas de suas
propriedades, aplicacbes e formas de representagfEmética no dominio do tempo. No
capitulo 4 sdo apresentados os métodos de Promg Kuminimos quadrados, que séo
utilizados para a estimacdo dos parametros do moelel estudo, e no capitulo 5, séo
apresentadas aplicac6es dos métodos estudadopitidacanterior, com cinco simula¢des ao
todo. O capitulo 6 apresenta a conclusdo destert#ig&o.
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2 FUNDAMENTOS DA TEORIA DE SINAIS E DESCRICAO DO PROB LEMA

Neste capitulo s&do introduzidos alguns conceitesientares em Teoria de Sinais,
assim como algumas classificacoes e aplicacfessdguida, é apresentado o problema da
estimacdo de parametros de sinais modelados porsoma ponderada de exponenciais

complexas.

2.1Introducéo a Teoria de Sinais

Um sinal pode ser definido como uma fungéo questrite informacao, geralmente sobre o

estado ou comportamento de um sistema fisico. Spmdem ser representados de diversas
maneiras, mas em todas elas, a informagéo esté@l@am um padréo de variagdes de alguma
forma, por exemplo, espacial ou tempdréRppenheim e Schafer, 1975, p.6, tradugéo nossa).

Sinais sao representados matematicamente por wird@aima ou mais variaveis
independentes, que podem ser, por exemplo, tengiéndia, posicdo, pressédo. Desta forma,
sinais de voz e musicais sdo representados pelsjaorelo ar como uma fung¢ao do tempo em
um ponto do espaco. Uma figura em preto e bran@peesentada pela intensidade da luz
refletida como uma funcdo de duas coordenadasia&pd@ sinal de video em uma televisao
consiste de uma sequéncia de imagens e é uma fdec&és variaveis: duas coordenadas
espaciais e o tempo.

Em quase todas as areas o0s sinais precisam sespados para facilitar a extracao de
informacdes. Com isso, o desenvolvimento de tésrdegprocessamento de sinais tem grande
importancia. De um modo geral, estas técnicasftstanam o sinal original num outro tipo de
sinal, mais conveniente para a extracdo das infgiesadesejadas. Por exemplo, pode-se
desejar desenvolver uma técnica que separe dass ssombinados previamente, pode-se
desejar dar énfase a um parametro especifico dd, In ainda, estimar um ou mais
parametros do sinal.

A Teoria de Sinais é usada nas mais diversas deeasnhecimento, e alguns sinais
comuns e aplicacdes sao, por exemplo, o eletramgaina, o eletroencefalogramo, sinais

sismicos, sinais de voz e musicais, séries tengopabcessamento de imagens, filtros e

1 O texto em lingua estrangeira & $ygnal can be defined as a function that conirdgsmation, generally about the state
or behavior of a physical system. Although sigcals be represented in many ways, in all cases foenation is contained
in a pattern of variations of some form. For examphe signal may take the form of a pattern oktwariations or a
spatially varying patterri
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equalizadores, sistemas de reducéo de ruido, sislematraso e reverberacdo de som, efeitos
sSonoros especiais, geracao de sinais de radio, etc.

A maior parte dos sinais é gerada por meios riafureas um sinal também pode ser
gerado sinteticamente ou por simulagcdes computaisiobdm sinal carrega informacéo, e o
objetivo do processamento de sinais € extrairitdmacdes. Os métodos de extracdo da
informacé&o dependem do tipo de sinal e da natudezanformacdo contida no sinal. O
processamento de sinais consiste basicamente reseapcao matematica do sinal, seguida
da aplicacdo de algoritmos para a extragdo danmag#io contida no sinal. A representacéo
matematica de um sinal pode se dar no dominio daveh independente, ou ainda, em um

dominio transformado.

Um sinal pode ser caracterizado e classificadodméras formas, algumas delas séo

apresentadas a seguir.

v Tipo de variavel independente

A variavel independente da representacdo matemdiaam sinal pode ser continua
ou discretaSinais continuosio tempo sao definidos no tempo continuo e sa@septados
por funcdes, em geral, continuas ou continuas @deg enquantsinais discretosio tempo
sdo definidos em tempos discretos e representamoseguéncias de nimeros. E possivel
impor condicbes sobre um sinal continuo e dis@dtzde modo a manter as mesmas
propriedades que o sinal original, levando a regmagdes equivalentes, por exemplo, por
meio das séries de Fourier.

A amplitudede um sinal é o conjunto de valores que ele asaomengo de seu
dominio (aimagemda funcéo sinal), e a variagdo da amplitude coma funcéo da variavel
independente é chamada fdema da ondaou gréafico. Além do fato de que as variaveis
independentes podem ser continuas ou discretasplitiale do sinal também pode assumir

valores em um conjunto continuo ou discreto.
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\ Amplitude

(a)

Figura 2.1: (a) Um sinal continuo no tempo, (b) klmal discreto no tempo.
Fonte: Mitra, 1998, p.3.

x(1) x[n]

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Um sinal continuo no tempo,
(b) Um sinal discreto no tempo gerado por uma diszacédo de (a).
Fonte: Dias, acesso em 15/01/2009.

v' Sinais analégicos e digitais

Sinais digitaissao aqueles cujos tempo e amplitude sdo disceegdsais analdgicos
sdo aqueles cujos tempo e amplitude assumem vaonesubconjuntos com interior nao
vazio deR¥, para escolha apropriada kleUm exemplo de sinal digital € o sinal de musica
contido em umCD, e um exemplo de sinal analégico, é o sinal deicatsontido em um

disco do tipoLong Play Todos os sinais emitidos de modo natural sdo tadds como

sinais analégicos.
v" Dimenséo do sinal

Um sinal pode sek-dimensional, de acordo com &svariaveis independentes da
representacdo matematica do sinal. De acordo cdma [4998), o sinal de voz € um exemplo
de um sinal unidimensional, conforme chega a ureptec (como o ouvido humano, por
exemplo), o sinal de uma fotografia € um exemplamlesinal bidimensional, o sinal video

colorido € um exemplo de sinal tridimensional, eacha das dimensdes o tempo, e as outras
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duas de uma imagem congelada. Para sinais unidonans € usual chamar a variavel

independente de tempo, mesmo quando nao sejaeseaprcao matematica do tempo.
v Mais caracteristicas e classificac6es de sinais

Para um sinal unidimensional continuo no tempaoarégvel continua independente é
geralmente denotada ptr enquanto para um sinal unidimensional discretotampo, a

variavel discreta € geralmente denotada pomDesta forma, f (t) representa um sinal
unidimensional continuo no tempo, enqua{ltb[n]} representa um sinal unidimensional

discreto no tempo. Cada valor numéridgn], de um sinal discreto no tempo, € chamado de

amostra

Em muitas aplicagbes, um sinal discreto no tempge@do a partir de um sinal
continuo no tempo, por meio de um processo de aagash, em intervalos de tempo
uniformes. Se os instantes discretos do tempo b @sinal discreto estiver definido séo
espacados uniformemente, a variavel discreta imilpgen pode ser normalizada para
assumir valores inteiros.

Um sinal unidimensionaf (t) épar se
f(-t)=f(t) Ot, (2.1)

e impar, se
f(-t)=—"f(t) Ct. (2.2)

| t | e

Figura 2.3: llustragéo de sinalt) par.

Figura 2.4: llustracdo de sinalt) impar.
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Héa ainda outras classificacdes, em particular, teferente ao quanto um sinal pode
ser unicamente descrito. Um sinal que pode seramm@nte determinado por um processo
bem definido como uma expressao matematica € cladesinal deterministicoUm sinal
gue é gerado de modo aleatério e ndo pode terseportamento em tempos futuros previsto

€ chamado dsinal randémico Neste caso, o sindi[n] ndo € um numero ou um vetor, mas

uma variavel ou um vetor aleatdrio, com uma distgéio de probabilidade especifica.

2.20peracdes mais comuns envolvidas em processamenésihais

No caso de sinais analégicos, a maior parte dasgpes de processamento de sinais
séo realizadas no dominio do tempo, e no casondéssiligitais, sdo realizadas tanto no
dominio do tempo como em dominio transformado. Mas dessas operacdes s&o
implementadas por combinacdes de operacfes elem®ntalgumas das quais sao

apresentadas a seguir.

2.2.1 Operacdes elementares no dominio do tempo

Ha trés operacdes elementares basicas, que sa@memihdas no dominio do tempo e
apresentadas a seguir: multiplicagdo por escatmipcdamento no tempo, e adicdo. Apesar
dos exemplos abaixo fazerem referéncia a sinai®ginas, estas opera¢gdes também valem

para sinais discretos no tempo.

A multiplicacdo por escalarconsiste na multiplicacdo do sinal por uma constan
positiva ou negativa. Sé&(t) é um sinal analégico, a operagdo multiplicacdogsoalar gera
um sinal g(t) =a f(t), ondea é um escalar. No caso de sinais analdgicos, estagio é

chamada demplificacdq se o escalar for maior que um, ealenuacap se o escalar for

menor que um.

As figuras a seguir ilustram um caso de multiplimade um sinal discreto por escalar.
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-1 o 1 2 3
n

Figura 2.5: Sinal originaly[n] .

-1 o 1 2 3 4 5 B 7

Figura 2.6: Novo sinal[n] =2y 1] .

O deslocamento no temmera uma réplica do sinal original, mas com destemnto

no tempo. Para um sinal analégiddt), g(t)= f(t-t,) € o sinal obtido a partir dé(t),
com um atraso dé, unidades de tempo, g for um nimero positivo, ou ainda, com um

avanco de}t0| unidades de tempo, $efor um nimero negativo.

x(t) y(t) = x(t - 2)

0 1 3 2 3
2

b | —

b=

Figura 2.7: Exemplo de deslocamento no tempo ae somtinuo.
Fonte: Dias, acesso em 15/01/2009.

A operagcamdicdoenvolve a adigcdo de dois ou mais sinais para genanovo sinal.

Por exemplo,g(t) = f(t) +u(t)+ p(f) é o sinal gerado pela adigédo de trés singfg), u(t) e

p(t) .
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2.2.2 Filtragem

Uma operacdo bastante utilizada no processamergimais complexog a filtragem.
A filtragem é utilizada para deixar passar certos componelatdeequéncia do sinal através
do sistema, sem qualquer distorcdo, enquanto hitpqueéros componentes da frequéncia.

Para sinais analogicos, esta operacao é descritan@ontegral de convolucdo
g(t) = j_‘” h(t-7) f(7)dr, (2.5)

onde f(7) representa o sinal de entradg(@) representa a saida do filtro, caracterizado pela

resposta impulsivé(t) .

No caso discreto, a filtragem é feita por praduto de convoluggo

00

oiii=> flKbhn k. (2.6)

k=—c0
Ha varios tipos de filtros, alguns deles sdo dexca seguir:

i) O filtro de passa-baixgpermite que todos os componentes abaixo de uma cert

frequénciaf,, chamada de frequéncia de corte, passem atrav@stdma, e bloqueia

todos os componentes de frequéncia acim# de

i) O filtro de passa-altapermite que todos os componentes acima de uma cert

frequéncia f,, passem através do sistema, e bloqueia todos mporentes de

frequéncia abaixo dé, .

iii) O filtro passa-faixagpermite que todos os componentes entre duas frieiqiséde corte,

f, e f,, comf, <f_,, passem através do sistema, e bloqueia todoswgsorentes

de frequéncia abaixo d&, e acima def,.
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iv) O filtro rejeita-faixa bloqueia todos os componentes entre duas frecqagdei corte,

f, e f,, e permite que todos os componentes de frequabeixo def, e acima

de f_, passem pelo sistema.

O funcionamento desses filtros € ilustrado na Zig}.

Input signal

3
2
@
2 1
%
Z 0
-1
L . .
0 20 40 60 80 100
Time, msec
(@)
Lowpass filter output Highpass filter output
1 1
0.5 0.5
= =
g
2 z
0.5 0.5
- -1
: 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Time, msec Time, msec
(®) ()
Bandpass filter output Bandstop filter output
2
1
0.5} B !
2 2
2 9 =0
£ E
< <
-0.5 =1
-1 ; 2 5
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Time, msec Time, msec
(d) (e)

Figura 2.8: Exemplos de filtros: (a) sinal de etidr,ab) saida de um filtro passa-baixa, (c)
saida de um filtro passa-alta, (d) saida de umo flassa-faixa, (e) saida de um filtro rejeita-
faixa. As frequéncias de corte utilizadas for@m=80Hz e f_, =150Hz.

Fonte: Mitra, 1998, p.6.
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2.2.3 Geracao de sinais

Uma parte importante do processamento de sirgigetacdo de sinais sintéticos, que
sao usualmente utilizados para fazer comparacésBmeativas com sinais gerados por meios
naturais.

Todos os sinais gerados por meios naturais sasgjue tém valores reais, mas em
muitas aplicagcbes é necessario que seja construfdosinal complexo (de valores
complexos), a partir de um sinal real, pois 0 soa@hplexo possui mais parametros (graus de
liberdade) do que um sinal real pode oferecer. Dewneira, um sinal complexo carrega

mais informacdes do que um sinal real.

2.3Sinais elementares

Alguns sinais sdo considerados elementares popassivel decompor sinais mais

complicados como combinacao destes sinais. Séeeaqaelos, em seguida, alguns deles.

2.3.1 Impulso Unitario

O impulso unitario € o sinal mais simples e maiizado. No tempo discreto é
chamado de impulso unitario, e no tempo continuepéesentado pela fungéo delta de Dirac.

A sequéncia dada por

1n=0
an _{O,ni 0’ (2.7)

€ oimpulso unitariono caso discreto, enquanto a fungédo generaliziadia operacionalmente

por

,t =0
3(t) ={+ ot e (2.8)
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com J'_w o(t)dt =1, a chamada funcao delta de Dirac,igpulso unitariono caso continuo.

Estes sinais estao representados, respectivamestéguras 2.9 e 2.10.

f D i i} oL (. ]
A a3yl 01 2 3 M

Figura 2.9: Impulso unitario em tempo discreto.
Fonte: Dias, acesso em 15/01/2009.

a(t)

Strength = |

I
0

Figura 2.10: Impulso unitario em tempo continuo.
Fonte: Dias, acesso em 15/01/2009.

2.3.2 Degrau unitario

Outro sinal elementar édegrau unitarig definido no caso discreto como,

1,n=0

: 2.9
0O,n<O0 (2.9)

M :{
e no caso continuo como,

1t=0
(1) _{O,t <0 (2.10)
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Estes sinais estéo representados, respectivamestéguras 2.11 e 2.12.

Figura 2.11: Degrau unitario em tempo discreto.
Fonte: Souza, acesso em 15/01/2009.

ul(t)

0

Figura 2.12: Degrau unitario em tempo continuo.
Fonte: Souza, acesso em 15/01/2009.

Pode-se relacionar o impulso unitario com o degraitario da seguinte forma:

on =41 -4 n-] , no caso discreto, &(t) :%/J(t) , N0 caso continuo.

2.3.3_ Rampa

No caso discreto o sinedmpaé dado por
n,n=0
r[n] :{ , (2.11)
n

e no caso continuo por,

((t) ={to’tt2<%. (2.12)
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Os graficos das funcbes rampa discreta e con8Anadados, respectivamente, nas
figuras 2.13 e 2.14.

r[n]

31 o

L]

Figura 2.13: Rampa em tempo discreto.
Fonte: Dias, acesso em 15/01/2009.

r{t)

Unit slope

Time t

0

Figura 2.14: Rampa em tempo continuo.
Fonte: Dias, acesso em 15/01/2009.

Os sinais degrau e rampa podem também ser redatienpela derivada, no caso
continuo, /J(t)=%r(t), e por um operador de diferencas no caso discreto,

M =dn -fn-], nz0.

2.3.4 Exponenciais e sinusoidais

A apresentacdo conjunto de sinais exponenciaisusadais € feita apenas para o
caso discreto; a construcdo para 0 caso continapaéoga. Este conjunto de sinais é
construido tomando o valor deésima amostra, como sendo-asima poténcia de um valor

real ou complexo. A forma mais geral de uma sedqaé&mmplexa é

fin = Aa", (2.13)
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ondeA e a sdo numeros reais ou complexos.

Escrevendar ="’ e A=|A €?, é possivel reescrever (2.13) como,

f[n] =| A e drion =| A e (2.14)

ou ainda,
flnl =|A € cos(@+wn+ | A " sefp+w J, (2.15)

para chegar a uma apresentacao alternativa da fgenah de uma sequéncia exponencial

complexa, onder, ¢ e w sao numero reais.
Pode-se ainda separar o sinal em duas partes: emh& ruma imaginaria, como a

sequir:

fln] = ffd +if [ 1, (2.16)
com fo[n] =|A € cosp+wn) e f,[n =|A&" setp+w .

Real part Imaginary part

T s .

Amplitude
Amplitude

-1 -0.5 ;
30 40 0 10 20 30 40

0 10 20
Time index n Time index n
(@) (b)

1.
-—+=n
12 6

Figura 2.15: Partes (a) real e (b) imaginaria dalsf[n] =e[
Fonte: Mitra, 1998, p.57.
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50 20%
40r o=12 x OO =09
E} 210 -
E20; B ﬂ[
L - 5 1
. o mmmm@o@@???ﬁﬁﬂﬂ . WWTTTT | Tf?????‘??@@@c

0 3 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Time index n Time index n

() (b)

Figura 2.16: Exemplo de sequéncias exponencias (@ f[n] =0, 2(1, 2",
(b) f[n] =0,2(0,9)'. Fonte: Mitra, 1998, p.57.

2.4 Descricdo do problema: estimacdo de parametros dem sinal modelado por uma

soma ponderada de exponenciais complexas

Segundo Bazan (2003, p. 22), o problema da reag@erde exponenciais de sinais é
bastante antigo, ja tendo sido tratado por divepessjuisadores, como Prony (1795), Kung
(1978), Kumaresan e Tufts (1982), Kumaresan efl8B4), Bazan e Cardoso (2000). Este
problema envolve matrizes de posto incompleto eitas de Algebra Linear Computacional
e de Teoria de Sinais. Em particular, sistemasate® invariantes no tempo séo utilizados
para dar um tratamento adequado aos dados obserexgerimentalmente, ou gerados
sinteticamente, para que se possam recuperar @n@@aos do sinal de entrada com base nos

dados de saida do sistema, caracterizando um pralieerso.

O problema a ser tratado nesta dissertacdo cereistrecuperar os parametros dos

sinais modelados por

h, :Zd: rnz = Zd: r].e(”'”i“")kAt , (2.17)

onde os coeficientes UC, i?=-1, a;<0, w OR, et € ataxa de amostragem.
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Este tipo de sinal esta associado a resposta simpule sistemas lineares invariantes
no tempo, que serdo estudados no proximo cap@uitra maneira de entender o problema é:

dada uma sequéncia finita de amostras

h=h+e, (2.18)

comk=1,....L, ondeg, representa os ruidos, ou incertezas do sinalirdiete o nimero de
componentes do sinal, e estime os coeficientes as exponenciaig; . Nesta dissertagcao o

namero de componentes do sinal é supostamenteadahe o problema reduz-se a estimar
as exponenciais e os coeficientes da Eq. (2.17).

O problema da recuperacdo de exponenciais de uahéicomum a diversas areas,
tais como: comunicacdes, localizacdo de objetosgutar, processamento sismicos de sinais,
identificagdo paramétrica de sistemas dinamicoslisen modal de estruturas mecéanicas,

ressonancias magneética nuclear, diagnosticos ngditm (Bazan e Cardoso, 2000).



29

3 SISTEMAS LINEARES INVARIANTES NO TEMPO

Neste capitulo é feita uma breve apresentacdo sadiegas, discutindo algumas de
suas propriedades e aplicacdes, e explorandojgainente, os sistemas discretos no tempo,

lineares e invariantes ao deslocamento (no tempo).
3.1 Sistemas

Um sistemaé definido matematicamente como uma transformac@pe mapeia um

sinal de entradaf unicamenteem um sinal de saidg. O sistema pode ser denotado por

g =T[ f] e representado como na figura a seguir.

f——» Tl ] — g

Figura 3.1: Representagédo de um sistema.

Os sistemas podem ser classificados como disapatosntinuos no tempo, de acordo

com as definicbes a seguir.

Um sistema discretao tempcé caracterizado por um sinal de entrada discrbio] :

que é transformado em uma sequérg{ia] , chamada deaidaou resposta

Exemplo 3.1: O sistema que descreve um IntegradptaDé um sistema discreto no

tempo:

on=TY 8. CE
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Um sistema continuo no tempd um sistema que utiliza sinais analdgicos, e €&

caracterizado por um sinal de entraddt), e uma saida, ou resposg(t), e transforma

uma fung&o continud (t) em uma outra fung&o contingdt) .

Exemplo 3.2: O sistema que descreve um Circuito BRLL®n exemplo de um sistema

continuo no tempo, e é dado pela solucao da segdid® de 22 ordem,

o) _df() _do)_, o) 32
cC  dt dt dé '

Em outras palavras, dada uma entra’tc(a), e condicdes iniciais nulas para a solucao

da Eqg. (3.2),g(0)=0 e g'(0) =0, a solugdog(t) é a saida do sistema. -

3.2 Propriedades de sistemas discretos no tempo

As propriedades aqui apresentadas referem-se eansstdiscretos no tempo, mas
podem ser estendidas para sistemas continuos nm.teBdo tratadas a seguir algumas
propriedades dos sistemas discretos no temporrililael®, invaridncia ao deslocamento no

tempo, causalidade, estabilidade e memoria.

Um sistema dinear quando vale o principio da superposi¢éo, ou sgag,[n e
g,[n s&o as respostas as sequéncias de enftpdae f,[n], respectivamente, entdo para

uma entradaf [n] =a f[ ] + Bf] h , aresposta € dada pgfn =ag[ f + 5 d |, ou seja,

T[N =Ta{n+StM =all[flln +AT[fIn=a § *A § nE]lgL (3.3)

A propriedade da superposicdo deve valer para queisonstantes arbitrarias e

B, e para todas as entradgpn] e f,[n] possiveis. O principio da superposi¢ao permite uma

facilidade na computacdo da resposta para uma rsgqguéomplicada que possa ser
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decomposta como uma soma ponderada de algumasisegug&mples. Desta forma a saida

que se deseja descobrir € dada por uma soma pdadiFaequéncias de saida mais simples.

Exemplo 3.3: Sejay[n = f[L - 1] . O sistema representado por esta regra € linear.

De fato, sejam

GM=TH{M="f-h (3.4)

g [M=Tf="%-h. 3.3)

Como,

Tlaf[n+4fdl =a R -h+S R -h=afln+SBIn=a( T jIn+Z TH n, (36)

entdo a Eq. (3.3) é satisfeita. Logo, o sisteniaeat. =

Exemplo 3.4: Este exemplo trata de um sistemain@arl Considere o sistema dado

por g[n = f14 - f nd] [ 4] (Kaiser apud Mitra, 1998, p. 74).

Sejam,

g =TT =1 h-F ndl [{ rd] 3.7)

Q[N =T i = fzf h-EFE n3] [ ni] . (3.8)

Para que o sistema seja linear, € necessario §ge(8.3) seja satisfeita. Como,

Tat[d+Ad {afh+BE ¢ alf ¥ +B[L M)( ol{ & +4[1 #) (3.9)
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= (fT-fnA {red) +50 - rd] | i) +o@ [BIn[EIn-[{ & [§ &

(3.10)
—f,[n+1] £] n-1])

aT[f[Al+BT 4 8 =a TIn-[Era] [{ #)) +6 EIn-[f & [§#) , (311)

entao,

Tlaf[a+ga (aT £ -ATED =02 [fIn(§n[{% [ {8
—fi[n+1] f,[n-1])

(3.12)

qgue, em geral, ndo é nulo, logo o sistema é naarin -

Um sistema linear é chamado iwariante ao deslocameniguando a saidag[n] ,
para a entrad8[n], implicar na saiday[n—n] para a entradd[n—n,], para todon,, onde

n, € um namero inteiro positivo, ou negativo, isto é,

T[f[n-nll = g n-q, O ROZ. 13)

Esta relacdo entre a entrada e a saida deve \akegpaisquer sequéncias arbitrarias

de entrada e suas respectivas respostas. No casmu@éncias e sistemas em que o indice

estiver relacionado a instantes discretos de terappropriedade descrita € comumente

chamada d@&variancia no tempoEsta propriedade afirma que, para uma entradecHsa,

a saida do sistema é independente do tempo emenimda esta sendo aplicada ao sistema.

Um Sistema Linear Invariante no Tempo, SLIT, é ustema que satisfaz ambas as

propriedades, a da linearidade e a da invariarct@mpo. “A analise matematica de SLITs é

relativamente facil, e por isso sistemas deste tgo sido amplamente desenvolvidos e

utilizados nos ultimos 30 anos” (Mitra, 1998, p.Mpatricialmente, a invariancia no tempo é

caracterizada por matrizes dos tipos Hankel e Taepl
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Exemplo 3.5: Este exemplo apresenta um sistemariaméa ao deslocamento.
Considere o sistemg[n =T T f = [ nd] .

Como,
THn-nll = () -l =K~y 4d =gm §, (3.13)
entao o sistema € invariante ao deslocamento. =

Exemplo 3.6: Este exemplo apresenta um sistemavau@ com o deslocamento no

1

tempo. Considere o sistenggn] =T 1 :(Ejn fh.

Para que o0 sistema seja invariante ao deslocamentopreciso que
T fln-nll=¢§ - ,umavez qud[ f[] = ¢ h. Mas,

n n-n,
T[f[n—nﬂ]z@ {1 v{%j frd=lgn b, (3.14)

entdo o sistema néo € invariante ao deslocamento. =

Um sistema causaé aquele em que g,-ésima amostra da saidg[n,] , depende
unicamente das amostras de entrdda] paran<n,. Em um sistema causal, sg[n e
g,[n séo as respostas para entrads] e f,[n], respectivamente, entdo, $¢n] = ] ]
paran< N implica emg,[n=g]f # paran< N. Isto & em um sistema causal, altera¢des

nas amostras atuais da saida néo precedem altereg®amostras futuras de entrada.

Exemplo 3.7:g[n =+ f n2] + f n4] ¢é um sistema causal, pogn so6

depende def nostemposi, n—-2en-4. =
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Exemplo 3.8:g[n = f[} — { n¥l] é um sistema ndo causal, pois o valorgje|

depende do valor dé em tempo posterion + 1. =

Um sistema éstavelse, e somente se, para toda entrada limitaddda sanbém é

limitada. Isto implica que, se a resposta para taaga f[n] € a sequéncig[n e se
| f[n]| < B, para todos os valores deentéo|g[r]| < B, para todos os valores dendeB, e

B, sdo constantes finitas. Este tipo de estabilidacemumente chamada de BIB&stavel.

Exemplo 3.9: Este exemplo apresenta um sistema Bi&@vel. Considere o sistema

In
com resposta dada pbfn| = (%) M 1} . Para este sistema,

In
il = (3] < < 8, (3.5)

onde B, ¢ finito por hipdtese. Entdo conclui-se que a séitlmitada, e o sistema e BIBO

estavel. =

Diz-se que um sistema causal temmadriaquando faz uso de amostras de entrada

anteriores para gerar amostras de saida, cas@Goné chamado dg@stema instantaneo

Exemplo 3.10:g[n = {3 + {f n-1] é um exemplo de um sistema com memoaria, pois

faz uso da amostra de entrada imediatamente andeatoial. u
3.3 Caracterizacao dos sistemas lineares invariante®rnempo

Os SLITs sdo comumente desenvolvidos como interé@sede subsistemas simples.
Cada subsistema envolvido é representado com dicawd construcdo de blocos. Séo
apresentadas a seguir algumas relacdes importantes a saida e a entrada de um SLIT,

assim como a caracterizacao das interconexdesaonsi.

2 Bounded input bounded output.
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3.3.1 Relacdes sobre entrada-saida

Conhecendo a resposta impulsiva de um SLIT é pelssivnputar a saida do sistema

para qualquer sequéncia arbitraria de entrada. f$gjaa resposta impulsiva de um SLIT, ou
seja, a resposta a uma entradla] . Uma sequéncia arbitraria pode ser representama, n

dominio do tempo, como uma soma ponderada de sagaémais simples e suas versdes

com atraso/avan¢o no tempo, como ilustrado nasasgB.2 e 3.3.

x[7]

Figura 3.2: Sequéncia que sera decomposta.
Fonte: Carvalho, acesso em 23/01/09.

x[-1]o[n+1] & Y4[0]0[n]

Figura 3.3: Sequéncia decomposta em trés outragiseiqs.
Fonte: Carvalho, acesso em 23/01/09.

Exemplo 3.11: Este exemplo apresenta os calculsehgdos na determinacdo do

sinal de saida, dado o sinal de entrada apreseatseiguir.

f[r] =0,50[n+2]+1,53[n-1]- 3] n- 2]+ J] n-4] +0, 755[ n- 6], (3.16)

na forma de uma soma ponderadadie deslocados, assumindo que o sistema é linear e

invariante no tempo, e que a resposta impulsivanéecida.
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Sejah[n aresposta do sistema a entraflial . Assuma que o sistema € SLIT.

Entdo, pela invariancia no tempo, a respostira+2] serah[n+2], assim como as
respostas &[n-1], Jn-2], Jn—-4] e I n—6] serdo, respectivamentb,n-1], h[n-2],
h[n-4] e in-6].

Pela linearidade, a resposta do sistema para adenttada pela Eg. (3.16) sera

simplesmente

on =0,5An+2]+1,5H n-1]- i n-2]+ h r4]+0,75 h ~r 6]. (3.17)

Exemplo 3.12: O resultado do exemplo anterior psde generalizado para uma

sequéncia arbitraria de entradfn] . Esta pode ser expressa como

fin=Y R n-k, (3.18)

1n . - : )
ondeod = {O 2k e f[Kk] é o k-ésimo valor da amostra. Por ser um sistdrii $in—-K é

a resposta impulsiva a entradn — K] . A resposta para a sequéndipn] sera

00

oiii=> fiKbhnk, (3.19)

k=—c0

ou ainda, fazendo uma troca de variaveis,

00

oiii=> fin-Rhk. (3.20)

k=—c0

[ |
As equacbes (3.19) e (3.20) definem o chamadoduto de convolugcdo das
sequénciasf[n] e h[n, ja citado na Eq. (2.6), por realizar a filtragelm dois sinais

discretos. As equacdes (3.19) e (3.20) podem pezgentadas por



gln = fn7* hh,

onde * representa a convolugéo.
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(3.21)

Assim, em um SLIT, a saidg[n] é obtida por meio da convolucdo da entrddial

com a resposta impulsivign (a resposta do sistema quando a entrada]@.

A seguir, uma ilustragéo do funcionamento do prodigt convolucao.

(a)

1 x[k1h[2 - k]

3-2-1 0 12 3 456
(h) 0]

Figura 3.4. llustracdo do produto de convolucéo.
Fonte: Mitra, 1998, p.79.
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A figura 3.4 ilustra o produto de convolucdo enae sequéncias{k] e hKk],
apresentadas em 3.4(a). Em 3.4(b), pode ser visgbhoco d€H -3 — K} . Para algum valor
da amostra de indide a k-ésima amostra de caddf n— K} ou {{ K} ¢é zero. Logo, o

resultado do produto d&sésimas amostras é sempre zero para alguntonsequentemente,

a convolucdo levara ayjn =0 para n<0. No célculo de y[0], tem-se n=0, e
consecutivamentg —K} , isto é esbocado em 3.4(c), e a sequénfig h— KB em 3.4(d).
Os outros célculos e representacfes sdo analogogsposta da convolucag,n , €

apresentada na figura 3.5.

4

Figura 3.5: Sequéncia gerada pela convolucao.
Fonte: Mitra, 1998, p.80.

As contas que justificam a convolucfn] = X A* |h]n estédo a segquir.

y[0] = §0]. O] =(-2).1=-2
V] = {0]. H1] + X1]. 0] =(2).2+0.1=-4
V2] = {0]. i2] + {]. f] + p2]. [9] =(2).0 +0.2+1.1=1
y[3] = %{0]. H3] + f]. [2] + p2]. ] + [8]. [B] < 2).(2) +0.0+1.2+ (1).1= ¢
4] = {1]. H3] + $2]. 2] + p8]. ] + [4]. [B] =0.( 1) +1.0 +(-1).2+3.1= ]
51 = ¥2]. §3] + 3]. [2] + p4]. ] =1.(-1) +(-1).0+3.2=5
y6] = %3]. H3] + $4]. [2] =(1).(-1) +3.0=1
V7] = ¥4]. i3] =3.(-1) = -3
Para n>7, y[n =0, como pode ser verificado na Fig. 3.4 (i), poi® & mais

sobreposicao entre as sequéncias.
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3.3.2_ Esquemas de interconexdes simples

Dois esquemas sao amplamente utilizados no desemeoito de SLITs complexos:
conexao em cascata e conexdo em paralelo. Seramdba defiltros 0s subsistemas do

sistema maior.

Na conexdo encascata a saida de um filtro € conectada a entrada deagundo
filtro. A ordem dos filtros na conexdo em cascada ffaz diferenga, pois a convolucdo é
comutativa. O esquema da conexdo em cascata €uteriente interessante porque é

utilizado no desenvolvimento de sistemas invergas, sao SLITs em que a convolucéao de

dois sinais gera a resposta impulsidfa] , ou seja,h[n* h h =K ¥ [H]n=[0] n. Neste
caso, h[n é chamado sistema inverso do SU[n, e vice-versa. Uma aplicacdo deste

conceito esta na reconstrucdo de um sinal a mhrtsua versdo distorcida na saida de um

canal de transmisséo, por exemplo.

x (n) hy (n) ha(n) ——y(n)

x(n)——={ hy(n)*h;(n) y(n)

Figura 3.6: Representacédo de conexao em cascata
Fonte: Oppenheim e Schafer, 1975, p.7.

Na conexao erparalelo, as saidas de dois filtros séo adicionadas e foraraa nova

saida, enquanto o mesmo sinal de entrada alimertai® filtros.
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h1 (n)

s h2 (n)

x(n) —— hq(n) +hz(n) —y(n)

Figura 3.7: Representacéo de conexao em paralelo
Fonte: Oppenheim e Schafer, 1975, p.7

Exemplo 3.13: Considere o sistema representadiignea 3.8, composto de uma
interconexao de quatro sistemas com respostassiasildadas por

n[n1=am+§4 o] |

“Laatgne
hin=>d174 ],
hn =241 e

h,[n =-2 (%)n M n-1].

—3 A
hz[n]

¥ by ]

¥ hyln]

Figura 3.8: Representacéo do SLIT do Exemplo 3.28.
Fonte: Mitra, 1998, p.83.

A resposta impulsivig n| do sistema é dada por

hn=ha+H FC Bln+ hDn =h[n+h[ §* § p+ I [f] n (3.22)
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Utilizando as respostas impulsivas da ogmsicdo de[n] ,

e no(ley 1 ) (151 e
h,[ri hIih—(chh 20 ?(B]H)—(E]n§5m}je

s h=(1gp-2 ) 1y
h(ri h[m—(zw 48 ] (2@ mn]

N A Al (Y 1y
h[r* b = @xﬂwz(z I ] [ijm(zj[u "
[ m=—(§j Fh=-Fn
Assim,
h[n]=a[r1+§crn—1] +q h——;ftf ] - In=p]n. (3.23)

3.3.3 Outras classificacdos para SLITs discretasmpo

SLITs sdo usualmente classificados também de acowdo a duracdo da resposta
impulsiva, com os métodos utilizados para calcakarespostas do sistema, e também pelo
tipo de coeficientes.

v' Duracao da Resposta Impulsiva

Se a resposta impulsiva tem duragéo finita, oy seja[n =0 paran<N, e n> N,
com N, <N,, entdo o sistema é chamadoSistemaFIR® (sistema com resposta impulsiva

finita), e se a resposta impulsiva tiver duracdmita, o sistema é chamado 8éstema IR

(sistema com resposta impulsiva infinita). Sistefrigs podem ser descritos por equacdes de

3 Finite impulse response system
4 Infinite impulse response system
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diferencas finitas, enquanto Sistemas IIR podendaseritos por equacdes diferenciais, como

serda visto mais adiante.
v" Recursividade da Resposta do Sistema

Se a saida de um SLIT puder ser calculada conhesmn@penas as amostras de
entrada do presente e do passado, o filtro € chardadsistema discreto no tempo néo
recursivo. Caso contrario, o filtro € chamado déesna discreto no tempo recursivo, ou seja,
quando além de utilizar amostras de entrada dempes do passado, utiliza amostras de

saida anteriores.

Exemplo 3.14: Construcdo de um SLIT Recursivo. @®me o sistema a seguir,

oin=fd+ {nd]+Fn2]+ [ n3] +[f nd4] +[fn5] . (3.24)
Note que
gn-1=fn-1+ fn-2]+ {n3]+ [ 4] + [f n5] + [f n6] , (3.25)

gue pode ser reescrita como

gin-1]- f[n-6]= {n4+ f 2] + [ n3] + [f n4] + [f n5] . (3.26)

Substituindo a equacgao acima na equacao do Sldinalj chega-se a,

ognN=f-{no6] +§m) . (3.27)

que é uma equacdao recursiva para a determinaggaidieg do sistema. =
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3.4Representacao dos espacos de estado de SLITs digxseno tempo
Outra maneira de se representar SLITs causais e@ior de equacdes de espaco de
estados, que podem ser determinadas reduzindo Geguadiferenciais ordinarias, ou,

equacOes de diferencas,désima ordem para sistemasrdeguacdes de primeira ordem.

Sem perda de generalidade, considere a equacadedendas finitas a seguir, de

terceira ordem, que sera reduzida a um sistemgua@es de diferencas de primeira ordem.

on=pfn+pind+plfr2]+ plfnrd] - dgd] - dg4€] - fg3 (3.29)

Introduzindo um novo sinal{n, a equacao (3.28) pode ser reescrita como duas

equacoes,

vin=pfd+ppf i+ plf n2] + p[f n3] (3.29)

gln=¥9-dpml]-dignr2] - dgr, (3.30)

que podem ser interpretadas como a representagiigattpier sistema discreto no tempo, de

terceira ordem, com subsistemas interconectadasmsoata:

fin - [NJOHE [N - g i

Sem alterar a relacdo de entrada e saida, podecse B ordem dos sistemas, em
cascata, pois a convolugao satisfaz a propriedadgemutatividade. Assim tem-se,

finl - [N,| O 8. [N - g i

Com isso, a saidafn do subsistema\, , para uma entrad&[n], pode ser calculada

usando (3.30) e é dada por
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wWn=fd-dwni] - dwn2] - dwr] . (3.31)
Define-se um conjunto de novas variaveis:

s =wn3]
s[A=wn2]. (3.32)
s =wn]

Segue de (3.32) que,

s[n+l]=vin-2]=4¢ h
s[n+l]=wn-1 =4 h : (3.33)
sin+tl]=vf=fh-d§ In- disIn 4.3

Assim, (3.33) pode ser escrito na forma matriciaimo abaixo:

s[n+1] 0 1 O s 0
s,[n+1] :{ 0 0 1| s[A +{O] fn. (3.34)

%[I’Hl] ds _dz _dl %[']‘ 1

Sew[n alimentao subsistemd\,, a saidag[n] , & dada por

gin=pwh+ pivrl] + pWwnr2] + plw 8] (3.35)

e usando a notagéao introduzida na Eq. (3.3&)r¢ na Eg. (3.33), tem-se que

gn=p(Td-dg h- dInm dd)n+ pb A Jplsn [fs (3.36)

ou simplificando,

gn=pfd+¢l p- pY+ Bl p P+ [I(n p by (3.37)
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que pode ser escrita matricialmente como,

s[n
gri=[p-nd p-Rd B BY BIn+ pfL (3.38)
s[n
Definindo,
0 1 0
i=[db ¢ BIf.A=s{ 0 o 1| B=[0 0T,
_ds _dz _d1

C=[p-npd p-npd p- RdeD=p,
pode-se reescrever (3.34) e (3.38) como,

gn+l]= A§ h+ Bf n

3.39
o[l = C§ b+ DF T (3:39)

O sistema de equacdes (3.39) € a representacamafpastado de um SLIT discreto
no tempo, de terceira ordem, ondel € chamado de vetor estado, com seus elemgtds
i =1,...,3 chamados de variaveis de estado. A ma¥ig chamada de matriz de transicédo de

estado.
3.5Representacéo de SLITs por equacdes diferenciaiggquacoes de diferencas
Os SLITs sdo comumente representados por meio ubg@es diferenciais lineares a

coeficientes constantes, no caso continuo, e egsad® diferencas lineares a coeficientes
constantes, no caso discreto. A seguir, apengsectes simples € considerado.
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3.5.1 SLITs continuos no tempo e equacdes difewEnci

Umaequacao diferencial linear a coeficientes constagtema equacao da forma,

Y8, 290 =kZ::,)bK ddIk(t)- (3.40)

onde g(t) € a funcao incognitaf (t) € uma fungdo dada, e b, séo constantes dadas.

A solucéo é dada pela solucdo da equacao homogénea

“g(t)

o =0 (3.41)

M=

&

k

I}
o

mais uma solucéo particular, advinda da parte m@icolgénea da equacdo. Quando as raizes
do polinémio caracteristico sdo distintas, a saugdmogénea deste tipo de equacdo tem a

seguinte forma,
- t
g(t)=> gé", (3.42)
i=1
onde osr,, i =1,...,N, séo ad raizes do polindmio caracteristico
N
Y ark=0, (3.43)

ou seja, é dada por uma soma ponderada de expaiser®isolucdo s6 € completamente

especificada quando € dado um conjunto de condigiigais.
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bla )

x(7)
D
=3 dyir}
L &

dr) e
o ba(t) — ay(i)

Figura 3.9: Diagrama de blocos de um SLIT contited? ordem.
Fonte: Oliveira, acesso em 30/01/09.

A seguir sado apresentados alguns exemplos.

1. Problema Direto: Um SLIT de 22 ordem, descrélagquacao diferencial

d*g(t) , do(9
+—2-6g(t)=0, 3.44
pre it g(t) (3.44)
com condigoes iniciaig(0)=5 e % =15, tem solucdo dada por uma soma ponderada de

exponenciais, pelo principio da superposicdo. D& fa polinbmio caracteristico da EDO &
dado por A*+A1-6=0, cujas raizes sdo 2 e -3, e a saida do SLIT é qmda

g(t) =ae” + fe*. Fazendo uso das condi¢cdes iniciais fornecidasgasise a solugido

completag(t) = 6e* - €.

2. Problema Inverso: Dada a saida do sistefip= 6" — €, deseja-se obter uma equacéo

diferencial que a tenha como solucédo. Pela formsotlaggdo, espera-se que a equacao seja de

22 ordem, e fazendo uso do operador diferenc%ialtem-se gue o operadér%—ZJ anula o

termo6e™ e o operado(%+3j anula o termo-e™ . Assim, fazendo a composi¢&do dos dois

operadores diferenciais obtém-se um operador diéekque anula o sinal
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(E _ 2) [E . 3j (3.45)
at <)t
E(Ej +39 29 ¢ (3)46
dtlat)” “dt
4 d
a4 6. 3.47
dt* dt (3:47)

De fato, aplicando o operador sobgét), vé-se quey é anulada determinando-se a

equacao diferencial

d’g(t) , do(f _ _
o g 69 =0. (8)4

3.5.2 SLITs discretos no tempo e equacdes de difasfinitas

Umaequacao de diferencas linear a coeficientes comstindada por

Sadn-R=3 (K (3.49

k=0
ondef € um dado g é a sequéncia incégnita.

De acordo com Bender e Orszag (1978), a solucaéadé pela solucdo da equacéo

homogénea

iakg[ n-K=0, (3.50)
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mais uma solucao particular, advinda da parte m@algénea da equacdo. Quando as raizes

do polinbmio caracteristico sédo distintas, a saugamogénea deste tipo de equacgéo tem a

seguinte forma,
N
ol = ¢gr, (3.51)
i=1

onder, séo asd\ raizes do polinémio caracteristico do sistemaretiec
D art =0, (3.52)

ou seja, € dada por uma soma ponderada de potérciaslucdo da Eg. (3.50) s6 é

completamente especificada quando € dado um comnjiegntondicdes iniciais.

As equacdes de diferencas podem ainda ser reseld@maneira recursiva,

g[n]=ﬂ—z_akq k) bl rr]k] (3.53)

Conhecendo a entrada no instante anteriores, e as saidas anteriores, a solugéo
recursiva permite obteg[n] . No caso particular em qué =0 e a, =1, a saida no instante
M
s6 depende da entradgn| :Z h  n— k. Neste caso, a resposta impulsiva tem duragéo
k=0

finita (SLIT FIR) dada por

b ,.0snsM
h[n] = . (3)54
0 ,caso contrari
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b yin)

x(m)

=4 wn-1)

¥(n) = bx(n) — av(n— 1)

Figura 3.10: Diagrama de blocos de um SLIT discdetd?® ordem.
Fonte: Oliveira, acesso em 30/01/09.

A seguir sdo apresentados alguns exemplos.
1. Problema Direto: Um SLIT de 22 ordem, descrélagquacédo de diferencas
gin+2]+ d n+l] -6 ¢ 7 =0, (3.55)

com condicdes iniciaig[0] =5 e g[1] =15, tem solugdo dada por uma soma ponderada de
poténcias. De fato, o polindmio caracteristico daagéo é dado pod®+A1-6=0, cujas
raizes séo 2 e -3, e a saida do SLIT é dadagpdr=a(2)" + 8(-3)". Fazendo uso das

condicdes iniciais fornecidas, chega-se a solugéawmteta
glnl =6(2)" - (=3)". (3.56)
2. Problema Inverso: Dada a saida do sistagjid =6(2)" —(-3)", deseja-se obter uma

equacao de diferencas, de ordem minima, que a famhsolucédo. Pela forma da solucao,

espera-se que a equacao seja de 22 ordem, e farsmdo operador de translacao para tras,

C, definido comoC(g[r) = ¢ n+1] , tem-se,
[(C-2)(C+3)|(glr])=0 (3.57)

[(C*+C-6)](dr)=0 (3.58)
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Aplicando o operador sobr@[ n] , determina-se a equacao de diferencas

[(C*+C-6)|(d)= g n2]+ § ] -6 B1=0. (3.59)
3.5.3Algumas aplicacdes

1. Caderneta de Poupanca (sinal discreto no terjm)correntista deposita uma quantia de

dinheiro, [N, em sua caderneta de poupanca a cada més. O depasita jurost, a cada
meés, e envia um extrato da conta com o saldpr], ao depositante. Uma maneira de

descrever este sistema € utilizando uma equac@detencas, como segue. O saldo é dado

por

y[n=y{n-g+ nf mq+ A =(2+ § f P+ kb (3.60)

2. Estimativa de Vendas (sinal discreto no tempd): n-€simo semestre de um curso

universitario, X[ n| estudantes estdo matriculados em uma disciplinfgger e todos devem
comprar seu livro texto que tem trés semestresidie YA editora vendey[n| destes livros

neste semestre. Em média, ¥ dos livros em boasc¢éasdsdo revendidos pelos estudantes.

A relacdo de entrada e saida é descrita pela endagdiferencas

Vml= -5 g f w2, @361)

3. Circuito RC (sinal continuo no tempo): A relagidre a tensdo na fonte e os terminais do

capacitor de circuito RC, onde R € um resistoréeuth capacitor, € descrita por

dWD

y()+R =X9. 3.62)

onde x(t) é a tensao injetada na fonte do circuitg(8 € a tens&do nos terminais do capacitor.
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4 ALGUNS METODOS DE ESTIMACAO DE PARAMETROS

S&o apresentados neste capitulo trés métodosgadral Linear Computacional que

podem ser utilizados para estimar os coeficientese as exponenciaig, , a partir do sinal

modelado pela Eq. (2.17), reproduzida aqui,
d Kk d é”i +ia,})kAt
h=2rz =21 , (4.1)

onde os coeficientes O C, iZ=-1, a,<0, o OR, e At € ataxa de amostragem. Observa-
se que o sinah, depende linearmente nos coeficiente® ndo linearmente nos parametros
z,. Além disso, e apresentada uma relagdo importmte o nimero de componentes do

sinal e a matriz de observacdo, que € construida dados observados ou gerados

sinteticamente.
4.1 0 método de Prony

De acordo com Jesus (2005), Gaspard Riche, o bar®oony, viveu no Século XVl
e dedicou seu tempo ao estudo da alquimia. Mukaess/Riche de Prony precisava fazer
interpolacdes de pontos experimentais, e isto oulea pensar que a expansao de gases
poderia ser modelada como uma soma ponderada denespais decrescentes,
representando fielmente o fendmeno estudado, ptilmagdo do numero de exponenciais,
dos expoentes, e de eventuais coeficientes poratesad

O método de Prony parte do principio de reconhgaera Eq. (4.1) € solucdo de um
sistema de equacdes de diferencas homogéneo deiartes constantes, uma vez que se
trata de uma combinacéo linear de exponenciais.

De fato, sejaP(z) um polinbmio de graud, onde d representa 0 numero de

componentes do sinal, supostamente conhecido, emms z, | =1,..d ,

P(z)=u(z— D=2 2 (4.2)
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Note quey, =1. Fazendo uso de (4.1) e (4.2) vem,

d d d o d d o
Zyjh;ﬂ- ZZVJZHW ZZK ZJZJ Z
j=0 j=0 I=1 ji=0 1=1

d d d ! (4'3)
=2NA2VF =2 1iPEF

1=1

pois 0Sz sdo as raizes d&(2).

Com isso, é possivel estimar os parametros do masked vez que o sinal € solucéo
do seguinte sistema de equacdes de diferencas

d
> yh, =0, coml<is<L-d, (4.4)
i=0

provada na Eq. (4.3), com definido pela Eq. (4.2), e L igual ao niUmero gdwstras de um

mesmo sinal.

Para ilustrar o sistema de equacOes de diferergaesentado pela Eq. (4.4),
considered =4 eL = & Escrevendo explicitamente o sistema resultarténoise,

Yo +yh+yh+yh+y h=0
yoh, +yh+y,h+y hty h=0

(4.5)
Yohs + yih, + y hg+ yshe+ y h,=0
Vohy + yihs + y hg+ y h+y h=0
Comoy, =1,
yOhl + y1h2+ y2h3+ y3h4: - hs
Yoh, + yih+ y,h+ yhe=—hy (4.6)

Yo+ yih, + yhe+ yshe=—h,
vohy +yihe+y hg+ yh,=—h
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ou, em forma matricial,

hohohohn) [
hohohoR|lk | h o7
hohohoh|(h
hohohonlle] [

A invariancia do comportamento do sistema a deslectos no tempo pode ser
visualizada por meio das diagonais da matriz ddictestes do sistema abaixo, chamada

matriz de observaca@eneralizando, chega-se a equacdo matricialiarseg

h h o Rk hys
hZ Iﬂ% T Iﬂb+1 J/l - _ I’&+2 (4 8)
hL—d hL—d+l T h:l yd—l hL
Note que o objetivo é determingg, ;, ..., V4., conhecido o sinalh, h,, ..., h .

Assim, fazendoL =2d na Eq. (4.8), obtém-se uma matriz quadrada quen\wstivel,
permite determinay,, V,, ..., Yy -

Resumindo, o método de Prony consiste em resohs#sstema (4.8), e em seguida,
d .
determinar as solucdes ¢ 2z) = ZVi 2 =0, que sdo os parametras, da Eq. (4.1).
i=0

4.2 Relacéo entre o posto da matriz de observacdo @dmero de componentes do sinal

O tipo de matriz utilizado para representar a idwatia do comportamento do sistema

a deslocamentos no tempo para tras € conhecido damicel, e € definido como
H =(h;)m., Ondeh, =h_,; ;. (4.9)

Considere a matriz com estrutura Hankel a seguir,
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h Ny - B
PV L FL S @10
Nva P o R

Note que esta é a estrutura da matriz presentegna4BB), sel =1, N=d e
M=L-d.

Fazendo uso da Eq. (4.1), pode-se decompor (4al€¢glinte forma,
H()=V, Z'R, (4.11)

ondeVM é a matriz de Vandermonde,

1 1 1]
4 Z 4
V=2 Zz - F (4.12)
ZiM_l 2;/.\—1 zll—l
e Z eR sdo matrizes diagonais,
Z =diag( z,..., z)e R=diadgt,....[). (4.13)

De fato, para ilustracdo, pode-se verificar a demusitdo (4.11), contendo o0s
ingredientes do caso geral, considerando a matrkeél a seguir, definida por 4 observacdes
de um sinal que possui 3 componentés@ na Eq. (4.1)),

h(l) hy(l)
H(I)=h,q) hy()|. (4.14)
hy(1) hy(1)
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Usando as equacoes (4.1) e (4.10),

| | +1 +1 +1

rlzl + r222+ r323 r121 + r222 + r323

— I1+1 I+1 1 2 2 2
H) = rzy™ +rz + gt g+ g+ g, (4.15)

R TSR A A R s g A

Agora, calculando o produtd, Z' RV, , comM=3 eN=2, verifica-se a decomposig&o,

11 a2 0 oy 0 O[1a] [ sdenters e g 2
z 3 z||0 2 0|0 5 0|1 zg|=| '+ 52+ §3 2+ {F+ |7| (4.16)
z Z Z))0 0 40 0 g1 z| [ 1F+ pf F @ ezl

O subespaco coluna dd(l) é gerado pelas colunas 8 e o subespaco linha de
H(l) é gerado pelos conjugados das coluna¥,gdeEstes subespagos, linha e coluna, séo
chamados dsubespaco singe semin {M ,N}> d, nimero de componentes do sinal, entdo o
posto deH () éd (Bazan e Cardoso, 2000). Em outras palavras,nsatdz observacao tiver

posto incompleto, o nimero de componentes do siralposto. No entanto, este resultado
vale apenas se o sinal for livre de ruidos, o qowigo dificil de ocorrer, portanto apesar de

relevante, este resultado ndo costuma ser aplicado.
4.3 0 método de Kung

Segundo Bazan e Cardoso (2000), o método de Kuiaglo em 1978, é amplamente
utilizado em estudos na area de Ressonancia Magridticlear, onde € mais conhecido como
HSVD Nas proximas linhas sdo apresentados os fundamemtematicos deste método, e

em seguida, 0 mesmo é descrito.

SejamV,, a matriz de Vandermonde definida em (4.12), coghisnas geram o espaco

coluna deH (1), Z a matriz definida em (4.13)5,\ uma matriz formada por todas as linhas de
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V,, , @a menos da ultima, 8 uma matriz formada por todas as linhas\Mje a menos da

primeira. EntioAZ = ~B(Bazém e Cardoso, 2000).

Para ilustrar, considere o cabb=3,

1 1
V,=lz 2z 3|, (4.17)
zZ Z 1
entao
~ {1 1 1}
A= , (4.18)
4 4L 4
e
S|4 & 4
B= 4.19
Lf z 25} @19
Logo,
~ 1 1 1 2 00 ~
Az{ }o . 0 E : %4:8 4.20)
4 4 4 0 0 z

O caso geral ndo foge muito deste exemplo, magereg uso de uma notacdo mais

pesada e do principio da inducéo.

Da propriedade da invariancia a deslocamentosataznHankel, que significa que o

espaco coluna dél(l +1) esta contido no espaco colunaldé¢l) (Bazan e Cardoso, 2000),

tem-se que s& é outra matriz cujas colunas geram o subespacomaale H(l), e se a
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matriz A é formada por todas as linhas\de a menos da ultima, e a matB2 formada por

todas as linhas dk;’, a menos da primeira, entdo existe uma mdtridxd denominada

matriz de transicaotal que

como sera visto a seguir.

(4.21)

Uma vez que as colunas das matriggse V. geram o espago coluna ¢(1) , existe

uma matrizF OC*?, n&o singular, tal que

V=V,F.

Decompdbe-s&/ eV,, como

(4.22)

] (4.23)

ondex € a Ultima linha d&/ , y € a primeira linha d¥ , e € um vetor linha, cord colunas,

em que o elemento de todas as colunas € o nume@wrisiderando as decomposicdes

apresentadas em (4.22) e (4.23), pode-se reesé@como,

B=V, ,ZF e A=V, ,F.

(4.24)

Substituindo (4.24) em (4.21), conclui-se que &ima@ deve satisfazer

(\/M —lF)T = VM —lZF

ou ainda,

(4.25)
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T= F_an/T.-lvm-le: F!ZF, 5.26)

ondeV, , é a matriz pseudo-inversdeV,, , . Ou seja, a matriZ da relacéo expressa na Eq.
(4.21) é dada poiT = F'ZF (Bazan e Cardoso, 2000). Da Eq. (4.26) vé-se fue
diagonalizavel, sendd sua diagonalizacéo, e, com isso, 0s autovalordss#® 0S mesmos

que da matriz, z,1=1,..d.

Diferentes escolhas para a matkiz levam a diferentes métodos de identificacao

paramétrica. O método de Kung baseia-se na decigdposm valores singulareSYD da

matriz observacad (1) , onde se escolié¢ como a matriz dos vetores singulares a esquerda,

associados aos valores singulares ndo nulos, legieala Eq. (4.21) é calculada via pseudo-

inversao,
T, = A'B. (4.27)

Como foi demonstrado, os autovalores Te sdo os parametros embutidos nas

exponenciais; , da Eq. (4.1).

4.4 0 método dos minimos quadrados

No cotidiano académico-cientifico € comum ena@nttados tabelados referentes as
mais variadas situacdes ou problemas. Porém, meetees, estes dados ndo sdo suficientes
para fornecer condicbes para fazer previsbes sobpeoblema avaliado, ou ainda, para
apresentar resultados confiaveis sobre dados aquiordéin tabelados.

Para sanar estes e outros problemas como, pompexedificuldades na manipulacéo
algébrica de funcbes que descrevam o problema,diasses de métodos de aproximacéo de
dados podem ser utilizadas. Na classe dos métagosansideram os dados precisos, utiliza-

se interpolacéo. Na classe dos métodos que coasideexisténcia de erros na obtencao dos

® Se A é uma matriz com colunas linearmente independestes pseudo-inversa é denotada m)Tr, e definida por
A" = (A" AT A . (Poole, 2004, p.535). E claro, entdo, qdA= |, ou seja,AJr é uma inversa pela esquerda da matriz
A.
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dados, tem-se o método dos minimos quadrados comdos mais utilizados. A primeira
publicacdo envolvendo este método foi em 1805, Amdrien-Marie Legendre, mas ha
registros anteriores de sua utlizagcdo, datadas1d@5, por Carl Friedrich Gauss,
contemporaneo de Prony. No método dos minimos gdady procuram-se polindmios que
ajustem uma curva a um conjunto de dados atenderadigum critério estabelecido a priori,

sem exigir que a curva passe sobre algum dos pdats (Cunha, 2003).

Nesta dissertacdo, o método dos minimos quadedtizado para a estimacdo dos

coeficientesr;, que entram linearmente no modelo descrito pela(&q), utilizando os

resultados gerados pela aplicacdo do método dey Rrordo método de Kung, ou mais

explicitamente, conhecido$, e z;,, na Eqg. (4.1), deseja-se determingr A seguir,

apresenta-se uma descricdo genérica do problenraidoaos quadrados lineares.

Considere um vetop JC™ e uma matrizAOC™", m> n. O problema dos minimos

quadrados lineares consiste em determinar um vefoC", tal que Ax é a melhor

aproximacao possivel pabg ou seja, resolver

minimd Ax- (4.28)

xOC" 2

onde |||, representa aorma-2 ou norma euclidianado vetor x, e é definida como

X, = fzn:|>g|2 O vetor xOC" é conhecido como a solu¢do do problema de minimos
i=1

guadrados, enquanto o vetorb — Ax é denominado vetor de residuos.

SejaS:{ xOC" | minim@ Ax |Q} 0 conjunto de todas as solucdes de (4.28). Entao,

xS se e somente se ocorre a condicao de ortogonalaladguir,
A°(b- AY =0, (4.29)

onde A° é a matriz transposta conjugadaide
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De acordo com este resultado, demonstrado, panmge em Bjorck (1996, p.5),
r =b - Ax pertence ao espaco nulde A°, N(A°). Desta forma, qualquer solucdo do

problema decompde, unicamente, o vdétagm duas componentes ortogonais,
b=Ax+r (4.30)

com’ AxXOR( A erON(A®). A figura a seguir ilustra o resultado acima.

/]
/ R(A)
Az

Figura 4.1: Interpretacdo geométrica do problensgandimimos quadrados lineares.
Fonte: Bazan e Cardoso, 2000, p.79.

Reescrevendo a Eq. (4.29), a solugdo do probleseardnimos quadrados lineares
satisfaz a equacao a seguir, conhecida cegi@cao normal

A° Ax= A b, (4.31)

Nesta dissertacdo, a matg do tipo Vandermonde, corresponde a matriz cujos

elementos das linhas séo njé, k=1,...,L, estimados anteriormente por meio do método de

Prony ou do método de Kung. O vetor colimé preenchido com as avalia¢gées do sinal no

intervalo dadoh , ex € o vetor que contém os coeficientesda Eq. (4.1), que é estimado

resolvendo-se a equacao normal, (4.31).

°N(A%) ={x| K x=¢
"R(A ={ AX| )d](C”} , R(A ¢ denominado espaco coluna Ad1C™".
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5 SIMULACOES

Neste capitulo sdo apresentadas algumas simulagbeplicacdo dos métodos de
Prony e de Kung, utilizados na recuperacdo dasnexmiais complexas, articulados com o
método dos minimos quadrados, utilizado na recgperaos coeficientes do modelo em

guestao,

(5.1)

5.1Aplicacdo em reconstrucao de sinais sintéticos

v' Sinal modelado pos| n]:3(—1j +(Ej cos(n—nj.
2 4 3

Foram realizadas duas simulagGes para a estind@sdparametros do sinal modelado

por s[ n] . Os resultados séo apresentados a seguir.

Tabela 5.1:z er, calculados pela aplicagdo dos métodos ao
sinal modelado pog[n comn=1:1:10, d=5e L =10, i=1,..d, na Eq. (4.8).

Prony e Minimos Quadrados| Kung e Minimos Quadrados
i
Z | Z h
-2,8322E016 3,0000E+00
9.34E0L 1 83d0E-017i  09F Ot .1 9318E-014i
-5 00E-O1L 3,0000E+00. 1,2500E901. 5,0000E901.
' +6,6409E-016i +2,1651E-001i +7,9659E-015i
1,2500E001] 5,0000E001 1,2500E-001 5,0000E001
+2,1651E-001i -2,7756E-01%i -2,1651E-001i +1,1990E-014i
1,2500E001] 5,0000E001 -5,4733E001] 1,1925E-01¢4
-2,1651E-001i +3,0809E-015%i +3,8267E-001i -9,4356E-015%i
-2 20E-01L -1,2286E-029 -5,4733E(-)01. 9,3000E916.
’ -3,0355E-015%i -3,8267E-001i +9,8475E-015i
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Tabela 5.2: Comparacao dos resultados da aplickggimétodos ao
sinal modelado pog[n] comn=1:1:10, d =5 e L =10, na Eq. (4.8).

n S pP K¢ IS - Pf IS - KP P - K[

1| -1,3750E+00 ;;%i%ﬁff; ;;%g%ﬁff% 4,4409E-016 2,2302E-016 2,2285E-01
2| 7as7seor | DIOEO | i | 3A063E-016 4,7606E-016 6,9476E-01
3| -3,9063E-01 Zigggig:g%i ;i:?gﬁgﬁéi 3,9069E-016 1,6239E-015 2,0089E-01
4| 1,8555E-01 +51§gg§§f71| _13',855;%@%'_% 6,0586E-017 1,7299E-015 1,7687E-01
5| -932626-02| et s | ) ocerag | 41636E-016 6,0094E-016 9,4284E-01
6| 4,7119E-02 +Aé’,721219%EE-0127i +‘;';1911%'5E'_0126i 5,3444E-017 1,0332E-015 1,0510E-01
7| -2,3407E-02 ;éﬁgg;g:ggi ﬁ:gg%g%i 2,7762E-016 1,3452E-015 1,1259E-01
8| ta7uieoz | TR | L | LOw47E-0L6 1,1719E-015 1,2581E-01
9| -5,8632E-03 ;g:gggig:ggi :g:gggigggi 1,9188E-016 7,5872E-016 5,8523E-01
10 29292603 | SoREEVS | 20T | 1.2007E-016 3,4843E-016 4,6641E-01

#Dados do sinal gerado sinteticamente pelo modejo3H);

®Dados do sinal recuperados utilizando os métodé¥atey e minimos quadrados;

‘Dados do sinal recuperados utilizando os métodd@idg e minimos quadrados;

9Médulo da diferenca entre os dados do sinal geratfiteticamente e os recuperados fazendo-se ssmémdos de
Prony e minimos quadrados;

*Médulo da diferenga entre os dados do sinal geraitdeticamente e os recuperados fazendo-se ssaémdos de
Kung e minimos quadrados;

*Médulo da diferenca entre os dados do sinal reesips pela aplicacdo dos métodos de Prony e mirjuedrados, e
Kung e minimos quadrados;

9 eia 1,3750E+00 como -1,375)?10

—

———p

Y

=)

(=}
n

Parte real do sinal =[n]

15 | | 1 1 1 1 | |
1 2 3 4 5 6 7 il 9 10
Tempo, n

Figura 5.1: llustracdo da Tabela 5.2, tomando aepaeais das colunas
PeK.
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PR

—

—

Parte imginaria do sinal s[n]

Tempo, n

Figura 5.2: llustracdo da Tabela 5.2, tomando aepanaginarias das colunas
P eK.

Com base na Tabela 5.2 e nas figuras 5.1 a el&s8n@-se que as duas combinacgoes
de métodos se mostraram bastante eficazes na racépedos parametros dgn|. Ainda

assim, como pode ser observado na Fig. 5.3, a cagdn dos métodos de Prony e minimos
quadrados se mostrou sutilmente melhor. Em relagdparte imaginaria gerada nas
reconstrucdes dos sinais pela aplicagdo dos métadeég. 5.2 mostra guee parte imaginaria
do sinal reconstruido pelas combina¢gfes dos méttmhule a zero a medida que o tempo
cresce, e 0 sinal reconstruido pela aplicacdo détedos de Kung e minimos quadrados
demora mais tempo para se anular, oscilando basdates. Cabe ressaltar que como o sinal
original tem parte imaginaria nula, os resultadoesentados estdo dentro do esperado.

Erro

Termpo, n

Figura 5.3: Gréafico do modulo da diferenca entsénal original e os sinais reconstruidos.



Tabela 5.3:z er, calculados pela aplicagdo dos métodos ao
sinal modelado pog[n] com n=1:1:40, d =20 eL= 4(na Eq. (4.8).

i | Prony e Minimos Quadrados | Kung e Minimos Quadrados
Z f Z f

1,6504E019 3,0000E+000

1 1,.36E+00 -7,6637E-019i -5,00E-01 -2,026 7E-006i

2 611E.0] 21734EQ08  7,4576E001 -9,8876E-00D

' -4,3526E-006i +2,8553E-001i -1,0621E-008i

3 5 00E.0f 3:0000E+00|  7,4576E-001  3,9038E009

' +1,0062E-004i -2,8553E-001i+1,3459E-008i

4| -40331E001 -4,4629E00§ 1,2500E001  4,9997ER0]

+1,3109E-001i +2,7233E-004i +2,1651E-001i+1,7224E-003i

5| -40331E-001 -1,6446E004 1,2500E-001 4,9863E-00L

-1,3109E-001i +2,0365E-004i -2,1651E-001i -9,5487E-004i

6| -31461E-001 1,3827EQ08 -4,7435E001  1,6542E007

+2,6413E-001i +2,1379E-004i +4,0625E-001i+4,1268E-007i

- | -3.1461E-000 -1,3949E004  -4,7435E-00f -1,8839E-007

-2,6413E-001i +1,3243E-004i -4,0625E-001i -3,6949E-007i

g| -22231E-001 -2,0380EQ0§ -4,6529E001  4,1959E006

+3,9253E-001i +6,3703E-005%i +2,0696E-001i+2,8909E-006i

g| -22231E-001 -3,6526E005 -4,6529E-001 5,7570E-007

-3,9253E-001i +4,0513E-005i -2,0696E-001i -4,8819E-006i

10| -25915E-00p -7,7043EQ05 -8,4581E00Z -4,3905E006

+4,4176E-001i +1,6792E-006i +5,1999E-001i+5,3043E-006i

11| -25915E-002 4,9362E005 -8,4581E-00R -6,3516E006

-4,4176E-001i +4,2295E-005%i -5,1999E-001i+2,2472E-007i

12 1,2205E-001 -5,5291E-005 -1,8717E00] -2,5491E005

+4,3824E-001i -2,0150E-00%i +4,0007E-001i+1,8241E-005i

13 1,2205E-001  4,8009E009 -1,8717E-00fL -2,8308E005

-4,3824E-001i +1,3811E-005%i -4,0007E-001i+8,0379E-006i

-4,0927E006 1,7925E001 2,5436E-005

14 483E-01 1 5676E-005i +4,4091E-001i -2,8091E-005i

15 4,2087E00]  2,8691E00§  1,7925E-001L 3,5236E-005

+1,8740E-001i +1,2517E-005i -4,4091E-001i -4,2059E-006i

16 4,2087E-001 -2,9168E-006 3,1823E001  6,3581E005

-1,8740E-001i -3,4621E-006i +3,4526E-001i+8,0821E-006i

17 2,9804E-001 4,8279EQ0§  3,1823E-001 2,7655E-005

+3,2384E-001i -4,0196E-005i -3,4526E-001i -5,4332E-005i

18 2,9804E-001 -1,6991E-005 3,3545E00]  3,1090E004

-3,2384E-001i -5,3359E-005%i +1,7256E-001i+1,5999E-004i

19 1,2500E-001L  4,9975E00]  3,3545E-00L 4,1163E-005

+2,1651E-001i +1,3966E-003i -1,7256E-001i -3,3862E-004i

1,2500E-00L  4,9942E001 3,5569E-008

20 -2,1651E-001i +1,1741E-003i 1,96€-01 -1,8375E-003i




Tabela 5.4: Comparacao de alguns resultados dzagfbt dos métodos ao sinal modelado

por s[n com n=1:1:40, d =20 eL = 4(na Eq. (4.8).

n S pP K¢ IS - Pf IS - KF P - K[

L | -L3750E+00| [ SAoor 161 | +2/oa0E 16| LOAO3E-12| 51220E-12| 4,6917E-12
5 | -9,3262E-02 _'1%3726622;_'105% _'1?’23224612;'105% 4,5829E-11| 4,8209E-11| 2,5536E-12
10| 29202608 | T s | 1| 3.3358E-09| 2,3408E-08 | 2,0094E-08
15| -9,1554E-05 _'7?;31055584;_'1025; _'3?’3253535_'101? 8,2536E-08 | 5,9899E-07 | 5,3549E-07
20| 28610806 | 2o S | | L4877E-06| 3,3308E-06| 2,2501E-06
25| -8,9407E-08 +'f”§§'j§’§_‘ffi _'2%97345275'101? 1,8326E-07 | 5,5787E-07 | 7,1489E-07
30| 2,7940E-09 _12';37891“385'102? +12,’286$§EE_'33 1,7681E-08| 3,1872E-07 | 3,3359E-07
35| 87311E-11| JOSEELL | PO | 1.1818E-09 | 1,8884E-00 | 2,6690E-09
40| 2,7285E-12 _12';37175515_'113% _15?;37700328;'112% 1,9658E-09 | 3,4121E-08| 3,2826E-08

#Dados do sinal gerado sinteticamente pelo modejoH);
®Dados do sinal recuperados utilizando os métodd&aley e minimos quadrados;
‘Dados do sinal recuperados utilizando os métodd@idg e minimos quadrados;
dMédulo da diferenca entre os dados do sinal geraifeticamente e os recuperados fazendo-se ssnétodos
de Prony e minimos quadrados;
*Médulo da diferenga entre os dados do sinal geraiideticamente e os recuperados fazendo-se ssmé&odos
de Kung e minimos quadrados;

'Médulo da diferenca entre os dados do sinal reads pela aplicagdo dos métodos de Prony e minimos

guadrados, e Kung e minimos quadrados;
9 eia 1,3750E+00 como -1,375X10

Parte real do sinal s[n]

1%}

o

04

-

14 20
Termpo, n

40
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Figura 5.4: llustracdo da Tabela 5.4 (completafaiodo as partes reais das colunas

PeK.
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Parte imagindria do sinal s[n]

35

-10

K.

40

Erro

40

Figura 5.6: Gréfico do modulo da diferenca entsinal original e os sinais reconstruidos.

Com base na Tabela 5.4 e nas figuras 5.4 a 5.6rv@bse que o comportamento dos

sinais reconstruidos a partir da aplicacdo dos doétgermanece o mesmo dobrando o
namero de componentes do sinal, e com a evoluc¢dendmo, em comparagdo com os dados

da Tabela 5.2. As partes reais dos sinais recadsegypraticamente coincidem com a do sinal

original gerado sinteticamente, e as partes imagsdapos apresentarem alguma oscilacao,

continuam se anulando com o tempo. Desta formaluiese que o método de Prony é o

mais adequado para recuperagao dos parametgside

v" Sinal modelado porf[n] =e[

Foram realizadas duas simulagfes para a estimasdpagametros do sinal modelado

por f [n] . Os resultados sdo apresentados nas tabelasasfayseqguir.



Tabela 5.5:z er, calculados pela aplicagdo dos métodos ao
sinal modelado poff [n] comn=1:1:10C, d =50 eL = 10(na Eq. (4.8).

i Prony e Minimos Quadrados | Kung e Minimos Quadrados|
Z h Z h
1 3,2647E002  -8,0918E-01)f 7,9678E00] 1,00@ME+00(
-1,0055E+000i -4,1790E-016i+4,6002E-001i +5,2736E-016i
> 1,2851E-000 1,1857E-016 5,9775E002 1,9214E022
-9,6713E-001i -1,8077E-01%i-1,1931E+000i +3,5396E-022i
3 2,9806E-001 -5,9749E-01p 7,4457E001 1,5561E014
-9,2526E-001i -2,0285E-015i+5,8285E-001i +2,9010E-014i
4 -7,0470E-00R -4,6944E-016 5,7570E001 4,2705E014
-9,4143E-001i -1,8763E-015i+7,5678E-001i +3,5139E-014i
5 -2,2834E-00L  6,3220E-016 6,1827EQ01 7,7223E-014
-9,2016E-001i -2,1716E-015i+6,9194E-001i -2,3349E-014i
6 -3,3897E-0001  4,1427E-016 8,7576E001 1,7964E-014
-8,8459E-001i -5,2990E-01%i+3,4744E-001i -1,5476E-014i
7 -4,0902E-00L -9,5098E-015 9,1269E001 2,6067E-014
-8,3826E-001i -1,9131E-01%i+2,1464E-001i -7,7661E-015i
8 -5,6862E-00L -6,4962E-016 9,3492E001 6,0209E-0156
-8,1438E-001i -4,7654E-015i+1,2404E-001i -1,2238E-014i
9 -5,5872E-00L -5,0699E015 9,9027E-001 -4,4665E015
-7,7319E-001i +1,0593E-014i -6,3193E-002i +2,5087E-016i
10 3,9244E—OO; 3,6248E-015 9,2237E-001. 2,4384E914.
-8,3880E-001i -5,6577E-015i -8,9994E-002i +2,3370E-014i
11 -6,7897E-00L -1,9671E015 8,7659E-001 3,9470E-014
-6,3534E-001i +2,8465E-01%i -1,8975E-001i -9,6315E-015i
12 -8,2814E-001_ 3,3855E-01§ 8,7923E-001_ 4,0622E015_
-5,0880E-001i -2,3060E-016i -4,6632E-001i +4,5766E-017i
13 5,2904E—001_ 4,5258E-015_ 7,3620E-001_ -1,4300E—01§
-7,8783E-001i -2,4563E-015i -6,2768E-001i -3,8180E-015i
14 -7,3488E—OO; -2,3378E918. 8,6282E-001. 2,0557E914.
-4,9990E-001i +4,8636E-015i -3,5034E-001i +4,0467E-015i
15 6,2833E-OOJ.. 4,9571E-015 6,2438E-001. 2,9075E-Ol5
-7,1713E-001i -1,7512E-015%i -7,2242E-001i -2,5165E-015i
16 -9,4570E-001_ -4,9564E917_ 5,1477E-001_ 5,1002E-015_
-3,1309E-001i +1,5816E-016i -7,8675E-001i -1,8637E-015%i
17 -8,8151E—001_ -1,4807E916_ 3,9803E-001_ 5,0702E—015_>
-2,8863E-001i +3,0811E-018i -8,4194E-001i -3,5927E-015%i
18 -6,4184E901. -4,6465E916. 3,0434E-001. 8,7722E—01§
+7,1194E-001i +1,6766E-015%i -9,0578E-001i -2,1033E-015i
19 -8,2686E001. -6,0117E-01§ 4,4081E901. 1,4819E-013
+5,3936E-001i -4,0167E-016i+8,1218E-001i -3,2101E-014i
20 -5,2793E001_ 1,1128E015_ 7,3823E-001_ 3,3264E-014}
+7,5464E-001i +9,9424E-016i -4,7046E-001i -3,5810E-014i
21 -4,1930E901. 1,6244E-01§ 1,0575E-001. 9,6110E916.
+8,4947E-001i -1,6935E-016i -9,6370E-001i +6,8952E-016i
22 -7,4820E901. -1,9842E915. -1,5698E901. -5,7067E—013
+5,8436E-001i +2,4172E-015%i-1,0678E+000i -4,1564E-018i
23 -3,0860E001_ 3,0540E91t_3_ 3,5691E901_ 1,2208E013_
+9,1217E-001i +2,4633E-017i+8,2016E-001i +3,1319E-013i
24 -1,8570E001_ 1,2387E-015 2,1922E901_ 2,7005E013_
+9,3154E-001i -8,6626E-016i+8,8757E-001i +2,0298E-013i
o5 7,3099E—OO; 4,8798E-015 -5,6483E902. -5,7435E—017
-6,3598E-001i -4,1884E-015%i+1,0185E+000i -3,0652E-017i
26 -6,3859E902. -7,6435E-017 6,8351E-002 1,3872E—014
+9,5148E-001i -2,3911E-015i+9,5890E-001i -2,5708E-014i
27 -9,4698E001_ 1,1248E016_ 1,7559E-001_ -7,0635E013_
+3,6998E-001i +1,1185E-016i+8,4508E-001i +2,8304E-015i




Continuacao da Tabela 5.5.

i Prony e Minimos Quadrados | Kung e Minimos Quadrados|
Z h Z h
28 4,5385E002_ -1,5369E-015_ -1,2787E-001_ -2,9293E016_
+9,6030E-001i -1,4312E-017i -9,0403E-001i +7,9768E-015i
29 4,1576E901. 1,6569E-015 -2,3639E-001 3,8128E915.
+9,2072E-001i -1,4548E-015%i -9,1772E-001i +2,4164E-015i
30 1,6601E901. 5,1443E915. -1,8295E901. -1,2992E914.
+8,8871E-001i +1,6502E-015i+9,3166E-001i +2,9688E-015i
31 2,8887E001_ 9,9120E-Ol5 -3,1522E901_ -9,5656E015_
+8,4563E-001i -2,1163E-014i+9,0424E-001i +5,5353E-015i
32 4,1516E001_ -2,0142E-014_f -3,6947E-001_ 2,1523E015_
+8,3121E-001i -8,7895E-015i -8,7369E-001i +3,1076E-015i
33 5,7837E001] -5,3516E-015 -1,0455E+000 6,3974E-022
+7,4718E-001i -9,0685E-015i -5,5089E-001i -3,3647E-022i
34 -8,7479E001]  -1,5028E-015 -4,1734E001 -1,1328E014
+3,2254E-001i +4,1193E-015i+8,4729E-001i +4,9996E-015i
35 7,4076E001 -6,7113E-01p -8,8685E-001 2,2486E-017
+5,8976E-001i -4,3654E-015%i -5,2190E-001i -7,8195E-017i
36 6,4156E001_ -1,4544E-014_f -4,8866E-001_ 3,0427E015_
+6,7799E-001i -2,6324E-015i -7,9893E-001i +4,2848E-015i
37 7,7569E-OO:I.. 1,2594E914. -5,2874E901. -1,6143E914.
-5,5291E-001i +1,7193E-015%i+7,4740E-001i +1,1789E-014i
-9,2296E001] -3,8634E015 -6,5482E001 -4,4916E015
38 | +2,3898E-001i +5,8208E-017i+7,3056E-001i +9,4807E-016i
39 8,5721E-OOJ_. 9,199OE-015 -5,6505E-001_ 1,8538E015_
-4,4060E-001i -1,3669E-016i -7,4641E-001i +5,6171E-017i
40 7,9678E001_ 1,0000E+00_ -7,6037E-001_ 3,4499E015_
+4,6002E-001i +9,9365E-015i -5,4301E-001i +1,9483E-015i
a1 8,7922E901. -3,1417E915. -7,3867E901. -5,4458E915.
+3,4619E-001i +8,2919E-015i+5,7466E-001i +1,2577E-014i
42 9,0467E901. -9,9120E915. -6,6066E-001 1,6331E915.
+2,0949E-001i +7,7998E-015i -6,4437E-001i +5,4147E-015i
43 8,5261E-OOJ_. 4,0773E914_ -8,3963E901_ -4,5411E016_
-3,0183E-001i +1,8423E-014i+5,0922E-001i +8,2868E-016i
a4 9,3803E001_ -2,5900E915_ -8,7982E-001_ -8,0118E016_
+1,1910E-001i +5,5564E-015i -2,9842E-001i +1,7892E-015i
45 9,8554E-OO:I.. -1,1240E915. -7,9186E901. -2,9661E914.
-1,1896E-001i +6,1204E-015i+3,9941E-001i +1,9492E-014i
46 -9,3724E001  -2,0437E-01p -9,7640E-000 -2,7244E-016
+1,1794E-001i -1,6073E-015i -1,4804E-001i -3,0694E-016i
47 8,8221E-00:I_. -8,7605E915_ -9,2668E901_ -7,9942E015_
-1,9292E-001i +6,1875E-014i+2,7382E-001i +1,9179E-015i
48 -9,1937E—001_ -6,3335E-01§ -9,4870E-001_ -2,5957E—015
-1,1364E-001i -2,9567E-016i -6,0046E-002i -9,8735E-016i
49 9,2850E—00; -3,4236E-014 -9,5062E901. -3,2612E—015
-6,5607E-002i -4,7054E-01%i+7,6083E-002i -3,2831E-015i
50 -9,1625E-00L -7,2541E-016 -9,2650E001 -9,6980E-01p
-6,7811E-003i -7,0857E-016i+1,5944E-001i -1,3722E-015i

69



Tabela 5.6: Comparacao de alguns dos resultadaglidacao dos métodos
ao sinal modelado por[n] comn=1:1:100, d =50 eL = 10(na Eq. (4.8).

n S PP K¢ IS - Pf IS - K [P - K[

1| o] amenon | asamey| tsweeis | iomeess| e
10 -32,’71673370EE-_0011i -32,’71673370EE-_0011i -32,171673370EE--0011i 3,4332E-16 2,2678E-15)  2,0868E-13
o | _Paeeten | SamEtt | eaescia| isowets | rassseds] 7ermiess
40 ;3}1'3883575_'8; ;3}1'3883575_'8; ;3}1'3883575_'8; 2,4787E-15 1,5435E-14 1,7558E-14
0| Jiohee | Iieees | ishess| wasoieis | sesooeas| zoseend
0| Adearss] Laucos | 2EMER| cemcis | sosiecis| oroseis
0| ST et | FaeEst| swess | iomaeu] iouecy
90 _:;‘58%05851%4; Jr';'?g’ggg_'f; J;fl'?g’ggg_'f; 8,1814E-15 4,3918E-15 1,1754E-14

‘Dados do sinal gerado sinteticamente pelo modejoFH);

®Dados do sinal recuperados utilizando os métodéxaey e minimos quadrados;
‘Dados do sinal recuperados utilizando os métodd@idg e minimos quadrados;

70

dMédulo da diferenca entre os dados do sinal geraildeticamente e os recuperados fazendo-se ssmémdos de
Prony e minimos quadrados;

*Modulo da diferenca entre os dados do sinal gaeraitdeticamente e os recuperados fazendo-se ssmélmdos de
Kung e minimos quadrados;

‘Médulo da diferenca entre os dados do sinal readips pela aplicagio dos métodos de Prony e mimjmadrados, e
Kung e minimos quadrados;

9. eia 7,9678E-01 + 4,6002E-01i como 7,9678%+04,6002i)x10"

[ik:]
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nE L : : : : L mimap|]
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] T

Parte real do sinal f[n]

08 i i i i i i i i i
1} 10 20 30 40 50 60 70 ) a0
Tempo, n

100

Figura 5.7: llustracdo da Tabela 5.6 (completajaiodo as partes reais das colunas
P eK.
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Figura 5.8: llustracéo da Tabela 5.6 (completajaiodo as partes imaginarias das colunas P
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Figura 5.9: Gréfico do modulo da diferenca entsinal original
e 0S sinais reconstruidos.

Com base na Tabela 5.6 e nas figuras 5.7 a 5.%-g@dbservar que as duas

combinacdes de métodos se mostraram eficazes mgeragdo dos parametros @dfn]. As

figuras 5.7 e 5.8 mostram que as partes reais gindrdgas dos sinais reconstruidos séo
praticamente coincidentes com as partes real eindrég do sinal original. Ainda assim,
como pode ser observado na Fig. 5.9, a combinagdonttodos de Prony e minimos

quadrados se mostrou sutilmente melhor.



Tabela 5.7:z er, calculados pela aplicagdo dos métodos ao
sinal modelado poff [n] comn=1:1:15C, d =75 eL= 15(na Eq. (4.8).

i Prony e Minimos Quadrados Kung e Minimos Quadrados
Z f Z |
1 1,0579E+000 -8,7079E-030 1,1219E+000 -1,4024E-040
+6,7482E-001i +6,7629E-029i +9,9677E-001i +1,0163E-042i
> -2,5057E-001 9,6941E-019 -2,3843E-001 -9,2913E-029
+1,0203E+000i +1,9162E-018i +1,2042E+000i +4,7453E-028i
3 -1,8614E-001 1,0540E-014 -8,1069E-001 -8,2644E-014
+9,4085E-001i -2,1151E-015i +5,3325E-001i +6,9875E-014i
4 -7,4242E-002 2,5606E-015 -8,2904E-001 -1,5323E-013
+9,5942E-001i +1,1594E-014i +4,6882E-001i +1,2713E-013i
5 3,1297E-002 -3,9274E-014 -8,4431E-001 -2,5583E-013
+9,6720E-001i +2,9040E-015i +3,7541E-001i +2,3655E-013i
6 6,9034E-002 4,1992E-015 -8,8853E-001 -1,7323E-013
+9,5653E-001i +7,6305E-014i +2,9624E-001i +1,2073E-013i
7 3,1458E-001 3,6339E-015 -9,7269E-001 -1,4971E-014
+9,3541E-001i -4,3979E-014i +5,3964E-002i +8,9244E-015i
8 1,5971E-001 3,7191E-014 -8,9292E-001 -2,9649E-013
+9,0762E-001i +2,5014E-013i +2,1463E-001i +9,1397E-014i
9 2,6227E-001 6,5851E-013 -9,1530E-001 -1,9505E-013
+8,6470E-001i +2,7627E-013i +1,2442E-001i +7,2543E-014i
10 3,7317E-001 . 2,7721E-013. -7,6197E-001. 1,1635E-013 .
+8,4030E-001i -3,4791E-013i +5,4201E-001i +2,8764E-013i
1 4,5987E-001 . 6,2419E-015. -7,0893E-001. 4,5424E-014 .
+8,1438E-001i -1,6435E-013i +6,0297E-001i +6,5601E-014i
12 7,8923E-001 -1,0342E-016 -6,3157E-001 -4,2205E-014
+6,5831E-001i -1,0679E-016i +6,9110E-001i +1,4086E-014i
13 5,5137E-001 _ 1,3070E-013_ -9,5631E-001_ -3,9670E-016_
+7,4524E-001i -1,2620E-013i -3,5502E-001i -1,8251E-016i
14 5,9032E-001 . -8,7724E-014 -8,7594E-001. -1,5094E-014
+7,0477E-001i -1,7542E-013i -3,7142E-001i -1,1221E-014i
15 6,3655E-001 . -7,1760E-014 -8,1721E-001. -1,6772E-014.
+6,5590E-001i -1,3750E-014i -4,6574E-001i +1,6237E-014i
16 7,4700E-001 5,9342E-015 -7,3305E-001 2,0162E-015
+5,8316E-001i +4,6332E-015i -6,5135E-001i -1,6517E-014i
17 -2,9584E-001_ 7,5011E-015_ -7,6457E-001_ -1,1990E-014_
+8,9873E-001i -3,4924E-014i -5,3437E-001i +4,0756E-014i
18 -3,6833E-001. 3,2437 E-014. -6,0769E-001. 3,8050E-014 .
+8,6734E-001i -5,8101E-014i -7,0709E-001i +2,3950E-013i
19 -4,1821E-001 1,2815E-013 8,1004E-001 3,7932E-017
+8,2437E-001i -1,8122E-014i +6,5617E-001i +2,9289E-017i
20 -4,8901E-001 6,6634E-014 -5,4249E-001 -1,6170E-013
+7,9691E-001i +3,0151E-014i +7,2325E-001i +8,7042E-014i
21 -5,3938E-001. 5,4771E-014. -4,8698E-001. -8,0622E-014.
+7,3439E-001i +7,5228E-014i +7,9641E-001i +5,4868E-014i
29 -6,3426E-001. 1,1465E-014 . -6,7308E-001. 1,2154E-014 .
+6,9181E-001i +1,5585E-014i -6,2201E-001i +2,7658E-013i
23 -7,0073E-001 2,4128E-014 -8,9183E-001 2,2037E-014
+5,9909E-001i -1,0415E-014i -2,3860E-001i -8,8151E-014i
24 -7,5348E-001 3,8017E-014 -4,3660E-001 -1,9726E-014
+5,4161E-001i -1,6808E-014i -8,5982E-001i -2,6669E-014i
o5 7,0216E-001. 4,8465E-015 . -4,1547E-001. -9,5712E-014.
-6,9557E-001i +3,1139E-015i +8,2091E-001i +1,7287E-013i
26 -2,2917E-002. -5,4507 E-022. -2,9049E-001. 2,8553E-014 .
-1,0851E+000i +4,1348E-021i +8,9893E-001i +3,9782E-014i
27 -7,9325E-001 3,3476E-014 -3,6249E-001 4,7357E-014
+4,9829E-001i +1,2858E-014i +8,5918E-001i +1,0657E-013i




Continuacao da Tabela 5.7.

i Prony e Minimos Quadrados Kung e Minimos Quadrados
Z I Z I
o8 7,2551E-001 2,7774E-014 -1,9127E-001 -1,9186E-015
-6,2730E-001i +3,2505E-015i +9,3335E-001i +2,1284E-014i
29 6,2607E-001 7,7399E-014 -5,3544E-001 -7,8648E-013
-7,0543E-001i +2,9791E-014i -7,1882E-001i +4,6792E-013i
30 7,8542E-001. 2,1632E-014. -9,0215E-002. -8,8801E-015.
-5,4597E-001i -8,3062E-015i +9,7096E-001i +1,6868E-015i
31 5,5820E-001. 1,4415E-013 . -4,7608E-001. -4,2268E-013
-7,4877E-001i +9,8433E-015i -7,5471E-001i -5,9213E-013i
32 -7,4210E-001 2,9621E-015 2,2086E-002 1,2184E-025
-6,5403E-001i +4,6470E-015i -1,1601E+000i +2,9646E-026i
33 4,9667E-001_ 1,4749E-013_ -1,8079E-003_ -1,4772E-014_
-7,7112E-001i -2,4368E-013i +9,6806E-001i -1,0543E-014i
34 2,8111E-001. -9,3244E-01§ -3,6089E-001. -7,2553E-014
-8,9659E-001i -5,3132E-015i -8,5838E-001i -1,0074E-013i
35 4,4499E-001. -8,5933E-014 7,4478E-002 . -5,3305E-014
-8,1187E-001i -1,1823E-013i +9,4062E-001i -2,3548E-014i
36 -8,4183E-001 1,8349E-014 -2,5712E-001 -1,2320E-013
+4,4462E-001i +3,7186E-015i -8,8590E-001i -5,5692E-014i
37 3,5770E-001_ -9,6237E-014_ 3,4432E-001 _ -2,7815E-014_
-8,2633E-001i -6,2873E-014i +9,1017E-001i +6,1171E-014i
38 1,3984E-001. 1,7816E-014. 2,7868E-001 . -2,6473E-013.
-9,1783E-001i -1,1092E-014i +8,8270E-001i +8,0267E-014i
39 7,5160E-002. 6,4233E-015. 6,9017E-001. -1,2002E-014
-9,3439E-001i -1,3976E-014i -6,8186E-001i -1,2560E-013i
20 -8,6927E-001 1,6902E-014 -1,8984E-001 -3,8207E-014
+3,8303E-001i +6,0681E-015i -9,1796E-001i -5,6622E-014i
a1 -1,4246E-002_ 9,7509E-015 _ 3,6383E-001 _ 2,7281E-013 _
-9,5514E-001i +6,3162E-016i +8,3184E-001i +2,8748E-013i
42 9,6653E-001 . 3,0702E-016 . 7,277OE-001. -3,4271E-014
+3,4438E-001i +5,5464E-016i -6,2718E-001i -7,1325E-014i
43 -8,3758E-002 2,7650E-014 4,7466E-001 1,1928E-013
-9,3040E-001i -9,2862E-015i +8,0224E-001i +3,4655E-015i
24 -1,8922E-001 2,4761E-014 7,9678E-001 1,0000E+000
-9,2267E-001i +8,6458E-015i +4,6002E-001i -2,2204E-016i
45 -2,5458E-001_ 5,6375E-014_ 7,9335E-001_ -1,2299E-013_
-8,8511E-001i -1,2674E-014i -5,4407E-001i +4,0934E-014i
26 8,3138E-001. 1,2466E-014. 5,4080E-001 . 1,3137E-013.
-4,6621E-001i +1,6282E-014i +7,4418E-001i -4,8758E-014i
a7 -4,4150E-001. 1,2993E-014. -8,7105E-002 -5,3599E-014.
-8,6262E-001i +7,8909E-015i -9,3407E-001i +4,9010E-015i
48 -3,5861E-001 5,3048E-014 7,3948E-001 -1,0777E-014
-8,5741E-001i +1,8366E-014i +5,7953E-001i -6,0929E-015i
49 -8,9086E-001_ 1,7561E-014_ 6,1757E-001_ -3,2460E-013_
+2,9445E-001i -1,0345E-014i -7,1098E-001i -3,6811E-013i
50 -7,6297E-001. -1,9788E-014. 5,4782E-001. -6,5829E-013
-5,4506E-001i +1,1346E-014i -7,5430E-001i -2,4093E-013i
51 -6,0267E-001 -1,1094E-013 8,2259E-001 -1,0051E-013
-7,0611E-001i +9,6240E-015i -4,9387E-001i -8,5891E-014i
52 -6,6682E-001 -1,0293E-013 5,8664E-001 3,9080E-013
-6,3692E-001i +2,8345E-014i +6,7048E-001i -2,7042E-013i
53 -8,1373E-001. -7,1653E-015. -1,9047E-002 -4,6272E-014
-4,6883E-001i +4,2948E-015i -9,4298E-001i -2,5124E-015i
54 -8,9543E-001 4,0761E-014 4,9543E-001 -5,4275E-013
+2,1566E-001i -1,7058E-014i -7,7919E-001i +4,9430E-013i
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Continuacao da Tabela 5.7.

i Prony e Minimos Quadrados Kung e Minimos Quadrados
Z I Z I
55 -8,6190E-001 -3,4190E-015 9,2797E-001 -1,9272E-015
-3,8789E-001i -9,0064E-016i +3,6034E-001i -1,1011E-014i
56 -9,2261E-001. 4,3872E-016. 5,9158E-001 . -5,6549E-013
-3,2335E-001i -5,6852E-016i +6,4401E-001i -3,6690E-014i
57 -9,6948E-001 1,2848E-014 4,3340E-001 -1,5927E-014
+5,6860E-002i -7,1324E-016i -7,9953E-001i +5,2639E-013i
58 8,5513E-001 -5,8556E-014 8,8273E-001 5,7159E-014
-4,0432E-001i -3,9254E-015i +3,5444E-001i +3,4414E-014i
59 -4,6911E-001 6,4482E-013 3,5576E-001 7,5815E-014
-7,3968E-001i -1,2839E-013i -8,2799E-001i +2,3642E-013i
60 7,9678E-001 . 1,0000E+000. 8,4765E-001. -9,5146E-014
+4,6002E-001i -3,1752E-014i -4,0085E-001i -8,8540E-015i
61 -5,1791E-001. -4,0206E-013 2,7968E-001. 1,1126E-015 .
-7,2269E-001i -4,2748E-013i -8,9372E-001i +3,6147E-014i
62 -9,2035E-001 4,6459E-014 6,9762E-002 -6,9459E-014
+1,1969E-001i -2,9209E-014i -9,2990E-001i +4,0457E-014i
63 -8,8958E-001 -7,6125E-015 8,5905E-001 -1,2033E-013
-2,4775E-001i -1,9078E-014i -3,2424E-001i +4,2015E-014i
64 8,7786E-001 . 1,9836E-014. 8,9322E-001 . 8,4189E-014 .
+3,5045E-001i -2,5241E-015i +1,9063E-001i +3,7431E-013i
65 -9,1183E-001. -2,7667E-014 9,1702E-001 . -9,0435E-014.
-1,6422E-001i -2,0901E-014i +1,0498E-001i +3,9618E-013i
66 8,5952E-001 -4,1643E-014 8,7528E-001 -3,2096E-013
-3,1835E-001i -1,6390E-013i -2,1886E-001i +3,7493E-013i
67 9,5787E-001_ 2,7782E-014 _ -9,1013E-001_ -1,6837E-014_
-1,5737E-001i +1,5802E-014i -1,6773E-001i -1,0360E-013i
68 8,8446E-001 . 9,0393E-014. 1,3158E-001. -9,3582E-014
+2,0204E-001i +2,8072E-013i -9,1055E-001i -3,6586E-014i
69 8,7658E-001. 1,8241E-013. 8,2686E-001 . 7,3002E-014.
-2,1274E-001i -1,7733E-013i +1,0753E-001i -2,7580E-012i
70 -8,9704E-001 -1,0854E-013 9,3295E-001 -2,7765E-013
-6,4556E-002i -1,1803E-013i -1,0442E-002i -1,1732E-013i
7 9,3500E-001_ -7,6818E-015_ 1,6195E-001 _ -1,5113E-013_
-9,9358E-003i -6,0908E-014i +9,0355E-001i +9,8120E-015i
72 9,1997E-001 . -1,1297E-013 9,1603E-001. -5,0041E-013.
+1,0396E-001i -8,2689E-014i -1,4804E-001i +2,4737E-013i
73 9,0745E-001. -1,6048E-014. -8,4955E-001. -1,2506E-012.
-1,0081E-001i +2,6270E-014i -1,6872E-002i -1,3284E-013i
74 8,8009E-001 3,9588E-013 9,3175E-001 -3,4663E-013
+1,5451E-001i -4,4427E-013i -9,8615E-002i -2,9976E-013i
75 -8,4498E-001_ 2,2404E-013 _ -9,0200E-001_ 1,5185E-013_
-4,5457E-002i +3,5342E-013i -6,9424E-002i -2,4998E-013i

74



Tabela 5.8: Comparacao de alguns resultados dzagft dos métodos ao sinal modelado

por f[n] comn=1:1:15C, d =75 eL= 15(na Eq. (4.8).

75

n S pP KC IS - Pf IS - KP P - K[

] e et sy | seuets | 1austis| eaoes
15 +23]'é'§;g§_'§fi ;21,’833255.'33 +21,§§§§EE-_3; 6,5544E-16 1,2842E-15 1,6661E-15
so| [SISERR| 20ER2 | SASESE | someis | aceweis| sameecis
45| 5 n10E091| 291600 | 23518802 4,1645E-15 6,3280E-15 | 1,0207E-14
60 -36,'27139709|5E-_1073; -16,'27536739|5E-_1043; -1?67231795-104? 2,7504E-14 41729E-14 | 1,6143E-14
75 ;f,’gé‘gszgfé; {11,'983?35?5._3; +'f,’3§g’57§_'§; 9,8392E-15 3,1277E-14 4,0356E-14
105 _15’5084‘?65;'0143 _'11’5889563;'014? _'12,’518%11655614? 7,7937E-15 4,0664E-15 4,1469E-1%
135 +11§gg$§§; Jjgggfggg +'fy’§3§$§_‘§§i 3,3794E-14 2,3041E-14 3,4081E-14
150 .'13,’553175333 ;53,’1759655_'?3 -233:679246375105? 6,5708E-15 6,7203E-15 1,0147E-14

#Dados do sinal gerado sinteticamente pelo modejoH);

®Dados do sinal recuperados utilizando os métodd&aley e minimos quadrados;

‘Dados do sinal recuperados utilizando os métodd@idg e minimos quadrados;

dMédulo da diferenca entre os dados do sinal geraitieticamente e os recuperados fazendo-se ssmémdos de
Prony e minimos quadrados;

*Moédulo da diferenga entre os dados do sinal geraitftteticamente e os recuperados fazendo-se ssmémdos de
Kung e minimos quadrados;

"Médulo da diferenca entre os dados do sinal reesips pela aplicagdo dos métodos de Prony e mirmjuedrados, e
Kung e minimos quadrados;

9Leia 7,9678E-01 + 4,6002E-01i como 7,9678%*04,6002i)x10"
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Figura 5.10: llustracdo da Tabela 5.8 (completajando as partes reais das colunas
P eK.
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Figura 5.12: Grafico do médulo da diferenca entsénal original e os sinais reconstruidos.

Com base na Tabela 5.8 e nas figuras 5.10 a 5hE2rwm-se que o comportamento

dos sinais reconstruidos a partir da aplicacaavdgedos sobre os dados €fn] permanece

0 mesmo quando se dobra o numero de componentgsalpe com a evolugdo do tempo,

em comparacdo com os dados da Tabela 5.6. Podmskiic que as duas combinacdes de

meétodos recuperam os parametros do sinal de madanba satisfatorio, e que nos intervalos

avaliados, a combinacdo dos métodos de Prony emwsniquadrados apresentou um

comportamento sutilmente melhor.

5.2 Aplicacdo na area de modelos de qualidade de 4gua

Os dados experimentais utilizados nas simulacéstdecado sao foram extraidos de

um teste realizado por Barbosa Jr. (1997), em eshér do Rio Jacaré-GuacBHj, no dia

20/09/94, quando, as 10h01min, 248 gramas de rodawil diluidas em aproximadamente
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10 litros de agua, em um balde, foram liberadotirianeamente em um ponto da secéo de
injecdo, sobre a linha de corrente central do e@sentn. O objetivo do teste realizado por
Barbosa foi o de estudar o mecanismo de dispeos@ptuidinal de um constituinte no rio,
estimando a concentragcdo de um contaminante ererapote em uma posi¢éo, considerando
conhecidas as caracteristicas do rio e a descargandaminante.

Os dados utilizados para efeito de validacao dssltados obtidos experimentalmente
por Barborsa (1997), foram extraidos de Sousa .ef28D8), que utilizou a solucédo da
equacdo da adveccado-difusdo unidimensional, comdigies inicial e de contorno

especificas, para calcula-los. A equacao da adeatiGdsdo unidimensional é apresentada a

seqguir.
2
a_C+ua_C: Da_C, —o< X<oo , t> ( (52)
ot ox X
onde,
C = C(x,t) = “concentracao” [ML-3]
u = “componente longitudinal instantanea da veloadad [LT-1]
D = “coeficiente de dispersao longitudinal” 2]
X = “posic¢ao longitudinal em relacéo a entrada diesia” [L]

A solucéo fundamental da Eg. (5.2), no caso edugar Sousa et al. (2008), decorre
da injecéo instantdnea de uma maddsde uma substancia conservativa, distribuida de modo
uniforme em uma secao transversal de Ardacalizada enx = 0. A solucéo foi obtida para

as seguintes condi¢des iniciais e de contorno:

M - 00
C(x, 0)—K5(x) < X< (5.3)

C(#o0,t) = 0 t> 0

onded(x) denota a funcadelta de Dira¢ ou impulso unitario (Eq. (2.8)), que, fisicamente
neste caso, representa uma unidade de massa dgtugtes dentro de um espaco

infinitamente pequeno e que tem a propriedade denda no tempo inicial em todos os

lugares, exceto em= 0 (posicao de injecdo da massalo constituinte) e I o(x)dx=1.

X=—00
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Para o sistema representado pelas equacdes (5.3),ea solucao € da forma

C(x-up)?

C()gt):Le bt —o< x<oo, t>0. (5.4)

AVArD

Nesta dissertacdo foram utilizados os dados expetais de Barborsa Jr. (1997) e os
dados calculados por Sousa et al. (2008). O grafbeixo mostra que a equacao da adveccao-
difusdo unidimensional, com as condi¢des iniciallee contorno adotadas, € eficaz para

descrever a evolugéo da concentracao do contaraieanineio fluvial.

Concentragdes na linha de corrente

=18 e
16 Do Ce
=14 —
< gl e 4
Saz r * Valor estimado
£10
= - - OValor
8 8 ) observado
56 *
U V &)

4 v_‘"' -

- + [

= *

0 oana? O e 2 e

Q 20 40 60 80 100 120 140

Tempo (em minutos)

Figura 5.13: Concentragdes observadas e estimaa®as, mesma linha de corrente.
Fonte: Sousa et al., 2008.

Os dados utilizados por Sousa et al. (2008) naz8olda equacdo da advecédo-difusdo
sdo apresentados na tabela a sequir.

Tabela 5.9: Parametros utilizados na Eqg. (5.4).

M (kg) x (M) u (m/s) A () D(n?/s)
0,248 2 250 0,44 24,2 5,2

Fonte: Barbosa Jr. (1997) e Sousa et al. (2008).
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Na tabela do Anexo é possivel perceber que a texanubstragem utilizada por
Barbosa Jr. (1997) ndo é constante, e para quaedelmem estudo nesta dissertacdo possa ser

utilizado, os tempos foram equiespacados da segiamha

At:(b_a),
n

(5.5)

ondea e b sdo respectivamente o primeiro e o ultimo tempoger foram aferidas as
amostras, en o numero de afericbes. Na tabela a seguir é apesie uma parte dos
resultados da aplicacdo dos métodos estudados diestartacdo, utilizando os tempos
equiespacados e aplicando os dados da Tabela &E§. (5.4).

Tabela 5.10: Parte dos resultados da aplicacamétsdos aos dados gerados pela solucdo da

equacdao de adveccéao-difuséo calculada por Soasa(2008).

& SE P K¢ |SE - P} |SE - P |P-KP
5,7088E+01 | 9,3720E-03| ,gredt S | O | 3147700E-08 | 1,206600E-08 | 4,346500€-08
6.2344E+01 | 1,9035E-01| 9osoE Ll D20SSE DL | 4.402000E-07 | 1,602700E-07 | 5,996600E-07
6,7600E+01 | 15286E+00| yoe b Y 1OMREEIO) | 1109900E-07 | 1,512900E-07 | 2,622800E-07
7,2856E+01 | 59337E+00| PPSSIENG01 BISSIEOY | 1,602200E-06 | 7,424300E-07 | 2,343600E-06
781126401 | 12897Ev01| g PR R O | 6615600E-07 | 2,596400E-07 | 9,211600E-07
8,3368E+01 | 1,7519E+01 /oo tOL) S IoioE L | 1183000E-06 | 6,433400E-07 | 1,826300E-06
8.8624E+01 | 16170E+01] 10 loE Ll oo | 6.567900E-07 | 5,719400E-07 | 1,226900€-06
0,3880E+01 | 1,0824E+01 PIIETOL) SOP2TETOL | 1.880600E-07 | 5,962100E-07 | 5,0250006-07
0.9135E+01 | 552076400 S oTIEOR) Soio e ) | 1119000E-06 | 1,021800E-06 | 2,139800E-06
1,0439E+02 | 2,2463E+00|  Ze003m R 2200 0L | 4.646700E-07 | 6,544400E-07 | 1,081300E-06
1,0965€+02 | 7,4988-01( | TRt L | 1656600E-06 | 1,561000E-06 | 3,203600€-06
1,1490E+02 | 2,1136€-01|  2uostE Ol ZroStEOR | 1,408100E-06 | 1,196400E-06 | 2,597600E-06
120166402 | 5,14296-02| Py omE | > A2 | 7,.009100E-07 | 5,503400E-07 | 1,257800E-06
12541402 | 1,1005E-02| 3 0ot 002 U PR | 2,361200E-07 | 1,733700E-07 | 4,089100E-07
1,2804E+02 | 48755603 | ol onE s MATOPETRS | 4,823100E-08 | 3,469900E-08 | 8,282000€-08

#Tempo em minutos, equiespagado de acordo com @ 5.
PDados calculados utilizando a solugéo da equacaoiwiccdo-difusao;

‘Dados do sinal recuperados utilizando os métodd@aiey e minimos quadrados;
9Dados do sinal recuperados utilizando os métodd&ude e minimos quadrados;
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*Maédulo da diferenga entre os dados do sinal geraiideticamente e os recuperados fazendo-se ssoéodos de Prony
e minimos quadrados;

‘Médulo da diferenca entre os dados calculados eecsperados fazendo-se uso dos métodos de Kungnienam
quadrados;

9Médulo da diferenga entre os dados recuperadaes g@icacdo dos métodos de Prony e minimos quasiradgung e
minimos quadrados;

"Leia 5,7088E+01 como 5,7088X10

ERTIS E" .
=
= A Y
z
\
- { ,
. f Y
8 i LY
o £ Y
%
%
1 \‘ -
"'0
i \ |
&
/ AN
2t 4 -
r
/‘ \“"-'-
0 et ! I ! | | B LT L
[=in] 70 a0 a0 100 110 120 130
Tempo (min)

Figura 5.14: llustracdo da Tabela 5.10 (complétemando as partes reais das colunas
PeK.

win”

—— S

]

Concentragdo (ugl-1)
T
1

: N |
A S

2 | | 1 1 1 1 | |
a0 B0 70 a0 a0 100 ialtl 120 130 140
Ternpo (min)

Figura 5.15: llustracao da Tabela 5.10 (complétepando as partes imaginérias das colunas
PeK.
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Figura 5.16: Grafico do médulo da diferenca entsénal original e os sinais reconstruidos.

Com base na Tabela 5.10 e nas figuras 5.14 a pdi&-se observar que as duas
combinacBes de métodos se mostraram bastanteesficazrecuperagdo dos parametros do
sinal que caracteriza a concentragdo do contaneireantongo do temp@inda assim, como
pode ser observado na Fig. 5.16, a combinacéo duxlos de Kung e minimos quadrados se
mostrou um pouco melhor. Em relacéo a parte imagimg@&rada nas reconstrucdes dos sinais
pela aplicagdo dos métodos, a figura 5.15 mostaqarte imaginaria do sinal reconstruido
pela combinacdo dos métodos tem uma oscilacédo pndikima de zero, como esperado.
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6 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo foram apresentados os métodeodg e Kung, que, em conjunto
com o método dos minimos quadrados, sdo capazedetgeminar os coeficientes de
ponderacado e as exponenciais de sinais na formmdesoma ponderada de exponenciais.

Nas sec¢bes 5.1 e 5.2, os dados utilizados foraaugesinteticamente, e na se¢ao 5.2,
os dados utilizados foram provenientes de uma &qea de campo, e em todos 0s casos as
reconstrucdes dos sinais se mostraram satisfatbi@ssimulacdes das secfes 5.1 e 5.2, em
que os valores dos sinais eram estritamente rediservou-se a presenca de partes
imaginarias nos sinais reconstruidos, que € premémida aplicacdo dos métodos, e que
tendem a zero, ao longo do tempo, conforme o edpera

Com base nos resultados das simulacoes, apresemaslidabelas e graficos do Cap.
5, pode-se concluir que as duas combinacdes dedagt®rony e minimos quadrados, e
Kung e minimos quadrados, se comportaram de mapastante satisfatoria na recuperacao
dos parametros dos sinais modelados como somasipolag de exponenciais complexas. As
figuras 5.3, 5.6, 5.9, 5.12 e 5.16 mostraram geer® apresentado nos sinais reconstruidos,
em comparacdo com 0s originais, € muito pequegageambas as combinacdes de métodos
apresentaram erro em uma mesma ordem de grandezandando-se sutiimente de acordo
com o intervalo avaliado.

Para trabalhos futuros, pretende-se estudar aagstonde parametros de sistemas
lineares invariantes no tempo, representados ponasoponderadas de exponenciais
complexas, utilizando variagbes dos métodos deyPeoKung, como as apresentadas em
Kumaresan et al. (1984) e Wang et al. (1996), cts@enente.
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ANEXO: TABELA COMPARATIVA DOS DADOS EXPERIMENTAIS E
CALCULADOS, NO ESTUDO DE DISPERSAO LONGITUDINAL EM UM RIO
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Tempo Concentragdo | Concentragao
(minutos) calculada medida
5,7088E+01 9,3720E-03 1,3241E-01
5,9214E+01 3,5993E-02 1,3241E-01
6,1473E+01 1,2402E-01 1,3241E-01
6,3466E+01 3,1852E-01 1,3241E-01
6,5194E+01 6,5140E-01 1,3241E-01
6,7187E+01 1,3352E+00 1,3241E-01
6,9180E+01 2,4617E+00 4,2027E-01
7,0907E+01 3,8663E+00 3,1549E+0(
7,2900E+01 5,9862E+00 4,1624E+0(
7,5159E+01 8,8913E+00 8,9119E+0(
7,7152E+01 1,1625E+01 1,2942E+01
7,9013E+01 1,4017E+01 1,5101E+01
8,0873E+01 1,5970E+01 1,7116E+01
8,3132E+01 1,7433E+01 1,7691E+01
8,6454E+01 1,7436E+01 1,5964E+01
8,8978E+01 1,5888E+01 1,3518E+01
9,1901E+01 1,3027E+01 1,0207E+01
9,5223E+01 9,3368E+00 7,7605E+0(
9,8014E+01 6,5142E+00 5,7455E+0(
1,0094E+02 4,1594E+00 4,1624E+0(
1,0399E+02 2,4225E+00 2,5792E+0(
1,0705E+02 1,3194E+00 1,5717E+0(
1,0997E+02 6,9667E-01 1,1399E+0(
1,1290E+02 3,4919E-01 7,0812E-01
1,1808E+02 9,1479E-02 5,6419E-01
1,2286E+02 2,3631E-02 1,3241E-01
1,2804E+02 4,8753E-03 1,3241E-01

87



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

